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R�ESUM�E

La th�eorie de la distribution des valeurs des fonctions m�eromorphes fond�ee par Rolf Nevan-

linna �a la �n des ann�ees vingt, joue un rôle tr�es important dans l'�etude de la

croissance et l'oscillation des solutions des �equations di��erentielles lin�eaires dans le

domaine complexe.

Ce m�emoire consiste �a �etudier l'ordre et l'hyper-ordre des solutions des �equations di��erentielles

de la forme :

f (k) + (Dk�1(z) +Bk�1(z)e
Rk�1(z))f (k�1) + :::+ (D1(z) +B1(z)e

R1(z))f

+(D0(z) + A1(z)e
P (z) + A2(z)e

Q(z))f = 0

o�u P (z); Q(z) et Rl(z) (l = 1; :::; k � 1) sont des polynômes de degr�e n � 1, Aj(z)(6� 0)(j =

1; 2); Bl(z)(6� 0)(l = 1; :::; k � 1) et Dm(z)(m = 0; :::; k � 1) sont des fonctions m�eromorphes

avec max = f�(Aj)(j = 1; 2); �(Bl)(l = 1; :::; k � 1); �(Dm)(m = 0; :::; k � 1)g < n: On

consid�ere aussi le cas non homog�ene.

Le but de ce m�emoire est d'�etudier les r�esultats obtenus par ZHENG et HE [14] :



INTRODUCTION

Consid�erons l'�equation di��erentielle lin�eaire du second ordre.

f" + P (z)f 0 +Q(z)f = 0; (0.1)

o�u P (z) et Q(z) sont des fonction enti�ere d'ordre �ni. il est bien connu que toute solution f de

l'�equation (0:1) est une fonction enti�ere. De plus, si f1 et f2 sont deux solutions lin�eairement

ind�ependantes de (0:1) ; alors il y a au moins une solution f1 ou f2 d'ordre in�ni [15]. Par

cons�equent, la plupart des solutions de (0:1) sont d'ordre in�ni. Ainsi une question naturelle

est : Quelles conditions sur P (z) et Q (z) garantira que toute solution f (6� 0) de (0:1) soit

d'ordre in�ni ? Plusieurs auteurs Ozawa [17], Gundersen [10] , Amemiya et Ozawa [1] Chen

[3]ont �etudi�e ce probl�eme avec P (z) = e�z et Q (z) est un polynôme non constant ou une

fonction enti�ere transcendante. Chen [3] a consid�er�e le cas o�u P (z) = e�z et Q (z) est une

fonction enti�ere d'ordre � (Q) = 1 et a d�emontr�e di��erents r�esultats concernant la croissance

des solutions de l'�equation (0:1) : R�ecemment, Peng et Chen [18] ont �etudi�e les solutions de

certaines �equations di��erentielles lin�eaires du second orde . Leurs r�esultats ont �et�e plutard

g�en�eralis�es par Habib et Bela��di [11] :

Ce m�emoire se compose d'une introduction et de trois chapitres.

Le premier chapitre comporte quelques d�e�nitions, notions et r�esultats de la th�eorie de R.

Nevanlinna n�ec�essaires par la suite dans notre travail.

Le deuxi�eme chapitre est consacr�e �a l'�etude de l'ordre et de l'hyper-ordre des solutions

m�eromorphes des �equations di��erentielles lin�eaires de la forme :

f (k) + (Dk�1(z) +Bk�1(z)e
Rk�1(z))f (k�1) + :::+ (D1(z) +B1(z)e

R1(z))f 0

+ (D0(z) + A1(z)e
P (z) + A2(z)e

Q(z))f = 0 (0.2)



o�u P (z); Q(z) et Rl(z) (l = 1; :::; k � 1) sont des polynômes de degr�e n � 1, Aj(z)(6� 0)(j =

1; 2); Bl(z)(6� 0)(l = 1; :::; k � 1) et Dm(z)(m = 0; :::; k � 1) des fonctions m�eromorphes.

Dans le troisi�eme chapitre, on consid�ere le cas non homog�ene.



Chapitre 1

Quelques �el�ements de la th�eorie de R.
Nevanlinna

1.1 Fonction caract�eristique de R. Nevanlinna

Soit f une fonction m�eromorphe non constante. Pour tout nombre complexe a; on d�esigne

par n (t; a; f) le nombre des racines de l'�equation f(z) = a situ�ees dans le disque jzj 6 t;

chaque racine �etant compt�ee avec son ordre de multiplicit�e et par n(t; a; f) le nombre des

racines distinctes de l'�equation f(z) = a dans le disque jzj 6 t: On d�esigne par n(t;1; f)

le nombre des pôles de la fonction f dans le disque jzj 6 t; chaque pôle �etant compt�e avec
son ordre de multiplicit�e et par n(t;1; f) le nombre des pôles distincts de f dans le disque

jzj 6 t:
Notons

N (r; a; f) =

rZ
0

[n (t; a; f)� n (0; a; f)]
t

dt+ n (0; a; f) log r (a 6=1) ; (1.1.1)

N (r;1; f) = N (r; f) =
rZ
0

[n (t;1; f)� n (0;1; f)]
t

dt+ n (0;1; f) log r; (1.1.2)

N (r; a; f) =

rZ
0

[n (t; a; f)� n (0; a; f)]
t

dt+ n (0; a; f) log r (a 6=1) ; (1.1.3)

N (r;1; f) = N (r; f) =
rZ
0

[n (t;1; f)� n (0;1; f)]
t

dt+ n (0;1; f) log r; (1.1.4)
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m (r; a; f) = m

�
r;

1

f � a

�
=
1

2�

2�Z
0

log+
1

jf (rei�)� ajd� (a 6=1) (1.1.5)

et

m (r;1; f) = m (r; f) = 1

2�

2�Z
0

log+
��f �rei���� d�; (1.1.6)

o�u

lg+ x = max (lg x; 0) =

�
lnx; x > 1
0; 0 � x � 1

N (r; a; f) (respectivement N (r; a; f)) est appel�ee fonction a-points (respectivement a-points

distincts) de la fonction f dans le disque jzj 6 r. Elle caract�erise la densit�e des z�eros de

l'�equation f (z) = a dans le disque jzj 6 r et m (r; a; f) est dite fonction de proximit�e de la
fonction f au point a. Elle exprime la d�eviation en moyenne de la fonction f au point a.

D�e�nition 1.1.1 ([12]) Soit f une fonction m�eromorphe. On d�e�nit la fonction caract�eristique

de R.Nevanlinna par

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) (1.1.7)

o�u 0 < r < +1.

Cette fonction joue un rôle tr�es important dans la th�eorie de la distribution des valeurs des

fonctions m�eromorphes.

Exemple 1.1.1 Pour la fonction f (z) = ez, on a N (r; f) � 0:

D'autre part,
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m (r;1; f) = m (r; f)

=
1

2�

2�Z
0

ln+
��er(cos'+i sin')�� d'

=
1

2�

2�Z
0

ln+ jer cos'j d'

=
1

2�

�
2Z

��
2

r cos'd'

=
r

2�
2

�
2Z
0

cos'd'

=
r

�
[sin']

�
2
0 =

r

�
:

D'o�u

T (r; f) = r=�:

1.2 Propri�et�es de la fonction caract�eristique de R. Nevan-

linna

Proposition 1.2.1 ([12] ; [16]) Soient fn(n > 1 un entier) des fonctions m�eromorphes, a; b; c
et d sont des constantes complexes tels que ad� bc 6= 0 et c 6= 0 Alors on a

1. T (r;
nQ
j=1

fj) 6
nP
j=1

T (r; fj):

2. T (r;
nP
j=1

fj) 6
nP
j=1

T (r; fj) + lnn:

3. T (r; fn) = nT (r; f):

4. T (r; af+b
cf+d

) = T (r; f) + o(1); (f 6� �d=c) : (r ! +1) :

1.3 Ordre et hyper-ordre d'une fonction m�eromorphe

D�e�nition 1.3.1 ([12] ; [19]) Soit f une fonction m�eromorphe. On d�e�nit l'ordre de f par
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� (f) = lim
r!1

sup
log T (r; f)

log r
: (1.3.1)

Si

lim sup
r!+1

log T (r; f)

log r
= +1; (1.3.2)

on dit que la fonction f est d'ordre in�ni.

Exemple 1.3.1 Pour la fonctin f (z) = ez; on a T (r; f) = r=�: D'o�u � (f) = 1:

Exemple 1.3.2 Pour la fonctin f (z) = ee
z
; on a

T (r; f) � er

(2�3r)
1
2

; r ! +1:

D'o�u � (f) = +1:

D�e�nition 1.3.2 ([12] ; [19]) Soit f une fonction m�eromorphe. On d�e�nit l'hyper ordre de f

par

�2 (f) = lim
r!+1

sup
log log T (r; f)

log r
: (1.3.3)

Exemple 1.3.3 La fonction f (z) = exp fexp z2g est d'ordre � (f) = +1 et d'hyper-ordre

�2 (f) = 2:

1.4 Exposant et hyper-exposant de convergence des z�eros

d'une fonction m�eromorphe

D�e�nition 1.4.1 ([16]) Soit f une fonction m�eromorphe. Alors l'exposant de convergence

des z�eros (respectivement des z�eros distincts) de la fonction f not�e � (f) (respectivement

� (f)) est d�e�ni par

� (f) = lim sup
r!+1

logN (r; 1=f)

log r
; (1.4.1)

et

� (f) = lim sup
r!+1

logN (r; 1=f)

log r
: (1.4.2)
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Exemple 1.4.1 Pour la fonction f (z) = ez � b, o�u b 2 C et b 6= 0;1, on a � (f) = 1.

D�e�nition 1.4.2 ([4]) Soit f une fonction m�eromorphe. Alors l'hyper-exposant de conver-

gence des z�eros (respectivement des z�eros distincts) de la fonction f not�e �2 (f) (respective-

ment �2 (f))est d�e�ni par

�2 (f) = lim sup
r!+1

log logN (r; 1=f)

log r
; (1.4.3)

et

�2 (f) = lim sup
r!+1

log logN (r; 1=f)

log r
: (1.4.4)

1.5 Mesure lin�eaire et mesure logarithmique

D�e�nition 1.5.1 ([13]) On d�e�nit la mesure lin�eaire d'un ensemble E � [0;+1) par

m (E) =

+1Z
0

�E (t) dt; (1.5.1)

o�u �E est la fonction caract�eristique de l'ensemble E.

Exemple 1.5.1 La mesure lin�eaire de l'ensemble E = [1; 5] [ [6; 8] � [0;+1) est

m (E) =

+1Z
0

�E (t) dt =

5Z
1

dt+

8Z
6

dt = 6:

D�e�nition 1.5.2 ([13]) 1La mesure logarithmique d'un ensemble H � [1;+1) est d�e�nie

par

lm (H) =

+1Z
1

�H (t)

t
dt; (1.5.2)

o�u �H est la fonction caract�eristique de l'ensemble H.

Exemple 1.5.2 La mesure logarithmique de l'ensemble F = [1; e] � [1;+1) est

lm =

+1Z
0

�F (t)
dt

t
=

eZ
1

dt

t
= 1:
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1.6 D�eriv�ee logarithmique

Lemme 1.6.1 ([16]) Soit f une fonction m�eromorphe trancsendante. ALors

m

�
r;
f
0

f

�
= S (r; f) ;

o�u

S (r; f) = O (lnT (r; f) + ln r)

�a l'�ext�erieur d'un ensemble E � (0;+1) de mesure lin�eaire �nie. Si f est d'ordre �ni, alors

m

�
r;
f
0

f

�
= O (ln r) :



Chapitre 2

Ordre et hyper-ordre des solutions
m�eromorphes de certaines �equations
di��erentielles lin�eaires homog�enes �a
coe�cients m�eromorphes

2.1 Introduction et r�esultats

Consid�erons l'�equation di��erentielle lin�eaire du second ordre.

f" + P (z)f 0 +Q(z)f = 0 (2.1.0)

o�u P (z) et Q(z) sont des fonction enti�ere d'ordre �ni. il est bien connu que toute solution f de

l'�equation (2:1:1) est une fonction enti�ere. De plus, si f1 et f2 sont deux solutions lin�eairement

ind�ependantes de (2:1:1) ; alors il y a au moins une solution f1 ou f2 d'ordre in�ni [15]. Par

cons�equent, la plupart des solutions de (2:1:1) sont d'ordre in�ni. Ainsi une question naturelle

est : Quelles conditions sur P (z) et Q (z) garantira que toute solution f (6� 0) de (2:1:1) soit

d'ordre in�ni ? Plusieurs auteurs Ozawa [17], Gundersen [10] , Amemiya et Ozawa [1] CHEN

[3] ont �etudi�e ce probl�eme avec P (z) = e�z et Q (z) est un polynôme non constant ou une

fonction enti�ere transcendante. Dans le cas o�u P (z) = e�z et Q (z) est une fonction enti�ere

transcendante, Gundersen [10] a prouv�e le r�esultat suivant :

Th�eor�eme A( [10]) Si Q(z) est une fonction enti�ere transcendante d'ordre � (Q) 6= 1, alors

chaque solution f (6� 0) de l'�equation
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f 00 + e�zf 0 +Q(z)f = 0 (2.1.2)

est d'ordre in�ni.

Cependant l'�equation (2:1:2) avec Q(z) = �(2+4z2+2ze�z) poss�ede une solution f(z) = ez2

d'ordre �ni. De fa�con plus pr�ecise, quelle condition dans Q(z) lorsque �(Q) = 1 va garantir

que chaque solution f(6� 0) de (2:1:2) est d'ordre in�ni ? une estimation plus exacle de son

taux de croissance est un aspect tr�es important. CHEN [3] a examin�e l'�equation (2:1:2) et a

obtenu des r�esultats di��erents concernant la croissance de sa solution lorsque �(Q) = 1.

R�ecemment, Peng et Chen [18], Habib et Bela��di [11] ont �etudi�e l'ordre et l'hyper-ordre des

solutions de certaines �equations di��erentielles lin�eaires et ont prouv�e les r�esultats suivants :

Th�eor�eme B ([18]) Soient Aj(z)(6� 0)(j = 1; 2) des fonctions enti�eres avec � (Aj) < 1; a1; a2
deux nombres complexes tels que a1a2 6= 0, a1 6= a2. (suposons que ja1j � ja2j). Si arg a1 6= �

ou a1 < 1; alors chaque solution f(6� 0) de equation

f 00 + e�zf 0 + (A1e
a1z + A2e

a2z) f = 0 (2.1.3)

est d'ordre in�ni et �2(f) = 1:

Th�eor�eme C ([11]) Soient Aj(z)(6� 0)(j = 1; 2); Bl(z)(6� 0)(l = 1; :::; k � 1); Dm(z)(m =

0; :::; k�1) des fonctions enti�eres avec maxf�(Aj); �(Bl); �(Dm)g < 1; bl (l = 1; :::; k � 1) une

constante complexe tels que (i) arg bl = arg a1 et bl = cla2 (0 < cl < 1) et (ii) bl un constante

r�eelles telle que bl � 0 (l 2 I2). o�u I1 6= ?: I2 6= ?: I1 [ I2 = f1; :::; k � 1g et a1; a2 sont deux

nombres complexes tels que a1a2 6= 0. a1 6= a2. (suposons que ja1j � ja2j). Si arg a1 6= � ou

a1 un nombre r�eel tel que a1 < b(1 � c)�1; o�u c = max fcl : l 2 I1g et b = min fbl : l 2 I2g ;

alors chaque solution f(6� 0) de l'�equation

f (k) + (Dk�1(z) +Bk�1(z)e
bk�1z)f (k�1) + :::+ (D1(z) +B1(z)e

b1z)f 0
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+ (D0(z) + A1(z)e
a1z + A2(z)e

a2z)f = 0 (2.1.4)

v�eri�e �(f) = +1 et �2(f) = 1:

Dans ce chapitre, on va �etudier un r�esultat du �a He et Zhang [14]. Ce th�eor�eme est le suivant :

Th�eor�eme 2.1.1 ([14]) Soient Aj(z)(6� 0)(j = 1; 2); Bl(z)(6� 0)(l = 1; :::; k�1); Dm(z)(m =

0; :::; k � 1) des fonctions m�eromorphes avec max = f�(Aj)(j = 1; 2); �(Bl)(l = 1; :::; k � 1);

�(Dm)(m = 0; :::; k�1)g < n: Soient P (z) = anzn+:::; Q(z) = bnzn+:::; Rl(z) = clnzn+:::; des

polynômes non constants avec anbn 6= 0; an 6= bn(on suppose que janj 6 jbnj); cln(l = 1; :::; k�
1) des constantes complexes tels que (i) cln = tlan(0 < tl < 1)(l 2 I1) et (ii) cln sont des con-

stantes r�eelles v�eri�ant cln 6 0(l 2 I2),ou I1 6= ?; I2 6= ?; I1\ I2 = ?; I1[ I2 = f1; :::; k � 1g.
Si arg an 6= � ou an est un nombre r�eel tel que an < c(1 � t)�1, o�u t = maxftl : l 2 I1g

et c = minfcln : l 2 I2g, alors chaque solution m�eromorphe f (6� 0) dont les pôles sont de

multiplicit�e uniform�ement born�ee de l'�equation

f (k) + (Dk�1(z) +Bk�1(z)e
Rk�1(z))f (k�1) + :::+ (D1(z) +B1(z)e

R1(z))f

+ (D0(z) + A1(z)e
P (z) + A2(z)e

Q(z))f = 0 (2.1.1)

v�eri�e �(f) = +1 et �2(f) = n:

Corollaire 2.1.1 ([14]) Soient Aj(z)(6� 0)(j = 1; 2); Bl(z)(6� 0)(l = 1; :::; k�1); Dm(z)(m =

0; :::; k � 1) des fonctions m�eromorphes avec max = f�(Aj)(j = 1; 2); �(Bl)(l = 1; :::; k � 1);

�(Dm)(m = 0; :::; k � 1)g < n: Soient P (z) = anzn + :::; Q(z) = bnzn + :::; R(z) = clnzn + :::;

des polynômes non constants avec anbn 6= 0; an 6= bn(on suppose que janj 6 jbnj); cln(l =

1; :::; k � 1) des constantes complexes tels que cln = tlan(0 < tl < 1)(l = 1; :::; k � 1). Si

arg an 6= � ou an est un nombre r�eel tel que an < 0, alors chaque solution m�eromorphe

f (6� 0) dont les pôles sont de multiplicit�e uniform�ement born�ee, de l'�equation (2.1.1) v�eri�e

�(f) = +1 et �2(f) = n:

Corollaire 2.1.2 ([14]) Soient Aj(z)(6� 0)(j = 1; 2); Bl(z)(6� 0)(l = 1; :::; k�1); Dm(z)(m =

0; :::; k � 1) des fonctions m�eromorphes avec max = f�(Aj)(j = 1; 2); �(Bl)(l = 1; :::; k � 1);
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�(Dm)(m = 0; :::; k � 1)g < n: Soient P (z) = anzn + :::; Q(z) = bnzn + :::; R(z) = clnzn + :::;

des polynômes non constants avec anbn 6= 0; an 6= bn(on suppose que janj 6 jbnj); cln(l =

1; :::; k� 1) des constantes r�eelles tels que cln 6 0. Si arg an 6= � ou an est un nombre r�eel tel
que an < c, o�u c = min fcln : l = 1; :::; k � 1g alors chaque solution m�eromorphe f (6� 0) dont

les pôles sont de multiplicit�e uniform�ement born�ee, de l'�equation (2.1.1) v�eri�e �(f) = +1

et �2(f) = n:

2.2 Lemmes pr�eliminaires

Lemme 2.2.1 ([2]) Soient Pj(z) (j = 1; 2; :::; k) des polynômes avec degP0(z) = n (n > 1)
et degPj(z) = n (j = 1; 2; :::; k). Soient Aj(z)(j = 0; 1; :::; k) des fonctions m�eromorphes

d'ordre �ni telles que maxf�(Aj) : (j = 0; 1; :::; k)g < n et A0(z) 6� 0.

Notons

F (z) = Ak(z)e
Pk(z) + Ak�1(z)e

Pk�1(z) + :::+ A1(z)e
P1(z) + A0(z)e

P0(z): (2.2.1)

Si deg(P0(z) � Pj(z)) = n pour tout j = 1; :::; k, alors F est une solution m�eromorphe non

triviale d'ordre �ni et v�eri�e �(F ) = n.

Lemme 2.2.2 ([9]) Soit f une fonction m�eromorphe transcendante avec � (f) = � < +1,

H = f(k1; j1) (k2; j2) ; ::; (kq; jq)g un ensemble �ni de paires distinctes de nombres entiers

v�eri�ant ki > ji > 0 (i = 1; 2; :::; q) ; et soit " > 0 une constante donn�ee. Alors
(i) il existe un ensemble E1 � [��=2; 3�=2] de mesure lin�eaire z�ero tel que, si 	 2 [��=2; 3�=2] nE1;

alors il existe une constante R0 = R0(	) > 1 telle que pour tout z v�eri�ant arg z = 	 et

jzj > R0 et pour tout (k; j) 2 H , on ait����f (k) (z)f (j) (z)

���� 6 jzj(k�j)(��1+") ; (2.2.2)

(ii) il existe un ensemble E1 � (1;1) de mesure lin�eaire �nie, tel que pour tout z v�eri�ant

jzj =2 E1 [ [0; 1] et pour tout (k; j) 2 H, on ait����f (k) (z)f (j) (z)

���� 6 jzj(k�j)(��1+") ; (2.2.3)
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(iii) il existe un ensemble E1 � (0;1) de mesure lin�eaire �nie, tel que pour tout z v�eri�ant

jzj =2 E1 et pour tout (k; j) 2 H, on ait����f (k) (z)f (j) (z)

���� 6 jzj(k�j)(�+") : (2.2.4)

Lemme 2.2.3 ([7]) Supposons que P (z) = (�+ �i) zn+ :::(�; � sont des nombres r�eels,j�j+

j�j 6= 0) est un polynôme de degr�e n � 1 et que w (z) ( 6� 0) est une fonction m�eromorphe

avec � (w) < n. Posons g (z) = w (z) eP (z) ; z = rei� ; � (P; z) = � cosn� � � sinn�: Alors

pour tout " > 0 donn�e, il existe un ensemble H0 � [0; 2�) de mesure lin�eaire z�ero tel que

pour tout � � [0; 2�) n (H0 [H1), il existe r0 > 0; tel que pour jzj = r > r0 (�), on ait

(i) si � (P; �) > 0, alors

exp f(1� ") � (P; �) rng <
��g �rei���� < exp f(1 + ") � (P; �) rng ; (2.2.5)

(ii) si � (P; �) < 0; alors

exp f(1 + ") � (P; �) rng <
��g �rei���� < exp f(1� ") � (P; �) rng ; (2.2.6)

o�u H1 = f� 2 [0; 2�) : � (P; �) = 0g est un ensemble �ni.

Lemme 2.2.4 ([18]) Supposons que n � 1 est un nombre entier. Soient Pj (z) = ajnzn + :::

(j = 1; 2) des polynômes non constants, o�u ajq (q = 1; 2; :::; n) sont des nombres complexes et

a1na2n 6= 0. Posons z = rei�; ajn = jajnj ei�j ; �j 2 [��=2; 3�=2) ; � (P; �) = jajnj cos (�j + n�).

Alors il existe un ensemble H2 � [��=(2n); 3�= (2n)) de mesure lin�eaire z�ero. Si �1 6= �2;

alors il existe un rayon arg z = �; � 2 (��= (2n) ; �= (2n))n(H2 [H3) tel que

� (P1; �) > 0; � (P2; �) < 0 (2.2.7)

ou

� (P1; �) < 0; � (P2; �) > 0; (2.2.8)

o�u H3 = f� 2 [��=(2n); 3�= (2n)) : � (Pj; Q) = 0g est un ensemble �ni de mesure lin�eaire

z�ero.
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Remarque 2.2.1 ([18]) Dans le Lemme 2.2.4, si � 2 (��= (2n) ; �= (2n))n(H2 [H3) est

remplac�e par � 2 (�= (2n) ; 3�= (2n))n(H2 [H3), alors on obtient le même r�esultat.

Lemme 2.2.5 ([6] ; [8]) Soit g (z) une fonction m�eromorphe avec � (g) = � < +1. Alors

pour tout " > 0, il existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure loharithmique �nie tel que

pour tout z avec jzj = r =2 [0; 1] [ E2; r !1, on ait

exp
�
�r�+"

	
6 jg (z)j 6 exp

�
r�+"

	
: (2.2.9)

Lemme 2.2.6 ([8]) Soient k � 2 et A0; A1; :::; Ak�1 des fonctions m�eromorphes. Posons

� = max f� (Aj) ; j = 0; :::; k � 1g. Alors chaque solution m�eromorphe transcendante f dont

les pôles sont de multiplicit�e uniform�ement born�ee de l'�equation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A0f = 0 (2.2.10)

v�eri�e �2 (f) 6 �:

Lemme 2.2.7 ([9]) Soient f une fonction m�eromorphe transcendante, � > 1 une constante

donn�ee et k et j des nombres entiers v�eri�ant k > j > 0. Alors les deux propri�et�es suivantes
sont v�eri��ees :

(i) il existe un ensemble E3 � (1;1) de mesure logarithmique �nie et une constante C > 0

tels que pour tout z v�eri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E3, on ait����f (k) (z)f (j) (z)

���� 6 C �T�r; f)r
(log r)� log T (�r; f)

�k�j
: (2.2.11)

(ii) il existe un ensemble E3 � [0; 2�) de mesure lin�eaire z�ero tel que que si � 2 [0; 2�) nE3,

alors il existe une constante R = R (�) > 0 telle que (2:2:11) soit v�eri��ee pour tout z v�eri�ant

arg z = � et jzj > R.

Lemme 2.2.8 ([13] ; [16]) Soit F (r) et G (r) des fonctions non d�ecroissantes monotones sur

(0;+1) telles que F (r) 6 G (r) pour r =2 [0; 1] [ E4, o�u E4 � (1;+1) est un ensemble

de mesure logarithmique �nie. alors pour toute constante � > 1, il existe r0 > 0 tel que

F (r) 6 G (�r) pour tout r > r0.
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2.3 Preuve du Th�eor�eme 2.1.1

D'abord, d�emontrons que chaque solution m�eromorphe f (6� 0) de l'�equation (2.1.1) est tran-

scendante. Supposons que f (6� 0) est une solution polynômiale ou rationnelle de (2.1.1).

Alors �(f) = 0.

On peut �ecrire (2.1.1) sous la forme :

(A1(z)f) e
P (z) + (A2(z)f) e

Q(z) +
k�1X
j=1

Bj(z)f
(j)eRj(z) = B (z) ; (2.3.1)

o�u B (z) = �
 
f (k) +

k�1P
j=1

Dj(z)f
(j) +D0(z)f

!
; Asf (s = 1; 2) et Bjf

(j) (j = 1; 2; :::; k � 1)

sont des fonctions m�eromorphes d'ordre �ni avec Asf 6� 0 (s = 1; 2) ; � (Asf) < n (s = 1; 2),

�
�
Bjf

(j)
�
< n (j = 1; 2; :::; k � 1) et � (B) < n:

On a deg (P (z)�Q(z)) = n et deg (P (z)�Rj(z)) = n (j = 1; 2; :::; k � 1). Alors de (2.3.1)

et en utilisant le lemme 2.1.1, on trouve que � (B) = n. C'est une contradiction. Ainsi chaque

solution m�eromorphe f (6� 0) de l'�equation (2.1.1) est transcendante.

Soit f (6� 0) est une solution m�eromorphe de l'�equation (2.1.1).

Premi�ere �etape : On montre que �(f) = +1: Supposons que �(f) = � < +1.

Posons maxf�(Aj)(j = 1; 2); �(Bl)(l = 1; :::; k � 1); �(Dm)(m = 0; :::; k � 1)g = � < n:

Alors d'apr�es le Lemme 2.5.5, pour tout " donn�e (0 < " < min f jbnj�janjjbnj+janj ;
n��
3
; 1�t
2(1+t)

; 1
3
g, il

existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z v�eri�ant

jzj = r =2 [0; 1] [ E2; et r ! +1; on ait

jAj(z)j 6 expfr�+"g(j = 1; 2); jBl(z)j � expfr�+"g(l = 1; :::; k � 1);

jDm(z)j 6 expfr�+"g(m = 1; :::; k � 1): (2.3.2)

D'apr�es le Lemme 2.2.2, pour le " ci-dessus, il existe un ensemble E1 � [��=2; 3�=2] de mesure

lin�eaire zero, tel que si � 2 [��=2; 3�=2)nE1, alors il existe une constante R0 = R0 (�) > 1

telle que pour tout z v�eri�ant arg z = � et jzj = r > R0, on ait
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����f (j)(z)f(z)

���� 6 jzjj(��1+") (j = 1; :::; k): (2.3.3)

Posons z = rei�; an = janj ei�1 ; bn = jbnj ei�2 ; �1; �2 2 [��=2; 3�=2]: On sait que

�(Rl; �) = jclnj cos(�1 + n�) = tl janj cos(�1 + n�) = tl�(P; �)(l 2 I1);

�(Rl; �) = jclnj cos(� + n�) = cln cos (n�) (l 2 I2).

Cas (1) arg an 6= � soit �1 6= �:

(i) Supposons que �1 6= �2. D'apr�es le Lemme 2.2.4, pour le " ci-dessus, il existe un rayon

arg z = � 2 (��=(2n); �=(2n))n(E1 [ H2 [ H3), o�u H2 et H3 sont d�e�nis comme dans le

Lemme 2.2.4, et H2 [H3 est de mesure lin�eaire z�ero tel que

�(P; �) > 0; �(Q; �) < 0 ou �(P; �) < 0; �(Q; �) > 0:

a) Si �(P; �) > 0; �(Q; �) < 0 pour r su�samment grand, en utilisent le Lemme 2.2.3, on

obtient que

��A1(z)eP (z)�� > exp f(1� ")�(P; �)rng ; ��A2(z)eQ(z)�� 6 expf(1� ")�(Q; �)rn 6 1 (2.3.4)

Par cons�equent, de (2.3.4), on a

��A1(z)eP (z) + A2(z)eQ(z)�� >
��A1(z)eP (z)��� ��A2(z)eQ(z)��

> (1� o(1)) expf(1� ")�(P; �)rng; (2.3.5)

De (2.1.1), on a

��A1(z)eP (z) + A2(z)eQ(z)�� 6
����f (k) (z)f (z)

����+ �jDk�1 (z)j+
��Bk�1(z)eRk�1(z)��� ����f (k�1) (z)f (z)

����
+:::+

�
jD1 (z)j+

��B1(z)eR1(z)��� ����f 0 (z)f (z)

����+ jD0(z)j : (2.3.6)

Pour l 2 I1, on a
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��Bl(z)eR1(z)�� 6 expf(1 + ")tl�(P; �)rng 6 expf(1 + ")t�(P; �)rng (2.3.7)

et pour l 2 I2, on a

��B1(z)eR1(z)�� 6 expfr�+"g expfrn�1+"g expfclnrn cosn� 6 expfrq+2"g; (2.3.8)

o�u q = maxf�; n�1g et � 2 (��=(2n); �=(2n)n(E1[H2[H3):En substituant (2.3.2), (2.3.3),

(2.3.5), (2.3.7) et (2.3.8) dans (2.3.6), on obtient

(1� o(1)) expf(1� ")�(P; �)rn 6 rk(��1+") + (expfr�+"g+
��Bk�1(z)eRk�1(z)��)r(��1+")(k�1)

+:::+ (expfr�+"g+
��B1(z)eR1(z)��)r(��1+") + expfr�+"g

6 M0r
k(��1+") expfrq+2"g expf(1 + ")t�(P; �)rng; (2.3.9)

o�u M0 > 0 est une constante. De (2.3.9) et comme 0 < " < (1� t)(2(1 + t))�1, on a

(1� o(1)) expf1� t
2
�(P; �)rn 6M0r

k(��1+") expfrq+2"g: (2.3.10)

Comme �(P; �) > 0; t < 1 et " < minf(n� �)=3; 1=3g, (2.3.10) est une contradiction .

b) Si �(P; �) < 0 et �(Q; �) > 0, pour r su�samment grand, en utilisant le Lemme 2.2.3, on

obtient

��A1(z)eP (z)�� 6 exp f(1� ")�(P; �)rng 6 1; ��A2(z)eQ(z)�� > exp f(1� ")�(Q; �)rng : (2.3.11)

Par cons�equent, on a

��A1(z)eP (z) + A2(z)eQ(z)�� > ��A2(z)eQ(z)��� ��A1(z)eP (z)�� > (1� o(1)) exp f(1� ")�(P; �)rng
(2.3.12)

Pour l 2 I1; on a

��Bl(z)eRl(z)�� 6 exp f(1� ")tl�(P; �)rng 6 1 (2.3.13)
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et pour l 2 I2; on a (2.3.8). En substituant (2.3.2),(2.3.3),(2.3.8),(2.3.12) et (2.3.13) dans

(2.3.6), on obtient

(1� o(1)) expf(1� ")�(Q; �)rn 6 rk(��1+") + (expfr�+"g+
��Bk�1(z)eRk�1(z)��)r(��1+")(k�1)

+:::+ (expfr�+"g+
��B1(z)eR1(z)��)r��1+" + expfr�+"g

6 M0r
k(��1+") expfrq+2"g: (2.3.14)

Comme �(P; �) > 0 et " < minf(n� �)=3; 1=3g, alors (2.3.14) est une contradiction.

(ii) Supposons que �1 = �2. D'apr�es le Lemme 2.2.4, pour le " ci-dessus, il existe un rayon

arg z = � 2 (��=(2n); �=(2n)n(E1 [ H2 [ H3) et �(P; �) > 0. Puisque janj 6 jbnj, an 6= bn

et �1 = �2, alors janj < jbnj et donc �(Q; �) = jbnj cos(�2 + n�) = jbnj cos(�1 + n�) >

janj cos(�1+ n�) = �(P; �) > 0. Pour r su�samment grand, en utilisant le Lemme 2.2.3, on a

��A1(z)eP (z)�� 6 expf(1 + ")�(P; �)rng; ��A2(z)eQ(z)�� > expf(1� ")�(Q; �)rng (2.3.15)

et (2.3.7),(2.3.8) sont v�eri��ees. D'o�u

��A1(z)eP (z) + A2(z)eQ(z)�� > ��A2(z)eQ(z)��� ��A1(z)eP (z)�� >M expf(1+ ")�(P; �)rng; (2.3.16)

o�uM = expf[(1�")�(Q; �)�(1+")�(P; �)]rng�1. Puisque 0 < " < (jbnj�janj)(jbnj+janj)�1,

alors (1� ")�(Q; �)� (1+ ")�(P; �) > 0. D'o�u M > 0. En rempla�cant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.7),

(2.3.8) et (2.3.16) dans (2.3.6), on obtient

M expf(1 + ")�(P; �)rng 6M1r
k(��1+") expfrq+2"g expf(1 + ")t�(P; �)rng;

o�u M1 > 0 est une constante.Alors on a

M expf(1 + ")(1� t)�(P; �)rng 6M1r
k(��1+") expfrq+2"g: (2.3.17)

Comme �(P; �) > 0; t < 1 et " < minf(n� �)=3; 1=3g; (2.3.17) est une contradiction.
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Cas (2) an < c(1� t)�1 soit �1 = �:

(i) Supposons que �1 6= �2, alors �2 6= �. D'apr�es le Lemme 2.2.3, pour le " ci-dessus, il

existe un rayon de arg z = � tel que � 2 (��=(2n); �=(2n)n(E1 [H2 [H3) et �(Q; �) > 0 car

cos (n�) > 0,�(P; �) = janj cos(�1 + n�) = � janj cos (n�) < 0: pour r su�samment grand, en

utilisent le Lemme 2.2.3, on obtient

��A1(z)eP (z)�� 6 expf(1� ")�(P; �)rng 6 1; ��A2(z)eQ(z)�� > expf(1� ")�(Q; �)rng (2.3.18)

et (2.3.8), (2.3.13) sont v�eri��ees. Par cons�equent, on obtient

��A1(z)eP (z) + A2(z)eQ(z)�� > ��A2(z)eQ(z)��� ��A1(z)eP (z)�� > (1� o(1)) expf(1� ")�(Q; �)rng:
(2.3.19)

En utilisant le même raisonnement que dans le cas 1(i), on peut obtenir une contradiction.

(ii) Supposons que �1 = �2 = �: D'apr�es le Lemme 2.2.3 et sa remarque, le " ci-dessus , il

existe un rayan arg z = � tel que � 2 (�=(2n); 3�=(2n))n(E1 [ H2 [ H3). Alors cos (n�) <

0; �(P; �) = � janj cos(n�) > 0; �(Q; �) = � jbnj cosn� > 0. Comme janj 6 jbnj, an 6= bn et

�1 = �2, alors janj < jbnj et donc �(P; �) < �(Q; �). Pour r su�samment grand, d'apr�es le

lemme 2.2.3, on obtient (2.3.7), (2.3.15) et (2.3.16). For l 2 I2, on a

��Bl(z)eRl(z)�� 6 exp f(1 + ")clnrn cosn�g 6 expf(1 + ")crn cos (n�)g: (2.3.20)

Car cln � 0; c = minfcln : l 2 I2g et cos (n�) < 0. En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.7),

(2.3.16) et (2.3.20) dans (2.3.6), on obtient

M expf(1+")�(P; �)rng 6M2r
k(��1+") expfr�+"g expf(1+")crn cosn�g expf(1+")t�(P; �)rng;

o�u M2 > 0 est une constante. Ainsi on obtient

M expf(1 + ")rn
g 6M2r
k(��1+") expfr�+"g; (2.3.21)



2.3 Preuve du Th�eor�eme 2.1.1 18

o�u 
 = (1� t)�(P; �)� c cos (n�). Comme cos (n�) < 0; an < c(1� t)�1 et c 6 0, alors


 = (1� t)�(P; �)� c cos (n�) = �(1� t) janj cos (n�)� c cos (n�)

= �[(1� t) janj+ c] cos (n�) > [(1� t) jcj1�t + c] cos (n�) = 0

Comme 
 > 0 et " < (n � �)=3, (2.3.21) est une contraduction. En conclusion, on obtient

que �(f) = +1.

Deuxi�eme �etape : D�emontrons que �2(f) = n.

D'apr�es le Lemme 2.2.6 et maxf�(D0 + A1e
P (z) + A2e

Q(z); �(Dl + Ble
Rl(z); l = (1; :::; k � 1)g

� n, alors �2(f ) 6 n. D'apr�es le lemme 2.2.7, il existe un ensemble E3 � (1;+1) de mesure
logarithmique �nie et une constante C > 0 tels que pour tout z v�eri�ant jzj = r =2 [0; 1][E3,

on ait

����f (j)(z)f(z)

���� 6 C[T (2r; f)]i+1; (j = 1; :::; k) : (2.3.22)

Cas (1) arg an 6= �, soit �1 6= �:

(i) Supposons que �1 6= �2. Dans la premi�ere �etape, on a prouv�e qu'il existe un rayon

arg z = �, o�u � 2 (��=(2n); �=(2n))n(E1 [ H2 [ H3) v�eri�ant �(P; �) > 0,�(Q; �) < 0 ou

�(P; �) < 0; �(Q; �) > 0.

a) Si �(P; �) > 0; �(Q; �) < 0; pour r su�sament grand, on obtient (2.3.5). En substituant

(2.3.2), (2.3.5), (2.3.7), (2.3.8) et (2.3.22) dans (2.3.6), pour tout z = rei� v�eri�ant jzj = r =2

[0; 1] [ E2 [ E3; � 2 (��=(2n); �=(2n))n(E1 [H2 [H3); on obtient

(1� o(1)) expf(1� ")�(P; �)rng

6 C[T (2r; f)]k+1 + C(expfr�+"g+ (
��Bk�1(z)eRk�1(z)��)[T (2r; f)]k

+:::+ C(expfr�+"g+
��B1(z)eR1(z)��)[T (2r; f)]2 + expfr�+"g

6 M0 expfr�+"g expf(1 + ")t�(P; �)rng[T (2r; f)]k+1; (2.3.23)

o�u M0 > 0 est une constante. De (2.3.23) et comme " < (1� t)(2(1 + t))�1, on obtient

(1 + o(1)) expf1� t
2
�(P; �)rng 6M0 expfrq+2"gT (2r; f)]k+1: (2.3.24)
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Puisque � (P; �) > 0; t < 1 et " < min f(n� �) =3; 1=3g ; en utilisant le Lemme 2.2.8 et

(2.3.23), on obtient �2 (f) > n. Par cons�equent, �2 (f) = n:

b) Si � (P; �) < 0 et � (Q; �) > 0; pour r su�samment grand, on obtient (2.3.12).

En substituant (2.3.2), (2.3.8), (2.3.12), (2.3.13) et (2.3.22) dans (2.3.6) pour tout z = rei�

v�eri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E2 [ E3; � 2 (��= (2n) ; �= (2n)) n (E1 [H2 [H3), on obtient

(1 + o(1)) expf(1� ")�(Q; �)rng 6M0 expfrq+2"gT (2r; f)]k+1: (2.3.25)

o�u M0 est une constante. Comme �(Q; �) > 0 et " < minf(n� �)=3; 1=3g, alors en utilisant

le lemme 2.2.8 et (2.3.25), on obtient �2(f) � n. Par cons�equent, �2(f) = n.

(ii) Supposons que �1 = �2. Dans la premi�ere �etape, on a prouv�e qu'il existe un rayon

arg z = � o�u � 2 (��= (2n) ; �= (2n)) n (E1 [H2 [H3) v�eri�ant � (P; �) > 0; � (Q; �) < 0 et

pour r su�samment grand, on a (2.3.16). En substituant (2.3.2),(2.3.7), (2.3.8), (2.3.16)

et (2.3.22) dans (2.3.6), pour tout z = rei� v�eri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E2 [ E3; � 2

(��= (2n) ; �= (2n)) n (E1 [H2 [H3) ; on obtient

M expf(1 + ")�(P; �)g 6M1 expfrq+2"g expf(1 + ")t�(P; �)rng[T (2r; f)]k+1 (2.3.26)

o�u M1 > 0 est une constante. De (2.3.26), on a

M expf(1 + ")(1� t)�(P; �)rng 6M1 expfrq+2"g[T (2r; f)]k+1 (2.3.27)

Comme �(P; �) > 0 et " < minf(n � �)=3; 1=3g,0 < t < 1, alors en utilisant le Lemme 2.2.8

et (2.3.27), on obtient �2(f) > n. Par cons�equent, �2(f) = n.

Cas(2) an < (1+ t)
�1; c'est �1 = �. (i) Supposons que �1 6= �2. Dans la premi�ere �etape, on a

prouv�e qu'il existe un rayon arg z = � o�u � 2 (��= (2n) ; �= (2n)) n (E1 [H2 [H3) v�eri�ant

� (P; �) > 0; � (Q; �) < 0 et pour r su�samment grand, on obtient (2.3.19). En utilisant le

même raisonnement que dans le cas 1 de la deuxi�eme �etape, on peut obtenir �2(f) = n.
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(ii) Supposons que �1 = �2. Dans la premi�ere �etape, on a prouv�e qu'il existe un rayon

arg z = � o�u � 2 (�= (2n) ; 3�= (2n)) n (E1 [H2 [H3) v�eri�ant � (P; �) > 0; � (Q; �) > 0

et pour r su�samment grand, on obtient (2.3.16). En substituant (2.3.2), (2.3.7), (2.3.16),

(2.3.20) et (2.3.22) dans (2.3.6), pour tout z = rei� v�eri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E2 [ E3;

� 2 (�= (2n) ; 3�= (2n)) n (E1 [H2 [H3), on obtient

M expf(1 + ")�(P; �)rng

6 M2 expfr�+2"g expf(1 + ")crn cos (n�)g expf(1 + ")t�(P; �)rng[T (2r; f)]k+1

o�u M2 est une constante. Ainsi

M expf(1 + ")rn
g 6M2 expfr�+2"g[T (2r; f)]k+1; (2.3.28)

o�u 
 = (1 � t)�(P; �) � c cosn� > 0. Comme 
 > 0 et " < (n � �)=3, en utilisant le lemme

2.2.8 et (2.3.28), on a �2(f) > n. Par cons�equant, �2(f) = n. En conclusion, on obtient que
�2(f) = n.



Chapitre 3

Croissance et oscillation des solutions
m�eromorphes de certaines �equations
di��erentielles lin�eaires non homog�enes
�a coe�cients m�eromorphes.

3.1 Introduction et r�esultat

Dans ce chapitre, on consid�ere l'�equation di��erentielle lin�eaire

f (k) + (Dk�1(z) +Bk�1(z)e
Rk�1(z))f (k�1) + :::+ (D1(z) +B1(z)e

R1(z))f 0

+ (D0(z) + A1(z)e
P (z) + A2(z)e

Q(z))f = F; (3.1.1)

o�u P (z); Q(z) et Rl(z) (l = 1; :::; k � 1) sont des polynômes de degr�e n � 1, Aj(z)(6� 0)(j =

1; 2); Bl(z)(6� 0)(l = 1; :::; k � 1)et Dm(z)(m = 0; :::; k � 1) sont des fonctions m�eromorphes

avec max = f�(Aj)(j = 1; 2); �(Bl)(l = 1; :::; k � 1); �(Dm)(m = 0; :::; k � 1)g < n et F est

une fonction enti�ere d'ordre �ni.

He et Zhang [14] ont �etudi�e la croissance et l'oscillation des solutions m�eromorphes de cette

�equation et ont d�emontr�e le Th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 3.1.1 ([14]) Supposons que Aj (z) ; Bl (z) ; Dm (z; ) ; P (z) ; Q (z) ; Rl (z) v�eri�ent

les

hypoth�eses du Th�eor�eme 2.1.1 et soit F (6� 0) une fonction m�eromorphe d'ordre �ni.
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Si arg an 6= � ou an est un nombre r�eel tel que an < c (1� t)�1, o�u c et t sont d�e�nis comme

dans le Th�eor�eme 2.1.1. Alors chaque solution m�eromorphe f (6� 0) dont les pôles sont de

multiplicit�e uniform�ement born�ee de l'�equation (3.1.1 v�eri�ant �2(f) = �2 (f) = �2 (f),

avec au plus une solution exceptionnelle f0 d'ordre �ni. En outre, s'il existe une solution

exc�eptionnelle f0 d'ordre �ni de l'�equation (3.1.1), alors � (f0) 6 max
�
� (F ) ; n; � (f0)

	
:

3.2 Lemmes pr�eliminaires

Lemme 3.2.1 ([13] ; [16]) Soit F (r) et G (r) des fonctions non d�ecroissantes monotones sur

(0;+1) telles que F (r) � G (r) pour r =2 [0; 1] [ E4; o�u E4 � (1;+1) est un ensemble

de mesure logarithmique �nie. alors pour toute constante � > 1, il existe r0 > 0 telle que

F (r) 6 G (�r) pour tout r > r0.

Lemme 3.2.2 ([5]) Soeint A0;A1;:::;Ak�1; F (6� 0) sont fonctions m�eromorphes d'ordre �ni.

Si f est une solution m�eromorphe d'ordre in�nide l'�equation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + :::+ A0f = F; (3.2.1)

alors f (z) satisfait � (f) = � (f) = � (f) = +1:

3.3 Preuve du Th�eor�eme 3.1.1

Supposons que f0 est une solution m�eromorphe d'ordre �ni de l'�equation (3.1.1). S'il existe une

autre solution m�eromorphe f1 (6� f0) d'ordre �ni de (3.1.1), alors � (f1 � f0) est une solution

de l'�equation di��erentielle homog�ene correspondante (2.1.1). Cependant d'apr�es le Th�eor�eme

2.1.1, on obtient � (f1 � f0) = +1. Ce qui est en contradiction avec � (f1 � f0) < +1.

Par cons�equent, toutes les solutions m�eromorphes de l'�equation di��erentielle lin�eaire (3.1.1)

v�eri�ent � (f) = +1, avec au plus une solution exceptionnelle f0 d'ordre �ni.

Supposons maintenant que f0 est une solution m�eromorphe d'ordre �ni de (3.1.1). Alors

d'apr�es le Lemme 3.2.1, on obtient � (f) = � (f) = � (f) = +1:

Dans ce qui suit, on va v�eri�er que chaque solution m�eromorphe d'ordre in�ni de (3.1.1)

v�eri��e �2 (f) = �2 (f).
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En fait, de (3.1.1) il est facile de voir que les z�eros de f se produisent par les pôles de

Dm (m = 0; :::; k � 1) ou Bl (l = 1; :::; k � 1) ou Aj (j = 1; 2) ou les z�eros de F (z.)

Si f a un z�ero �a z0 de l'ordre n (n > k), alors F (z) doit avoir un z�ero �a z0 de l'ordre n� k.

Par cons�equent, on obtient par F (6� 0) que

N

�
r;
1

f

�
6 kN

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

F

�
+

k�1P
m=0

N (r;Dm) +
k�1P
l=1

N (r; Bl) +
2P
j=1

N (r; Aj)

D'autre part, on r�e�ecrit l'�equation (3.1.1) comme suit

1

f
=
1

F

�
f (k)

f
+
�
Dk�1 +Bk�1e

Rk�1(z)
� f (k�1)

f
+ :::+D0 + A1e

P (z) + A2e
Q(z)

�
: (3.3.1)

Alors

m
�
r; 1
f

�
6 m

�
r; 1
F

�
+

k�1P
m=0

m (r;Dm) +
k�1P
l=1

m (r; Bl) +
k�1P
l=1

m
�
r; eRl

�
+

kP
j=1

m
�
r; f

(j)

f

�
+

2P
j=1

m (r; Aj) +m
�
r; eP (z)

�
+m

�
r; eQ(z)

�
+ o (1) :

Par cons�equent, par le lemme de la d�eriv�ee logarithmique, il existe un ensemble E4 ayant une

mesure lin�eaire �nie telle que pour tout r =2 E4, on ait

T (r; f) = T
�
r; 1
f

�
+ � (1) 6 kN

�
r; 1
f

�
+ T (r; F ) +

k�1P
m=0

T (r;Dm) +
k�1P
l=1

T (r; Bl)

+
k�1P
l=1

T
�
r; eRl

�
+ C1 log frT (r; f)g+

2P
j=1

T (r; Aj) + T
�
r; eP (z)

�
+ T

�
r; eQ(z)

�
+ � (log r) ;

o�u C1 est une constante positive.

Posons

max f� (Aj) (j = 1; 2) ; � (Bl) (l = 1; :::; k � 1) ; � (Dm) (m = 0; :::; k � 1)g = � < n:

Alors pour tout " > 0 et r su�samment grand, on a
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C1 log frT (r; f)g 6 1

2
T (r; f) ; T (r; F ) 6 r�(F )+"

et T
�
r; eRl

�
6 rn+" ,T

�
r; eP

�
6 rn+"

et T
�
r; eQ

�
6 rn+" , T (r; Bl) 6 r�+" (l = 1; :::; k � 1)

et T (r;Dm) 6 r�+" (m = 0; :::; k � 1) , T (r; Aj) 6 r�+" (j = 1; 2)

Par cons�equent, pour r =2 E4 su�samment grand, on a

T (r; f) 6 2kN
�
r;
1

f

�
+ 2r�(F )+" + (4k + 2) r�+" + (2k + 2) rn+":

En utilisant le Lemme 3.2.1 on obtient que �2 (f) 6 �2 (f). Il est �evident que �2 (f) >
�2 (f) > �2 (f).
Ainsi �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) :

En�n soit f0 une solution d'ordre �ni de (3.1.1) alors f0 6� 0. En substituant f0 dans (3.1.1)

on a

1

f0
=
1

F

"
f
(k)
0

f0
+
�
Dk�1 +Bk�1e

Rk�1(z)
� f (k�1)0

f0
+ :::+D0 + A1e

p(z) + A2e
Q(z)

#
: (3.3.2)

D'o�u

m
�
r; 1
f

�
6 m

�
r; 1
F

�
+

k�1P
m=0

m (r;Dm) +
k�1P
l=1

m (r; Bl) +
k�1P
l=1

m
�
r; eRl

�
+

kP
j=1

m
�
r; f

(j)

f

�
+

2P
j=1

m (r; Aj) +m
�
r; eP (z)

�
+m

�
r; eQ(z)

�
+ o (1) :

Il est facile de voir que les z�eros de f0 se produisent par les pôles de Dm (m = 0; :::; k � 1) ou

Bl (l = 1; :::; k � 1) ou Aj (j = 1; 2) ou les z�eros de F:

Si f0 a un z�ero �a z0 de l'ordre n (n > k),alors F doit avoir un z�ero �a z0 de l'ordre n� k.

Par cons�equent, on obtient par F (6� 0) que

N

�
r;
1

f0

�
6 kN

�
r;
1

f0

�
+N

�
r;
1

F

�
+

k�1P
m=0

N (r;Dm) +
k�1P
l=1

N (r; Bl) +
2P
j=1

N (r; Aj) :
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Ainsi d'apr�es le Lemme de la d�eriv�ee logarithmique et en notant que � (f0) < +1, nous

pouvons obtenir que

T (r; f0) = T
�
r; 1
f0

�
+ o (1) 6 kN

�
r; 1
f0

�
+ T (r; F ) +

k�1P
m=0

T (r;Dm)

+
k�1P
l=1

T (r; Bl) +
k�1P
l=1

T
�
r; eRl

�
+

2P
j=1

T (r; Aj) + T
�
r; eP (z)

�
+ T

�
r; eQ(z)

�
+ o (log r)

et donc � (f0) � max
�
n; � (F ) ; � (f0)

	
. Ce qui ach�eve la d�emonstration de ce Th�eor�eme.

3.4 Exemple illustratif

Consid�erons l'�equation di��erentielle non homog�ene

f (4) + zez
2+zf

000
+
1

z
e�3z

3+zf �
�
1 + zez

2+z + ze3iz
3=2�z

�
f 0

+

�
ze2iz

3�z � 1
z
e�3z

3+z

�
f = ze3iz

3=2
�
eiz

3=2 � 1
�
: (3.4.1)

Elle admet une solution f0 (z) = e
z d'ordre �ni � (f0) = 1 < 3 = max

�
3; � (F ) ; � (f0)

	
:



CONCLUSION

Plusieurs chercheurs ont �etudi�e la croissance et l'oscillation des solutions des �equations

dif�erentielles lin�eaires homog�enes et non homog�ene �a coe�cients enti�eres. On sait que ces

solutions sont des fonctions enti�eres et elles sont souvent d'ordre in�ni. C'est pourquoi on a

introduit la notion de l'hyper-ordre. Cependant l'�etude de ces �equations dans le cas o�u les

coe�cients sont des fonctions m�eromorphes est un peu di�cile car les solutions ne sont pas

forc�ement des fonctions m�eromorphes.

Dans ce m�emoire, on a �etudi�e quelques r�esultats dus �a HE et Zheng sur la croissance et

l'oscillation des solutions de certaines �equations di��erentielles lin�eaires homog�enes et non

homog�enes �a coe�cients m�eromorphes. Ces r�esultats peuvent aussi nous permettre de r�ealiser

d'autres travaux dans ce domaine.
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