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RESUME

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par Rolf Nevan-
linna a la fin des années vingt, joue un role trés important dans I’étude de la

croissance et 1’oscillation des solutions des équations différentielles linéaires dans le

domaine complexe.

Ce mémoire consiste a étudier I’ordre et 'hyper-ordre des solutions des équations différentielles

de la forme :

F® 4+ (Da(2) + By (2)e™ 1 O) fO70 4 (Dy(2) + Bi(2)e™ @) f
+(Do(2) + A1(2)e”? + Ay(2)e?E)) f =0
ou P(z), Q(z) et Ri(z) (I=1,....k — 1) sont des polynomes de degré n > 1, A;(2)(#£ 0)(j =
1,2), Bi(2)(Z0)({=1,...k—1) et Dy(2)(m =0, ...,k — 1) sont des fonctions méromorphes
avec max = {0(4;)(j = 1,2),0(B)(l = 1,...,k — 1), 0(Dy)(m = 0,....k — 1)} < n. On
considere aussi le cas non homogene.

Le but de ce mémoire est d’étudier les résultats obtenus par ZHENG et HE [14] .




INTRODUCTION

Considerons I’équation différentielle linéaire du second ordre.

T+ PR+ Q) f =0, (0.1)
ou P(z) et Q(z) sont des fonction entiere d’ordre fini. il est bien connu que toute solution f de
I’équation (0.1) est une fonction entiere. De plus, si fi et fo sont deux solutions linéairement
indépendantes de (0.1), alors il y a au moins une solution f; ou fy d’ordre infini [15]. Par
conséquent, la plupart des solutions de (0.1) sont d’ordre infini. Ainsi une question naturelle
est : Quelles conditions sur P(z) et @ (z) garantira que toute solution f (# 0) de (0.1) soit
d’ordre infini ? Plusieurs auteurs Ozawa [17], Gundersen [10] , Amemiya et Ozawa [1] Chen
[3Jont étudié ce probleme avec P(z) = e * et () (z) est un polynéme non constant ou une
fonction entiere transcendante. Chen [3] a considéré le cas ot P(z) = e * et ) (z) est une
fonction entiere d’ordre o () = 1 et a démontré différents résultats concernant la croissance
des solutions de ’équation (0.1). Récemment, Peng et Chen [18] ont étudié les solutions de
certaines équations différentielles linéaires du second orde . Leurs résultats ont été plutard

généralisés par Habib et Belaidi [11].

Ce mémoire se compose dune introduction et de trois chapitres.
Le premier chapitre comporte quelques définitions, notions et résultats de la théorie de R.

Nevanlinna nécéssaires par la suite dans notre travail.

Le deuxieme chapitre est consacré a l’étude de l'ordre et de I'hyper-ordre des solutions

méromorphes des équations différentielles linéaires de la forme :

O 4 (D1 (2) + Bp_1(2)ef 1) fE=D o1 (Dy(2) + By(z)efr @) f!

+ (Do(2) + A1 (2)eP® + Ay(2)ef@) f =0 (0.2)



ou P(z), Q(z) et Ri(z) (I=1,....k — 1) sont des polynomes de degré n > 1, A;(2)(#£ 0)(j =
1,2), Bi(2)(#0)(l=1,....,k—1) et Dy,(2)(m =0,....,k — 1) des fonctions méromorphes.

Dans le troisieme chapitre, on considere le cas non homogene.




Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de R.
Nevanlinna

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Soit f une fonction méromorphe non constante. Pour tout nombre complexe a, on désigne
par n (t,a, f) le nombre des racines de I'équation f(z) = a situées dans le disque |z| < ¢,
chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité et par 7(t,a, f) le nombre des
racines distinctes de I’équation f(z) = a dans le disque |z| < t. On désigne par n(t, oo, f)
le nombre des poles de la fonction f dans le disque |z| < ¢, chaque pole étant compté avec
son ordre de multiplicité et par 7(¢, 00, f) le nombre des poles distincts de f dans le disque
|z| < t.

Notons

N(rya, f) = /[n (t,a,f) ; n (0,4, f) dt +n(0,a, f)logr (a # c0), (1.1.1)
N (r,o0,f)=N(r, f) = /[n (t, 2, ) ;n((),oo,f)]dt+ n (0,00, f)logr, (1.1.2)
N (r,a, f) = /[ﬁ(t,a, /) ;ﬁ((),a, f)]dt—i—ﬁ((),a,f) logr (a # o), (1.1.3)

o

[[7 (.00, ) — 7 (0, 00, f)]
t

dt +m (0,00, f)logr, (1.1.4)
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2
1 1 1
m(r,a, f) =m (’f‘, m) = %/10g+ Wd@ (CL 7é OO) (115)
0
et .
1 "
m (r,00, f) =m(r, f) = %/long }f (Te’ ){ do, (1.1.6)
0
ol

Inz, x>1
lg+m:max(lgx,0):{ 0.0<z<1

N (r,a, f) (respectivement N (r,a, f)) est appelée fonction a-points (respectivement a-points
distincts) de la fonction f dans le disque |z| < r. Elle caractérise la densité des zéros de
I'équation f (z) = a dans le disque |z| < r et m(r,a, f) est dite fonction de proximité de la

fonction f au point a. Elle exprime la déviation en moyenne de la fonction f au point a.

Définition 1.1.1 ([12]) Soit f une fonction méromorphe. On définit la fonction caractéristique

de R.Nevanlinna par
T(r,f)=m(r,f)+N(rf) (1.1.7)
ou 0 <r < 4o0.

Cette fonction joue un role trés important dans la théorie de la distribution des valeurs des

fonctions méromorphes.
Exemple 1.1.1 Pour la fonction f(z) =¢e*, on a N (r, f) = 0.

D’autre part,
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D’ou

m(r,oo, ) = m(r,f)

2w

. 1 anr |er(c0s p+isin ) ’ d(p

2
0

2
1
- 1+ reosg| g
%/n || dp
0

g
1
= —/rcosg@dg@
2T
i

wof

= LQ/COS(png
2
0
— Tiginelz = -
- [sin ] -

T(r,f)=r/m.

1.2 Propriétés de la fonction caractéristique de R. Nevan-
linna

Proposition 1.2.1 ([12],[16]) Soient f,(n > 1 un entier) des fonctions méromorphes, a,b, c

et d sont des constantes complezes tels que ad — be # 0 et ¢ # 0 Alors on a

-

1. T(r, ﬁl i) < LT ).

J

M-

Il
—

2. T(r, Xn:lf]) <Y T(r, fj) +1Inn.
3. T(r, f*)y =nT(r, f).

4. T(r,%) =T(r,f)+0(), (f £ —d/c). (r — 400).

1.3 Ordre et hyper-ordre d’une fonction méromorphe

Définition 1.3.1 ([12],[19]) Soit f une fonction méromorphe. On définit l’ordre de f par
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méromorphe 4
log T
o(f) = Tli_}rg() sup OgT(:f). (1.3.1)
Si
log T’
lim supOg—M = +o00, (1.3.2)

00 log r

on dit que la fonction [ est d’ordre infini.
Exemple 1.3.1 Pour la fonctin f (z) =€*, on a T (r, f) =7r/7. Dot o (f) = 1.

Exemple 1.3.2 Pour la fonctin f (z) = e, on a

, T — 400.
Dot o (f) = +oo.

Définition 1.3.2 ([12],[19]) Soit f une fonction méromorphe. On définit ’hyper ordre de f

par

) loglog T (r,
oo (f) = Tll)rlloosup %. (1.3.3)

Ezxzemple 1.3.8 La fonction f(z) = exp {exp 2%} est d’ordre o (f) = +oo et d’hyper-ordre
02 (f) =2.

1.4 Exposant et hyper-exposant de convergence des zéros
d’une fonction méromorphe

Définition 1.4.1 ([16]) Soit f une fonction méromorphe. Alors exposant de convergence

des zéros (respectivement des zéros distincts) de la fonction f noté \(f) (respectivement

X(f)) est défini par

L log N (r,1/f)
A(f) = I%EEEOPT (1.4.1)
et .
X (f) = limsup 28N 2 1/S). (1.4.2)

P00 log r
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Exemple 1.4.1 Pour la fonction f (z2) =e* —b, ou b€ C et b# 0,00, on a A(f) = 1.

Définition 1.4.2 ([4]) Soit f une fonction méromorphe. Alors ’hyper-ezposant de conver-
gence des zéros (respectivement des zéros distincts) de la fonction f noté Ay (f) (respective-

ment Xy (f))est défini par

loglog N (r,1/f)

A =1i 1.4.
2(f) lvfilop log r (14:3)
et .
- loglog N (7,1
A2 (f) = limsup oglog N (r. /f) (1.4.4)

400 log r
1.5 Mesure linéaire et mesure logarithmique

Définition 1.5.1 ([13]) On définit la mesure linéaire d’un ensemble E C [0,+00) par

“+o00

m (E) = / o (B dt, (1.5.1)
0
ot X est la fonction caractéristique de l’ensemble E.

Exemple 1.5.1 La mesure linéaire de l'ensemble E = [1,5] U [6,8] C [0, +00) est

m (E) = +/OOXE(t)dt:/5dt+/8dt:6.

Définition 1.5.2 ([13]) 1La mesure logarithmique d’un ensemble H C [1,+00) est définie

par

“+oo

Im (H) = / XHT(t)dt, (1.5.2)

ou Xy est la fonction caractéristique de l’ensemble H .

Exemple 1.5.2 La mesure logarithmique de ’ensemble F = [1,¢e] C [1,400) est

—+o00

at [ dt
Im = ty—= [ —=1.
m=[w0F =[]
0 1
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1.6 Dérivée logarithmique

Lemme 1.6.1 ([16]) Soit f une fonction méromorphe trancsendante. ALors

n(r L) s,

ot

S(r,f)=0WT(r,f)+1nr)

a Uéxtérieur d’un ensemble E C (0,4+00) de mesure linéaire finie. Si f est d’ordre fini, alors

m (r, f7) = O(lnr).



Chapitre 2

Ordre et hyper-ordre des solutions
méromorphes de certaines équations
différentielles linéaires homogenes a
coefficients méromorphes

2.1 Introduction et résultats

Considerons 1’équation différentielle linéaire du second ordre.

[T+ PR +Q()f =0 (2.1.0)
ou P(z) et Q(z) sont des fonction entiere d’ordre fini. il est bien connu que toute solution f de
I’équation (2.1.1) est une fonction entiere. De plus, si f; et f sont deux solutions linéairement
indépendantes de (2.1.1), alors il y a au moins une solution f; ou fy d’ordre infini [15]. Par
conséquent, la plupart des solutions de (2.1.1) sont d’ordre infini. Ainsi une question naturelle
est : Quelles conditions sur P(z) et @) (z) garantira que toute solution f (% 0) de (2.1.1) soit
d’ordre infini ? Plusieurs auteurs Ozawa [17], Gundersen [10] , Amemiya et Ozawa [1] CHEN
[3] ont étudié ce probleme avec P(z) = e % et () (z) est un polynéme non constant ou une
fonction entiére transcendante. Dans le cas ou P(z) = e * et ) (z) est une fonction entiere

transcendante, Gundersen [10] a prouvé le résultat suivant :

Théoréme A( [10]) Si Q(z) est une fonction entiere transcendante d’ordre o (Q) # 1, alors

chaque solution f (# 0) de 'équation
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f"+e?f'+Q(z)f =0 (2.1.2)

est d’ordre infini.

Cependant ’équation (2.1.2) avec Q(z) = —(2+422 4 2ze~*) possede une solution f(z) = e
d’ordre fini. De fagon plus précise, quelle condition dans Q(z) lorsque (@) = 1 va garantir
que chaque solution f(# 0) de (2.1.2) est d’ordre infini 7 une estimation plus exacle de son
taux de croissance est un aspect tres important. CHEN [3] a examiné ’équation (2.1.2) et a

obtenu des résultats différents concernant la croissance de sa solution lorsque o(Q) = 1.

Récemment, Peng et Chen [18], Habib et Belaidi [11] ont étudié 'ordre et I’hyper-ordre des

solutions de certaines équations différentielles linéaires et ont prouvé les résultats suivants :

Théoréme B ([18]) Soient A;(z)(# 0)(j = 1,2) des fonctions entieres avec o (4;) < 1, a1, as
deux nombres complexes tels que ajas # 0, a3 # ay. (suposons que |aq| < |ag]). Siarga; # 7

ou a; < 1, alors chaque solution f(# 0) de equation

P e 4 (Are™ 4 Age®®) f =0 (2.1.3)

est d’ordre infini et oy(f) = 1.

Théoréeme C ([11]) Soient A;(2)(# 0)(j = 1,2), Bi(2)(Z 0)(l = 1,....,k — 1), Dy, (2)(m =
0, ..., k—1) des fonctions entieres avec max{c(A4;),0(B;),0(Dy)} <1,b, (I =1,....,k — 1) une
constante complexe tels que (i) argb, = argay et b = ¢jas (0 < ¢; < 1) et (ii) b, un constante
réelles telle que b <0 (I € ). ou 1 3. I, #@. [ UL, ={1,....,k — 1} et ay, as sont deux
nombres complexes tels que ajas # 0. a3 # as. (suposons que |a;| < |as]). Si arga; # 7 ou
a; un nombre réel tel que a; < b(1 —¢)™', ot ¢ = max{¢ :l€ 1} et b=min{b; : 1 € I},

alors chaque solution f(# 0) de ’équation

P+ (Dy_1(2) + By (2)e=27) f5D L (Dy(2) + Bi(2)e"?) f!
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+ (Do(2) + A1(2)e™* + Ax(2)e™*) f =0 (2.1.4)

vérifie o(f) = +oo et oo(f) = 1.

Dans ce chapitre, on va étudier un résultat du a He et Zhang [14]. Ce théoréme est le suivant :

Théoreme 2.1.1 ([14]) Soient A;j(2)(Z0)(j = 1,2), Bi(2)(Z 0)(I =1,...,k—=1), Dy (2)(m =
0,....,k — 1) des fonctions méromorphes avec max = {c(A4;)(j =1,2),0(B)(l=1,....k — 1),
0(Dpm)(m =0,...,k—1)} < n. Soient P(z) = a,2"+...,Q(2) = bp2"+..., Ri(2) = cin2"+..., des
polynomes non constants avec a,b, # 0, a, # b, (on suppose que |a,| < |by]), cm(l=1,....k—
1) des constantes complexes tels que (i) ey = t1a,(0 < t; < 1)(I € I1) et (ii) e sont des con-
stantes réelles vérifiant ¢, < 0(1 € I),ouly # &, I, # &, 1N =&, UL, ={1,...k —1}.
Si arga, # m ou a, est un nombre réel tel que a, < c(1 —t)7', ot t = max{t; : | € I}
et ¢ = min{cy, : | € I}, alors chaque solution méromorphe f (% 0) dont les pdles sont de

multiplicité uniformément bornée de l’équation
O 4 (D1 (2) + Bi_1(2)efs @) fE=D 0 (Dy(2) + By(2)e™@) f

+ (Do(2) + A1 (2)eP® + Ay(2)ef@) f =0 (2.1.1)

vérifie o(f) = +oo et oa(f) = n.

Corollaire 2.1.1 ([14]) Soient A;(2)(#Z0)(j =1,2), Bi(2)(Z0)(l =1, ..., k—1), Dy, (2)(m =
0,....,k — 1) des fonctions méromorphes avec max = {o(4;)(j =1,2),0(B)(l=1,....k — 1),
0(Dpm)(m =0,....k—1)} <n. Soient P(z) = a,z" + ...,Q(2) = bp,2" + ..., R(2) = 2™ + ...,
des polynomes non constants avec a,b, # 0, a, # b, (on suppose que |a,| < |b,]), cwm(l =
1,....k — 1) des constantes complezes tels que ¢, = tia,(0 < t; < 1)(I = 1,....,k —1). Si
arga, # m ou a, est un nombre réel tel que a, < 0, alors chaque solution méromorphe
f(#0) dont les poles sont de multiplicité uniformément bornée, de l’équation vérifie
o(f) =400 et aa(f) = n.

Corollaire 2.1.2 ([14]) Soient A;(2)(#0)(j =1,2), Bi(2)(Z0)(l =1,....,k—1), Dy, (2)(m =
0,....,k — 1) des fonctions méromorphes avec max = {c(A4;)(j =1,2),0(B)(l=1,....k — 1),
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0(Dp)(m=0,....k — 1)} <n. Soient P(z) = a,2" + ...,Q(2) = b2" + ..., R(2) = 2™ + ...,
des polynomes non constants avec a,b, # 0, a, # b, (on suppose que |a,| < |b,]), cwm(l =
1,....,k —1) des constantes réelles tels que c1, < 0. Si arga, # 7 ou a, est un nombre réel tel
que a, < ¢, ou c=min{cy, : 1 =1,....k — 1} alors chaque solution méromorphe f (£ 0) dont
les poles sont de multiplicité uniformément bornée, de l’équation vérifie o(f) = 400
et oo(f) = n.

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 ([2]) Soient P;(z) (j = 1,2,...,k) des polynomes avec deg Py(z) =n (n > 1)
et deg Pj(z) = n (j = 1,2,...,k). Soient A;(z)(j = 0,1,...,k) des fonctions méromorphes
d’ordre fini telles que max{c(A4;): (j =0,1,...,k)} <n et Ag(z) # 0.

Notons
F(2) = Ap(2)e @ 4 Ap_1(2)ef 18 4+ Ay(2)eDn®) 4+ Ag(2)eP?@), (2.2.1)

St deg(Py(z) — Pj(z)) = n pour tout j = 1,....k, alors F' est une solution méromorphe non

triviale d’ordre fini et vérifie o(F) = n.

Lemme 2.2.2 ([9]) Soit f une fonction méromorphe transcendante avec o (f) = 0 < 400,

H = {(k1,71) (k2,72) ., (kg, Jg)} un ensemble fini de paires distinctes de nombres entiers

vérifiant k; > j; 2 0 (i = 1,2,...,q), et soit € > 0 une constante donnée. Alors

(i) il existe un ensemble By C [—m/2,3m /2| de mesure linéaire zéro tel que, siV € [—m /2,37 /2] \ Ey,

alors il existe une constante Ry = Rowy) > 1 telle que pour tout z vérifiant argz = ¥ et

|z| = Ry et pour tout (k,j) € H , on ait
f® (2)
70 (2)

(i) il existe un ensemble Ey; C (1,00) de mesure linéaire finie, tel que pour tout z vérifiant

< Jo T, (2.2.2)

|z| ¢ E1U|0,1] et pour tout (k,j) € H, on ait

f¥ (2)
70 ()

< oo 1e) (2.2.3)
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(iii) il existe un ensemble By C (0,00) de mesure linéaire finie, tel que pour tout z vérifiant

|z| ¢ Ey et pour tout (k,j) € H, on ait

‘f(’“) (=)
7 (2)

Lemme 2.2.3 ([7]) Supposons que P (z) = (a + fi) 2" +...(a, 5 sont des nombres réels,|a|+

< |z|Flre) (2.2.4)

18] # 0) est un polynéme de degré n > 1 et que w (2) (£ 0) est une fonction méromorphe
avec o (w) < n. Posons g(z) = w(2)eP® [z = re? [ §(P,z) = acosnf — Bsinnd. Alors
pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble Hy C [0,27) de mesure linéaire zéro tel que
pour tout 6 C [0,2m) \ (Ho U Hy), il existe o > 0, tel que pour |z| =r > 19 (), on ait

(i) si 6 (P,0) >0, alors

exp{(1—¢)6(P,0)r"} <|g (re”)| <exp{(1+¢e)8(P,0)r"}, (2.2.5)
(i) si 6 (P,0) <0, alors

exp {(1+2) 0 (P,0)r"} < |g (re®)| < exp {(1 — )8 (P,0) r"}, (2.2.6)
ot Hy = {0 € [0,27) : 0 (P,0) = 0} est un ensemble fini.

Lemme 2.2.4 ([18]) Supposons que n > 1 est un nombre entier. Soient Pj (z) = aj,2" + ...
(7 =1,2) des polynomes non constants, ot aj, (¢ = 1,2,...,n) sont des nombres complezes et
A1naay, # 0. Posons z = re” aj, = |aj,|€Y,0; € [—7/2,37/2),8 (P,0) = |aj,| cos (0; + nb).
Alors il existe un ensemble Hy C [—7/(2n),37/(2n)) de mesure linéaire zéro. Si 01 # 04,

alors il existe un rayon argz = 0,0 € (—w/ (2n), 7/ (2n))\(Hz U H3) tel que

5(Py,0) > 0,5 (Ps,0) <0 (2.2.7)

ou

d(P,0) <0,6(Py,0) >0, (2.2.8)

ou Hy = {0 € [—7/(2n),3n/(2n)) : § (P;,Q) = 0} est un ensemble fini de mesure linéaire

Z€r0.
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Remarque 2.2.1 ([18]) Dans le Lemme 2.2.4, si 0 € (—n/(2n),n/(2n))\(Hs U Hs3) est
remplacé par 0 € (r/(2n),3n/(2n))\(H2 U Hs), alors on obtient le méme résultat.

Lemme 2.2.5 ([6],[8]) Soit g(z) une fonction méromorphe avec o (g) = B < +o00. Alors
pour tout € > 0, il existe un ensemble Ey C (1,400) de mesure loharithmique finie tel que

pour tout z avec |z| =r ¢ [0,1] U Ey,r — 00, on ait

exp {1} < g (2)] < exp {r’*e}. (2.2.9)

Lemme 2.2.6 ([8]) Soient k > 2 et Ay, Ay, ..., Ax_1 des fonctions méromorphes. Posons
o =max{o (4;),j=0,....k —1}. Alors chaque solution méromorphe transcendante f dont

les poles sont de multiplicité uniformément bornée de I’équation
FO 4 A fE D 4+ A f=0 (2.2.10)
vérifie o5 (f) < 0.

Lemme 2.2.7 ([9]) Soient f une fonction méromorphe transcendante, o > 1 une constante
donnée et k et j des nombres entiers vérifiant k > j > 0. Alors les deux propriétés suivantes
sont vérifiées :
(i) il existe un ensemble E3 C (1,00) de mesure logarithmique finie et une constante C' > 0
tels que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U E3, on ait
'f ® (2)
0 (2)

(i) il existe un ensemble E5 C [0,27) de mesure linéaire zéro tel que que si 6 € [0,2m) \ Es3,

— (logr)log T (ar, f) | (2.2.11)

e [Tar, f) e

alors il existe une constante R = R (0) > 0 telle que (2.2.11) soit vérifiée pour tout z vérifiant

argz = 0 et |z| > R.

Lemme 2.2.8 ([13],[16]) Soit F' (r) et G (r) des fonctions non décroissantes monotones sur
(0, +00) telles que F (r) < G(r) pour r ¢ [0,1] U Ey, ot Ey C (1,400) est un ensemble
de mesure logarithmique finie. alors pour toute constante o > 1, il existe rq > 0 tel que

F(r) < G (ar) pour tout r > ry.
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2.3 Preuve du Théoreme 2.1.1

D’abord, démontrons que chaque solution méromorphe f (# 0) de I’équation (2.1.1]) est tran-
scendante. Supposons que f(# 0) est une solution polynomiale ou rationnelle de (2.1.1)).
Alors o(f) = 0.

On peut écrire ([2.1.1)) sous la forme :

(Ar(2) ) e + (A2(2) f) 9P + kZi By(2)fVe"® = B (2), (2.3.1)
j=1

ou B(z) = — (f(k) —|—]§Dj(z)f(j) + Do(z)f) L Agf (s=1,2) et BjfD (j=1,2,...,k—1)
sont des fonctions méré;orphes d’ordre fini avec Asf Z0 (s =1,2), 0 (Asf) <n (s=1,2),
o (Bif9) <n(j=12....k—1)et o(B) <n.
On a deg (P(z) — Q(z)) = n et deg (P(z) — Rij(z2)) =n (j =1,2,...,k — 1). Alors de
et en utilisant le lemme 2.1.1, on trouve que o (B) = n. C’est une contradiction. Ainsi chaque
solution méromorphe f (# 0) de I’équation est transcendante.
Soit f (£ 0) est une solution méromorphe de I’équation (2.1.1)).

Premiére étape : On montre que o(f) = +oo. Supposons que o(f) = o < +00.

Posons max{c(A,)(j =1,2),0(B)(l=1,...k—1),0(Dy)(m=0,...,k—1)} = 8 <n.

Alors d’apres le Lemme 2.5.5, pour tout ¢ donné (0 < € < min {%, %, 2(11:;), 5} il

existe un ensemble Fy C (1,400) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant

|z| =7 ¢ [0,1] U By, et r — +00, on ait

4,2)] < ep{r™HG = 1,2), |Bi(2)] < exp{r®}(I = 1,k — 1),
|D(2)] < exp{r®™Ym=1,.. k1) (2.3.2)
D’apres le Lemme 2.2.2, pour le € ci-dessus, il existe un ensemble £y C [—7/2,37/2] de mesure

linéaire zero, tel que si 0 € [—m/2,37/2)\ E, alors il existe une constante Ry = Ry (0) > 1

telle que pour tout z vérifiant argz = 0 et |z| = r > Rp, on ait
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fU)(2)

f(2)
Posons z = 1€, a, = |a,| e, b, = |b,| €2,0,,0, € [—m/2,37/2]. On sait que
(R, 0) = || cos(b1 + nb) = t;|ay| cos(6y + nb) = t,0(P,0)(l € I),

d(Ry,0) = || cos(m + nb) = c cos (n) (1 € Iy).

<P (=1, k). (2.3.3)

Cas (1) arga, # m soit 0, # .
(1) Supposons que #; # 5. D’apres le Lemme 2.2.4, pour le ¢ ci-dessus, il existe un rayon
argz = 0 € (—m/(2n),n/(2n))\(F1 U Hy U H3), ou Hy et Hj sont définis comme dans le

Lemme 2.2.4, et Hy U H3 est de mesure linéaire zéro tel que

5(P,0) > 0,6(Q,0) < 0 ou 5(P,0) < 0,5(Q,0) > 0.

a) Si §(P,0) > 0,0(Q,0) < 0 pour r suffisamment grand, en utilisent le Lemme 2.2.3, on

obtient que

’Al(z)ep(z)| > exp{(1 —¢e)d(P,0)r"}, |A2(z)eQ(z)‘ <exp{(1—-¢)0(Q,0)r" <1 (2.3.4)

Par conséquent, de (2.3.4)), on a

|A1(z)ep(z) + Ag(z)eQ(z)‘ > |A1(z)ep(z)| — ’Ag(z)eQ(z)}

> (1—o(1))exp{(1 —¢e)d(P,0)r"}, (2.3.5)
De , on a
P 16@0) ¥ (2) s ereae [£0 )
4@+ 42 < |[L (D 1+ B reno [
+...+ (|D1 ()] + ‘Bl(z)eRl(z)‘) 'J;((j)) + |Do(2)]. (2.3.6)

Pour [ € I;, on a
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|Bl(z)eR1(Z)‘ < exp{(14¢e)t;0(P,0)r"} < exp{(1+¢&)to(P,0)r"} (2.3.7)

et pour [ € I, on a

| B1(2)e™ )| < exp{r®*} exp{r" "} exp{cir” cosnf < exp{r?t>}, (2.3.8)

ou ¢ =max{f,n—1}et 0 € (—w/(2n),n/(2n)\(E1 U HyU H3).En substituant (2.3.2)), (2.3.3),
(2.3.5)), (2.3.7)) et (2.3.8)) dans (2.3.6)), on obtient

(1 = o) exp{(1 = )P0 < 1519 4 (exp {57} + | By ()M O] o110
+... + (exp{r®Te} + |Bl(z)eR1(z)|)T("_1+a) + exp{r’T}

< Myr*e 149 exp{rit 2} exp{(1 4 €)td(P,0)r"}, (2.3.9)

olt My > 0 est une constante. De (2.3.9) et comme 0 < e < (1 —¢)(2(1+1¢))"!, on a

1-1¢
(1—0(1)) eXp{T(S(P, 0)r™ < Mor*e=17e) exp{rat2e}, (2.3.10)

Comme 0(P,0) > 0,t <1 et e <min{(n—()/3,1/3}, (2.3.10) est une contradiction .
b) Si §(P,0) <0 et §(Q,0) > 0, pour r suffisamment grand, en utilisant le Lemme 2.2.3, on
obtient

}Al(z)ep(z)‘ <exp{(1—¢)d(P,0)r"} <1, |A2(z)eQ(Z)‘ >exp{(1—¢)d(Q,0)r"}. (2.3.11)

Par conséquent, on a

}Al(z)ep(z) + Ag(z)eQ(z)‘ > ‘Ag(z)eQ(z)| - ‘Al(z)ep(z)’ > (1—o0(1))exp{(1 —¢e)d(P,0)r"}
(2.3.12)

Pour [ € I, on a

|Bl(z)eRl(z)| <exp{(l—e)ti0(P,0)r"} <1 (2.3.13)
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et pour [ € I3, on a (2.3.8). En substituant ({2.3.2)),(2.3.3)),(2.3.8)),(2.3.12)) et (2.3.13) dans
(2.3.6)), on obtient

(1 —o0(1))exp{(1 —¢)d(Q,0)r" < phlo=1+e) 4 (exp{rte} + ‘Bk—l(z)eRk_l(z)’)T(U_HE)UC_H
NI (exp{rﬁ—l-s} + |B1(Z)6R1(2)|)T0_1+6 + exp{,r./8+6}

< Mor*o=11e) exp{rat2}, (2.3.14)

Comme §(P,0) > 0 et ¢ < min{(n — 5)/3,1/3}, alors (2.3.14]) est une contradiction.
(ii) Supposons que 0; = 6. D’apres le Lemme 2.2.4, pour le e ci-dessus, il existe un rayon
argz = 0 € (—m/(2n),n/(2n)\(F1 U Hy U H3) et §(P,0) > 0. Puisque |a,| < |bn|, an # bn
et 01 = 0y, alors |a,| < |b,| et donc 6(Q,0) = |b,|cos(f2 + nb) = |b,|cos(f; + nb) >
|a,| cos(0y +nd) = §(P,0) > 0. Pour r suffisamment grand, en utilisant le Lemme 2.2.3, on a
}Al(z)ep(z)‘ < exp{(1+¢&)d(P,0)r"}, |A2(z)eQ(z)‘ > exp{(1 —¢)0(Q,0)r"} (2.3.15)

et (2.3.7),(2.3.8) sont vérifiées. D’ou

}Al(z)ep(z) + Ag(z)eQ(z)‘ > ‘Ag(z)eQ(z)| - !Al(z)eP(z)| > M exp{(1+¢)o(P,0)r"}, (2.3.16)

ot M = exp{[(1—¢)d(Q,0)— (1+¢)d(P,0)]r"} — 1. Puisque 0 < € < (|bn| = |an])(|bn]| +]an]) 71,
alors (1 —¢)0(Q,0) — (1+¢)d(P,0) > 0. D’ou M > 0. En remplagant ([2.3.2), (2.3.3), (2.3.7),
(2.3.8) et (2.3.16]) dans (2.3.6), on obtient

M exp{(1+¢)§(P,0)r"} < M, rklo—1+2) exp{r?"*} exp{(1 + &)t5(P, 0)r"},

ou M; > 0 est une constante.Alors on a

Mexp{(1+e)(1 = 1)6(P, )r"} < Myr* ) exp{ri+>}. (2.3.17)

Comme 0(P,0) > 0,t <1 et e <min{(n — )/3,1/3}, (2.3.17)) est une contradiction.
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Cas (2) a, < c¢(1 —t)™! soit 6; = 7.

(i) Supposons que 01 # 6, alors 0y # m. D’apres le Lemme 2.2.3, pour le ¢ ci-dessus, il
existe un rayon de arg z = 0 tel que 0 € (—7/(2n),7/(2n)\(E1 U Hy U H3) et 6(Q,0) > 0 car
cos (nf) > 0,0(P,0) = |a,| cos(fy + nb) = — |a,| cos (nf) < 0. pour r suffisamment grand, en

utilisent le Lemme 2.2.3, on obtient

|A1(z)ep(z)| <exp{(l —¢e)o(P,0)r"} <1, |A2(z)eQ(z)‘ > exp{(1 —)o(Q,0)r"} (2.3.18)

et (2.3.8)), (2.3.13)) sont vérifiées. Par conséquent, on obtient

!Al(z)ep(z) + AQ(Z)GQ(Z)| > |A2(z)eQ(Z)‘ - |A1(2)6P(z)} > (1 —o0(1))exp{(1 —¢)d(Q,0)r"}.
(2.3.19)

En utilisant le méme raisonnement que dans le cas 1(i), on peut obtenir une contradiction.

(ii) Supposons que 0; = 0y = 7. D’apres le Lemme 2.2.3 et sa remarque, le ¢ ci-dessus , il
existe un rayan argz = 6 tel que 6 € (7/(2n),37/(2n))\(E1 U Hy U H3). Alors cos (nf) <
0,6(P,0) = — |a,|cos(nf) > 0,6(Q,0) = — |b,|cosnf > 0. Comme |a,| < |by|, an # b, et
01 = 0y, alors |a,| < |b,| et donc 6(P,0) < 6(Q,0). Pour r suffisamment grand, d’apres le
lemme 2.2.3, on obtient (2.3.7)), (2.3.15)) et (2.3.16]). For [ € I5, on a

|Bl(z)eR’(z)| <exp{(l+¢e)epr" cosnbf} < exp{(1l + e)cr" cos (nh)}. (2.3.20)

Car ¢, < 0,¢ = min{cy, : | € I} et cos(nf) < 0. En substituant (2.3.2)), (2.3.3), (2.3.7)),
(2.3.16)) et (2.3.20]) dans (2.3.6)), on obtient

M exp{(14€)5(P,0)r"} < Myr* =149 exp{rf+} exp{(1+¢)cr™ cosnf} exp{(1+¢)ts (P, 8)r"},

ou M, > 0 est une constante. Ainsi on obtient

M exp{(1+ &)r"y} < Myr*=1%) exp{ri*e}, (2.3.21)
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olt v = (1 —t)6(P,0) — ccos (nf). Comme cos (nf) < 0, a,, < c(1 —t)~" et ¢ <0, alors
v=(1—=1t)§(P,8) — ccos (nf) = —(1 —t)|a,| cos (nf) — ccos (nh)

= —[(1 — 1) |an| + ¢] cos (nf) > [(1 — t)% +c]cos(nf) =0
Comme v > 0 et ¢ < (n — 3)/3, (2.3.21]) est une contraduction. En conclusion, on obtient
que o(f) = +o0.

Deuxiéme étape : Démontrons que oa(f) = n.

D’apres le Lemme 2.2.6 et max{c(Dy + Aje"®) + A3eP@) o(D; + Bieft®) | = (1,...,k — 1)}
< n, alors oo(f ) < n. D’apres le lemme 2.2.7, il existe un ensemble E5 C (1, +00) de mesure
logarithmique finie et une constante C' > 0 tels que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0, 1] U Ej,

on ait

‘f(j)(z)
f(z)
Cas (1) arga, # 7, soit 0y # 7.

< C[T@r, H* (G =1,..,k). (2.3.22)

(1) Supposons que 6; # 03. Dans la premiere étape, on a prouvé qu’il existe un rayon
argz = 0, ou f € (—m/(2n),7/(2n))\(Ey U Hy U H3) vérifiant §(P,0) > 0,0(Q,0) < 0 ou
d(P,0) <0,0(Q,60) > 0.

a) Si 6(P,0) > 0,6(Q,0) < 0, pour r suffisament grand, on obtient (2.3.5). En substituant
(23.2), (2.3.5), (2-3.7), 2.3.8) et (2.3.22) dans (2.3.6), pour tout z = re vérifiant |2| = r ¢
0,1]UEy U E3,0 € (—n/(2n),7/(2n))\(E1 U Hy U H3), on obtient

(1 —o(1)) exp{(1 —&)o(P,0)r"}
< O[T O+ Clexp{r™ e} + (| Beoa(2)e™ &[T (2r, £))F
+... + Clexp{r’Te} + }Bl(z)eRl(z)})[T(QT, )] + exp{r?*t}

< Myexp{r?™}exp{(1 + &)t6(P,0)r"}[T(2r, f)]*, (2.3.23)

olt My > 0 est une constante. De ([2.3.23) et comme & < (1 —¢)(2(1 + ¢))~*, on obtient

(1+0(1)) exp{¥5(P, 0)r"} < Myexp{rit®}T(2r, f)]*. (2.3.24)
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Puisque 0 (P,0) > 0,t < 1 et ¢ < min{(n —f)/3,1/3}, en utilisant le Lemme 2.2.8 et
(2.3.23)), on obtient o5 (f) > n. Par conséquent, os (f) = n.

b) Si§(P,0) < 0et 6(Q,0) > 0, pour r suffisamment grand, on obtient ([2.3.12]).
En substituant (2.3.2), (2.3.8)), (2.3.12)), (2.3.13) et (2.3.22) dans (2.3.6) pour tout z = re®
vérifiant |z| =7 ¢ [0,1] U Ex U E5,0 € (—7/ (2n), 7/ (2n)) \ (E1 U Hy U H3), on obtient

(14 0(1)) exp{(1 — £)8(Q, O)r"} < Myexp{rt™2}T(2r, f)]***. (2.3.25)

ou M est une constante. Comme §(Q,0) > 0 et € < min{(n — 3)/3,1/3}, alors en utilisant
le lemme 2.2.8 et (2.3.25)), on obtient oo(f) > n. Par conséquent, oa(f) = n.

(ii) Supposons que 0; = 05. Dans la premiere étape, on a prouvé qu’il existe un rayon
argz =6 ouf € (—n/(2n),n/(2n)) \ (E1 U Hy U Hy) vérifiant 6 (P,0) > 0,0 (Q,0) < 0 et
pour r suffisamment grand, on a (2.3.16). En substituant (2.3.2)),(2.3.7), (2.3.8)), (2.3.16]

et (2.3.22) dans (2.3.6), pour tout z = re? vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U Ey U E3,0 €
(—m/(2n),m/(2n))\ (F1 U Hy U H3) , on obtient

M exp{(1+¢)d(P,0)} < My exp{ri™*}exp{(1+ &)t5(P,0)r"}[T(2r, f)]l’“rl (2.3.26)

ou M; > 0 est une constante. De (2.3.26)), on a

Mexp{(1+¢)(1 —t)6(P,0)r"} < My exp{rt*}[T(2r, f)]F (2.3.27)

Comme §(P,0) > 0 et ¢ < min{(n — 3)/3,1/3},0 < t < 1, alors en utilisant le Lemme 2.2.8
et (2.3.27)), on obtient o5(f) = n. Par conséquent, o5(f) = n.

Cas(2) a,, < (1+t)71, c’est 6; = 7. (i) Supposons que 0; # 0. Dans la premiere étape, on a
prouvé qu'il existe un rayon argz =60 ou § € (—n/(2n),7/(2n))\ (£ U Hy U Hs) vérifiant
d(P,8) > 0,6(Q,0) < 0 et pour r suffisamment grand, on obtient (2.3.19). En utilisant le

méme raisonnement que dans le cas 1 de la deuxieéme étape, on peut obtenir os(f) = n.
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(ii) Supposons que 0; = @5. Dans la premiere étape, on a prouvé qu’il existe un rayon
argz = 0 ou 0 € (w/(2n),3n/(2n))\ (Ey U Hy U H3) vérifiant 6 (P,6) > 0,0(Q,0) > 0
et pour r suffisamment grand, on obtient (2.3.16). En substituant (2.3.2), (2.3.7), (2-3.16),
(2.3:20) et (2.3.22) dans (2.3.6), pour tout z = re? vérifiant |2| = r ¢ [0,1] U Ey U F3,
0 € (r/(2n),3r/(2n))\ (F1 U Hy U H3), on obtient

M exp{(1+¢)d(P,0)r"}

< Myexp{r?™®} exp{(1 + €)cr™ cos (nf) } exp{(1 + &)t6(P, 0)r"}[T(2r, f)]*

ou M, est une constante. Ainsi

M exp{(1 + &)r"y} < Myexp{r®™2}[T(2r, f)]F, (2.3.28)

ouy=(1-1t)0(P,0)— ccosnf > 0. Comme v > 0 et ¢ < (n— [3)/3, en utilisant le lemme
2.2.8 et (2.3.28)), on a o5(f) > n. Par conséquant, o5(f) = n. En conclusion, on obtient que

oa(f) =n.



Chapitre 3

Croissance et oscillation des solutions
méromorphes de certaines équations
différentielles linéaires non homogenes
a coefficients méromorphes.

3.1 Introduction et résultat
Dans ce chapitre, on considere I’équation différentielle linéaire
FB + (Diei(2) + Bioa (2)e 1) fE0 4 (Di(2) + Bu(2)e™ @) f

+ (Do(2) + A1 (2)eP® + Ay(2)e?) f = F, (3.1.1)
ou P(z), Q(z) et Ri(z) (I =1,...,k — 1) sont des polynomes de degré n > 1, A;(z)(#£ 0)(j =
1,2), Bi(z2)(#0)(l =1,....k — 1)et D,,(2)(m =0,....,k — 1) sont des fonctions méromorphes
avec max = {0(A4,)(j = 1,2),0(B)( =1,....k—1), 0(Dy)(m =0,....k — 1)} <net F est

une fonction entiére d’ordre fini.

He et Zhang [14] ont étudié la croissance et 'oscillation des solutions méromorphes de cette

équation et ont démontré le Théoreme suivant :

Théoréeme 3.1.1 ([14]) Supposons que A;(2),B;(2), Dy (2,), P (2),Q (2), R (2) vérifient
les

hypothéses du Théoréme 2.1.1 et soit F (£ 0) une fonction méromorphe d’ordre fini.
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Si arga, # ™ ou a, est un nombre réel tel que a, < c(1 — t)fl, ot ¢ et t sont définis comme

dans le Théoréme 2.1.1. Alors chaque solution méromorphe f(Z 0) dont les pdles sont de

multiplicité uniformément bornée de l’équation vérifiant \o(f) = Mo (f) = o2 (f),

avec au plus une solution exceptionnelle fo d’ordre fini. En outre, s’il existe une solution

excéptionnelle fo d’ordre fini de I’équation , alors o (fo) < max {o (F),n,A(fo)}.

3.2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1 ([13],[16]) Soit F'(r) et G (r) des fonctions non décroissantes monotones sur
(0, +00) telles que F (r) < G(r) pour r ¢ [0,1] U Ey, ot Ey C (1,400) est un ensemble
de mesure logarithmique finie. alors pour toute constante o > 1, il existe v > 0 telle que

F (r) < G(ar) pour tout r > 1q.

Lemme 3.2.2 ([5]) Soeint Ag A Ax_1,F (#0) sont fonctions méromorphes d’ordre fini.

Si f est une solution méromorphe d’ordre infinide l’équation
F® 4 Ay D 4 4 Agf = F, (3.2.1)

alors f (z) satisfait A (f) = X (f) = o (f) = +oo.

3.3 Preuve du Théoréeme 3.1.1

Supposons que fj est une solution méromorphe d’ordre fini de I’équation . S’il existe une
autre solution méromorphe f; (# fy) d’ordre fini de (3.1.1)), alors o (fi — fo) est une solution
de I’équation différentielle homogene correspondante . Cependant d’apres le Théoreme
2.1.1, on obtient o (f; — fo) = 4o00. Ce qui est en contradiction avec o (f1 — fy) < +oo.
Par conséquent, toutes les solutions méromorphes de 1’équation différentielle linéaire (|3.1.1))

vérifient o (f) = +00, avec au plus une solution exceptionnelle fy d’ordre fini.

Supposons maintenant que fyest une solution méromorphe d’ordre fini de (3.1.1). Alors
d’apres le Lemme 3.2.1, on obtient A (f) = A (f) = o (f) = +oo0.
Dans ce qui suit, on va vérifier que chaque solution méromorphe d’ordre infini de (|3.1.1))

vérifié Ay (f) = g (f).
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En fait, de (3.1.1]) il est facile de voir que les zéros de f se produisent par les poles de
Dy, (m=0,...,k—1)ouB; (I=1,...,k—1) ou 4; (j = 1,2) ou les zéros de F'(z.)
Si f aun zéro & zy de 'ordre n (n > k), alors F' (z) doit avoir un zéro a zo de l'ordre n — k.

Par conséquent, on obtient par F'(# 0) que

N <r,%> < kN <r,%) + N <r,%> + kz_jl N (r,Dp,) —i—kz_:lN(r,Bl) + iN(’r,Aj)
m=0 =1 j=1

D’autre part, on réécrit ’équation (3.1.1) comme suit

f(k 1)

f + ...+ D() + A1€ —|— AQQQ(Z) . (331)

|i_ + (Dkfl + Bkilekal(Z))

%) %) kilm( )+I§m(T,Bl>+kilm(r,eRl)

k 2
X m () + Smlr A +m (7, 6"9) +m (r,e29) o (1),
Par conséquent, par le lemme de la dérivée logarithmique, il existe un ensemble E, ayant une

mesure linéaire finie telle que pour tout r ¢ Ej, on ait

TG f)=T(r4) +0(0) <IN (r.2) +T 0, F) +:;LT(T,Dm)+]§T(T,BZ)

—l—kilT (r,ef) + Cylog {rT (r, [)} + 22: T (r,A) + T (r,e?@) + T (r,e?®) + 6 (logr),
=1 Jj=1

ou (] est une constante positive.

Posons

max{c(4,)(j=1,2),0(B)(l=1,..k—1),0(Dy)(m=0,...,k—1)} =8 <n.

Alors pour tout € > 0 et r suffisamment grand, on a
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Crlog [T (1, f)} < =T (r.f) T (1, F) < 7%

< <
2
et T (r,e™) < o™ T (r,e”) <r"te
et T(r,e?) < ™ T B) <rP(1=1,.,k—1)
et T(r,Dy) < P (m=0,...k—1),T(r,A;) <r’=(=12)

Par conséquent, pour r ¢ E, suffisamment grand, on a

— 1
T(T’, f) < 2EN (7“’ ?) + QTU(FH_E + (4]€+2) 7,.5-5—5 + (2k—|— 2) pte

En utilisant le Lemme 3.2.1 on obtient que o3 (f) < Ay (f). Il est évident que Ao (f) >
A2 (f) = o2 (f).

Ainsi Xy (f) =X (f) = 02 (f) -
Enfin soit fy une solution d’ordre fini de (3.1.1]) alors fy #Z 0. En substituant fy dans (3.1.1))

on a
1 1 f(k:) f(k—l)
— = | (ch—1 + Bk—1€Rk*1(z)) 0 4+ 4D+ Are?®) 4 4,900 | (3.3.2)
Jo F | fo fo
D’ou
k—1 k—1 k-1
m (r, %> <m(r L)+ ~ m (1, D) + l_zl m (r, B) + 1-21 m (r, ™)

k . 2
+ Zlm (r, %) + Zlm (r,A;) +m (r,e”@) + m (r,e?9®) +0(1).
J= J=
11 est facile de voir que les zéros de fy se produisent par les poles de D,, (m =0, ...,k — 1) ou
B (I=1,...,k—1)ouA,;(j =1,2) ou les zéros de F.
Si fo a un zéro & zo de ordre n (n > k),alors F' doit avoir un zéro & zy de 'ordre n — k.

Par conséquent, on obtient par F'(# 0) que
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Ainsi d’apres le Lemme de la dérivée logarithmique et en notant que o (fy) < -+o0, nous

pouvons obtenir que

T fo) =T (v ) +0() AN (1. 4) + T (F)+ 3 T D)
k—1 k—1

) <
—i—l_ZlT(rBl)—i—lZlT(re) i (r, A )—|—T(7‘,€P(Z))+T(T,6Q(Z))—|—0(10g7“)

et donc o (fo) < max {n,o (F),X(fo)}. Ce qui acheve la démonstration de ce Théoreme.
3.4 Exemple illustratif

Considérons 1’équation différentielle non homogene

" 1
FO 4 et 4 ~e

+ (262“’3‘2 — —e3z3+z) f= 23122 (e”‘?)/2 — 1) ) (3.4.1)
z

Elle admet une solution fo (z) = e d’ordre fini o (f5) =1 < 3 =max {3,0 (F), X (fo)} .

—3z3+2f _ (1 + Zezz-i-z + ZeSiz3/2—z> f/



CONCLUSION

Plusieurs chercheurs ont étudié la croissance et l'oscillation des solutions des équations
diférentielles linéaires homogenes et non homogene a coefficients entieres. On sait que ces
solutions sont des fonctions entieres et elles sont souvent d’ordre infini. C’est pourquoi on a
introduit la notion de I'hyper-ordre. Cependant 1’étude de ces équations dans le cas ou les
coefficients sont des fonctions méromorphes est un peu difficile car les solutions ne sont pas
forcément des fonctions méromorphes.

Dans ce mémoire, on a étudié quelques résultats dus a HE et Zheng sur la croissance et
l'oscillation des solutions de certaines équations différentielles linéaires homogenes et non
homogenes a coefficients méromorphes. Ces résultats peuvent aussi nous permettre de réaliser

d’autres travaux dans ce domaine.
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