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INTRODUCTION

Les origines de la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes re-

montent aux théorèmes classiques de Sokhotskii-Casorati (1868), Weierstrass (1876) et Picard

(1879). Ce dernier a établi le fameux résultat "une fonction entière transcendante prend tout

nombre complexe comme valeur, sauf peut-être un", puis Hadamard (1893), Borel (1897) et

Blumenthal (1910) ont essayé d�entraîner une description quantitative et étendre le résultat

de Picard aux fonctions méromorphes. C�était R. Nevanlinna, qui a obtenu une telle tentative

en (1925) en établissant la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes

qui a été salué par H. Weyl (1943) comme «l�un des rares grands événements mathématiques

de notre siècle».

Depuis une trentaine d�années, cette théorie est devenue un outil indispensable dans

l�étude des propriétés des solutions des équations di¤érentielles complexes, en particulier la

croissance et l�oscillation des solutions. Plusieurs groupes actifs de mathématiciens dans des

pays di¤érents ont joué un rôle remarquable dans ce domaine tels que : S. Bank [1], I. Laine

[45], Z. X. Chen [14-19], G. G. Gundersen [27, 28] et B. Belaïdi [3-7]. Des résultats importants

ont été établis.

Cette thèse est composée d�une introduction et de cinq chapitres.

Le premier chapitre est un ensemble de dé�nitions, des résultats et quelques notions

préliminaires de la théorie de R. Nevanlinna dont on aura besoin dans les chapitres suivants.

Dans le deuxième chapitre, on s�intéresse à l�étude de la croissance des solutions des

équations di¤érentielles linéaires non homogènes d�ordre supérieur à coe¢cients fonctions

entières dont le coe¢cient dominant admet un ordre inférieur < 1
2
: Nous améliorons quelques

résultats de L. Wang et H. Liu [55], et nous obtenons l�estimation de l�hyper ordre et l�hyper

exposant de convergence des zéros et des zéros distincts des ces solutions.

Dans le troisième chapitre, on étudie la croissance des solutions des équations di¤éren-

tielles linéaires

Ak(z)f
(k) + Ak�1(z)f

(k�1) + � � �+ A1(z)f
0 + A0(z)f = 0; (1)



et

Ak(z)f
(k) + Ak�1(z)f

(k�1) + � � �+ A1(z)f
0 + A0(z)f = F (z); (2)

avec Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k) et F (z) des fonctions entières d�ordre p-itératif �ni et le coe¢cient

dominant As(z) (s 2 f0; 1; � � � ; kg) est une série Lacunaire, nous améliorons les résultats de

J. Tu, H. Y. Xu, H. M. Liu et Y. Liu [52], S. Z. Wu et X. M. Zheng [56].

Dans le quatrième chapitre, on s�intéresse à l�étude de la croissance des solutions des

équations (1) et (2) et on généralise les résultats du chapitre précédent à l�ordre (p; q) des

solutions. On essaye d�améliorer les résultats de L. M. Li et T. B. Cao [46], W. P. Huang, J.

L. Zhou, J. Tu et J. H. Ning [37], J. Tu, H. Y. Xu, H. M. Liu et Y. Liu [52], M. L. Zhan et

X. M. Zheng [61], S. Z. Wu et X. M. Zheng [56], et nous obtenons des estimations précises de

l�ordre (p+1; q) des solutions ainsi l�exposant de convergence des zéros et des zéros distincts.

Dans le cinquième chapitre, on étudie la croissance des solutions de l�équation di¤éren-

tielle linéaire

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A1(z)f

0 + A0(z)f = 0; (3)

où Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des fonctions entières et méromorphes. On obtient des

résultats lorsque les coe¢cients sont d�ordre zéro, en utilisant les travaux de Chern [20] sur

l�ordre logarithmique et on améliore les résultats de W. P. Huang, J. L. Zhou, J. Tu et J. H.

Ning [37] et T. B. Cao, K. Liu et J. Wang [11] en utilisant la notion de l�ordre logarithmique

inférieur. On étudie aussi les points �xes des solutions de l�équation (3).



Chapitre 1

Eléments de la théorie de R. Nevanlinna

On va citer quelques dé�nitions, notations et résultats dont on aura besoin par la suite, (voir

W. K. Hayman [30] et I. Laine [45]).

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Théorème 1.1.1 (Formule de Jensen) ([30, 45]) Soit f une fonction méromorphe telle

que f(0) 6= 0;1 et a1; a2; � � � (respectivement b1; b2; � � � ) ses zéros (respectivement ses pôles),

chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

log jf(0)j =
1

2�

2�Z

0

log
��f(rei')

�� d'+
X

jbj j<r

log
r

jbjj
�
X

jaj j<r

log
r

jajj
:

Preuve. On démontre le théorème dans le cas où f ne possède ni zéros ni pôles sur le cercle

jzj = r: Considérons la fonction

g(z) = f(z)
Y

jaj j<r

r2 � ajz

r(z � aj)
=
Y

jbj j<r

r2 � bjz

r(z � bj)
:

Alors g 6� 0;1 dans le disque jzj < r et log jg(z)j est une fonction harmonique. D�après la

formule de la moyenne d�une fonction harmonique, on a

log jg(0)j =
1

2�

2�Z

0

log
��g(rei')

�� d': (1.1.1)

D�autre part,

jg(0)j = jf(0)j
Y

jaj j<r

r

jajj
=
Y

jbj j<r

r

jbjj
;
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d�où

log jg(0)j = log jf(0)j+
X

jaj j<r

log
r

jajj
�
X

jbj j<r

log
r

jbjj
: (1.1.2)

Pour z = rei'; on a ����
r2 � ajz

r(z � aj)

���� =
����
r2 � ajre

i'

r(rei' � aj)

���� = 1

et ����
r2 � bjz

r(z � bj)

���� =
����
r2 � bjre

i'

r(rei' � bj)

���� = 1:

D�où jg(rei')j = jf(rei')j : De (1.1.1) et (1.1.2), on obtient la formule de Jensen.

Dé�nition 1.1.1 ([30, 45]) Pour tout réel x > 0; on dé�nit

log+ x = max(log x; 0) =

�
log x; si x > 1;
0; si 0 < x � 1:

Lemme 1.1.1 ([30, 45]) On a les inégalités suivantes

(a) log x � log+ x:

(b) log+ x � log+ y (si 0 < x � y ).

(c) log x = log+ x� log+ 1
x
:

(d) jlog xj = log+ x+ log+ 1
x
:

(e) log+(
nQ

i=1

xi) �
nP

i=1

log+ xi:

(f) log+(
nP

i=1

xi) � log n+
nP

i=1

log+ xi:

Preuve. Montrons (c)-(f).

(c) On a

log+ x� log+
1

x
= maxflog x; 0g �maxflog

1

x
; 0g

= maxflog x; 0g+minf� log
1

x
; 0g

= log x:

(d) On a

log+ x+ log+
1

x
= maxflog x; 0g+maxflog

1

x
; 0g

= maxflog x; 0g+maxf� log x; 0g

= maxflog x; 0g �minflog x; 0g

= jlog xj :
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(e) Si
nQ

i=1

xi � 1; alors l�inégalité est triviale. Supposons que
nQ

i=1

xi > 1: Alors

log+(
nY

i=1

xi) = log(
nY

i=1

xi)

=

nX

i=1

log xi

�

nX

i=1

log+ xi; d�après (a).

(f) On a d�après (b) et (e)

log+(

nX

i=1

xi) � log+(n max
1�i�n

xi)

� log n+ log+(max
1�i�n

xi)

� log n+

nX

i=1

log+ xi:

Dé�nition 1.1.2 (Fonction a-points) ([30, 45]) Soit f une fonction méromorphe. Pour tout

nombre complexe a, on désigne par n(t; a; f) le nombre de racines de l�équation f(z) = a

situées dans le disque jzj � t: Chaque racine étant comptée un nombre de fois égal à son

ordre de multiplicité et par n(t;1; f) le nombre de pôles de la fonction f dans le disque

jzj � t: Posons

N(r; a; f) =

rZ

0

n(t; a; f)� n(0; a; f)

t
dt+ n(0; a; f) log r; a 6=1

et

N(r;1; f) = N(r; f) =

rZ

0

n(t;1; f)� n(0;1; f)

t
dt+ n(0;1; f) log r:

N(r; a; f) est appelée fonction a�points de la fonction f dans le disque jzj � r:

Lemme 1.1.2 ([30, 45]) Soit f une fonction méromorphe avec a�points a1; a2; � � � ; an dans

le disque jzj � r tel que 0 < ja1j � ja2j � � � � � janj � r; chacun étant compté avec son ordre

de multiplicité. Alors

rZ

0

n(t; a; f)

t
dt =

rZ

0

n(t; a; f)� n(0; a; f)

t
dt =

X

0<jaj j�r

log
r

jajj
:
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Preuve. Posons jajj = ri (i = 1; � � � ; n): Alors

X

0<jaj j�r

log
r

jajj
=

nX

i=1

log
r

ri
= log

r

r1r2 � � � rn
= n log r �

nX

i=1

log ri

=

n�1X

i=1

i(log ri+1 � log ri) + n(log r � log rn)

=

n�1X

i=1

i

ri+1Z

ri

dt

t
+ n

rZ

rn

dt

t

=

rZ

0

n(t; a; f)

t
dt:

Proposition 1.1.1 ([30, 45]) Soit f une fonction méromorphe avec le développement de

Laurent à l�origine

f(z) =
1X

i=m

ciz
i; cm 6= 0; m 2 Z:

Alors

log jcmj =
1

2�

2�Z

0

log
��f(rei�)

�� d� +N(r; f)�N(r;
1

f
):

Preuve. Dé�nissons la fonction h par

h(z) = f(z)z�m:

Il est clair quem = n(0; 0; f)�n(0;1; f) et h(0) 6= 0;1: En e¤et, sim > 0; alors n(0;1; f) =

0 et m = n(0; 0; f); si m < 0; alors n(0;1; f) = �m et n(0; 0; f) = 0; et �nalement si m = 0;

alors n(0; 0; f) = n(0;1; f) = 0: Donc les fonctions h et f ont les mêmes pôles et les mêmes

zéros dans 0 < jzj � r: La formule de Jensen et le Lemme 1.1.2 impliquent

log jcmj = log jh(0)j =
1

2�

2�Z

0

log
��f(rei')r�m

�� d'+
X

jbj j<r

log
r

jbjj
�
X

jaj j<r

log
r

jajj

=
1

2�

2�Z

0

log
��f(rei')

�� d'� (n(0; 0; f)� n(0;1; f)) log r

+

rZ

0

n(t;1; f)� n(0;1; f)

t
dt�

rZ

0

n(t; 0; f)� n(0; 0; f)

t
dt

=
1

2�

2�Z

0

log
��f(rei')

�� d'+N(r; f)�N(r;
1

f
):
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Dé�nition 1.1.3 (Fonction de proximité) ([30, 45]) Soit f une fonction méromorphe non

constante et a un nombre complexe. Alors, on dé�nit la fonction de proximité de la fonction

f par

m(r; a; f) = m(r;
1

f � a
) =

1

2�

2�Z

0

log+
1

jf(rei�)� aj
d�; a 6=1

et

m(r;1; f) = m(r; f) =
1

2�

2�Z

0

log+
��f(rei�)

�� d�:

Dé�nition 1.1.4 (Fonction caractéristique) ([30, 45]) On dé�nit la fonction caractéris-

tique de R. Nevanlinna de la fonction f par

T (r;1; f) = T (r; f) = m(r; f) +N(r; f):

Exemple 1.1.1 Pour la fonction f(z) = e�z; nous avons n(t; f) = 0 car f n�admet pas des

pôles, par conséquent

N(r; f) = 0:

De plus

m(r; f) =
1

2�

�Z

��

log+
��e�r cos �

�� d�

=
1

�

�Z

0

log+
��e�r cos �

�� d�

=
1

�

�Z

�
2

(�r cos �)d�

=
r

�
:

Donc

T (r; f) = m(r; f) +N(r; f) =
r

�
:
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1.2 Premier théorème fondamental de R. Nevanlinna

Théorème 1.2.1 ([30, 45]) Soit f une fonction méromorphe et a 2 C avec le développement

de Laurent de f(z)� a à l�origine

f(z)� a =

1X

i=m

ciz
i; cm 6= 0; m 2 Z; a 2 C:

Alors

T (r;
1

f � a
) = T (r; f)� log jcmj+ '(r; a);

où

j'(r; a)j � log+ jaj+ log 2:

Preuve. Si a = 0; alors d�après le Lemme 1.1.1 (c) et la Proposition 1.1.1, on a

log jcmj =
1

2�

2�Z

0

log+
��f(rei')

�� d'�
1

2�

2�Z

0

log+
1

jf(rei')j
d'+N(r; f)�N(r;

1

f
)

et

log jcmj = m(r; f)�m(r;
1

f
) +N(r; f)�N(r;

1

f
);

donc

m(r;
1

f
)�N(r;

1

f
) = m(r; f) +N(r; f)� log jcmj :

D�où

T (r;
1

f
) = T (r; f)� log jcmj où '(r; 0) = 0: (1.2.1)

Montrons le cas général a 6= 0: Posons h = f � a: Alors

N(r;
1

h
) = N(r;

1

f � a
); N(r; h) = N(r; f)

et

m(r;
1

h
) = m(r;

1

f � a
):

De plus

log+ jhj = log+ jf � aj � log+ jf j+ log+ jaj+ log+ 2;

log+ jf j = log+ jf � a+ aj = log+ jh+ aj � log+ jhj+ log+ jaj+ log+ 2:
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En intégrant ces deux inégalités, on trouve que

m(r; h) � m(r; f) + log+ jaj+ log+ 2;

m(r; f) � m(r; h) + log+ jaj+ log+ 2:

Posons

'(r; a) = m(r; h)�m(r; f):

Alors

j'(r; a)j � log+ jaj+ log+ 2:

En appliquant (1.2.1) pour h, on aura

T (r;
1

h
) = m(r;

1

h
) +N(r;

1

h
)

= m(r; h) +N(r; h)� log jcmj

= m(r; f) +N(r; f) + '(r; a)� log jcmj

= T (r; f) + '(r; a)� log jcmj :

Remarque 1.1.1 Le premier théorème fondamental peut être formulé comme suit

T (r;
1

f � a
) = T (r; f) +O(1);

pour tout nombre complexe a 6=1:

Proposition 1.2.1 ([30, 45]) Soient f; f1; f2; � � � ; fn des fonctions méromorphes et a; b; c; d 2

C telles que ad� bc 6= 0: Alors

1) T (r;
nQ

i=1

fi) �
nP

i=1

T (r; fi); (n � 1):

2) T (r; fn) = nT (r; f); (n 2 N):

3) T (r;
nP

i=1

fi) �
nP

i=1

T (r; fi) + log n:

4) T (r; af+b
cf+d

) = T (r; f) +O(1); f 6� �d
c
:

Preuve. 1) On a

m(r;
nY

i=1

fi) �

nX

i=1

m(r; fi)
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et

N(r;

nY

i=1

fi) �

nX

i=1

N(r; fi);

donc

T (r;

nY

i=1

fi) = m(r;

nY

i=1

fi) +N(r;

nY

i=1

fi) �

nX

i=1

m(r; fi) +

nX

i=1

N(r; fi) �

nX

i=1

T (r; fi):

2) On a jfnj = jf jn � 1 équivaut à jf j � 1: Si jf j � 1; alors m(r; fn) = 0 et N(r; fn) =

nN(r; f): Donc

T (r; fn) = N(r; fn) = nN(r; f) = n(N(r; f) +m(r; f)) = nT (r; f):

Si jf j > 1; alors

T (r; fn) = m(r; fn) +N(r; fn)

= nm(r; f) + nN(r; f)

= nT (r; f):

3) On a

T (r;

nX

i=1

fi) � N(r;
nX

i=1

fi) +m(r;
nX

i=1

fi)

�
nX

i=1

N(r; fi) +
nX

i=1

m(r; fi) + log n

=
nX

i=1

T (r; fi) + log n:

4) Si c = 0, alors

T (r;
af + b

d
) = T (r;

a

d
f +

b

d
)

= T (r;
a

d
f) +O(1)

= T (r; f) +O(1):

Si c 6= 0; alors on écrit

af + b

cf + d
=

a(f + b
a
)

c(f + d
c
)
=
a

c

f + d
c
+ b

a
� d

c

f + d
c

=
a

c

"

1 +
bc� ad

ac

1

f + d
c

#

=
a

c
+
bc� ad

c2
1

f + d
c

:
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D�où

T (r;
af + b

cf + d
) = T (r;

a

c
+
bc� ad

c2
1

f + d
c

)

= T (r;
bc� ad

c2
1

f + d
c

) +O (1)

= T (r;
1

f + d
c

) +O(1)

= T (r; f +
d

c
) +O(1)

= T (r; f) +O(1):

Exemple 1.2.1 Soit g(z) = 2ez+3
5ez+7

: Alors

T (r; g) = T (r;
2ez + 3

5ez + 7
)

= T (r; ez) +O(1)

=
r

�
+O(1):

Théorème 1.2.2 [45, 59] Soit R(u) une fonction rationnelle de degré d et f(z) une fonction

méromorphe. Alors

T (r; R(f)) = dT (r; f(z)) +O(1):

Exemple 1.2.2 Soit f(z) = cos2 z: Alors

T (r; f) = T (r; cos2 z)

= 2T (r; cos z)

= 2[2T (r; eiz) +O(1)]

= 2[
2r

�
+O(1)]

=
4r

�
+O(1):

Lemme 1.2.1 (La dérivée logarithmique) ([30, 60]) Soit f une fonction méromorphe

transcendante. Alors

m(r;
f 0

f
) = S(r; f) = o(T (r; f));

où S(r; f) = O(log T (r; f)+log r) à l�extérieur d�un ensemble E � (0;+1) de mesure linéaire

�nie.
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1.3 La croissance et la distribution des valeurs d�une
fonction entière ou méromorphe

1.3.1 L�ordre de croissance et l�hyper-ordre d�une fonction

Dé�nition 1.3.1 ([30, 45, 60]) Soit f est une fonction méromorphe. L�ordre de croissance et

l�hyper-ordre de f sont dé�nis respectivement par

�(f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r
;

�2(f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
;

où T (r; f) est la fonction caractéristique de f: Si f une fonction entière, alors l�ordre de

croissance et l�hyper-ordre de f sont dé�nis respectivement par

�(f) = lim
r!+1

log logM(r; f)

log r
;

�2(f) = lim
r!+1

log log logM(r; f)

log r
;

où M(r; f) = max
jzj=r

jf(z)j :

Exemple 1.3.1 La fonction f(z) = e
1
2
z2est d�ordre �(f) = 2 et d�hyper-ordre �2(f) = 0:

Exemple 1.3.2 La fonction g(z) = exp(exp z) est d�ordre �(g) =1 et d�hyper-ordre �2(g) =

1:

Dé�nition 1.3.2 ([30, 60]) Soit f une fonction méromorphe. L�ordre inférieur et l�hyper-ordre

inférieur de f sont dé�nis respectivement par

�(f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r
;

�2(f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
:

Si f est une fonction entière , alors l�ordre inférieur et l�hyper-ordre inférieur de f sont dé�nis

respectivement par

�(f) = lim
r!+1

log logM(r; f)

log r
;

�2(f) = lim
r!+1

log log logM(r; f)

log r
:

Exemple 1.3.3 Soit f(z) = ez

z
: Alors �(f) = 1 et �2(f) = 0:
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1.3.2 L�ordre p-itératif, l�ordre p-itératif inférieur et le type p-
itératif d�une fonction

Si l�hyper-ordre d�une fonction entière ou méromorphe est in�ni, on dé�nit l�ordre p-itératif

de cette fonction.

Dé�nition 1.3.3 ([43, 45]) Soit f une fonction méromorphe. L�ordre p-itératif de f est dé�ni

par

�p(f) = lim
r!+1

logp T (r; f)

log r
:

Si f est une fonction entière, alors l�ordre p-itératif de f est dé�ni par

�p(f) = lim
r!+1

logp+1M(r; f)

log r
:

Dé�nition 1.3.4 ([35]) L�ordre p-itératif inférieur d�une fonction entière f est dé�ni par

�p(f) = lim
r!+1

logp T (r; f)

log r
= lim

r!+1

logp+1M(r; f)

log r
:

Dé�nition 1.3.5 ([3, 12]) Soit f une fonction entière. Alors le type p-itératif de f; avec

0 < �p(f) <1; est dé�ni par

� p(f) = lim
r!+1

logpM(r; f)

r�p(f)
:

1.3.3 L�ordre (p; q); l�ordre (p; q) inférieur et le type (p; q) d�une
fonction

Si l�ordre p-itératif d�une fonction entière ou méromorphe est in�ni, on dé�nit l�ordre (p; q) de

cette fonction. Pour cela, on dé�nit pour r 2 [0;+1); exp1 r = e
r et expp+1 r = exp(expp r),

p 2 N. Pour tout r su¢samment grand, on dé�nit log1 r = log r et logp+1 r = log(logp r),

p 2 N. On note aussi exp0 r = r = log0 r, log�1 r = exp1 r et exp�1 r = log1 r.

Dé�nition 1.3.6 ([41, 42, 47]) L�ordre (p; q) d�une fonction méromorphe f est dé�nit par

�(p:q)(f) = lim
r!+1

logp T (r; f)

logq r
:

Si f est une fonction entière, alors

�(p:q)(f) = lim
r!+1

logp+1M(r; f)

logq r
:
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Remarque 1.3.1 (i) �(p;1)(f) := �p(f) est l�ordre p-itératif de f: En particulier, �(1;1)(f) =

�(f) et �(2;1)(f) = �2(f) sont l�ordre et l�hyper-ordre de f; respectivement.

(ii) �(1;2)(f) = �log(f) est l�ordre logarithmique de f , (voir [20]).

(iii) Il est évident que l�ordre logarithmique de n�importe quelle fonction rationnelle non-

constante f est égal à 1; et ainsi, toute fonction méromorphe transcendante dans le plan

admet un ordre logarithmique supérieur à 1. Cependant, une fonction d�ordre logarithmique

égal à 1 n�est pas nécessairement une fonction rationnelle. De plus, toute fonction méromorphe

d�ordre logarithmique �ni dans le plan admet un ordre nul.

Exemple 1.3.4 Soit f(z) = exp(exp z): Alors, on a

M(r; f) = ee
r

:

D�où

�(2:1)(f) = lim
r!+1

log3M(r; f)

log r
= lim

r!+1

log log log ee
r

log r
= 1:

Dé�nition 1.3.7 ([36]) L�ordre (p; q) inférieur d�une fonction méromorphe f est dé�nit par

�(p:q)(f) = lim
r!+1

logp T (r; f)

logq r
:

Si f est une fonction entière, alors

�(p:q)(f) = lim
r!+1

logp+1M(r; f)

logq r
:

Remarque 1.3.2 �(1;2)(f) = �log(f) est l�ordre logarithmique inférieur de f:

Dé�nition 1.3.8 ([41, 42]) Le type (p; q) d�une fonction méromorphe f avec 0 < �(p;q)(f) <

+1 est dé�ni par

� (p:q)(f) = lim
r!+1

logp�1 T (r; f)

(logq�1 r)
�(p;q)(f)

:

Si f est une fonction entière, alors

� (p:q)(f) = lim
r!+1

logpM(r; f)

(logq�1 r)
�(p;q)(f)

Dé�nition 1.3.9 ([36]) Le type (p; q) inférieur d�une fonction méromorphe f avec 0 <

�(p;q)(f) < +1 dans le plan est dé�ni par

� (p:q)(f) = lim
r!+1

logp�1 T (r; f)

(logq�1 r)
�(p;q)(f)

:
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Si f est une fonction entière, alors

� (p:q)(f) = lim
r!+1

logpM(r; f)

(logq�1 r)
�(p;q)(f)

Remarque 1.3.3 � (1;1)(f) = �(f) est le type de f; � (1;1)(f) = �(f) est le type inférieur de

f; � (1;2)(f) = � log(f) est le type logarithmique de f et � (1;2)(f) est le type logarithmique

inférieur de f:

Dé�nition 1.3.10 ([43]) L�indice de croissance de l�ordre i(f) d�une fonction méromorphe

f est dé�ni par

i(f) =

8
<

:

0; si f rationnelle,
minfj 2 N : �j(f) < +1g; si f transcendante et �j(f) < +1 pour j 2 N
+1; si �(j:1)(f) = +1; pour tout j 2 N:

1.3.4 L�exposant de convergence, l�exposant de convergence p-itératif
et le (p; q)-exposant de convergence des zéros d�une fonction

Dé�nition 1.3.11 ([43, 45]) L�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros d�une

fonction méromorphe f sont dé�nis respectivement par

�(f) = lim
r!+1

logN(r; 1
f
)

log r
; �2(f) = lim

r!+1

log logN(r; 1
f
)

log r
:

L�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros distincts d�une fonction méromorphe

f sont dé�nis respectivement par

�(f) = lim
r!+1

logN(r; 1
f
)

log r
; �2(f) = lim

r!+1

log logN(r; 1
f
)

log r
:

Remarque 1.3.4 L�exposant de convergence des zéros de la fonction 1
f
est aussi dit exposant

de convergence des pôles de la fonction f .

Exemple 1.3.5 L�exposant de convergence de la fonction f(z) = ez � 1 est égal à 1.

Dé�nition 1.3.12 ([43]) L�exposant de convergence p-itératif des zéros d�une fonction f est

dé�ni par

�p(f) = lim
r!+1

logpN(r;
1
f
)

log r
:

L�exposant de convergence p-itératif des zéros distincts d�une fonction f est dé�ni par

�p(f) = lim
r!+1

logpN(r;
1
f
)

log r
:
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Dé�nition 1.3.13 ([43]) Le degré de �nitude de l�exposant de convergence p-itératif des

zéros d�une fonction méromorphe f est dé�ni par

i�(f) =

8
<

:

0; si n(r; 1
f
) = O(log r);

minfj 2 N : �j(f) < +1g; si �j(f) < +1 pour j 2 N;
+1; si �j(f) = +1; pour tout j 2 N:

Remarque 1.3.5 De même, on peut dé�nir le degré de �nitude i�(f) de �p(f).

Dé�nition 1.3.14 ([47]) Le (p; q)-exposant de convergence des zéros (resp. des zéros dis-

tincts) d�une fonction méromorphe f sont dé�nis respectivement par

�(p:q)(f) = lim
r!+1

logpN(r;
1
f
)

logq r
;

et

��(p:q)(f) = lim
r!+1

logpN(r;
1
f
)

logq r
:

Remarque 1.3.6 �(1;2)(f) := �log(f) est l�exposant logarithmique de convergence des zéros

de f , (voir [20]) et �(1;2)(f) = �log(f) est l�exposant logarithmique de convergence des zéros

distincts de f:

1.3.5 La mesure linéaire, la mesure logarithmique et la densité des
ensembles

Dé�nition 1.3.15 ([18, 19]) La mesure linéaire d�un ensemble E � [0;+1) est dé�nie par

m(E) =

+1Z

0

�E(t)dt;

où �E(t) est la fonction caractéristique de l�ensemble E et la mesure logarithmique d�un

ensemble F � [1;+1) est dé�nie par

ml(F ) =

+1Z

1

�F (t)

t
dt:

Exemple 1.3.6 La mesure linéaire de l�ensemble E = [1; 2] � [0;+1) est

m(E) =

+1Z

0

�E(t)dt =

2Z

1

dt = 1:
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La mesure logarithmique de l�ensemble F = [e; e4] � [1;+1) est

ml(F ) =

+1Z

1

�F (t)

t
dt =

e4Z

e

dt

t
= 3:

Dé�nition 1.3.16 ([18, 19]) La densité inférieure et la densité supérieure d�un sous ensemble

H � [0;+1) sont dé�nies respectivement par

densH = lim
r!+1

rR

0

�H(t)dt

r
= lim

r!+1

m(H \ [0; r])

r
;

densH = lim
r!+1

rR

0

�H(t)dt

r
= lim

r!+1

m(H \ [0; r])

r
:

Exemple 1.3.7 La densité inférieure et la densité supérieure de l�ensemble E = [1; 2] �

[0;+1) sont

densE = densE = 0:

Dé�nition 1.3.17 ([18, 19]) La densité logarithmique inférieure et la densité logarithmique

supérieure d�un sous ensemble H � [0;+1) sont dé�nies respectivement par

log densH = lim
r!+1

m(H \ [1; r])

log r
;

log densH = lim
r!+1

m(H \ [1; r])

log r
:

1.4 Eléments de la théorie de Wiman-Valiron

Dé�nition 1.4.1 (L�indice central) ([45]) Soit f(z) =
+1P

n=0

anz
n une fonction entière. Pour

tout r > 0 la série
+1P

n=0

janj r
n est convergente. D�où lim

n!+1
janj r

n = 0 et le terme maximal

�(r) = maxfjanj r
n; n 2 Ng est bien dé�ni. On dé�nit l�indice central de la fonction f par

�f (r) = maxfm : �(r) = jamj r
mg:

Proposition 1.4.1 ([45]) Soit f une fonction entière d�ordre �(f): Alors

�(f) = lim
r!+1

log �f (r)

log r
= lim

r!+1

log logM(r; f)

log r
:
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Proposition 1.4.2 ([18]) Soit f une fonction entière d�ordre in�ni et d�hyper-ordre �2(f):

Alors

�2(f) = lim
r!+1

log log �f (r)

log r
= lim

r!+1

log log logM(r; f)

log r
;

où M(r; f) = max
jzj=r

jf(z)j :

Exemple 1.4.1 Soit P (z) = anzn+� � �+a0; an 6= 0:Alors �(r) = maxfjajj rj; j = 0; � � � ; ng =

janj r
n; r assez grand, et par conséquent

�P (r) = maxfm : jamj r
m = janj r

ng = n:

1.5 Théorème de factorisation de Hadamard

Dé�nition 1.5.1 (Produits canonique) ([45, 60]) Soit f une fonction méromorphe trans-

cendante et soient z1; z2; � � � ses zéros avec 0 < jz1j � jz2j � � � � . Soit p l�entier minimal tel

que la série
1X

n=1

1

jznj
p+1 ;

converge. On appelle

E(u; 0) = 1� u;

E(u; p) = (1� u)eu+
u2

2
+���+up

p ; p = 1; 2; � � �

des facteurs principaux. Le produit in�ni

P (z) =
1Y

n=1

E(
z

zn
; p);

converge uniformément dans chaque domaine �ni dans C et par suite P (z) est entier et

s�appelle le produit canonique de f formé à partir des zéros de f . L�entier p est appelé le

genre du produit canonique.

Théorème 1.5.1 ([60]) Soit f une fonction méromorphe d�ordre �ni �(f) telle que

f(z) = ckz
k + ck+1z

k+1 + � � � ; (ck 6= 0);
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au voisinage de z = 0 et soient fa1; a2 � � � :g et fb1; b2 � � � :g les zéros et les pôles de f dans

C nf0g; respectivement. Alors

f(z) = zkeQ(z)
P1(z)

P2(z)
;

avec P1(z) et P2(z) sont des produits canonique de f formés à partir des zéros et des pôles

non-nuls de f et Q(z) est un polynôme de degré � �(f):



Chapitre 2

Estimation de l�hyper-ordre des solutions méromorphes des

équations di¤érentielles complexes d�ordre supérieur

2.1 Introduction et résultats

Plusieurs auteurs ont étudié la croissance des solutions de l�équation di¤érentielle linéaire

d�ordre supérieur

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A1(z)f

0 + A0(z)f = F (z); (2.1.1)

où Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1); F (z)( 6� 0) sont des fonctions entières (ou fonctions méro-

morphes) et ils ont obtenu des résultats intéressants, (voir par exemple [6], [7], [12], [34], [45],

[54], [55], [62]). Dans [55], Wang, Liu ont étudié les propriétés des solutions de l�équation

(2.1.1) quand il existe un coe¢cient As(z) (0 � s � k � 1) véri�ant la condition �(As) < 1
2

et ils ont obtenu le résultat suivant.

Théorème A ([55]) Supposons que A0(z); � � � ; Ak�1(z); F (z) sont des fonctions méromorphes

d�ordre �ni. S�il existe s 2 f0; 1; � � � ; kg tel que

b = maxf�(Aj); (j 6= s); �(F ); �(
1

As
)g < �(As) <

1

2
;

alors

(i) Toute solution méromorphe transcendante f(z); dont les pôles sont de multiplicité unifor-

mément bornée, de (2.1.1) véri�e �(As) � �2(f) � �(As): En outre, si F 6� 0; alors on a

�(As) � ��2(f) = �2(f) = �2(f) � �(As):
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(ii) Si s � 2; alors toute solution méromorphe non transcendante f(z) de (2.1.1) est un

polynôme de degré deg f � s � 1: Si s = 0 ou 1; alors toute solution non constante (2.1.1)

est transcendante.

Quand F (z) est d�ordre in�ni, Wang, Liu ont considéré l�équation di¤érentielle linéaire

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A1(z)f

0 + A0(z)f = Qe
P ; (2.1.2)

où Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1); Q(z)( 6� 0) sont des fonctions entières et P est une fonction

entière transcendante et ils ont obtenu le résultat suivant.

Théorème B ([55]) Supposons que A0(z); � � � ; Ak�1(z); Q(z)( 6� 0) sont des fonctions mé-

romorphes d�ordre �ni, P est une fonction entière transcendante telle que

maxf�(P ); �(Q); �(Aj); (1 � j � k); �(
1

A0
)g < �(A0) <

1

2
:

Alors toute solution f(z) de (2.1.2) est transcendante, et toute solution méromorphe f(z);

dont les pôles sont de multiplicité uniformément bornée, de (2.1.2) véri�e �(A0) � ��2(f) =

�2(f) = �2(f) � �(A0):

Pour k � 2; on considère l�équation di¤érentielle linéaire

Ak(z)f
(k) + Ak�1(z)f

(k�1) + � � �+ A1(z)f
0 + A0(z)f = F (z); (2.1.3)

où Aj(z); (j = 0; 1; � � � ; k); F (z) sont des fonctions entières telles que A0(z)Ak(z)F (z) 6� 0: Il

est connu que si Ak(z) � 1, alors toutes les solutions de (2.1.3) sont des fonctions entières,

mais quand Ak(z) est une fonction entière non constante, alors l�équation (2.1.3) peut avoir

des solutions méromorphes. Par exemple l�équation

zf 000 + 4f 00 +

�
�1�

1

2
z2 � z

�
e�zf 0 +

��
1�

1

2
z2 + 2z

�
e�2z + ze�3z

�
f

=

�
�1�

1

2
z2 � z

�
e�z +

�
z �

1

2
z3 + 2z2

�
e�2z + z2e�3z

admet une solution méromorphe f (z) =
1

z2
ee

�z

+ z: D�après les résultats des deux théorèmes

précédents, on pose la question : peut-on avoir les mêmes propriétés que dans le Théorème A
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pour l�équation di¤érentielle linéaire (2.1.3) s�il existe un coe¢cient As(z) (0 � s � k) sous

la condition �(As) < 1
2
? et deuxièmement, qu�est-ce qu�on peut dire sur la croissance des

solutions méromorphes de l�équation di¤érentielle linéaire

Ak(z)f
(k) + Ak�1(z)f

(k�1) + � � �+ A1(z)f
0 + A0(z)f = Qe

P ; (2.1.4)

lorsque Aj(z); (j = 0; 1; � � � ; k); Q(z)( 6� 0) sont des fonctions entières et P est une fonction

entière transcendante ?

Dans ce chapitre, nous répondons à ces questions en généralisant les résultats précédents

dans les théorèmes suivants.

Théorème 2.1.1 ([21]) Supposons que A0(z); � � � ; Ak(z); F (z) sont des fonctions entières

d�ordre �ni. S�il existe s 2 f0; 1; � � � ; kg tel que

� = maxf�(Aj); (j 6= s); �(F )g < �(As) <
1

2
; (2.1.5)

alors

(i) Toute solution méromorphe transcendante f(z); telle que �
�
1
f

�
< �(f); de (2.1.3) véri�e

�(As) � �2(f) � �(As): En outre, si F 6� 0; alors on a �(As) � ��2(f) = �2(f) = �2(f) �

�(As):

(ii) Si s � 2; alors toute solution rationnelle f(z) de (2.1.3) est un polynôme de degré

deg f � s� 1: Si s = 0 ou 1; alors toute solution non constante (2.1.3) est transcendante.

Corollaire 2.1.1 ([21]) Supposons que A0(z); � � � ; Ak(z); F (z) sont des fonctions entières.

S�il existe s 2 f0; 1; � � � ; kg tel que

� = maxf�(Aj); (j 6= s); �(F )g < �(As) = �(As) <
1

2
:

Alors toute solution méromorphe transcendante f(z); telle que �
�
1
f

�
< �(f); de (2.1.3)

véri�e ��2(f) = �2(f) = �2(f) = �(As); et toute solution rationnelle f(z) de (2.1.3) est un

polynôme de degré deg f � s� 1:
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Théorème 2.1.2 ([21]) Supposons que A0(z); � � � ; Ak(z); Q(z)( 6� 0) sont des fonctions en-

tières d�ordre �ni, P est une fonction entière transcendante telle que

maxf�(P ); �(Q); �(Aj); (1 � j � k)g < �(A0) <
1

2
: (2.1.6)

Alors toute solution f(z) de (2.1.4) est transcendante, et toute solution méromorphe f(z);

telle que �
�
1
f

�
< �(f), de (2.1.4) véri�e �(A0) � ��2(f) = �2(f) = �2(f) � �(A0):

Corollaire 2.1.2 ([21]) Supposons que A0(z); � � � ; Ak(z); Q(z)( 6� 0) sont des fonctions en-

tières d�ordre �ni, P est une fonction entière transcendante telle que

maxf�(P ); �(Q); �(Aj); (1 � j � k)g < �(A0) = �(A0) <
1

2
: (2.1.7)

Alors toute solution f(z) de (2.1.4) est transcendante, et toute solution méromorphe f(z);

telle que �
�
1
f

�
< �(f), de (2.1.4) véri�e ��2(f) = �2(f) = �2(f) = �(A0):

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 ([27]) Soit f une fonction méromorphe transcendante dans le plan C et

soit � > 1; une constante donnée. Alors il existe un ensemble E1 � (1;+1) de me-

sure logarithmique �nie et une constante B > 0 qui dépend uniquement de � et (m;n)

(m;n 2 f0; 1; � � � ; kg) m < n tels que pour tout z avec jzj = r 62 [0; 1] [ E1; on a

����
f (n)(z)

f (m)(z)

���� � B
�
T (�r; f)

r
(log� r) log T (�r; f)

�n�m
:

Lemme 2.2.2 ([15]) Soit f(z) = g(z)
d(z)

une fonction méromorphe, telle que g(z) et d(z) sont

des fonctions entières véri�ant �(g) = �(f) = � � �(g) = �(f) � +1 et �(d) = �(d) =

�( 1
f
) < �: Alors il existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que

pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E2 et jg(z)j =M(r; g) on a
����
f(z)

f (s)(z)

���� � r
2s; (s 2 N):

Lemme 2.2.3 ([28]) Soient g : [0;+1) ! R et h : [0;+1) ! R des fonctions monotones

croissantes telles que g(r) � h(r) pour tout r 62 E3[ [0; 1]; où E3 � (1;+1) est un ensemble
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de mesure logarithmique �nie. Alors, pour tout � > 1, il existe r0 = r0(�) > 0 tel que

g(r) � h(�r) pour tout r > r0:

Lemme 2.2.4 ([15]) Soit f(z) = g(z)
d(z)

une fonction méromorphe, avec g(z) et d(z) des

fonctions entières telles que �(g) = �(f) = � � �(g) = �(f) � +1 et �(d) = �(d) =

�( 1
f
) < �. Alors il existe un ensemble E4 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que

pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E4 et jg(z)j =M(r; g); on a

f (n)(z)

f(z)
=

�
�g(r)

z

�n
(1 + o(1)); (n � 1);

où �g(r) est l�indice central de g(z):

Lemme 2.2.5 ([14]) Soit g(z) une fonction entière d�ordre �(g) = � <1. Alors pour tout

" > 0; il existe un ensemble E5 � [1;+1) d�une mesure linéaire �nie et mesure logarithmique

�nie, tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E5, on a

expf�r�+"g � jg(z)j � expfr�+"g:

Lemme 2.2.6 ([19]) Soit g(z) une fonction entière d�ordre in�ni, avec l�hyper ordre �2(g) =

�; et �g(r) est l�indice central de g(z): Alors

lim
r!+1

log log �g(r)

log r
= �:

Lemme 2.2.7 ([2]) Soit g(z) une fonction entière avec 0 � �(g) < 1: Alors pour tout

� 2 (�(g); 1); il existe un ensemble E6 � [0;1) tel que

log densE6 � 1�
�(g)

�
;

où E6 = fr 2 [0;1) : m(r) > M(r) cos ��g; m(r) = inf
jzj=r

log jg(z)j ; M(r) = sup
jzj=r

log jg(z)j :

Lemme 2.2.8 Soit f(z) une fonction entière telle que �(f) < 1
2
: Alors pour tout " > 0

donné ; il existe un ensemble E7 � (1;+1) avec log densE7 > 0; tel que pour tout z véri�ant

jzj = r 2 E7; on a

jf(z)j � expfr�(f)�"g:
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Preuve. Soit �0 =
1
2
+�(f)

2
: Alors d�après le Lemme 2.2.7, il existe un ensemble H avec

log densH � 1� �(f)
�0
; tel que pour tout z véri�ant jzj = r 2 H; on a

log jf(z)j � cos(��0) logM(r; f): (2.2.1)

D�après la dé�nition de l�ordre inférieur, pour tout " > 0 donné; il existe r1 > 0 tel que pour

r > r1; on a

logM(r; f) � r�(f)�
"
2 : (2.2.2)

Comme
cos(��0)r

�(f)� "
2

r�(f)�"
! +1; (r ! +1); (2.2.3)

alors, de (2.2.1)-(2.2.3), il existe r2(� r1); tel que pour tout z véri�ant jzj = r 2 Hn[0; r2];

on obtient

jf(z)j � expfcos(��0)r
�(f)� "

2g � expfr�(f)�"g:

Posons E7 = H \ [r2;+1]; alors log densE7 > 0:

2.3 Preuve du Théorème 2.1.1

(i) Supposons que f(z) est une solution méromorphe transcendante de (2.1.3) telle que

�
�
1
f

�
< �(f). De (2.1.3), on obtient

jAs(z)j �

����
f

f (s)

����

�
jAk(z)j

����
f (k)

f

����+ jAk�1(z)j
����
f (k�1)

f

����+ � � �+ jAs+1(z)j
����
f (s+1)

f

����

+ jAs�1(z)j

����
f (s�1)

f

����+ � � �+ jA1(z)j
����
f 0

f

����+ jA0(z)j+
����
F

f

����

�
: (2.3.1)

D�après le Lemme 2.2.1, il existe une constante B > 0 et un ensemble E1 � (1;1) de mesure

logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E1; on a
����
f (j)(z)

f(z)

���� � Br (T (2r; f))
k+1 ; 1 � j � k: (2.3.2)

Comme �
�
1
f

�
< �(f); alors d�après le théorème de factorisation de Hadamard, f peut être

dé�nie par f(z) = g(z)
d(z)
, avec g(z) et d(z) sont des fonctions entières véri�ant

�(g) = �(f) = � � �(g) = �(f); �(d) = �

�
1

f

�
< �:
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Alors d�après le Lemme 2.2.2, il existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure logarithmique

�nie tel que pour tout jzj = r =2 [0; 1] [E2 et jg(z)j =M(r; g) et pour r su¢samment grand,

on a ����
f(z)

f (s)(z)

���� � r
2s: (2.3.3)

De (2.1.5), pour tout " donné (0 < 2" < �(As)� �); on obtient pour r su¢samment grand

jAj(z)j � expfr
�+"g; (j 6= s); jF (z)j � expfr�+"g: (2.3.4)

D�après le Lemme 2.2.8, pour tout " > 0 donné; il existe un ensemble E7 � (1;+1) avec

log densE7 > 0; tel que pour tout z véri�ant jzj = r 2 E7; on a

jAs(z)j � expfr
�(As)�"g: (2.3.5)

Comme �(d) = �
�
1
f

�
< �(f) = �(g); alors pour tout " (0 < 2" < �(f) � �

�
1
f

�
) et pour r

su¢samment grand, on a

����
F (z)

f(z)

���� =
����
d(z)

g(z)

���� jF (z)j =
����
d(z)

M(r; g)

���� jF (z)j �
expfr�(

1
f )+"g

exppfr
�(f)�"g

expfr�+"g � expfr�+"g: (2.3.6)

Soit E8 = E7�([0; 1][E1[E2); alors on a log densE8 > 0: Donc, en substituant (2.3.2)-(2.3.6)

dans (2.3.1), pour tout z véri�ant jzj = r 2 E8 et jg(z)j =M(r; g), on obtient

expfr�(As)�"g � B(k + 2)r2s+1(T (2r; f))k+1 expfr�+"g: (2.3.7)

De (2.3.7) et le Lemme 2.2.3, on obtient

�(As)� " � �2(f):

Comme " > 0 est arbitraire, alors on a

�(As) � �2(f):

Maintenant, on démontre que �2(f) � �(As): Nous pouvons écrire (2.1.3) comme

�Ak(z)
f (k)

f
= Ak�1(z)

f (k�1)

f
+ � � �+ As+1(z)

f (s+1)

f

+As(z)
f (s)

f
+ As�1(z)

f (s�1)

f
+ � � �+ A1(z)

f 0

f
+ A0(z)�

F (z)

f(z)
: (2.3.8)
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D�après le Lemme 2.2.4, il existe un ensemble E4 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie

tel que pour tout jzj = r =2 [0; 1] [ E4 et jg(z)j =M(r; g), on a

f (j)(z)

f(z)
=

�
�g(r)

z

�j
(1 + o(1)); (j = 1; � � � ; k) : (2.3.9)

Pour tout " > 0 donné, pour r su¢samment grand, on a

jAj(z)j � expfr
�(As)+"g; j = 0; � � � ; k � 1; (2.3.10)

D�après le Lemme 2.2.5, pour tout " > 0 donné; il existe un ensemble E5 � (1;+1) de

mesure logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E5; on a

jAk(z)j � expf�r
�(Ak)+"g � expf�r�(As)+"g: (2.3.11)

De (2.3.8) et (2.3.9), on a

�

�
�g(r)

z

�k
(1 + o(1)) =

1

Ak(z)

"
k�1X

j=1

Aj(z)

�
�g(r)

z

�j
(1 + o(1))

+A0(z)�
F (z)

f(z)

�
;

d�où �����

�
�g(r)

z

�k�����
j1 + o(1)j �

1

jAk(z)j

"
k�1X

j=1

jAj(z)j

�����

�
�g(r)

z

�j�����
j1 + o(1)j

+ jA0(z)j+

����
F (z)

f(z)

����

�
: (2.3.12)

De (2.3.6) et (2.3.10)-(2.3.12) pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1][E4[E5 et jg(z)j =M(r; g),

on obtient �
�g(r)

r

�
j1 + o(1)j � (k + 1) j1 + o(1)j expfr�(As)+"g;

d�où,

lim
r!+1

log log �g(r)

log r
� �(As) + ": (2.3.13)

Comme " > 0 est arbitraire, alors de (2.3.13) et le Lemme 2.2.6, on obtient

�2(g) � �(As);

d�où

�2(f) � �(As):
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Ainsi, on a

�(As) � �2(f) � �(As):

Soit F 6� 0: Maintenant, nous prouvons ��2(f) = �2(f) = �2(f): De (2.1.3), on a

1

f
=
1

F

�
Ak
f (k)

f
+ Ak�1

f (k�1)

f
+ � � �+ A1

f 0

f
+ A0

�
: (2.3.14)

Si f admet comme zéro z0 d�ordre 
(> k), alors F admet nécessairement comme zéro z0

d�ordre 
 � k. D�où, on obtient

n(r;
1

f
) � kn(r;

1

f
) + n(r;

1

F
);

N(r;
1

f
) � kN(r;

1

f
) +N(r;

1

F
): (2.3.15)

De (2.3.15), on obtient d�après le lemme de la dérivée logarithmique [30]

m(r;
1

f
) � m(r;

1

F
) +

kX

j=0

m(r; Aj) +O(log rT (r; f)); (r =2 E); (2.3.16)

où E est un ensemble de mesure linéaire �nie. De (2.3.15) et (2.3.16), on obtient

T (r; f) � kN(r;
1

f
) + T (r; F ) +

kX

j=0

T (r; Aj) +O(log rT (r; f)); (r =2 E): (2.3.17)

Pour r su¢samment grand et pour tout " > 0, on a

O(log rT (r; f)) = o(T (r; f)); (2.3.18)

T (r; F ) +

kX

j=0

T (r; Aj) � (k + 2)r
�(As)+": (2.3.19)

D�où, de (2.3.17), (2.3.18) et (2.3.19), pour r =2 E su¢samment grand, on obtient

(1� o(1))T (r; f) � kN(r;
1

f
) + (k + 2)r�(As)+";

d�où

�2(f) � ��2(f):
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Comme ��2(f) � �2(f), on obtient

�(As) � ��2(f) = �2(f) = �2(f) � �(As):

(ii) Supposons que f(z) est une solution rationnelle de (2.1.3). Si f(z) est une fonction

rationnelle, qui a un pôle à z0 de degré m � 1; ou f(z) est un polynôme de degré deg f � s;

alors f (s)(z) 6� 0: De (2.1.3), on obtient

jAs(z)j �

�
jAk(z)j

����
f (k)

f (s)

����+ jAk�1(z)j
����
f (k�1)

f (s)

����+ � � �+ jAs+1(z)j
����
f (s+1)

f (s)

����

+ jAs�1(z)j

����
f (s�1)

f (s)

����+ � � �+ jA1(z)j
����
f 0

f (s)

����+ jA0(z)j+
����
1

f (s)

���� jF j
�
: (2.3.20)

Alors, en substituant (2.3.4) et (2.3.5) dans (2.3.20), on obtient

expfr�(As)�"g � (k + 1)rM expfr�+"g;

où M est une constante. C�est une contradiction. D�où, f(z) est un polynôme de degré

deg f � s� 1:

Si s = 0 ou 1 et f(z) est une solution polynomiale de (2.1.3), alors de (i), on obtient deg f �

s�1; d�où, f(z) doit être une constante. Par conséquent, de (i), toute solution non constante

f(z) de (2.1.3) est transcendante.

2.4 Preuve du Théorème 2.1.2

D�après les hypothèses, on sait que toute solution méromorphe de (2.1.4) est d�ordre in�ni.

Alors, toute solution méromorphe de (2.1.4) est transcendante. Supposons que f(z) est une

solution méromorphe transcendante, telle que �
�
1
f

�
< �(f). Soit f = geP : Donc, on obtient

��2(g) = ��2(f); �2(g) = �2(f): (2.4.1)

En substituant f = geP dans (2.1.4), on obtient

g(k) +Bk�1(z)g
(k�1) + � � �+B1(z)g

0 +B0(z)g =
Q

Ak(z)
; (2.4.2)
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où

Bk�1 =
Ak�1
Ak

+ kP 0; (2.4.3)

Bk�j =
Ak�j
Ak

+ (k � j + 1)
Ak�j+1
Ak

P 0

+

jX

m=2

Ak�j+m
Ak

��
k � j +m

m

�
(P 0)m +Dm(P

0)

�
; j = 2; � � � ; k (2.4.4)

et Dm(P
0) est un polynôme di¤érentiel en P 0 de degré m; ses coe¢cients sont constants. De

(2.1.6), (2.4.3) et (2.4.4), on a

�(B0) = �(A0); �(
1

B0
) = �(A1) � �(A1) < �(A0); (2.4.5)

�(
Q

Ak
) � maxf�(Ak); �(Q)g < �(A0); �(Bj) < �(A0); j = 1; � � � ; k � 1: (2.4.6)

De (2.1.6), (2.4.2), (2.4.5), (2.4.6) et le Théorème A, on obtient

�(A0) � ��2(g) = �2(g) = �2(g) � �(A0): (2.4.7)

Comme �2(eP ) = �(P ) < �(A0) � �2(g); alors on obtient �2(f) = �2(g): Ainsi, de (2.4.1) et

(2.4.7), on obtient

�(A0) � ��2(f) = �2(f) = �2(f) � �(A0):



Chapitre 3

Croissance des solutions des équations di¤érentielles complexes à

coe¢cients séries Lacunaire d�ordre p-itératif �ni

3.1 Introduction et résultats

Pour la croissance des solutions des équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A1(z)f

0 + A0(z)f = 0; (3.1.1)

et

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A1(z)f

0 + A0(z)f = F (z); (3.1.2)

où Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k� 1); F (z) sont des fonctions entières, plusieurs auteurs ont obtenu

des résultats importants, (voir par exemple [3], [4], [8], [10], [29], [35], [43], [51]). Dans [50],

Tu, Jiang et Zheng ont étudié la croissance des solutions de l�équation (3.1.2) lorsque le

coe¢cient dominant Ad(z) (0 � d � k � 1) est d�ordre maximal et une série de Fabry.

Théorème A ([50]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k� 1); F (z) des fonctions entières véri�ant

maxf�(Aj) (j 6= d) ; �(F )g < �(Ad) <1 (0 � d � k� 1): Supposons que Ad(z) =
1P

n=0

c�nz
�n

est une série lacunaire telle que la suite des exposants f�ng véri�e la condition de Fabry

�n
n
!1 (n!1);

alors, on a

(i) Toute solution transcendante f(z) de (3.1.2) véri�e �2(f) = �(Ad):
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(ii) Si F (z) 6� 0; alors toute solution transcendante f(z) de (3.1.2) véri�e ��2(f) = �2(f) =

�2(f) = �(Ad):

(iii) Si f(z) est une solution polynomiale de (3.1.2), alors f(z) doit être un polynôme de

degré inférieur à d.

(iv) Si d = 1, alors toute solution non constante f(z) de (3.1.2) véri�e �2(f) = �(Ad).

Dans [52], Tu, Xu, Liu et Liu ont amélioré le résultat précédent et ils ont obtenu ce qui

suit lorsque le coe¢cient Ad(z) (0 � d � k � 1) est dominant et étant une série Lacunaire.

Théorème B ([52]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1); F (z) des fonctions entières d�ordre

p-itératif �ni véri�ant

maxf�p(Aj) (j 6= d)g � �p(Ad) <1

et

maxf� p(Aj) : �p(Aj) = �p(Ad)g < � p(Ad) (0 � d � k � 1):

Supposons que Ad(z) =
1P

n=0

c�nz
�n est une fonction entière elle que la suite des exposants

f�ng véri�e
�n
n
> (log n)2+� (� > 0; n 2 N); (3.1.3)

alors, on a

(i) Si �p(F ) < �p(Ad) ou �p(F ) = �p(Ad) et � p(F ) < � p(Ad); alors toute solution transcen-

dante f(z) de (3.1.2) véri�e �p+1(f) = �p(Ad): En outre, si F (z) 6� 0; alors toute solution

transcendante f(z) de (3.1.2) véri�e ��p+1(f) = �p+1(f) = �p+1(f) = �p(Ad);

(ii) Si �p(F ) > �p(Ad) et �p+1(F ) � �p(Ad); alors toutes les solutions de (3.1.2) véri�ent

�p(f) � �p(F ) et �p+1(f) � �p(Ad);

(iii) Si �p+1(F ) > �p(Ad); alors toutes les solutions de (3.1.2) véri�ent �p+1(f) = �p+1(F ) et

��p+1(f) = �p+1(f) = �p+1(F ) pour toutes les solutions de (3.1.2) avec au plus une solution

exceptionnelle f0 véri�ant �p+1(f0) < �p+1(F ).

Théorème C ([52]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1); F (z) des fonctions entières d�ordre
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p-itératif �ni véri�ant

maxf�p(Aj) (j 6= d) ; �p(F )g < �p(Ad) = �p(Ad) = � <1 (0 � d � k � 1):

Supposons que Ad =
1P

n=0

c�nz
�n est une fonction entière elle que la suite des exposants

f�ng véri�e la condition (3.1.3), alors toute solution transcendante f(z) de (3.1.2) véri�e

�p+1(f) = �p+1(f) = �: En outre, si F (z) 6� 0; alors toute solution transcendante f(z) de

(3.1.2) véri�e �p+1(f) = �p+1(f) = ��p+1(f) = �p+1(f) = �:

Remarque 3.1.1 Supposons que Ad(z) =
1P

n=0

c�nz
�n est une fonction entière d�ordre in�ni

telle que la suite des exposants f�ng véri�e la condition (3.1.3), alors la série
1P

n=0

c�nz
�n est

appelée série Lacunaire.

Récemment, Wu et Zheng [56] ont considéré les équations di¤érentielles linéaires

Ak(z)f
(k) + Ak�1(z)f

(k�1) + � � �+ A1(z)f
0 + A0(z)f = 0; (3.1.4)

et

Ak(z)f
(k) + Ak�1(z)f

(k�1) + � � �+ A1(z)f
0 + A0(z)f = F (z); (3.1.5)

où A0(z)Ak(z)F (z) 6� 0 et Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k) ; F (z) sont des fonctions entières et ils ont

obtenu le résultat suivant lorsque le coe¢cient Ak(z) est d�ordre maximal et étant une série

de Fabry.

Théorème D ([56]) Supposons que k � 2; Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k) sont des fonctions entières

véri�ant Ak(z)A0(z) 6� 0 et �(Aj) < �(Ak) < 1 (j = 0; 1; � � � ; k � 1): Supposons que

Ak(z) =
1P

n=0

c�nz
�n et la suite des exposants f�ng véri�e la condition

�n
n
!1 (n!1): (3.1.6)

Alors toute solution rationnelle f(z)( 6� 0) de (3.1.4) est un polynôme de degré deg f �

k � 1 et toute solution méromorphe transcendante f(z); dont les pôles sont de multiplicité

uniformément bornée, de (3.1.4) telle que �
�
1
f

�
< �(f); véri�e

��(f � ') = �(f � ') = �(f) =1; ��2(f � ') = �2(f � ') = �2(f) = �(Ak);

où ' est une fonction méromorphe d�ordre �ni et n�est pas solution de (3.1.4).
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Remarque 3.1.2 Supposons que Ak(z) =
1P

n=0

c�nz
�n est une fonction entière d�ordre �ni

telle que la suite des exposants f�ng véri�e la condition (3.1.6), alors la série
1P

n=0

c�nz
�n est

appelée série de Fabry.

Maintenant, le but de ce chapitre est de généraliser les résultats du Théorèmes B-D pour

les équations (3.1.4) et (3.1.5), où Ak(z) 6� 0; A0(z) 6� 0; F (z) 6� 0 et Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k);

F (z) sont des fonctions entières et le coe¢cient dominant est un certain As(z) (0 � s � k)

d�ordre maximal et étant une série Lacunaire. Nous avons obtenu les résultats suivants.

Théorème 3.1.1 ([22]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k) avec Ak(z)A0(z) 6� 0 des fonctions

entières d�ordre p-itératif �ni véri�ant

maxf�p(Aj); j 6= sg � �p(As) <1; (0 � s � k)

et

maxf� p(Aj) : �p(Aj) = �p(As)g < � p(As) = � (0 < � <1):

Supposons que As(z) =
1P

n=0

c�nz
�n et la suite des exposants f�ng véri�e (3.1.3). Alors toute

solution rationnelle f(z)( 6� 0) de (3.1.4) est un polynôme de degré deg f � s � 1 et toute

solution méromorphe f(z) de (3.1.4) telle que �p
�
1
f

�
< �p(f); véri�e

�p+1(f) = �p(As):

Théorème 3.1.2 ([22]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k) avec Ak(z)A0(z) 6� 0 des fonctions

entières d�ordre p-itératif �ni véri�ant

maxf�p(Aj); j 6= sg < �p(As) = �p(As) = � <1; (0 � s � k):

Supposons que As(z) =
1P

n=0

c�nz
�n et la suite des exposants f�ng véri�e (3.1.3), alors toute

solution rationnelle f(z)( 6� 0) de (3.1.4) est un polynôme de degré deg f � s � 1 et toute

solution méromorphe f(z) de (3.1.4) telle que �p
�
1
f

�
< �p(f); véri�e

�p+1(f) = �p+1(f) = �p(As) = �:
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Théorème 3.1.3 ([22]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k) avec Ak(z)A0(z) 6� 0 des fonctions

entières d�ordre p-itératif �ni véri�ant les hypothèses du Théorème 3.1.1 et soit F (z) 6� 0

une fonction entière d�ordre p-itératif �ni.

(i) Si �p(F ) < �p(As) ou �p(F ) = �p(As) et � p(F ) < � p(As); alors toute solution ration-

nelle f(z) de (3.1.5) est un polynôme de degré deg f � s � 1 et toute solution méromorphe

transcendante f(z) de (3.1.5) telle que �p
�
1
f

�
< �p(f); véri�e �p+1(f) � �p(As):

(ii) Si �p(F ) > �p(As) et �p+1(F ) � �p(As); alors toute solution méromorphe transcendante

f(z) de (3.1.5) telle que �p
�
1
f

�
< �p(f); véri�e �p(f) � �p(F ) et �p+1(f) � �p(As):

(iii) Si �p+1(F ) > �p(As); alors toute solution méromorphe transcendante f(z) de (3.1.5)

telle que �p
�
1
f

�
< �p(f); véri�e �p+1(f) = �p+1(F ):

3.2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1 ([27]) Soit f une fonction méromorphe transcendante dans le plan C et

soit � > 1; une constante donnée. Alors il existe un ensemble E1 � (1;+1) de me-

sure logarithmique �nie et une constante B > 0 qui dépend uniquement de � et (m;n)

(m;n 2 f0; 1; � � � ; kg) m < n tels que pour tout z avec jzj = r 62 [0; 1] [ E1; on a
����
f (n)(z)

f (m)(z)

���� � B
�
T (�r; f)

r
(log� r) log T (�r; f)

�n�m
:

Lemme 3.2.2 ([29]) Soit p � 1 un entier, et soit f(z) = g(z)
d(z)

une fonction méromorphe, telle

que g(z) et d(z) sont des fonctions entières véri�ant

�p(g) = �p(f) = � � �p(g) = �p(f) � +1; �p(d) = �p

�
1

f

�
= � < �:

Alors il existe un ensemble E2 de mesure logarithmique �nie tel que pour tout jzj = r =2 E2

et jg(z)j =M(r; g) et pour r su¢samment grand, on obtient
����
f(z)

f (s)(z)

���� � r
2s; (s � 1 entier).

Lemme 3.2.3 ([28]) Soient g : [0;+1) ! R et h : [0;+1) ! R des fonctions monotones

croissantes telles que g(r) � h(r) pour tout r 62 E3[ [0; 1]; où E3 � (1;+1) est un ensemble

de mesure logarithmique �nie. Alors, pour tout � > 1, il existe r0 = r0(�) > 0 tel que

g(r) � h(�r) pour tout r > r0:
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Lemme 3.2.4 ([22]) Soit f(z) = g(z)
d(z)

une fonction méromorphe, avec g(z) et d(z) des

fonctions entières telles que �p(g) = �p(f) = � � �p(g) = �p(f) � +1; i (d) < p ou

i (d) = p et �p(d) = �p
�
1
f

�
= � < �. Soit z un point avec jzj = r pour lequel jg(z)j = m(r; g)

et �g(r) est noté l�indice central de g(z): Alors l�estimation

f (n)(z)

f(z)
=

�
�g(r)

z

�n
(1 + o(1)); (n � 1);

est satisfaite pour tout jzj = r à l�extérieur d�un ensemble E4 de r de mesure logarithmique

�nie.

Lemme 3.2.5 ([63]) Soit p � 1 un entier, et soit f (z) une fonction entière telle que i (f) = p,

�p (f) = � < +1. Alors, il existe des fonctions entières � (z) et D (z) telles que

f (z) = � (z) eD(z) , �p (f) = max
�
�p (�) ; �p

�
eD(z)

�	

et

�p (�) = lim
r!+1

logpN(r;
1
f
)

log r
:

De plus, pour tout " > 0 donné, on a

j� (z)j � exp
�
� expp�1

�
r�p(�)+"

		
(r =2 E5) ;

où E5 � (1;+1) est un ensemble de r de mesure linéaire �nie.

Lemme 3.2.6 Soient p � 1 un entier et f (z) une fonction entière telle que i (f) = p,

�p (f) = � < +1. Alors, il existe un ensemble E6 � (1;+1) de r de mesure linéaire �nie

tel que pour tout " > 0 donné, on a

exp
�
� expp�1

�
r�+"

		
� jf (z)j � expp

�
r�+"

	
(r =2 E6) :

Preuve. Quand p = 1; le lemme est dû à Chen dans [14] : Ainsi, on suppose que p � 2: Il est

clair que jf (z)j � expp fr
�+"g : D�après le Lemme 3.2.5, il existe des fonctions entières � (z)

et D (z) telles que

f (z) = � (z) eD(z) et �p (f) = max
�
�p (�) ; �p

�
eD(z)

�	
:
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Comme �p�1 (D) = �p
�
eD(z)

�
� �p (f) et

��eD(z)
�� � e�jD(z)j, pour jzj = r su¢samment grand

, on a
��eD(z)

�� � e�jD(z)j � exp
�
� expp�1

�
r�p(f)+

"
2

		
:

D�après le Lemme 3.2.5, il se ensuit que

jf (z)j = j� (z)j
��eD(z)

�� � exp
�
� expp�1

�
r�p(�)+

"
2

		
exp

�
� expp�1

�
r�+

"
2

		

� exp
�
� expp�1

�
r�+

"
2

		
exp

�
� expp�1

�
r�+

"
2

		
= exp

�
�2 expp�1

�
r�+

"
2

		

� exp
�
� expp�1

�
r�+"

		
; (r =2 E6) ;

où E6 � (1;+1) de r de mesure linéaire �nie.

Lemme 3.2.7 ([49]) Soient p; q � 1 des entiers et f(z) une fonction entière telle que i(f) =

p+ 1; �p+1(f) = �; i�(f) = q + 1; �q+1(f) = �: Soit �f (r) l�indice central de f(z). Alors

lim
r!1

logp+1 �f (r)

log r
= �; lim

r!1

logq+1 �f (r)

log r
= �:

Lemme 3.2.8 ([44]) Soient f(z) =
1P

n=0

c�nz
�n une fonction entière et la suite des exposants

f�ng véri�e la condition (3.1.3). Alors pour tout " > 0 donné;

logL(r; f) > (1� ") logM(r; f)

est satisfaite à l�extérieur d�un ensemble H de densité logarithmique 0, où M(r; f) = sup
jzj=r

jf(z)j ;

L(r; f) = inf
jzj=r

jf(z)j :

Lemme 3.2.9 ([52]) Soit f(z) =
1P

n=0

c�nz
�n une fonction entière véri�ant �p(f) = �; 0 <

� < 1 et � p(f) = � < 1 telle que la suite des exposant f�ng véri�e (3.1.3). Alors pour

tout � < � donné; il existe un ensemble E7 de mesure logarithmique in�nie tel que pour tout

jzj = r 2 E7, on a

jf(z)j > exppf�r
�g:

Lemme 3.2.10 Soit f(z) une fonction entière avec �p(f) = �; 0 < � <1: Alors, pour tout

0 < � < � donné; il existe un ensemble E8 de densité logarithmique supérieure positive tel

que pour tout jzj = r 2 E8, on a

logpM(r; f) > r
�;
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où M(r; f) = sup
jzj=r

jf(z)j :

Preuve. D�après la dé�nition d�ordre p-itératif, il existe une suite frng tend vers1 telle que

pour tout " > 0 donné; on a

M(rn; f) > exppfr
��"
n g:

Comme 0 < � < �; on peut choisir " > 0 su¢samment petit et � pour véri�er 1 < � < ��"
�
:

Alors, pour tout r 2 [rn; r�n ](n � 1); on a

logpM(r; f) � logpM(rn; f) > r
��"
n � r

��"
� > r�:

Supposons E8 =
1S

n=1

[rn; r
�
n ]; donc

log densE8 = lim
r!1

ml(E8 \ [1; r])

log r
� lim

n!1

ml(E8 \ [1; r
�
n ])

log r�n

� lim
n!1

ml([rn; r
�
n ])

log r�n
=
�� 1

�
> 0:

Lemme 3.2.11 Soit f(z) =
1P

n=0

c�nz
�n une fonction entière véri�ant �p(f) = �; 0 < � <1:

Si la suite des exposants f�ng véri�e la condition (3.1.3), alors pour tout 0 < � < � donné;

il existe un ensemble E9 de densité logarithmique supérieure positive tel que pour tout jzj =

r 2 E9, on a

jf(z)j > exppfr
�g:

Preuve. D�après le Lemme 3.2.8, pour tout "(0 < " < 1) donné; il existe un ensemble H

avec log densH = 1 tel que pour tout r 2 H; on a

logL(r; f) > (1� ") logM(r; f): (3.2.1)

D�après le Lemme 3.2.10, il existe un ensemble E8 avec log densE8 > 0 tel que pour tout r 2

E8; on a

M(r; f) > exppfr
�� "

2g: (3.2.2)

Comme 0 < � < �; on choisit " su¢samment petit pour véri�er 0 < " < minf� � �; 1g: De

(3.2.1) et (3.2.2), on a pour tout r 2 H \ E8

jf(z)j > L(r; f) > [M(r; f)]1�" >
�
exppfr

�� "
2g
�1�"

> exppfr
��"g > exppfr

�g:
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Notons que l�ensemble E9 = H\E8 a une densité logarithmique supérieure positive. En e¤et,

on a

log dens(H \ E8) + log dens(H [ E8) � log densH + log densE8:

Ainsi

log densE9 � log densH + log densE8 � 1 = log densE8 > 0:

Lemme 3.2.12 ([35]) Soit f(z) une fonction entière avec �p(f) = � < 1: Alors pour tout

" > 0 donné; il existe un ensemble E10 � (1;1) de mesure logarithmique in�nie tel que

pour tout jzj = r 2 E10, on a

M(r; f) < exppfr
�+"g:

Lemme 3.2.13 ([43]) Soit f(z) une fonction méromorphe avec i(f) = p � 1: Alors �p(f 0) =

�p(f):

3.3 Preuve du Théorème 3.1.1

Supposons que f(z)( 6� 0) est une solution rationnelle de (3.1.4). Si f(z) est une fonction

rationnelle, qui a un pôle à z0 de degré m � 1; ou f(z) est un polynôme de degré deg f � s;

alors f (s)(z) 6� 0: Comme maxf�p(Aj); j 6= sg < �p(As) <1; alors

�p(0) = �p(Ak(z)f
(k) + Ak�1(z)f

(k�1) + � � �+ A1(z)f
0 + A0(z)f) = �p(As) > 0;

c�est une contradiction. Simaxf�p(Aj); j 6= sg = �p(As) etmaxf� p(Aj) : �p(Aj) = �p(As)g <

� p(As) = � ; alors on choisi �0; �0 véri�ant maxf� p(Aj) : �p(Aj) = �p(As)g < �0 < �0 < �:

D�après le Lemme 3.2.9, il existe un ensemble E7 de mesure logarithmique in�nie tel que pour

tout z véri�ant jzj = r 2 E7, on a

jAs(z)j > exppf�0r
�p(As)g (3.3.1)

et pour r su¢samment grand

jAj(z)j < exppf�0r
�p(As)g; j 6= s: (3.3.2)

Comme f(z) est une fonction rationnelle, alors f peut être dé�nie f(z) = P (z)
Q(z)

; avec P (z) et

Q(z) sont des polynômes. De (3.1.4), on a

jAs(z)j � jAk(z)j

����
f (k)

f (s)

����+ jAk�1(z)j
����
f (k�1)

f (s)

����+ � � �+ jAs+1(z)j
����
f (s+1)

f (s)

����
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+ jAs�1(z)j

����
f (s�1)

f (s)

����+ � � �+ jA1(z)j
����
f 0

f (s)

����+ jA0(z)j
����
f

f (s)

���� : (3.3.3)

Ainsi, de (3.3.1)-(3.3.3), pour tout z véri�ant jzj = r 2 E7; on a

exppf�0r
�p(As)g � krM exppf�0r

�p(As)g;

où M est une constante. C�est une contradiction. D�où, f(z) est un polynôme de degré

deg f � s� 1:

Maintenant, on suppose que f(z) est une solution méromorphe transcendante de (3.1.4)

telle que �p
�
1
f

�
< �p(f). D�après le Lemme 3.2.1, il existe une constante B > 0 et un

ensemble E1 � (1;1) de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2

[0; 1] [ E1; on a ����
f (j)(z)

f(z)

���� � B (T (2r; f))
k+1 ; 1 � j � k: (3.3.4)

Comme �p
�
1
f

�
< �p(f); alors d�après le théorème de factorisation de Hadamard, f peut être

dé�nie par f(z) = g(z)
d(z)
, avec g(z) et d(z) sont des fonctions entières véri�ant

�p(g) = �p(f) = � � �p(g) = �p(f); �p(d) = �p

�
1

f

�
= � < �:

Alors d�après le Lemme 3.2.2, il existe un ensemble E2 de mesure logarithmique �nie tel que

pour tout jzj = r =2 E2 et jg(z)j =M(r; g) et pour r su¢samment grand, on a
����
f(z)

f (s)(z)

���� � r
2s: (3.3.5)

Si maxf�p(Aj); j 6= sg < �p(As);alors on peut choisir 
; � pour véri�er maxf�p(Aj); j 6= sg <


 < � < �p(As): D�après le Lemme 3.2.11, il existe un ensemble E9 de mesure logarithmique

in�nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r 2 E9, on a

jAs(z)j > exppfr
�g (3.3.6)

et pour r su¢samment grand

jAj(z)j � exppfr

g; j 6= s: (3.3.7)

De (3.1.4), on a

jAs(z)j �

����
f

f (s)

����

�
jAk(z)j

����
f (k)

f

����+ jAk�1(z)j
����
f (k�1)

f

����+ � � �+ jAs+1(z)j
����
f (s+1)

f

����
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+ jAs�1(z)j

����
f (s�1)

f

����+ � � �+ jA1(z)j
����
f 0

f

����+ jA0(z)j
�
: (3.3.8)

D�où, en substituant (3.3.4)-(3.3.7) dans (3.3.8), on obtient pour tout z véri�ant r 2 E9n(E1[

E2 [ [0; 1])

exppfr
�g � B exppfr


gr2skT (2r; f)k+1: (3.3.9)

Comme � est arbitrairement proche de �p(As); alors de (3.3.9) et Lemme 3.2.3, on obtient

�p+1(f) � �p(As):

Si maxf�p(Aj); j 6= sg = �p(As) et maxf� p(Aj) : �p(Aj) = �p(As)g < � p(As) = � ; alors de

(3.3.1), (3.3.2), (3.3.4), (3.3.5) et (3.3.8), pour tout z véri�ant r 2 E7n(E1 [ E2 [ [0; 1]); on

obtient

exppf�0r
�p(As)g � B exppf�0r

�p(As)gr2skT (2r; f)k+1: (3.3.10)

De (3.3.10) et Lemme 3.2.3, on a

�p+1(f) � �p(As):

Maintenant, on démontre que �p+1(f) � �p(As): De (3.1.4) on a

�Ak(z)
f (k)

f
= Ak�1(z)

f (k�1)

f
+ � � �+ As+1(z)

f (s+1)

f

+As(z)
f (s)

f
+ As�1(z)

f (s�1)

f
+ � � �+ A1(z)

f 0

f
+ A0(z): (3.3.11)

D�après le Lemme 3.2.4, il existe un ensemble E4 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie

tel que pour tout jzj = r =2 E4 et jg(z)j =M(r; g), on a

f (j)(z)

f(z)
=

�
�g(r)

z

�j
(1 + o(1)); (j = 0; � � � ; k) : (3.3.12)

Comme maxf�p(Aj); j 6= sg � �p(As) <1; alors pour r su¢samment grand, on obtient

jAj(z)j � exppfr
�p(As)+"g; (j = 0; � � � ; k) : (3.3.13)

D�après le Lemme 3.2.6, il existe un ensemble E6 � (1;+1) de mesure linéaire �nie (et donc

de mesure logarithmique �nie) tel que pour tout jzj = r =2 E6; on a

jAk(z)j � exp
�
� expp�1fr

�p(Ak)+"g
	
� exp

�
� expp�1fr

�p(As)+"g
	
: (3.3.14)
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De (3.3.11) et (3.3.12), pour tout z véri�ant jzj = r =2 (E4 [ E6) et jg(z)j =M(r; g), on a

�Ak(z)

�
�g(r)

z

�k
(1 + o(1)) = Ak�1(z)

�
�g(r)

z

�k�1
(1 + o(1))

+ � � �+ As+1(z)

�
�g(r)

z

�s+1
(1 + o(1)) + As(z)

�
�g(r)

z

�s
(1 + o(1))

+As�1(z)

�
�g(r)

z

�s�1
(1 + o(1)) + � � �+ A1(z)

�
�g(r)

z

�
(1 + o(1)) + A0(z);

donc,

jAk(z)j

�����

�
�g(r)

z

�k�����
j1 + o(1)j � jAk�1(z)j

�����

�
�g(r)

z

�k�1�����
j1 + o(1)j

+ � � �+ jAs+1(z)j

�����

�
�g(r)

z

�s+1�����
j1 + o(1)j+ jAs(z)j

����

�
�g(r)

z

�s���� j1 + o(1)j

+ jAs�1(z)j

�
�g(r)

z

�s�1
j1 + o(1)j+ � � �+ jA1(z)j

�
�g(r)

z

�
j1 + o(1)j+ jA0(z)j : (3.3.15)

De (3.3.13)-(3.3.15) pour tout z véri�ant jzj = r =2 (E4 [ E6) et jg(z)j =M(r; g), on a

exp
�
� expp�1fr

�p(As)+"g
	��g(r)

r

�
j1 + o(1)j � k j1 + o(1)j exppfr

�p(As)+"g;

d�où,

lim
r!1

logp+1 �g(r)

log r
� �p(As) + ": (3.3.16)

Comme " > 0 est arbitraire, alors de (3.3.16) et le Lemme 3.2.7, on obtient

�p+1(g) � �p(As);

donc,

�p+1(f) = �p+1(g) � �p(As):

Ainsi, on obtient

�p+1(f) = �p(As):
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3.4 Preuve du Théorème 3.1.2

Supposons que f(z)( 6� 0) est une solution rationnelle de (3.1.4). Par le même raisonnement

que dans la démonstration du Théorème 3.1.1, il est clair que f(z) est un polynôme de

degré deg f � s � 1: Maintenant, on suppose que f(z) est une solution méromorphe trans-

cendante de (3.1.4) telle que �p
�
1
f

�
< �p(f). D�après le Théorème 3.1.1, on a �p+1(f) =

�p(As) = �: Alors, nous avons seulement besoin de prouver que �p+1(f) = �p(As) = �:

Comme maxf�p(Aj) (j 6= s)g < �; il existe des constantes �1; �1 véri�ant maxf�p(Aj)

(j 6= s)g < �1 < �1 < �: Donc, pour r su¢samment grand

jAj(z)j � exppfr
�1g; j 6= s: (3.4.1)

De plus, on a As(z) =
1P

n=0

c�nz
�n telle que la suite des exposants f�ng véri�e (3.1.3) et

�p(As) = �p(As) = �: Alors, d�après le Lemme 3.2.11, il existe un ensemble E9 de mesure

logarithmique in�nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r 2 E9, on a

jAs(z)j > exppfr
�1g: (3.4.2)

Ainsi, en substituant (3.4.1), (3.4.2), (3.3.4), (3.3.5) dans (3.3.8), pour tout z véri�ant jzj =

r 2 E9n([0; 1] [ E1 [ E2); on obtient

exppfr
�1g � B exppfr

�1gr2skT (2r; f)k+1: (3.4.3)

Comme �1 est arbitrairement proche de �; alors de (3.4.3) et le Lemme 3.2.3, on obtient

�p+1(f) � � = �p(As):

D�autre part, de (3.1.4), on a

jAk(z)j

����
f (k)

f

���� � jAk�1(z)j
����
f (k�1)

f

����+ � � �+ jAs+1(z)j
����
f (s+1)

f

����+ jAs(z)j
����
f (s)

f

����

+ jAs�1(z)j

����
f (s�1)

f

����+ � � �+ jA1(z)j
����
f 0

f

����+ jA0(z)j : (3.4.4)

D�après le Lemme 3.2.12, pour tout " > 0 donné; il existe un ensemble E10 � (1;1) de

mesure logarithmique in�nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r 2 E10, on a

jAj(z)j � exppfr
�p(As)+"g; j = 0; � � � ; k: (3.4.5)
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D�après le Lemme 3.2.6, il existe un ensemble E6 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie

tel que pour tout jzj = r =2 E6; on a

jAk(z)j � exp
�
� expp�1fr

�p(Ak)+"g
	

� exp
�
� expp�1fr

�p(As)+"g
	
= exp

�
� expp�1fr

�p(As)+"g
	
: (3.4.6)

De (3.3.12), (3.4.4)-(3.4.6), pour tout z véri�ant jzj = r 2 E10n(E4 [E6) et jg(z)j =M(r; g),

on a

exp
�
� expp�1fr

�p(As)+"g
	��g(r)

r

�k
j1 + o(1)j �

exppfr
�p(As)+"g

�
�g(r)

r

�k�1
j1 + o(1)j+ � � �+ exppfr

�p(As)+"g

�
�g(r)

r

�s+1
j1 + o(1)j

+exppfr
�p(As)+"g

�
�g(r)

r

�s
j1 + o(1)j+ exppfr

�p(As)+"g

�
�g(r)

r

�s�1
j1 + o(1)j

+ � � �+ exppfr
�p(As)+"g

�
�g(r)

r

�
j1 + o(1)j+ exppfr

�p(As)+"g;

et pour tout z véri�ant jzj = r 2 E10n(E4 [ E6) et jg(z)j =M(r; g), on obtient

exp
�
� expp�1fr

�p(As)+"g
	��g(r)

r

�
j1 + o(1)j � k j1 + o(1)j exppfr

�p(As)+"g; (3.4.7)

d�où,

lim
r!1

logp+1 �g(r)

log r
� �p(As) + ": (3.4.8)

Comme " > 0 est arbitraire, alors de (3.4.8) et le Lemme 3.2.7, on a

�p+1(g) � �p(As);

donc,

�p+1(f) = �p+1(g) � �p(As):

Ainsi, on obtient

�p+1(f) = �p(As) = �:



3.5 Preuve du Théorème 3.1.3 43

3.5 Preuve du Théorème 3.1.3

(i) Supposons que f(z) est une solution rationnelle de (3.1.5). Il est clair que f(z) est un

polynôme de degré deg f � s� 1:

Maintenant, on suppose que f(z) est une solution méromorphe transcendante de (3.1.5)

telle que �p
�
1
f

�
< �p(f). De (3.1.5), on a

jAs(z)j �

����
f

f (s)

����

�
jAk(z)j

����
f (k)

f

����+ jAk�1(z)j
����
f (k�1)

f

����+ � � �+ jAs+1(z)j
����
f (s+1)

f

����

+ jAs�1(z)j

����
f (s�1)

f

����+ � � �+ jA1(z)j
����
f 0

f

����+ jA0(z)j+
����
F

f

����

�
: (3.5.1)

Si maxf�p(Aj); j 6= s; �p(F )g < �p(As); alors on choisit �2; �2 véri�ant maxf�p(Aj) (j 6= s) ;

�p(F )g < �2 < �2 < �p(As): D�après le Lemme 3.2.11, il existe un ensemble E9 de mesure

logarithmique in�nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r 2 E9, on a

jAs(z)j > exppfr
�2g (3.5.2)

et pour r su¢samment grand

jAj(z)j � exppfr
�2g (j 6= s) ; jF (z)j � exppfr

�2g: (3.5.3)

Comme �p
�
1
f

�
< �p(f); alors d�après le théorème de factorisation de Hadamard, f peut être

dé�nie par f(z) = g(z)
d(z)
, avec g(z) et d(z) sont des fonctions entières véri�ant

�p(g) = �p(f) = � � �p(g) = �p(f); �p(d) = �p

�
1

f

�
= � < �:

Comme �p(d) = �p

�
1
f

�
< �p(f) = �p(g); alors pour tout " (0 < 2" < �p(f) � �p

�
1
f

�
) et

pour r su¢samment grand on a

1

jf(z)j
=

����
d(z)

g(z)

���� �
exppfr

�p(d)+"g

exppfr
�p(f)�"g

� 1: (3.5.4)

D�où, en substituant (3.3.4), (3.3.5), (3.5.2), (3.5.3) et (3.5.4) dans (3.5.1), pour tout z véri-

�ant r 2 E9n(E1 [ E2 [ [0; 1]); on obtient

exppfr
�2g � B exppfr

�2gr2s(k + 1) [T (2r; f)]k+1 : (3.5.5)
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Comme �2 est arbitrairement proche de �p(As); de (3.5.5) et le Lemme 3.2.3, on obtient

�p+1(f) � �p(As):

Si maxf�p(Aj) (j 6= s) ; �p(F )g = �p(As) et maxf� p(Aj); � p(F ) : �p(Aj) = �p(As) =

�p(F )g < � p(As) = � ; alors on choisit �3; �3 véri�ant

maxf� p(Aj); � p(F ) : �p(Aj) = �p(As) = �p(F )g < �3 < �3 < �:

D�après le Lemme 3.2.9, il existe un ensemble E7 de mesure logarithmique in�nie tel que pour

tout z véri�ant jzj = r 2 E7, on a

jAs(z)j > exppf�3r
�p(As)g (3.5.6)

et pour r su¢samment grand

jAj(z)j < exppf�3r
�p(As)g; j 6= s; (3.5.7)

jF (z)j < exppf�3r
�p(As)g: (3.5.8)

D�où, en substituant (3.3.4), (3.3.5), (3.5.4) et (3.5.6)-(3.5.8) dans (3.5.1), pour tout z véri�ant

r 2 E7n(E1 [ E2 [ [0; 1]); on a

exppf�3r
�p(As)g � B exppf�3r

�p(As)gr2s(k + 1) [T (2r; f)]k+1 : (3.5.9)

De (3.5.9) et le Lemme 3.2.3, on obtient

�p+1(f) � �p(As):

(ii) On suppose que f(z) est une solution méromorphe transcendante de (3.1.5) telle que

�p

�
1
f

�
< �p(f) et ff1; f2; � � � ; fkg est une base de solutions méromorphes de (3.1.5). D�après

le Théorème 3.1.1, on obtient �p+1(fj) = �p(As); (j = 1; 2; � � � ; k). Par la théorie élémentaire

des équations di¤érentielles, toutes les solutions de (3.1.5) peuvent être représentées sous la

forme

f(z) = f0(z) +B1f1(z) +B2f2(z) + � � �+Bkfk(z); (3.5.10)
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avec B1; � � � ; Bk 2 C et la fonction f0 est sous la forme

f0(z) = C1(z)f1(z) + C2(z)f2(z) + � � �+ Ck(z)fk(z); (3.5.11)

avec C1 (z) ; � � � ; Ck (z) sont des fonctions méromorphes convenables satisfaisant

C 0j = F:Gj(f1; � � � ; fk): [W (f1; � � � ; fk)]
�1 ; j = 1; 2; � � � ; k; (3.5.12)

avec Gj(f1; � � � ; fk) sont des polynômes di¤érentiels dans f1; � � � ; fk et leurs dérivés avec des

coe¢cients constants, et W (f1; � � � ; fk) est le Wronskien de f1; � � � ; fk: Comme le Wronskien

W (f1; � � � ; fk) est un polynôme di¤érentiel dans f1; � � � ; fk, il est facile d�obtenir

�p+1(W ) � maxf�p+1(fj) : j = 1; 2; � � � ; kg = �p(As): (3.5.13)

De plus, on a Gj(f1; � � � ; fk) sont des polynômes di¤érentiels dans f1; � � � ; fk et leurs dérivés

avec des coe¢cients constants, alors

�p+1(Gj) � maxf�p+1(fj) : j = 1; 2; � � � ; kg = �p(As); (j = 1; 2; � � � ; k): (3.5.14)

D�après le Lemme 3.2.13, (3.5.12), (3.5.13) et (3.5.14), for j = 1; � � � ; k, on a

�p+1(Cj) = �p+1(C
0
j) � maxf�p+1(F ); �p(As)g = �p(As): (3.5.15)

Ainsi, de (3.5.10), (3.5.11) et (3.5.15), on obtient

�p+1(f) � maxf�p+1(Cj); �p+1(fj) : j = 1; 2; � � � ; kg = �p(As):

Comme �p(F ) > �p(As); alors de (3.1.5), par une simple considération d�ordre, on obtient

�p(f) � �p(F ): D�où, �p(f) � �p(F ) et �p+1(f) � �p(As):

(iii) D�après le Lemme 3.2.13 et (3.5.12)-(3.5.14), for j = 1; � � � ; k, on a

�p+1(Cj) = �p+1(C
0
j) � maxf�p+1(F ); �p(As)g = �p+1(F ): (3.5.16)

De (3.5.10), (3.5.11) et (3.5.16), on a

�p+1(f) � maxf�p+1(Cj); �p+1(fj) : j = 1; 2; � � � ; kg � �p+1(F ):

De (3.1.5), par une simple considération d�ordre, on obtient �p+1(f) � �p+1(F ):D�où �p+1(f) =

�p+1(F ):



Chapitre 4

Croissance des solutions des équations di¤érentielles complexes à

coe¢cients séries Lacunaire d�ordre (p; q) �ni

4.1 Introduction et résultats

Pour la croissance des solutions des équations di¤érentielles linéaires complexes d�ordre su-

périeur

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A1(z)f

0 + A0(z)f = 0; (4.1.1)

et

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A1(z)f

0 + A0(z)f = F (z); (4.1.2)

où Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k� 1); F (z) sont des fonctions entières, plusieurs auteurs ont obtenu

des résultats importants, (voir par exemple [3], [37], [45], [46], [47], [49], [52], [56], [58], [61]).

Dans [52], Tu, Xu, Liu et Liu ont considéré l�équation (4.1.2) et ils ont obtenu des résultats

sur les propriétés des solutions de (4.1.2) lorsqu�un coe¢cient Ad(z) (0 � d � k � 1) est

dominant et étant une série Lacunaire.

Théorème A ([52]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1); F (z) des fonctions entières d�ordre

p-itératif �ni véri�ant

maxf�p(Aj) (j 6= d)g � �p(Ad) <1

et

maxf� p(Aj) : �p(Aj) = �p(Ad)g < � p(Ad) (0 � d � k � 1):
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Supposons que Ad(z) =
1P

n=0

c�nz
�n est une fonction entière telle que la suite des exposants

f�ng véri�e
�n
n
> (log n)2+� (� > 0; n 2 N); (4.1.3)

alors, on a

(i) Si �p(F ) < �p(Ad) ou �p(F ) = �p(Ad) et � p(F ) < � p(Ad); alors toute solution transcen-

dante f(z) de (4.1.2) véri�e �p+1(f) = �p(Ad): En outre, si F (z) 6� 0; alors toute solution

transcendante f(z) de (4.1.2) véri�e ��p+1(f) = �p+1(f) = �p+1(f) = �p(Ad):

(ii) Si �p(F ) > �p(Ad) et �p+1(F ) � �p(Ad); alors toutes les solutions de (4.1.2) véri�ent

�p(f) � �p(F ) et �p+1(f) � �p(Ad):

(iii) Si �p+1(F ) > �p(Ad); alors toutes les solutions de (4.1.2) véri�es �p+1(f) = �p+1(F ) et

��p+1(f) = �p+1(f) = �p+1(F ) pour toutes les solutions de (4.1.2) avec au plus une solution

exceptionnelle f0 véri�ant �p+1(f0) < �p+1(F ).

Théorème B ([52]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1); F (z) des fonctions entières d�ordre

p-itératif �ni véri�ant

maxf�p(Aj) (j 6= d) ; �p(F )g < �p(Ad) = �p(Ad) = � <1 (0 � d � k � 1):

Supposons que Ad(z) =
1P

n=0

c�nz
�n est une fonction entière telle que la suite des exposants

f�ng véri�e la condition (4.1.3). Alors toute solution transcendante f(z) de (4.1.2) véri�e

�p+1(f) = �p+1(f) = �: En outre, si F (z) 6� 0; alors toute solution transcendante f(z) de

(4.1.2) véri�e �p+1(f) = �p+1(f) = ��p+1(f) = �p+1(f) = �:

Dans le résultat suivant, Zhan et Zheng [61] ont étudié la croissance des solutions de

(4.1.2) lorsque les coe¢cients sont des fonctions méromorphes et ils ont étendu les résultats

du Théorème A à l�ordre (p; q).

Théorème C ([61]) Supposons que Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1); F (z) sont des fonctions

méromorphes véri�ant qu�il existe d 2 f0; 1; � � � ; k � 1g telles que

�1 = maxf�(p;q)(Aj); (j 6= d); �(p;q)(F )g < �(p;q)(Ad) � �(p;q)(Ad) <1:
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Supposons que Ad(z) =
1P

n=0

c�nz
�n est aussi une fonction entière telle que la suite des ex-

posants f�ng véri�e la condition (4.1.3). Si f(z) est une solution méromorphe de (4.1.2)

véri�ant �(p;q)( 1f ) < �(p;q)(Ad); alors, on a les résultats suivants.

(a) Si f(z) est une solution rationnelle, alors f(z) doit être un polynôme de degré deg f �

d� 1:

(b) Si f(z) est une solution transcendante, alors f(z) véri�e �(p+1;q)(f) = �(p;q)(Ad) �

�(p+1;q)(f) = �(p;q)(Ad): En outre, si F (z) 6� 0; alors on a �(p+1;q)(f) = �(p+1;q)(f) =

�(p;q)(Ad) � �(p;q)(Ad) = �(p+1;q)(f) =
��(p+1;q)(f):

Dans [46], Li et Cao ont considéré l�équation (4.1.2) avec des coe¢cients méromorphes

d�ordre (p; q) �ni et ils ont obtenu les résultats suivants.

Théorème D ([46]) Supposons que Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k� 1); F (z) 6� 0 sont des fonctions

méromorphes dans le plan véri�ant

maxf�(p;q)(Aj); �(p;q)(
1

A0
); �(p+1;q)(F ) : j = 1; 2; � � � ; k � 1g < �(p;q)(A0);

alors toutes les solutions méromorphes f(z); dont les pôles sont de multiplicité uniformément

bornée, de (4.1.2), véri�e

��(p+1;q)(f) = �(p+1;q)(f) = �(p+1;q)(f) = �(p;q)(A0);

avec au plus une solution exceptionnelle f0 véri�ant �(p+1;q)(f0) < �(p;q)(A0):

Théorème E ([46]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1); F (z) 6� 0 sont des fonctions méro-

morphes dans le plan véri�ant

maxf�(p;q)(Aj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g < �(p+1;q)(F ):

Supposons que toutes les solutions de (4.1.2) sont des fonctions méromorphes, dont les pôles

sont de multiplicité uniformément bornée, alors on a �(p+1;q)(f) = �(p+1;q)(F ) pour toutes les

solutions de (4.1.2).
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En ce qui concerne les équations di¤érentielles linéaires

Ak(z)f
(k) + Ak�1(z)f

(k�1) + � � �+ A1(z)f
0 + A0(z)f = 0; (4.1.4)

et

Ak(z)f
(k) + Ak�1(z)f

(k�1) + � � �+ A1(z)f
0 + A0(z)f = F (z); (4.1.5)

où k � 2; Aj(z); j = 0; 1; � � � ; k; F (z) sont des fonctions entières; A0(z)Ak(z)F (z) 6� 0, de

nombreux auteurs ont étudié les propriétés de leurs solutions et ils ont obtenu des résultats

intéressants, (voir par exemple [22], [25], [29], [56]). Il est bien connu que si Ak(z) � 1, alors

toutes les solutions de (4.1.4) et (4.1.5) sont des fonctions entières, mais quand Ak(z) est

une fonction entière non constante, alors l�équation (4.1.4) ou (4.1.5) peut avoir des solutions

méromorphes. En e¤et, l�équation

zf 000 + 4f 00 + (�1�
1

2
z2 � z)e�zf 0 + ((1�

1

2
z2 + 2z)e�2z + ze�3z)f = 0

admet une solution méromorphe f(z) = 1
z2
ee

�z

et l�équation

z3f 000 � z3f 00 � 2z2f 0 � (z3 + 3z2 � 6)f = (z2 � 6) sin z

admet une solution méromorphe f(z) = cos z
z
: Dans [56], Wu et Zheng ont considéré les

équations (4.1.4) et (4.1.5), et ils ont obtenu le résultat suivant lorsque le coe¢cient Ak(z)

est d�ordre maximal et une série de Fabry.

Théorème F ([56]) Supposons que k � 2; Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k) sont des fonctions entières

véri�ant Ak(z)A0(z) 6� 0 et �(Aj) < �(Ak) < 1 (j = 0; 1; � � � ; k � 1): Supposons que

Ak(z) =
1P

n=0

c�nz
�n et la suite des exposants f�ng véri�e la condition

�n
n
!1 (n!1): (4.1.6)

Alors toute solution rationnelle f(z)( 6� 0) de (4.1.4) est un polynôme de degré deg f �

k � 1 et toute solution méromorphe transcendante f(z); dont les pôles sont de multiplicité

uniformément bornée, de (4.1.4) telle que �
�
1
f

�
< �(f); véri�e

��(f � ') = �(f � ') = �(f) =1; ��2(f � ') = �2(f � ') = �2(f) = �(Ak);
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où ' est une fonction méromorphe d�ordre �ni et n�est pas solution de (4.1.4).

D�où, on pose les questions suivantes : Que pouvons-nous dire au sujet de la croissance des

solutions d�équations de la forme (4.1.4) et (4.1.5) lorsque le coe¢cient Ak(z) est d�ordre

(p; q) maximal et une série Lacunaire et peut on avoir des résultats similaires aux Théorèmes

D, E et F en utilisant le concept de l�ordre (p; q) ?

Récemment, Huang, Zhou, Tu et Ning [37], ont considéré l�équation (4.1.2) avec des

conditions di¤érentes sur le coe¢cient arbitraire Ad(z) (0 � d � k � 1) et ils ont obtenu le

résultat suivant.

Théorème G ([37]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k�1); F (z) des fonctions entières. Supposons

qu�il existe d 2 f1; � � � ; k� 1g tel que maxf�(Aj); �(F ) : j 6= dg � �(Ad) <1; maxf�(Aj) :

�(Aj) = �(Ad); �(F )g < �(Ad) et que T (r; Ad) � logM(r; Ad) quand r ! +1 à l�extérieur

d�un ensemble de r de mesure logarithmique �nie. Alors on a

(i) Toute solution transcendante f(z) de (4.1.2) véri�e �2(f) = �(Ad); et (4.1.2) peut avoir

des solutions polynomiales f(z) de degré < d:

(ii) Si F (z) 6� 0; alors toute solution transcendante f(z) de (4.1.2) véri�e ��2(f) = �2(f) =

�2(f) = �(Ad):

(iii) Si d = 1, alors toute solution non constante f(z) de (4.1.2) véri�e �2(f) = �(A1): En

outre, si F (z) 6� 0; alors toute solution non constante f(z) de (4.1.2) véri�e ��2(f) = �2(f) =

�2(f) = �(A1):

Autres questions se posent : Premièrement, peut-on avoir des résultats similaires au Théorème

G pour les solutions de l�équation (4.1.2) lorsque les coe¢cients sont d�ordre (p; q) �ni ? et

deuxièmement, qu�est-ce qu�on peut dire sur la croissance des solutions des équations (4.1.4)

et (4.1.5) lorsqu�on a le coe¢cient arbitraire As(z) (0 � s � k) au lieu du coe¢cient Ak(z) ?

Dans ce chapitre, on va répondre à ces questions en obtenant les résultats suivants.
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Théorème 4.1.1 ([25]) Soient k � 2; Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k) des fonctions entières véri�ant

Ak(z)A0(z) 6� 0 et

maxf�(p;q)(Aj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g < �(p;q)(Ak) <1:

Supposons que Ak(z) =
1P

n=0

c�nz
�n et la suite des exposants f�ng véri�e (4.1.3). Alors toute

solution rationnelle f(z) de (4.1.4) est un polynôme de degré deg f � k� 1 et toute solution

méromorphe transcendante f(z) de (4.1.4) telle que �(p;q)( 1f ) < �(p;q)(f); véri�e

��(p+1;q)(f � ') = �(p+1;q)(f � ') = �(p+1;q)(f) = �(p;q)(Ak);

avec '(z) est une fonction méromorphe véri�ant �(p;q)(') < 1 et n�est pas une solution de

(4.1.4).

Théorème 4.1.2 ([25]) Soient k � 2; Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k) et F (z) des fonctions entières

véri�ant Ak(z)A0(z)F (z) 6� 0 et

maxf�(p;q)(Aj); �(p;q)(F ) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g < �(p;q)(Ak) <1:

Supposons que Ak(z) =
1P

n=0

c�nz
�n et la suite des exposants f�ng véri�e (4.1.3). Alors toute

solution rationnelle f(z) de (4.1.5) est un polynôme de degré deg f � k� 1 et toute solution

méromorphe transcendante f(z) de (4.1.5) telle que �(p;q)( 1f ) < �(p;q)(f); véri�e

��(p+1;q)(f � ') = �(p+1;q)(f � ') = �(p+1;q)(f) = �(p;q)(Ak);

avec '(z) est une fonction méromorphe véri�ant �(p;q)(') < 1 et n�est pas une solution de

(4.1.5).

Théorème 4.1.3 ([25]) Soient k � 2; Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k) des fonctions entières véri�ant

les hypothèses du Théorème 4.1.1 et F (z) 6� 0 est une fonction entière:

(i) Si �(p+1;q)(F ) < �(p;q)(Ak), alors toute solution méromorphe transcendante f(z) de (4.1.5),

véri�e

�(p+1;q)(f) = �(p;q)(Ak);

avec au plus une solution exceptionnelle f0 véri�ant �(p+1;q)(f0) < �(p;q)(Ak):
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(ii) Si �(p+1;q)(F ) > �(p;q)(Ak); alors toute solution méromorphe transcendante f(z) de

(4.1.5), véri�e

�(p+1;q)(f) = �(p+1;q)(F ):

Les résultats qui suivent sont pour le cas où on a le coe¢cient arbitraireAs(z) (0 � s � k)

au lieu du coe¢cient Ak(z) dans les équations (4.1.4) et (4.1.5).

Théorème 4.1.4 ([24]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k) telles que Ak(z)A0(z) 6� 0 des fonc-

tions entières véri�ant

maxf�(p;q)(Aj); j 6= sg < �(p;q)(As) <1; (0 � s � k)

Supposons que As(z) =
1P

n=0

c�nz
�n et la suite des exposants f�ng véri�e (4.1.3). Alors toute

solution rationnelle f(z) de (4.1.4) est un polynôme de degré deg f � s� 1 et toute solution

méromorphe transcendante f(z), dont les pôles sont de multiplicité uniformément bornée, de

(4.1.4) telle que �(p;q)( 1f ) < �(p;q)(f); véri�e

�(p+1;q)(f) = �(p;q)(As):

Théorème 4.1.5 ([24]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k) telles que Ak(z)A0(z) 6� 0 des fonc-

tions entières véri�ant

maxf�(p;q)(Aj); j 6= sg < �(p;q)(As) = �(p;q)(As) = � <1; (0 � s � k):

Supposons que As(z) =
1P

n=0

c�nz
�n et la suite des exposants f�ng véri�e (4.1.3). Alors toute

solution rationnelle f(z) de (4.1.4) est un polynôme de degré deg f � s� 1 et toute solution

méromorphe transcendante f(z), dont les pôles sont de multiplicité uniformément bornée, de

(4.1.4) telle que �(p;q)( 1f ) < �(p;q)(f); véri�e

�(p+1;q)(f) = �(p;q)(f) = �(p;q)(As) = �:

Théorème 4.1.6 ([24]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k) des fonctions entières véri�ant les

hypothèses du Théorème 4.1.4 et F (z) 6� 0 est une fonction entière:

(i) Si �(p+1;q)(F ) < �(p;q)(As), alors toute solution méromorphe transcendante f(z); dont les

pôles sont de multiplicité uniformément bornée, de (4.1.5), véri�e

�(p+1;q)(f) = �(p;q)(As);
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avec au plus une solution exceptionnelle f0 véri�ant �(p+1;q)(f0) < �(p;q)(As):

(ii) Si �(p+1;q)(F ) > �(p;q)(As); alors toute solution méromorphe transcendante f(z); dont les

pôles sont de multiplicité uniformément bornée, de (4.1.5), véri�e

�(p+1;q)(f) = �(p+1;q)(F ):

Pour l�équation (4.1.2), on a obtenu le résultat suivant.

Théorème 4.1.7 ([24]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1), F (z) des fonctions entières.

Supposons qu�il existe s 2 f1; 2; � � � ; k � 1g tel que

maxf�(p;q)(Aj); �(p;q)(F ); j 6= sg � �(p;q)(As) = � <1;

maxf� (p;q)(Aj) : �(p;q)(Aj) = �(p;q)(As); � (p;q)(F )g < � (p;q)(As)

et que T (r; As) � logM(r; As) quand r ! +1 à l�extérieur d�un ensemble de r de mesure

logarthmique �nie. Alors

(i) Toute solution transcendante f(z) de (4.1.2) véri�e �(p+1;q)(f) = �(p;q)(As); et toute

solution non-transcendante f(z) de (4.1.2) est un polynôme de degré deg f � s� 1:

(ii) Si F (z) 6� 0; alors toute solution transcendante f(z) de (4.1.2) véri�e ��(p+1;q)(f) =

�(p+1;q)(f) = �(p+1;q)(f) = �(p;q)(As):

(iii) Si s = 1; toute solution non constante f(z) de (4.1.2) véri�e �(p+1;q)(f) = �(p;q)(A1) et

si F (z) 6� 0; toute solution non constante f(z) de (4.1.2) véri�e ��(p+1;q)(f) = �(p+1;q)(f) =

�(p+1;q)(f) = �(p;q)(A1):

4.2 Lemmes préliminaires

Lemme 4.2.1 ([27]) Soit f une fonction méromorphe transcendante dans le plan C et soit

� > 1; une constante donnée. Alors pour toute constante donnée et pour tout " > 0 donné :

(i) Il existe un ensemble E1 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie et une constante B > 0

qui dépend uniquement de � tels que pour tout z avec jzj = r 62 [0; 1] [ E1; on a

����
f (n)(z)

f (m)(z)

���� � B
�
T (�r; f)

r
(log� r) log T (�r; f)

�n�m
(0 � m < n):
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(ii) Il existe un ensemble H1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle et une constante B > 0 qui

dépend uniquement de �; pour tout � 2 [0; 2�)nH1; il existe une constante R0 = R0(�) > 1

tels que pour tout z véri�ant arg z = � et jzj = r > R0; on a
����
f (n)(z)

f (m)(z)

���� � B (T (�r; f) log T (�r; f))
n�m (0 � m < n):

Lemme 4.2.2 ([24]) Soit f(z) = g(z)
d(z)

une fonction méromorphe, telle que g(z) et d(z) sont

des fonctions entières véri�ant �(p;q)(g) = �(p;q)(f) = � � �(p;q)(g) = �(p;q)(f) � +1 et

�(p;q)(d) = �(p;q)(d) = �(p;q)(
1
f
) < �: Alors il existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure

logarithmique �nie tel que pour tout jzj = r =2 [0; 1] [ E2 et jg(z)j =M(r; g) on a
����
f(z)

f (k)(z)

���� � r
2k; (k 2 N):

Lemme 4.2.3 ([44]) Soient f(z) =
1P

n=0

c�nz
�n une fonction entière et la suite des exposants

f�ng véri�e la condition (4.1.3). Alors pour tout " > 0 donné;

logL(r; f) > (1� ") logM(r; f)

est satisfaite à l�extérieur d�un ensemble E3de mesure logarithmique �nie, où M(r; f) =

sup
jzj=r

jf(z)j ; L(r; f) = inf
jzj=r

jf(z)j :

Lemme 4.2.4 ([47]) Soit f(z) une fonction entière d�ordre (p; q) véri�ant 0 < �(p;q)(f) =

� < 1. Alors pour tout " > 0 donné, il existe un ensemble E4 � (1;+1) de mesure

logarithmique in�nie tel que pour tout r 2 E4; on a

� = lim
r!1;r2E4

logp T (r; f)

logq r
= lim

r!1;r2E4

logp+1M(r; f)

logq r
;

et

M(r; f) > expp+1f(� � ") logq rg:

Lemme 4.2.5 ([1, 28]) Soient g : [0;+1) ! R et h : [0;+1)! R des fonctions monotones

croissantes. Si (i) g(r) � h(r) à l�extérieur d�un ensemble exceptionnel de mesure linéaire

�nie, ou (ii) g(r) � h(r), r 62 E5 [ [0; 1] avec E5 � (1;+1) est un ensemble de mesure

logarithmique �nie. Alors pour tout � > 1, il existe r0 = r0(�) > 0 tel que g(r) � h(�r) pour

tout r > r0:
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Lemme 4.2.6 ([46]) Soient A0(z); A1(z); � � � ; Ak�1(z) et F (z) 6� 0 des fonctions méro-

morphes. Si f(z) est une solution méromorphe de (4.1.2) véri�ant

maxf�(p+1;q)(F ); �(p+1;q)(Aj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g < �(p+1;q)(f):

Alors on a

��(p+1;q)(f) = �(p+1;q)(f) = �(p+1;q)(f):

Lemme 4.2.7 ([24, 25]) Soit f(z) = g(z)
d(z)

une fonction méromorphe, avec g(z) et d(z) des

fonctions entières telles que �(p;q)(g) = �(p;q)(f) = � � �(p;q)(g) = �(p;q)(f) � +1 et

�(p;q)(d) = �(p;q)(d) = �(p;q)(
1
f
) < �: Alors il existe un ensemble E6 � (1;+1) de mesure

logarithmique �nie tel que pour tout jzj = r =2 [0; 1] [ E6 et jg(z)j =M(r; g) on a

f (n)(z)

f(z)
=

�
�g(r)

z

�n
(1 + o(1)); (n 2 N);

avec �g(r) est l�indice central de g(z):

Lemme 4.2.8 ([61]) Soit f(z) une fonction méromorphe véri�ant �(p;q)(f) = � <1: Alors

il existe des fonctions entières �1(z); �2(z) et D(z) telles que

f(z) =
�1(z)e

D(z)

�2(z)

et

�(p;q)(f) = maxf�(p;q)(�1); �(p;q)(�2); �(p;q)(e
D(z))g:

De plus, pour tout " > 0 donné, on a

jf(z)j � expp+1f(� + ") logq rg; r =2 E7;

avec E7 est un ensemble de r de mesure linéaire �nie.

Lemme 4.2.9 ([41]) Soit f(z) une fonction entière d�ordre (p; q), et soit �f (r) l�indice central

de f(z). Alors

�(p;q)(f) = lim
r!1

logp �f (r)

logq r
:
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Lemme 4.2.10 ([46]) Si f(z) est une fonction méromorphe, alors �(p;q)(f 0) = �(p;q)(f):

Lemme 4.2.11 Soit f(z) une fonction entière telle que �(p;q) (f) = � < +1. Alors, il existe

des fonctions entières � (z) et D (z) telles que

f (z) = � (z) eD(z);

�(p;q) (f) = max
�
�(p;q) (�) ; �(p;q)

�
eD(z)

�	

et

�(p;q) (�) = lim
r!+1

logpN(r;
1
f
)

logq r
:

De plus, pour tout " > 0 donné, on a

j� (z)j � exp
�
� expp

�
(�(p;q) (�) + ") logq r

		
(r =2 E8) ;

avec E8 � (1;+1) est un ensemble de r de mesure linéaire �nie.

Preuve. D�après le Théorème 10.2 dans [39] et le Théorème 2.2 dans [40], on obtient que

f(z) peut être représentée par

f (z) = � (z) eD(z);

avec

�(p;q) (f) = max
�
�(p;q) (�) ; �(p;q)

�
eD(z)

�	
:

Par le même raisonnement que dans la démonstration du Lemme 6.1 dans [38], pour tout

" > 0 donné, on obtient

j� (z)j � exp
�
� expp

�
(�(p;q) (�) + ") logq r

		
(r =2 E8) ;

avec E8 � (1;+1) est un ensemble de r de mesure linéaire �nie.

Lemme 4.2.12 Soit f(z) une fonction entière telle que �(p;q) (f) = � < +1. Alors, il existe

un ensemble E9 � (1;+1) de r de mesure linéaire �nie tel que pour tout " > 0 donné, on a

exp
�
� expp

�
(� + ") logq r

		
� jf (z)j � expp+1

�
(� + ") logq r

	
(r =2 E9) :
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Preuve. Quand p = q = 1, le lemme est dû à Chen [14]. Donc, on suppose que p � q > 1

ou p > q = 1: Il est clair que jf (z)j � expp+1
�
(� + ") logq r

	
: D�après le Lemme 4.2.11, il

existe des fonctions entières � (z) et D (z) telles que

f (z) = � (z) eD(z) et �(p;q) (f) = max
�
�(p;q) (�) ; �(p;q)

�
eD(z)

�	
:

Comme �(p�1;q) (D) = �(p;q)
�
eD(z)

�
� �(p;q) (f) et

��eD(z)
�� � e�jD(z)j, pour jzj = r su¢samment

grand, on a
��eD(z)

�� � e�jD(z)j � exp
n
� expp

n
(� +

"

2
) logq r

oo
:

D�après le Lemme 4.2.11, il suit que

jf (z)j = j� (z)j
��eD(z)

��

� exp
n
� expp

n
(�(p;q) (�) +

"

2
) logq r

oo
exp

n
� expp

n
(� +

"

2
) logq r

oo

� exp
n
� expp

n
(� +

"

2
) logq r

oo
exp

n
� expp

n
(� +

"

2
) logq r

oo

= exp
n
�2 expp

n
� +

"

2
) logq r

oo

� exp
�
� expp

�
(� + ") logq r

		
; (r =2 E9) ;

avec E9 � (1;+1) est un ensemble de r de mesure linéaire �nie.

Lemme 4.2.13 Soit f(z) une fonction entière avec �(p;q)(f) = �; 0 < � < 1: Alors, pour

tout � < � donné; il existe un ensemble E10 de mesure logarithmique in�nie tel que pour

tout jzj = r 2 E10, on a

logp+1M(r; f) > � logq r;

où M(r; f) = sup
jzj=r

jf(z)j :

Preuve. D�après la dé�nition de l�ordre (p; q), pour tout " > 0 donné; il existe une suite frng

tend vers 1 véri�ant (1 + 1
n
)rn < rn+1 et

lim
n!1

logp+1M(rn; f)

logq rn
= �:
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Alors, il existe un entier positif n0 tel que pour tout n � n0 et pour tout " > 0 donné, on a

M(rn; f) > expp+1f(� � ") logq rng: (4.2.1)

Quand q � 1; on obtient

lim
n!1

logq(
n
n+1
)r

logq r
= 1:

Comme � < �; alors on peut choisir " > 0 su¢samment petit véri�ant 0 < " < �� �: Donc,

il existe un entier positif n1 tel que pour tout n � n1; on a

logq(
n
n+1
)r

logq r
>

�

� � "
: (4.2.2)

Prenons n2 = max fn0;n1g : Alors, de (4.2.1) et (4.2.2), on obtient pour r 2 [rn; (1 + 1
n
)rn]

logp+1M(r; f) � logp+1M(rn; f) > (� � ") logq rn � (� � ") logq(
n

n+ 1
)r > � logq r:

Posons E10 =
1S

n=1

[rn; (1 +
1
n
)rn]; on a

ml(E10) =
1X

n=n1

(1+ 1
n
)rnZ

rn

dt

t
=

1X

n=n2

log(1 +
1

n
) =1:

Lemme 4.2.14 Soit f(z) =
1P

n=0

c�nz
�n une fonction entière avec �(p;q)(f) = �; 0 < � <1:

Si la suite des exposants f�ng véri�e la condition (4.1.3), alors pour tout � < � donné; il

existe un ensemble E11 de mesure logarithmique in�nie tel que pour tout jzj = r 2 E11, on a

jf(z)j > expp+1f� logq rg:

Preuve. D�après le Lemme 4.2.3, pour tout " > 0 donné; il existe un ensemble E3 de mesure

logarithmique �nie tel que pour tout r =2 E3; on a

logL(r; f) > (1� ") logM(r; f):

Pour tout � < � donné; on choisit � > 0 tel que � < � < � et " su¢samment petit

véri�ant 0 < " < ���
�
. Alors, d�après le Lemme 4.2.13, il existe un ensemble E10 de mesure

logarithmique in�nie tel que pour tout r 2 E10; on a
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jf(z)j > L(r; f) > [M(r; f)]1�" >
�
expp+1f� logq rg

�1�"
> expp+1f� logq rg;

avec E11 = E10nE3 est un ensemble de mesure logarithmique in�nie.

Lemme 4.2.15 Soit f(z) une fonction entière avec �(p;q)(f) = � < 1: Alors, pour tout

" > 0 donné; il existe un ensemble E12 � (1;1) de mesure logarithmique in�nie tel que

pour tout jzj = r 2 E12, on a

�(p;q)(f) = lim
r!+1;r2E11

logp+1M(r; f)

logq r

et

M(r; f) < expp+1f(�+ ") logq rg:

Preuve. D�après la dé�nition de l�ordre (p; q) inférieur, il existe une suite frng1n=1 tend vers

1 véri�ant (1 + 1
n
)rn < rn+1; et

lim
rn!1

logp+1M(rn; f)

logq rn
= �(p;q)(f):

Alors, pour tout " > 0 donné; il existe n2 tel que pour n � n2 et tout r 2 [rn; (1+ 1
n
)rn]; on a

logp+1M(rn; f)

logq(1 +
1
n
)rn

�
logp+1M(r; f)

logq r
�
logp+1M((1 +

1
n
)rn; f)

logq rn
:

Soit E12 =
1S

n=n2

[rn; (1 +
1
n
)rn]; alors pour tout r 2 E12; on a

lim
r!+1;r2E11

logp+1M(r; f)

logq r
= lim

rn!+1

logp+1M(rn; f)

logq rn
= �(p;q)(f);

et

ml(E12) =

1X

n=n2

(1+ 1
n
)rnZ

rn

dt

t
=

1X

n=n2

log(1 +
1

n
) =1:

Lemme 4.2.16 ([52]) Soit f(z) une fonction entière transcendante, et soit zr = rei�r un

point véri�ant jf(zr)j = M(r; f): Alors, il existe une constante �r > 0 telle que pour tout z

véri�ant jzj = r =2 E13 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r]; on a
����
f(z)

f (j)(z)

���� � 2r
j; (j 2 N):
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Lemme 4.2.17 ([47]) Soit f(z) une fonction entière d�ordre (p; q) véri�ant 0 < �(p;q)(f) =

� < 1 et 0 < � (p;q)(f) = � < 1: Alors pour tout � < � donné; il existe un ensemble

E14 � [1;+1) de mesure logarithmique in�nie tel que pour tout jzj = r 2 E14, on a

logpM(r; f) > �(logq�1 r)
� (r 2 E14):

Lemme 4.2.18 Soit f(z) une fonction entière transcendante véri�ant 0 < �(p;q)(f) = � <

1, 0 < � (p;q)(f) = � < 1 et T (r; f) � logM(r; f) quand r ! +1 à l�extérieur d�un

ensemble de r de mesure logarithmique �nie. Alors pour tout � < � donné, il existe un

ensemble E15 � (0;+1) de mesure logarithmique in�nie et un ensemble H2 � [0; 2�) de

mesure linéaire nulle tels que pour tout z véri�ant jzj = r 2 E15 et arg z = � 2 [0; 2�)nH2,

on a
��f(rei�)

�� > exppf�(logq�1 r)
�g:

Preuve. Comme m(r; f) � logM(r; f) quand r ! +1 et r =2 F � (0;+1); où F est

un ensemble de r de mesure logarithmique �nie, d�après la dé�nition de m(r; f), il existe un

ensemble H2 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle tels que pour tout z véri�ant arg z = � 2

[0; 2�)nH2 et pour tout " > 0, on a

��f(rei�)
�� > [M(r; f)]1�": (4.2.3)

Autrement, nous voyons qu�il existe un ensemble H � [0; 2�) de mesure linéaire positive, i.e.,

m(H) > 0 telle que, pour tout z véri�ant arg z = � 2 H et pour tout " > 0, on a

��f(rei�)
�� � [M(r; f)]1�":

Alors, pour tout r =2 F; on obtient

m(r; f) =
1

2�

2�Z

0

log+
��f(rei�)

�� d�

=
1

2�

Z

H

log+
��f(rei�)

�� d� +
1

2�

Z

[0;2�)nH

log+
��f(rei�)

�� d�

�
(1� ")m(H)

2�
logM(r; f) +

2� �m(H)

2�
logM(r; f)

=
2� � "m(H)

2�
logM(r; f): (4.2.4)
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Comme " > 0 et m(H) > 0, alors (4.2.4) est une contradiction avec m(r; f) � logM(r; f).

Pour tout � < �; on choisit �(> 0) véri�ant � < � < �: D�après le Lemme 4.2.17, il existe un

ensemble E14 � [1;+1) de mesure logarithmique in�nie tel que pour tout jzj = r 2 E14, on

a

logpM(r; f) > �(logq�1 r)
�: (4.2.5)

De (4.2.3) et (4.2.5), pour tout " (0 < " < 1 � �

�
) donné et pour tout jzj = r 2 E14nF et

arg z = � 2 [0; 2�)nH2, on obtient

��f(rei�)
�� > [M(r; f)]1�" >

�
exppf�(logq�1 r)

�g
�1�"

> exppf�(logq�1 r)
�g:

4.3 Preuve du Théorème 4.1.1

Supposons que f(z) 6� 0 est une solution rationnelle de (4.1.4). Si f(z) est une fonction

rationnelle, qui a un pôle à z0 de degré � � 1; ou f(z) est un polynôme de degré deg f � k;

alors f (k)(z) 6� 0: Comme maxf�(p;q)(Aj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g < �(p;q)(Ak) < 1; alors

�(p;q)(0) = �(p;q)(Ak(z)f
(k) + Ak�1(z)f

(k�1) + � � � + A1(z)f
0 + A0(z)f) = �(p;q)(Ak) > 0; c�est

une contradiction. D�où, f(z) est un polynôme de degré deg f � k � 1:

Maintenant, on suppose que f(z) est une solution méromorphe transcendante de (4.1.4)

telle que �(p;q)( 1f ) < �(p;q)(f). D�après le Lemme 4.2.1 (i), il existe une constante B > 0

et un ensemble E1 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant

jzj = r =2 [0; 1] [ E1; on a
����
f (j)(z)

f(z)

���� � B (T (2r; f))
j+1 ; j = 0; 1; � � � ; k: (4.3.1)

Comme �(p;q)( 1f ) < �(p;q)(f); alors d�après le théorème de factorisation de Hadamard, f peut

être dé�nie par f(z) = g(z)
d(z)
, avec g(z) et d(z) sont des fonctions entières véri�ant

�(p;q)(g) = �(p;q)(f) = � � �(p;q)(g) = �(p;q)(f); �(p;q)(d) = �(p;q)(d) = �(p;q)(
1

f
) < �:

Alors d�après le Lemme 4.2.2, il existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure logarithmique

�nie tel que pour tout jzj = r =2 [0; 1] [ E2 et jg(z)j =M(r; g), on a
����
f(z)

f (k)(z)

���� � r
2k: (4.3.2)
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Soit � = maxf�(p;q)(Aj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g < �(p;q)(Ak) = � < 1: Alors, pour tout "

donné (0 < 2" < � � �); on a

jAj(z)j � expp+1f(� + ") logq rg; j = 0; 1; � � � ; k � 1: (4.3.3)

D�après le Lemme 4.2.3 et le Lemme 4.2.4, il existe un ensemble E16 � (1;+1) de mesure

logarithmique in�nie tel que pour tout jzj = r 2 E16; on a

jAk(z)j � L(r; Ak) > (M(r; Ak))
1�" � (expp+1f(� �

"

2
) logq rg)

1�"

� expp+1f(� � ") logq rg: (4.3.4)

De (4.1.4), on a

jAk(z)j �

����
f

f (k)

����

�
jAk�1(z)j

����
f (k�1)

f

����+ � � �+ jA1(z)j
����
f 0

f

����+ jA0(z)j
�
: (4.3.5)

D�où, en substituant (4.3.1)-(4.3.4) dans (4.3.5), pour tout jzj = r 2 E16n([0; 1] [ E1 [ E2);

on obtient

expp+1f(� � ") logq rg � r
2k expp+1f(� + ") logq rgkB (T (2r; f))

k+1 : (4.3.6)

D�après le Lemme 4.2.5 et (4.3.6), on a �� " � �(p+1;q)(f): Comme " > 0 est arbitraire, alors

on obtient �(p+1;q)(f) � �(p;q)(Ak): D�autre part, de (4.1.4), on a

����
f (k)

f

���� �
����
Ak�1(z)

Ak(z)

����

����
f (k�1)

f

����+ � � �+
����
A1(z)

Ak(z)

����

����
f 0

f

����+
����
A0(z)

Ak(z)

���� : (4.3.7)

D�après le Lemme 4.2.7, il existe un ensemble E6 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie

tel que pour tout jzj = r =2 [0; 1] [ E6 et jg(z)j =M(r; g), on a

f (j)(z)

f(z)
=

�
�g(r)

z

�j
(1 + o(1)); j = 0; � � � ; k: (4.3.8)

Comme maxf�(p;q)(
Ak�1
Ak
); � � � ; �(p;q)(

A0
Ak
g = �(p;q)(Ak) = � < 1; alors, d�après le Lemme

4.2.8, il existe un ensemble E7 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que pour tout

jzj = r =2 E7 et pour r su¢samment grand, on a
����
Aj(z)

Ak(z)

���� � expp+1f(� + ") logq rg; (j = 0; � � � ; k � 1): (4.3.9)
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Alors, de (4.3.7), (4.3.8) et (4.3.9), pour r su¢samment grand tel que r =2 [0; 1] [ E6 [ E7
�
�g(r)

r

�
j1 + o(1)j � k j1 + o(1)j expp+1f(� + ") logq rg: (4.3.10)

De (4.3.10), le Lemme 4.2.5 et le Lemme 4.2.9, on obtient

�(p+1;q)(f) = �(p+1;q)(g) � �(p;q)(Ak) + "

Comme " > 0 est arbitraire, alors �(p+1;q)(f) � �(p;q)(Ak): Ainsi, �(p+1;q)(f) = �(p;q)(Ak):

Ensuite, on démontre que ��(p+1;q)(f � ') = �(p+1;q)(f � ') = �(p+1;q)(f): Soit g(z) =

f(z) � '(z): Alors �(p+1;q)(g) = �(p+1;q)(f): En substituant f(z) = g(z) + '(z) dans (4.1.4),

on obtient

g(k) +
Ak�1(z)

Ak(z)
g(k�1) + � � �+

A1(z)

Ak(z)
g0 +

A0(z)

Ak(z)
g

= �

�
'(k) +

Ak�1(z)

Ak(z)
'(k�1) + � � �+

A1(z)

Ak(z)
'0 +

A0(z)

Ak(z)
'

�
:

Comme '(z) n�est pas une solution de (4.1.4), alors on a

'(k) +
Ak�1(z)

Ak(z)
'(k�1) + � � �+

A1(z)

Ak(z)
'0 +

A0(z)

Ak(z)
' 6� 0:

Donc, d�après le Lemme 4.2.6 et �(p;q)(') <1; on obtient

��(p+1;q)(g) = �(p+1;q)(g) = �(p+1;q)(g);

d�où

��(p+1;q)(f � ') = �(p+1;q)(f � ') = �(p+1;q)(f) = �(p;q)(Ak):

4.4 Preuve du Théorème 4.1.2

Supposons que f(z) est une solution rationnelle de (4.1.5). Si f(z) est une fonction rationnelle,

qui a un pôle à z0 de degré � � 1; ou f(z) est un polynôme de degré deg f � k; alors

f (k)(z) 6� 0: Comme maxf�(p;q)(Aj); �(p;q)(F ) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g < �(p;q)(Ak) <1; alors

�(p;q)(Ak) = �(p;q)(Ak(z)f
(k))

= �(p;q)(F (z)� (Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A1(z)f

0 + A0(z)f))

� maxf�(p;q)(Aj); �(p;q)(F ) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g

< �(p;q)(Ak);
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c�est une contradiction. D�où, f(z) est un polynôme de degré deg f � k � 1:

Maintenant, on suppose que f(z) est une solution méromorphe transcendante de (4.1.5)

telle que �(p;q)( 1f ) < �(p;q)(f). Soit � = maxf�(p;q)(Aj); �(p;q)(F ) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g <

�(p;q)(Ak) = � <1: Alors, pour tout " donné (0 < 2" < � � �); on a

jAj(z)j � expp+1f(� + ") logq rg; j = 0; 1; � � � ; k � 1; (4.4.1)

jF (z)j � expp+1f(� + ") logq rg: (4.4.2)

Comme �(p;q)(d) = �(p;q)(
1
f
) < �(p;q)(f) = �(p;q)(g); alors pour tout " (0 < 2" < �(p;q)(f) �

�(p;q)(
1
f
)) et pour r su¢samment grand on a

1

jf(z)j
=

����
d(z)

g(z)

���� �
expp+1f(�(p;q)(

1
f
) + ") logq rg

expp+1f(�(p;q)(f)� ") logq rg
� 1: (4.4.3)

De (4.1.5), on obtient

jAk(z)j �

����
f

f (k)

����

�
jAk�1(z)j

����
f (k�1)

f

����+ � � �+ jA1(z)j
����
f 0

f

����+ jA0(z)j+ jF (z)j
����
1

f

����

�
: (4.4.4)

D�où, en substituant (4.3.1), (4.3.2), (4.3.4), (4.4.1)-(4.4.3) dans (4.4.4), pour r su¢samment

grand tel que jzj = r 2 E16n([0; 1] [ E1 [ E2); on obtient

expp+1f(� � ") logq rg � r
2k expp+1f(� + ") logq rg(k + 1)B (T (2r; f))

k+1 : (4.4.5)

D�après le Lemme 4.2.5 et (4.4.5), on a �� " � �(p+1;q)(f): Comme " > 0 est arbitraire, alors

on obtient �(p+1;q)(f) � �(p;q)(Ak): D�autre part, de (4.1.5), on a

����
f (k)

f

���� �
����
Ak�1(z)

Ak(z)

����

����
f (k�1)

f

����+ � � �+
����
A1(z)

Ak(z)

����

����
f 0

f

����+
����
A0(z)

Ak(z)

����+
����
F (z)

Ak(z)

����

����
1

f

���� : (4.4.6)

D�après le Lemme 4.2.7, il existe un ensemble E6 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie

tel que pour tout jzj = r =2 [0; 1] [ E6 et jg(z)j =M(r; g), on a

f (j)(z)

f(z)
=

�
�g(r)

z

�j
(1 + o(1)); j = 0; � � � ; k: (4.4.7)
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Comme maxf�(p;q)(
Ak�1
Ak
); � � � ; �(p;q)(

A0
Ak
); �(p;q)(

F
Ak
)g = �(p;q)(Ak) = � < 1; alors d�après le

Lemme 4.2.8, il existe un ensemble E7 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que pour

tout jzj = r =2 E7 et pour r su¢samment grand, on a
����
Aj(z)

Ak(z)

���� � expp+1f(� + ") logq rg ( j = 0; � � � ; k � 1); (4.4.8)

����
F (z)

Ak(z)

���� � expp+1f(� + ") logq rg: (4.4.9)

Alors, de (4.4.3), (4.4.6)-(4.4.9), pour r su¢samment grand, r =2 [0; 1] [ E6 [ E7; on a
�
�g(r)

r

�
j1 + o(1)j � (k + 1) j1 + o(1)j expp+1f(� + ") logq rg: (4.4.10)

De (4.4.10), le Lemme 4.2.5 and le Lemme 4.2.9, on obtient �(p+1;q)(f) = �(p+1;q)(g) �

�(p;q)(Ak) + ": Comme " > 0 est arbitraire, alors on obtient �(p+1;q)(f) � �(p;q)(Ak): D�où, on

a �(p+1;q)(f) = �(p;q)(Ak):

Ensuite, on démontre que ��(p+1;q)(f � ') = �(p+1;q)(f � ') = �(p+1;q)(f): Soit g(z) =

f(z)� '(z): Alors �(p+1;q)(g) = �(p+1;q)(f): En substituant f(z) = g(z) + '(z) dans

f (k) +
Ak�1(z)

Ak(z)
f (k�1) + � � �+

A1(z)

Ak(z)
f 0 +

A0(z)

Ak(z)
f =

F (z)

Ak(z)
;

on obtient

g(k) +
Ak�1(z)

Ak(z)
g(k�1) + � � �+

A1(z)

Ak(z)
g0 +

A0(z)

Ak(z)
g

=
F (z)

Ak(z)
�

�
'(k) +

Ak�1(z)

Ak(z)
'(k�1) + � � �+

A1(z)

Ak(z)
'0 +

A0(z)

Ak(z)
'

�
:

Comme '(z) n�est pas une solution de (4.1.5), alors on a

F (z)

Ak(z)
� '(k) �

Ak�1(z)

Ak(z)
'(k�1) � � � � �

A1(z)

Ak(z)
'0 �

A0(z)

Ak(z)
' 6� 0:

Donc, d�après le Lemme 4.2.6 et �(p;q)(') <1; on obtient

��(p+1;q)(g) = �(p+1;q)(g) = �(p+1;q)(g);

d�où

��(p+1;q)(f � ') = �(p+1;q)(f � ') = �(p+1;q)(f) = �(p;q)(Ak):
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4.5 Preuve du Théorème 4.1.3

(i)On suppose que f(z) est une solution méromorphe transcendante de (4.1.5) et ff1; f2; � � � ; fkg

est une base de solutions méromorphes de l�équation homogène correspondante (4.1.4) de

(4.1.5). D�après le Théorème 4.1.1, on obtient �(p+1;q)(fj) = �(p;q)(Ak); (j = 1; 2; � � � ; k). Par

la théorie élémentaire des équations di¤érentielles, toutes les solutions de (4.1.5) peuvent être

représentées sous la forme

f(z) = f0(z) +B1f1(z) +B2f2(z) + � � �+Bkfk(z); (4.5.1)

avec B1; � � � ; Bk 2 C et la fonction f0 est sous la forme

f0(z) = C1(z)f1(z) + C2(z)f2(z) + � � �+ Ck(z)fk(z) (4.5.2)

avec C1 (z) ; � � � ; Ck (z) sont des fonctions méromorphes convenables satisfaisant

C 0j = F:Gj(f1; � � � ; fk):[W (f1; � � � ; fk)]
�1; j = 1; 2; � � � ; k; (4.5.3)

avec Gj(f1; � � � ; fk) sont des polynômes di¤érentiels dans f1; � � � ; fk et leurs dérivés avec des

coe¢cients constants, et W (f1; � � � ; fk) est le Wronskien de f1; � � � ; fk: Comme le Wronskien

W (f1; � � � ; fk) est un polynôme di¤érentiel dans f1; � � � ; fk, il est facile d�obtenir

�(p+1;q)(W ) � maxf�(p+1;q)(fj) : j = 1; 2; � � � ; kg = �(p;q)(Ak): (4.5.4)

De plus, on a Gj(f1; � � � ; fk) sont des polynômes di¤érentiels dans f1; � � � ; fk et leurs dérivés

avec des coe¢cients constants, alors

�(p+1;q)(Gj) � maxf�(p+1;q)(fj) : j = 1; 2; � � � ; kg = �(p;q)(Ak); (j = 1; 2; � � � ; k): (4.5.5)

D�après le Lemme 4.2.10, (4.5.4) et (4.5.5), pour j = 1; � � � ; k, on obtient

�(p+1;q)(Cj) = �(p+1;q)(C
0
j) � maxf�(p+1;q)(F ); �(p;q)(Ak)g = �(p;q)(Ak): (4.5.6)

Ainsi, de (4.5.1), (4.5.2) et (4.5.6), on obtient

�(p+1;q)(f) � maxf�(p+1;q)(Cj); �(p+1;q)(fj) : j = 1; 2; � � � ; k; g = �(p;q)(Ak):
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Maintenant, on suppose que toutes les solutions méromorphes f de l�équation (4.1.5) véri�e

�(p+1;q)(f) = �(p;q)(Ak), avec au plus une solution exceptionnelle f0 telle que �(p+1;q)(f0) <

�(p;q)(Ak). En e¤et, s�il existe une autre solution méromorphe f1 de (4.1.5) véri�ant �(p+1;q)(f1) <

�(p;q)(Ak), alors f0�f1 est une solution méromorphe non nulle de (4.1.4) véri�ant �(p+1;q)(f0�

f1) < �(p;q)(Ak). Mais, d�après le Théorème 4.1.1 on a toute solution de (4.1.4) véri�e

�(p+1;q)(f) = �(p;q)(Ak). C�est une contradiction. D�où, on a toutes les solutions méromorphes

f de l�équation (4.1.5) véri�e �(p+1;q)(f) = �(p;q)(Ak), avec au plus une solution exceptionnelle

f0 telle que �(p+1;q)(f0) < �(p;q)(Ak):

(ii) De (4.1.5), par une simple considération d�ordre, on obtient �(p+1;q)(f) � �(p+1;q)(F ):

D�après le Lemme 4.2.10 et (4.5.3)-(4.5.5), pour j = 1; � � � ; k, on obtient

�(p+1;q)(Cj) = �(p+1;q)(C
0
j) � maxf�(p+1;q)(F ); �(p;q)(Ak)g = �(p+1;q)(F ): (4.5.7)

De (4.5.1), (4.5.2) et (4.5.7), on a

�(p+1;q)(f) � maxf�(p+1;q)(Cj); �(p+1;q)(fj) : j = 1; 2; � � � ; k; g � �(p+1;q)(F ):

D�où, on obtient �(p+1;q)(f) = �(p+1;q)(F ):

4.6 Preuve du Théorème 4.1.4

Supposons que f(z) est une solution rationnelle de (4.1.4). Si f(z) est une fonction rationnelle,

qui a un pôle à z0 de degré m � 1; ou f(z) est un polynôme de degré deg f � s; alors

f (s)(z) 6� 0: Comme maxf�(p;q)(Aj); j 6= sg < �(p;q)(As) <1; alors

�(p;q)(0) = �(p;q)(Ak(z)f
(k) + Ak�1(z)f

(k�1) + � � �+ A1(z)f
0 + A0(z)f) = �(p;q)(As) > 0;

c�est une contradiction. D�où, f(z) est un polynôme de degré deg f � s� 1:

Maintenant, on suppose que f(z) est une solution méromorphe transcendante de (4.1.4)

telle que �(p;q)( 1f ) < �(p;q)(f). D�après le Lemme 4.2.1 (i), il existe une constante B > 0

et un ensemble E1 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant

jzj = r =2 [0; 1] [ E1; on a
����
f (j)(z)

f(z)

���� � B (T (2r; f))
k+1 ; 1 � j � k: (4.6.1)
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Comme �(p;q)( 1f ) < �(p;q)(f); alors d�après le théorème de factorisation de Hadamard, f peut

être dé�nie par f(z) = g(z)
d(z)
, avec g(z) et d(z) sont des fonctions entières véri�ant

�(p;q)(g) = �(p;q)(f) = � � �(p;q)(g) = �(p;q)(f); �(p;q)(d) = �(p;q)(d) = �(p;q)(
1

f
) < �:

Alors d�après le Lemme 4.2.2, il existe un ensemble E2 de mesure logarithmique �nie tel que

pour tout jzj = r =2 [0; 1] [ E2 et jg(z)j =M(r; g) et pour r su¢samment grand on a
����
f(z)

f (s)(z)

���� � r
2s; (s 2 N): (4.6.2)

Soit � = maxf�(p;q)(Aj) : j 6= sg < �(p;q)(As) = � <1: Alors, pour tout " donné (0 < 2" <

� � �); on a

jAj(z)j � expp+1f(� + ") logq rg; j 6= s: (4.6.3)

D�après le Lemme 4.2.3 et le Lemme 4.2.4, il existe un ensemble E16 � (1;+1) de mesure

logarithmique in�nie tel que pour tout jzj = r 2 E16; on a

jAs(z)j � L(r; As) > (M(r; As))
(1�") � (expp+1f(� �

"

2
) logq rg)

1�"

� expp+1f(� � ") logq rg: (4.6.4)

De (4.1.4), on a

jAs(z)j �

����
f

f (s)

����

�
jAk(z)j

����
f (k)

f

����+ jAk�1(z)j
����
f (k�1)

f

����+ � � �+ jAs+1(z)j
����
f (s+1)

f

����

+ jAs�1(z)j

����
f (s�1)

f

����+ � � �+ jA1(z)j
����
f 0

f

����+ jA0(z)j
�
: (4.6.5)

D�où, en substituant (4.6.1)-(4.6.4) dans (4.6.5), on obtient pour tout z véri�ant r 2 E16n(E1[

E2 [ [0; 1])

expp+1f(� � ") logq rg � r
2s expp+1f(� + ") logq rgkB (T (2r; f))

k+1 : (4.6.6)

De (4.6.6) et le Lemme 4.2.5, on a

�(p+1;q)(f) � �(p;q)(As):

Maintenant, nous prouvons que �(p+1;q)(f) � �(p;q)(As): De (4.1.4), on a

�Ak(z)
f (k)

f
= Ak�1(z)

f (k�1)

f
+ � � �+ As+1(z)

f (s+1)

f
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+As(z)
f (s)

f
+ As�1(z)

f (s�1)

f
+ � � �+ A1(z)

f 0

f
+ A0(z): (4.6.7)

D�après le Lemme 4.2.7, il existe un ensemble E6 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie

tel que pour tout jzj = r =2 E6 et jg(z)j =M(r; g), on a

f (j)(z)

f(z)
=

�
�g(r)

z

�j
(1 + o(1)); (j = 0; � � � ; k) : (4.6.8)

Comme maxf�(p;q)(Aj); j 6= sg � �(p;q)(As) <1; alors pour r su¢samment grand, on a

jAj(z)j � exppf(�(p;q)(As) + ") logq rg; (j = 0; � � � ; k) : (4.6.9)

D�après le Lemme 4.2.12, il existe un ensemble E9 � (1;+1) de mesure linéaire �nie (et

donc de mesure logarithmique �nie) tel que pour tout jzj = r =2 E9; on a

jAk(z)j � exp
�
� exppf(�(p;q)(Ak) + ") logq rg

	

� exp
�
� exppf(�(p;q)(As) + ") logq rg

	
: (4.6.10)

De (4.6.7) et (4.6.8), pour tout z véri�ant jzj = r =2 E6 et jg(z)j =M(r; g), on a

�Ak(z)

�
�g(r)

z

�k
(1 + o(1)) = Ak�1(z)

�
�g(r)

z

�k�1
(1 + o(1))

+ � � �+ As+1(z)

�
�g(r)

z

�s+1
(1 + o(1)) + As(z)

�
�g(r)

z

�s
(1 + o(1))

+As�1(z)

�
�g(r)

z

�s�1
(1 + o(1)) + � � �+ A1(z)

�
�g(r)

z

�
(1 + o(1)) + A0(z);

d�où

jAk(z)j

�����

�
�g(r)

z

�k�����
j1 + o(1)j � jAk�1(z)j

�����

�
�g(r)

z

�k�1�����
j1 + o(1)j

+ � � �+ jAs+1(z)j

�����

�
�g(r)

z

�s+1�����
j1 + o(1)j+ jAs(z)j

����

�
�g(r)

z

�s���� j1 + o(1)j

+ jAs�1(z)j

�
�g(r)

z

�s�1
j1 + o(1)j+ � � �+ jA1(z)j

�
�g(r)

z

�
j1 + o(1)j+ jA0(z)j (4.6.11)

et de (4.6.9)-(4.6.11) pour tout z véri�ant jzj = r =2 (E6 [ E9) et jg(z)j =M(r; g), on obtient

exp
�
� exppf(�(p;q)(As) + ") logq rg

	��g(r)
r

�
j1 + o(1)j
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� k expp+1f(�(p;q)(As) + ") logq rg j1 + o(1)j ;

ainsi,

lim
r!+1

logp+1 �g(r)

logq r
� �(p;q)(As) + ": (4.6.12)

Comme " > 0 est arbitraire, alors de (4.6.12), le Lemme 4.2.5 et le Lemme 4.2.9, on a

�(p+1;q)(g) � �(p;q)(As);

d�où

�(p+1;q)(f) � �(p;q)(As):

Par conséquent, nous obtenons

�(p+1;q)(f) = �(p;q)(As):

4.7 Preuve du Théorème 4.1.5

Supposons que f(z) est une solution rationnelle de (4.1.4). Par le même raisonnement que

dans la démonstration du Théorème 4.1.4, il est clair que f(z) est un polynôme de degré

deg f � s�1:Maintenant, on suppose que f(z) est une solution méromorphe transcendante de

(4.1.4) telle que �(p;q)( 1f ) < �(p;q)(f). D�après le Théorème 4.1.4, on a �(p+1;q)(f) = �(p;q)(As) =

�: Alors, nous avons seulement besoin de prouver que �(p+1;q)(f) = �(p;q)(As) = �: Comme

maxf�(p;q)(Aj) (j 6= s)g < �; alors il existe des constantes �1; �1 véri�ant maxf�(p;q)(Aj)

(j 6= s)g < �1 < �1 < �: Donc

jAj(z)j � expp+1f�1 logq rg; j 6= s: (4.7.1)

De plus, on a As(z) =
1P

n=0

c�nz
�n telle que la suite des exposants f�ng véri�e (4.1.3) et

�(p;q)(As) = �(p;q)(As) = �: Alors, d�après le Lemme 4.2.14, il existe un ensemble E11 de

mesure logarithmique in�nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r 2 E11, on a

jAs(z)j > expp+1f�1 logq rg: (4.7.2)

Ainsi, en substituant (4.7.1), (4.7.2), (4.6.1), (4.6.2) dans (4.6.5), pour tout z véri�ant jzj =

r 2 E11n([0; 1] [ E1 [ E2); on obtient

expp+1f�1 logq rg � B expp+1f�1 logq rgr
2sk[T (2r; f)]k+1: (4.7.3)
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Comme �1 est arbitrairement proche de �; alors de (4.7.3) et le Lemme 4.2.5, on obtient

�(p+1;q)(f) � � = �(p;q)(As):

D�autre part, de (4.1.4), on a

jAk(z)j

����
f (k)

f

���� � jAk�1(z)j
����
f (k�1)

f

����+ � � �+ jAs+1(z)j
����
f (s+1)

f

����+ jAs(z)j
����
f (s)

f

����

+ jAs�1(z)j

����
f (s�1)

f

����+ � � �+ jA1(z)j
����
f 0

f

����+ jA0(z)j : (4.7.4)

D�après le Lemme 4.2.15, pour tout " > 0 donné; il existe un ensemble E12 � (1;1) de

mesure logarithmique in�nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r 2 E12, on a

jAj(z)j � expp+1f(�(p;q)(As) + ") logq rg; j = 0; � � � ; k: (4.7.5)

D�après le Lemme 4.2.12, il existe un ensemble E9 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie

tel que pour tout jzj = r =2 E9; on a

jAk(z)j � exp
�
� exppf(�(p;q)(Ak) + ") logq rg

	

� exp
�
� exppf(�(p;q)(As) + ") logq rg

	
= exp

�
� exppf(�(p;q)(As) + ") logq rg

	
: (4.7.6)

De (4.6.8), (4.7.4)-(4.7.6), pour tout z véri�ant jzj = r 2 E12n(E6 [ E9) et jg(z)j = M(r; g),

on a

exp
�
� exppf(�(p;q)(As) + ") logq rg

	��g(r)
r

�k
j1 + o(1)j �

expp+1f(�(p;q)(As) + ") logq rg

�
�g(r)

r

�k�1
j1 + o(1)j

+ � � �+ expp+1f(�(p;q)(As) + ") logq rg

�
�g(r)

r

�s+1
j1 + o(1)j

+expp+1f(�(p;q)(As) + ") logq rg

�
�g(r)

r

�s
j1 + o(1)j

+expp+1f(�(p;q)(As) + ") logq rg

�
�g(r)

r

�s�1
j1 + o(1)j
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+ � � �+ expp+1f(�(p;q)(As) + ") logq rg

�
�g(r)

r

�
j1 + o(1)j+ expp+1f(�(p;q)(As) + ") logq rg;

et pour tout z véri�ant jzj = r 2 E12n(E6 [ E9) et jg(z)j =M(r; g), on obtient

exp
�
� exppf(�(p;q)(As) + ") logq rg

	��g(r)
r

�
j1 + o(1)j

� k j1 + o(1)j expp+1f(�(p;q)(As) + ") logq rg; (4.7.7)

d�où,

lim
r!+1

logp+1 �g(r)

logq r
� �(p;q)(As) + ": (4.7.8)

Comme " > 0 est arbitraire, alors de (4.7.8), le Lemme 4.2.5 et le Lemme 4.2.9, on a

�(p+1;q)(g) � �(p;q)(As);

d�où

�(p+1;q)(f) � �(p;q)(As):

Ainsi, on obtient

�(p+1;q)(f) = �(p;q)(As) = �:

4.8 Preuve du Théorème 4.1.6

(i) On suppose que f(z) est une solution méromorphe transcendante, dont les pôles sont

de multiplicité uniformément bornée, de (4.1.5) et ff1; f2; � � � ; fkg est une base de solutions

méromorphes de l�équation homogène correspondante (4.1.4) de (4.1.5). D�après le Théorème

4.1.4, on obtient �(p+1;q)(fj) = �(p;q)(As); (j = 1; 2; � � � ; k). Par la théorie élémentaire des

équations di¤érentielles, toutes les solutions de (4.1.5) peut être représentée sous la forme

f(z) = f0(z) +B1f1(z) +B2f2(z) + � � �+Bkfk(z); (4.8.1)

avec B1; � � � ; Bk 2 C et la fonction f0 est sous la forme

f0(z) = C1(z)f1(z) + C2(z)f2(z) + � � �+ Ck(z)fk(z) (4.8.2)

avec C1 (z) ; � � � ; Ck (z) sont des fonctions méromorphes convenables satisfaisant

C 0j = F:Gj(f1; � � � ; fk):[W (f1; � � � ; fk)]
�1; j = 1; 2; � � � ; k; (4.8.3)
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avec Gj(f1; � � � ; fk) sont des polynômes di¤érentiels dans f1; � � � ; fk et leurs dérivés avec des

coe¢cients constants, et W (f1; � � � ; fk) est le Wronskien de f1; � � � ; fk: Comme le Wronskien

W (f1; � � � ; fk) est un polynôme di¤érentiel dans f1; � � � ; fk, il est facile d�obtenir

�(p+1;q)(W ) � maxf�(p+1;q)(fj) : j = 1; 2; � � � ; kg = �(p;q)(As): (4.8.4)

De plus, on a Gj(f1; � � � ; fk) sont des polynômes di¤érentiels dans f1; � � � ; fk et leurs dérivés

avec des coe¢cients constants, alors

�(p+1;q)(Gj) � maxf�(p+1;q)(fj) : j = 1; 2; � � � ; kg = �(p;q)(As); (j = 1; 2; � � � ; k): (4.8.5)

D�après le Lemme 4.2.10 et (4.8.5), pour j = 1; � � � ; k, on obtient

�(p+1;q)(Cj) = �(p+1;q)(C
0
j) � maxf�(p+1;q)(F ); �(p;q)(As)g = �(p;q)(As): (4.8.6)

Ainsi, de (4.8.1), (4.8.2) et (4.8.6), on obtient

�(p+1;q)(f) � maxf�(p+1;q)(Cj); �(p+1;q)(fj) : j = 1; 2; � � � ; k; g = �(p;q)(As):

Maintenant, on suppose que toutes les solutions méromorphes f; dont les pôles sont de mul-

tiplicité uniformément bornée, de l�équation (4.1.5) véri�e �(p+1;q)(f) = �(p;q)(As), avec au

plus une solution exceptionnelle f0 telle que �(p+1;q)(f0) < �(p;q)(As). En e¤et, s�il existe une

autre solution méromorphe f1 de (4.1.5) véri�ant �(p+1;q)(f1) < �(p;q)(As), alors f0 � f1 est

une solution méromorphe non nulle de (4.1.4) véri�ant �(p+1;q)(f0 � f1) < �(p;q)(As). Mais,

d�après le Théorème 4.1.4 on a toute solution méromorphe f; dont les pôles sont de multipli-

cité uniformément bornée, de (4.1.4) véri�e �(p+1;q)(f) = �(p;q)(As). C�est une contradiction.

D�où, on a toutes les solutions méromorphes f; dont les pôles sont de multiplicité uniformé-

ment bornée, de l�équation (4.1.5) véri�e �(p+1;q)(f) = �(p;q)(As), avec au plus une solution

exceptionnelle f0 telle que �(p+1;q)(f0) < �(p;q)(As):

(ii) De (4.1.5), par une simple considération d�ordre, on obtient �(p+1;q)(f) � �(p+1;q)(F ):

D�après le Lemme 4.2.10 et (4.8.3)-(4.8.5), pour j = 1; � � � ; k, on obtient

�(p+1;q)(Cj) = �(p+1;q)(C
0
j) � maxf�(p+1;q)(F ); �(p;q)(As)g � �(p+1;q)(F ): (4.8.7)

De (4.8.1), (4.8.2) et (4.8.7), on a

�(p+1;q)(f) � maxf�(p+1;q)(Cj); �(p+1;q)(fj) : j = 1; 2; � � � ; k; g � �(p+1;q)(F ):

D�où, on obtient �(p+1;q)(f) = �(p+1;q)(F ):
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4.9 Preuve du Théorème 4.1.7

(i) Supposons que f(z) est une solution transcendante (4.1.2). D�une part, de (4.1.2), on

obtient ����
f (k)(z)

f(z)

���� � jAk�1(z)j
����
f (k�1)

f

����+ � � �+ jA1(z)j
����
f 0

f

����+ jA0(z)j+
����
F

f

���� : (4.9.1)

D�après le Lemme 4.2.7, il existe un ensemble E6 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie

tel que pour tout jzj = r =2 [0; 1] [ E6 et jg(z)j =M(r; g), on a

f (j)(z)

f(z)
=

�
�g(r)

z

�j
(1 + o(1)); (j = 0; � � � ; k) : (4.9.2)

D�après la dé�nition de l�ordre (p; q), pour tout " > 0 donné et pour r su¢samment grand,

on a

jAj(z)j � expp+1f(� + ") logq rg; j 6= s (4.9.3)

et

jF (z)j � expp+1f(� + ") logq rg: (4.9.4)

Comme �(p;q)(d) = �(p;q)(
1
f
) < �(p;q)(g) = �(p;q)(f); alors pour tout " (0 < 2" < �(p;q)(f) �

�(p;q)(
1
f
)) et pour r su¢samment grand on a

1

jf(z)j
=

����
d(z)

g(z)

���� �
expp+1f(�(p;q)(

1
f
) + ") logq rg

expp+1f(�(p;q)(f)� ") logq rg
� 1: (4.9.5)

D�où, en substituant (4.9.2)-(4.9.5) dans (4.9.1), pour su¢samment grand r =2 [0; 1] [E6; on

obtient �
�g(r)

r

�
j1 + o(1)j � (k + 1) expp+1f(� + ") logq rg j1 + o(1)j : (4.9.6)

De (4.9.6), le Lemme 4.2.5 et le Lemme 4.2.9, on obtient �(p+1;q)(f) = �(p+1;q)(g) � �(p;q)(As)+

": Comme " > 0 est arbitraire, on obtient �(p+1;q)(f) � �(p;q)(As): D�autre part, de (4.1.2),

on a

jAs(z)j �

����
f

f (s)

����

�����
f (k)

f

����+ jAk�1(z)j
����
f (k�1)

f

����+ � � �+ jAs+1(z)j
����
f (s+1)

f

����

+ jAs�1(z)j

����
f (s�1)

f

����+ � � �+ jA1(z)j
����
f 0

f

����+ jA0(z)j+
����
F

f

����

�
: (4.9.7)
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Pour chaque cercle jzj = r su¢samment grand, on prend zr = rei�r véri�ant jf(zr)j =

M(r; f) > 1: Alors, d�après le Lemme 4.2.16, il existe une constante �r > 0 et un ensemble

E13 tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 E13 et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r]; on a
����
f(z)

f (s)(z)

���� � 2r
s: (4.9.8)

D�après le Lemme 4.2.1 (ii), il existe un ensemble H1 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle et

une constante B > 0 tels que pour tout z véri�ant arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r] et pour r

su¢samment grand, on a
����
f (j)(z)

f(z)

���� � B (T (2r; f))
k+1 ; 1 � j � k: (4.9.9)

On choisit �2; �2 véri�ant maxf� (p;q)(Aj) : �(p;q)(Aj) = �(p;q)(As); � (p;q)(F )g < �2 < �2 <

� (p;q)(As): Comme jf(z)� f(zr)j < " et jf(zr)j ! 1 quand r ! +1; pour tout jzj = r =2 E13

su¢samment grand et arg z = � 2 [�r � �r; �r + �r]; on a

jAj(z)j � exppf�2(logq�1 r)
�(p;q)(As)g; j 6= s (4.9.10)

et ����
F (z)

f(z)

���� � jF (z)j � exppf�2(logq�1 r)
�(p;q)(As)g: (4.9.11)

Comme T (r; As) � logM(r; As) quand r ! +1 (r =2 E13); d�après le Lemme 4.2.18, pour

tout �2 < � (p;q)(As); il existe un ensemble E15 � (0;1) de mesure logarithmique in�nie et

un ensemble H2 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle tels que pour tout z véri�ant jzj = r 2 E15

et arg z = � 2 [0; 2�)nH2, on a

jAs(z)j > exppf�2(logq�1 r)
�(p;q)(As)g: (4.9.12)

En substituant (4.9.8)-(4.9.12) dans (4.9.7), pour tout z véri�ant jzj = r 2 E15nE13 et

arg z = � 2 [0; 2�)n(H1 [H2), on obtient

exppf�2(logq�1 r)
�(p;q)(As)g � 2rs exppf�2(logq�1 r)

�(p;q)(As)g(k + 1)B (T (2r; f))k+1 : (4.9.13)

De (4.9.13) et le Lemme 4.2.5, on obtient �(p+1;q)(f) � �(p;q)(As):Ainsi, nous avons �(p+1;q)(f) =

�(p;q)(As):
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Maintenant, si f(z) est une solution polynomiale de (4.1.2) avec deg(f) � s; alors

f (s)(z) 6� 0: Si maxf�(p;q)(Aj); �(p;q)(F ); j 6= sg < �(p;q)(As) <1; alors

�(p;q)(As) = �(p;q)(�As(z)f
(s))

= �(p;q)(f
(k) + Ak�1(z)f

(k�1) + � � �+ As+1(z)f
(s+1)

+As�1(z)f
(s�1) + � � �+ A1(z)f

0 + A0(z)f � F (z))

� maxf�(p;q)(Aj); �(p;q)(F ); j 6= sg

< �(p;q)(As);

c�est une contradiction. Simaxf�(p;q)(Aj); �(p;q)(F ); j 6= sg = �(p;q)(As) = � etmaxf� (p;q)(Aj) :

�(p;q)(Aj) = �(p;q)(As); � (p;q)(F )g < � (p;q)(As); alors on choisit �2; �2 véri�ant maxf� (p;q)(Aj) :

�(p;q)(Aj) = �(p;q)(As); � (p;q)(F )g < �2 < �2 < � (p;q)(As): D�après le Lemme 4.2.17, il existe

un ensemble E14 de mesure logarithmique in�nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r 2 E14,

on a

jAs(z)j > exppf�2(logq�1 r)
�g (4.9.14)

et pour r su¢samment grand

jAj(z)j < exppf�2(logq�1 r)
�g ; j 6= s: (4.9.15)

D�où, de (4.9.7), (4.9.14) et (4.9.15), pour tout z véri�ant jzj = r 2 E14; on a

exppf�2(logq�1 r)
�g � (k + 1)rM exppf�2(logq�1 r)

�g;

où M est une constante. Ceci est une contradiction. D�où, f(z) est un polynôme de degré

deg f � s� 1:

(ii) Si F (z) 6� 0; alors d�après le Lemme 4.2.6, toute solution transcendante f(z) de (4.1.2)

véri�e ��(p+1;q)(f) = �(p+1;q)(f) = �(p+1;q)(f) = �(p;q)(As):

(iii) Si s = 1 et f(z) est une solution polynomiale de (4.1.2), alors de (ii), nous obtenons

que deg f � s � 1; d�où, f(z) doit être une constante. Ainsi, de (i) et (ii), toute solution

non constante f(z) de (4.1.2) véri�e �(p+1;q)(f) = �(p;q)(A1) et ��(p+1;q)(f) = �(p+1;q)(f) =

�(p+1;q)(f) = �(p;q)(A1) if F (z) 6� 0:



Chapitre 5

Croissance des solutions des équations di¤érentielles complexes

avec des coe¢cients d�ordre logarithmique �ni

5.1 Introduction et résultats

Pour k � 2, on considère l�équation di¤érentielle linéaire

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A1(z)f

0 + A0(z)f = 0; (5.1.1)

où A0(z) 6� 0. Lorsque les coe¢cients A0(z); A1(z); � � � ; Ak�1(z) sont des fonctions entières, il

est bien connu que toutes les solutions de (5.1.1) sont des fonctions entières, et que, si certains

coe¢cients de (5.1.1) sont transcendants, alors (5.1.1) a au moins une solution d�ordre in�ni.

L�idée de l�ordre p-itératif a été introduite par Bernal [8] pour exprimer la croissance rapide

des solutions d�équations di¤érentielles linéaires complexes. À partir de là, plusieurs auteurs

ont obtenu des résultats sur l�ordre p-itératif des solutions de (5.1.1), (voir par exemple [3],

[4], [5], [12], [13], [35], [43]).

Théorème A ([3]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k�1) des fonctions entières, et soit i(A0) = p

(0 < p <1). Supposons que

maxfi(Aj) : j = 1; 2; � � � ; k � 1g < p

ou

maxf�p(Aj) : j = 1; 2; � � � ; k � 1g � �p(A0) = � (0 < � <1);
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maxf� p(Aj) : �p(Aj) = �p(A0)g < � p(A0) = � (0 < � <1):

Alors toute solution f(z) 6� 0 de (5.1.1) véri�e i(f) = p+ 1 et �p+1(f) = �p(A0):

Pour le cas où le coe¢cient dominant dans (5.1.1) est d�ordre p-itératif inférieur �ni, Hu

et Zheng [35] ont étudié la croissance des solutions de (5.1.1) et ils ont obtenu le résultat

suivant.

Théorème B ([35]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k�1) des fonctions entières d�ordre p-itératif

�ni véri�ant

maxf�p(Aj) : j = 1; 2; � � � ; k � 1g < �p(A0) � �p(A0) <1:

Alors toute solution f(z) 6� 0 de (5.1.1) véri�e

�p(A0) = �p+1(f) � �p+1(f) = �p(A0):

Dans [12], Cao, Xu et Chen ont considéré la croissance des solutions méromorphes de

l�équation (5.1.1) avec des coe¢cients méromorphes d�ordre p-itératif �ni, et ils ont obtenu

le résultat suivant lorsque A0(z) est le coe¢cient dominant d�ordre p-itératif �ni.

Théorème C ([12]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k� 1) sont des fonctions méromorphes dans

le plan, et soit i(A0) = p (0 < p < 1). Supposons que i�( 1A0 ) < p ou �p(
1
A0
) < �p(A0); et

que

maxfi(Aj) : j = 1; 2; � � � ; k � 1g < p

ou

maxf�p(Aj) : j = 1; 2; � � � ; k � 1g � �p(A0) = � (0 < � <1);

maxf� p(Aj) : �p(Aj) = �p(A0)g < � p(A0) = � (0 < � <1):

Alors toute solution méromorphe f(z) 6� 0; dont les pôles sont de multiplicité uniformément

bornée, de (5.1.1) véri�e i(f) = p+ 1 et �p+1(f) = �p(A0):
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Dans [47], Liu, Tu et Shi ont été les premiers à utiliser les concepts de l�ordre (p; q) et le

type (p; q) pour le cas p � q � 1 pour étudier la croissance des solutions entières de (5.1.1),

et ils ont obtenu des résultats qui améliorent et généralisent d�autres résultats.

Théorème D ([47]) Soient p � q � 1 et Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions entières

telles que

maxf�(p;q)(Aj) : j 6= 0g < �(p;q)(A0) < +1

ou

maxf�(p;q)(Aj) : j 6= 0g � �(p;q)(A0) < +1;

maxf� (p;q)(Aj) : �(p;q)(Aj) = �(p;q)(A0) > 0g < � (p;q)(A0):

Alors toute solution f(z) 6� 0 de (5.1.1) véri�e �(p+1;q)(f) = �(p;q)(A0):

Dans les Théorèmes A et D, les auteurs ont étudié la croissance des solutions de (5.1.1)

lorsque les coe¢cients sont d�ordre p-itératif �ni ou d�ordre (p; q) �ni. Une question naturelle

se pose : Que peut on dire sur la croissance des solutions de (5.1.1) lorsque les coe¢cients

sont d�ordre zéro ? Récemment, Cao, Liu and Wang [11] ont discuté de la question ci-dessus

et ils ont obtenu le résultat suivant, lorsque le coe¢cient dominant A0(z) est transcendant

et d�ordre zéro, en se servant de l�idée de l�ordre logarithmique due à Chern [20].

Théorème E ([11]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions entières. Si A0(z) est

transcendant et véri�e

maxf�(1;2)(Aj) : j = 1; 2; � � � ; k � 1g = �(1;2)(A0) <1

et

maxf� (1;2)(Aj) : �(1;2)(Aj) = �(1;2)(A0)g < � (1;2)(A0) � 1;

alors toute solution transcendante f(z) de l�équation (5.1.1) véri�e �(2;1)(f) = 0 et

1 � �(1;2)(A0) � �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1:
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De plus, si �(1;2)(A0) > 1; alors le degré de toute solution polynomiale non nulle de (5.1.1)

est supérieur à � (1;2)(A0); si �(1;2)(A0) = 1; alors toute solution non nulle de (5.1.1) n�est pas

un polynôme.

Maintenant, nous examinons les questions suivantes : Premièrement, qu�est-ce qu�on dit à

propos de la croissance des solutions de (5.1.1) dans les Théorème B et C lorsque le coe¢cient

dominant est d�ordre logarithmique inférieur �ni ? Et deuxièmement, pouvons-nous étendre

les résultats ci-dessus aux coe¢cients méromorphes d�ordre logarithmique �ni ?

Dans ce chapitre, on considère les questions ci-dessus et on a obtenu les résultats suivants.

Théorème 5.1.1 ([23]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions entières véri�ant

maxf�(1;2)(Aj) : j = 1; 2; � � � ; k � 1g < �(1;2)(A0) � �(1;2)(A0) = � <1:

Alors toute solution f(z) 6� 0 de (5.1.1) véri�e

1 � �(1;2)(A0) � �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1;

�(2;1)(f) = 0 et 1 � �(1;2)(A0) � �(2;2)(f) = �(2;2)(f � ')

= �(2;2)(f � ') � �(1;2)(A0) + 1;

avec '(z) 6� 0 est une fonction entière véri�ant �(2;2)(') < �(1;2)(A0):

Théorème 5.1.2 ([23]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions entières d�ordre

logarithmique �ni véri�ant �(1;2)(A0) = � � 1 et

maxf�(1;2)(Aj) : j = 1; 2; � � � ; k � 1g � �(1;2)(A0) = � <1;

lim
r!1

k�1X

j=1

m(r; Aj)=m(r; A0) < 1:

Alors toute solution f(z) 6� 0 de (5.1.1) véri�e

�(1;2)(A0) � �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1;
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�(2;1)(f) = 0 et 1 � �(1;2)(A0) � �(2;2)(f) = �(2;2)(f � ')

= ��(2;2)(f � ') � �(1;2)(A0) + 1;

avec '(z) 6� 0 est une fonction entière véri�ant �(2;2)(') < �(1;2)(A0):

Théorème 5.1.3 ([23]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions entières d�ordre

logarithmique �ni. Si A0(z) est transcendant et véri�e

maxf�(1;2)(Aj) : j 6= 0g � �(1;2)(A0) � �(1;2)(A0) <1;

� 1 = maxf� (1;2)(Aj) : �(1;2)(Aj) = �(1;2)(A0); j 6= 0g < � (1;2)(A0) = � <1;

alors toute solution f(z) 6� 0 de (5.1.1) véri�e

�(1;2)(A0) � �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1;

�(2;1)(f) = 0 et 1 � �(1;2)(A0) � �(2;2)(f) = �(2;2)(f � ')

= ��(2;2)(f � ') � �(1;2)(A0) + 1;

avec '(z) 6� 0 est une fonction entière véri�ant �(2;2)(') < �(1;2)(A0):

Nos résultats suivants sont pour le cas où les coe¢cients Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k� 1) sont des

fonctions méromorphes.

Théorème 5.1.4 ([23]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k� 1) des fonctions méromorphes. Sup-

posons que �(1;2)( 1A0 ) < �(1;2)(A0); et

maxf�(1;2)(Aj) : j = 1; 2; � � � ; k � 1g < �(1;2)(A0) = � <1:

Alors toute solution méromorphe f(z) 6� 0 de (5.1.1) véri�e

�(2;2)(f) � �(1;2)(A0) � 1:

Théorème 5.1.5 ([23]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k�1) des fonctions méromorphes d�ordre

logarithmique �ni. Supposons que �(1;2)( 1A0 ) < �(1;2)(A0); et

maxf�(1;2)(Aj) : j = 1; 2; � � � ; k � 1g < �(1;2)(A0) � �(1;2)(A0) <1:
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Alors toute solution méromorphe f(z) 6� 0 de (5.1.1) véri�e

�(2;2)(f) � �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) � 1:

En remplaçant le coe¢cient dominant A0(z) par un coe¢cient arbitraire As(z); où s 2

f0; 1; � � � ; k � 1g; on obtient le résultat suivant.

Théorème 5.1.6 ([23]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions méromorphes non

constantes. Supposons qu�il existe As(z) (0 � s � k � 1) véri�ant �(1;2)( 1As ) < �(1;2)(As); et

maxf�(1;2)(Aj) : j 6= s g < �(1;2)(As) = � <1:

Alors toute solution méromorphe transcendante f(z) de (5.1.1) véri�e �(1;2)(f) � �(1;2)(As) >

1; et toute solution méromorphe non transcendante f(z) 6� 0 de (5.1.1) est un polynôme de

degré deg f � s � 1 si s � 1. En outre, si toutes les solutions f(z) 6� 0 de (5.1.1) sont

des fonctions méromorphes, alors il y a au moins une solution méromorphe f1 véri�ant

�(2;2)(f1) � �(1;2)(As) > 1:

Théorème 5.1.7 ([23]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions méromorphes non

constantes. Supposons qu�il existe As(z) (0 � s � k � 1) véri�ant �(1;2)( 1As ) < �(1;2)(As); et

maxf�(1;2)(Aj) : j 6= sg < �(1;2)(As) � �(1;2)(As) = � <1:

Alors toute solution méromorphe transcendante f(z) de (5.1.1) véri�e �(1;2)(f) � �(1;2)(f) �

�(1;2)(As) > 1; et toute solution méromorphes non transcendante f(z) 6� 0 de (5.1.1) est un

polynôme de degré deg f � s � 1 si s � 1. En outre, si toutes les solutions f(z) 6� 0 de

(5.1.1) sont des fonctions méromorphes, alors il y a au moins une solution méromorphe f1

véri�ant �(2;2)(f) � �(2;2)(f) � �(1;2)(As) > 1:

Soit g(z) = f(z)� z. Alors on a ��(2;2)(f � z) = ��(2;2)(g) et �(2;2)(f) = �(2;2)(g). De nombreux

auteurs ont étudié les problèmes sur les points �xes et les points �xes distincts des solutions

d�équations di¤érentielles linéaires et ils ont obtenu des résultats importants ([4], [5], [12],

[13], [48]). Dans les résultats suivants, nous avons obtenu des estimations des points �xes

distincts des solutions méromorphes de (5.1.1).
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Théorème 5.1.8 ([23]) Sous les hypothèses du Théorème 5.1.4, si �(1;2)(A0) > 1; alors toute

solution méromorphe f(z) 6� 0 de (5.1.1) véri�e ��(2;2)(f � z) = �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) > 1:

Théorème 5.1.9 ([23]) Sous les hypothèses du Théorème 5.1.6, si A1(z) + zA0(z) 6� 0 et

toutes les solutions de (5.1.1) sont méromorphes alors toute solution méromorphe transcen-

dante f(z) avec �(1;2)(f) > �(1;2)(As) > 1 véri�e ��(1;2)(f � z) = �(1;2)(f). En outre, il existe

au moins une solution f1(z) véri�ant ��(2;2)(f1 � z) = �(2;2)(f1) � �(1;2)(As) > 1:

5.2 Lemmes préliminaires

Lemme 5.2.1 ([31]) Soient k et j des entiers tel que k > j � 0: Soit f une fonction

méromorphe dans le plan C telle que f (j) ne s�annule pas identiquement. Alors il existe

r0 > 1 tel que

m(r;
f (k)

f (j)
) � (k � j) log+

�(T (�; f))

r(�� r)
+ log

k!

j!
+ (k � j)5:3078;

pour tout r0 < r < � < +1: Si f est d�ordre �ni s, alors

lim sup
r!+1

m(r; f
(k)

f (j)
)

log r
� maxf0; (k � j)(s� 1)g:

Lemme 5.2.2 Soit f(z) une fonction méromorphe avec �(1;2)(f) <1. Alors pour tout " > 0

donné; il existe un ensemble E1 � (1;+1) de mesure logarithmique in�nie tel que pour tout

r 2 E1; on a

�(1;2)(f) = lim
r!1;r2E1

log T (r; f)

log log r
:

Preuve. D�après la dé�nition de l�ordre logarithmique, il existe une suite frng1n=1 tend vers

1 véri�ant (1 + 1
n
)rn < rn+1; et

lim
rn!1

log T (rn; f)

log log rn
= �(1;2)(f):

Alors, pour tout " > 0 donné; il existe n1 tel que pour n � n1 et pour r 2 [rn; (1 + 1
n
)rn]; on

a
log T (rn; f)

log log(1 + 1
n
)rn

�
log T (r; f)

log log r
�
log T ((1 + 1

n
)rn; f)

log log rn
:
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Soit E1 =
1S

n=n1

[rn; (1 +
1
n
)rn]: Alors pour tout r 2 E1; on obtient

lim
r!1;r2E1

log T (r; f)

log log r
= lim

rn!1

log T (rn; f)

log log rn
= �(1;2)(f);

et

ml(E1) =

1X

n=n1

(1+ 1
n
)rnZ

rn

dt

t
=

1X

n=n1

log(1 +
1

n
) =1:

Lemme 5.2.3 ([28]) Soient g : [0;+1) ! R et h : [0;+1) ! R des fonctions monotones

croissantes telles que g(r) � h(r) pour tout r 62 E2 [ [0; 1] avec E2 � (1;+1) est un

ensemble de mesure logarithmique �nie. Alors pour tout � > 1, il existe r0 = r0(�) > 0 tel

que g(r) � h(�r) pour tout r > r0:

Lemme 5.2.4 ([45]) Soit f(z) une fonction entière transcendante. Alors il existe un ensemble

E3 � (0;+1) de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 E3 et

jf(z)j =M(r; f); on a

f (n)(z)

f(z)
=

�
�f (r)

z

�n
(1 + o(1)); (n 2 N);

avec �f (r) est l�indice central de f(z):

Lemme 5.2.5 ([41]) Soit f(z) une fonction entière d�ordre (p; q) et d�ordre (p; q) inférieur,

et soit �f (r) l�indice central de f(z), alors

lim
r!1

logp �f (r)

logq r
= �(p;q)(f); lim

r!1

logp �f (r)

logq r
= �(p;q)(f):

Lemme 5.2.6 ([11]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions entières telles que

maxf�(1;2)(Aj) : j = 1; 2; � � � ; k � 1g < �(1;2)(A0) < +1: Alors toute solution entière non

nulle f(z) de (5.1.1) véri�e �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) � 1:

Lemme 5.2.7 ([11]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) des fonctions entières telles que

maxf�(1;2)(Aj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g � � < +1: Alors toute solution f(z) de (5.1.1) véri�e

�(2;1)(f) = 0 et �(2;2)(f) � � + 1:
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Lemme 5.2.8 ([27]) Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante dans le plan C et

soit � > 1; une constante donnée. Alors il existe un ensemble E4 � (1;+1) de mesure

logarithmique �nie et une constante B > 0 qui dépend uniquement de � et (m;n) (m;n 2

f0; 1; � � � ; kg) m < n tels que pour tout z avec jzj = r 62 [0; 1] [ E4; on a

����
f (n)(z)

f (m)(z)

���� � B
�
T (�r; f)

r
(log� r) log T (�r; f)

�n�m
:

Lemme 5.2.9 Soit f(z) une fonction entière avec �(1;2)(f) < 1. Alors pour tout " > 0

donné; il existe un ensemble E5 � (1;+1) de mesure logarithmique in�nie tel que pour tout

r 2 E5; on a

�(1;2)(f) = lim
r!1;r2E5

log T (r; f)

log log r
= lim

r!1;r2E5

log logM(r; f)

log log r
;

et

M(r; f) < expf(log r)�(1;2)(f)+"g:

Preuve. D�après la dé�nition de l�ordre logarithmique inférieur, il existe une suite frng1n=1

tend vers 1 véri�ant (1 + 1
n
)rn < rn+1; et

lim
rn!1

log logM(rn; f)

log log rn
= �(1;2)(f):

Alors pour tout " > 0 donné; il existe n2 tel que pour n � n2 et pour r 2 [rn; (1+ 1
n
)rn]; on a

log logM(rn; f)

log log(1 + 1
n
)rn

�
log logM(r; f)

log log r
�
log logM((1 + 1

n
)rn; f)

log log rn
:

Soit E5 =
1S

n=n2

[rn; (1 +
1
n
)rn]: Alors pour tout r 2 E5; on a

lim
r!1;r2E5

log logM(r; f)

log log r
= lim

rn!1

log logM(rn; f)

log log rn
= �(1;2)(f);

et

ml(E5) =

1X

n=n2

(1+ 1
n
)rnZ

rn

dt

t
=

1X

n=n2

log(1 +
1

n
) =1:

De plus, nous avons

lim
r!1;r2E5

log T (r; f)

log log r
= lim

r!1;r2E5

log logM(r; f)

log log r
:
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Lemme 5.2.10 ([23]) Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k � 1) et F (z) 6� 0 des fonctions méro-

morphes et soit f(z) une solution méromorphe de l�équation

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A1(z)f

0 + A0(z)f = F (z) ;

telle que

maxf�(i;2)(F ); �(i;2)(Aj) : j = 0; 1; � � � ; k � 1g < �(i;2)(f) < +1 (i = 1; 2):

Alors on a

��(i;2)(f) = �(i;2)(f) = �(i;2)(f) (i = 1; 2):

Lemme 5.2.11 Soient Aj(z) (j = 0; 1; � � � ; k�1) de fonctions entières d�ordre logarithmique

�ni véri�ant �(1;2)(A0) = � � 1 et

lim
r!1

k�1X

j=1

m(r; Aj)=m(r; A0) < 1:

Alors toute solution non triviale f(z) de (5.1.1) véri�e

1 � �(1;2)(A0) � �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1:

Preuve. Nous divisons la preuve en deux parties : (i) �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) � 1 et (ii)

�(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1:

(i) De (5.1.1), on a

�A0(z) =
f (k)

f
+ Ak�1(z)

f (k�1)

f
+ � � �+ A1(z)

f 0

f
: (5.2.1)

D�après le Lemme 5.2.1 et (5.2.1), on a

m(r; A0) �
k�1X

j=1

m(r; Aj) +
kX

j=1

m(r;
f (j)

f
) +O(1)

�
k�1X

j=1

m(r; Aj) + k
2 log+ T (2r; f) +O(1): (5.2.2)

Supposons que

lim
r!1

k�1X

j=1

m(r; Aj)=m(r; A0) = � < � < 1:
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Alors, pour r su¢samment grand, on a

k�1X

j=1

m(r; Aj) < �m(r; A0): (5.2.3)

De (5.2.2) et (5.2.3), on a

(1� �)m(r; A0) � k
2 log+ T (2r; f) +O(1): (5.2.4)

De �(1;2)(A0) = � � 1 et le Lemme 5.2.2, il existe un ensemble E1 � (1;+1) de mesure

logarithmique in�nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r 2 E1 et pour tout " > 0; on a

(1� �) (log r)��" � (1� �)m(r; A0) � k
2 log+ T (2r; f) +O(1): (5.2.5)

Comme " > 0 est arbitraire, alors de (5.2.5), on a

�(2;2)(f) � � = �(1;2)(A0) � 1:

(ii) De (5.1.1), on a
����
f (k)(z)

f(z)

���� � jAk�1(z)j
����
f (k�1)(z)

f(z)

����+ � � �+ jA1(z)j
����
f 0(z)

f(z)

����+ jA0(z)j : (5.2.6)

D�après le Lemme 5.2.4 et (5.2.6), il existe un ensemble E3 � (0;+1) de mesure logarith-

mique �nie tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 E3 et jf(z)j =M(r; f); on a

�
�f (r)

r

�k
j1 + o(1)j � (jAk�1(z)j+ jAk�2(z)j+ � � �+ jA0(z)j)

�
�f (r)

r

�k�1
j1 + o(1)j : (5.2.7)

De (5.2.7) et �(1;2)(A0) = �, il est clair que �(1;2)(Aj) � �; j = 1; � � � ; k� 1: Alors, d�après la

dé�nition de l�ordre logarithmique et pour tout " > 0 et pour r su¢samment grand, on a

jAj(z)j �M(r; Aj) � expf(log r)
�+"g; j = 1; � � � ; k � 1: (5.2.8)

Ainsi, de (5.2.7) et (5.2.8), pour tout z véri�ant jzj = r =2 E3; et jf(z)j =M(r; f); on a

�
�f (r)

r

�k
j1 + o(1)j � k expf(log r)�+"g

�
�f (r)

r

�k�1
j1 + o(1)j ;

d�où

�f (r) j1 + o(1)j � kr expf(log r)
�+"g j1 + o(1)j : (5.2.9)
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D�après le Lemme 5.2.3, le Lemme 5.2.5 et (5.2.9), on a �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1: De (i) et

(ii), on obtient 1 � �(1;2)(A0) � �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1:

Lemme 5.2.12 ([11]) Soit �(r) une fonction continue, positive et croissante dé�nie pour r

dans (0;+1) avec �(1;2)(�) son ordre logarithmique. Alors pour tout sous-ensemble E6 de

[0;+1) ayant une mesure linéaire �nie, il existe une suite frng; rn 62 E6 telle que

�(1;2)(�) = lim
rn!+1

log �(rn)

log log rn
:

Lemme 5.2.13 ([26]) Soient f1; f2; � � � ; fk des solutions méromorphes linéairement indépen-

dantes de l�équation di¤érentielle (5.1.1) avec A0; A1; � � � ; Ak�1 des fonctions méromorphes.

Alors

m(r; Aj) = O

�
log

�
max
1�n�k

T (r; fn)

��
(j = 0; 1; � � � ; k � 1):

5.3 Preuve du Théorème 5.1.1

Supposons que f(z) 6� 0 est une solution de (5.1.1). Alors, d�après le Lemme 5.2.6, on a

�(2;2)(f) � �(1;2)(A0) � 1: D�autre part, d�après le Lemme 5.2.7, on a �(2;1)(f) = 0 et

�(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1: D�où, on obtient �(2;1)(f) = 0 et 1 � �(1;2)(A0) � �(2;2)(f) �

�(1;2)(A0)+1:Maintenant, nous avons juste besoin de prouver (i) 1 � �(1;2)(A0) � �(2;2)(f) �

�(1;2)(A0) + 1 et (ii) �(2;2)(f � ') = �(2;2)(f � ') = �(2;2)(f):

(i) De (5.1.1), on a

jA0(z)j �

����
f (k)

f

����+ jAk�1(z)j
����
f (k�1)

f

����+ � � �+ jA1(z)j
����
f 0

f

���� : (5.3.1)

Soit � = maxf�(1;2)(Aj) : j = 1; � � � ; k � 1g < �(1;2)(A0) � �(1;2)(A0) = � < 1: Alors pour

tout " donné (0 < 2" < �(1;2)(A0)� �) et pour r su¢samment grand, on a

M(r; A0) � expf(log r)
�(1;2)(A0)�"g (5.3.2)

et

M(r; Aj) � expf(log r)
�+"g; j = 1; � � � ; k � 1: (5.3.3)
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D�après le Lemme 5.2.8, il existe un ensemble E4 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie

et une constante B > 0 tels que pour tout z véri�ant jzj = r 62 [0; 1] [ E4; on a
����
f (j)(z)

f(z)

���� � B (T (2r; f))
j+1 ; j = 1; � � � ; k: (5.3.4)

En substituant (5.3.2)-(5.3.4) dans (5.3.1), pour le " ci-dessus; on obtient

expf(log r)�(1;2)(A0)�"g � Bk expf(log r)�+"g[T (2r; f)]k+1; (5.3.5)

pour tout z véri�ant jzj = r 62 [0; 1] [ E4; r ! 1 et jA0(z)j = M(r; A0): D�après le Lemme

5.2.3 et (5.3.5), on a �(2;2)(f) � �(1;2)(A0)� ": Comme " > 0 est arbitraire, alors

�(2;2)(f) � �(1;2)(A0) � 1: (5.3.6)

De (5.1.1), on obtient
����
f (k)(z)

f(z)

���� � jAk�1(z)j
����
f (k�1)(z)

f(z)

����+ � � �+ jA1(z)j
����
f 0(z)

f(z)

����+ jA0(z)j : (5.3.7)

D�après le Lemme 5.2.4, il existe un ensemble E3 � (0;+1) de mesure logarithmique �nie

tel que pour tout z véri�ant jzj = r =2 E3 et jf(z)j =M(r; f), on a

f (j)(z)

f(z)
=

�
�f (r)

z

�j
(1 + o(1)); (j = 1; � � � ; k): (5.3.8)

D�après le Lemme 5.2.9, il existe un ensemble E5 � (1;+1) de mesure logarithmique in�nie

tel que pour tout jzj = r 2 E5; on a

jA0(z)j �M(r; A0) � expf(log r)
�(1;2)(A0)+"g: (5.3.9)

Ainsi, de (5.3.3), (5.3.7)-(5.3.9), pour tout jzj = r 2 E5nE3; on obtient

�
�f (r)

r

�k
j1 + o(1)j � k expf(log r)�(1;2)(A0)+"g

�
�f (r)

r

�k�1
j1 + o(1)j ;

d�où

�f (r) j1 + o(1)j � kr expf(log r)
�(1;2)(A0)+"g j1 + o(1)j : (5.3.10)

Comme " > 0 est arbitraire, alors d�après le Lemme 5.2.3, le Lemme 5.2.5 et (5.3.10), on

obtient

�(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1: (5.3.11)
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De (5.3.6) et (5.3.11), on obtient

1 � �(1;2)(A0) � �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1:

(ii) Maintenant, on démontre que �(2;2)(f �') = �(2;2)(f �') = �(2;2)(f): Posons g = f �':

Comme �(2;2)(') < �(1;2)(A0) � �(1;2)(A0); alors on a �(2;2)(g) = �(2;2)(f); �(2;2)(g) = �(2;2)(f�

') et �(2;2)(g) = �(2;2)(f � '): En substituant f = g + ' dans (5.1.1), on obtient

g(k) + Ak�1(z)g
(k�1) + � � �+ A1(z)g

0 + A0(z)g

= �
�
'(k) + Ak�1(z)'

(k�1) + � � �+ A1(z)'
0 + A0(z)'

�
: (5.3.12)

Si G(z) = '(k) + Ak�1(z)'(k�1) + � � � + A1(z)'0 + A0(z)' � 0; alors de (i), on a �(2;2)(') �

�(2;2)(') � �(1;2)(A0); c�est une contradiction. D�oùG(z) 6� 0: CommeG(z) 6� 0 et �(2;2)(G) �

�(2;2)(') < �(1;2)(A0) � �(1;2)(A0) � �(2;2)(g); alors d�après le Lemme 5.2.10 et (5.3.12), on a

1 � �(1;2)(A0) � �(2;2)(g) = �(2;2)(g) = �(2;2)(g) = �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1:

Ainsi

1 � �(1;2)(A0) � �(2;2)(f � ') = �(2;2)(f � ') = �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1:

5.4 Preuve du Théorème 5.1.2

Supposons que f(z) 6� 0 est une solution de (5.1.1). Alors, d�après le Lemme 5.2.11, on a

1 � �(1;2)(A0) � �(2;2)(f) � �(1;2)(A0)+1:Maintenant, il ne reste qu�à prouver (i) �(1;2)(A0) �

�(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1 et (ii) ��(2;2)(f � ') = �(2;2)(f � ') = �(2;2)(f):

(i) De �(1;2)(A0) = �; pour tout " > 0 donné et pour r su¢samment grand, on obtient

m(r; A0) � (log r)
��" : (5.4.1)

De (5.2.4) et (5.4.1), pour le " ci-dessus et pour r su¢samment grand, on a

(1� �) (log r)��" � k2 log+ T (2r; f) +O(1): (5.4.2)

Comme " > 0 est arbitraire, alors de (5.4.2), on obtient

�(2;2)(f) � � = �(1;2)(A0):
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D�autre part, comme maxf�(1;2)(Aj) : j = 1; 2; � � � ; k � 1g � �(1;2)(A0) = �; alors pour tout

" > 0 donné et pour r su¢samment grand, on a

jAj(z)j � expf(log r)
�+"g; j = 1; 2; � � � ; k � 1: (5.4.3)

D�après le Lemme 5.2.9, il existe un ensemble E5 � (1;+1) de mesure logarithmique in�nie

tel que pour tout jzj = r 2 E5; on a

jA0(z)j � expf(log r)
�+"g: (5.4.4)

Ainsi, de (5.3.7), (5.3.8), (5.4.3) et (5.4.4), pour r su¢samment grand tel que jzj = r 2 E5nE3;

on obtient
�
�f (r)

r

�k
j1 + o(1)j � k expf(log r)�+"g

�
�f (r)

r

�k�1
j1 + o(1)j ;

d�où

�f (r) j1 + o(1)j � kr j1 + o(1)j expf(log r)
�+": (5.4.5)

Comme " > 0 est arbitraire, alors d�après le Lemme 5.2.3, le Lemme 5.2.5 et (5.4.5), on a

�(2;2)(f) � �+ 1 = �(1;2)(A0) + 1:

D�où, on obtient

�(1;2)(A0) � �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1:

(ii) Montrons que ��(2;2)(f �') = �(2;2)(f �') = �(2;2)(f): Soit g = f �': Comme �(2;2)(') <

�(1;2)(A0) � �(1;2)(A0); alors, on a �(2;2)(g) = �(2;2)(f); �(2;2)(g) = �(2;2)(f � ') et ��(2;2)(g) =

��(2;2)(f � '): En substituant f = g + ' dans (5.1.1), on obtient

g(k) + Ak�1(z)g
(k�1) + � � �+ A1(z)g

0 + A0(z)g

= �['(k) + Ak�1(z)'
(k�1) + � � �+ A1(z)'

0 + A0(z)']: (5.4.6)

Si G(z) = '(k) + Ak�1(z)'
(k�1) + � � � + A1(z)'

0 + A0(z)' � 0, alors d�après (i), on obtient

�(2;2)(') � �(2;2)(') � �(1;2)(A0); c�est une contradiction. D�où G(z) 6� 0: Comme G(z) 6� 0

et �(2;2)(G) < �(2;2)(g); alors d�après le Lemme 5.2.10 et (5.4.6), on a

1 � �(1;2)(A0) � ��(2;2)(g) = �(2;2)(g) = �(2;2)(g) = �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1:

D�où,

1 � �(1;2)(A0) � ��(2;2)(f � ') = �(2;2)(f � ') = �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1:
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5.5 Preuve du Théorème 5.1.3

Supposons que f(z) 6� 0 est une solution de (5.1.1). Tout d�abord, on montre que �(2;1)(f) = 0

et 1 � �(1;2)(A0) � �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1: D�après le Lemme 5.2.7, on a �(2;1)(f) = 0 et

�(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1: Maintenant, il ne reste qu�à prouver (i) �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) � 1;

�(1;2)(A0) � �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1 et (ii) ��(2;2)(f � ') = �(2;2)(f � ') = �(2;2)(f):

(i) On pose d = maxf�(1;2)(Aj) : �(1;2)(Aj) < �(1;2)(A0)g: Si �(1;2)(Aj) < �(1;2)(A0) �

�(1;2)(A0) ou �(1;2)(Aj) � �(1;2)(A0) < �(1;2)(A0); alors pour tout " donné (0 < 2" <

�(1;2)(A0)� d) et pour r su¢samment grand, on a

M(r; Aj) � expf(log r)
d+"g � expf(log r)�(1;2)(A0)�"g: (5.5.1)

Si �(1;2)(Aj) = �(1;2)(A0) = �(1;2)(A0); alors on a � (1;2)(Aj) � � 1 < � 2 = � (1;2)(A0); donc pour

r su¢samment grand, et pour tout " donné (0 < 2" < � 2 � � 1) on a

M(r; Aj) � expf(� 1 + ")(log r)
�(1;2)(A0)g; (5.5.2)

M(r; A0) � expf(� 2 � ")(log r)
�(1;2)(A0)g: (5.5.3)

De (5.5.1)-(5.5.3), (5.3.1) et (5.3.4), pour r su¢samment grand tel que jzj = r 62 [0; 1] [ E4

et pour le " ci-dessus; on obtient

expf(� 2 � ")(log r)
�(1;2)(A0)g � Bk[T (2r; f)]k+1 expf(� 1 + ")(log r)

�(1;2)(A0)g: (5.5.4)

D�après le Lemme 5.2.3 et (5.5.4), on obtient

1 � �(1;2)(A0) � �(2;2)(f):

Ainsi, �(2;1)(f) = 0 et

1 � �(1;2)(A0) � �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1:

Maintenant, nous revenons à prouver que �(1;2)(A0) � �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1: D�une part,

on pose b = maxf�(1;2)(Aj) : �(1;2)(Aj) < �(1;2)(A0)g: Si �(1;2)(Aj) < �(1;2)(A0); alors pour

tout " donné (0 < 2" < minf�(1;2)(A0)� b; � � � 1g) et pour r su¢samment grand, on a

M(r; Aj) � expf(log r)
b+"g � expf(log r)�(1;2)(A0)�"g: (5.5.5)
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Si �(1;2)(Aj) = �(1;2)(A0); � (1;2)(Aj) � � 1 < � = � (1;2)(A0); et pour r su¢samment grand, on

a

M(r; Aj) � expf(� 1 + ")(log r)
�(1;2)(A0)g; (5.5.6)

M(r; A0) � expf(� � ")(log r)
�(1;2)(A0)g: (5.5.7)

De (5.5.5)-(5.5.7), (5.3.1) et (5.3.4), pour r su¢samment grand tel que jzj = r 62 [0; 1] [ E4

et pour le " ci-dessus; on obtient

expf(� � ")(log r)�(1;2)(A0)g � Bk[T (2r; f)]k+1 expf(� 1 + ")(log r)
�(1;2)(A0)g: (5.5.8)

D�après le Lemme 5.2.3 et (5.5.8), on a

�(1;2)(A0) � �(2;2)(f):

D�autre part, d�après le Lemme 5.2.9, il existe un ensemble E5 � (1;+1) de mesure loga-

rithmique in�nie tel que pour tout jzj = r 2 E5; on a

jA0(z)j �M(r; A0) � expf(log r)
�(1;2)(A0)+"g: (5.5.9)

De (5.3.7), (5.3.8), (5.5.5), (5.5.6) et (5.5.9), pour r su¢samment grand tel que jzj = r 2

E5nE3; on a

�f (r) j1 + o(1)j � kr j1 + o(1)j expf(log r)
�(1;2)(A0)+"g: (5.5.10)

Comme "(0 < 2" < minf�(1;2)(A0)� b; � � � 1g) est arbitraire, alors d�après le Lemme 5.2.3,

le Lemme 5.2.5 et (5.5.10), on obtient

�(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1:

Ainsi,

�(1;2)(A0) � �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1:

(ii) On démontre que ��(2;2)(f � ') = �(2;2)(f � ') = �(2;2)(f): Soit g = f � ': Comme

�(2;2)(') < �(1;2)(A0) � �(1;2)(A0); alors, on a �(2;2)(g) = �(2;2)(f); �(2;2)(g) = �(2;2)(f � ') et

��(2;2)(g) = ��(2;2)(f � '): En substituant f = g + ' dans (5.1.1), on obtient

g(k) + Ak�1(z)g
(k�1) + � � �+ A1(z)g

0 + A0(z)g

= �['(k) + Ak�1(z)'
(k�1) + � � �+ A1(z)'

0 + A0(z)']: (5.5.11)
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Si G(z) = '(k) + Ak�1(z)'
(k�1) + � � � + A1(z)'

0 + A0(z)' � 0, alors d�après (i), on obtient

�(2;2)(') � �(2;2)(') � �(1;2)(A0); c�est une contradiction. Donc G(z) 6� 0: Comme G(z) 6� 0

et �(2;2)(G) < �(2;2)(g); alors d�après le Lemme 5.2.10 et (5.5.11), on a

1 � �(1;2)(A0) � ��(2;2)(g) = �(2;2)(g) = �(2;2)(g) = �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1:

D�où,

1 � �(1;2)(A0) � ��(2;2)(f � ') = �(2;2)(f � ') = �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) + 1:

5.6 Preuve du Théorème 5.1.4

Supposons que f(z) 6� 0 est une solution méromorphe de (5.1.1). De (5.1.1), on a

�A0(z) =
f (k)

f
+ Ak�1(z)

f (k�1)

f
+ � � �+ A1(z)

f 0

f
: (5.6.1)

D�après le Lemme 5.2.1 et (5.6.1), on a

m(r; A0) �
k�1X

j=1

m(r; Aj) +
kX

j=1

m(r;
f (j)

f
) +O(1)

�
k�1X

j=1

m(r; Aj) + k
2 log+ T (2r; f) +O(1): (5.6.2)

D�où, on obtient

T (r; A0) = N(r; A0) +m(r; A0)

� N(r; A0) +

k�1X

j=1

m(r; Aj) + k
2 log+ T (2r; f) +O(1): (5.6.3)

De �(1;2)( 1A0 ) < �(1;2)(A0) = �; pour tout " (0 < 2" < � � �(1;2)(
1
A0
)); on obtient

N(r; A0) � (log r)
�(1;2)(

1
A0
)+"
: (5.6.4)

Soit b = maxf�(1;2)(Aj) : j = 1; � � � ; k � 1g < �(1;2)(A0) = �: Alors pour tout " (0 < 2" <

� � b); on a

m(r; Aj) � T (r; Aj) � (log r)
b+" ; (j = 1; � � � ; k � 1): (5.6.5)
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Comme �(1;2)(A0) = � � 1; d�après le Lemme 5.2.12, pour tout sous-ensemble E6 de [0;+1)

de mesure linéaire �nie, il existe une suite frng, rn ! 1, telle que rn 62 E6 et pour tout "

(0 < 2" < � � b) on a

T (rn; A0) � (log rn)
��" : (5.6.6)

Ainsi, en substituant (5.6.4)-(5.6.6) dans (5.6.3), pour tout jzj = r 62 E6; on obtient

(log rn)
��" � (log rn)

�(1;2)(
1
A0
)+"
+ (k � 1) (log rn)

b+" + k2 log+ T (2rn; f) +O(1);

d�où

(1� o(1)) (log rn)
��" � k2 log+ T (2rn; f): (5.6.7)

Comme "(0 < 2" < minf� � b; � � �(1;2)( 1A0 )g) est arbitraire, alors de (5.6.7), on obtient

�(2;2)(f) � �(1;2)(A0) � 1:

5.7 Preuve du Théorème 5.1.5

Supposons que f(z) 6� 0 est une solution méromorphe de (5.1.1). D�après le Lemme 5.2.1 et

(5.6.1), on a

m(r; A0) �
k�1X

j=1

m(r; Aj) + k
2 log+ T (2r; f) +O(1): (5.7.1)

De �(1;2)( 1A0 ) < �(1;2)(A0); on a

N(r; A0) = o(T (r; A0)); r !1: (5.7.2)

Alors, de (5.7.2), on obtient

�(1;2)(A0) = lim
r!+1

logm(r; A0)

log log r
: (5.7.3)

De (5.7.3), pour r su¢samment grand, on a

m(r; A0) � (log r)
�(1;2)(A0)�": (5.7.4)

Posons c = maxf�(1;2)(Aj) : j 6= 0g < �(1;2)(A0): Alors pour r su¢samment grand et pour

tout " donné (0 < 2" < �(1;2)(A0)� c)

m(r; Aj) � (log r)
c+": (5.7.5)
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De (5.7.1), (5.7.4) et (5.7.5), on obtient

(log r)�(1;2)(A0)�" � (k � 1)(log r)c+" + k2 log+ T (2r; f) +O(1): (5.7.6)

De (5.7.6) and " (0 < 2" < �(1;2)(A0)� c); on obtient

�(2;2)(f) � �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) � 1:

5.8 Preuve du Théorème 5.1.6

Supposons que f(z) 6� 0 est une solution rationnelle de (5.1.1). Si f(z) est une fonction

rationnelle, qui a un pôle à z0 2 C de degré �(� 1); ou f(z) est un polynôme de degré

deg f � s alors f (s)(z) 6� 0: Posons b = max xf�(1;2)(Aj) : j 6= s et j = 0; 1; � � � ; k � 1g <

�(1;2)(As) = �: Alors, pour tout " (0 < 2" < � � b); on a

m(r; Aj) � T (r; Aj) � (log r)
b+" ; (j 2 f1; � � � ; k � 1gnfsg): (5.8.1)

Comme �(1;2)(As) = � > 1; d�après le Lemme 5.2.12, pour tout sous-ensemble E6 de [0;+1)

de mesure linéaire �nie, il existe une suite frng, rn !1, telle que pour tout " (0 < 2" < ��b)

et pour tout rn 62 E6, on a

T (rn; As) � (log rn)
��" : (5.8.2)

De �(1;2)( 1As ) < �(1;2)(As) = �; pour tout " (0 < 2" < � � �(1;2)(
1
As
)); on a

N(r; As) � (log r)
�(1;2)(

1
As
)+" : (5.8.3)

De (5.1.1), on obtient

� As(z) =
f

f (s)
[
f (k)

f
+ Ak�1(z)

f (k�1)

f
+ � � �+ As+1(z)

f (s+1)

f

+As�1(z)
f (s�1)

f
+ � � �+ A1(z)

f 0

f
+ A0(z)]: (5.8.4)

Notons que

m(r;
f

f (s)
) � m(r; f) +m(r;

1

f (s)
) � T (r; f) + T (r;

1

f (s)
)

= T (r; f) + T (r; f (s)) +O(1)

= O(log r) +O(1): (5.8.5)
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De (5.8.4) et (5.8.5), on obtient

m(r; As) � m(r;
f

f (s)
) +

X

j 6=s

m(r;
f (j)

f
) +

X

j 6=s

m(r; Aj) +O(1)

�
X

j 6=s

m(r; Aj) +O(log r) +O(1): (5.8.6)

De (5.8.6), on obtient

T (r; As) = N(r; As) +m(r; As)

� N(r; As) +
X

j 6=s

m(r; Aj) +O(log r) +O(1): (5.8.7)

Donc, en remplaçant (5.8.1)-(5.8.3) dans (5.8.7), pour tout rn 62 E6; on obtient

(log rn)
��" � (log rn)

�(1;2)(
1
As
)+" + k (log rn)

b+" +O (log rn) +O(1):

Comme b � 1; on obtient une contradiction. Par conséquent, si f(z) 6� 0 est une solution

méromorphe non transcendante de (5.1.1), alors elle doit être un polynôme de degré deg f �

s� 1 si s � 1:

Maintenant, nous supposons que f(z) est une solution méromorphe transcendante de (5.1.1).

Notons que

m(r;
f

f (s)
) � m(r; f) +m(r;

1

f (s)
) � T (r; f) + T (r;

1

f (s)
)

= T (r; f) + T (r; f (s)) +O(1) � T (r; f) + (s+ 1)T (r; f) + o(T (r; f)) +O(1)

= (s+ 2)T (r; f) + o(T (r; f)) +O(1): (5.8.8)

D�après le Lemme 5.2.1, (5.8.4) et (5.8.8), on obtient

m(r; As) � m(r;
f

f (s)
) +

X

j 6=s

m(r;
f (j)

f
) +

X

j 6=s

m(r; Aj) +O(1)

�
X

j 6=s

m(r; Aj) + k
2 log+ T (2r; f) + (s+ 2)T (r; f) + o(T (r; f)) +O(1):

D�où,

T (r; As) = N(r; As) +m(r; As)
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� N(r; As) +
X

j 6=s

m(r; Aj) + (s+ 2) (1 + o(1))T (r; f) +O(1): (5.8.9)

En substituant (5.8.1)-(5.8.3) dans (5.8.9), pour tout rn 62 E6; on a

(1� o(1)) (log rn)
��" � (s+ 2) (1 + o(1))T (rn; f); (5.8.10)

Comme "(0 < 2" < minf� � b; � � �(1;2)( 1As )g) est arbitraire, alors de (5.8.10), on obtient

�(1;2)(f) � �(1;2)(As) > 1:

Supposons que toutes les solutions de (5.1.1) sont méromorphes et que (5.1.1) admet une

base de solutions méromorphes ff1; f2; � � � ; fkg: D�après le Lemme 5.2.13, on obtient

m(r; As) = O

�
log

�
max
1�n�k

T (r; fn)

��
:

Si N(r; As) > m(r; As) pour tout r su¢samment grand, alors

T (r; As) = N(r; As) +m(r; As) � 2N(r; As);

d�où �(1;2)(As) � �(1;2)(
1
As
); ce qui contredit l�hypothèse �(1;2)( 1As ) < �(1;2)(As): Alors, pour

tout r su¢samment grand, on a

N(r; As) � m(r; As):

Ainsi, on obtient

T (r; As) = O

�
log

�
max
1�n�k

T (r; fn)

��
:

Cela veut dire qu�il existe une ff1; f2; � � � ; fkg; disons f1; véri�ant T (r; As) = O flog T (r; f1)g.

Par conséquent, on obtient

�(2;2)(f1) � �(1;2)(As) > 1:

5.9 Preuve du Théorème 5.1.7

Supposons que f(z) 6� 0 est une solution rationnelle de (5.1.1). Si f(z) est une fonction

rationnelle, qui a un pôle à z0 2 C de degré �(� 1); ou f(z) est un polynôme de degré

deg f � s alors f (s)(z) 6� 0: Posons b = maxf�(1;2)(Aj) : j 6= s et j = 0; 1; � � � ; k � 1g <



5.9 Preuve du Théorème 5.1.7 99

�(1;2)(As) � �(1;2)(As) = � < 1: Alors, pour tout " (0 < 2" < �(1;2)(As) � b) et pour tout r

su¢samment grand, on a

m(r; Aj) � T (r; Aj) � (log r)
b+" ; (j 2 f1; � � � ; k � 1gnfsg); (5.9.1)

T (r; As) � (log r)
�(1;2)(As)�": (5.9.2)

De �(1;2)( 1As ) < �(1;2)(As); on a

N(r; As) = o(T (r; As)); r ! +1: (5.9.3)

De (5.8.4) et (5.8.5), on obtient

m(r; As) � m(r;
f

f (s)
) +

X

j 6=s

m(r;
f (j)

f
) +

X

j 6=s

m(r; Aj) +O(1)

�
X

j 6=s

m(r; Aj) +O(log r) +O(1): (5.9.4)

De (5.9.4), on obtient

T (r; As) = N(r; As) +m(r; As)

� N(r; As) +
X

j 6=s

m(r; Aj) +O(log r) +O(1): (5.9.5)

De (5.9.3), on obtient de (5.9.5)

(1� o(1))T (r; As) �
X

j 6=s

m(r; Aj) +O(log r) +O(1): (5.9.6)

Donc, en remplaçant (5.9.1) et (5.9.3) dans (5.9.6), pour tout " (0 < 2" < �(1;2)(As) � b) et

pour r su¢samment grand, on obtient

(log r)�(1;2)(As)�" � k (log r)b+" +O (log r) +O(1):

Comme b � 1; on obtient une contradiction. Par conséquent, si f(z) 6� 0 est une solution

méromorphe non transcendante de (5.1.1), alors elle doit être un polynôme de degré deg f �

s� 1 si s � 1:
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Maintenant, nous supposons que f(z) est une solution méromorphe transcendante de

(5.1.1). D�après le Lemme 5.2.1, (5.8.4) et (5.8.8), on obtient

m(r; As) � m(r;
f

f (s)
) +

X

j 6=s

m(r;
f (j)

f
) +

X

j 6=s

m(r; Aj) +O(1)

�
X

j 6=s

m(r; Aj) + k
2 log+ T (2r; f) + (s+ 2)T (r; f) + o(T (r; f)) +O(1):

D�où,

T (r; As) = N(r; As) +m(r; As)

� N(r; As) +
X

j 6=s

m(r; Aj) + (s+ 2) (1 + o(1))T (r; f) +O(1):

De (5.9.3), on obtient

(1� o(1))T (r; As) �
X

j 6=s

m(r; Aj) + (s+ 2) (1 + o(1))T (r; f) +O(1): (5.9.7)

Alors, en substituant (5.9.1) et (5.9.2) dans (5.9.7), pour tout " (0 < 2" < �(1;2)(As)� b) et

pour r su¢samment grand, on obtient

(1� o(1)) (log r)�(1;2)(As)�" � (s+ 2) (1 + o(1))T (r; f): (5.9.8)

Comme " (0 < 2" < �(1;2)(As)� b) est arbitraire, alors de (5.9.8), on obtient

�(1;2)(f) � �(1;2)(f) � �(1;2)(As) > 1:

Supposons que toutes les solutions de (5.1.1) sont méromorphes et que (5.1.1) admet une

base de solutions méromorphes ff1; f2; � � � ; fkg: D�après le Lemme 5.2.13, on obtient

m(r; As) = O

�
log

�
max
1�n�k

T (r; fn)

��
:

De (5.9.3), pour tout r su¢samment grand, on obtient

T (r; As) = N(r; As) +m(r; As) = o(T (r; As)) +m(r; As):

D�où, pour tout r su¢samment grand, on a

(1� o(1))T (r; As) = m(r; As):
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Ainsi, on obtient

T (r; As) = O

�
log

�
max
1�n�k

T (r; fn)

��
:

Cela veut dire qu�il existe une solution de ff1; f2; � � � ; fkg; disons f1; véri�ant T (r; As) =

O flog T (r; f1)g. Par conséquent, on obtient

�(2;2)(f1) � �(1;2)(f1) � �(1;2)(As) > 1:

5.10 Preuve du Théorème 5.1.8

D�après le Théorème 5.1.4, on a �(2;2)(f) � �(1;2)(A0) � 1: Soit g(z) = f(z)� z. Clairement,

on a ��(2;2)(f � z) = ��(2;2)(g) et �(2;2)(f) = �(2;2)(g). L�équation (5.1.1) devient

g(k) + Ak�1(z)g
(k�1) + � � �+ A1(z)g

0 + A0(z)g = �(A1(z) + zA0(z)):

Si �(1;2)(A0) > 1; alors �(1;2)(A1(z) + zA0(z)) = �(1;2)(A0) > 1 et donc A1(z) + zA0(z) 6� 0:

Alors, d�après le Lemme 5.2.10, on a ��(2;2)(g) = �(2;2)(g): Ainsi, on obtient ��(2;2)(f � z) =

�(2;2)(f) � �(1;2)(A0) > 1:

5.11 Preuve du Théorème 5.1.9

D�après le Théorème 5.1.6, on a �(1;2)(f) � �(1;2)(As) > 1: Supposons que f est une solution

méromorphe transcendante de (5.1.1) avec �(1;2)(f) > �(1;2)(As) > 1: Soit g(z) = f(z) � z.

Alors, on a �(1;2)(f) = �(1;2)(g): De l�équation (5.1.1) on obtient

g(k) + Ak�1(z)g
(k�1) + � � �+ A1(z)g

0 + A0(z)g = �(A1(z) + zA0(z)):

Comme �(1;2)(f) > �(1;2)(As) > 1; alors

maxf�(1;2)(Aj) ( j = 0; 1; � � � ; k � 1); �(1;2)(�A1 � zA0)g � �(1;2)(As) < �(1;2)(f):

Supposons que A1(z)+zA0(z) 6� 0: Alors, d�après le Lemme 5.2.10, on a ��(1;2)(g) = �(1;2)(g) et

donc ��(1;2)(f�z) = �(1;2)(f): Encore par le Théorème 5.1.6, il existe au moins une solution f1

véri�ant �(2;2)(f1) � �(1;2)(As) > 1 et donc d�après le Lemme 5.2.10, on obtient ��(2;2)(f1�z) =

�(2;2)(f1) � �(1;2)(As) > 1:
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