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INTRODUCTION

Les origines de la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes re-
montent aux théorémes classiques de Sokhotskii-Casorati (1868), Weierstrass (1876) et Picard
(1879). Ce dernier a établi le fameux résultat "une fonction entiére transcendante prend tout
nombre complexe comme valeur, sauf peut-étre un", puis Hadamard (1893), Borel (1897) et
Blumenthal (1910) ont essayé d’entrainer une description quantitative et étendre le résultat
de Picard aux fonctions méromorphes. C’était R. Nevanlinna, qui a obtenu une telle tentative
en (1925) en établissant la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes
qui a été salué par H. Weyl (1943) comme «I’un des rares grands événements mathématiques
de notre siécle».

Depuis une trentaine d’années, cette théorie est devenue un outil indispensable dans
I’étude des propriétés des solutions des équations différentielles complexes, en particulier la
croissance et 'oscillation des solutions. Plusieurs groupes actifs de mathématiciens dans des
pays différents ont joué un role remarquable dans ce domaine tels que : S. Bank [1], I. Laine
[45], Z. X. Chen [14-19], G. G. Gundersen [27, 28] et B. Belaidi [3-7]. Des résultats importants
ont été établis.

Cette these est composée d’une introduction et de cing chapitres.

Le premier chapitre est un ensemble de définitions, des résultats et quelques notions
préliminaires de la théorie de R. Nevanlinna dont on aura besoin dans les chapitres suivants.

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse a I’étude de la croissance des solutions des
équations différentielles linéaires non homogénes d’ordre supérieur a coefficients fonctions
entiéres dont le coefficient dominant admet un ordre inférieur < % Nous améliorons quelques
résultats de L. Wang et H. Liu [55], et nous obtenons I’estimation de I’hyper ordre et ’hyper
exposant de convergence des zéros et des zéros distincts des ces solutions.

Dans le troisiéme chapitre, on étudie la croissance des solutions des équations différen-

tielles linéaires

Ae(2) P + A a () FEV o+ A(2) 4+ Aol2) f =0, (1)



et

Ap(2) [P + A (2) fE D 4+ A(2) 1+ Ao(2) f = F(2), (2)
avec A;(z) (j =0,1,--- ,k) et F'(z) des fonctions entieres d’ordre p-itératif fini et le coefficient
dominant A4(z) (s € {0,1,---,k}) est une série Lacunaire, nous améliorons les résultats de

J. Tu, H. Y. Xu, H. M. Liu et Y. Liu [52], S. Z. Wu et X. M. Zheng [56].

Dans le quatriéme chapitre, on s’intéresse a 1’étude de la croissance des solutions des
équations (1) et (2) et on généralise les résultats du chapitre précédent a l'ordre (p,q) des
solutions. On essaye d’améliorer les résultats de L. M. Li et T. B. Cao [46], W. P. Huang, J.
L. Zhou, J. Tu et J. H. Ning [37], J. Tu, H. Y. Xu, H. M. Liu et Y. Liu [52], M. L. Zhan et
X. M. Zheng [61], S. Z. Wu et X. M. Zheng [56], et nous obtenons des estimations précises de
l'ordre (p+ 1, q) des solutions ainsi ’exposant de convergence des zéros et des zéros distincts.

Dans le cinquiéme chapitre, on étudie la croissance des solutions de 1’équation différen-
tielle linéaire

FO+ A () fE Y 4 A (2) f + Ao(2) f =0, (3)

ot Aj(z) (j =0,1,--- ,k — 1) sont des fonctions entiéres et méromorphes. On obtient des
résultats lorsque les coefficients sont d’ordre zéro, en utilisant les travaux de Chern [20] sur
I’ordre logarithmique et on améliore les résultats de W. P. Huang, J. L. Zhou, J. Tu et J. H.
Ning [37] et T. B. Cao, K. Liu et J. Wang [11] en utilisant la notion de I’ordre logarithmique

inférieur. On étudie aussi les points fixes des solutions de I’équation (3).




Chapitre 1

Eléments de la théorie de R. Nevanlinna

On va citer quelques définitions, notations et résultats dont on aura besoin par la suite, (voir

W. K. Hayman [30] et I. Laine [45]).

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Théoréme 1.1.1 (Formule de Jensen) ([30, 45]) Soit f une fonction méromorphe telle
que f(0) # 0,00 et ay,ay, - (respectivement by, by, - ) ses zéros (respectivement ses poles),

chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

2
”
log |f(0)] = o /log }fre |d<p+21og|]| Zlogm.
0 lbjl<r |aj|<r

Preuve. On démontre le théoréme dans le cas ol f ne posséde ni zéros ni poles sur le cercle

|z| = r. Considérons la fonction

o) =16 TT 2=/ 11 & Y

laj|<r s) [bjl<r

Alors g # 0,00 dans le disque |z| < r et log |g(z)| est une fonction harmonique. D’apres la

formule de la moyenne d’une fonction harmonique, on a
2
log |g(0)| = % /log ‘g(rew)‘ de. (1.1.1)
0
D’autre part,

9 = 1O) T] +

|ajl<r

H

Jay]



1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

d’ou

T T
log [9(0)| =log |f(0)| + ) log — — ) log .
el el

Pour z = re’, on a

r?—az | | r?—are? |
r(z —a;) r(re’ — a;) N

et o o
r2—bjz| |r*—bre¥|
r(z —bj) | r(rei — b;)

D’ou |g(re?)| = | f(re*)|. De (1.1.1) et (1.1.2), on obtient la formule de Jensen.

Définition 1.1.1 ([30, 45]) Pour tout réel = > 0, on définit

log z, siz>1,

og’ « = max(log,0) {o, si 0< z< 1.
Lemme 1.1.1 ([30, 45]) On a les inégalités suivantes

(a) logz < log™ .
(b)log"z <logTy (si0<x<y).
(c) logz =log" z — log™ %

(d) logz| =log" x +log* 1.

(

e) log+(H x;) < zjllog+ T;.
i=1 =

(f) log™ (3" ;) < logn + Z:llog+ ;.

=1

Preuve. Montrons (c)-(f).

(c) On a
+ + 1 1
logmx —log" = = max{logz,0} — max{log—,0}
T x
1
= max{logz,0} + min{—log —,0}
T
= loguz.
(d) On a
- w1 1
log"z +log™ — = max{logz,0} + max{log —,0}
T x

= max{logz,0} + max{—logz,0}
= max{logz,0} — min{logz,0}

= |logz]|.

(1.1.2)
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n n
(e) Si [] =; <1, alors 'inégalité est triviale. Supposons que [] x; > 1. Alors
i=1 =1

log+(H T;) = log(H ;)
i1 i1
= z”: log x;
i=1

< ZlogJr x;; d’aprés (a).
i=1
(f) On a d’apres (b) et (e)
+ . + .
log"(Y_w:) < log™(n max z;)

1<i<
i=1

< A :

< logn + log (lngfgl ;)

< logn + ZlogJr ;.
=1

Définition 1.1.2 (Fonction a-points) ([30, 45]) Soit f une fonction méromorphe. Pour tout
nombre complexe a, on désigne par n(t,a, f) le nombre de racines de I'équation f(z) = a
situées dans le disque |z| < t. Chaque racine étant comptée un nombre de fois égal a son
ordre de multiplicité et par n(t, oo, f) le nombre de poles de la fonction f dans le disque

|z| <t. Posons

T

N(r,a, f) = / n(t,a, f) —n(0,q, f)dt+n(0,a,f) logr, a # oo

t
0

et

T

Niroo. f) = NG f) = [

0

n(t, 0o, f) —n(0, 00, f)
t

dt +n(0, 00, f) logr.

N(r,a, f) est appelée fonction a—points de la fonction f dans le disque |z| < 7.

Lemme 1.1.2 ([30, 45]) Soit f une fonction méromorphe avec a—points ay,as, -+ ,a, dans
le disque |z| <1 tel que 0 < |a1| < |ag| < -+ < lan| <7, chacun étant compté avec son ordre

de multiplicité. Alors

T T

[ [ree ISRl S e

0 t 0 t 0<]a;|<r |aj|




1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna 4

Preuve. Posons |a;| =7; (1 =1 n). Alors
r & r T &
Z logw = Zlog;izlogm:nlogr—z:logm
0<\a]'|<7“ =1 =1
n—1

= Z i(logriy1 —logr;) + n(logr —logr,)
- Z / % n

_ / (t:f)

0

Proposition 1.1.1 ([30, 45]) Soit f une fonction méromorphe avec le développement de

Laurent a l'origine
[ee]

f(z):Zcz ‘em#0, mEZ.

=m

Alors

27
g lenl = o [ log|lre”)| d8 + N ) = N (. 3).

0
Preuve. Définissons la fonction h par

Il est clair que m = n(0,0, f)—n(0, 00, f) et h(0) # 0, c0. En effet, si m > 0, alors n(0, oo, f) =
0 et m =n(0,0, f); si m < 0, alors n(0, 00, f) = —m et n(0,0, f) = 0; et finalement si m = 0,
alors n(0,0, f) = n(0, 00, f) = 0. Donc les fonctions h et f ont les mémes poles et les mémes

zéros dans 0 < |z| < r. La formule de Jensen et le Lemme 1.1.2 impliquent

- ) lo 8T

laj|<r

2

1
log e = log|h(0)| = %/log‘f(re m‘d<p+ Z log

_ _/1og\fre )| de — (n(0,0, f) = n(0, 00, f)) log 7

n(t, 00, f) — n(0, 00, f) / n(t,0, f) — n(0,0, f)
+/ ; dt—/ dt

t
0 0

= %/log‘f(rew)}dsﬁ-i-]v(r’f)_N(T’_)'
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Définition 1.1.3 (Fonction de proximité) ([30, 45]) Soit f une fonction méromorphe non

constante et ¢ un nombre complexe. Alors, on définit la fonction de proximité de la fonction

f par
27
(oo f) = mlr, ) = o [log" b a7
m(r,a, —m'r,f_a =5 og Foe®) —a . aF# 0o
0
et )
1 .
m(r, 00, f) =m(r, f *% logﬂf(rew)‘dﬁ.

0

Définition 1.1.4 (Fonction caractéristique) ([30, 45]) On définit la fonction caractéris-

tique de R. Nevanlinna de la fonction f par

T(r 00, f) = T(r, f) = m(r, f) + N(r, f).

—Zz

Exemple 1.1.1 Pour la fonction f(z) = e %, nous avons n(t, f) = 0 car f n’admet pas des

poles, par conséquent

N(r, f)=0.
De plus
m(r, f) = i/Trlong|e_“°s‘9‘al9
’ 2
1 + | ,—rcosf
= — [ log |e }dé’
i
0
! /F( 0)do
= — [ (—rcos
T
= —
Donc
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1.2 Premier théoréme fondamental de R. Nevanlinna

Théoréme 1.2.1 ([30, 45]) Soit f une fonction méromorphe et a € C avec le développement
de Laurent de f(z) — a a Uorigine

o0

f(z)—a:Zcizi, cm#0, meZ, acC.

=m

Alors

~—

- T(Ta f) - IOg |Cm| + 80(7"7 a’)7

ou

lp(r,a)| <log™ |a| + log 2.

Preuve. Si a = 0, alors d’apres le Lemme 1.1.1 (c) et la Proposition 1.1.1, on a

27 27
1 - 1 1 1
= — [log* |f(re)|dp — —— [ log* ————dp+ N(r, f) = N(r,
log |en| 2W/ og" |f(re'?)| dp 2W/ 8" ey et N f) = N )
0

0

et

log [e] = m(r, f) — mr, }) LN f) - N(r, %x
donc

m(r, }) N, §> — m(r, f) + N(r, f) — log ]
D’ou

1
T(r, ?) =T(r, f) — log|cy| ot ¢(r,0) = 0. (1.2.1)
Montrons le cas général a # 0. Posons h = f — a. Alors

1

m)v N(T,h):N(T,f)

et

De plus
log™ |h| =log" |f —a| < log™ |f| +log™ |a| + log™ 2,

logt |f| =log" |f —a+a| =log" |h+ a| <log™ |h| +log™ |a| + log™ 2.
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En intégrant ces deux inégalités, on trouve que
m(r,h) < m(r, f) +log" |a| +log™ 2,

m(r, f) < m(r,h) + log™ la| + log™ 2.

Posons
@(T’ CL) = m(h h) - m(r, f)

Alors
|p(r,a)] <log™|a| +log™ 2.

En appliquant (1.2.1) pour h, on aura

= m(r,h) + N(r, h) — log |cp|
= m(r, f) + N(r, ) + ¢(r,a) = log ey

— T(r, )+ ¢(r,a) —log|eal.

Remarque 1.1.1 Le premier théoréme fondamental peut étre formulé comme suit

I(r, ) =T(r, f) +O(1),

f—a

pour tout nombre complexe a # oo.

Proposition 1.2.1 ([30, 45]) Soient f, fi, fa, - , fa des fonctions méromorphes et a, b, c,d €
C telles que ad — be # 0. Alors
1) T(r, Hfz) < ZT(T fi), (n = 1).
2) T(r, f”) —nT(r f), (neN).
3) T'(r, Zf) < ZT( fi) +logn.
4) T(r ,%) T( ) +0); f£ -4

Preuve. 1) On a
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et

n

N(r, Hm < ZW, ),
donc . .

T [ =m I+ NG T < 2 omle )+ D_NG ) < 3T fo).
2) On a |[f"| = |f|" < 1 équivaut a |f| < 1. Si |f| < 1, alors m(r, f*) = 0 et N(r, f") =
nN(r, f). Donc
T(r, f") = N(r, f") = nN(r, f) = n(N(r, ) + m(r, f)) = nT(r, f).
Si |f| > 1, alors
T(r, f") = m(r, f*)+ N(r, f")
= nm(r, f) +nN(r, f)
= nT(r, f).

3) On a
T(r,Y fi) < N(rY_ fi)+m(r ) f)
] =1 =1
S ZN(Ta fz) + Zm(r, fl) + logn

= > T(r, f;) +logn.
i=1
4) Si ¢ =0, alors
b b
7,0 = 1 Ar )
= T(r,2f)+0()
= T(r, f)+0(Q).

Si ¢ # 0, alors on écrit

af+b  a(f+?%) af+2+°2-14
cf+d — e(f+% ¢ f+d
_ g[1+bc—ad 1
c ac f+%l
a bc—ad 1
- oc 2 4

Cc
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D’ou
af +0b a bc—ad 1
b SRy o0 Tt
(TJ Cf+d) (TJ + C2 f—f—%)
bc —ad 1
= T(r, Ea g)~|—O(1)
1
= T(r, +0(1
(r )+ O

Exemple 1.2.1 Soit g(z) = 2+2. Alors

27 + 3
T(T‘, 9) = T(T75eZ—+7

= T(r,e’)+0(1)

= —+o().

Théoréme 1.2.2 [45, 59| Soit R(u) une fonction rationnelle de degré d et f(z) une fonction

méromorphe. Alors
T(r,R(f)) = dI'(r, f(z)) + O(1).

Exemple 1.2.2 Soit f(z) = cos? z. Alors

T(r,f) = T(r,cosz)
= 2T(r,cosz)

= 2[2T(r,e") + O(1)]

2r
= o=
T

4r
= — 1).
—+0(1)

+0(1)]

Lemme 1.2.1 (La dérivée logarithmique) ([30, 60]) Soit f une fonction méromorphe

transcendante. Alors

!
rnL
S
ouS(r, f) = O(logT(r, f)+logr) aextérieur d'un ensemble E C (0, +00) de mesure linéaire

) =S(r, f) = o(T(r, f)),

m(

finie.
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1.3 La croissance et la distribution des valeurs d’une
fonction entiére ou méromorphe

1.3.1 L’ordre de croissance et ’hyper-ordre d’une fonction

Définition 1.3.1 ([30, 45, 60]) Soit f est une fonction méromorphe. L’ordre de croissance et

I’hyper-ordre de f sont définis respectivement par

_ ——logT'(r, f)
O-(f) o TETOO logT

—loglog T'(r, f
UQ(f) :TE?OO logT( )

ou T(r, f) est la fonction caractéristique de f. Si f une fonction entiére, alors 'ordre de
croissance et ’hyper-ordre de f sont définis respectivement par

loglog M (r, f)

o(f)= lim

r—-+00 log T ’
—logloglog M (r, f
o2(f) = TEI—POO logr ( )’

ou M(r, f) = I‘ngXIf(Z)I :
Exemple 1.3.1 La fonction f(z) = e2*’est d’ordre o(f) = 2 et d’hyper-ordre o5(f) = 0.

Exemple 1.3.2 La fonction ¢g(z) = exp(exp z) est d’ordre o(g) = oo et d’hyper-ordre o5(g) =
1.

Définition 1.3.2 ([30, 60]) Soit f une fonction méromorphe. L’ordre inférieur et I’hyper-ordre

inférieur de f sont définis respectivement par

r—to0 logr

loglog T
p— log r

Y

Si f est une fonction entiére , alors ’ordre inférieur et ’hyper-ordre inférieur de f sont définis

respectivement par
log log M (r, f)

=1
) r—lj-noo log r
. logloglog M(r, f
r—-4o00 ogr

Exemple 1.3.3 Soit f(z) = <. Alors u(f) =1 et py(f) = 0.
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1.3.2 L’ordre p-itératif, ’ordre p-itératif inférieur et le type p-
itératif d’une fonction

Si 'hyper-ordre d’une fonction entiére ou méromorphe est infini, on définit 'ordre p-itératif

de cette fonction.

Définition 1.3.3 ([43, 45]) Soit f une fonction méromorphe. L’ordre p-itératif de f est défini

par

—log, T'(r, f)
op(f) = TEEIOOZL)T'

Si f est une fonction entiére, alors 'ordre p-itératif de f est défini par

—log, ., M(r, f)

Définition 1.3.4 ([35]) L’ordre p-itératif inférieur d’une fonction entiére f est défini par

log T 1 M
[ (f) — lim ng (Ta f) — lim ngJrl (Ta f) .
P >t logr Tt log r

Définition 1.3.5 ([3, 12]) Soit f une fonction entiere. Alors le type p-itératif de f, avec

0 < o,(f) < o0, est défini par

—log, M(r, f)
Tp(f) - hm I;Up(f)

r—-+00

1.3.3 L’ordre (p,q), 'ordre (p,q) inférieur et le type (p,q) d’une
fonction

Si l'ordre p-itératif d’une fonction entiére ou méromorphe est infini, on définit ordre (p, ¢) de
cette fonction. Pour cela, on définit pour r € [0, +00), exp, r = €” et exp,,, r = exp(exp, 1),
p € N. Pour tout r suffisamment grand, on définit log, r = logr et log,,, 7 = log(log, ),

p € N. On note aussi exp,r =1 = log,r, log_; r = exp, r et exp_; r = log; r.

Définition 1.3.6 ([41, 42, 47]) L’ordre (p, q) d’une fonction méromorphe f est définit par

Opg(f) = lim —long(r, f>

r—+oo logq r

Si f est une fonction entiére, alors

o )(f): im longrlM(T?f).

r—-+00 log, r
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Remarque 1.3.1 (i) 0,1)(f) := 0,(f) est I'ordre p-itératif de f. En particulier, o(11)(f) =
o(f) et o@21)(f) = 02(f) sont I'ordre et I'hyper-ordre de f, respectivement.

(i) o1,2)(f) = 010g(f) est l'ordre logarithmique de f, (voir [20]).

(iii) Il est évident que l'ordre logarithmique de n’importe quelle fonction rationnelle non-
constante f est égal a 1, et ainsi, toute fonction méromorphe transcendante dans le plan
admet un ordre logarithmique supérieur a 1. Cependant, une fonction d’ordre logarithmique
égal 4 1 n’est pas nécessairement une fonction rationnelle. De plus, toute fonction méromorphe
d’ordre logarithmique fini dans le plan admet un ordre nul.

Exemple 1.3.4 Soit f(z) = exp(exp z). Alors, on a

M(r, f)=e€°.
D’ou
logs M log log log e¢"
sen(f) = Tm Ogglo_w — T BOEEC
r—-+00 gr r—+00 ogr

Définition 1.3.7 ([36]) L’ordre (p, q) inférieur d’une fonction méromorphe f est définit par

. log,T(r, f)
Hipg) (f) = %W

Si f est une fonction entiere, alors

. logp—i—l M(T’ f)
Hooll) = lim =

Remarque 1.3.2 p; 5)(f) = fy0(f) est Pordre logarithmique inférieur de f.

Définition 1.3.8 ([41, 42]) Le type (p, ¢) d’une fonction méromorphe f avec 0 < o, 4)(f) <
+00 est défini par

log -1 T(n f)
= 1. P *
T(p.g)(f) o (log,_, )7 (/)

Si f est une fonction entiere, alors

—— log, M(r, f)
T (p.q) (f) - TEE_HOO (logq,l T)U(p,q)(f)

Définition 1.3.9 ([36]) Le type (p,q) inférieur d’une fonction méromorphe f avec 0 <
[i(pq) (f) < +00 dans le plan est défini par

. log, 1 T'(r, f)
I(p.q)(f) = him £ -
r——+oo (logqil r)“(p,q)
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Si f est une fonction entiere, alors

. log, M(r, f)
Tpo(f) = lim ——=—
e (logqil r) (p.9)

Remarque 1.3.3 7(11)(f) = 7(f) est le type de f, 7(,1)(f) = 7(f) est le type inférieur de
[y Ta2)(f) = Tg(f) est le type logarithmique de f et 7(;5(f) est le type logarithmique

inférieur de f.

Définition 1.3.10 ([43]) L’indice de croissance de 'ordre i(f) d’une fonction méromorphe

f est défini par

0, si f rationnelle,
i(f) =< min{j € N:o;(f) < +oo},si f transcendante et o;(f) < +oo pour j € N
+00, si o1y (f) = +oo, pour tout j € N.

1.3.4 L’exposant de convergence, I’exposant de convergence p-itératif
et le (p, q)-exposant de convergence des zéros d’une fonction

Définition 1.3.11 ([43, 45]) L’exposant et I’hyper exposant de convergence des zéros d’une
fonction méromorphe f sont définis respectivement par
log N(r, $)

loglog N (r, 1)
AS) = Tim ——— 0 \(f) = Tim ———
(f) r— 150 logr =7 (7) r 450 log r

L’exposant et I’hyper exposant de convergence des zéros distincts d’une fonction méromorphe
f sont définis respectivement par

_ logN(r, 1) _ __ loglog N(r, )

Af) = Iim ———L5 X(f) = lim ————— =

r—+00 IOg r r—-+o00 log r

1

7 est aussi dit exposant

Remarque 1.3.4 L’exposant de convergence des zéros de la fonction
de convergence des poles de la fonction f.

Exemple 1.3.5 L’exposant de convergence de la fonction f(z) =e* — 1 est égal a 1.
Définition 1.3.12 ([43]) L’exposant de convergence p-itératif des zéros d’une fonction f est

défini par

___log N(r, %)
)\p(f) = rEE-nooplTrf'

L’exposant de convergence p-itératif des zéros distincts d’une fonction f est défini par

Xp(f) — lim M.

r—+oo  logr
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Définition 1.3.13 ([43]) Le degré de finitude de l’exposant de convergence p-itératif des

zéros d’une fonction méromorphe f est défini par

0, si n(r ,%) = O(logr),
ix(f) = ¢ min{j € N: )\;(f) < +oo}, si A\;(f) < 400 pour j € N,
+00, si A\j(f) = +oo, pour tout j € N.

Remarque 1.3.5 De méme, on peut définir le degré de finitude i5(f) de A, (f).

Définition 1.3.14 ([47]) Le (p, ¢)-exposant de convergence des zéros (resp. des zéros dis-

tincts) d’une fonction méromorphe f sont définis respectivement par

log, N(r, })

A = Tim ———I°

(p-9) (f) T_{Ernoo logq P

. N )
_ __log, N(r, %

)\(p_q)(f) = lim p—f'

r—+oo  log, 7
Remarque 1.3.6 A\12)(f) := Aiog(f) est 'exposant logarithmique de convergence des zéros
de f, (voir [20]) et A1.2)(f) = Mog(f) est exposant logarithmique de convergence des zéros
distincts de f.

1.3.5 La mesure linéaire, la mesure logarithmique et la densité des
ensembles

Définition 1.3.15 ([18, 19]) La mesure linéaire d’un ensemble £ C [0, 4+00) est définie par

m(E) = / xa(t)it,

ou xp(t) est la fonction caractéristique de ’ensemble E et la mesure logarithmique d'un

ensemble F' C [1,400) est définie par

Exemple 1.3.6 La mesure linéaire de 'ensemble F = [1,2] C [0, +00) est

“+oo

m(E) = /XE(t)dt/thl.

0
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La mesure logarithmique de 1’ensemble F' = [e, e?] C [1, +00) est

e

)= [y [y

e

Définition 1.3.16 ([18, 19]) La densité inférieure et la densité supérieure d’un sous ensemble

H C [0,400) sont définies respectivement par

r

f Xp(t)dt
HnN|0
densH = lim &——— = lim M,
r——+00 T r——+00 T
f Xp(t)dt
HnN|0
densH = TIim &—— = Tim m(—[,r])
r—-+00 T r—-+00 T
Exemple 1.3.7 La densité inférieure et la densité supérieure de l'ensemble F = [1,2] C

0, +00) sont

densE = densE = 0.

Définition 1.3.17 ([18, 19]) La densité logarithmique inférieure et la densité logarithmique

supérieure d'un sous ensemble H C [0, +00) sont définies respectivement par

HnNl

logdensH = lim M,
— —— log r
HnN|1

logdensH = lim M
r—-+00 logr

1.4 Eléments de la théorie de Wiman-Valiron

+o00
Définition 1.4.1 (L’indice central) ([45]) Soit f(z) = > a,2" une fonction entiére. Pour

n=0

+o0
tout > 0 la série ) |a,|r™ est convergente. D’ou lim |a,|7™ = 0 et le terme maximal

n—-+o0o

n=0
p(r) = max{|a,| r"; n € N} est bien défini. On définit 'indice central de la fonction f par
ve(r) = max{m : u(r) = |an|r"}.

Proposition 1.4.1 ([45]) Soit f une fonction entiére d’ordre o(f). Alors

1 loglog M
o(f) = Tm ogrs(r) _ ———loglog M(r, f)
r—+oo  logr r—+00 logr
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Proposition 1.4.2 ([18]) Soit f une fonction entiére d’ordre infini et d’hyper-ordre oo( f).
Alors

log1 log log log M
oz(f) = lim 08 08 V) V(1) — Tim 22606 (r.f)
r—-—400 log r r—-+00 log r

Y

ot M(r, f) = max |f(2)].

|z|=r

Exemple 1.4.1 Soit P(z) = a,2"+- - +ag, a, # 0. Alors u(r) = max{|a;|r7; j =0, -+ ,n} =

la,| ™, r assez grand, et par conséquent

vp(r) = max{m : |a,|r"™ = |a,| "} = n.

1.5 Théoréme de factorisation de Hadamard

Définition 1.5.1 (Produits canonique) ([45, 60]) Soit f une fonction méromorphe trans-
cendante et soient zi, 29, - -+ ses zéros avec 0 < |z1| < |z2| < --- . Soit p Pentier minimal tel

que la série
o0

>
— |Zn|p+1 )
converge. On appelle
E(u,0) =1—u,

E(u,p) = (1 - u)e“+§+"'+%, p=1,2,---
des facteurs principaux. Le produit infini
= z
P(z) = EE(Z_n’p)’
converge uniformément dans chaque domaine fini dans C et par suite P(z) est entier et
s’appelle le produit canonique de f formé a partir des zéros de f . L’entier p est appelé le
genre du produit canonique.

Théoréme 1.5.1 ([60]) Soit f une fonction méromorphe d’ordre fini o(f) telle que

f(z) = crt + Ck+12k+1 +--, (e #£0),
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au voisinage de z = 0 et soient {ay,as--- .} et {by1,ba--- .} les zéros et les poles de [ dans

C \{0}, respectivement. Alors
(2) P1<Z>
Py(z)’

avec Pi(z) et Py(z) sont des produits canonique de [ formés a partir des zéros et des poles

f(z) = 2Fev

non-nuls de [ et Q(z) est un polynome de degré < o(f).



Chapitre 2

Estimation de I’hyper-ordre des solutions méromorphes des

équations différentielles complexes d’ordre supérieur

2.1 Introduction et résultats

Plusieurs auteurs ont étudié la croissance des solutions de I'équation différentielle linéaire

d’ordre supérieur
FE 4 i (2) 5D 4 Ay(2) f + Ao(2) f = F(2), (2.1.1)

ou Aij(z) (j = 0,1,--- k= 1), F(2)(# 0) sont des fonctions enti¢res (ou fonctions méro-
morphes) et ils ont obtenu des résultats intéressants, (voir par exemple [6], [7], [12], [34], [45],
[54], [55], [62]). Dans [55], Wang, Liu ont étudié les propriétés des solutions de 1’équation
(2.1.1) quand il existe un coefficient A,(z) (0 < s < k — 1) vérifiant la condition u(A,) < %

et ils ont obtenu le résultat suivant.

Théoréme A ([55]) Supposons que Ag(z), -+, Ap_1(2), F(2) sont des fonctions méromorphes
d’ordre fini. S’il existe s € {0,1,--- ,k} tel que

9

DN | —

b= max{o(47),( # 9. o(F). M)} < A <

alors

(i) Toute solution méromorphe transcendante f(z), dont les poles sont de multiplicité unifor-
mément bornée, de (2.1.1) vérifie u(As) < oo(f) < o(As). En outre, si F' # 0, alors on a
(As) < Xa(f) = Xa(f) = 02(f) < a(Ay).
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(il) Si s > 2, alors toute solution méromorphe non transcendante f(z) de (2.1.1) est un
polynéome de degré deg f < s —1. Si s =0 ou 1, alors toute solution non constante (2.1.1)

est transcendante.

Quand F'(z) est d’ordre infini, Wang, Liu ont considéré I'équation différentielle linéaire
FO 4 A () f5) 4 A(2) f + Ao(2) f = Qe (2.1.2)

ou A;j(z) (j =0,1,--- ,k—1), Q(2)(# 0) sont des fonctions entieres et P est une fonction

entiére transcendante et ils ont obtenu le résultat suivant.

Théoréme B ([55]) Supposons que Ag(2), -+, Ax_1(z), Q(2)(# 0) sont des fonctions mé-

romorphes d’ordre fini, P est une fonction entiére transcendante telle que

N | —

max{o(P),0(Q),0(4;), (1 <j < /f),A(AiO)} < pu(Ao) <

Alors toute solution f(z) de (2.1.2) est transcendante, et toute solution méromorphe f(z),

dont les poles sont de multiplicité uniformément bornée, de (2.1.2) vérifie p(Ay) < Ao(f) =

Ao(f) = oa(f) < o(Ay).

Pour k£ > 2, on considére I'équation différentielle linéaire
Ag(2)f® 4 A1 (2)fE D 4o A (2) f + A(2) f = F(2), (2.1.3)

ot Aj(z),(j =0,1,--- k), F(z) sont des fonctions entiéres telles que Ay(2)Ax(2)F(z) # 0. 11
est connu que si Ag(z) = 1, alors toutes les solutions de (2.1.3) sont des fonctions entiéres,
mais quand A(z) est une fonction entiére non constante, alors I’équation (2.1.3) peut avoir
des solutions méromorphes. Par exemple 1’équation

1 1
2f" +4f" + (—1 — 522 — z) e f + ((1 — 522 + 22) e % 4+ ze_gz) f

1 1
= (—1 — 522 — z) e %+ (2 - 523 + 222> e™% 4 2073

¢" 4 z. D’aprés les résultats des deux théorémes

1
admet une solution méromorphe f (z) = —e
z

précédents, on pose la question : peut-on avoir les mémes propriétés que dans le Théoréme A
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pour I’équation différentielle linéaire (2.1.3) s’il existe un coefficient A4(z) (0 < s < k) sous
la condition pu(Ag) < %? et deuxiémement, qu’est-ce qu’on peut dire sur la croissance des

solutions méromorphes de 1’équation différentielle linéaire
Ar(2) f® + A1 () fE D 4+ AL(2) )+ Ao(2) f = Qe”, (2.1.4)

lorsque A;(2),(j = 0,1,---,k), Q(2)( 0) sont des fonctions entiéres et P est une fonction

entiére transcendante 7

Dans ce chapitre, nous répondons a ces questions en généralisant les résultats précédents

dans les théorémes suivants.

Théoréme 2.1.1 ([21]) Supposons que Ao(z),--- , Ap(z), F(z) sont des fonctions entiéres
d’ordre fini. S’il existe s € {0,1,--- [k} tel que

o = max{o(A;), (j # ), 0(F)} < p(Ay) < % (2.1.5)

alors

(i) Toute solution méromorphe transcendante f(z), telle que A (%) < u(f), de (2.1.3) vérifie
w(As) < oo(f) < o(Ay). En outre, si %0, alors on a p(As) < Xa(f) = Xa(f) = 02(f) <
o(Ay).

(ii) Si s > 2, alors toute solution rationnelle f(z) de (2.1.3) est un polynéme de degré

deg f < s—1. 5i s =0 ou 1, alors toute solution non constante (2.1.3) est transcendante.

Corollaire 2.1.1 ([21]) Supposons que Ay(2),- -, Ax(2), F(2) sont des fonctions entiéres.
S’il existe s € {0,1,--- , k} tel que

o = max{o(A}), (j # 5),0(F)} < u(A,) = o(A,) <

N | —

Alors toute solution méromorphe transcendante f(z), telle que A G) < u(f), de (2.1.3)
vérifie My(f) = Ma(f) = 02(f) = 0(Ay), et toute solution rationnelle f(z) de (2.1.3) est un

polynome de degré deg f < s — 1.
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Théoréme 2.1.2 ([21]) Supposons que Ao(2), -+, Ax(2), Q(2)(£ 0) sont des fonctions en-

tieres d’ordre fini, P est une fonction entiére transcendante telle que

. (2.1.6)

N | =

max{o(P),0(Q),0(A;), (1 <j <k)} < p(A) <

Alors toute solution f(z) de (2.1.4) est transcendante, et toute solution méromorphe f(z),

telle que X (1) < (), de (2.1.4) vérifie p(Ao) < a(f) = Ma(f) = 72(f) < o(Ao).

Corollaire 2.1.2 ([21]) Supposons que Ay(z),--- ,Ar(2), Q(2)(# 0) sont des fonctions en-

tieres d’ordre fini, P est une fonction entiére transcendante telle que

max{0(P),0(Q),0(4;), (1 <j < k)} < p(do) = o(Ao) < (2.1.7)

1
5
Alors toute solution f(z) de (2.1.4) est transcendante, et toute solution méromorphe f(z),

telle que A (%) < u(f), de (2.1.4) vérifie \a(f) = Mol f) = 02(f) = o (Ay).

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 ([27]) Soit f une fonction méromorphe transcendante dans le plan C et
soit o« > 1, une constante donnée. Alors il existe un ensemble Ey C (1,+00) de me-

sure logarithmique finie et une constante B > 0 qui dépend uniquement de « et (m,n)

(m,ne€{0,1,--- ,k}) m <n tels que pour tout z avec |z| =r & [0,1] U Ey, on a
f(z) T(ar, f) o a o
fm | = B f(log r)log T'(ar, f) )
Lemme 2.2.2 ([15]) Soit f(z) = % une fonction méromorphe, telle que g(z) et d(z) sont

des fonctions entieres vérifiant p(g) = p(f) = p < o(g) = o(f) < +o0 et A(d) = o(d) =
)\(%) < p. Alors il existe un ensemble Ey C (1,+00) de mesure logarithmique finie tel que
pour tout z vérifiant |z| =1 ¢ [0,1] U Ey et |g(z)| = M(r,g) on a
‘ f(2)
fO(z)
Lemme 2.2.3 ([28]) Soient g : [0,400) — R et h: [0,400) — R des fonctions monotones

<r*, (s eN).

croissantes telles que g(r) < h(r) pour tout r ¢ E5U[0,1], ou E3 C (1,+00) est un ensemble
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de mesure logarithmique finie. Alors, pour tout o > 1, il existe 7o = 1o(a) > 0 tel que

g(r) < h(ar) pour tout r > rq.

Lemme 2.2.4 ([15]) Soit f(z) = ggzg une fonction méromorphe, avec g(z) et d(z) des

fonctions entiéres telles que u(g) = u(f) = pu < o(g) = o(f) < +o0 et A(d) = o(d) =

)\(%) < p. Alors il existe un ensemble Ey C (1,400) de mesure logarithmique finie tel que

pour tout z vérifiant |z| =1 ¢ [0,1] U Ey et |g(z)| = M(r,g), on a

) (N i
o= (M) o). oz,

ot vy4(r) est Uindice central de g(z).

Lemme 2.2.5 ([14]) Soit g(z) une fonction entiére d’ordre o(g) = a < co. Alors pour tout
e > 0, il existe un ensemble E5 C [1,+00) d’une mesure linéaire finie et mesure logarithmique

finie, tel que pour tout z vérifiant |z| =r ¢ [0,1] U Es5, on a
exp{—r""} < |g(2)| < exp{r* T}

Lemme 2.2.6 ([19]) Soit g(z) une fonction entiére d’ordre infini, avec Uhyper ordre o2(g) =

o, et v,(r) est l'indice central de g(z). Alors

T log log v4(r) _ .,
r—too  logr

Lemme 2.2.7 ([2]) Soit g(z) une fonction entiére avec 0 < u(g) < 1. Alors pour tout

a € (u(g),1), il existe un ensemble Eg C [0,00) tel que

1(9)

logdensFEg > 1 — ——=,
«

ot Eg = {r € [0,00) : m(r) > M(r)cosma}, m(r) = ‘iI‘lf log|g(2)|, M(r) = sup log |g(z)|.
Z|=r |z|=r

Lemme 2.2.8 Soit f(z) une fonction entiere telle que p(f) < 3. Alors pour tout € > 0

donné , il existe un ensemble E; C (1,400) avec logdensE; > 0, tel que pour tout z vérifiant

|z| =r € E7, on a

|f(2)] = exp{r/)=<}.
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. Alors d’aprés le Lemme 2.2.7, il existe un ensemble H avec

1
Preuve. Soit oy = %(f)

logdensH > 1 — %, tel que pour tout z vérifiant |z| =r € H, on a
0

log | f(2)| > cos(mag) log M(r, f). (2.2.1)

D’aprés la définition de 'ordre inférieur, pour tout € > 0 donné, il existe r; > 0 tel que pour

r > 711, 0N a

log M (r, f) > r#H)=5, (2.2.2)
Comme
cos(mag)rH)—3
(TH?J?)E — +o0, (r— +00), (2.2.3)

alors, de (2.2.1)-(2.2.3), il existe 75(> 1), tel que pour tout z vérifiant |z| = r € H\[0, 5],
on obtient

|f(2)] = eXP{COS(ﬂ'OéO)’r’“(f)_%} > exp{r“(f)—s}.

Posons E; = H N [rq, +00], alors log densFE; > 0.

2.3 Preuve du Théoréme 2.1.1

(i) Supposons que f(z) est une solution méromorphe transcendante de (2.1.3) telle que

A (%) < p(f). De (2.1.3), on obtient

(k) (k—1) (s+1)
4.1 < | 5] |l T2 |+ el B+ e 5
1@ 2 @l 2] + a0+ | £ (231)
f f f

D’apres le Lemme 2.2.1, il existe une constante B > 0 et un ensemble E; C (1,00) de mesure

logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant |z| =r ¢ [0,1] U F1, on a

©)
'f B - gr(rer, Y, 1<) <k (2.3.2)
f(2)
Comme \ (%) < p(f), alors d’apres le théoreme de factorisation de Hadamard, f peut étre
définie par f(z) = %, avec ¢(z) et d(z) sont des fonctions entiéres vérifiant

o) =) = < o) = o(1). atd) =2 () <.
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Alors d’apres le Lemme 2.2.2; il existe un ensemble Ey C (1, +00) de mesure logarithmique
finie tel que pour tout |z| = r ¢ [0,1] U Es et |g(z)| = M(r, g) et pour r suffisamment grand,

on a
fE)

f FOR)| =

De (2.1.5), pour tout € donné (0 < 2¢ < p(As) — «), on obtient pour r suffisamment grand

<r*. (2.3.3)

[4;(2)] < exp{r®™°}, (j #s), [F(2)| < exp{r*™}. (2.3.4)

D’apres le Lemme 2.2.8, pour tout ¢ > 0 donné, il existe un ensemble E; C (1,400) avec

log densFE; > 0, tel que pour tout z vérifiant |z| = r € E7, on a
|Ay(2)] > exp{rrd)=—el. (2.3.5)

Comme o(d) = A (%) < u(f) = p(g), alors pour tout € (0 < 2e < u(f) — A (%)) et pour r
suffisamment grand, on a

() _ expfrt ()4

F(z) :'g_z)| - :‘m‘| (z)]_W

f(2)
Soit Fs = E7— ([0, 1]]JUEUE,), alors on a log densEg > 0. Donc, en substituant (2.3.2)-(2.3.6)

exp{r®*°} < exp{r**c}. (2.3.6)

dans (2.3.1), pour tout z vérifiant |z| = r € Eg et |g(z)| = M(r, g), on obtient
exp{r*)=21 < B(k 4 2)r®>*H (T (2r, f))F+ exp{rotel. (2.3.7)
De (2.3.7) et le Lemme 2.2.3, on obtient
p(As) — e < aa(f).
Comme ¢ > 0 est arbitraire, alors on a

p(As) < o2(f).

Maintenant, on démontre que o5(f) < o(Ay). Nous pouvons écrire (2.1.3) comme

(k) (k—1) (s41)
e I P +...+As+1<z>ff+
fe fen A _F(2)
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D’aprés le Lemme 2.2.4, il existe un ensemble E; C (1,400) de mesure logarithmique finie
tel que pour tout |z| = ¢ [0,1] U Ey et |g(2)] = M(r,g), on a
f9) (Vg(r)
f(2) z

Pour tout € > 0 donné, pour r suffisamment grand, on a

)j (L+o0(1)), (=1, k). (2.3.9)

|4;(2)] < exp{ro@I*e}, j =0, k-1, (2.3.10)

D’aprés le Lemme 2.2.5, pour tout ¢ > 0 donné, il existe un ensemble E5 C (1,+00) de

mesure logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U Es5, on a
|Ag(2)| > exp{—r7@FeL > exp{ —poA)Fey, (2.3.11)

De (2.3.8) et (2.3.9), on a

_(Vg_(r)>k(1+o(1)) = Akl(z)

z

f(z)
d’ou |
ZIG AN T = ey
‘( 2 ) 11+ o0(1)] < | A (2)] ;!Ag( )| ( . ) 11+ o(1)]
F(z)

+ | Ao(2)] + e ] (2.3.12)
De (2.3.6) et (2.3.10)-(2.3.12) pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0, JUE,UEs et |g(2)| = M(r, g),
on obtient

<VQT(T)) 1+ 0(1)] < (k+1) |1+ o(1)] exp{r7A)t=},

d’ou,

log1
T 08108 ve(r) gy o (2.3.13)
r—-+00 log T

Comme £ > 0 est arbitraire, alors de (2.3.13) et le Lemme 2.2.6, on obtient

02 (g) < U(As)a

d’ou

oa(f) < o(As).
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Ainsi, on a

ILL(AS> S U2(f) S U(As)'

Soit F # 0. Maintenant, nous prouvons Ay(f) = Aao(f) = o2(f). De (2.1.3), on a

(k) (k1) /
%:%<Akf7+f4k—lff +...+A17+AO), (2.3.14)

Si f admet comme zéro zy d’ordre y(> k), alors F' admet nécessairement comme zéro zo

d’ordre v — k. D’ot, on obtient

1 1 1

n(r, —) < kn(r, ?) + n(r, F)’

1, — 1 1
}) < kN(r, ?) +N(r ). (2.3.15)

De (2.3.15), on obtient d’apres le lemme de la dérivée logarithmique [30]

N(r,

m(r, %) < m(r, =) +

7 7 m(r, A;) + O(logrT'(r, f)), (r ¢ E), (2.3.16)

i~

J:
ol E est un ensemble de mesure linéaire finie. De (2.3.15) et (2.3.16), on obtient

T(r,f) < kN(r, %) +T(r, F)+ ZT(T, A;)+ O(logrT(r, f)),(r ¢ E). (2.3.17)

=0

Pour r suffisamment grand et pour tout € > 0, on a

O(logrT'(r, f)) = o(T(r, f)), (2.3.18)
T(r,F)+ > T(r,A;) < (k+2)rote, (2.3.19)

D’ow, de (2.3.17), (2.3.18) et (2.3.19), pour r ¢ E suffisamment grand, on obtient
— 1
(L=0(1))T(r,f) < EN(r, ?) + (k 4 2)roA)te,

d’ou

aa(f) < Xa(f)-
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Comme A\y(f) < o5(f), on obtient

WAs) < Xa(f) = Xa(f) = 0a(f) < o (Ay).

(ii) Supposons que f(z) est une solution rationnelle de (2.1.3). Si f(z) est une fonction
rationnelle, qui a un pole a zy de degré m > 1, ou f(z) est un polyndome de degré deg f > s,

alors f(*)(2) # 0. De (2.1.3), on obtient

(k) (k—1) (s41)
4.6 < [l | |+ 1ol | S | -+ @i |
f(s—l) f/
1A | |+ ”+|A1(z)|‘f<s> + [ Ao(2 'f()'IFI]- (2.3.20)

Alors, en substituant (2.3.4) et (2.3.5) dans (2.3.20), on obtient
exp{r*A)=e1 < (k + 1)rM exp{rote},

ou M est une constante. C’est une contradiction. D’ou, f(z) est un polynéome de degré

deg f < s—1.

Sis=0oulet f(z) est une solution polynomiale de (2.1.3), alors de (i), on obtient deg f <
s—1, d’on, f(z) doit étre une constante. Par conséquent, de (i), toute solution non constante

f(2) de (2.1.3) est transcendante.

2.4 Preuve du Théoréme 2.1.2

D’apres les hypothéses, on sait que toute solution méromorphe de (2.1.4) est d’ordre infini.
Alors, toute solution méromorphe de (2.1.4) est transcendante. Supposons que f(z) est une

solution méromorphe transcendante, telle que A (%) < u(f). Soit f = ge”. Donc, on obtient

Aa(g) = Aa(f), Aa(g) = Aa(f)- (2.4.1)

En substituant f = ge!” dans (2.1.4), on obtient

g(k) + Bk_l(z)g(k_l) + -+ Bi(2)g + Bo(2)g = (2.4.2)

Ak(Z) ’
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ou
A
By = 2L 4 kP, (2.4.3)
Ay,
B o Ak—j k . 1 k—j+1 P/
k—j — A +( —J + )
k k
m=2

et D,,(P’) est un polynome différentiel en P’ de degré m, ses coefficients sont constants. De

(2.1.6), (2.4.3) et (2.4.4), on a

1(Bo) = p1(Ao), A(B%) = \MAy) < o(A)) < p(A), (2.4.5)
(AQ) < max{o(Ar),0(Q)} < u(Ao), o(B;) < pu(Ao), j=1,-- ,k—1. (2.4.6)

De (2.1.6), (2.4.2), (2.4.5), (2.4.6) et le Théoréme A, on obtient
1(Ao) < Aa(9) = Aalg) = 02(g) < o (Ao). (2.4.7)

Comme oy(e”) = o(P) < p(Ag) < 04(g), alors on obtient oo(f) = 04(g). Ainsi, de (2.4.1) et
(2.4.7), on obtient

1(Ao) < Xa(f) = Xo(f) = 02(f) < 0(Ao).



Chapitre 3

Croissance des solutions des équations différentielles complexes a

coeflicients séries Lacunaire d’ordre p—itératif fini

3.1 Introduction et résultats

Pour la croissance des solutions des équations différentielles linéaires d’ordre supérieur

SO 4 A () fFD 4 Ay(2) f + Ao(2) f =0, (3.1.1)

et
FO+ A1 (@) f 5D 4+ AR + Ao(2)f = F(2), (3.1.2)
ou A;(z) (j=0,1,--- ,k—1), F(z) sont des fonctions entiéres, plusieurs auteurs ont obtenu

des résultats importants, (voir par exemple [3], [4], [8], [10], [29], [35], [43], [51]). Dans [50],
Tu, Jiang et Zheng ont étudié la croissance des solutions de ’équation (3.1.2) lorsque le

coefficient dominant A4(z) (0 < d < k — 1) est d’ordre maximal et une série de Fabry.

Théoréme A ([50]) Soient Aj(z) (j =0,1,--- ,k—1), F(z) des fonctions entiéres vérifiant
max{c(4;) (j #d),0(F)} <o(A;) < oo (0<d<k—1). Supposons que Aq(z) = 3 e, 2™
n=0

est une série lacunaire telle que la suite des exposants {\,} vérifie la condition de Fabry

An
— — 0 (n — ),
n

alors, on a

(i) Toute solution transcendante f(z) de (3.1.2) vérifie oo(f) = o(Aq).
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(ii) Si F(z) # 0, alors toute solution transcendante f(z) de (3.1.2) vérifie \y(f) = Aao(f) =
oa(f) = o(Ag).

(iii) Si f(z) est une solution polynomiale de (3.1.2), alors f(z) doit étre un polynéme de
degré inférieur a d.

(iv) Si d =1, alors toute solution non constante f(z) de (3.1.2) vérifie oo(f) = o0(Aqg).

Dans [52], Tu, Xu, Liu et Liu ont amélioré le résultat précédent et ils ont obtenu ce qui

suit lorsque le coefficient A4(z) (0 < d < k — 1) est dominant et étant une série Lacunaire.

Théoréme B ([52]) Soient A;(z) (j =0,1,--- ,k—1), F(z) des fonctions entiéres d’ordre
p-itératif fini vérifiant
max{o,(4;) (j # d)} < 0,(Aq) < o0

et
max{7,(A4;) : 0p(A;) = 0p(Aa)} < 7p(Ag) (0 <d <k —1).

Supposons que Ay(z) = > ¢\, 2 est une fonction entiére elle que la suite des exposants
n=0
{A\n} vérifie
An
> (logn)** (n > 0,n € N), (3.1.3)
n

alors, on a

(i) Si 0,(F) < 0p(Aa) ou 0,(F) = 0,(Ag) et 7,(F) < 7,(Aq), alors toute solution transcen-
dante f(z) de (3.1.2) vérifie 0,41(f) = 0,(Aq). En outre, si F'(z) # 0, alors toute solution
transcendante f(2) de (3.1.2) vérifie M\pi1(f) = Api1(f) = 0pi1(f) = 0,(Ay);

(ii) St op(F) > 0,(Ag) et ops1(F) < 0,(Aq), alors toutes les solutions de (3.1.2) vérifient
op(f) = op(F) et 041 (f) < 0p(Aa);

(ili) Si op1(F) > 0,(Aa), alors toutes les solutions de (3.1.2) vérifient opi1(f) = opi1(F) et

M1 (f) = A1 (f) = 0p11(F) pour toutes les solutions de (3.1.2) avec au plus une solution

exceptionnelle fo vérifiant X\p11(fo) < ops1(F).

Théoréme C ([52]) Soient A;j(z) (j =0,1,--- ,k —1), F(z) des fonctions entiéres d’ordre
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p-itératif fini vérifiant
max{o,(4;) (j # ), 0,(F)} < ,(Ad) = 0p(Ad) = 0 < 00 (0 < d < b — 1).

Supposons que Ay = i cx, 2™ est une fonction entiére elle que la suite des exposants
{\n} vérifie la conditior;zzo(&l.S), alors toute solution transcendante f(z) de (3.1.2) vérifie
fpr1(f) = opii(f) = 0. En outre, si F'(z) # 0, alors toute solution transcendante f(z) de
(3.1.2) weérifie X1 (f) = Ayt (f) = Apa (f) = Xpa(f) = 0.

o0
Remarque 3.1.1 Supposons que A4(z) = > ¢y, 2™ est une fonction entiére d’ordre infini
n=0

o0

telle que la suite des exposants {\,} vérifie la condition (3.1.3), alors la série > ¢y, 2™ est
n=0

appelée série Lacunaire.

Récemment, Wu et Zheng [56] ont considéré les équations différentielles linéaires
Ap(2)f® + A () fEY o A(2) f + Ao(2) f =0, (3.1.4)

et
A(2)f® 4 A () Y 1 R A (2 F Ao(2) f = F(2), (3.1.5)

ott Ag(2)Ak(2)F(2) #0et A;(2) (j =0,1,--- ,k), F(2) sont des fonctions entiéres et ils ont
obtenu le résultat suivant lorsque le coefficient Ay (z) est d’ordre maximal et étant une série

de Fabry.

Théoréme D ([56]) Supposons que k> 2, A;(z) (j =0,1,--- , k) sont des fonctions entiéres
vérifiant Ag(2)Ao(z) # 0 et 0(4;) < o(Ax) < o0 (j = 0,1,--- ,k — 1). Supposons que

[ee]
Ap(z) = 32 ex, 2™ et la suite des exposants {\,} vérifie la condition
n=0

% — 00 (n — 00). (3.1.6)

Alors toute solution rationnelle f(z)(# 0) de (3.1.4) est un polynéme de degré deg f <
k — 1 et toute solution méromorphe transcendante f(z), dont les poles sont de multiplicité

uniformément bornée, de (3.1.4) telle que A (%) < u(f), vérifie

Mf =)= Mf —p) =0a(f) =00, Xao(f —¢) = Xa(f — 9) = 02(f) = o(Ap),

ot p est une fonction méromorphe d’ordre fini et n’est pas solution de (3.1.4).
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Remarque 3.1.2 Supposons que Ax(z) = > ¢y, 2™ est une fonction entiére d’ordre fini
n=0

telle que la suite des exposants {\,} vérifie la condition (3.1.6), alors la série Y ¢y, 2" est
n=0
appelée série de Fabry.

Maintenant, le but de ce chapitre est de généraliser les résultats du Théoréemes B-D pour
les équations (3.1.4) et (3.1.5), ot Ax(2) # 0, Ag(2) #0, F(2) #0et A;(2) (j=0,1,--- k),
F (z) sont des fonctions entiéres et le coefficient dominant est un certain As(z) (0 < s < k)

d’ordre maximal et étant une série Lacunaire. Nous avons obtenu les résultats suivants.
Théoréme 3.1.1 ([22]) Soient A;(z) (j = 0,1,--- ,k) avec Ay(2)Ao(z) # 0 des fonctions
entieres d’ordre p-itératif fini vérifiant

max{o,(A;), j # s} < 0,(A) < o0, (0< s <k)

et
max{7,(A;) : 0,(A4;) = 0,(As)} < Tp(As) =7 (0 < 7 < 0).

Supposons que As(z) = Z ey, 2 et la suite des exposants {\,} vérifie (3.1.3). Alors toute
solution rationnelle f(z )(7‘é 0) de (3.1.4) est un polynome de degré deg f < s — 1 et toute
solution méromorphe f(z) de (3.1.4) telle que A, ( ) < p,(f), vérifie

Tpi1(f) = op(As)-

Théoréme 3.1.2 ([22]) Soient A;(z) (j = 0,1,--- k) avec Ay(2)A¢(z) # 0 des fonctions

entiéres d’ordre p-itératif fini vérifiant
max{c,(4;), j# s} < p,(As) = 0p(As) =0 <00, (0<s5<Kk).

Supposons que Ag(z) = Z cx, 2 et la suite des exposants {\,} vérifie (3.1.3), alors toute
solution rationnelle f(z )(7—é 0) de (3.1.4) est un polynome de degré deg f < s — 1 et toute
solution méromorphe f(z) de (3.1.4) telle que A, ( > < p,(f), vérifie

,up+1(f> = 0pi1(f) = 0p(As) = 0.
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Théoréme 3.1.3 ([22]) Soient A;j(z) (j = 0,1,--- k) avec Ar(2)Ao(z) # 0 des fonctions
entiéres d’ordre p-itératif fini vérifiant les hypothéses du Théoréme 3.1.1 et soit F(z) # 0
une fonction entiére d’ordre p-itératif fini.

(i) Si 0,(F) < 0p(As) ou 0,(F) = 0,(As) et 7,(F) < 1,(As), alors toute solution ration-
nelle f(z) de (3.1.5) est un polynome de degré deg f < s — 1 et toute solution méromorphe
transcendante f(z) de (3.1.5) telle que A, (%) < p,(f), vérifie op1(f) > 0,(As).

(ii) Si 0,(F) > 0,(As) et 0,41 (F) < 0,(As), alors toute solution méromorphe transcendante
f(z) de (3.1.5) telle que A, (%) < p,(f), vérifie o,(f) > 0p(F) et oppa1(f) < 0,(As).

(ili) Si opp1(F) > 0,(As), alors toute solution méromorphe transcendante f(z) de (3.1.5)

telle que A, (%) < p,(f), vérifie op 1 (f) = 0pa(F).

3.2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1 ([27]) Soit f une fonction méromorphe transcendante dans le plan C et
soit « > 1, une constante donnée. Alors il existe un ensemble E; C (1,400) de me-

sure logarithmique finie et une constante B > 0 qui dépend uniquement de o et (m,n)

(m,n € {0,1,--- ,k}) m <n tels que pour tout z avec |z| =r ¢ [0,1]U Ey, on a
f(2) T(ar, f) o a o
‘f(m)(z) <B T(log r)log T'(ar, f) .
Lemme 3.2.2 ([29]) Soit p > 1 un entier, et soit f(z) = % une fonction méromorphe, telle

que g(z) et d(z) sont des fonctions entiéres vérifiant

Mp(g) = /“Lp(f) = p < 0,(9) = 0,(f) < +o0,0,(d) = N, (%) =B < p.

Alors il existe un ensemble Ey de mesure logarithmique finie tel que pour tout |z| = r ¢ Es

et |g(z)] = M(r,g) et pour r suffisamment grand, on obtient

' f(2)
fO(2)

Lemme 3.2.3 (]28]) Soient g : [0,400) — R et h: [0,+00) — R des fonctions monotones

<r*, (s> 1 entier).

croissantes telles que g(r) < h(r) pour tout r ¢ E5U[0,1], ou E3 C (1,+00) est un ensemble
de mesure logarithmique finie. Alors, pour tout o > 1, il existe 19 = ro(a) > 0 tel que

g(r) < h(ar) pour tout r > rq.
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Lemme 3.2.4 ([22]) Soit f(z) = % une fonction méromorphe, avec g(z) et d(z) des

fonctions enticres telles que j1,(9) = p,(f) = p < 0,(9) = op(f) < +oo, i(d) < p ou
i(d)=peto,(d) =M\, (%) = [ < p. Soit z un point avec |z| = r pour lequel |g(z)| = m(r, g)
et vy(r) est noté lindice central de g(z). Alors lestimation

O (N
= (2 o), 0z ),

est satisfaite pour tout |z| = r a Uextérieur d’un ensemble E, de r de mesure logarithmique

finie.

Lemme 3.2.5 ([63]) Soit p > 1 un entier, et soit f (z) une fonction entiére telle que i (f) = p,

o, (f) =0 < 4o0. Alors, il existe des fonctions entiéres [ (z) et D (z) telles que

f(2)=B(2)e"? | o, (f) = max {0, (8),0, ("))}

et 1)
log, N(r, 3
o, (B) = lim A ( I’

r—+oo  logr

De plus, pour tout € > 0 donné, on a

|8 (2)| > exp {— exp,_ {r”P(BHE}} (r ¢ Es),

ot E5 C (1,400) est un ensemble de r de mesure linéaire finie.

Lemme 3.2.6 Soient p > 1 un entier et f(z) une fonction entiére telle que i (f) = p,
o, (f) = 0 < 4o0. Alors, il existe un ensemble Eg C (1,+00) de r de mesure linéaire finie

tel que pour tout € > 0 donné, on a

exp {—exp, | {r"*}} <|f (2)] <exp, {r"*} (r ¢ Es).

Preuve. Quand p = 1, le lemme est dit & Chen dans [14] . Ainsi, on suppose que p > 2. Il est
clair que | f (z)| < exp, {r?**} . D’aprés le Lemme 3.2.5, il existe des fonctions entiéres 3 (z)

et D (z) telles que

f(z)=70(2) ePB) et op (f) = max {Jp (B),0p (eD(z))}.
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Comme 0,1 (D) = 0, (eP®) <0, (f) et |eP?| > 7Pl pour |z| = r suffisamment grand
,on a

‘eD(Z)‘ > o~ IPE) > exp {_ exp, {rUp(f)Jr%}} ]
D’aprés le Lemme 3.2.5, il se ensuit que
If (2)] =18 (2)] ‘eD(Z)} > exp {— exp, {r"f’(ﬁ)*%}} exp {— exp, {r‘”%}}
> exp {— exp,_ 1 {7""*%}} exp {— exp,_1 {r‘”%}} = exp {—2 exp,_1 {r‘”%}}

> exp {—exp, 4 {7} (¢ Eo).

ot Es C (1,400) de r de mesure linéaire finie.

Lemme 3.2.7 ([49]) Soient p,q > 1 des entiers et f(z) une fonction entiére telle que i(f) =
p+ 1, 0p(f)=0,0u(f) =q+1, 1 (f) = p. Soit vy(r) Uindice central de f(z). Alors

.—logp—H vy (T) o . logQ+1 vy (T) —
e s R AV T R e A WA
r—00 lOg r oo IOg r

Lemme 3.2.8 ([44]) Soient f(z) = > cx, 2™ une fonction entiére et la suite des exposants
n=0

{A\n} vérifie la condition (3.1.3). Alors pour tout € > 0 donné,

log L(r, ) > (1 — &) log M(r, f)
est satisfaite o Uextérieur d’un ensemble H de densité logarithmique 0, ou M(r, f) = sup |f(2)|,

|z|=r
L(r,f) = inf [£(2)].

|z|=r

Lemme 3.2.9 ([52]) Soit f(z) = i cx, 2 une fonction entiére vérifiant o,(f) = o, 0 <
g < oo et T,(f) =7 < oo telle qZ;Ola suite des exposant {\,} vérifie (3.1.3). Alors pour
tout B < 7 donné, il existe un ensemble E; de mesure logarithmique infinie tel que pour tout
|z| =r € Er, ona

f(2)] > exp,{Br}.
Lemme 3.2.10 Soit f(z) une fonction entiére avec 0,(f) =0, 0 < o < co. Alors, pour tout
0 < B < o donné, il existe un ensemble Eg de densité logarithmique supérieure positive tel

que pour tout |z| =1 € Eg, on a

log, M(r, f) > r?,
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ot M(r, f) = sup [f(z)].

|2|=r
Preuve. D’apreés la définition d’ordre p-itératif, il existe une suite {r,} tend vers oo telle que
pour tout € > 0 donné, on a

M(rn, f) > exp,{r;~"}.

g—¢

Comme 0 < < g, on peut choisir ¢ > 0 suffisamment petit et a pour vérifier 1 < o < £ -

Alors, pour tout r € [r,,7](n > 1), on a

log, M(r, f) >1log, M(r,, f) > 1 >ra >l

Supposons Eg = |J [r,, %], donc
n=1
Esn|l —my(EsN[L,re
log densFEg = limM > Tim my(Eg N [1,77])
r—00 log r n—00 log re

> T llrwral) o=l
n—oo  logrd «

Lemme 3.2.11 Soit f(z) = Y ¢y, 2 une fonction entiére vérifiant o,(f) = 0,0 < 0 < co.
n=0

Si la suite des exposants {\,} vérifie la condition (3.1.3), alors pour tout 0 < f < o donné,

il existe un ensemble Ey de densité logarithmique supérieure positive tel que pour tout |z| =

r € Fy, on a

|F(2)] > exp,{r’}.
Preuve. D’aprés le Lemme 3.2.8, pour tout (0 < ¢ < 1) donné, il existe un ensemble H
avec logdensH = 1 tel que pour tout r € H, on a

log L(r, f) > (1 —¢)log M(r, f). (3.2.1)

D’aprés le Lemme 3.2.10, il existe un ensemble Eg avec logdensFEg > 0 tel que pour tout r €
Eg, on a

M(r, f) > expp{r"*g}. (3.2.2)

Comme 0 < < o, on choisit ¢ suffisamment petit pour vérifier 0 < ¢ < min{o — ,1}. De

(3.2.1) et (3.2.2), on a pour tout r € H N Ey

|f(2)| > L(r, f) > [M(r, f)]l_s > (expp{r"*%})kE > expp{r"%} > expp{rﬁ}.
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Notons que I'ensemble Fy = H N Eg a une densité logarithmique supérieure positive. En effet,
on a
log dens(H N Eg) + log dens(H U Eg) > log densH + log densEg.
Ainsi
log densEy > log densH + log densEg — 1 = log densEg > 0.
Lemme 3.2.12 ([35]) Soit f(z) une fonction entiére avec u,(f) = p < oo. Alors pour tout
e > 0 donné, il existe un ensemble E1y C (1,00) de mesure logarithmique infinie tel que
pour tout |z| =1 € Eg, on a
M(r, f) < expp{r’”g}.
Lemme 3.2.13 ([43]) Soit f(z) une fonction méromorphe avec i(f) =p > 1. Alors o,(f") =
op(f)-

3.3 Preuve du Théoréme 3.1.1

Supposons que f(z)(# 0) est une solution rationnelle de (3.1.4). Si f(z) est une fonction
rationnelle, qui a un pole a zg de degré m > 1, ou f(z) est un polyndéme de degré deg f > s,

alors f(¥)(2) # 0. Comme max{o,(A;),j # s} < 0,(As) < 00, alors
7p(0) = o (AR(2) [P + A1 (2) f57D -+ Au(2) '+ Ao(2) ) = 0,(A) > 0,

c’est une contradiction. Si max{c,(A;),j # s} = 0,(As) et max{7,(A;) : 0,(4;) = 0,(4;)} <
7,(As) = 7, alors on choisi g, 5, vérifiant max{7,(A;) : 0,(4;) = 0,(As)} < ap < By < T.
D’aprés le Lemme 3.2.9, il existe un ensemble F; de mesure logarithmique infinie tel que pour

tout z vérifiant |z| =7 € F7, on a
|A5(2)| > exp,{Bor7r )} (3.3.1)
et pour r suffisamment grand

|A;(2)] < expp{aor"f’(AS)}, Jj#s. (3.3.2)

P(z)
Q(z)

Comme f(z) est une fonction rationnelle, alors f peut étre définie f(z) = , avec P(z) et

Q(z) sont des polynomes. De (3.1.4), on a

f(k)
|As(2)] < [Aw(2)] @t |A-1(2)]

f(kfl)
£

f(s+1)

+ o 4 A (2) NCE
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f(s’l) f
f(s) "f() +’AO(Z)|'W :

Ainsi, de (3.3.1)-(3.3.3), pour tout z vérifiant |z| =r € E7, on a

+As1(2)] [ Ay (2 (3.3.3)

exp, {Bor7*)} < kr exp, {agror},

ou M est une constante. C’est une contradiction. D’ou, f(z) est un polynéome de degré
deg f < s—1.

Maintenant, on suppose que f(z) est une solution méromorphe transcendante de (3.1.4)
telle que A, (%) < ,up(f). D’aprés le Lemme 3.2.1, il existe une constante B > 0 et un
ensemble E; C (1,00) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢
[0,1]U Ey, on a

MG o p (T(2r, )", 1<j <k (3.3.4)

Comme A, (%) 11,(f), alors d’apres le théoréme de factorisation de Hadamard, f peut étre
fz

) 9(2)

définie par ) avec g(z) et d(z) sont des fonctions entiéres vérifiant

1, (9) = () = 1 < 00(9) = 0y(f). op(d) = Ay (%) _s<n

Alors d’apres le Lemme 3.2.2, il existe un ensemble Fy de mesure logarithmique finie tel que

pour tout |z| =r ¢ Ej et |g(z)| = M(r, g) et pour r suffisamment grand, on a

' 7(2)
7o)

Si max{o,(A;),]j # s} < 0,(As),alors on peut choisir v, § pour vérifier max{c,(A4,),j # s} <

<2 (3.3.5)

v < < op(As). D’apres le Lemme 3.2.11, il existe un ensemble Ey de mesure logarithmique

infinie tel que pour tout z vérifiant |z| = r € Fy, on a
|As(2)] > exp,{r’} (3.3.6)
et pour r suffisamment grand

[Aj(2)| < exp, {17}, j # s (3.3.7)

De (3.1.4), on a

f(kfl) f(s+1)

f
76

4.6 < | [l [ + 140 et A (2
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!/

f(sfl)
f f
D’ou, en substituant (3.3.4)-(3.3.7) dans (3.3.8), on obtient pour tout z vérifiant r € Eg\ (£ U

E,U[0,1])

+1A5_1<z>|j Fo g A

+ |A0(z)\] . (3.3.8)

exp,{r’} < Bexp, {r"}r*kT(2r, f)F1. (3.3.9)
Comme ¢ est arbitrairement proche de o,(A;), alors de (3.3.9) et Lemme 3.2.3, on obtient
Op+1 (f) > Up(As>-

Si max{o,(A;),j # s} = 0p(As) et max{7,(A4,) : 0,(A;) = 0,(As)} < 7p(A4s) = 7, alors de
(3.3.1), (3.3.2), (3.3.4), (3.3.5) et (3.3.8), pour tout z vérifiant r € E;\(E; U E» U [0, 1]), on
obtient

expp{BOTUP(AS)} < Bexpp{agr”P(AS)}TQSkT(2r, )R (3.3.10)

De (3.3.10) et Lemme 3.2.3, on a

opr1(f) = 0p(As).

Maintenant, on démontre que o,41(f) < 0,(As). De (3.1.4) on a

) (k1) (s+1)
e
f(s) f(s—l) /
FAG) T+ A ()T b AT+ A2) (3.3.11)

D’aprés le Lemme 3.2.4, il existe un ensemble E; C (1,400) de mesure logarithmique finie
tel que pour tout |z| =r ¢ Ey et |g(z)| = M(r,g), on a
1) _ (0 |
f(z) z

Comme max{o,(A4;),j # s} < 0,(A;) < 00, alors pour r suffisamment grand, on obtient

0,--- k). (3.3.12)

) (o), (-
|A;(2)] < expp{r"p(AsHE}, (j=0,--- k). (3.3.13)

D’apres le Lemme 3.2.6, il existe un ensemble Fg C (1, +00) de mesure linéaire finie (et donc

de mesure logarithmique finie) tel que pour tout |z| = r ¢ Eg, on a

Au(2)] = exp { = exp,_ P70} > exp { = exp,_ {r7r 45} ) (3.3.14)
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De (3.3.11) et (3.3.12), pour tout z vérifiant |z| = r ¢ (E, U Eg) et |g(z)| = M(r, g), on a

o) () 0 o = s (M) 1 ko)

bt A (2) <U97(7"))3+1 (I+o0(1)) + As(z )(Vg_(7“)>3(1+o(1))

A, 1(2) (Vg(r)y_l (1+ of Az (

) (1+ 0(1)) + Ap(2),

)
(22 ]+ oo

A, (2)] <”97<'”)> o) 4o+ JAi(2) (”97“)) 11+ 0(1)] + [Ao(2)].  (3.3.15)

donc,

|1+ o(1)]

De (3.3.13)-(3.3.15) pour tout z vérifiant |z| = r ¢ (E4y U Eg) et |g(z)| = M(r,g), on a

exp {— epril{TUp(As)-i-‘?}} (VgT(T)> |1 + 0(1)| <k |1 + 0(1>| epr{T’Up(AS)+5},

d’ot,

1
B Vo) oy (3.3.16)

T—00 log T

Comme ¢ > 0 est arbitraire, alors de (3.3.16) et le Lemme 3.2.7, on obtient

Up+l(g) < Up(As>a

donc,
Up+1(f) - Up+1(g) S O-p(As)-

Ainsi, on obtient

Up-H(f) = Up(As)-
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3.4 Preuve du Théoréme 3.1.2

Supposons que f(z)(# 0) est une solution rationnelle de (3.1.4). Par le méme raisonnement
que dans la démonstration du Théoréme 3.1.1, il est clair que f(z) est un polynome de
degré deg f < s — 1. Maintenant, on suppose que f(z) est une solution méromorphe trans-
cendante de (3.1.4) telle que A, (%) < p,(f). D’aprés le Théoréme 3.1.1, on a 0,11(f) =
0,(As) = o. Alors, nous avons seulement besoin de prouver que p,.,(f) = p,(As) = o.
Comme max{o,(A4;) (j #s)} < o, il existe des constantes oy, 3, vérifiant max{c,(A4;)

(j #s)} < a1 < B, < o. Dong, pour r suffisamment grand

|4;(2)] < exp,{r™}, j #s. (3.4.1)

De plus, on a Ay(z) = Z cx, 2™ telle que la suite des exposants {\,} vérifie (3.1.3) et
1y(As) = 0,(As) = 0. Alors d’apres le Lemme 3.2.11, il existe un ensemble Fy de mesure

logarithmique infinie tel que pour tout z vérifiant |z| = r € Ey, on a

|A(2)] > exp,{r}. (3.4.2)

Ainsi, en substituant (3.4.1), (3.4.2), (3.3.4), (3.3.5) dans (3.3.8), pour tout z vérifiant |z| =
r € Fo\([0,1] U £y U Es), on obtient

exp, {r"1} < Bexp, {r® }r**kT(2r, f)**. (3.4.3)
Comme 3, est arbitrairement proche de o, alors de (3.4.3) et le Lemme 3.2.3, on obtient

/~Lp+1(f) >0 = Mp(AS)'

D’autre part, de (3.1.4), on a

(k) (k—1) (s+1) (s)
144(2) \fT < [Aea(2) \f ot A () \f AL)] 'ff
(s 1) f/
+|As—1(2)] ' -+ ]A1(2)| 7 + ]Ao(z)| . (3.4.4)

D’apres le Lemme 3.2.12, pour tout ¢ > 0 donné, il existe un ensemble Ejy C (1,00) de

mesure logarithmique infinie tel que pour tout z vérifiant |z| = r € Ejo, on a

|A](’Z)| < epr{Tup(AS)+€}7 j = 07 U 7k' (345)
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D’aprés le Lemme 3.2.6, il existe un ensemble Eg C (1,400) de mesure logarithmique finie

tel que pour tout |z| =r ¢ Es, on a

|[Ak(2)] = exp { = exp,_ {71}

> exp {—exp,_ {r7?@) ¥} = exp {—exp,_, {r*» 1T} (3.4.6)

De (3.3.12), (3.4.4)-(3.4.6), pour tout z vérifiant |z| =1 € Eyo\(EsU Eg) et |g(2)] = M(r, g),

on a i
vg(r
exp {_ expp_l{rup(As)+s}} <#) 11+ 0(1)] <

s+

exp, {4+ (ﬁ) LoDl 4+ exp, (407} (227 1+ o)

enp, {rs 7} (S8 o) + e s (”—”) 1+ o(1)

_|_ e + expp{rﬂp(A5)+5} (Vg—(r)) |]_ _.I_ O<1)| _|_ expp{frup(As)‘l’E}?
r

et pour tout z vérifiant |z| = r € Eyo\(E4 U Eg) et |g(z)| = M(r, g), on obtient
exp {— expp_l{r”P(As)“}} (Vg—(r)> [1+o(1)] <E[1+0(1)] expp{r“P(As)+€}, (3.4.7)
r

d’o,
hm 10gp+1 yg (T>

< (A,) +e. A,
lim B < () 4 < (3.48)

Comme ¢ > 0 est arbitraire, alors de (3.4.8) et le Lemme 3.2.7, on a

tp11(9) < i, (As),
donc,
Mp+1 (f) = :up+1(g) S Mp(AS)

Ainsi, on obtient

() = 1y(A,) = .
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3.5 Preuve du Théoréme 3.1.3

(i) Supposons que f(z) est une solution rationnelle de (3.1.5). Il est clair que f(z) est un
polynome de degré deg f < s — 1.
Maintenant, on suppose que f(z) est une solution méromorphe transcendante de (3.1.5)

telle que A, G) < p,(f)- De (3.1.5), on a

f f(k) f(kfl) f(s+1)
A=) < 'W {|Ak<z>| '7 A (2) \ | 1) \ ]
f(s—l) / F

Si max{c,(A;),j # s,0,(F)} < 0,(A;), alors on choisit as, 3, vérifiant max{c,(A;) (j # s),
0,(F)} < as < By < 0,(As). D’apres le Lemme 3.2.11, il existe un ensemble Fy de mesure

logarithmique infinie tel que pour tout z vérifiant |z| = r € Ey, on a
|As(2)] > exp, {r2} (3.5.2)
et pour r suffisamment grand
[A;(2)| < exp {r**} (j #s), [F(z)| < exp,{r*}. (3.5.3)

Comme )\, <l> < p,(f), alors d’apreés le théoreme de factorisation de Hadamard, f peut étre

!
définie par f(z) = ZE?, avec g(z) et d(z) sont des fonctions entiéres vérifiant

~

1,(0) = 1y(F) = 1 < 5(9) = 0y f), () = Ay (%) _s<n

Comme o,(d) = A, (%) < () = p,y(g), alors pour tout € (0 < 2e < pu,(f) — Ay <%>) et

pour 7 suffisamment grand on a

op(d
- expp{r »( )+€}

1 d(z)
' B expp{r#p(f)—s} <1. (354>

[f()] 1g(z)
D’ou, en substituant (3.3.4), (3.3.5), (3.5.2), (3.5.3) et (3.5.4) dans (3.5.1), pour tout z véri-

fiant 7 € Ey\(E; U E; U [0, 1]), on obtient

exp,{r’2} < Bexp, {r**}r**(k + 1) [T(2r, P (3.5.5)
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Comme [3, est arbitrairement proche de 0,(A;), de (3.5.5) et le Lemme 3.2.3, on obtient

opr1(f) = op(As).

Si max{o,(4;) (j #5), 0p(F)} = 0p(As) et max{r,(4;),7(F) : 0,(4;) = 0p(As) =

o,(F)} < 7p(As) = 7, alors on choisit as, §5 vérifiant
max{7,(A;), 7p(F) : 05(A;) = 0p(A;) = 0p(F)} <z < B3 <7

D’apres le Lemme 3.2.9, il existe un ensemble F; de mesure logarithmique infinie tel que pour

tout z vérifiant |z| =7 € F7, on a

|As(2)] > exp,{Bsr7 )} (3.5.6)

et pour r suffisamment grand
4;(2)] < exp,{agr )}, G # s, (3.5.7)
|F(2)] < expp{agr”p(As)}. (3.5.8)

D’on, en substituant (3.3.4), (3.3.5), (3.5.4) et (3.5.6)-(3.5.8) dans (3.5.1), pour tout z vérifiant
r € E\(Ey U E,UJ0,1]), on a

exp,{B5r7" )} < Bexp, {agr7 "} (k + 1) [T (2r, f)]". (3.5.9)
De (3.5.9) et le Lemme 3.2.3, on obtient

opr1(f) = 0p(As).

(ii) On suppose que f(z) est une solution méromorphe transcendante de (3.1.5) telle que
Ap (%) <, (f) et {f1, fo,-- -, fr} est une base de solutions méromorphes de (3.1.5). D’apreés
le Théoréme 3.1.1, on obtient 0,41(f;) = 0,(As), (j = 1,2, -+ , k). Par la théorie élémentaire
des équations différentielles, toutes les solutions de (3.1.5) peuvent étre représentées sous la

forme

f(2) = fo(2) + B1fi(2) + Bafa(2) + - - + By fu(2), (3.5.10)
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avec By,---, B € C et la fonction fj est sous la forme
fo(z) = Ci(2) 1(2) + Ca(2) fa(2) + -+ + Ci(2) fu(2), (3.5.11)
avec C (z),- -+ ,Ck (2) sont des fonctions méromorphes convenables satisfaisant
C)=FGi(fi,-  fo)- W(fr, - S G =12, kK, (3.5.12)
avec G;(f1,--- , fx) sont des polynomes différentiels dans f1,-- -, fi et leurs dérivés avec des
coefficients constants, et W (fi, -« , fx) est le Wronskien de fi,--- , fx. Comme le Wronskien

W(f1, -, fx) est un polynome différentiel dans fi,--- , fi, il est facile d’obtenir
opr1(W) <max{op1(f;):7=1,2,---  k} = 0,(As). (3.5.13)

De plus, on a G(f1,-- -, fx) sont des polynomes différentiels dans fi,-- -, fi et leurs dérivés

avec des coefficients constants, alors
0p1(Gy) < max{oyia(f) = 1,2k} = 0p(A), (= 1,2 k). (3.5.14)
D’apres le Lemme 3.2.13, (3.5.12), (3.5.13) et (3.5.14), for j =1,--- ;k, on a
0p11(C) = 0p11(C]) < max{oyi1 (), 0,(A,)} = 0,(A,). (3.5.15)
Ainsi, de (3.5.10), (3.5.11) et (3.5.15), on obtient
op+1(f) < max{oyp41(C)),0p41(f) 1 = 1,2, k} = 0,(As).

Comme o,(F) > 0,(A;), alors de (3.1.5), par une simple considération d’ordre, on obtient

op(f) = 0p(F). D'ow, 0,(f) = 0p(F) et 0,11 (f) < 0p(As).
(iii) D’apres le Lemme 3.2.13 et (3.5.12)-(3.5.14), for j =1,--- .k, on a

0p1(Cy) = 0p11(C)) < max{ope1(F), 7y(AL)} = apea(F). (3.5.16)
De (3.5.10), (3.5.11) et (3.5.16), on a
opr1(f) <max{o,1(C;), 0p01(f5) 15 = 1,2, k} < 0ppa(F).

De (3.1.5), par une simple considération d’ordre, on obtient o,,+1(f) > 0p41(F). D'ott oy (f) =

op1(F).



Chapitre 4

Croissance des solutions des équations différentielles complexes a

coefficients séries Lacunaire d’ordre (p, q ) fini

4.1 Introduction et résultats

Pour la croissance des solutions des équations différentielles linéaires complexes d’ordre su-

périeur
SO+ A2 5D 4+ Al2)f + Ao(2)f =0, (4.1.1)
et
FE + A1) fF 4+ A (2) f + Ao(2) f = F(2), (4.1.2)
ou A;(z) (j=0,1,--- ,k—1), F(z) sont des fonctions entieres, plusieurs auteurs ont obtenu

des résultats importants, (voir par exemple [3], [37], [45], [46], [47], [49], [52], [56], [58], [61]).
Dans [52], Tu, Xu, Liu et Liu ont considéré I’équation (4.1.2) et ils ont obtenu des résultats
sur les propriétés des solutions de (4.1.2) lorsqu'un coefficient A4(z) (0 < d < k — 1) est

dominant et étant une série Lacunaire.

Théoréme A ([52]) Soient A;(z) (j =0,1,--- k= 1), F(z) des fonctions entiéres d’ordre
p-itératif fini vérifiant
max{o,(4;) (j 7# d)} < op(Ag) <00
et
max{7y(4;) : 0p(A;) = 0p(Aa)} <7p(Ag) (0 <d <k —1).
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Supposons que Aq(z) = > e, 2™ est une fonction entiére telle que la suite des exposants

n=0
{\n} vérifie

An
> (logn)*™ (n > 0,n € N), (4.1.3)

alors, on a

(i) Si 0,(F) < 0p(Ag) ou 0,(F) = 0,(Ag) et 7,(F) < 7,(Aq), alors toute solution transcen-
dante f(z) de (4.1.2) vérifie 0,41(f) = 0,(Aq). En outre, si F(z) # 0, alors toute solution
transcendante f(z2) de (4.1.2) vérifie Apr1(f) = Api1(f) = 0pi1(f) = 0,(Ag).

(i) Si 0,(F) > 0,(Aa) et op41(F) < 0,(Ag), alors toutes les solutions de (4.1.2) vérifient
o) 2 0 (F) et 0pia(f) < oy(Aa).

(ili) S opy1(F) > 0,(Ag), alors toutes les solutions de (4.1.2) vérifies o,1(f) = opp1(F) et

M1 (f) = A1 (f) = 0pi1(F) pour toutes les solutions de (4.1.2) avec au plus une solution

exceptionnelle fo vérifiant A\pi1(fo) < opi1(F).

Théoréme B ([52]) Soient A;(z) (j =0,1,--- ,k—1), F(z) des fonctions entiéres d’ordre

p-itératif fini vérifiant
max{o,(4;) (j £ d),0,(F)} < ,(Ad) = 0p(Ad) = 0 < 00 (0 < d < b — 1),

[ee]

Supposons que Aq(z) = > cn, 2™ est une fonction entiére telle que la suite des exposants
n=

{A\n} vérifie la condition (4.1.3). Alors toute solution transcendante f(z) de (4.1.2) vérifie

fpr1(f) = opia(f) = 0. En outre, si F'(z) # 0, alors toute solution transcendante f(z) de

(4.1.2) vérifie ZPH(JC) = Ap+1(f) = 5\p+1(f) = A\pa(f) = 0.

Dans le résultat suivant, Zhan et Zheng [61] ont étudié la croissance des solutions de
(4.1.2) lorsque les coefficients sont des fonctions méromorphes et ils ont étendu les résultats

du Théoreme A a lordre (p, q).

Théoréme C ([61]) Supposons que Aj(z) (j = 0,1,--- ,k — 1), F(z) sont des fonctions

méromorphes vérifiant qu’il existe d € {0,1,---  k — 1} telles que

o1 = max{o g (A)), (J # d), 04.q) (F)} < fipq) (Aa) < 0(pq)(Aa) < 00.
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Supposons que Aq4(z) = i cx, 2 est aussi une fonction entiére telle que la suite des ex-
posants {\,} vérifie la c%znodz'tion (4.1.3). Si f(z) est une solution méromorphe de (4.1.2)
vérifiant )\(pyq)(%) < iy, (Aa), alors, on a les résultats suivants.

(a) Si f(2) est une solution rationnelle, alors f(z) doit étre un polynéme de degré deg f <
d—1.

(b) Si f(2) est une solution transcendante, alors f(z) vérifie w14 (f) = Hepg(Ad) <
Tpirg)(f) = Opa(Ad). En outre, si F(z) # 0, alors on a Ny p(f) = bperg(f) =
i) (Ad) < 0p)(Ad) = 0110 () = Api19)(f)-

Dans [46], Li et Cao ont considéré 'équation (4.1.2) avec des coefficients méromorphes

d’ordre (p, ¢) fini et ils ont obtenu les résultats suivants.

Théoréme D ([46]) Supposons que Aj(z) (j =0,1,--- k—1), F(z) # 0 sont des fonctions

méromorphes dans le plan vérifiant

1 )
maX{U(qu)(Aj), )‘(p,q)(A_O)v ‘7(p+1,q)(F> j=1,2,- k1) < U(p,q)(AO)a

alors toutes les solutions méromorphes f(z), dont les poles sont de multiplicité uniformément

bornée, de (4.1.2), vérifie
Ap+10) () = Api1,0) () = 01,0 (f) = 00 (Ao),
avec au plus une solution exceptionnelle fo vérifiant o 1,9 (fo) < 0(pq(Ao).

Théoréme E ([46]) Soient A;j(z) (j =0,1,--- .k —1), F(2) # 0 sont des fonctions méro-

morphes dans le plan vérifiant
max{opqg(A;):j =01,k =1} < 0py19(F).

Supposons que toutes les solutions de (4.1.2) sont des fonctions méromorphes, dont les poles
sont de multiplicité uniformément bornée, alors on a 0 (p41,9)(f) = O(pt1,9)(F) pour toutes les

solutions de (4.1.2).
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En ce qui concerne les équations différentielles linéaires
Ap(2) P 4 A () fE D 4 A(2)f + Ao(2)f =0, (4.1.4)

et
A()f® + A1 () fE Y 4 A(2)F 4+ Ao(2)f = F(2), (4.1.5)

ou k> 2, Aj(2),j =0,1,--- k, F(z) sont des fonctions entieres, Ay(z)Ax(2)F(z) # 0, de
nombreux auteurs ont étudié les propriétés de leurs solutions et ils ont obtenu des résultats
intéressants, (voir par exemple [22], [25], [29], [56]). 1] est bien connu que si Ax(z) = 1, alors
toutes les solutions de (4.1.4) et (4.1.5) sont des fonctions entiéres, mais quand Ag(z) est
une fonction entiere non constante, alors I’équation (4.1.4) ou (4.1.5) peut avoir des solutions
méromorphes. En effet, ’équation

2f" 4+ 4f" + (-1 — %,22 —2)e *f 4+ ((1 — %zQ +2z2)e F + 23 f =0

e %

admet une solution méromorphe f(z) = e~ et I'équation

BB 02 (z3 + 322 — 6)f = (z2 —6)sinz

admet une solution méromorphe f(z) = “*. Dans [56], Wu et Zheng ont considéré les

équations (4.1.4) et (4.1.5), et ils ont obtenu le résultat suivant lorsque le coefficient Ay(z)

est d’ordre maximal et une série de Fabry.

Théoréme F ([56]) Supposons que k> 2, A;(z) (j =0,1,--- ,k) sont des fonctions entiéres
vérifiant Ap(2)Ao(z) # 0 et 0(A;) < o(Ay) < oo (j = 0,1,--- ,k — 1). Supposons que

Ap(2) = 3 ey, 2™ et la suite des exposants {\,} vérifie la condition
n=0

% — 00 (n — 00). (4.1.6)

Alors toute solution rationnelle f(z)(#£ 0) de (4.1.4) est un polynéome de degré deg f <
k — 1 et toute solution méromorphe transcendante f(z), dont les poles sont de multiplicité

uniformément bornée, de (4.1.4) telle que A <%> < u(f), vérifie

Mf=@)=Af—¢)=0(f) =00, Xa(f —¢) = Xa(f — @) = 0a2(f) = 0(Ar),
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ot ¢ est une fonction méromorphe d’ordre fini et n'est pas solution de (4.1.4).

D’ot, on pose les questions suivantes : Que pouvons-nous dire au sujet de la croissance des
solutions d’équations de la forme (4.1.4) et (4.1.5) lorsque le coefficient Ap(z) est d’ordre
(p, ¢) maximal et une série Lacunaire et peut on avoir des résultats similaires aux Théorémes

D, E et F en utilisant le concept de 'ordre (p, q) 7

Récemment, Huang, Zhou, Tu et Ning [37], ont considéré 1'équation (4.1.2) avec des
conditions différentes sur le coefficient arbitraire A4(z) (0 < d < k — 1) et ils ont obtenu le

résultat suivant.

Théoréme G ([37]) Soient A;(z) (j =0,1,--- ,k—1), F(2) des fonctions entiéres. Supposons
qu’il existe d € {1,--- ,k— 1} tel que max{o(A;),o(F) : j # d} < o(Ag) < oo, max{7(A,) :
0(A;) =0(Ag), 7(F)} < 7(Ag) et que T(r, Aq) ~log M(r, Ag) quand r — +oo a lextérieur
d’un ensemble de r de mesure logarithmique finie. Alors on a

(i) Toute solution transcendante f(z) de (4.1.2) vérifie oo(f) = o(Aa), et (4.1.2) peut avoir
des solutions polynomiales f(z) de degré < d.

(ii) Si F(z) # 0, alors toute solution transcendante f(z) de (4.1.2) vérifie \o(f) = Ao(f) =
oa() = o(4a).

(iii) Si d = 1, alors toute solution non constante f(z) de (4.1.2) vérifie oo(f) = 0(A1). En
outre, si F(z) # 0, alors toute solution non constante f(z) de (4.1.2) vérifie M\o(f) = Ao(f) =

o2(f) = o(Ar).

Autres questions se posent : Premiérement, peut-on avoir des résultats similaires au Théoréme
G pour les solutions de I’équation (4.1.2) lorsque les coefficients sont d’ordre (p,q) fini? et
deuxiémement, qu’est-ce qu’on peut dire sur la croissance des solutions des équations (4.1.4)

et (4.1.5) lorsqu’on a le coefficient arbitraire A4(z) (0 < s < k) au lieu du coefficient Ay (z)?

Dans ce chapitre, on va répondre & ces questions en obtenant les résultats suivants.
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Théoréme 4.1.1 ([25]) Soient k > 2, A;(2) (j =0,1,--- k) des fonctions entiéres vérifiant
Ap(2)Ao(2) # 0 et

max{opq(A;):j=0,1,--- k= 1} <04 (Ar) < o0.

Supposons que Ap(z) = 3. ey, 2™ et la suite des exposants {\,} vérifie (4.1.3). Alors toute
n=0

solution rationnelle f(z) de (4.1.4) est un polynome de degré deg f < k —1 et toute solution

méromorphe transcendante f(z) de (4.1.4) telle que )\(p,q)(%) < g (), vérifie

S‘(p+1,q)(f - <P) = )\(p+1,q)(f - 90) = U(p+1,q)(f) = O(pyq) (Ak)7

avec @(z) est une fonction méromorphe vérifiant o, ) (p) < oo et n'est pas une solution de

(4.1.4).

Théoréme 4.1.2 ([25]) Soient k > 2, Aj(z) (j =0,1,--- k) et F(z) des fonctions entiéres
vérifiant Ap(2)Ao(2)F(2) Z0 et

maX{U(pvq)<Aj>v U(pvq)<F) 1j=0,1,-- k1) < U(pvq)<Ak) < 0.

Supposons que Ap(z) = . ¢y, 2™ et la suite des exposants {\,} vérifie (4.1.3). Alors toute
n=0
solution rationnelle f(z) de (4.1.5) est un polynome de degré deg f < k —1 et toute solution

méromorphe transcendante f(z) de (4.1.5) telle que )\(p,q)(%) < g (f), vérifie

)‘(p+1,q)(f - 80) = )‘(p+1,q)(f - 90) = U(p+1,q)(f> = O0(pa) (Ak)>

avec @(z) est une fonction méromorphe vérifiant o, ) (@) < oo et n'est pas une solution de

(4.1.5).

Théoréme 4.1.3 ([25]) Soient k > 2, Aj(z) (j =0,1,--- ,k) des fonctions entiéres vérifiant
les hypothéses du Théoréme 4.1.1 et F(z) # 0 est une fonction entiére.
(1) St 0(pr1,9)(F) < 0p,q)(Ar), alors toute solution méromorphe transcendante f(z) de (4.1.5),
vérifie

T p+1.0)(f) = T (Ar),

avec au plus une solution exceptionnelle fo vérifiant o1, (fo) < 0(p.q (Ak)-
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(i) Si o@pr1.9)(F) > 0pq(Ak), alors toute solution méromorphe transcendante f(z) de
(4.1.5), vérifie
Opi19)(f) = Opr1,9 (F).
Les résultats qui suivent sont pour le cas ot on a le coefficient arbitraire A4(2) (0 < s < k)

au lieu du coefficient A(z) dans les équations (4.1.4) et (4.1.5).

Théoréme 4.1.4 ([24]) Soient Aj(z) (j =0,1,--- k) telles que Ay(2)Ao(z) # 0 des fonc-

tions entiéres vérifiant
max{o(q)(4;), J # 5} < 0@pg(As) <oo, (0<s<k)

[ee]
Supposons que As(z) = . ¢y, 2™ et la suite des exposants {\,} vérifie (4.1.3). Alors toute

0
solution rationnelle f(z) de (4.1.4) est un polynoéme de degré deg f < s — 1 et toute solution

méromorphe transcendante f(z), dont les poles sont de multiplicité uniformément bornée, de

(4.1.4) telle que )\(qu)(%) < g (f); vérifie

U(erl,q)(f) = U(p,q)(As)'

Théoréme 4.1.5 ([24]) Soient A;(z) (j =0,1,--- k) telles que Ay(2)Ao(z) #Z 0 des fonc-

tions entiéres vérifiant
max{o (g (Aj), J # 8} <t (As) = 0pe(As) =0 < oo, (0<s< k).

[e.e]
Supposons que A,(z) = Y e, 2™ et la suite des exposants {\,} vérifie (4.1.3). Alors toute
n=

0
solution rationnelle f(z) de (4.1.4) est un polynéome de degré deg f < s —1 et toute solution

méromorphe transcendante f(z), dont les poles sont de multiplicité uniformément bornée, de

(4.1.4) telle que A(pﬂ)(%) < g (f), vérifie

u(p+17Q)<f) - U(P#I)(f) = O(p,q) (A.s> =0.

Théoréme 4.1.6 ([24]) Soient A;(z) (j = 0,1,--- k) des fonctions entiéres vérifiant les
hypothéses du Théoréme 4.1.4 et F(z) #Z 0 est une fonction entiére.
(i) St 0pi1,9)(F) < 0, (As), alors toute solution méromorphe transcendante f(z), dont les

poles sont de multiplicité uniformément bornée, de (4.1.5), vérifie

O—(P-H#I)(f) = U(m)(AS)a
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avec au plus une solution exceptionnelle fo vérifiant o1, (fo) < 0(pq) (As).
(i) Si 0 (pi1,q)(F) > 00pq)(As), alors toute solution méromorphe transcendante f(z), dont les

poles sont de multiplicité uniformément bornée, de (4.1.5), vérifie

Opi1,9)(f) = U(p+17q)(F)-

Pour 'équation (4.1.2), on a obtenu le résultat suivant.

Théoréme 4.1.7 ([24]) Soient A;j(z) (j = 0,1,--- ,k — 1), F(2) des fonctions entiéres.
Supposons qu’il existe s € {1,2,--- ,k — 1} tel que

max{o(pq)(A;), 0pg)(F), J# 8} < 0pg(As) =0 < 00,

maX{T(p,q)(Aj) : U(pvq)(Aj) = O(pq) (As)vT(p,q)(F)} < Tp.g)(As)

et que T(r, Ag) ~ log M(r, As) quand r — +o0o a lextérieur d’un ensemble de r de mesure
logarthmique finie. Alors

(i) Toute solution transcendante f(z) de (4.1.2) wvérifie o1, (f) = 0pg(As), et toute
solution non-transcendante f(z) de (4.1.2) est un polynome de degré deg f < s — 1.

(ii) Si F(z) # 0, alors toute solution transcendante f(z) de (4.1.2) vérifie Api14)(f) =
A1) (f) = 0pr19)(f) = 0pag(As).

(iii) Si s = 1, toute solution non constante f(z) de (4.1.2) vérifie 0,119 (f) = 0pq (A1) et
st F(z) # 0, toute solution non constante f(z) de (4.1.2) vérifie Api1.9)(f) = Apr1,9(f) =

O pi1,9)(f) = T (A1)

4.2 Lemmes préliminaires

Lemme 4.2.1 ([27]) Soit f une fonction méromorphe transcendante dans le plan C et soit
a > 1, une constante donnée. Alors pour toute constante donnée et pour tout € > 0 donné :
(1) Il existe un ensemble Ey C (1,4+00) de mesure logarithmique finie et une constante B > 0
qui dépend uniquement de « tels que pour tout z avec |z| =r & [0,1] U Eq, on a

()
()

n—m

<B (M(logo‘ r)log T'(ar, f)) (0 <m <n).
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(ii) 1l existe un ensemble Hy C [0,27) de mesure linéaire nulle et une constante B > 0 qui
dépend uniquement de «, pour tout 0 € [0,2m)\Hy, il existe une constante Ry = Ry(0) > 1

tels que pour tout z vérifiant argz =0 et |z| =r > Ry, on a

IUE) | < B(r(ar, f)logT(ar, /)™ (0 <m<n)
()| S ar, f)log T (ar, <m < n).
Lemme 4.2.2 ([24]) Soit f(z) = % une fonction méromorphe, telle que g(z) et d(z) sont

des fonctions entiéres vérifiant ji, (9) = fipg)(f) = 1 < 04g(9) = 0pg(f) < +oo et
A, (d) = 00y (d) = )\(p’q)(%) < p. Alors il existe un ensemble Ey C (1,4+00) de mesure

logarithmique finie tel que pour tout |z| =1 ¢ [0,1] U Es et |g(z)| = M(r,g) on a

<r?* (k€N).

o0
Lemme 4.2.3 ([44]) Soient f(z) = > cx, 2™ une fonction entiére et la suite des exposants
0

{A\n} vérifie la condition (4.1.3). Alors pour tout € > 0 donné,
log L(r, f) > (1 — ) log M (r, f)

est satisfaite a lextérieur d’un ensemble Esde mesure logarithmique finie, ot M(r, f) =

sup [£(2)], L{r. f) = ff |£(2)].

Lemme 4.2.4 ([47]) Soit f(z) une fonction entiére d’ordre (p,q) vérifiant 0 < 0,4 (f) =
o < oo. Alors pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble Ey C (1,+00) de mesure

logarithmique infinie tel que pour tout r € Ey, on a

. logp T(Tv f) . 10gp+1 M(Ir? f)
o= Ilm —/——-—= Ilm ——
r—ooreBy  log,r r—00,r€ By log, r

et

M(r, f) > exp,,{(c — €)log,r}.
Lemme 4.2.5 ([1, 28]) Soient g : [0, +00) — R et h: [0, +00) — R des fonctions monotones
croissantes. Si (1) g(r) < h(r) a Uextérieur d’un ensemble exceptionnel de mesure linéaire
finie, ou (i) g(r) < h(r), r & E5 U [0,1] avec E5 C (1,+00) est un ensemble de mesure
logarithmique finie. Alors pour tout o > 1, il existe ro = ro(a) > 0 tel que g(r) < h(ar) pour

tout v > 7g.
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Lemme 4.2.6 ([46]) Soient A¢(z), A1(2), -, Ar—1(2) et F(z) # 0 des fonctions méro-

morphes. Si f(z) est une solution méromorphe de (4.1.2) vérifiant

maX{U(p+1,q)<F>7 U(p+1,q)<Aj> 1j=0,1,---  k—1} < U(p+1,q)(f>'

Alors on a
X(p-&-l,'])(f) = )‘(p-i-l,q)(f) = 0(p+1,q)(f)-

Lemme 4.2.7 ([24, 25]) Soit f(z) = % une fonction méromorphe, avec g(z) et d(z) des
fonctions entieres telles que 1, (9) = ppo(f) = 1 < 04g(9) = 0pg(f) < +oo et
Apg)(d) = opg(d) = )\(m)(%) < p. Alors il existe un ensemble Eg C (1,4+00) de mesure
logarithmique finie tel que pour tout |z| =1 ¢ [0,1] U Eg et |g(z)| = M(r,g) on a
f(2)
f(z)

avec vy(r) est lindice central de g(z).

_ <”gz<7“))n (1+0(1), (neN),

Lemme 4.2.8 ([61]) Soit f(z) une fonction méromorphe vérifiant o, (f) = o < co. Alors
il existe des fonctions entiéres m1(z), ma(2) et D(z) telles que

B Wl(z)eD(z)

f(z) = —
et
o) (f) = max{o () (71), 0 ) (T2), 0.y (7).
De plus, pour tout € > 0 donné, on a

[F(2)] < expy{(o +e)log,r}, 7 ¢ Er,

avec 'y est un ensemble de r de mesure linéaire finie.

Lemme 4.2.9 ([41]) Soit f(z) une fonction entiére d’ordre (p,q), et soit v¢(r) l'indice central
de f(z). Alors
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Lemme 4.2.10 ([46]) Si f(2) est une fonction méromorphe, alors o, (') = 0(p.q (f)-

Lemme 4.2.11 Soit f(z) une fonction entiére telle que o, q) (f) = 0 < +oo. Alors, il existe

des fonctions entiéres [ (z) et D (z) telles que
f(z)=B8(z)e"®,

T(pg) (f) = max {U(p,q) (B),0pa) (GD(Z))}

et

log, N (r, %)

O (p,a) (B) = rginoolog—r'
q

De plus, pour tout € > 0 donné, on a

18 (2)] = exp{—exp, {(04) (B) +&)log,7}} (r ¢ Ey),

avec Eg C (1,400) est un ensemble de r de mesure linéaire finie.

Preuve. D’aprés le Théoréme 10.2 dans [39] et le Théoréeme 2.2 dans [40], on obtient que

f(2) peut étre représentée par
f(z)=p5(2)e"?,
avec

O(pg) (f) = max {U(WJ) (8) 0@ (eD(Z))} :

Par le méme raisonnement que dans la démonstration du Lemme 6.1 dans [38], pour tout

€ > 0 donné, on obtient

18 (2)] = exp{—exp, {(04.) (B) +&)log,7}} (r ¢ Ey),

avec Eg C (1,400) est un ensemble de r de mesure linéaire finie.

Lemme 4.2.12 Soit f(z) une fonction entiére telle que o, q) (f) = 0 < 400. Alors, il existe

un ensemble Fq C (1,+00) de r de mesure linéaire finie tel que pour tout € > 0 donné, on a

exp{—expp{(a—f—e) logqr}} <|f(2)] < eXPpy 1 {(0+5) logqr} (r ¢ Ey).
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Preuve. Quand p = ¢ = 1, le lemme est da & Chen [14]. Donc, on suppose que p > ¢ > 1
oup > q =1 Tlest clair que |f (2)| < exp,,, {(c +¢)log,r}. D'aprés le Lemme 4.2.11, il

existe des fonctions entieres 3 (z) et D (z) telles que

F(2)=B(2)e”? et 0pq (f) =max{o(,q (5) 0. (")}

Comme 0 (,_1,) (D) = 0(pq) (ePP) < 0,0 () et |ePP]| = 71PN pour |z] = 7 suffisamment
grand, on a

}GD(Z)| > ¢ IPEI > exp {—expp {(0 + §> logqr}} )

D’aprés le Lemme 4.2.11, il suit que

f (2)] = 18 (2)] "]

> exp {— exp,, {(a(pﬂ) (B) + g) log, r}} exp {— exp,, {(a + §> log, r}}
> exp {— exp,, {(O’ + %) logqr}} exp {— exp,, {(a + %) logqr}}

= exp {—2 exp,, {a + g) logqr}}

> exp {—exp, {(0 +¢)log,r}}, (r ¢ Ey),

avec Fy C (1,400) est un ensemble de r de mesure linéaire finie.

Lemme 4.2.13 Soit f(z) une fonction entiére avec ¢, q(f) = 0, 0 < 0 < oco. Alors, pour
tout B < o donné, il existe un ensemble Fyiy de mesure logarithmique infinie tel que pour

tout |z| =r € Ey, on a

log,y M(r, f) > Blog,,

ou M(r, f) = Sup 1f(z)].
z|l=r
Preuve. D’aprés la définition de l'ordre (p, q), pour tout € > 0 donné, il existe une suite {r,}

tend vers oo vérifiant (1 + %)rn < Tpi1 et

. longrl M(TTLJ f)
lim =0

n—o0 logq 7”n
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Alors, il existe un entier positif ng tel que pour tout n > ng et pour tout € > 0 donné, on a

M(ry, f) > exp,,1{(c —€)log, .} (4.2.1)

Quand ¢ > 1, on obtient
lim —logq(n—ﬂ)r
n—oo  log,r

=1.

Comme 3 < o, alors on peut choisir € > 0 suffisamment petit vérifiant 0 < ¢ < ¢ — 3. Donc,

il existe un entier positif n; tel que pour tout n > ny, on a

log,(wiz)r _ 8

. 4.2.2
log, r o—¢ ( )

Prenons ny = max {ngn,}. Alors, de (4.2.1) et (4.2.2), on obtient pour r € [r,, (14 1)r,]

n
log, ., M(r, f) > log, s M(ry, f) > (0 —¢)log, 1, > (0 — ¢) logq(n—H)r > [log, 7.

Posons Eyjg = | [rn, (1 + %)TTL]) on a

n=1

(1"1‘%)7'71
- dt 1
Ei)= Y T3 log(1 4 5) = oo
my(Fho) P / P og( n) 00

Lemme 4.2.14 Soit f(z) = Y ¢y, 2™ une fonction entiére avec 0,4 (f) =0, 0 < 0 < co.
n=0
Si la suite des exposants {\,} vérifie la condition (4.1.3), alors pour tout f < o donné, il

existe un ensemble Ey11 de mesure logarithmique infinie tel que pour tout |z| =r € E1q, on a

|f(2)] > exp,{Blog,r}.

Preuve. D’apreés le Lemme 4.2.3, pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble F5 de mesure

logarithmique finie tel que pour tout r ¢ Ej3, on a

log L(r, f) > (1 —¢)log M (r, f).

Pour tout § < o donné, on choisit 6 > 0 tel que f < § < o et ¢ suffisamment petit
vérifiant 0 < € < %. Alors, d’apreés le Lemme 4.2.13, il existe un ensemble Ejy de mesure

logarithmique infinie tel que pour tout r» € Ejg, on a
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[F(2)] > L, ) > [M(r, /)] > (exp,1{01og,7}) " > exp,,, {Blog, 1},

avec F1; = Ejo\ E3 est un ensemble de mesure logarithmique infinie.

Lemme 4.2.15 Soit f(z) une fonction enticre avec p, . (f) = p < oo. Alors, pour tout
e > 0 donné, il existe un ensemble Fi15 C (1,00) de mesure logarithmique infinie tel que

pour tout |z| =1 € E, on a

log, ., M(r, )
_ i “optl A

et
M(r, f) < exp,,{(n+¢)log,r}.

Preuve. D’apres la définition de l'ordre (p, q) inférieur, il existe une suite {r,}°°, tend vers

oo veérifiant (1 + %)rn < Tpat, €t

longrl M(Tna f)

Till)noo logq Tn ~ Hea) <f) '

Alors, pour tout ¢ > 0 donné, il existe n, tel que pour n > ny et tout r € [y, (14 £)r,], on a

10gp+1 M(Tn7 f) < 10gp+1 M(T‘, f) < lng+1 M((l + %)Tnv f)

log,(1+ L)r, ~— log, 7 - log, 7,
Soit Eip = | [ry, (1 + £)ry), alors pour tout r € Ei2, on a
n=mns2
lo M(r, lo M(r,,
hm gp+1 ( f) _ hm gp+1 ( f) _ M(p 2 (f),
r—+o0,reFE11 Iqu r T'n—+00 Iqu Tn ’
et
o Fma -
my(Fh) = Z / dt_ Z log(1 + l) = 00.
n=ns t n=ns n

Lemme 4.2.16 ([52]) Soit f(z) une fonction entiére transcendante, et soit z, = re’s un

point vérifiant |f(z.)| = M(r, f). Alors, il existe une constante §, > 0 telle que pour tout z
vérifiant |z| =r ¢ E3 et argz=0 € [0, — 6,,0, +0,], on a

f(z)

FO(2)

<27, (j €N).
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Lemme 4.2.17 ([47]) Soit f(z) une fonction entiére d’ordre (p,q) vérifiant 0 < oo (f) =
o <o00et0 < Tpy(f) =71 < oo. Alors pour tout f < 7 donné, il existe un ensemble

E14 C [1,400) de mesure logarithmique infinie tel que pour tout |z| =r € Ey4, on a
log, M(r, f) > B(log, 1 7) (r € Eu).

Lemme 4.2.18 Soit f(z) une fonction entiére transcendante vérifiant 0 < o, (f) = 0 <
00, 0 < Tpg(f) = 7 < o0 et T(r, f) ~ logM(r, f) quand r — o0 a Uextérieur d'un
ensemble de r de mesure logarithmique finie. Alors pour tout B < T donné, il existe un
ensemble Ey5 C (0,+00) de mesure logarithmique infinie et un ensemble Hy C [0,27) de
mesure linéaire nulle tels que pour tout z vérifiant |z| =r € Ei5 et argz = 0 € [0,27)\ Ho,

| f(re”)| > exp,{B(log,_,7)°}.

Preuve. Comme m(r, f) ~ log M(r, f) quand r — 400 et r ¢ F C (0,400), ou F est
un ensemble de 7 de mesure logarithmique finie, d’aprés la définition de m(r, f), il existe un
ensemble Hy C [0,27) de mesure linéaire nulle tels que pour tout z vérifiant argz = 0 €

[0,27)\ Hy et pour tout € > 0, on a
}f(rew)‘ > [M(r, f)]* . (4.2.3)

Autrement, nous voyons qu'il existe un ensemble H C [0, 27) de mesure linéaire positive, i.e.,

m(H) > 0 telle que, pour tout z vérifiant arg z = 0 € H et pour tout € > 0, on a

[f(re?)| < [M(r, )]

Alors, pour tout r ¢ F, on obtient
1 2
m(r, f) = —/logJr |f(rei9)| do
2T
0

1 , 1 .
= 5 /logJr | f(re®)| do + 7 / log™ | f(re)| do
H

[0,2m)\H
< % log M(r, f) + 27r——m(H) log M (r, f)
= M log M(r7 f) (4.2.4)

2w
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Comme ¢ > 0 et m(H) > 0, alors (4.2.4) est une contradiction avec m(r, f) ~ log M (r, f).
Pour tout 8 < 7, on choisit £(> 0) vérifiant 5 < £ < 7. D’apres le Lemme 4.2.17, il existe un
ensemble Ey4 C [1,+00) de mesure logarithmique infinie tel que pour tout |z| = r € Ey4, on

a
log, M(r, f) > &(log, 1 7)°. (4.2.5)

De (4.2.3) et (4.2.5), pour tout ¢ (0 < e < 1 — g) donné et pour tout |z| = r € Eiy\F et
arg z = 0 € [0,2m)\ Hs, on obtient

[Fre®)| > [M(r, )] > (exp,{§(log,_, 7)7})" " > exp,{B(log,_, 7)7}.

4.3 Preuve du Théoréme 4.1.1

Supposons que f(z) # 0 est une solution rationnelle de (4.1.4). Si f(z) est une fonction
rationnelle, qui a un pole a zy de degré A > 1, ou f(z) est un polynome de degré deg f > k,
alors f®(z) # 0. Comme max{o(,y(A;) : j = 0,1,--+ ,k — 1} < 0,9 (Ar) < oo, alors
T(00)(0) = 00 (Ar(2) f® + Aua () fOD -+ A (2) f + Ao(2) ) = 000 (Ar) > 0, Cest
une contradiction. D’ot, f(z) est un polynéme de degré deg f < k — 1.

Maintenant, on suppose que f(z) est une solution méromorphe transcendante de (4.1.4)
telle que )x(p,q)(%) < W (f). Dapres le Lemme 4.2.1 (i), il existe une constante B > 0
et un ensemble F; C (1,+00) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant
|z| =7 ¢ [0,1] U Ey, on a

f(J‘)(Z)
‘ f(z)

Comme )\(m)(%) < pq(f), alors d’apres le théoréme de factorisation de Hadamard, f peut

< B(T(2Ta f)>j+17 ] :Ovla"' ak' (431)

_ 9(z)
d(z)

étre définie par f(z) , avec g(z) et d(z) sont des fonctions entiéres vérifiant

1
L) (9) = Bip) () = 1 < 04.0)(9) = Tp0) (), Apg)(d) = 0pg)(d) = A(p,q>(}) < b

Alors d’apres le Lemme 4.2.2, il existe un ensemble Ey C (1,+00) de mesure logarithmique
finie tel que pour tout |z| = r ¢ [0,1] U E; et |g(2)] = M(r,g), on a
f(z)
f®(z)

<72, (4.3.2)
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Soit a = max{opq(4;) : j = 0,1,--- |k =1} < 03,9 (Ax) = 0 < co. Alors, pour tout ¢

donné (0 < 2¢ <o —a),ona
|A;(2)| < exp, {(a+¢e)log,7},j=0,1,--- k-1 (4.3.3)

D’apres le Lemme 4.2.3 et le Lemme 4.2.4, il existe un ensemble Ejg C (1,+00) de mesure

logarithmique infinie tel que pour tout |z| = r € Ei6, on a

£
[A(z)] = L(r, Ag) > (M(r, Ax))"™ > (expyiaf(o — ) log, m})'™
> exp,,1(0 —¢)log,r}. (4.3.4)
De (4.1.4), on a
f f(k—l) /
A4(2)] < ‘W [|Ak1<z>r \ | 2+ |Ao<z>\] . (43.5)
D’ou, en substituant (4.3.1)-(4.3.4) dans (4.3.5), pour tout |z| =7 € E5\([0,1] U Ey U Es),
on obtient
exp, 1{(c —¢)log,r} < r* exp, {(o + ¢)log, r}kB (T(2r, NE (4.3.6)

D’apres le Lemme 4.2.5 et (4.3.6), on a 0 —& < 0(p41,9(f). Comme € > 0 est arbitraire, alors

on obtient o(p11,9)(f) > 0(p,q (Ax). D’autre part, de (4.1.4), on a

'j%k) ’ka_1) lz
f f f

D’apres le Lemme 4.2.7, il existe un ensemble Eg C (1,+00) de mesure logarithmique finie

Ak,1 (2’)

. (4.3.7)

S ‘

’141(2)
Ap(2)

‘/40(2)
Ap(2)

tel que pour tout |z| =r ¢ [0,1] U Eg et |g(2)| = M(r,g), on a

fO() _ (vy(r)
f(z) _< z

)jﬂ+dDLj:O¢-ﬁ. (4.3.8)

Comme max{a(p,q)(AZ—:),~' ,U(p,q)(ﬁ—Z} = 0@ (Ar) = 0 < o0, alors, d’aprés le Lemme
4.2.8, il existe un ensemble FE; C (1,400) de mesure logarithmique finie tel que pour tout
|z| = r ¢ E7 et pour r suffisamment grand, on a

‘Aj(z)
Ap(2)

' <exp,{(oc+¢e)log,7},(j=0,---  k—1). (4.3.9)
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Alors, de (4.3.7), (4.3.8) et (4.3.9), pour r suffisamment grand tel que r ¢ [0,1] U Eg U E;
(VgT(T)) 1 +o(1)] < k[1+0(1)|exp,, {(c +¢)log,r}. (4.3.10)
De (4.3.10), le Lemme 4.2.5 et le Lemme 4.2.9, on obtient

1,9 (f) = 0@i1.9(9) < 0@ (Ar) +€

Comme € > 0 est arbitraire, alors o (,11,9)(f) < 0(p.q) (Ak). Ainsi, 01,9 (f) = 0@pg) (Ak).
Ensuite, on démontre que A1) (f — ©) = Api1.9(f — @) = Tpr1.9(f). Soit g(z) =
f(z) = @(2). Alors 0(p11,9)(9) = 01,9 (f). En substituant f(z) = g(2) + ¢(2) dans (4.1.4),

on obtient

B, Ar1(2) e Ai(z) , Ao(z)
T T AG T A
w A1) g Ai(z) , | Ao(z)
B e R WE LA WE

Comme ¢(z) n’est pas une solution de (4.1.4), alors on a

S R S A

Donc, d’aprés le Lemme 4.2.6 et 0, 4)(¢) < 00, on obtient

Aop11.0(9) = Api1.0(9) = pr1.9(9).
d’on

5‘(:o+1,q)(f - 80) = )\(p+1,q)(f - <P) = U(p+1,q)(f) = O(pygq) (Ak)'

4.4 Preuve du Théoréme 4.1.2

Supposons que f(z) est une solution rationnelle de (4.1.5). Si f(z) est une fonction rationnelle,
qui a un pole a zy de degré A > 1, ou f(z) est un polynéme de degré deg f > k, alors
8 (2) # 0. Comme max{c () (A;), g (F) 15 =0,1,--- k= 1} < 04,0 (A) < o0, alors

Opg)(Ar) = U(p,q)(Ak(Z)f(k))
= 0 (F(2) = (A1 () fED + -+ A1 (2) f + Ao(2) f))
< max{a(p,q)(Aj)ﬂa(p,q)(F) 1j=0,1,-- k—1}

< U(nq)(Ak)a
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c’est une contradiction. D’ot, f(z) est un polynome de degré deg f < k — 1.

Maintenant, on suppose que f(z) est une solution méromorphe transcendante de (4.1.5)

telle que )\(M)(%) < Hpg(f)- Soit B = max{o(g)(A)), 04 (F) : j = 0,1,-- k -1} <
0 (pq)(Ar) = 0 < 00. Alors, pour tout € donné (0 < 2e < o — f3), on a

‘AJ<Z>‘ < epr—Q—l{(B + 5) logq lr}ﬂj = 07 17 e Jk - ]-7 (441)

IF(2)] < expyor (8 + ) log, r}. (4.4.2)

Comme U(p,q)(d> = A(pﬂ)(%) < lu’(p,q)(f) = /,L(p}q)(Q), alOI'S pour tout ¢ (0 < 25 < /’L(p,q)(f) -

)\(m)(%)) et pour r suffisamment grand on a

1 |d(2) epr+1{()‘(p,q)(%)+5)10gqr}
ol ‘g<z> < oDy (Ui () — ) og, 7} = - (443)
De (4.1.5), on obtient
(k—1) /
|Ak<z>|s% @Ak_l(zn'f | e |2 +|Ao<z>|+|F<z>|\§H. (1.4.4)

D’ow, en substituant (4.3.1), (4.3.2), (4.3.4), (4.4.1)-(4.4.3) dans (4.4.4), pour r suffisamment
grand tel que |z| = r € E4\([0,1] U By U E5), on obtient

exp, 1{(c —€)log,r} < r*exp, {(B + ¢)log,r}(k + 1)B (T (2r, FF (4.4.5)

D’apres le Lemme 4.2.5 et (4.4.5), on a 0 —& < 0p41,4)(f). Comme € > 0 est arbitraire, alors
on obtient o(p41,9)(f) > 0(p,q (Ax). D’autre part, de (4.1.5), on a

'f(’“) <’Ak_1<z> ‘ﬂ“ f ’Aocz)

f Ar(2) f F1 AR

D’apres le Lemme 4.2.7, il existe un ensemble Eg C (1, +00) de mesure logarithmique finie

Ai(2)
Ak(Z)

’ % ' . (4.4.6)

‘ F(z)
_|_

Ai(2)
tel que pour tout |z| = ¢ [0,1] U Eg et |g(z)] = M(r,g), on a

fOR) _ (valr)
Rl

)] (1+o(1), j=0,--- k. (4.4.7)
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Ao s
Comme max{0 () (=), ,a(pvq)(%%),a(m)(%k)} = 0(p,q)(Ar) = 0 < 0o, alors d’apres le
Lemme 4.2.8, il existe un ensemble F; C (1, +00) de mesure logarithmique finie tel que pour

tout |z| = r ¢ E7 et pour r suffisamment grand, on a

A;j(2)

< | — NN — 4.
L < omallo g ) (=0 k), (148
F(z)
'Ak(z) <exp,,{(oc +¢)log,r}. (4.4.9)
Alors, de (4.4.3), (4.4.6)-(4.4.9), pour r suffisamment grand, r ¢ [0,1] U Es U E7, on a
vy(r)
. [T +o(1)| < (k+1)|1+o(1)|exp, 1{(c +¢)log,7}. (4.4.10)

De (4.4.10), le Lemme 4.2.5 and le Lemme 4.2.9, on obtient 0(,114)(f) = 0pi1,9(9) <

0 (p.g)(Ax) + €. Comme € > 0 est arbitraire, alors on obtient o(,11,4)(f) < 0(p,q)(Ax). D’ott, on
2 0(p19)(f) = 0o (Ak)-

Ensuite, on démontre que A1) (f — ©) = Api1.9(f — @) = Tpr1.9(f)- Soit g(z) =
f(2) = @(2). Alors (41,4 (9) = O(pi1,9(f). En substituant f(z) = g(2) + ¢(z) dans

W A ey A, A, FL)
L S I A W o A WS il oSt
on obtient
W  A1(2) gy o Aiz) L Al2)
B W e AR wos A o L
_ F(z) ) A (2) (k=1) | Ai(2) , | Ao(z)
T il L W A Wes s WL &
Comme ¢(z) n’est pas une solution de (4.1.5), alors on a
F(z) k) Ap-1(2) (k=1 Ai(z) r Ao(2)
NG NER B E L

Donc, d’aprés le Lemme 4.2.6 et 0, 4)(¢) < 0o, on obtient

Ap+1,0)(9) = Apr1,0(9) = O pi1,9(9),

d’ou

5‘(p+17q)(f —p) = )‘(p+17q)(f —¢) = U(p+17Q)(f) = O(p,q) (Ar).
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4.5 Preuve du Théoréme 4.1.3

(i) On suppose que f(z) est une solution méromorphe transcendante de (4.1.5) et { f1, fo, -+, fi}
est une base de solutions méromorphes de 1’équation homogeéne correspondante (4.1.4) de
(4.1.5). D’apres le Théoréme 4.1.1, on obtient o(,41,9)(f;) = 0pg)(Ar), (j =1,2,--- , k). Par
la théorie élémentaire des équations différentielles, toutes les solutions de (4.1.5) peuvent étre

représentées sous la forme

f(z) = fo(2) + Bif1(2) + Bafa(z) + - + By fu(2), (4.5.1)
avec By,---, B € C et la fonction fy est sous la forme
fo(z) = C1(2) f1(2) + Ca(2) fa(2) + - - - + Cr(2) fr(2) (4.5.2)
avec C (2),--+,C (2) sont des fonctions méromorphes convenables satisfaisant
Ci=FGi(fi,-  fuo) W(fr,- - )] G =12,k (4.5.3)
avec G;(f1,--- , fx) sont des polynomes différentiels dans f1,-- -, fi et leurs dérivés avec des
coefficients constants, et W(fi,---, fr) est le Wronskien de fi,--- , f. Comme le Wronskien

W (fi, -+, fx) est un polynome différentiel dans fi,--- , fx, il est facile d’obtenir

i1, (W) Smax{opi14(f;) 17 =1,2,- ,k} = 0 (Ar). (4.5.4)

De plus, on a G(f1,-- -, fx) sont des polynomes différentiels dans fi,-- -, fi et leurs dérivés

avec des coefficients constants, alors
019 (Gj) S max{opi1,g(f5) 1 7 =12, k} = 049(Ar). (j =1,2,--- k). (45.5)
D’apres le Lemme 4.2.10, (4.5.4) et (4.5.5), pour j = 1,--- , k, on obtient
0p+1,0)(C) = O 11,9 (CF) < max{0(p41,0)(F), 0pq) (Ar)} = 0(p,0) (Ak)- (4.5.6)
Ainsi, de (4.5.1), (4.5.2) et (4.5.6), on obtient

O (p+1,q) (f) < maX{U(p-‘rl,q) (Cj)’ 0(p+1,q)<fj) : ] = ]-7 27 T 7ka } = O(p,q) (Ak:)
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Maintenant, on suppose que toutes les solutions méromorphes f de I’équation (4.1.5) vérifie
1,9 (f) = 0(p.qg(Ak), avec au plus une solution exceptionnelle f; telle que o(y11,4)(fo) <

0 (p.g)(Ar). En effet, s’il existe une autre solution méromorphe f; de (4.1.5) vérifiant (,11,4)(f1) <
0 (p.q)(Ar), alors fo— fi est une solution méromorphe non nulle de (4.1.4) vérifiant o, 1, (fo—
f1) < 0(pq(Ax). Mais, d’apres le Théoréeme 4.1.1 on a toute solution de (4.1.4) vérifie

O (p41,9)(f) = O(p,g)(A). C’est une contradiction. D’oil, on a toutes les solutions méromorphes
f deT’équation (4.1.5) vérifie o (p41,9)(f) = 0(p,q) (Ar), avec au plus une solution exceptionnelle
fO telle que U(p-i—l,q)(f()) < O-(P#J)(Ak)'

(ii) De (4.1.5), par une simple considération d’ordre, on obtient o(,41,9)(f) = i1, (F).

D’apres le Lemme 4.2.10 et (4.5.3)-(4.5.5), pour j = 1,--- , k, on obtient

J(p+1,q)(0j) = U(p+1,q)(C]/') < maX{U(pH,q)(F)vU(p,q) (Ap)} = U(p+1,q)(F)~ (4.5.7)

De (4.5.1), (4.5.2) et (4.5.7), on a

U(p+1,q)(f) S ma’X{U(erl,q) (C])7 U(p+1,q) (f]) : .] - 17 2a T k7 } S U(p+1,q)(F)'

D’ot, on obtient o ,41.4)(f) = o pt1,9 (F)-

4.6 Preuve du Théoréme 4.1.4

Supposons que f(z) est une solution rationnelle de (4.1.4). Si f(z) est une fonction rationnelle,
qui a un podle a zy de degré m > 1, ou f(z) est un polynéme de degré deg f > s, alors

f®(z) # 0. Comme max{o,(A;),] # s} < (g (As) < 00, alors
(pq)(0) = U(p,q)(Ak(z)f(k) + A () fEY e A () + Ao(2)f) = O (pg)(As) >0,

c’est une contradiction. D’otu, f(z) est un polynome de degré deg f < s — 1.

Maintenant, on suppose que f(z) est une solution méromorphe transcendante de (4.1.4)
telle que )\(p,q)(%) < g (f). D'apres le Lemme 4.2.1 (i), il existe une constante B > 0
et un ensemble E; C (1,+00) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant
|z| =r ¢ [0,1] U Eq, on a

F9()
' f(2)

< B(T@r, /)", 1<j<k. (4.6.1)
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Comme )\(M)(%) < Hp,q([f), alors d’apres le théoréme de factorisation de Hadamard, f peut

étre définie par f(z) = %, avec g(z) et d(z) sont des fonctions entiéres vérifiant

1
Hp,q) (9) = /’L(p,q)(f) == Opg) (9) = U(p,q)(f)a )‘(p,q)(d) = U(p,q)(d) = /\(p,q)(?) < K-

Alors d’apres le Lemme 4.2.2, il existe un ensemble Fy de mesure logarithmique finie tel que

pour tout |z| =1 ¢ [0,1] U Es et |g(z)| = M(r, g) et pour r suffisamment grand on a

<r* (s€N). (4.6.2)

' f(2)
fO(2)
Soit o = max{o () (A;) 1 j # s} < 0 (As) = 0 < 00. Alors, pour tout € donné (0 < 2 <
o—a),ona

A()] < expyr{la+e)log, 1}, j# s (46.3)
D’apres le Lemme 4.2.3 et le Lemme 4.2.4, il existe un ensemble Ejg C (1,4+00) de mesure

logarithmique infinie tel que pour tout |z| =r € Ejg, on a

A = L(rA) > (M(r, A)) ) 2 (exp,{(0 — 5)log, 1)~
> exp,,1(0 —¢)log,r}. (4.6.4)
De (4.1.4), on a
(k) (k—1) (s+1)
4.6 = |7 1@l | |+ 1@ | el
f(s—l) f/
# 1A [ [+ ] (16.5)

D’o, en substituant (4.6.1)-(4.6.4) dans (4.6.5), on obtient pour tout z vérifiant r € Ey6\ (F1U
E,U[0,1])

expyi{(0 — 2)log, 7} < 1 exp, 1 {(a + 2) log, rHeB (T(2r, ). (46.6)
De (4.6.6) et le Lemme 4.2.5, on a

‘7(p+1,q)(f) 2 O(pg) (Ay).

Maintenant, nous prouvons que 41,9 (f) < 0(pq)(As). De (4.1.4), on a

(k)
—Ak(2>f7 = Akfl (Z)

f(kfl)
f

f(s+1)
4+ .- +A8+1(Z)T
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f(s) f(sfl) f
/ f /

D’apres le Lemme 4.2.7, il existe un ensemble Eg C (1, +00) de mesure logarithmique finie

+A4(2)

+ A, 1(2)

+ o A(2) = + Ag(2). (4.6.7)

tel que pour tout |z| =r ¢ Fg et |g(2)| = M(r,g), on a

M_ Vg—(r) j 0 i=0.---
f(z) _( s ) (I+o(1), (j=0,--- k). (4.6.8)

Comme max{o(,q)(4;),] # s} < 0(p.q(As) < 00, alors pour r suffisamment grand, on a
A5(2)] < exp, (0 (As) + ) logy T}, (= 0,0+ k). (46.9)

D’apres le Lemme 4.2.12, il existe un ensemble Fy C (1,400) de mesure linéaire finie (et

donc de mesure logarithmique finie) tel que pour tout |z| =7 ¢ Fy, on a

|Ak(z)] > exp {— expp{(o(pvq)(Ak) +¢) log, r}}

> exp {—exp,{(0(q(As) +¢)log,7}} . (4.6.10)

De (4.6.7) et (4.6.8), pour tout z vérifiant |z| = r ¢ Eg et |g(z)| = M(r, g), on a

400 (22) (4o = A >(”9‘”)k_1<1+o<1>>

+---+As+1(2')(yg7<r))s+l(l+o ( ) (1+0(1))
+AS1<z><”95")>s_1(1+0(1)) A ( >1+o 1)) + Ao(2).

d’ou

1+ o(1)]

A2) ‘(”)

@ () ol @) () 1ol + 4] (@6

et de (4.6.9)-(4.6.11) pour tout z vérifiant |z| =1 ¢ (Eg U Ey) et |g(2)| = M (r, g), on obtient

114 0(1)] < [Ars(z |‘(

)

1+ o)+ 4o | (242

z

+oo A (2)]

14 o(1)]

exp{—expp{(a(pvq)(A )+e) logqr}} ( ﬁ )> |1+ o(1)]
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< kexp, 1{(0(pg)(As) +€)log, r}[1 +o(1)],

ainsi,

hm logp+1 ]/g(’/’)

< A, ) 4.6.12
e logqr > U(Jm)( ) t+e (4.6.12)

Comme ¢ > 0 est arbitraire, alors de (4.6.12), le Lemme 4.2.5 et le Lemme 4.2.9, on a

0 (p+1,9) (9) < I (p,a) (As),
d’ou
U(p+1,q)(f) < Opg) (Ay).

Par conséquent, nous obtenons

Opi1,9)(f) = U(pvq)(As)-

4.7 Preuve du Théoréme 4.1.5

Supposons que f(z) est une solution rationnelle de (4.1.4). Par le méme raisonnement que
dans la démonstration du Théoréme 4.1.4, il est clair que f(z) est un polyndéme de degré
deg f < s—1. Maintenant, on suppose que f(z) est une solution méromorphe transcendante de
(4.1.4) telle que )\(pyq)(%) < iy, (f)- D'apres le Théoreme 4.1.4, on a 6 ,11,)(f) = 0 ) (As) =
. Alors, nous avons seulement besoin de prouver que 1,1, (f) = g, (As) = 0. Comme
max{opq(A;) (J #s)} < o, alors il existe des constantes «y, 3, vérifiant max{o,q)(4;)

(j#s)} < a1 < By <o.Donc

|A](Z>‘ S epr+1{a1 logq T}J j 7é S. (471)

De plus, on a A, (z) = Y ¢y, 2™ telle que la suite des exposants {),} vérifie (4.1.3) et
n=0
ipg)(As) = 0pg(As) = 0. Alors, d’aprés le Lemme 4.2.14, il existe un ensemble Fy; de

mesure logarithmique infinie tel que pour tout z vérifiant |z| = r € Ey1, on a

|As(2)] > exp,1{B; 1log, 7} (4.7.2)

Ainsi, en substituant (4.7.1), (4.7.2), (4.6.1), (4.6.2) dans (4.6.5), pour tout z vérifiant |z| =
re EH\([O, 1} UFE U EQ), on obtient

exp,1{8log, r} < Bexp,, {ailog, r}r®k[T(2r, f)]". (4.7.3)
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Comme f3; est arbitrairement proche de o, alors de (4.7.3) et le Lemme 4.2.5, on obtient

Lpi1,g)(f) = 0 = 1, ) (As).

D’autre part, de (4.1.4), on a

(*) (k-1) (s+1) (s)
|Ak<z>|\fT g|Ak1<z>|\ff +---+|As+1<z>|\ff+ +|As<z>|'ff
f(s—l) f/
+|Asl(z)|‘ 7 + -+ A (2)] 7 + [Ao(2)] . (4.7.4)

D’apres le Lemme 4.2.15, pour tout ¢ > 0 donné, il existe un ensemble Ejp, C (1,00) de

mesure logarithmique infinie tel que pour tout z vérifiant |z| = r € Fj5, on a

|A](Z)| S epr-I—l{(lu(p,q) (AS) + 8) logq T}? .] = 07 e 7k' (475)

D’apreés le Lemme 4.2.12, il existe un ensemble Fg C (1, +00) de mesure logarithmique finie

tel que pour tout |z| =r ¢ Ey, on a

| A(2)] > exp {—exp,{(0(q)(Ar) +¢)log, 7} }

> exp {— exp,{(0(pq)(As) + ) log, 7} } = exp {—exp,{ (114 (As) +€)log,r}} . (4.7.6)

De (4.6.8), (4.7.4)-(4.7.6), pour tout z vérifiant |z| = r € E15\(Es U Ey) et |g(z)| = M(r, g),

on a

exp = e, {1 (4 + <) og, 1) (“42) 4o <

expyer (40 + oy} (X)) 1+ of1)
+texp, { (g (As) + £) log, 7} (VQT(r)> 11+ o(1)]

+expyiq {(Hpg (As) + €) log, 7} (ugir))s 11+ o(1)]

t expp i { () (As) + ) log, 7} (”9:) ) 1+ o(1)
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ValTr
e by g (0] + 210y (47 ) 1L+ 0] + 0y 2  (40) + 9oy,

et pour tout z vérifiant |z| = r € E15\(Es U Ey) et |g(2)| = M(r, g), on obtient

exp { — exp, {10 (A2) + €) log, )} (”9(”) 14 o(1)]

r

< k |1 + O(1>| expp+1{(:u(p,q)(As> + 6) logq T}, (477)

d’ot,
. log, 1 vy(r)
r—+0o  log, T

< i (A) + £ (4.7.8)

Comme ¢ > 0 est arbitraire, alors de (4.7.8), le Lemme 4.2.5 et le Lemme 4.2.9, on a

H(p+1,9) (9) < M(p,q)(AS)7
d’ou
/’L(p—‘rl,q) (f) S lu(p,q)(AS)‘

Ainsi, on obtient

'u(p+1,q)(f) = H(p,a) (4s) = 0.

4.8 Preuve du Théoréme 4.1.6

(i) On suppose que f(z) est une solution méromorphe transcendante, dont les poles sont
de multiplicité uniformément bornée, de (4.1.5) et {f1, fo, -+, fx} est une base de solutions
méromorphes de I’équation homogene correspondante (4.1.4) de (4.1.5). D’aprés le Théoréme
4.1.4, on obtient o(p41,9)(f;) = O (As), (j =1,2,--- k). Par la théorie élémentaire des

équations différentielles, toutes les solutions de (4.1.5) peut étre représentée sous la forme

f(2) = fo(2) + Bif1(2) + Bafa(2) + - - - + Bifi(2), (4.8.1)
avec By,---, B, € C et la fonction fy est sous la forme

fo(z) = Ci(2) f1(2) + Ca(2) f2(2) + - - - + Ci(2) fi(2) (4.8.2)
avec C1 (z),- - ,Ck (z) sont des fonctions méromorphes convenables satisfaisant

CJ/ = FG](fl? 7fk)[W(f17 7fk)]717 j = 1727"' 7k7 (483)
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avec G;(f1,--- , fx) sont des polynomes différentiels dans f1,-- -, fi et leurs dérivés avec des
coefficients constants, et W(fi,---, fx) est le Wronskien de fi,--- , fr. Comme le Wronskien

W(fi, -+, fx) est un polynome différentiel dans fi,--- , fx, il est facile d’obtenir

01,9 (W) Smax{opi1,q)(fi) 17 =12, k} = 03,4 (As). (4.8.4)

De plus, on a G(f1,--- , f) sont des polynomes différentiels dans fi,-- -, fi et leurs dérivés

avec des coefficients constants, alors

U(p+1,q)(Gj) S max{a(p+17q)(fj) : j = 1, 2, ce ,k’} = O'(p7q)<A5), (] = 1, 2, ce ,k’) (485)

D’apres le Lemme 4.2.10 et (4.8.5), pour j = 1,--- , k, on obtient

0 pr1,0)(C5) = 0p4+1,9)(C)) < Max{0(p41,0)(F), 0 (p.g) (As)} = T (pgp(As). (4.8.6)

Ainsi, de (4.8.1), (4.8.2) et (4.8.6), on obtient

0(p+1,q)(f) < maX{U(p-i-l,q)(Cj)v 0(p+1,q)(fj) : ] = 17 27 Y k, } = J(p,q)<As)'

Maintenant, on suppose que toutes les solutions méromorphes f, dont les poles sont de mul-
tiplicité uniformément bornée, de I'équation (4.1.5) vérifie 0,114)(f) = 0@pe)(As), avec au
plus une solution exceptionnelle fj telle que o ,11.4)(fo) < 0(p,q)(As). En effet, s'il existe une
autre solution méromorphe fi de (4.1.5) vérifiant 0,11, (f1) < o) (As), alors fo — fi est
une solution méromorphe non nulle de (4.1.4) vérifiant o(,41,9)(fo — f1) < (g (As). Mais,
d’apres le Théoréme 4.1.4 on a toute solution méromorphe f, dont les poles sont de multipli-
cité uniformément bornée, de (4.1.4) vérifie o(,41,9)(f) = 0(p,q)(As). C'est une contradiction.
D’ot, on a toutes les solutions méromorphes f, dont les poles sont de multiplicité uniformé-
ment bornée, de 'équation (4.1.5) vérifie 0(,11,4)(f) = (. (As), avec au plus une solution
exceptionnelle fy telle que o (p11,4)(fo) < T(pq)(As)-

(ii) De (4.1.5), par une simple considération d’ordre, on obtient o(,41,9)(f) > T (py1,9)(F).

D’apres le Lemme 4.2.10 et (4.8.3)-(4.8.5), pour j = 1,--- , k, on obtient

T p11.0)(C5) = 011,09 (C}) < max{o(pi19)(F), 0.0 (As)} < 0pr1,0)(F). (4.8.7)

De (4.8.1), (4.8.2) et (4.8.7), on a

1) () S max{o(pi1,0)(C)), 0pr10)(fi) 1 J =12,k } S 0prag(F).

D’ot, on obtient o ,41.4)(f) = 0 pt1,9 (F)-
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4.9 Preuve du Théoréme 4.1.7

(i) Supposons que f(z) est une solution transcendante (4.1.2). D’une part, de (4.1.2), on

obtient
!/

() e ! r

f(2) f f f

D’apres le Lemme 4.2.7, il existe un ensemble Eg C (1,+00) de mesure logarithmique finie

< 142

o A (2)

+ [Ao(2)] +

. (4.9.1)

tel que pour tout |z| =r ¢ [0,1] U Eg et |g(2)| = M(r,g), on a

f}]()i;) - (”i”)j (1+o(1), (j=0,--,k). (4.9.2)
D’apreés la définition de l'ordre (p, ¢), pour tout £ > 0 donné et pour r suffisamment grand,
on a
4,(2)] < expy i {(0 +2)log, 7} # 5 (49.3)
et
|[F(2)] < exp,y1{(0 +¢)log,r}. (4.9.4)

Comme O (p.q) (d) = )\(p7q)(%) < M(p,q) (g) = M(p,q) (f)7 alors pour tout ¢ (0 <2< u(p,q) (f) -

)\(p’q)(%)) et pour 7 suffisamment grand on a

< epr«H{()\(Paq)(%) + 5) logq T}
a eprJrl{(M(p,q)(f) - 8) logq ')”} -

(4.9.5)

D’ow, en substituant (4.9.2)-(4.9.5) dans (4.9.1), pour suffisamment grand r ¢ [0, 1] U Eg, on
obtient

(V“’Tm> 11+ 0(1)] < (k+1)exp,, {(c +¢e)log,r} |1+ o(1)]. (4.9.6)

De (4.9.6), le Lemme 4.2.5 et le Lemme 4.2.9, on obtient 0(,11,4)(f) = 0p11,0(9) < 0 (As)+

. Comme € > 0 est arbitraire, on obtient 0,11, (f) < 0(pq)(As). D’autre part, de (4.1.2),

on a
(k) (k=1) (s+1)
|As(2)] < ‘f{s) {fT + |Ap-1(2)] 'f ; +o | Ag(2)] ‘f ;
A o A 14 r 497
A @I E] o e 2+ o<z>|+\7H. (4.9.7)
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Pour chaque cercle |z| = r suffisamment grand, on prend z, = re vérifiant |f(2,)| =

M(r, f) > 1. Alors, d’aprés le Lemme 4.2.16, il existe une constante 6, > 0 et un ensemble
E13 tel que pour tout z vérifiant |z| =1 ¢ FEi3 et argz =60 € [0, —§,,6, + 0,], on a

f(z)

fe)(2)

D’apres le Lemme 4.2.1 (ii), il existe un ensemble H; C [0,27) de mesure linéaire nulle et

<. (4.9.8)

une constante B > 0 tels que pour tout z vérifiant argz = 6 € [0, — ¢,,0, + J,] et pour r
suffisamment grand, on a

' f(j)(z)

f(z)

<B(T(@2r, )", 1<j <k (4.9.9)

On choisit s, #, vérifiant max{7(, ) (A4;) : 0@ (Aj) = Tpa(As), T (F)} < az < By <
oy (As). Comme [£(2) — f(22)] < = et | f(2,)] — o0 quand 1 — +o00, pour tout |2] = r ¢ Fis

suffisamment grand et argz =6 € [0, — J,,0, + J,], on a

[4,(2)] < exp,{az(log, 1)o@}, j 5 (49.10)
et
‘? ((; < |F(2)] < exp,fas(log, , r)7 s}, (49.11)

Comme T'(r, As) ~ log M(r, As) quand r — +oo (r ¢ E3), d’aprés le Lemme 4.2.18, pour
tout By < 7(pq) (As), il existe un ensemble Ey5 C (0,00) de mesure logarithmique infinie et
un ensemble Hy C [0, 27) de mesure linéaire nulle tels que pour tout z vérifiant |z| = r € E;

et argz =60 € [0,27)\Hs, on a
A4,(2)| > exp,{Byllog, , 1) o). (1912

En substituant (4.9.8)-(4.9.12) dans (4.9.7), pour tout z vérifiant |z| = r € Ei5\Fi3 et
argz =0 € [0,27)\(H; U Hy), on obtient

exp,{B,(log,_, 7)o@ A)Y < 9 exp,{az(log, , P oo AN (k+1)B(T(2r, f))™. (4.9.13)

De (4.9.13) et le Lemme 4.2.5, on obtient o, 11.4)(f) > 0(;,4)(As). Ainsi, nous avons 0,414 (f) =
0 (pa)(As)-



4.9 Preuve du Théoréme 4.1.7 76

Maintenant, si f(z) est une solution polynomiale de (4.1.2) avec deg(f) > s, alors

f(s)(z) # 0. Si max{o,¢)(4;), 0 (F), J # s} < 0(p,q(As) < 00, alors

T (As) = 040 (—As(2) )

= 0oV + Aa () fEY - A (2) FOTY
FA ()Y R A () Ao(2) f — F(2))
max{0 (g (A;), O (p.q) (F), ] # 5}

< U(nq)(AS)a

IN

c’est une contradiction. Si max{o, ¢)(A4;), 0 (F), J # s} = 0(p,q(As) = 0 et max{7(, . (A4;) :
) (A) = 0p.g)(As), T(pg) (F) } < T(p,q)(As), alors on choisit a, 3, vérifiant max {7, q) (A4;) :
Tipa)(A) = 04g)(As), Ty (F)} < g < By < T(pg)(As). D’apres le Lemme 4.2.17, il existe
un ensemble F4 de mesure logarithmique infinie tel que pour tout z vérifiant |z| = r € Eqy,

on a
A(2)] > exp,{By(log,_, )7} (4.9.14)

et pour r suffisamment grand

|A;(2)| < exp,{az(log, ,7)7}, j#s. (4.9.15)

D’ou, de (4.9.7), (4.9.14) et (4.9.15), pour tout z vérifiant |z| = r € F14, on a

epr{62(10gq,1 T)U} S (k + 1)TM epr{Oég (logqfl T)U}7

ot M est une constante. Ceci est une contradiction. D’ou, f(z) est un polynome de degré
deg f < s—1.

(ii) Si F(z) # 0, alors d’aprées le Lemme 4.2.6, toute solution transcendante f(z) de (4.1.2)
vérifie Api1,0)(f) = Apr1.0)(f) = 0110 (f) = 00 (As).

(iii) Si s = 1 et f(z) est une solution polynomiale de (4.1.2), alors de (ii), nous obtenons
que deg f < s — 1, d'ou, f(z) doit étre une constante. Ainsi, de (i) et (ii), toute solution
non constante f(z) de (4.1.2) vérifie 0, 11.9)(f) = 0@ (A1) et Apr1.9(f) = Apr1.9(f) =
Op1.9)(f) = Opg (A1) if F(2) # 0.



Chapitre 5

Croissance des solutions des équations différentielles complexes

avec des coefficients d’ordre logarithmique fini

5.1 Introduction et résultats
Pour k£ > 2, on considére I'équation différentielle linéaire
FO 4 A (2) %D b Ay (2) f + Ao(2)f =0, (5.1.1)

ot Ap(z) # 0. Lorsque les coefficients Ag(2), A1(2), - - - , Ax—1(2) sont des fonctions entieres, il
est bien connu que toutes les solutions de (5.1.1) sont des fonctions entiéres, et que, si certains
coefficients de (5.1.1) sont transcendants, alors (5.1.1) a au moins une solution d’ordre infini.
L’idée de l'ordre p-itératif a été introduite par Bernal [8] pour exprimer la croissance rapide
des solutions d’équations différentielles linéaires complexes. A partir de 14, plusieurs auteurs
ont obtenu des résultats sur ordre p-itératif des solutions de (5.1.1), (voir par exemple [3],

[4], [5], [12], [13], [35], [43]).
Théoréme A ([3]) Soient Aj(z) (j =0,1,---,k—1) des fonctions entiéres, et soit i(Ay) = p
(0 < p < o). Supposons que

max{i(A;):j=1,2,--- ,k—1} <p

ou

max{o,(A4;):j=1,2,--- k—1} < o,(4y) =0 (0 <0 < 0),
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max{7,(A;) : 0,(A;) =0,(Ag)} < Tp(Ag) =7 (0 < T < 00).

Alors toute solution f(z) # 0 de (5.1.1) vérifie i(f) =p+1 et opr1(f) = op(Ao).

Pour le cas ou le coefficient dominant dans (5.1.1) est d’ordre p-itératif inférieur fini, Hu
et Zheng [35] ont étudié la croissance des solutions de (5.1.1) et ils ont obtenu le résultat

suivant.

Théoréme B ([35]) Soient Aj(z) (j =0,1,--- ,k—1) des fonctions entiéres d’ordre p-itératif

fini vérifiant
maX{UP(A]) : ] = 17 27 T 7k - ]'} < Mp(AO) < UP(AO) < 0.
Alors toute solution f(z) # 0 de (5.1.1) vérifie

1p(Ao) =ty 1 (f) < 0pia(f) = 9p(Ao).

Dans [12], Cao, Xu et Chen ont considéré la croissance des solutions méromorphes de
I'équation (5.1.1) avec des coefficients méromorphes d’ordre p-itératif fini, et ils ont obtenu

le résultat suivant lorsque Ag(z) est le coefficient dominant d’ordre p-itératif fini.

Théoréme C ([12]) Soient A;(z) (j =0,1,--- . k—1) sont des fonctions méromorphes dans
le plan, et soit i(Ag) = p (0 < p < o0). Supposons que z',\(ALO) < p ou )\p(ALO) < 0,(Ap), et
que

max{i(A4;):j=1,2,---  k—1} <p

ou

max{o,(A;):j=1,2,--- k =1} <o0,(4)) =0 (0 <0 < 0),
max{7,(A;) : 0,(A;) =0,(A0)} < 7p(Ag) =7 (0 < 7 < 00).

Alors toute solution méromorphe f(z) Z 0, dont les poles sont de multiplicité uniformément

bornée, de (5.1.1) vérifie i(f) =p+1 et opr1(f) = 0,(Ao).
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Dans [47], Liu, Tu et Shi ont été les premiers a utiliser les concepts de l'ordre (p, q) et le
type (p,q) pour le cas p > ¢ > 1 pour étudier la croissance des solutions entiéres de (5.1.1),

et ils ont obtenu des résultats qui améliorent et généralisent d’autres résultats.

Théoréme D ([47]) Soient p > ¢ > 1 et Aj(z) (j =0,1,--- .,k — 1) des fonctions entiéres
telles que
max{c (g (A4;) 1 j # 0} < 0 (Ao) < +00
ou
max{o (g (4;) : j 7# 0} < 0pq)(Ao) < +00,
max{7(,q) (A7) : 0(p.0)(A;) = 0 (pg)(Ao) > 0} < T g)(Ao)-

Alors toute solution f(z) # 0 de (5.1.1) vérifie 0pi1,9)(f) = T(p.g)(Ao).

Dans les Théorémes A et D, les auteurs ont étudié la croissance des solutions de (5.1.1)
lorsque les coefficients sont d’ordre p-itératif fini ou d’ordre (p, ¢) fini. Une question naturelle
se pose : Que peut on dire sur la croissance des solutions de (5.1.1) lorsque les coefficients
sont d’ordre zéro ? Récemment, Cao, Liu and Wang [11] ont discuté de la question ci-dessus
et ils ont obtenu le résultat suivant, lorsque le coefficient dominant Ay(z) est transcendant

et d’ordre zéro, en se servant de idée de l'ordre logarithmique due a Chern [20].

Théoréme E ([11]) Soient Aj(z) (j = 0,1,--- .,k — 1) des fonctions entiéres. Si Ao(z) est

transcendant et vérifie
max{on9(A;):j=1,2,--- k =1} = 0q2)(4y) < 0

et
max{7(12)(4;) : 01,2 (A;) = 00,2 (Ao)} < T(1,2)(Ap) < 00,

alors toute solution transcendante f(z) de l’équation (5.1.1) vérifie o21)(f) =0 et

1 <oa2)(Ao) <op(f) <o) + 1.
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De plus, si 0q.9)(Ag) > 1, alors le degré de toute solution polynomiale non nulle de (5.1.1)
est supérieur & T(1,2)(Ao); si 01,2)(Ao) = 1, alors toute solution non nulle de (5.1.1) n’est pas
un polynome.

Maintenant, nous examinons les questions suivantes : Premiérement, qu’est-ce qu’on dit a
propos de la croissance des solutions de (5.1.1) dans les Théoréme B et C lorsque le coefficient
dominant est d’ordre logarithmique inférieur fini 7 Et deuxiémement, pouvons-nous étendre

les résultats ci-dessus aux coefficients méromorphes d’ordre logarithmique fini ?
Dans ce chapitre, on considere les questions ci-dessus et on a obtenu les résultats suivants.

Théoréme 5.1.1 ([23]) Soient A;(z) (j =0,1,--- ,k — 1) des fonctions entiéres vérifiant
max{o2)(A;) 1 j=1,2,--+ k= 1} < 9 (Ag) < o2)(Ag) =0 < 0.
Alors toute solution f(z) #Z 0 de (5.1.1) vérifie
1 < p1,9)(Ao) < ooy (f) < 1 2)(Ao) + 1,
ogon(f) = 0et 1 <0a(A) <op(f) =N (f —»)
= ea(f —¢) Souz(4o) +1,

avec p(2) # 0 est une fonction entiere vérifiant o 22)(¢) < fi(1,2)(Ao)-

Théoréme 5.1.2 ([23]) Soient A;(z) (j = 0,1,--- ,k — 1) des fonctions entiéres d’ordre

logarithmique fini vérifiant o9 (Ag) =0 > 1 et

maX{a(l,z)(Aj) )= L2, ,k - 1} < /1’(1,2)(‘40) = p < 9,

k—1
Tim Z m(r, A;)/m(r, Ag) < 1.
7j=1

Alors toute solution f(z) #Z 0 de (5.1.1) vérifie

11,2y (Ao) < o) (f) < a2y (Ao) + 1,
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oen(f) = 0et 1 <ouz(Ao) <op(f)=Aea(f —¢)

= Aeay(f —¢) Soaz(d) +1,

avec p(z) # 0 est une fonction entiere vérifiant 0 22)(¢) < 1 2)(Ao).

Théoréme 5.1.3 ([23]) Soient Aj(z) (j = 0,1,--- ,k — 1) des fonctions entiéres d’ordre

logarithmique fini. Si Ag(z) est transcendant et vérifie
max{o(12)(4;) : j # 0} < py1.9)(Ao) < 01,9 (A0) < o0,

71 =max{7,.2)(4;) : 012 (4;) = pa2(Ao),J # 0} <Tng(A) =7 < oo,

alors toute solution f(z) Z 0 de (5.1.1) vérifie
H(1,2) (Ao) < N(Q,Q)(f) < K ) (Ao) + 1,
oen(f) = 0et 1 <oag(do) <opa(f) =Ae(f —¢)
= Aeo(f —¢) Soay(do) + 1,

avec p(z) # 0 est une fonction entiére vérifiant o (22)(¢) < (2 (Ao).

Nos résultats suivants sont pour le cas ot les coefficients A;(z) (j =0,1,--- ,k—1) sont des

fonctions méromorphes.

Théoréme 5.1.4 ([23]) Soient A;(z) (j =0,1,--- ,k —1) des fonctions méromorphes. Sup-

posons que /\(172)(%0) < o@a2)(Ag), et
max{oa9(A4;):j=1,2,--  k—1} <oaa(dy) =0 <oo.
Alors toute solution méromorphe f(z) # 0 de (5.1.1) vérifie
022)(f) = 0a2(A) > 1.

Théoréme 5.1.5 ([23]) Soient A;(2) (j =0,1,--- ,k—1) des fonctions méromorphes d’ordre

logarithmique fini. Supposons que /\(1’2)(%0) < 12y (Ao), et

maX{a(l,g)(Aj) j = 1,2, cee ,k/' — 1} < /1(172)(.40) S 0(1’2)<A0) < 0.
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Alors toute solution méromorphe f(z) Z 0 de (5.1.1) vérifie

022 (f) = He2(f) > pag)(4e) > 1.

En remplagant le coefficient dominant Agy(z) par un coefficient arbitraire A,(z), ou s €

{0,1,--- ,k — 1}, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 5.1.6 ([23]) Soient A;(z) (j =0,1,--- ,k — 1) des fonctions méromorphes non

constantes. Supposons qu’il existe As(z) (0 < s < k — 1) vérifiant )\(172)(14%) <oaa(As), et
max{o9)(A;):j#s} <oag(ds) =0 <oo.

Alors toute solution méromorphe transcendante f(z) de (5.1.1) vérifie o .2)(f) > 01,2 (As) >
1, et toute solution méromorphe non transcendante f(z) # 0 de (5.1.1) est un polynéme de
degré deg f < s —1 si s > 1. En outre, si toutes les solutions f(z) # 0 de (5.1.1) sont
des fonctions méromorphes, alors il y a au moins une solution méromorphe fi vérifiant

022 (f1) > 0@z (As) > 1.

Théoréme 5.1.7 ([23]) Soient A;(z) (j =0,1,--- ,k — 1) des fonctions méromorphes non

constantes. Supposons qu’il existe As(z) (0 < s < k — 1) vérifiant )‘(1»2)(%3) <oaa(As), et

max{o12)(A;) 1 j # s} < pao(As) <oag(ds) =0 < oo

Alors toute solution méromorphe transcendante f(z) de (5.1.1) vérifie o12)(f) > pa 2 (f) =
1a,2)(As) > 1, et toute solution méromorphes non transcendante f(z) # 0 de (5.1.1) est un
polynome de degré degf < s — 1 si s > 1. En outre, si toutes les solutions f(z) # 0 de

(5.1.1) sont des fonctions méromorphes, alors il y a au moins une solution méromorphe fi

vérifiant 022)(f) = o2 (f) 2 a2 (As) > 1.

Soit g(2) = f(z) — z. Alors on a A2)(f — 2) = A22)(9) et 0@2)(f) = 0(22)(g). De nombreux
auteurs ont étudié les problémes sur les points fixes et les points fixes distincts des solutions
d’équations différentielles linéaires et ils ont obtenu des résultats importants ([4], [5], [12],
[13], [48]). Dans les résultats suivants, nous avons obtenu des estimations des points fixes

distincts des solutions méromorphes de (5.1.1).
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Théoréme 5.1.8 ([23]) Sous les hypothéses du Théoréme 5.1.4, si 01,2)(Ag) > 1, alors toute
solution méromorphe f(z) # 0 de (5.1.1) vérifie Moo (f — 2) = 0@2)(f) > 0(1.2)(Ag) > 1.

Théoréme 5.1.9 ([23]) Sous les hypothéses du Théoréme 5.1.6, si Ai(z) + zAg(z) # 0 et
toutes les solutions de (5.1.1) sont méromorphes alors toute solution méromorphe transcen-
dante f(z) avec o(19)(f) > o2 (As) > 1 vérifie A\1o)(f — 2) = 0(19)(f). En outre, il existe

au moins une solution fi(z) vérifiant X(gg)(ﬁ —2) =00 (f1) > 0a2(As) > 1.

5.2 Lemmes préliminaires

Lemme 5.2.1 ([31]) Soient k et j des entiers tel que k > j > 0. Soit f une fonction
méromorphe dans le plan C telle que fU) ne s’annule pas identiquement. Alors il existe

ro > 1 tel que

m(

IO b iy 1og PT00)
< -

T, =
f(]) r(p
pour tout ro < r < p < 4o00. Si f est d’ordre fini s, alors

(k)
. m(r, };(_J))
limsup —————
rotoo  loOgrT

!
+log = + (k — §)5.3078,
7]

< max{0, (k —j)(s — 1)}.

Lemme 5.2.2 Soit f(z) une fonction méromorphe avec o(12)(f) < oo. Alors pour tout € > 0
donné, il existe un ensemble Ey C (1,400) de mesure logarithmique infinie tel que pour tout

re Ei, ona

B ) log T(Tv f)
0(1,2)<f) o r_,gg?eEl W'

Preuve. D’apres la définition de 1'ordre logarithmique, il existe une suite {r, }°; tend vers
oo veérifiant (1 + %)rn < Tpat, €t

. logT(rp, f)
lim ————=
Tn—00 log log Tn

= 0(1,2)(f)-

Alors, pour tout € > 0 donné, il existe n; tel que pour n > ny et pour r € [r,, (1 + %)rn], on

a

log T(ry. f) _ logT(r.f) _ logT((1+ 27 )
loglog(1 4 +)r, = loglogr ~— log log 7, '
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o

Soit By = U [ry, (1 + 2)r,). Alors pour tout r € Ey, on obtient
n=ni
log T'(r, . logT(r,,
logT(r,f) _ p; logT(ra, ) _ o),
r—oo,reEr  loglogr rm—oo loglogr,
et
o (I -
m(E) =3 / DS tog(1+ 4) = o0,
t n
n=n1 n=n1

Lemme 5.2.3 ([28]) Soient g : [0,400) — R et h: [0,+00) — R des fonctions monotones
croissantes telles que g(r) < h(r) pour tout r ¢ FEs U [0,1] avec Ey C (1,400) est un
ensemble de mesure logarithmique finie. Alors pour tout o > 1, il existe ro = ro(c) > 0 tel

que g(r) < h(ar) pour tout r > ry.

Lemme 5.2.4 ([45]) Soit f(z) une fonction entiére transcendante. Alors il existe un ensemble
E5 C (0,+00) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ Ej et

f(2)] = M(r, f), on a

() _ (v(r)
o -

avec v¢(r) est Uindice central de f(z).

) (14+0(1)), (neN),

Lemme 5.2.5 ([41]) Soit f(z) une fonction entiére d’ordre (p,q) et d’ordre (p,q) inférieur,

et soit vy(r) lindice central de f(z), alors

1
= O—(qu)(f)7 lim M = lu(p,q)(f)

__log v(r
I 2, ()
(=] logqr

r—oo log, T
Lemme 5.2.6 ([11]) Soient A;j(z) (j = 0,1,--- ,k — 1) des fonctions entiéres telles que
max{o@2(A4;) 1 j =1,2,--- k= 1} < 0@,2(Ay) < +oo. Alors toute solution entiére non
nulle f(z) de (5.1.1) vérifie 022)(f) > 0,2 (Ag) > 1.

Lemme 5.2.7 ([11]) Soient A;j(z) (j = 0,1,--- ,k — 1) des fonctions entiéres telles que
max{o2)(A;):7=0,1,---  k =1} < < +oo. Alors toute solution f(z) de (5.1.1) vérifie
o (f) =0 et opy(f) <a+l.
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Lemme 5.2.8 ([27]) Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante dans le plan C et
soit o > 1, une constante donnée. Alors il existe un ensemble Ey C (1,4+00) de mesure
logarithmique finie et une constante B > 0 qui dépend uniquement de « et (m,n) (m,n €

{0,1,--- k}) m < n tels que pour tout z avec |z| =1 ¢ [0,1] U Ey, on a

6| p (Rer.)

()

Lemme 5.2.9 Soit f(z) une fonction entiére avec ju 5 (f) < oo. Alors pour tout € > 0

(log® r)log T'(avr, f)) o )

donné, il existe un ensemble E5 C (1,400) de mesure logarithmique infinie tel que pour tout

r € Es, on a

B2 (f) = lim logT(r, f) _ . loglog M(r, f)

r—ooreBs  loglogr r—ooreBs  loglogr
et
M(r, f) < exp{(logr)*a¥e}.

Preuve. D’apres la définition de Pordre logarithmique inférieur, il existe une suite {r, }°°,

tend vers oco vérifiant (1 + %)Tn < Tpi1, €t

. loglog M(r,, f)
lim
Tn—00 log log T’n

= M(1,2)(f)-
Alors pour tout e > 0 donné, il existe ny tel que pour n > ny et pour r € [ry, (14 2)r,], on a

loglog M (r,, f) - log log M (r, f) - loglog M((1 + 2)ry, f)

loglog(1 + %)rn —  loglogr T loglogr,
Soit Es = U [ry, (1+ 2)r,]. Alors pour tout € Es, on a
n=nay
) loglog M (r, f . loglog M (r,, f
lim loglog M(r, f) = lim ( ) = pa,2)(f);
r—oorcEs  loglogr rm—oo  loglogr,
et
00 (1+%)Tn oo
m(Es) =Y / IS tog(14 1) = o0
1\Ls) = ;o g nl =%
n=nz . n=nso

De plus, nous avons

log T'(r, f) i loglog M(r, f)
r—oo,reFs5 10g IOg r r—oo,r€Fs log 10g r .
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Lemme 5.2.10 ([23]) Soient A;(z) (j =0,1,--- ,k —1) et F(z) # 0 des fonctions méro-

morphes et soit f(z) une solution méromorphe de l’équation
FO+ A () fED 4 A2)f + Ao(2)f = F(2),
telle que
max{o (o) (F), 032 (A;): =01, k =1} <oua(f) < +oo (i=1,2).

Alors on a
/_\(z‘,z)(f) = /\(i,2)(f) = U(i,2)(f> (1=1,2).

Lemme 5.2.11 Soient A;(z) (j =0,1,--- ,k—1) de fonctions entiéres d’ordre logarithmique
fini vérifiant o1 2)(Ag) =0 > 1 et

k-1

@Z m(r, A;)/m(r, Ag) < 1.

j=1

Alors toute solution non triviale f(z) de (5.1.1) vérifie

1 <oa2)(Ag) < opa(f) <owz(d) + 1.

Preuve. Nous divisons la preuve en deux parties : (i) op2)(f) > o@2(4o) > 1 et (ii)

022 (f) < oa2)(Ao) + L.
(i) De (5.1.1), on a

(k) (k—1) /
—Ao(z) = fT + A,H(z)f 7 + Al(z)f? (5.2.1)
D’apres le Lemme 5.2.1 et (5.2.1), on a
k=1 £
m(r, Ag) < Zm(r, Aj)+ Z m(r, T) +0(1)
j=1 J=1
< i m(r, A;) + k*log™ T(2r, f) + O(1). (5.2.2)
j=1

Supposons que
k—1

HZm(T,AJ)/m(T,AO) =a<f<l.
=1
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Alors, pour r suffisamment grand, on a

x>

-1

m(r, Aj) < Bm(r, Ay). (5.2.3)

<.
Il
—

De (5.2.2) et (5.2.3), on a
(1 — B)m(r, Ag) < k*log™ T'(2r, f) + O(1). (5.2.4)

De 0(19)(Ag) = 0 > 1 et le Lemme 5.2.2, il existe un ensemble E; C (1,+00) de mesure

logarithmique infinie tel que pour tout z vérifiant |z| = r € E; et pour tout € > 0, on a
(1—73)(logr)”° < (1= B)m(r, Ay) < k*logt T(2r, f) + O(1). (5.2.5)
Comme ¢ > 0 est arbitraire, alors de (5.2.5), on a
022)(f) >0 =0@2(A) > 1.

(ii) De (5.1.1), on a

' f®(2) 7(2)
f(2) f(z)

D’apres le Lemme 5.2.4 et (5.2.6), il existe un ensemble F3 C (0,+00) de mesure logarith-

+ -+ |A(2)]

(k=1) (5
< [Ag-a(2)] ‘sz)() + | Ao(2)] . (5.2.6)

mique finie tel que pour tout z vérifiant |z| =7 ¢ Es et |f(z)| = M(r, f), on a

() 1+ o0 < (sl +HA@ -+ (L) o) 52

r

De (5.2.7) et 0(1,2)(Ap) = 0, il est clair que 0(19(A4;) <o, j=1,--- k- 1. Alors, d’apreés la

définition de I'ordre logarithmique et pour tout € > 0 et pour r suffisamment grand, on a
|A4;(2)| < M(r,A;) <exp{(logr)”™}, j=1,--- k-1 (5.2.8)

Ainsi, de (5.2.7) et (5.2.8), pour tout z vérifiant |z| =r ¢ Es, et |f(z)| = M(r, f), on a

() 1+ o) < kesptonny*y (247)

k—1
1+ o(1)],

d’ou

vi(r) |1+ o(1)| < krexp{(logr)" "} |1+ o(1)]. (5.2.9)
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D’aprés le Lemme 5.2.3, le Lemme 5.2.5 et (5.2.9), on a 0(2,2)(f) < 01,2 (Ao) + 1. De (i) et
(11), on obtient 1 S 0(1,2) (A()) S 0(2,2) (f) S 0(1,2) (A(]) + 1.

Lemme 5.2.12 ([11]) Soit ¢(r) une fonction continue, positive et croissante définie pour r
dans (0,400) avec 0(1,9)(¢) son ordre logarithmique. Alors pour tout sous-ensemble Eg de
[0, 4+00) ayant une mesure linéaire finie, il existe une suite {r,}, r, & Eg telle que

. log ¢(rn>
o(0) = lm To

Lemme 5.2.13 ([26]) Soient f1, fa,- -, fx des solutions méromorphes linéairement indépen-
dantes de l’équation différentielle (5.1.1) avec Ag, Ay, -+, Ax_1 des fonctions méromorphes.
Alors

m(r, A;) = O {log <1I£13§XkT<T, fn)) } (j=0,1,--- ,k—1).

5.3 Preuve du Théoréme 5.1.1

Supposons que f(z) #Z 0 est une solution de (5.1.1). Alors, d’aprés le Lemme 5.2.6, on a
022)(f) 2 0a2(As) > 1. D’autre part, d’aprés le Lemme 5.2.7, on a op1)(f) = 0 et
0'(272)(.]0) S 0'(172)<A0) =+ 1. ]3,01\17 on Obtient 0'(271)(.]0) =0et 1l S 0'(172)(140) < 0'(272)(f) S

0(1,2)(Ao) + 1. Maintenant, nous avons juste besoin de prouver (i) 1 < g 9)(Ao) < pa.9)(f) <
H(1,2) (AO) +1et (ii) X(2,2)(f - 90) = )\(2,2)(f - <P) = 0(2,2)<f)~
(i) De (5.1.1), on a

f(k)

4p(2)] < ‘7 LA !

f f
Soit @ = max{og)(Aj) 1 j =1,k =1} < pq9)(A0) < 0@12)(Ag) = 0 < 0o. Alors pour

o+ A (2)] (5.3.1)

12|

tout & donné (0 < 2e < pi(; 9)(Ag) — @) et pour r suffisamment grand, on a
M(r, Ag) > exp{(logr)raAo)=c1 (5.3.2)

et
M(r,A;j) < exp{(logr)*™}, j=1,---  k—1. (5.3.3)
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D’aprés le Lemme 5.2.8, il existe un ensemble E; C (1,400) de mesure logarithmique finie
et une constante B > 0 tels que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U E4, on a
e
bE
En substituant (5.3.2)-(5.3.4) dans (5.3.1), pour le ¢ ci-dessus, on obtient

<B (T(2T7 f))j+17 .7 - 17 U 7k~ (534)

exp{(log r)!0:» 0=} < Bk exp{(log r)***}T(2r, f)]**, (5.3.5)

pour tout z vérifiant |z| = r & [0,1] U Ey,r — oo et |Ag(z)| = M(r, Ag). D’aprés le Lemme
5.2.3 et (5.3.5), on a fu59)(f) > f1(1,2)(Ao) — €. Comme ¢ > 0 est arbitraire, alors

M(2,2)(f) > M(1,2)(A0) > 1. (5.3.6)

De (5.1.1), on obtient

' f¥ () f'(z)
f(2) f(z)

D’aprés le Lemme 5.2.4, il existe un ensemble E3 C (0,400) de mesure logarithmique finie

o+ [ A(2)]

(k=1)(,
< |Ap—1(2)] ‘sz)()

' + |Aop(2)] (5.3.7)

tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ Es et |f(z)| = M(r, f), on a

f(j)<2) - Vf(r) : (0] | —
f(z) _< 2 > (1+0(1)), (G=1,---,k). (5.3.8)

D’apres le Lemme 5.2.9, il existe un ensemble F5 C (1, +00) de mesure logarithmique infinie

tel que pour tout |z[ =re s ona
|Ao(2)| < M(r, Ag) < exp{(logr)ra»Ao)tey (5.3.9)

Ainsi, de (5.3.3), (5.3.7)-(5.3.9), pour tout |z| = r € Ej5\Ej3, on obtient

(Vme>k ‘1 + O(l)‘ < kexp{(log r)/‘(l,z)(Ao)JrE} <VfT(T))k_l ’1 + 0(1)’ ,
d’ou
ve(r) |1+ o(1)| < krexp{(log r)“<1’2>(A°)+6} |1+ o(1)]. (5.3.10)

Comme ¢ > 0 est arbitraire, alors d’aprés le Lemme 5.2.3, le Lemme 5.2.5 et (5.3.10), on

obtient
f22)(f) < B2y (Ao) + 1. (5.3.11)
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De (5.3.6) et (5.3.11), on obtient

1 < 1,2y (Ao) < a0y (f) < hir2)(Ao) + 1.

(ii) Maintenant, on démontre que Ag2)(f — ) = A2.2)(f — @) = 0 (2.9)(f). Posons g = f — .

Comme 0(2,2) (QO) < /L(I’Q)(A()) S 0(1,2) (Ao), alors on aa(gvg) (g) = 0(2,2) (f), )\(272) (g) = )\(2’2) (f—
©) et A22)(9) = A22)(f — ¢). En substituant f = g + ¢ dans (5.1.1), on obtient

9" + A1 (2)g" Y -+ Au(2)d + Ao(2)g

Si G(z) = o™ + Ap1(2)p D + -+ + Ai(2)¢’ + Ag(2)p = 0, alors de (i), on a o(z9)(p) >
I(2,2)(P) = f1(1,2)(Ao), c’est une contradiction. D’oit Gi(2) # 0. Comme G(2) # 0 et 0(22)(G) <
0(22)(P) < b1z (Ao) < 02)(Ag) < 0(22)(g), alors d’apres le Lemme 5.2.10 et (5.3.12), on a
1< oa2)(Ao) < Ae)(9) = A2 (9) = 0@2)(9) = 0ea(f) < oy (do) + 1.

Ainsi

1 <oag)(A) < X(2,2)(f — ) = Ao (f — ) = 0@22)(f) < oaz(do) + 1.

5.4 Preuve du Théoréme 5.1.2

Supposons que f(z) # 0 est une solution de (5.1.1). Alors, d’aprés le Lemme 5.2.11, on a
1 < o(2)(Ao) < 0@2)(f) < 0az(Ae)+1. Maintenant, il ne reste qu’a prouver (i) f; 9)(Ag) <
f22)(f) < 119y (Ao) + 1 et (i) Aoy (f — @) = Aoy (f — ) = 0@(f)

(i) De p(1.9)(Ao) = p, pour tout € > 0 donné et pour r suffisamment grand, on obtient
m(r, Ag) > (logr)"=. (5.4.1)
De (5.2.4) et (5.4.1), pour le ¢ ci-dessus et pour r suffisamment grand, on a
(1—8)(logr) = < k*log™ T(2r, f) + O(1). (5.4.2)
Comme ¢ > 0 est arbitraire, alors de (5.4.2), on obtient

I2,2)(f) = 1 = p11.2)(Ao)-
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D’autre part, comme max{o2)(A4;) : j =1,2,--+ ,k — 1} < i 9)(Ag) = p, alors pour tout

€ > 0 donné et pour r suffisamment grand, on a
|4;(2)] < exp{(log )"}, j=1,2,--- k= 1. (5.4.3)

D’apres le Lemme 5.2.9, il existe un ensemble F5 C (1, +00) de mesure logarithmique infinie

tel que pour tout |z| =r € E5, on a
|Ao(2)] < exp{(logr)***}. (5.4.4)

Ainsi, de (5.3.7), (5.3.8), (5.4.3) et (5.4.4), pour r suffisamment grand tel que |z| = r € E5\ Es,

on obtient
1

() 1+ oty < kesptiosrrey () o,

,
d’ou

vi(r) |1+ o(1)] < kr |1+ o(1)] exp{(logr)***. (5.4.5)
Comme ¢ > 0 est arbitraire, alors d’aprés le Lemme 5.2.3, le Lemme 5.2.5 et (5.4.5), on a

2,2y (f) < 41 = p9)(Ag) + 1.
D’ot, on obtient
11,2y (Ao) < a0y (f) < pir2)(Ao) + 1

(i) Montrons que A29)(f —¢) = A@2)(f —¢) = 02.2)(f). Soit g = f — . Comme 022 () <

H(1,2) (Ap) < 0(1,2) (Ap), alors, on a 0(2,2) (9) = 0(2,2)(f); A@2,2) (9) = )\(2,2)(f — ) et 5\(2,2) (9) =
A22)(f — ¢). En substituant f = g + ¢ dans (5.1.1), on obtient

g® + A1 (2)g% Y £ Ay (2)g + Ao(2)g
[ A ()Y 4+ A+ Aol2)) (5.46)

Si G(2)

= ")+ A (2)* D 4o Ay (2)¢" + Ag(2)e = 0, alors d’aprés (i), on obtient
022)(¢) = p22)(P) = 2 (Ag), c’est une contradiction. D'ott G(z) # 0. Comme G(2) # 0

et 0(22)(G) < 0(2,2)(g), alors d’apres le Lemme 5.2.10 et (5.4.6), on a
1< 02)(40) < Ae2)(9) = Ae2)(9) = 702)(9) = 702)(f) < 002 (40) + 1.
D’ou,

1< 0(1,2)<A0) < 5\(2,2)(f - ‘P) = >\(2,2)<f - 90) = U(2,2)(f) < J(172)(140) + 1.
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5.5 Preuve du Théoréme 5.1.3

Supposons que f(z) # 0 est une solution de (5.1.1). Tout d’abord, on montre que o(21)(f) =0
et 1 < o0a9)(Ao) < 0ow@2)(f) < oaz(Ao) + 1. D’apres le Lemme 5.2.7, on a 0o 1)(f) = 0 et
022)(f) < 0(1,2(Ag) + 1. Maintenant, il ne reste qu’a prouver (i) o2)(f) > 0(1,2)(4o) > 1,

H(1,2) (4g) < M(2,2)(f) < ,U(1,2)(A0) + 1 et (ii) 5\(2,2)<f —¢) = )\(272)(f — @)= 0(2,2)(f)-
(1) On pose d = maX{o(Lg)(Aj) : 0(1,2)(Aj) < 0(172)(140)}. Si 0'(172)(Aj) < ,LL(LZ)(AO) S
01,2)(Ag) ou o(1,9(4;) < M(l,z)(A0> < 0(1,2)(Ap), alors pour tout ¢ donné (0 < 2 <

0(1,2)(Ag) — d) et pour r suffisamment grand, on a
M(r, A;) < exp{(log 7)™} < exp{(logr)7aaAo)=ey, (5.5.1)

Si 0(1,2) (A]) = “(172) (Ao) = 0(1,2) (A()), alors on a T(1,2) (Aj) S T < To = T(1,2) (A()), donc pour

r suffisamment grand, et pour tout € donné (0 < 2 < 75 —71) on a

M(r, A;) < exp{(r1+¢)(log r)”(1»2>(‘4°)}, (5.5.2)

M(r, Ag) > exp{(ty — &)(logr)°a:2(A0)}, (5.5.3)

De (5.5.1)-(5.5.3), (5.3.1) et (5.3.4), pour r suffisamment grand tel que |z| = r ¢ [0,1] U E4

et pour le ¢ ci-dessus, on obtient
exp{(72 — &) (log r)7: 20}y < BE[T(2r, )] exp{(71 + ¢)(log r)7: ()}, (5.5.4)
D’apres le Lemme 5.2.3 et (5.5.4), on obtient
1 <012 (A0) < 0y (f)-
Ainsi, 0(21)(f) =0 et
1 <oa2)(Ag) < op(f) <o) + 1.

Maintenant, nous revenons a prouver que fi(; 5)(Ao) < f2,9)(f) < ti1,2)(Ao) + 1. D'une part,
on pose b = max{c(12)(A;) : 012)(A;) < p2(Ao)} St oa2(4)) < pa2)(Ao), alors pour

tout ¢ donné (0 < 2e < min{j 5)(Ao) — b, 7 — 71}) et pour r suffisamment grand, on a

M(r, A;) < exp{(logr)***} < exp{(logr)ta»“Ao)—<1 (5.5.5)
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Si 0(1.2)(Aj) = B2 (Ao)s T2)(A)) <71 < T =15 (A0), et pour r suffisamment grand, on
a

M(r, A;) < exp{(r1 + &)(log ) A)} (5.5.6)

M(r, Ag) > exp{(7 — ¢)(log r)Ha» 0]} (5.5.7)

De (5.5.5)-(5.5.7), (5.3.1) et (5.3.4), pour r suffisamment grand tel que |z| = r & [0,1] U Ey4

et pour le ¢ ci-dessus, on obtient
exp{ (7 — ¢)(log r)“(172>(A°)} < BE[T(2r, /)" exp{(71 + ¢)(log r)“<172>(A°)}. (5.5.8)
D’apreés le Lemme 5.2.3 et (5.5.8), on a

H(1,2)<A0) < M(z,z)(f)-

D’autre part, d’aprés le Lemme 5.2.9, il existe un ensemble E5 C (1, +00) de mesure loga-

rithmique infinie tel que pour tout |z| =r € E5, on a
|Ag(2)] < M(r, Ag) < exp{(logr)ra»A0+el (5.5.9)

De (5.3.7), (5.3.8), (5.5.5), (5.5.6) et (5.5.9), pour r suffisamment grand tel que |z| = r €
E5\E3, on a
vi(r) |1+ o(1)] < kr |1+ o(1)] exp{(log r)aa o)t} (5.5.10)

Comme £(0 < 2 < min{f( 9)(Ag) — b, 7 — 71}) est arbitraire, alors d’aprés le Lemme 5.2.3,
le Lemme 5.2.5 et (5.5.10), on obtient

M(2,2)(f) < M(1,2)(A0) + 1.
Ainsi,
11,2y (Ao) < a0y (f) < g 2)(Ao) + 1
(ii) On démontre que A2 (f — ¢) = Aa2(f — ¢) = o@2)(f). Soit ¢ = f — ¢. Comme
0(22)(¢) < p1,2)(Ao) < o1.2)(Ag), alors, on a o(22)(9) = 722 (f), A22)(9) = A2z (f —¢) et
A2.2)(9) = A22)(f — ¢). En substituant f = g + ¢ dans (5.1.1), on obtient
g™ + A1 (2)g" D 4 -+ Ar(2)g' + Ao(2)g

= —[p" + A1 ()" D 4+ A1(2)¢ + Ao(2) ). (5.5.11)
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Si G(2) = " + Ap_1(2)p* D + o+ Aj(2)¢ + Ag(2)¢ = 0, alors d’aprés (i), on obtient
022)(¢) > 12.2)(¢) > 112)(Ao), c’est une contradiction. Donc G(z) # 0. Comme G(z) # 0
et 0(29)(G) < 022)(g), alors d’apres le Lemme 5.2.10 et (5.5.11), on a

1 < 0a,2(A0) < Ao (9) = Aea)(9) = 0e2(9) = 0ey(f) < 0az(do) + 1.
D’ou,

1 <oa2)(Ao) < Aey(f —©) = Aea(f — @) = 0e2(f) < oaz(de) + 1.
5.6 Preuve du Théoréme 5.1.4

Supposons que f(z) # 0 est une solution méromorphe de (5.1.1). De (5.1.1), on a

f(k) f(kfl) f!
—Ap(2) = — + Ar_1(2) ++ Ay(2)=. (5.6.1)
f f f
D’apres le Lemme 5.2.1 et (5.6.1), on a
k—1 k f(])
m(r, Ag) < Zm(r, A+ Z m(r, T) +O(1)
7=1 7j=1
< Z m(r, A;) + k*log™ T'(2r, f) + O(1). (5.6.2)
j=1
D’ot1, on obtient
T'(r, Ag) = N(r, Ag) + m(r, Ao)
k-1
< N(r, Ao) + 3 mir, Ay) + B log” T(2r, f) + O(1). (5.6.3)
j=1
De )\(172)(%0) < 0(1,2(Ag) = o, pour tout € (0 <2 <o — )\(172)(%0)), on obtient
N(r, Ag) < (log r) o (Es)te (5.6.4)

Soit b = max{on9(A;) :j =1,---,k—1} < 0q2(Ay) = 0. Alors pour tout ¢ (0 < 2e <
o—1>b),ona

m(r,A;) < T(r, A;) < (logr)"™, (j=1,---  k—1). (5.6.5)
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Comme 0(19)(Ag) = 0 > 1, d’apreés le Lemme 5.2.12, pour tout sous-ensemble Eg de [0, +00)
de mesure linéaire finie, il existe une suite {r,}, r, — oo, telle que r, & Eg et pour tout €
(0<2e<o—b)ona

T(ry, Ag) > (logr,)” <. (5.6.6)

Ainsi, en substituant (5.6.4)-(5.6.6) dans (5.6.3), pour tout |z| = r ¢ Eg, on obtient
(logr,)” ¢ < (log 7"71)’\(1’2)(‘%0)JrE + (k= 1) (log )" + k*logt T'(2r,, f) + O(1),

d’ou
(1—0(1)) logr,)" ° < k*log™ T'(2r,, f). (5.6.7)

Comme (0 < 2¢ < min{o — b, 0 — /\(172)(%0)}) est arbitraire, alors de (5.6.7), on obtient

02 (f) = 012)(A0) > 1.

5.7 Preuve du Théoréme 5.1.5

Supposons que f(z) # 0 est une solution méromorphe de (5.1.1). D’aprés le Lemme 5.2.1 et

(5.6.1), on a

k-1
m(r, Ag) < Zm(r, A;) + K logt T'(2r, f) + O(1). (5.7.1)
j=1
De )\(172)(%()) < 0'(172)(140), on a
N(r, Ag) = o(T(r, Ao)), 1 — o0. (5.7.2)

Alors, de (5.7.2), on obtient

. logm(r, Ap)
Ag) =1 e 5.7.3
M(L?)( 0) % loglogr ( )
De (5.7.3), pour r suffisamment grand, on a
m(r, Ag) > (log 1) (40—, (5.7.4)

Posons ¢ = max{o(12)(4;) : j # 0} < j1q,2)(Ag). Alors pour 7 suffisamment grand et pour

tout & donné (0 < 2& < gy 9)(Ag) — ¢)

m(r, A;) < (logr)°*e. (5.7.5)
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De (5.7.1), (5.7.4) et (5.7.5), on obtient
(log r)ta20== < (k. — 1)(log )t + k2 log™ T'(2r, ) + O(1). (5.7.6)
De (5.7.6) and € (0 < 2& < p4 5(Ao) — ¢), on obtient

022)(f) = a2 (f) > 12 (A0) > 1.

5.8 Preuve du Théoréme 5.1.6

Supposons que f(z) # 0 est une solution rationnelle de (5.1.1). Si f(z) est une fonction
rationnelle, qui a un poéle a z; € C de degré a(> 1), ou f(z) est un polynome de degré
deg f > s alors f®)(2) # 0. Posons b = maxa{on2(4;) :j #setj=0,1,--- k—1} <

0(1,2)(As) = 0. Alors, pour tout € (0 < 2e <o —b), on a
m(r, A) < T(r, A45) < (log )™, (j € {1+ k= 1A {s}). (5.8.1)

Comme 01 9)(As) = 0 > 1, d’apres le Lemme 5.2.12, pour tout sous-ensemble Es de [0, +00)
de mesure linéaire finie, il existe une suite {r, }, r,, — 00, telle que pour tout € (0 < 2¢ < —b)

et pour tout r,, € Fg, on a

T(rp, Ay) > (log )% . (5.8.2)

De /\(172)(14%) < 0(1,2)(As) = o, pour tout € (0 < 2 <o — )\(1,2)(14%)), on a

N(r, Ay) < (log r)’\(l’”(f%s)ﬁ. (5.8.3)
De (5.1.1), on obtient
(k) (k=1) (s+1)
— Az = f{s> [fT A () et Anr(2)? ;
(s—1) /
+AS_1(z)f 7 +-t Al(z)7 + Ao(2)]. (5.8.4)
Notons que
f 1 1
m(r7 W) = m(r, f) + m<ra W) < T(T, f) + T(Ta W)

= T(r, f)+T(r, ) +0(1)
= O(logr) + O(1). (5.8.5)
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De (5.8.4) et (5.8.5), on obtient

m(r, As) < +Zm f(]) —|—ZmrA +0(1)
f(S) J#s f J#s

< Z m(r, A;) + O(logr) + O(1). (5.8.6)
i#s

De (5.8.6), on obtient

T(r,As) = N(r, As) + m(r, Ay)

N(r, A)) + > m(r, A7) + O(logr) + O(1). (5.8.7)
i#s
Donc, en remplacant (5.8.1)-(5.8.3) dans (5.8.7), pour tout 7, ¢ Eg, on obtient

(logr,)" ° < (log rn)A“*z)(A%HE + k (log rn)bJrE + O (logr,) + O(1).

Comme b > 1, on obtient une contradiction. Par conséquent, si f(z) # 0 est une solution
méromorphe non transcendante de (5.1.1), alors elle doit étre un polyndéme de degré deg f <
s—1sis>1.

Maintenant, nous supposons que f(z) est une solution méromorphe transcendante de (5.1.1).
Notons que

mir, 5 ) ST + T 5)

=T(r, f)+T(r, f)+0Q) <T(r, f) + (s + 1)T(r, f) + o(T(r, f)) + O(1)

) < m(r, f) +m(r,

=(s+2)T(r, f)+o(T(r, f))+ O(1). (5.8.8)

D’apres le Lemme 5.2.1, (5.8.4) et (5.8.8), on obtient

f(])
m(r, As) <m (s) —|—§m +§mTA +0(1)
j#s J#s

< Zm(r, Aj) + K logt T(2r, f) + (s + 2)T(r, f) + o(T(r, f)) + O(1).
J#s
D’ou,

T(r,As) = N(r, As) + m(r, As)
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<N A)+ > m(r Aj) + (s +2) (1+0(1) T(r, f) + O(1). (5.8.9)
i#s
En substituant (5.8.1)-(5.8.3) dans (5.8.9), pour tout r,, ¢ Eg, on a

(1—0(1))(logr,)” =< (s+2)(1+0(1)T(rn, f), (5.8.10)

Comme £(0 < 2¢ < min{o — b, 0 — )‘(172)(14%)}) est arbitraire, alors de (5.8.10), on obtient

o2 (f) > 0a2(As) > 1

Supposons que toutes les solutions de (5.1.1) sont méromorphes et que (5.1.1) admet une

base de solutions méromorphes { f1, fo, -+, fx}. D’aprés le Lemme 5.2.13, on obtient

mmAgob%C%%TmﬁO}.

Si N(r, As) > m(r, As) pour tout r suffisamment grand, alors
T(r,As) = N(r, As) + m(r, Ay) < 2N(r, As),

d’ott 0(1,9)(As) < )\(172)(14%), ce qui contredit I’hypothese /\(1,2)(14%) < 00,2)(As). Alors, pour

tout r suffisamment grand, on a
N(r, As) <m(r, As).

Ainsi, on obtient

704 = 0 { o (s 70 1)) }.

1<n<k
Cela veut dire qu'il existe une { f1, fo, - , fx}, disons fi, vérifiant T'(r, As) = O {log T'(r, f1)}.
Par conséquent, on obtient

022 (f1) > 0a2)(4s) > 1.

5.9 Preuve du Théoréme 5.1.7

Supposons que f(z) # 0 est une solution rationnelle de (5.1.1). Si f(z) est une fonction
rationnelle, qui a un poéle a z; € C de degré a(> 1), ou f(z) est un polynome de degré

deg f > s alors f¥)(z) # 0. Posons b = max{c(2(A;) : j #set j =01, k—1} <
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2)(As) < 012)(As) = 0 < oo. Alors, pour tout € (0 < 28 <y 5)(As) — b) et pour tout r

suffissamment grand, on a

m(r,A;) < T(r, A;) < (logr)"™e, (e {1,---  k—1}\{s}), (5.9.1)

T(r, Ay) > (logr)ta A=z, (5.9.2)

De A¢, 2)(1%) < M(l,z)(As)7 on a
N(r,As) = o(T(r, As)), T — +00. (5.9.3)
De (5.8.4) et (5.8.5), on obtient

()
m(r, As) < f(s) +Zm f +ZmrA +0(1)

J#s J#s
< Y m(r, A;) + O(logr) + O(1). (5.9.4)
j#s
De (5.9.4), on obtient
T(r,As) = N(r, As) + m(r, A)

N(r, Ay) + > m(r, A7) + O(logr) + O(1). (5.9.5)
J#s

De (5.9.3), on obtient de (5.9.5)
(1—o(1)T(r,A;) <Y m(r, Aj) + O(logr) + O(1). (5.9.6)
J#s
Donc, en remplagant (5.9.1) et (5.9.3) dans (5.9.6), pour tout & (0 < 28 <y 9)(As) —b) et

pour r suffisamment grand, on obtient
(log )t~ <k (log )"+ 4+ O (log r) + O(1).

Comme b > 1, on obtient une contradiction. Par conséquent, si f(z) # 0 est une solution
méromorphe non transcendante de (5.1.1), alors elle doit étre un polyndéme de degré deg f <

s—1sis>1.
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Maintenant, nous supposons que f(z) est une solution méromorphe transcendante de

(5.1.1). D’apres le Lemme 5.2.1, (5.8.4) et (5.8.8), on obtient

)
m(r, Ay) < ml(r, %) + Y m(r, fT) +> m(r, Aj) +0(1)
j#s i#s

< Zm(r, Aj) + K logm T(©2r, f) + (s +2)T(r, f) + o(T(r, f)) + O(1).
J#s
D’ou,

T(r,As) = N(r, As) + m(r, Ay)

< N(r,A) + ) m(r 45 + (s +2) (L+0(1) T(r, f) + O(1).

J#s
De (5.9.3), on obtient
(1—0(1))T(r,As) < Zm(r, AN+ (s+2)(14+0(1))T(r, f)+ O(1). (5.9.7)
J#s

Alors, en substituant (5.9.1) et (5.9.2) dans (5.9.7), pour tout € (0 < 2e < gy 9)(As) — D) et

pour r suffisamment grand, on obtient
(1 —0(1)) (log r)““*”(AS)*E <(s+2)(1+o0(1)T(r, f). (5.9.8)
Comme ¢ (0 < 2e < 14 9)(As) — b) est arbitraire, alors de (5.9.8), on obtient

U(m)(f) 2 /~L(1,2)(f) 2 /~L(1,2)<As> > 1.

Supposons que toutes les solutions de (5.1.1) sont méromorphes et que (5.1.1) admet une

base de solutions méromorphes {fi, fo, -+ , fr}. D’aprés le Lemme 5.2.13, on obtient

m(r, As) = O {log (lggng(n fn)) } :
De (5.9.3), pour tout r suffisamment grand, on obtient
T(r,As) = N(r, As) + m(r, Ag) = o(T(r, Ag)) + m(r, As).

D’ot, pour tout r suffisamment grand, on a

(1 =0(1))T(r,As) = m(r, As).
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Ainsi, on obtient

70,4 = 0 {og (mas 70 1)) }.

1<n<k
Cela veut dire qu'il existe une solution de {fi, fo,- -, fi}, disons fi, vérifiant T'(r, As) =

O{logT(r, f1)}. Par conséquent, on obtient

o22)(f1) > N(Lz)(fl) > N(Lz)(As) > 1.

5.10 Preuve du Théoréme 5.1.8

D’aprés le Théoreme 5.1.4, on a 0(22)(f) > 0,2)(Ag) > 1. Soit g(2) = f(2) — z. Clairement,

on a A2 (f — 2) = A22)(9) et 022)(f) = 02.2)(9). L'équation (5.1.1) devient
9® + A1 (2)g" Y 4 -+ Ar(2)g 4 Ao(2)g = —(Ai(2) + 2Ao(2)).

Si 0(1,2)(Ag) > 1, alors 01,2)(A1(2) + 2A0(2)) = 0(1,2(Ag) > 1 et donc Ay(2) + zA(2) # 0.
Alors, d’apres le Lemme 5.2.10, on a A(22)(9) = 0(2,2)(g). Ainsi, on obtient Ao (f — 2) =
022)(f) 2 0(1.2)(Ag) > 1.

5.11 Preuve du Théoréme 5.1.9

D’apres le Théoréeme 5.1.6, on a o(1.2)(f) > 0@,2)(As) > 1. Supposons que f est une solution
méromorphe transcendante de (5.1.1) avec o1.9)(f) > 0(1,2)(As) > 1. Soit g(z) = f(2) — =.
Alors, on a 0(1,2)(f) = 0(1,2)(g9). De I'équation (5.1.1) on obtient

g™ + A1 (2)g® D 4 Ar(2)g + Ao(2)g = —(Ar(2) + 240(2)).
Comme 0(1,9)(f) > 0,2)(As) > 1, alors
max{o2)(A4;) (j=0,1,---  k—=1),002(=A1 — 240)} < 012)(As) <oa2)(f).

Supposons que A;(z)+zAy(z) # 0. Alors, d’aprés le Lemme 5.2.10, on a A\1.2)(g) = 0(12)(9) et
donc A1 2)(f —2) = o(1,2)(f). Encore par le Théoréme 5.1.6, il existe au moins une solution f;
vérifiant 0(2,9)(f1) > 0(1,2)(As) > 1 et donc d’apres le Lemme 5.2.10, on obtient 5\(2,2)(f1 —2z) =
022)(f1) = 0@a2)(4s) > 1.
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