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Index des notations

1. £2estun ouvert borné de RN,
2. estlafermeture de 2.

3. Six, ye RN alors le produit scalaire dans RN s’écrit sous la forme :

N
x'J’=in'J/i

i=1
avec X = (Xx1,...,XN), ¥ = (J1,-.-, YN)-
4. a€N" est un multi-indice, tel que | o |= Zli\il o;.

) . N
5. p* estl’exposant critique tel que :p* = ﬁ.

6. p’ estl’exposant conjugué de p tel que: p’' = %

ou ou \!
7. Vu:= (—,...,—) est le gradient de la fonction u: R" — R.
0x1 oxN

8. (,) : Produit scalaire de RN,

9. p.p:presque partout.

10. 5 estle potentiel de Hardy.

|x|P
ol
11. D*u=—F——F-uavec|a|=a; +0z +...+an.
Oxy'...0x "
12. C3°(£2) :est'espace des fonctions C* a support compact dans{2.
13. CZ ({2 :I'ensemble des fonctions de classe C* a support compact contenu dans{2.
14. CK(£2) : fonctions k fois continument différentiables sur {2 (k > 0).

15. C.({2) : fonctions continues a support compact dans (2.

16. X : Espace dual de X.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

C®() = Nk=oCk (1.

6o ({2) :1a fermeture de £ ({2) dans € ({)) pour la norme | . ||rc.

€D ={u:2—RN continues}.

K () ={ue€(D; suppuestuncompactdel}.

BE (1) ={u e €] ulio=sup, )| u(x) |< oo}.

v(O) =sup {(v,q))lq) €6o((D),supp(d)cBH,0<d < 1}, sachant que 0 est un ouvertde

RN et v est une mesure finie.

D2 (RN) complétion de Cg° par rapport alanorme || Vi || 2 gy

D~12(RN) le dual de DV (RN).

2% (o) = % est I’exposant critique de Hardy-Sobolev avec 0 < a < 2.
2N

2" = =, estl’exposant critique de Sobolev.

1= (X-2)2 est la meilleure constante de Hardy.



Introduction

Lobjet de ce mémoire est'étude d'un probleme elliptique a coefficient singulier.
L'étude des problemes contenant un seul exposant a été largement étudiée, on les ap-
pelle problemes de Brezis-Nirenberg. Depuis, il a été généralisé a d’autre opérateurs. Les-
timation des niveaux d’énergies est calculée a partir des fonctions extrémales des inéga-
lités de Sobolev, Hardy-Sobolev ou plus généralement de Caffarelli-Kohn-Nirenberg. Elle
nous permet de récupérer la "compacité locale des suites de Palais-Smale" sous un cer-
tain seuil.

Le probléme considéré se caractérise par la présence des non-linéarités critiques du type
Hardy-Sobolev et des poids singuliers; Ceci pose un certain nombre de difficultés liées a
la perte de compacité des injections de Sobolev ainsi que la régularité des solutions. Les
méthodes variationnelles classiques ne sont pas applicables. Il ressort de notre étude que
'existence de solutions dépend de la géométrie du domaine.

Ce mémoire comprend trois chapitres et est organisé comme suit :

« Le chapitre 1 concerne les préliminaires : rappels sur des inégalités de Sobolev, Hardy-
Sobolev qui sont nécessaires pour la suite.

« Le chapitre 2, nous avons présenté des résultats sur les méthodes variationnelles a sa-
voir le principe d’Ekeland et le théoreme du col (Pass-Mountain), et on détail le principe
de concentration-compacité.

¢ Le chapitre 3 est dédié au probleme suivant :

“Au-* =L | u |2*(0<)—2 u+ - | u |2*([5)—2 u
(P) |x|? | x| |x|P
u>0 dans RN\{0},
o1 2 estun domainede RN etN > 3,0 < a,f <2, etpour 0< £ <2,2* () = 25\1;1__2” est 'expo-

sant critique de Hardy-Sobolev. De 'identité de Pohozaev il en ressort que le probleme
(£?2) n’admet pas de solution non triviale lorsque est un domaine borné étoilé par rapport
al’origine. L'étude du probléme sur un domaine borné a donné le résultat suivant : L'exis-
tence d’au moins une solution positive du probleme considéré en utilisant le principe de
concentration de compacité de PL. Lions et le théoreme du Col.



Chapitre 1

Préliminaires

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques définitions, notations, et énoncer
des théoremes qui seront utilises dans ce travail.
2 Quelques définitions

Définition 1.1 (espace de Hilbert) : Tout espace vectoriel muni d’'un produit scalaire qui est
complet par rapport a la norme induite est appelé espace de Hilbert.

Définition 1.2 (Notion de norme) :

Une application N : {2 — R est appelée norme si, et seulement si les trois propriétés sui-
vantes sont vérifiées :

1. N(x)=0,Vxe€ QetN(x):O@x:OQ.
2. NAAx)=|A|N(x), VAeRetVxe (2

3. N(x+y) <N(x)+N(y), Vx,y€ (2

Définition 1.3 (Espace de Banach) :
Tout espace vectoriel normé et complet est dit de Banach.

Définition 1.4 (Espace réflexif)[2] :
Soit E un espace de Banach et soit ] linjection canonique de E dans E" . On dit que E est
réflexifsi : J(E) =E".

Définition 1.5 (Espace séparables)[1] :
On dit qu'une espace métrique est séparable s'il existe un sous ensemble dénombrable et
dense.



2. QUELQUES DEFINITIONS

2.1 Point critique

Définition 1.6 SoientX un espace de Banach, » un ouvert deX, et] € C!(w,R).

On dit que u € w est un point critique de] si)'(u) = 0. Si u n'est pas un point critique, on dit
que u est un point régulier de].

On dit que c € R est une valeur critique de] ,s'il existe un u € w tel queJ(u) = ¢ et]'(u) = 0.
Sinon, c est dite une valeur réguliere.

2.2 Quelques Rappels sur La Mesure

Définition 1.7 [3] Soit X un espace localement compact. On appelle mesure de Radon sur
X toute forme linéaire continue p sur C.(X, RN dans le sens :

VKeX, IMx, telque |u(@) I<Mk| ¢, Kestcompact.
On note par 4 (§2) Uespace de mesures de Radon .

Théoréeme 1.1 # ((2), muni de la norme

Il g@y= sup {I<p )l Il ule=1}

ueCo(

est un espace de Banach.
Définition 1.8 Une mesure finie | est positive si
(Luw =20 Yu>0eCy(f2).
Lensemble des mesures de Radon positives est noté 4 ({2).
Théoreme 1.2 Pour |, et \p deux mesures finies, on a
({1, 1y = (ua, by YheCE(D) = (11 = pa).

Théoréme 1.3 (la convergence monotone)[4] Soit (u,),>1 une suite croissante de fonctions
mesurables positives. En notant u(x) =lim,_.o, u,(x) = sup,> Un(x), ona:

fQ u(x)dx= nhﬁrnoofQ Uy(x)dx

Définition 1.9 (la convergence faible)[4] nous dirons qu'une suite de mesures (\,), tend
faiblement vers |\ dans 4 ({2), si :

YueC.(2), n@m(pn, uy = nh_moo[Q udpuy, :fg udp =y, u).
On écrira alors p,— .

Lemme 1.1 (Le Lemme de Brézis-Lieb)
Soient 2 un ouvert deRN et u, e LP(£2),1< p <oo.Siuy est bornéedansLP ({2) etu, — u
presque partout dans (2, alors

lim(up — Ny —ull? ):up
Jim (el o = lun=ul?, o )=lul?, o



3. ESPACE DE SOBOLEV

3 Espace de Sobolev

Le cadre naturel a la résolution d’équations aux dérivées partielles est celui des es-
paces de Sobolev, espaces de fonctions L2 (ou plus généralement LP) dont les dérivées
sont elles-mémes L2. Ces espaces s'averent particulierement adéquats car ils traitent de
la régularité des fonctions (ce qui semblent étre le minimum que I'on puisse exiger d’es-
paces ou sont censées se trouver les solutions d’'une équation différentielle) et ils sont
complets. De plus, ils offrent, dans le cas des espaces H® la structure d’'un espace Hilber-
tien, et sont le cadre idéal pour l'utilisation de méthodes d’analyse fonctionnelle. Ils sont
également parfaitement adaptés a 'obtention d’inégalités a priori (des estimations fai-
sant intervenir I’équation différentielle sans aucun a priori sur I'existence de solutions)
nécessaires a la démonstration de !'existence (ou l'unicité) de solutions d’'une équation
via des méthodes abstraites (par exemple des théorémes de points fixes, ou le théoreme
de Hahn-Banach).

3.1 LesespacesL”(())
Définition 1.10 [1] SoitpeR et < p < oo, on pose
LP() :{u:Q—»R, uest mesurable :fQI ulP dx<oo}

muni de la norme :

T (f0| uo P dx)z

Définition 1.11 [1] On pose :
L) = {u 12— R, uest mesurable, etilexisteunconstante, C:|u|<C p.psur _(2}
vérifie la norme suivante :

I ulleo=inf{C:| u|< C p.p sur 2}

+4=1.

Théoreme 1.4 (Inégalité de Hélder) :[1] Soient f e LP et g€ L” avec1 < p < oo, i

Alors f.ge Ll et

S |

[ 1181 71t gl 1)

3.2 lesespaces W™P({))

Définition 1.12 [1] Soient m > 2 un entier et soit p avec 1 < p < oo, on définit par récur-
rence

WP () = {u e W™ LP((): 8—7 eW™ LP(()) Vi= 1,2,...N}

Xi

il revient au méme d’introduire

W’”'p(Q):{ueL”(Q),Va avec |a|< m,Agy, € LP () telquefQuDo‘q):(—1)'“'[an(p,‘v’(pec‘;’°((2)}.



3. ESPACE DE SOBOLEV

On note D% u = g,.
Lespace WP ({2) muni de la norme :

Iulwmr= ). ID%ullpp
0<lal<m
est un espace de Banach.
On pose H™(£2) =W"2(£2) ; H™(£2) muni du produit scalaire

(w,vyym= Y [ID*u,D% |2,

o<lal<m

est un espace de Hilbert.

Théoreme 1.5 (Opérateur de prolongement) :[3]
On suppose que 2 est de classe C' avec 02 borné.Alors il existe un opérateur de prolonge-
ment linéaire :

P:WhP () — WP (RN

tel que pour tout u € WhP({2) :
1. Pu\p=u.

2. 1Pl < Cll el p, -
3. | Pullwrr@n< Cll u IIWl,p(Q) . Ou C dépend seulement de ().

les espaces W'P((2)

Soit 2 un ouvert de RN et soit peRavecl < p <oo.

Définition 1.13 [1] L'espace de Sobolev WP () est défini par :

WhP () = {ueLP(Q) Agy,...,gn ELP () rels quef f gip,VheCX(2),Vi=1

On pose
H'(Q2) =W'2()

Pour ue WY P () on note :

u ou Jou ou
8_xl-:gi et Vu= 8_361’8)62 . E)xN =grad u.
Lespace WLYP (D) muni de la norme :
N
I llwrp=Il wllLr +; I o I

du
Ou parfois de la norme équivalente (II u IILp + || ||Lp) (si1 < p<oo)
Lespace H! () est muni du produit scalaire

ou 8v>

(U, vy ={u, v)Lz+Z<a I



3. ESPACE DE SOBOLEV

la norme associée : )
N Ou 2
2 2

o llg=(lulz +> 1 =—|
H 12 = Ox; L2

est équivalente & la norme de W2,

Proposition 1.1 [2] : Lespace W'P ({)) est :
 un espace de Banach pour1 < p < oo.
 un espace réflexif pour 1 < p < oo.

* un espace séparable pourl < p < oo.

Preuve. ¢ Soit (1,),cn Une suite de Cauchy de WP (£2), alors la suite (Vi) ey est de
Cauchy dans LP(f2). Puisque L”(f2) est complet, il existe des fonctions :u, u;, uy,..., un
de LP({)) telles que

Un

u,— u dansLP()) et —u; dansLlP(),Vi=1,...,N.

Xi

Comme LP({2) c L;’OC(Q), un détermine une distribution T, .
Ve eCy(f),ona

T (@)= Tul@) 1< )00 =0 11900 e <1 ity = g 0 -

Et par suite :
Tu,, (P) —n—oo Tul).

De méme facon pour %L;”

T 9 (@) — n—oo Tu; (@), Vi=1,...,N.

i

Vo eCr(2), Vi=1,...,N,ona

T, ()= lim T —tim T, (227 (2Pt
@)= Jim T, ()= Jim Ty (55 =—Tu(GH=Tg, @)

Xi

On conclut que u; = %, Vi=1,...,N.Dott u e W'P(2) etlim, .o || Uy, — U IILp(“Q)= 0, et

par conséquent WP ({2) est complet.
e Pour 1 < p < 00, 'espace WP ({?) est réflexif. En effet, I'application :

T:WhP() — (L7

définit comme suit : u — [u, Vu] est une isométrie. Donc T(W'P(£2)) est un sous-espace
fermé de (LP (£2))N+1 qui est réflexif comme produit fini d’espaces réflexifs. On en déduit
que T(WLP (£2)) est réflexif et donc également WP (()).

e Pour 1 < p < oo, I'espace WVP({2) est séparable. En effet, T(W"?(£2)) est séparable, et
par isométrie W' ({2) est séparable. m



3. ESPACE DE SOBOLEV

Théoreme 1.6 (Friedrichs) :[1]

Soit u € WP () avec1 < p < +oo, alors il existe une suite (uy),, de C(RY) telle que
U\ — U dansLP(()).

Vu,, — Vu,, dans (LP ()N pour tout w cc 12.

Rappelons que la notation o cc {2 signifie que w est un ouvert tel que

w c {2 etw est compact.

La proposition suivant est une caractérisation simple des fonctions de W7 ({2) :



3. ESPACE DE SOBOLEV

Proposition 1.2 [2] Soit u € LP({)) avec 1 < p < oco. Les propriétés suivantes sont équiva-
lents :

1. ue WhP().

2. il existe une constante C telle que :

|f |<C||(p||L,,/ VeeCP(f) Vi=1,2,...,N.

3. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout ouvert w cc (2 et tout h € RN avec
|hl<dist(w,2°) ona:
Ithu—ulrw<Clhl.

Ou tpu(x) := u(x+ h). De plus, on peut choisir C=|| Vu || , () dans toute la proposi-
tion.

Théoreme 1.7 (Dérivation d’'un produit et d'une composition de fonction) : [2]
Soient u,v € WHP () nL®((2) avec 1 < p < oo. Alors uv e WHP () nL®((2) et

Ox; _8x,~ u(‘?xl t=1..,N.

Soit G € C1(R) telle que G(0) =0 et | G'(s) <M | Vs € R et soit ue WHP(£2). Alors

GoueWhP () i(Go u)=(G o u)%.
8xi 8xi

Théoréme 1.8 (Densité) :[2]
Supposons (2 de classe C'. Soit u € WHP(§2) avec 1 < p < 1. Alors il existe une suite (u,) C
CSO(Q) un telle que u,, 0 u dansWVP ((2). Autrement dit, les restrictions (2 des fonctions

de C3°({2) forment un sous-espace dense de WLP ().

3.3 lesespaces W,” (1))

Définition 1.14 [1] Soit1 < p <oo; WO P désigne la fermeture deC () dansWHP ((2).

on note
Ho (1) := Wy ().

Lespace Wé’p muni de la norme induite par W' est un espace de Banach séparable, il est
de plus réflexifsil < p < oo.H(l) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire de H'.

Théoréme 1.9 [1] On suppose que (2est de classe C!. Soit
ue WHP(2)nCH2) avec 1< p <oo.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. u=0 surof2.
2. uewW, "),

. . L. 1,
Voici une autre caractérisation de WO P



3. ESPACE DE SOBOLEV

Théoréme 1.10 [1] On suppose que (2 de classe C'. Soit u € LP({2) avec 1 < p < oco. Les
propriétés suivantes sont équivalents :

1. ue WP (9.

2. il existe une constante C telle que :
IfQu— I<KCllol,y YoeCLRYVi=1,2,...,N.

3. La fonction

(o) = ux)xes?
Y=Y 0xerMR

appartient aWbLP (RN et dans ce cas g_ = g;‘

Définition 1.15 (Dérivée au sens faible) :
Soient (2 un ouvert deRN et o € N". Soit u € L, (2, VfeDWD):

Da”)f) = (_1)a<u)DO‘f>

Définition 1.16 (Semi-continue inférieurement) :[3]

Soient X un espace de Banach et w une partie deX. Une fonction] : w — R est dite :

¢ semi-continue inférieurement (en abrégé s.c.i.) si pour tout A € R l'ensemble
J<Al:==xeK;J(x) < A est fermé.

¢ faiblement séquentiellement s.c.i. si pour toute suite (x,), de w convergeant faiblement
versxewonal(x) <lim,__ . infJ(x,).

3.4 Injection de Sobolev

Nous allons ici nous intéresser aux possibilités d’injecter W'?({2) de facon continue
ou méme compacte dans des espace plus simples, comme L”(f2) avec 1 < p < 1 voir
méme, dans certains cas, C({2).

A. casou 2c RN,

Théoreme 1.11 [1] Soit1 < p<oo.Ona
1. Si1< p<N,alorsWhP(£2) cLP" (12) ou 5 =
2. Sip=N, alorsW'P() cLI() Vqelp, +oo[,

3. Sip>N, alorsW'P(£2) cCl(),
avec injections continues.

1_1
p N’

Théoréme 1.12 (Rellich - Kondrachov)[2] : Soit 2 un ouvert de classe C* deRN borné.
Alors,

1. Sip <N, alorsW'P () cLIVge[l,px*| ou# :%
2. Sip=N, alorsWHP () cLI(§)V q € [p, o0,

3. Sip>N, alorsW'P () c C(()),
avec injections compactes.

)

Z|~

B. casou 2=RN.
Commencons tout d’abord par le lemme suivantes :



3. ESPACE DE SOBOLEV

Lemme 1.2 [2] SoientN >2et fi,..., fx € LN"YRN"Y. Pour xe RN et 1 < i < Non

pose
= (X100 Xim1, Xig 1o XN) € RN (1.2)
Donc:
fx) = f&)... fFOin), Vx e RN (1.3)
appartientdLl RN) et
N
| f ||L1(RN)< H I fz ||LN71(|RN*1) . (1.4)
i=1
Théoréeme 1.13 (Sobolev—Gagliardo -Nirenber, ]\5)
Soit1 < p<N.On déﬁnit# =p—goup’= Alors
WP RN) c LP" (RVY) (1.5)

De plut, il existe une constante K =K(p,N) telle que
|t @y K I Vit llpp gy, Ve e WHPRY) (1.6)
On remarque que p* € (p,oc0)

d
Preuve. On pose D; = d—,‘v’i =1,...,N

Soit u € CP(RN) ona

X1 +00
| u(x) I:If Dlu(t,xz,...,xN)dtléf | Dyu(t, x2,...,xn) | dt
—0o0 —o0
et de méme pour tout 1 <i <N
+00
| u(x)lgf |Diu(xl)---yxi—lrt!xi+1y---)xN)|dt:ﬁ(-fi)- (17)
-0
Donc
NN
| u(x) V< fi (&) (1.8)
i=1
Par du lemme en déduit que
L N o
Jo 15 @ < T A S H 1D 5T - 19)
Par conséquent on a
N
Il sy < TN D1 1Y g - (1.10)

On applique 'inégalité précédente pour | u |" avec t >0
t-1
[N NS tﬂ Ilul"" D; ullLl(RN) (1.11)
D’apres I’ inégalité de Holder, on obtient;;

1
2171 gy <1 ey H 1D, g - (1.12)

10



3. ESPACE DE SOBOLEV

. .. N , N-1 |
Ensuite, on choisit ¢ telle que N_1- p'(t—1),donc t = N p*, deplus t >0, car
1 < p <N. On obtient finalement

N 1
Ity oo < T Dit (1.13)
1=

Et donc
” u ”LP*([RN)< C ” Vu ”LP(RN) . (1-14)

Corollaire 1.1 :[1]
Soit1 < p < N. Alors TWEP () — LI(12) avec injection continue, Vq € [p, p*].

Preuve. Soit g € [p, p*], alors Ja € [0,1] t.q.

l a 1-«
—=—t—. (1.15)
qg p p
Par I'inégalité d’interpolation,
1_
I 2 gy < 2 0 20 5% (1.16)

En utilisant I'inégalité de Young, on obtient :

1-a
LP*(

(o4

Lp(RN) ” u ”

|7 IRN)< ol u ”LP(RN) +(1-a) || u ||Lp*(|RN)<|| u ||Lp([RN)|| u ”Lp* (RN) -

et donc,
1 N
| u ||Lq(|RN)< Clu ||W1vp([RN)yVM e W P(R™).

3.5 Formule de Green

Théoréme 1.14 Soit {2 un ouvert régulier de classe C!. Soit u une fonction de C*(£2) a sup-
port borné dans le fermé (2. Alors elle vérifie la formule de Green

ng—Z(x)dx = f&Q u(x)n;(x)ds,

ol n; est la i-eme composante de la normale extérieure unité de (.

3.6 Inégalité de Poincaré

Corollaire 1.2 [2] :
Soit 2 un ouvert borné deRN. Alors il existe une constante C > 0 telle que

17
Tl p )< ClVull, o YueWw, P
Clest-a-dire || Vu IIL,,(Q) est une norme équivalente surWé’p(Q) alanorme | u IIWLP(Q).

Lemme 1.3 Soit u, € Hy(£2). Si up—u dans H} (£2), alors

fQW(un—u) |2:fQ|Vun|2—fQ|Vu|2+o(1).

11



3. ESPACE DE SOBOLEV

3.7 Inégalité de Hardy-Sobolev

On considere 'inégalité suivante de Hardy-Sobolev :

([, 1xruE o ax

ou N > 3 et 0 < s < 2. En particulier, pour s =0 on obtient I'inégalité classique de Sobolev :

2,/2%(s)
) gcfgwuﬁ dx VYueCPW).

f|u|2*dx<cf IVul?dx  VueCPED.
2 2
Dans le cas ot s =0, on obtient I'inégalité de Hardy :
1
f|x|—2|u|2dx<:f IVul?dx  VueCP().
2 nJs?

A partir de la premiere inégalité on peut définir la meilleure constante de Hardy-Sobolev
par

|Vul?dx
Sps:= inf Jo P
ueH \{0} (fQ | x|~5| u |2*(s) dX) 2% ()

Cette constante est atteinte par une famille de fonctions extrémales associée au probléeme
étudier. Lorsque s =0, S est appelée la meilleure constante de Sobolev.
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Chapitre 2

Méthodes Variationnelles

1 Initiation aux Méthodes Variationnelles

Dans ce chapitre nous nous intéressons a I’analyse mathématique des équations aux
dérivées partielles de type elliptique qui correspondent a des modeles physiques station-
naires. L'approche que nous allons suivre est appelée approche variationnelle, I'exemple
prototype pour se genre de probleme sera le Laplacien pour lequel nous présentons le
probléme aux limites suivant :

(gz*){ —Au=fdans?
u=0sur 012,

ol f est un second membre (une donnée du probléme), et u est I'inconnue. Une solu-
tion classique (on parle aussi de solution forte) de (22*) est une solution u € C2()n C(TZ),
ce qui implique que le second membre f doit appartenir a C({?2). Cette formulation clas-
sique pose malheureusement un certain nombre de problémes pour démontrer I'exis-
tence d'une solution. C’est pourquoi nous remplacerons la formulation classique de (22*)
par une formulation, dite variationnelle.

Le principe de I'approche variationnelle pour la résolution des équations aux déri-
vées partielles est de remplacer 1'équation par une formulation équivalente, dite varia-
tionnelle, obtenue en intégrant I’équation multipliée par une fonction quelconque, dite
test.

Pour simplifier la présentation, nous supposons que I'ouvert {2 est borné et régulier, et
que le second membre f de (£2*) est continu sur 2. Le résultat principal de cette section
est la proposition suivante.

Proposition 2.1 Soit u une fonction de classe C2(£2). SoitX l'espace défini par
X={peC () telque b=0 sur 2.

Alors u est une solution du probleme aux limites (22*) si et seulement si u appartient aX et
vérifie l'égalité

fgvu(x).v v(x)dx:fgf(x)v(x)dx pour toute fonctionveX

L'égalité est appelée la formulation variationnelle du probleme aux limites (97™).

Un intérét immédiat de la formulation variationnelle est qu’elle a un sens si la solution
u est seulement une fonction de C!(f2), contrairement a la formulation classique (£2*)

13



1. INITIATION AUX METHODES VARIATIONNELLES

qui requiert que u appartienne a C2(f2). On pressent donc déja qu'il est plus simple de
résoudre I'équation obtenue par la formulation variationnelle que (£2*) puisqu’on est
moins exigeant sur la régularité de la solution. Dans la formulation variationnelle, la fonc-
tion v est appelée fonction test. La formulation variationnelle est aussi parfois appelée
formulation faible du probleme aux limites (2?*). Lorsqu’on prend v = u dans la formu-
lation faible, on obtient ce qu'il est convenu d’appeler une égalité d’énergie, qui exprime
généralement 1'égalité entre une énergie stockée dans le domaine {2 et une énergie po-
tentielle associée a f.

1.1 La Suite de Palais-Smale

Quand on minimise une fonctionnelle du calcul des variations, un ingrédient essentiel
est la compacité relative (pour une certaine topologie) des suites minimisantes. La condi-
tion de Palais-Smale joue un role assez semblable pour des suites sur lesquelles la fonc-
tionnelle prend des valeurs tendant vers une valeur critique potentielle, et pas seulement
vers la borne inférieure. C’est une condition a priori, a vérifier au cas par cas sur chaque
fonctionnelle, indépendamment de I’existence ou non de valeurs critiques. Elle sera par
contre un ingrédient essentiel pour montrer cette existence dans un certain nombre de
cas.

Définition 2.1 [3] Une suite (u,), c X telle que :
J(up) — ¢ dans R et J(u,) —0 dans X
est appelée une suite de Palais-Smale au niveau c, en abrégé (RS)

Définition 2.2 (La Condition de Palais-Smale) :[5]
Soient X un espace de Banach, et] : X — R une fonctionnelle de classe C'. Si c € R, on dit
que] vérifie la condition de Palais-Smale au niveau c si toute suite (u,), c X telle que :

J(u,) —c dans R et J(u,) —0 dans X.
contient une sous-suite (Uy,) . convergente.

Nous allons maintenant donner un lemme abstrait qui joue un grand role dans un certain
nombre de situations faisant intervenir le calcul des variations, le lemme d’Ekeland (en
anglais Ekeland’s variational principle).

1.2 Principe d’Ekeland

Théoreme 2.1 [4] Soient (X; d) un espace métrique complet et] une fonction s.c.i deX dans
R. On suppose que] est bornée inférieurement, et on pose ¢ := in fy—.xJ(x).
Alors pour toute > 0, il existe u; telle que

c<J(ue) <c+e
VYueX,J(u) —J(ue) +ed(u, ug) >0.

Corollaire 2.1 :[3] SoientX un espace de Banach ,et] € C'(X,R). On suppose que] est bor-
née inférieurement, alors il existe une suite de minimisante (un) nen de] dansX telle que :

I(un)—>i§(1f], J'(uy) — 0 dans X, lorsque n— +oo.

14



2. CONCENTRATION DE COMPACITE

1.3 Théoreme de Col(Mountain Pass Theorem)

Pour une fonctionnelle J qui n’est pas bornée (ni majorée,ni minorée), chercher ses
points critiques revient a chercher des points selles. Ces points sont déterminées par un
argument de type min-max, ce qui nous ramene a 'utilisation du théoreme du col de la
montagne.

Théoreme 2.2 [5]
Soient X un espace de Banach, et] € C'(X,R) vérifiant la condition de Palais -Smale. On
suppose queJ(0) =0 et que :

1. ilexisteR>0,eta>0 telsquesi| u||=R, alorsJ(u) > «;

2. ilexiste upe X tel que || ugy |> R etJ(up) < a. Alors] possede une valeur critique c telle
que c > «. De facon plus précise, si on pose

I'={y€C([0,11,X); Y(0) =0, y(1) = up} .

et

¢ = inf max]J(v),
Ael’ VEA

Alors c est une valeur critique de], et c > «.

2 Concentration de Compacité

Cette méthode introduite par PL.Lions est basée sur le lemme suivant, est c’est la mé-
thode la plus générale résoudre les probleme de minimisation posées dans des domaines
non bornées.

Lemme 2.1 [7] Soit (u,,) € H (RN) une suite telle que

u,—u, dans H'®RY), (2.1)
|Vt —u) > —p dans 4 (RY), (2.2)
lup—ul? —v dans 4 RN), 2.3)
U, — u p.pdans RY. (2.4)
Posons
Moo = hm limsup |Vu, 1> dx
R—o0 p—o0o |x|>R
et
Voo = lim limsup | uy, | dx.
R—o00 n—oo Jix|>R
Alorsona ,
2% -1
[ ”fﬂ(RN)g STl u ||¢p((|RN)» (2.5)
25 <S Moo, (2.6)
h;tlj&p | Vuy ”Lz @y=IVu IILZ(RN) + Il @yy +Hoos 2.7)
llrfnsgop I un IILz* @y=l U IILz* @y T IV L@y +Veo. (2.8)
De plus, siu=0et| v | J%(RN)< ST U |y ®Ny, alors v et u sont concentrées en un point.
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2. CONCENTRATION DE COMPACITE

Preuve. On fixe la notation suivante :
E={heCZRM || hllLx=1}.

1. Supposons d’abord u = 0. Soit & € =. Appliquons I'inégalité de Sobolev pour la fonc-
tion huy,, pour un certain rayon r :
* o _
(Jan | huy 1?7 dx)¥ < S71fan | V(huy) 1 dx
= ST fen | VAU, +Vu,h 1> dx
ST fan | BI21 Vuy 12 dx+ fpn 20V huyVugdx + o | VR P uy ? dx],

qui peut aussi étre écrit
T REDE ST un P R4S [ 20, Vundars™ [ 1D Py 1 dx
R R

Passons a présent a la limite pour n — oo :
(g PR PPY — | hIP) par (2.3),

Uun P h12Y — (| h %y par (2.2)

et

2hVhu,Vu,dx + |Vh || Uy ?dx — 0 car u,— 0dans 2 (@®RY.
RN RN loc

On adonc ,
VIR P Y <STH L h %), (2.9)

Par la définition de la norme sur . (RY), il vient

WA <l g@ -
Ainsi, en prenant le supremum sur 'ensemble = dans I"’équation (2.9), on obtient
bien I'inégalité (2.5).
2. Soit R > 1, définissons ¥ € C1 (RN) par:

1si |x|>R+1

‘Z’R(x):{ 0 si|x|<R.

et 0 < YRr(x) <1 ailleurs.
Comme | Ygu |<| u|, on a Ygu € H(RN). On peut donc lui appliquer I'inégalité de
Sobolev et par un raisonnement identique au point (1) obtenir

2
limsup (f | Yruy, IZ* dx)2 < S_llimsup (f | YrVu, |2 dx). (2.10)
n—oo RN n—oo RN

Par définition de ¥y, on a aussi

|x|>R

fuleu”'zdnguwwu”'wédng IVunlzdx
X|>R+

et
| twar< [ un e dx< [ dx,
|x|>R+1 RN

|x|>R
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2. CONCENTRATION DE COMPACITE

Dés lors, on remarque d’apres les définitions :

. . 2
Hoo = limp—oolimsup, .o fiysg | Vin 1 dx
. . 2
= limp_—colimsup,__o fan | Vun 1? Wadx
et ,
Voo = hrnR_.oohmsupnﬁoofl}cl}R | u, |- dx

= limp_.oolimsup,, . fon | un 2 Wﬁ* dx.
En réinjectant ceci dans (2.10), on obtient :

2

v& <8 Heo

3. Au point (1), on avait montré
U |h|* dv)gs—lf |h)?dp Vhe=. 2.11)
RN RN

Utilisons l'inégalitaire de Holder :

Jox 1P dp < [fRNUhi)zdu] v ]
=[S Bl d“]z* [fRNdH]N
[ﬁw|hﬁ*dpk*nuwﬂmm

A
* _ * 2%
([ av) " <st{ [ ine ] nu

* l* * z
(o 1P V) < 87 [ 1R d]™ 1
1

)
-)(-l'\-’

et donc

= [t S 1 g an)
qui peut étre réécrit
2% L 2 P 1 -
VI h|P)YFE < ‘ﬂmmthF>ﬂ Vhe=. (2.12)
2
Supposons maintenant que || v |2 RN STl .« ®Y)- Linégalité de

ci-dessus devient alors une égalité. En effet, si on avait

v, h[2)e" <(S72 |1y Yhe =,

./%(RN) p’

alors pour le sup =, on aurait

A

N
2 +1)
_ -1
- sluuﬂmm
= ST ulgwyy

ce qui contredit I'hypotheése que nous venons de faire. On a donc bien égalité dans
(2.12) et par le théoreme (1.2), on obtient

V= IIMII (RN)M s% IIMIMRN : (2.13)
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2. CONCENTRATION DE COMPACITE

Injectons cecidans (2.11) :

2
£

(IR dv)” < S7!fenlhI2dp 2

2% =
< S fenlh |2287 Il Gy @V

2% _ N3
= S7% 1||H||L?RN)IRN|h|2dV'
2
Or|v |mel\]):S‘1 I Il @y, €t donc
2 7 -z ¥ 2
(f[RNlhl dV) < Sz N”V”M(RN)IRNlhl dv
__2
= v ”:;{([REN) Jpn | RI1Zdv

car 27 -1- % =0.

Remarquons que || v ||_,g@N= fRN dv = v(RY) au sens ensembliste du terme. Soit ©
un ouvert tel que v(©) > 0. En choisissant pour # la régularisation de la fonction
indicatrice de ©, on obtient

1 L 1
v(O)2F V(RN L v(O)2
et ainsi
VR <v(©) er donc vRY)=v(O). (2.14)

On veut montrer a présent que v est concentrée en un point. Par 'absurde, si ce n’est
pas le cas, il existe deux points distincts x et y dans RN tels que {x, y} < supp(v). On
a alors une fonction ¢, a support dans un voisinage ouvert V, de x telle que (v, d) #
0. De méme pour y : ¢y, est a support dans V, et (v, $,) #0. Puisque x # y, on peut
prendre V, et V) disjoints. On a donc trouvé deux ouverts disjoints de mesure non
nulle, ce qui est une contradiction avec (2.14) puisqu’on a

v(Vy) =vRY) >0,
v(Vy) =vRY) >0,
V(VxUV,) = v(Vy) +V(V,) = vRY) > 0.

On a donc bien que v est concentrée en un point. On peut dire la méme chose de p
en vertu de (2.13).

4. Revenons au cas général ou u est non nulle. Posons v, = u, — u. On a ainsi v,—0
dans H!(RN) et donc par le lemme (1.3)

(fRthun|2—fRNh|wn|2)—»th|Vu|2 Vhe =,

|Vu, 2 —\p+|Vu|2 dans /%(RN).

c’est a dire

En appliquant le lemme (1.1), on obtient

2 . 2t 2%
fgh'“' _nh—moo(ffzm””' fgh“’"' )

Or limy—oo [oh | vy 1¥'= v car | v, [ —=v 4®). Donc | uy 2 —v+ | u [*
dans MRN).

On applique alors le cas d'une limite nulle (point (1)) a v, et on obtient (2.5) de
I'inégalité correspondante pour v,,.
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2. CONCENTRATION DE COMPACITE

5. On a par le lemme (1.3)
. 21 2 2
limsup | Vv, | _hmsup(f | Vuy, | —f |[Vu| )
n—oo J|x|>R n—oo [x|>R |x|>R
En passant a la limite :
lim limsup |Vv, >~ lim limsup | Vu, = Moo-
R—o0 np—oo J|x|>R R—o0 n—o0 J|x|>R

De facon équivalente, par le lemme (1.1) :

2|5 2% 2%
| u|® =limsup | u, |- — v, I© .
|x|>R n—oo |x|>R |x|>R

En passant a la limite :

lim limsup | vy Iz*:voo.
R—o0 n—oo Jix|>R
On déduit alors (2.6) de I'inégalité correspondante pour v,,.

6. Soit R > 1, définissons R € C}(RN) comme au point (2). On a
limsup,,__.o. [ | Vu, *=limsup, .o (/P | Vun*+ [(1 =PR) | Vu, %)

=limsup, .o (J/oP | Vun >+ [L=PR) (| Vu, > = | Vu ?) + [o(1 - W) | Vu %)

=limsup, . (/oW | Vun >+ [l - PR)dp+ [ -PR) | Vul?) + o(1).
car
UV, > =1 Vul?, A =0R)) — (u, (1 - ¥g)).

Puisque YR < 1, tous les termes dans les intégrales sont majorés par une fonction
e L1(RY) indépendante de R. On peut donc passer a la limite sur R et appliquer le
théoreme de la convergence dominée de Lebesgue :

limsu |V, |*= +f d +f [ Vu|?
Plo! it THeT Jo T g

n—:oo

car Yg — 0 pour R — oo.
En utilisant le théoreme suivant :

Théoréme 2.3 Sipe . 4" (£2), alors BE€ () c L ({2) et

Il == sup (ulul).
ueBE€ {2

on obtient bien I'égalité (2.7) souhaitée.
La preuve de I'égalité 2.8) est exactement la méme que celle que nous venons de
donner.
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Chapitre 3

Sur les problémes elliptiques avec deux
exposants critiques de Hardy-Sobolev au
méme pole

Dans ce chapitre, nous étudions un probléme elliptique quasi-linéaire en relation avec
I'inégalité de Hardy-Sobolev.
Nous considérons le probleme elliptique suivant :

|x?

_ k1 2% (o) -2 1 2*(p)-2
@) Au ”_|x|a|u| u+|x|5|u| u
u>0 dans RN\{0},

oi1 {2 est un domaine de RN et N >3, 0 < o, < 2, et pour 0 < ¢ < 2, 2*(t) = % est

I'exposant critique de Hardy-Sobolev.
Il caractérisé par la présence de deux exposants critique et un poids singulier au méme
pole.

Définition 3.1 On définit l'espace DV?([RN) comme la fermeture de U'espace CSO(IRN) par
rapport a la norme

(N—z))2

2
. YR ) =_
||u||._(fRN(|Vu| |x|2u)dx pour tout p<u ( 5

D=

Ainsi, cette norme est équivalente a la norme usuelle ( fRN | Vu|? dx) .

Théoréme 3.1 [7] SoientN >3,0<a,pf <2 et0< U<, alors le probleme (2?) admet une
solution positive.

1 Existence de Solution

La fonction u € DV2(RN) est dite solution faible du probleme £2 si elle satisfait pour
tout v e DV2(RN),

1 * 1 *
f (VLNU— uzuv— [P @2y — |y 2 ®-2 uv) dx=0
RN | x| | x|« | x |P

La fonctionnelle d’énergie correspondante au probléme 2 est définie sur D2 (RN) par

I(U):—”unz— " f |u|2 () O(dx_ - |x|2 (ﬁ)—dx.
2 2* (00) JrN | x| 2*(B) JrN

20



1. EXISTENCE DE SOLUTION

Il est clair que J € C!(D"?(RN), R) est une solution de 22 correspond a un point critique de
J.
Par I'inégalité de Hardy-Sobolev, on définit la constante :

. lul?
Sps= inf >—>
ueD12(RN)\{0} (f[RN | |2®)| x|~ dx) 2 (3)

avec 0 < p < uet0 < s<2. onsait que la constante S, s est atteinte par la famille des
fonctions :

(2-N)
Vi) @9
—(\/T=-T—- 2-5)—=
le(\/E ”“)(82+|x| \/ﬁ)

Vi
(2—-s)

2e?(M—W(N-s)

Vi

pour € > 0. La fonction V| ¢ est solution de I'équation suivante

) 3.1)

Vi, s(0) = (

1 .
P lul*92u, dans RN\{0},
[ x127 x|’

et satisfait .
Vs>

(Vio)? ,
fRN(WVﬁ,sF—H&T)dX = Jay Ty dx

|
~
2]

T

“
~—
N

|

2

Lemme 3.1 [7] La fonctionnelle d’énergie] associée au probleme (2?) vérifie les propriétés
suivantes :

(i) J(0)=0,
(ii) il existe des nombres positif suffisamment petit § et p tels que inf) - J(v) > €.
(iii) pour tout v e DY2(RN)\{0}, il existe ty > 0 tel que || tyv ||> p et](tyv) < 0. Soit
¢ = inf max J(y(?))

yel't€l01]

I'={yec’(0,1],D"*®RY))|y(0) =0,J(y(1)) < 0}.

Par une version du théoreme du col, il existe une suite (u,) dans D?(RN) telle que
J(up) —c, et J(uy) —0 dans D VARY).

Lemme 3.2 SoientN > 3,0 < o, <2, et 0 < u < W, alors la fonctionnelle ] satisfait la
condition de Palais-Smale (PS). pour ¢ < ¢* :=mincy, cg ol

«. 278 _(N-5)/(2-5)

C. ==
ST 2(N—-gs) W*

Preuve. Soit (u;) une suite qui satisfait la condition de (PS). avec ¢ < c*. Alors (u,) est
bornée dans DV?(RY). En considérons une sous-suite extraite de (u,), on peut supposer
que u,—u dans DY2(RN), u,—u dans L2" @ (RN, | x |~%), pour s=0, a,p et u, — u p.p.
Ainsi u est une solution faible du probléme (2?). Lensemble RN | J{oco} est compact pour la
topologie de la norme ce qui signifie que les mesures peuvent étre identifiées dans 'es-
pace dual C(RNfoo}). Par exemple, d, est bien défini et §, = p(c0).
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1. EXISTENCE DE SOLUTION

Par le principe de concentration de compacité, il existe une suite extraite, notée encore
par (u,) et des nombres réels Ny, Noo, Y0, Yoor T0» Too» Vo, € Voo tels que :

| Vu, |2 —dn =|Vu |2 +1N000 + Noodoo- (3.2)
L un 11 x 172 —=dy =l w1 x 172 +Y080 + YooOoo- (3.3)
Lt 12O x ™ —dr=] ]2 9 x| ™ +7080 + TooOoo- (3.4)
et
L 2Pl x P —dv=ul?® x 1P +v580 + Voodoo- (3.5)

ol §y et d, sont les mesures de Dirac a l'origine et a I'infini respectivement. Pour € > 0,
soit ¢ une fonction de Cgo([RiN positive telle que

1si |x|<§

4
) |V | —-.
0si|x|>e © | (bl\e

0s<dps<1, ¢(X)={

Testant J'(u,,) avec u, ¢, on a

und Nun* Yo ua PP g

"(uy, u :f Vi, |? ¢+ u,Vu, V- dx, (3.6
ainsi, par (3.1) - (3.5) on obtient
lim lim | Vu, | pdx > 1o, (3.7)
e—(0n—oo RN
. . 2 T . _
€l£n)0 nh_r)noo . u,hdx = elgn)0 nhlnm . upVu,Vddx =0, (3.8)
. . -2 _
6151}0 nhinw - upd | x| dx=yo, (3.9
lim lim | |usl> @¢lx™*dx=1o, (3.10)
€e—0n—oo JpN
et
lim Lim | [u, P ®¢lx™® dx=v,, (3.11)
e—(Qn—oo RN
par conséquent, en utilisant (3.6)-(3.10) on a
0= lim lim {J'(u), upd) > 1o — Kyo—To — Vo. (3.12)
e—0n—oo
Par I'inégalité de Hardy-Sobolev, on en déduit
2
15 “Spa <No— 1Yo (3.13)
*2
ve PS8 <o — 1o (3.14)

D’apres (3.11), on trouve 1y — 1Yo < Tp + Vo, utilisant (3.12) et (3.13), on obtient

2

2 2
T “Sua <To+Vvo et vy PSup < To+ Vo

Il s’ensuit que

2 2 R* ()-2)
2% () -1 2% () -1 2% () -1
To © <SS a(Vot+T0) er T " (1—SWTO . )SSWVO.
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1. EXISTENCE DE SOLUTION

Le fait que (u,,) est bornée dans D?(RN), nous assure que 1o < C;, ainsi
27 (@=2) 1
2 ( ) 2% () -
* (1 S «C ) < SpaVo,

il existe alors Y dépendant de o, 2* (a) et C! tel que

2
OF ()
15 @ <Yvy.

De méme, il existe Z dépendant de 3, 2* () et C, tel que

2

vg ® < Z1y.
En particulier, il en résulte que :
(N-B) (N-a)
Soit vo=0,To=0 ou vo= sf;” . To=Sia .

D’autre part,

I(un 30 (Un), un) + o(1)
ity (s 11 e o)+ sl s 1w P 1178 dx+vg) + o)

c

VoWV

2-p
To + 2(N-P) Vo.

2(N 0()

Pour étudier la concentration a l'infini, on considere la fonction test y € Cf° ®N, [0,1])
telle que pour R >0

1si|x|<® 2
o<wy«l, X) = . 2 et|Vy|< =.
SYS W) {Osz|x|>R. | w|\R
et on prend en compte les quantités suivantes
No = hm limsup | Vi, > ydx, Yoo= lim limsup u | x| dx,
R—o0 p—o0 |x|>R —0 n—oo J|x|>R
— 1 ; 2" ()
Too = lim limsup | Uy, | vlx|™®
— n—oo J|x|>R
et
Too = lim limsup | u, Iz*(ﬁ)wlxl_ﬁ dx.

—0 n—oo J|x|>R

En utilisant la méme technique que celle faite a 1'origine, on obtient le méme résultat,
notamment

(1;—6) (N-a)
Voo=0, Teo=0 Vo= S}iﬁﬁ), Too 2 Sia -
De méme
2—-« 2-P

2 < Toot* 7757 Voo
2(N—-a) 2(N-p)

En utilisant '’hypothese ¢ < c¢*, alors la sous-suite (u,) converge fortement vers u dans
DL2®RN).
m Notons

_ Ue (x)sict<cy
_ poo a S G
U(x) —{ Uiﬁ(x) si g <c ;’ (3.15)

on a alors le lemme suivant :
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2. NON EXISTENCE DE SOLUTIONS

Lemme 3.3 Sous les hypothese du théoreme, on a

supJ(tU) < c*.

>0
Preuve. Considérons c; < cg , alors
& € tz € 2 tZ*(cx) e 12" () o 2 ® € 12%(P) &
tU)=J(tU =—||U - U x| “dx— U x| Pdx.
J(®U) =J(tU o) > | 1 | (@) RNI wa | | x| 2 6) RNI wa | | x|

Or, on sait que

supJ (U}, o) < sup fo(f) = ¢4
120 120

avec
2% ()

|1UE 12 @) x| ™ dx.

t? )
f(x(t):E ” Ue,a ” H,a

2% (a) JrN
On affirme que ¢y < ¢, ot

:= inf
Ca YL%QQ%I(Y(”)

avec
I= {y € C%((0,11,DM*(RM)); Y(0)=0, y(1) = toUﬁ,a} -

Raisonnons par I'absurde, supposons que cq = ¢4 alors sup o J (£Uy; o) =sup > fa(2).
Les fonctionnelles J et fy atteignent leurs maximums aux points positifs #; et f, respecti-
vement. Alors, on a
20 e 12°@)| 4| B

Jalt1) - 2@ Jan | ULoI© P Ix1™P dx = fo(t2)
Il en découle que fy (%) < fo(£1), ce qui nous amene a une contradiction.
De méme pour le cas ou cg < ¢y, on trouve ¢g < cg. Ainsi, supt>01(tl~1) <c*.
m Preuve. (Théoreme (3.1))
Comme 2*(s) > 2(s =, p) il existe en vertu du Lemme (1.5), & et p suffisamment petits tels
que infj,-pJ (1) > &, ue DV*®N)\{0}. Puisque J(1U, ; tend vers —oo quand  tend vers oo,
alors il existe fy > 0 tel que || tOUfl, slI>pet I(tonl, ¢) <0. En outre en utilisant le lemme du
Col, il existe une suite (u,) dans D?(RN) telle que

J(uy) —c¢, et J(u,) —0 dans D V?RY)
D’apres les Lemmes (3.2) et (3.3), on obtient

0<c< sup J(t5Uy, ) <supJ(rUp ) < c”.
tef0,1] t>0

On en déduit alors que (u;) posséde une sous-suite notée aussi (u,), telle que u, — u
fortement dans DV2(RY). Ainsi u est une solution non triviale du probléme (2?). Par le
principe du maximum, on obtient que u > 0 dans RN\{0}. m

2 Non existence de solutions

Théoréeme 3.2 [7] SoientN >3,0<a,p <2,0< U< et (2 est un domaine borné étoilé par
rapport a l'origine. Alors le probleme (2?) n'admet pas de solution non triviale.
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2. NON EXISTENCE DE SOLUTIONS

Dans cette section, on fournit la preuve du Théoréme via I'identité de Pohozaev.

Lemme 3.4 (Identité de Pohozaev)[7] Soit u € C? (TZ) une solution de

-Au=g(u) dans (),
) u>0 dans,
u=0 surof

avec g une fonction continue sur R et {2 borné. Posons G(u) = [, g(s)ds. Alors

2NfQG(u)—(N—z)fgg(u).u:fm(x.u)|Vu|2,

ot v =v(x) est le vecteur normal extérieur unitaire a 9f2 en x.

Preuve. Posons

g(x, u) = '”'Z*(a)_zu O
T T e xp
alors , - .
wlul 1 Jul®™ 1 |ul
G(xu)f (xs)ds— + + ,
& 2TxE 27 [x® " 2°@) |x PP
| u? o |ulP@ B lur®
9;G)(x, 1) = — L . N
OO 1) == i = o e ) (xp
9i(G(x, w) = (0;G) (x, u) + g(x, Wd; u. (3.16)

Ici 0; = 38 pouri=1,...,N.
Multlphantl équation de (£2) par (x, Vu) des deux co6tés, on obtient

—fQAu.(x,Vu)dx:ng(x, u)(x,Vu)dx.

En appliquant le théoréme de la divergence, on a

JnAu.(x,Vudx Jodiv(Vu)(x,Vu)dx

= —ng(x u)(x,Vu)dx

= famg * (x,v)dv - [(Vu,V(x,Vu))dx (3.17)
= Jonl & 2 (x,v)dv— [ | Vul?dx -1 [((x,V( Vu[*)dx

= 2faglaulz(x vdv-ER [ Vu? dx,

D’apres (3.15), on a aussi

-N [/ G(x, u)dx—fgzliil x;(0;G)(x, w)dx
B ul 1 w@ 1 uE®
-NJo (E#Jrz*(oo Tt T u|x|ﬁ )dx

lul o uF@ B up'®

+ fQ(Fl|x|4+2*(a) X[ +2*(ﬁ) <P )dx

S gx, u)(x,Vuydx

Ainsi

Jlsess vwac E52 [ itae G20 [ wliElan G20 [l
A Tz JoMeE® 2*(00 AL z*(ﬁ) " |x|58
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2. NON EXISTENCE DE SOLUTIONS

puisque

><

N L R D N T
\Y X= . 3.19
f' ul* dx~ ”fxz [9” x| f” P (.19

En combinant (3.17) et (3.18) dans (3.16), on trouve

zfa_Ql L2 (x v)dv-% N)f |Vu|2dx_(N g)f plulzdx+

|x?
(N—-q) mF 4+ N=P) WV@
25 () 412 |x|2 2*(ﬁ)f [xI2

cette derniere identité est équivalente a

2-N N-a) [ |uZ® 2-N N-B) [ lu?®
f |—| (x,v)dv= ( + ) +( + )
2J002 2 2% () ) J12 2 2*@®)J2 1x1P

Enfin, on conclut que

| x|@

f(?Q|_| (x,v)dv=0,

puisque {2 est un domaine étoilé par rapport a I’origine i.e. (x,v) > 0 sur 9¢2, on en déduit
que u=0. m
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Conclusion

Dans ce travail on a constaté que I’existence de solutions positives dépend non seule-
ment de la géométrie du domaine mais la présence des deux exposants critiques créé une
compétition entre les énergies produites par les non-linéarités critiques. Le terme dont
I’énergie dominante (plus forte) provoque I'existence d’au moins une solution.
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Résume

Dans ce mémoire on s’intéresse al’étude d’existence de solution pour une classe d’équa-
tions elliptiques non-linéaire contenant deux exposants critiques et des poids singuliers
sur un domaine non borné avec les conditions au bord de Dirichlet.

Mots-Clés. Injections de Sobolev, Méthodes variationnelles, exposants critiques, Poid
singulier, condition de Palais-Smale, principe de concentration de compacité

Abstract

In this memory, we are interested in the existence of solutions for a class of nonlinear el-
liptic equations containing two critical exponents and singular weights on an unbounded
domain with Dirichlet boundary conditions.

Key Words. Sobolev injections, variational methods, critical exponents, Singuler weight,
Palais-Smale condition, compactness concentration principle.
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