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INTRODUCTION

Il est connu en algèbre que si un opérateur, dé�ni sur un espace de Hilbert est hermitien
ses valeurs propres sont toutes réelles et les fonctions propres correspondantes forment une
base orthogonale

En revanche, s�il est non hermitien, il n�est pas garanti que ses valeurs propres soient
réelles mais plutôt elles sont en général complexes.

L�histoire de la PT symétrie a commencé avec Bender l�été de 1993 quand il a rencontré
un Hamiltonian complexe non-Hermitien de la forme

H = p̂2 + ix̂3

au cours d�une conversation privée avec D. Bessis au CENTRE Saclay, il apprend que
D.Bessis et J. Zinn-Justin avaient remarqué que les valeurs propres de ce l�opérateur Hamil-
tonian étaient réelles et le spectre (l�ensemble des valeurs propres d�énergie du Hamiltonian)
pourrait être entièrement réel.

À l�époque il n�a pas plani�é de poursuivre cette conjecture plus loin parce qu�il a semblé
absurde qu�un Hamiltonian complexe non-Hermitien pourrait avoir des niveaux d�énergie
réels.

En 1997, Bender a décidé d�examiner le spectre de cet Hamiltonian, dont il a soupçonné
sa réalité c�était probablement en raison de la présence d�une symétrie, c�est là où apparaît
la notion de PT symétrie et l�opérateur Hamiltonian est PT -symétrie parce que n�importe
qu�elle fonction ix̂ est PT -symétrique.

La PT -symétrie est une nouvelle théorie, des centaines de papiers ont été publiées dans ce
domaine PT -symétrique de la mécanique quantique, dont trois conférences internationales
tenues à : (Prague, 2003 ; Prague, 2004 ; Shizuoka, 2004).

Récemment il a été prouvé par E. Caliceti et S. Gra¢ dans le cadre d�un potentiel
analytique périodique PT -symétrie à valeur complexe, que le spectre de l�opérateur de
Schrödinger semi classique perturbé par un tel potentiel est réel.

Dans la dernière décennie, cette nouvelle théorie quantique s�appliquant aux potentiel
non hermitiens a vu le jour.

7
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Elle concerne spécialement les potentiels qui sont invariants par la ré�exion de l�espace-
temps cette discipline est la mécanique quantique PT -symétrique.

Les opérateurs PT -symétriques ont été proposés comme une alternative aux opérateurs
auto-adjoints en physique quantique.

La réalité du spectre est alors importante du point de vue de la physique (voir, [2], [3] ,
[7], [4]).

Les opérateurs de Schrödinger sur l�axe réel qui sont invariants par l�application combinée
d�une symétrie et une ré�exion dé�nie à l�aide d�un opérateur de parité P et de la conjugaison
complexe anti-linéaire T sont appelés PT -symétriques. où Pu(x) = u(�x), T u(x) = u(x),
u 2 L2(R).

Nous étudions des opérateurs de Schrödinger dans la limite semi-classique PT symé-
triques de la forme :

P = �h2( d
dx
)2 + V (x)

La PT -symétrie de P s�écrit

PPT = PT P;
ce qui revient a poser la condition suivante sur le potentiel complexe V :

V (�x) = V (x); x 2 R:
Dans le cas d�un opérateur de Schrödinger auto-adjoint (à potentiel réel) de la forme

P0 = �h2(
d

dx
)2 + V0(x);

la PT -symétrie équivaut la propriété que V0 est pair :

V0(�x) = V0(x):
Nous étudions les cas où V0 possède un puits simple pour un niveau d�énergie donné E0. Nous
utilisons la méthode BKW complexe (en supposant que V0 est analytique dans un domaine
convenable).

Ainsi nous arriverons à des conditions de quanti�cation de type Bohr Sommerfeld. For-
mulons nos résultats plus précisément de la manière suivante :

Soit E0 2 R un niveau d�énergie �xé,
V0 2 C1(R):

On fait les hypothèses suivantes sur V0 :

8� 2 N; 9C� > 0 telle que j@�xV0(x)j � C�(1 + jxj)m0��; 8x 2 R:
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(H1) Dans le cas où m0 > 0, 9C0 > 0; telle que

V0(x) �
1

C0
jxjm0 ; pour jxj � C0;

(H1.1) Dans le cas où m0 = 0;

9C0 > 0; telle que V0(x) � E0 +
1

C0
; quand jxj � C0:

(H2) V0 possède exactement un seul puits de potentiel :

fx 2 R; V0(x) � E0g = [�00; �00];
fx 2 R; V0(x) < E0g =]�00; �00[;

où �1 < �00 < �
0
0 < +1. De plus, V 00(�00) < 0; V 00(�00) > 0:

(H3) V0 admet un prolongement holomorphe dans un voisinage U dans C de fx 2 R; V0(x) �
E0g:

Dans ce travail nous étudions des petites perturbations PT -symétriques de P0 de la forme

P" = �h2(
d

dx
)2 + V"(x); 0 < " � 1;

où
V"(x) = V0(x) + i"W (x):

avec W est réel et impair,
W (�x) = �W (x):

On vér�e aisément que V"(�x) = V "(x) et donc que P" est PT -symétrique. On suppose
de plus

(H4) W 2 C1(R;R).
(H5) Avec le même m0 que pour V0 on a :

8� 2 N; 9C� telle que j@�xW (x)j � C�(1 + jxj)m0��;8x 2 R:

(H6) W admet un prolongement holomorphe a un voisinage U dans C de fx 2 R; V0(x) �
E0g:

Dans cette thèse, on considère des perturbations PT symétriques d�un opérateur de
Schrödinger semi-classique auto-adjoint sur la droite réelle, avec un puits de potentiel simple.
On suppose que le potentiel est analytique et on montre que les valeurs propres restent

réelles sous la perturbation.

Dé�nition 1 Si U � C est un ouvert (comme par exemple dans les hypothèses ci-dessus),

V une fonction holomorphe sur U et P = �h2(d=dx)2 + V (z), on dira que � = �(E) 2 U
est un point tournant pour l�équation Pu = Eu si V (�) = E. Si de plus V 0(�) 6= 0; on dira
que � est un point tournant simple.
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Soit D(E0; ") le disque ouvert dans C de centre E0 et de rayon ". Par le théorème des
fonctions implicites on a :

Proposition 1 Sous les hypothèses (H1) à (H6). Il existe "0 > 0 telle que pour E 2
D(E0; "0) et " 2 D(0; "0), l�équation V"(x) = E possède deux solutions �0(E; "); et �0(E; ")
dépendant holomorphiquement de E et " avec �0(E0; 0) = �00, �0(E0; 0) = �

0
0. Ce sont des

points tournants simples pour
P" = (�hd=dx)2 + V"

où (E; ") 2 D(E0; "0) � D(0; "0); le segment ]�0(E; "); �0(E; ")[ appartient a U et E �
V"(x) ne s�y annule pas.

On dé�ni la branche continue de la racine carrée, (E �V"(x))
1
2 pour (E; ") 2 D(E0; "0)�

D(0; "0), z 2]�0(E; "); �0(E; ")[ qui est positif quandE est réel et " = 0. Introduisons l�action

I(E; ") = 2

�0(E;")Z
�0(E;")

(E � V"(z))
1
2dz:

L�intégrale se fait le long du segment orienté qui relie �0(E; ") à �0(E; "):

Proposition 2 Sous les hypothèses (H1) à (H6), et "0 positif assez petit, l�action
I(E; ") est une fonction holomorphe de (E; ") 2 D(E0; "0)�D(0; "0); telle que

I(E; ") = I(E; "); quand " � 0:

De plus
@

@E
I(E; ") 6= 0:

Soit

P" = h
2D2

x + V"(x); Dx =
1

i

d

dx

l�opérateur de Schrödinger sur R, est dé�ni comme un opérateur fermé non borné L2(R) à
domaine

D(P") = fu 2 L2(R); u0; u00; hxim0u 2 L2(R)g; hxi = (1 + x2) 12

Il est clair que le spectre de P" dans D(E0; "0) est discret pour " 2 D(0; "0), et "0 positif
assez petit.

Dans le cas où " = 0, P0 est auto-adjoint, donc les valeurs propres dans D(E0; "0) sont
réelles et on a même,

inf �ess(P0) > E0 +
1

C
:

Il est bien connu dans ce cas, que les valeurs propres sont données par une condition de
quanti�cation de Bohr Sommerfeld (voir p.ex. [24], ch II, section 10, [26], exercise 12.3).

Théorème 1 Sous les hypothèses (H1 et H2). Il existe "0; h0 > 0 et une fonction réelleeI(E;h) de classe C1 sur ]E0�"0; E0+"0[�]0; h0[, admettant un développement asymptotique
suivant : eI(E;h) � I(E) + hI1(E) + :::; h! 0
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dans l�espace C1(]E0�"0; E0+"0[), telle que les valeurs propres de P0 appartient à ]E0;�"0; E0+
"0[ et sont données par la condition de Bohr Sommerfeld :

9k 2 Z; E = Ek; eI(Ek; h) = 2k�h:
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce travail.

Théorème 2 Sous les hypothèses (H1) à (H6). Il existe "0 > 0 et h0 > 0 tels que
�(P")\D(E0; "0) � R quand 0 � " � "0; 0 < h � h0. Plus précisément, il existe une fonctioneI(E; "; h) sur D(E0; "0)�D(0; "0)�]0; h0[, holomorphe en (E; ") admettant un développement
asymptotique eI(E; ";h) � I(E; ") + hI1(E; ") + :::; h! 0

dans l�espace des fonctions holomorphes sur D(E0; "0) � D(0; "0), telle que eI(E; ";h) 2 R
avec E; " 2 R, et telle que pour " 2]0; "0[ les valeurs propres de P" dans D(E0; "0) sont
données par la condition de Bohr�Sommerfeld :

9k 2 Z; E = Ek; eI(Ek; ";h) = 2k�h:
L�objectif principal de cette thèse est de voir la réalité de spectre d�opérateur de Schrö-

dinger sous la perturbation.

Le plan de la thèse est le suivant :
Une introduction, six chapitres et deux annexes :

Le premier chapitre est intitulé : "Méthode BKW complexe en général", il consiste en
des brefs rappels d�analyse semi-classique, de dé�nitions, de résultats concernant la méthode
BKW complexe que l�on utilisera tout au long de ce travail de thèse.

Le deuxième chapitre intitulé : "Analyse BKW près d�un point tournant simple", propose
une méthode de calculs desWronskiens qui engendre une connexion entre les solutions exactes
de l�équation de Schrödinger.

Le troisième chapitre intitulé : "Solution BKW dans L2", donne les solutions de l�équation
de Schrödinger dans L2au voisinage +1 et �1 respectivement, leur existence en utilisant
la théorie des équations di¤érentielles partielles et leur développement asymptotique.

Dans le quatrième chapitre intitulé : "Solution BKW près du puits", la candidate s�inté-
resse à l�étude du choix de la phase et du symbole principal, a�n de déterminer la solution
BKW exacte dans le Secteur de Stokes.
Avec un calcul bien précis et approprié, elle obtient l�action entre chaque deux solution

au voisinage du point tournant simple, le point crucial est de dé�nir le choix de la racine
carrée.

Le cinquième chapitre intitulé : "Quanti�cation de Bohr Sommerfeld pour un puits de
potentiel sans PT -symétrie", est consacré à l�étude du choix de la branche holomorphe et
a la détermination les zéros du Wronskien qui ne sont que les Valeurs propre de l�opérateur



12

de Schrödinger sous la condition de Bohr Sommerfeld, utilisant le théorème des fonctions
implicite dans sa version holomorphe.

En�n, le sixième chapitre portera sur : "Le cas d�un seul puits PT -symétrique". Il contient
le résultat principal de ce travail (la réalité de spectre du l�opérateur perturbé), une preuve
du théorème du simple puits est élaboré.

Les annexes sont consacrées à de très brefs rappels de la théorie spectrale, mécanique
quantique et de �ot Hamiltonian.

Une bibliographie est donnée dans cette thèse, des perspectives et recommandation sont
également données en �n de travail.



Chapitre 1

Méthode BKW complexe en général

1.1 Introduction et résultats

La méthode BKW nomée Brillouin, Kramers, et Wentzel est une technique de l�expansion
asymptotique pour trouver des solutions approximatives ou exacte pour certains types de
problèmes. La plus connue des applications de cette méthode est l�obtention des solutions
de l�équation de Schröndinger indépendante du temps en mécanique quantique.
Comme Brillouin, Kramers, et Wentzel ont beaucoup contribué au développement de

cette méthode, leur application devient la plus populaire. Certains l�appelent la méthode de
Liouville et Green qui avaient fait en 1937 une publication sur cette procédure ; cependant le
père de cette méthode est peut être l�un de ces cinq hommes, mais aussi Carlini qui a utilisé
en 1817 une variation de l�approximation pour étudier les orbites elliptiques des planètes.
Cette méthode est appelée WKB, KXWB en Hollande, BWK en france, ou WKBJ (pour
Je¤ries qui l�a utilisé dans les optiques géométriques et les approximations accoustiques).
Cette méthode a des applications dans plusieurs disciplines ; notamment, sur les équations
di¤érentielles linéaires d�ordre quelconque, les problèmes de valeurs propres, les problèmes
de valeurs intiales ou valeurs bornées ainsi que pour l�évaluation des intégrales des solutions
des équations di¤érentielles.
L�approximation de la solution de l�équation di¤érentielle linéaire a une structure simple

aussi si la solution exacte est connue, il s�agit d�une intégrale élémentaire des fonctions
algébriques bien dé�nies d�un ordre à un autre en puissance de h, comme les fonctions
d�Airy, fonctions de Bessel, et les fonctions paraboliques cylindriques.

Dans ce chapitre, nous allons revoir quelques éléments de la méthode BKW complexe.
Voir [43], [52], [49] pour plus de détails. Soit U � C un ouvert simplement connexe, dési-
gnons par Hol(U) l�espace de Fréchét des fonctions holomorphes surU muni de la topologie
de convergence localement uniforme. nous étudierons aussi la croissance exponentielle et
les développement asymptotiques des solutions exactes des équations di¤érentielles d�ordre
2 dans la limite semi-classique. nous établissons une condition de quanti�cation de Bohr-
Sommerfeld pour des opérateurs de Schrödinger avec un potentiel analytique complexe à
valeur réel.

13
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1.2 Estimation sur un intervalle

Dans cette section nous intéressons à quelques estimations de base pour les équations
di¤érentielles sur un intervalle. Soit I = [a; b] un intervalle limité, considérons le problème
suivant

(h@x � P (x))u(x) = 0; x 2 I (1.1.1)

Où P 2 C1(I;Mat(n;n)), etMat(n;n) est l�espace des matrices complexe n�n. Utilisant
le résultat de base du problème de Cauchy associe à des EDO linéaires, déterminé par

(h@x � P (x))E(x; y) = 0; E(y; y) 2 I (1.1.2)

où E(x; y) 2 C1(I � I;Mat(n;n)) est la matrice fondamentalle.

Proposition 1.1 Soit �+(P (x)) = sup�2W (P (x))<�, ��(P (x)) = inf�2W (P (x))<�.
on a :

k E(x; y) k�

8>>>>>><>>>>>>:
exp

xZ
y

(�+(P (t))dt=h; x � y;

exp

xZ
y

(��(P (t))dt=h; x � y;
(1.1.3)

1.2.1 Preuve du Proposition 1.1

Si u = u(x) est une solution de (h@x � P (x))u = 0, nous avons u(x) = E(x; y)u(y). De
plus

@x(u(x)ju(x)) = (P (x)u(x)ju(x)) + (u(x)jP (x)u(x)) = 2<(P (x)u(x)ju(x));
Dou

@xku(x)k2 �
�
2�+(P (x))ku(x)k2
2(��(P (x))ku(x)k2:

En intégrant cette inégalité di¤érentielle, nous obtenons

ku(x)k2 �

8>>>>>><>>>>>>:
exp(2

xZ
y

(�+(P (t))dt=hku(y)k2; x � y;

exp(2

xZ
y

(��(P (t))dt=h; ku(y)k2; x � y;

Telle que u(y) peut être choisi arbitrairement alors, on a (1:1:3). �

Remarque 1.1 Pour x = y on a h@yE = �h@xE et par conséquent h@yE(x; y) +
E(x; y)A(y) = 0 quand x = y.
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D�autre part

(h@x + P (x))(h@yE(x; y)) = 0;

(h@x + P (x))(E(x; y)P (y)) = 0;

ainsi

(h@x + P (x))(h@yE(x; y) + E(x; y)P (y)) = 0; dans I � I:
De l�unicité de problème de Cauchy, nous déduisons la deuxième équation di¤érentielle

pour la matrice fondamentale

h@yE(x; y) + E(x; y)P (y) = 0; x; y 2 I: (1.1.4)

De (1:1:2), (1:1:4) nous obtenons

(h@x)j(h@y)kE(x; y) = Oj;k(1) où x = y:

Alors, on di¤érentie plusieurs fois (1:1:2) en x et y, nous obtenons une équation di¤é-
rentielle non homogène pour (h@x)j(h@y)kE(x; y); que nous résolvons en utilisant la matrice
fondamentale E(x; y):
En e¤et

k(h@x)j(h@y)kE(x; y)k � Cj;k �RS de (1:1:3).

Nous obtenons des estimations pour h@xE et h@yE directement des deux équations
di¤érentielles pour E, si j = k = 1, En écrivant

(h@x + P (x))h@xh@yE(x; y) = (h@xP )h@yE(x; y);

En intégrant

h@xh@yE(x; y) =

Z x

y

E(x; t)((h@xP )h@yE(t; y)dt+ h@xh@yE(y; y):

Pour �xer les idées, nous supposerons que n = 2 c�est à dire

�(P (x)) = f�1(x); �2(x)g; �1(x) 6= �2(x); x 2 I: (1.1.5)

Il est clair que P (x) est diagonalisable et plus précisément il existe

U0(x) 2 C1(I;Gl(n)); (1.1.6)

où Gl(n) �Mat(n; n) telle que

U�10 (x)P (x)U0(x) =

�
�1(x) 0
0 �2(x)

�
=: �0(x): (1.1.7)
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Puis

U�10 (x)(h@x� P (x))U0(x) = hU�10 (x)@x(U0(x))| {z }
=:�B1(x)

��0(x); (1.1.8)

=

�
�1(x) + hb11(x) hb12(x)

hb21(x) �2(x) + hb22(x)

�
:

Nous avons l�équivalence

(h@x� P (x))(U0(x)u) = 0, (h@x� (�0(x) +B1(x)))u = 0:
Si F (x; y;h) est la matrice fondamentale pour (h@x� (�0(x)+B1(x))); on a des relations

(équivalentes),

E(x; y;h) = U0(x)F (x; y;h)U
�1
0 (y); (1.1.9)

F (x; y;h) = U�10 (x)F (x; y;h)U0(x)):

De plus de (1:1:5) nous supposons,

<�1(x) � <�2(x); x 2 I: (1.1.10)

Alors

�+(�0(x) + hB1(x)) = <�1(x) +O(h);
��(�0(x) + hB1(x)) = <�2(x) +O(h);

et la Proposition 1.1 donne

kF (x; y;h)k �
�
exp 1

h

R x
y
<�1(t)dt+O(jx� yj; x � y

exp( 1
h

R x
y
<�2(t)dt+O(jx� yj; x � y

(1.1.11)

Comme précédemment, nous avons

k(h@x)j(h@y)kF (x; y)k � Cj;k �RHS de (1:1:11) (1.1.12)

Théorème 1.1 Sous les hypothèses (1:1:5) et (1:1:10), nous avons

k(h@x)j(h@y)kE(x; y;h)k � Cj;k
�
exp 1

h

R x
y
<�1(t)dt; x � y;

exp 1
h

R x
y
<�2(t)dt; x � y:

(1.1.13)

Ceci suit de (1:1:10), (1:1:12), (1:1:13):
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Soit C =
�
c11 c12
c21 c22

�
2 C1(I;Mat(n; n)), considérant 1+hC(x) qui est inversible pour

h assez petit avec l�inverse

(1 + hC(x))�1 = 1� hC(x) + h2C(x)� :::

là où la série est convergente mais sera étudié en tant qu�asymptotique, alors

(1 + hC(x))�1(h@x� (�0(x) + hB1(x))(1 + hC(x) = h@x� (�0(x) + h(�C(x)�0(x)
+C(x)�0(x) +B1(x))) +O(h2)

= h@x� (�0(x) + h[�0(x); C(x)] +B1(x)) +O(h2);

nous avons donc

[�0; C] =

�
0 (�1 � �2)c12

(�2 � �1)c21 0

�
:

Choisissant c11 = c22 = 0, cj;k = �bj;k=(�j � �k), k 6= j. Avec ~U1(x) = U0(x)(1 + hC(x)),
on trouve

~U1(x;h)
�1(h@x� P (x)) ~U1(x;h) = h@x�

�
�1(x) + hb11(x) 0

0 �2(x) + hb22(x)

�
+O(h2);

(1.1.14)

où le dernier terme a un développement asymptotique en puissance h:

Proposition 1.2 [49]Sous l�hypothèse (1:1:5), on a

U(x; h) � U0(x) + hU1(x) + h2U1(x) + ::: 2 C1(I;Mat(n; n)) (1.1.15)

avec U�10 (x) 2 C1(I;Mat(n; n)), telle que

U1(x;h)
�1(h@x� P (x)U1(x;h) = h@x� �(x;h); (1.1.16)

où

�(x;h) � �0(x) + h�1(x) + h2�2(x) + :::dans C1(I;Mat(n; n))

Où chaque matrice �j est diagonal, et véri�e

�(x;h) =

�
~�1(x;h) r1;2(x;h)

r2;1(x;h) ~�2(x;h)

�
; rj;k(x;h) � 0 (1.1.17)

~�j(x;h) = �j(x) + h�j;1(x) + h
2�j;2(x) + :::
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Utilisant ce résultat, il est facile de trouver les solutions asymptotiques formelles.
La discussion dans cette section peut être appliquée à l�équation de Schrödinger

(�(h@x)2 + V (x))v = 0 (1.1.18)

En introduisant

u =

�
u0(x)
u1(x)

�
=

�
v(x)

h@xv(x)

�
;

(1:1:18) est équivalente à :

(h@x � P (x))u = 0; où P (x) =
�
0 1
V 0

�
(1.1.19)

Les valeurs propres de P (x) sont �V (x) 12 , la condition (1:1:5) est équivalente au fait que
V (x) 6= 0 pour tous x 2 I, ou en d�autre termes il y�a aucun points tournant dans I.

1.3 Equation de Schrödinger dans le domaine complexe

Soit U un ouvert simplement connexe. Soit P (z) 2 Hol(
;Mat(2:2)); w 2 O et u0 2 C2,
il existe une solution holomorphe unique u = u(z) 2 Hol(U ;C2) de problème de Cauchy

(h@z � P (z))u(z) = 0 dans U; u(w) = u0 (1.2.1)

on peut ecrire
u(z) = E(z; w)u0 (1.2.2)

où E(z; w) est la matrice fondamentalle.
Comme dans (1:1:5), nous supposons P (z) a des valeurs propres distinctes :

�(P (z)) = f�1(z); �2(z)g où �1(z) 6= �2(z);8z 2 U: (1.2.3)

Alors comme dans (1:1:7) nous avons

U�10 (z)P (z)U0(z) =

�
�1(z) 0
0 �2(z)

�
=: �0(z); z 2 U: (1.2.4)

De ceci nous obtenons une analogue de la Proposition 1.2.

Proposition 1.3 Sous l�hypothèse (1:2:1) on a

U(x; h) � U0(x) + hU1(x) + h2U1(x) + ::: 2 C1(
;Mat(n; n)) (1.2.5)
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avec U�10 (x) 2 C1(
;Mat(n; n)), telle que

U1(z;h)
�1(h@z � P (z)U1(z;h) = h@z � �(z;h); (1.2.6)

où
�(z;h) � �0(z) + h�1(z) + h2�1(z) + :::dans C1(I;Mat(n; n))

et chaque matrice �j est diagonal, ainsi

�(z;h) =

�
~�1(z;h) r1;2(z;h)

r2;1(z;h) ~�2(z;h)

�
; rj;k(z;h) � 0 (1.2.7)

~�j(z;h) = �j(z) + h�j;1(x) + h
2�j;2(z) + :::

Pour tout K b 
, l�inverse de U(x; h) existe pour 0 < h � h(K) pour h(K) > 0 assez
petit

Corollaire 1.1 Soit 'j une fonction holomorphe dans U avec '
0
j(z) = �j(z). Il existe

a(z;h) � a0(z) + ha1(z) + ha2(z):::dans Hol(U)

telle que a0(z) 6= 0 et a0(z) 2 N(P (z)� �j(z)); 8z 2 U
et

(h@z � P (z))a(z;h)e'j(z)=h = r(z;h)e'j(z)=h; r � 0: (1.2.8)

1.3.1 Preuve du Corollaire 1.1

Posons ~'j(z; h) � 'j(z) + h'j;1(z) + ::: une fonction holomorphe primitive de ~�j(z;h):
Ainsi e~'j(z;h)=h = ~a(z;h)e'j(z)=h, ~a(z;h) = 1 + h~aj;1(z) + :::et si �1; �2 est la base canonique
dans C2; nous avons

(h@z � �)(e~'j(z)=h�j) = O(h1)e'j(z;h)=h:

On dé�nit a depend de j par

a(z;h)e'j(z)=h = U(z; h)(e~'j(z)=h�j):

En examinant directement les équations pour a0 et a1 de la forme (1:2:8), nous voyons qu�a
a0(z) = Constej(z) quand j = 1:2 respectivement, où ej(z) sont les sections ne s�annulent
pas du N (P (z)� �j) : que nous avons construit avant (1:2:5).
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Soit 
 : [a; b] 3 t ! 
(t) 2 U une courbe avec _
(t) 6= 0. si nous limitons l�équation
(h@z � P (z)) = 0 à 
, nous avons

(h@t � _
(t)P (
(t)))u(
(t)) = 0; (1.2.9)

Nous déduisons une estimation générale de la matrice fondamentalle

kE(
(t); 
(s);h)k � O(1)e 1h
R t
s maxj=1:2(<( _
(�)�j(
(�)))d� ; (1.2.10)

pour a � s � t � b.

Maintenant, nous supposons

<( _
(t)�1(
(t))) � <( _
(t)�2(
(t))); a � t � b: (1.2.11)

En intégrant l�exposant de (1:2:10) on aZ t

s

<( _
(t)�1(
(�))d� = <
Z t

s

d

d�
('

1
(
(�)))d� = <('

1
(
(�))� '

1
(
(�))) (1.2.12)

De la même façon (toujours avec s � t)

kE(
(t); 
(s);h)k � O(1) exp 1
h
(<'1(
(s))�<'1(
(s))): (1.2.13)

Théorème 1.2 Sous l�hypothèse (1:2:11), soit u
BKW

(z;h) = a
BKW

(z;h)e'j(z)=h la solution
asymptotique d�équation (h@z � P (z))uBKW � 0 . Alors il existe une solution exacte u(z;h)
de (h@z � P (z))u = 0 tel que u(z;h) � u

BKW
(z;h) = O(h1)e'j(z)=h avec tous ses dérivées

dans 
([a; b]):
Si nous renforçons l�hypothèse (1:2:10) à

<( _
(t)�1(
(t))) > <( _
(t)�2(
(t))); a � t � b: (1.2.14)

Alors u(z;h)�u
BKW

(z;h) = O(h1)e'j(z)=h dans vois(]a; b]; U) et vois([a; b[; U) pour j = 1
et 2 respectivement. �

1.3.2 Preuve du Théorème 1.2

Dans les cas j = 1 et j = 2 sont fondamentalement équivalentes et nous choisissons
j = 1 pour �xer les idées.
Soit u(z;h) une solutions exacte unique telle que u(
(a)) = u

BKW
(
(a)) et rappelant

(h@z � P )uBKW = r(z;h)e'1(z)=h; r � 0
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de sorte que

u(z)� u
BKW

(z) = �
Z z


(a)

E(z; w;h)r(w;h)e'1(w)=hdw:

Si z = 
(a) nous intégrons au long 
 et utilisons la formule (1:2:12), nous obtenons la
conclusion désirée d�hypothèse (1:2:11).

D�après l�hypothèse (1:2:14), il est su¢ sante de prendre une famille de courbe 
s(t) :
[a; b + "] ! U , s 2 vois(0;R) commençant de 
(a) avec 
0j[a;b] = 
 telle que les images de

s remplissent le voisinage de 
([a; b]). �

On considère maintenant l�équation de Schrödinger

(�(h@)2 + V (z))u = 0; (1.2.15)

où V est holomorphe dans U (un ouvert simplement connexe). Ecrivant

~u =

�
u

h@u

�

nous obtenons un système équivalent au système du 1er ordre

(h@ + P )~u = 0; (1.2.16)

où

P (z) =

�
0 1
V 0

�
Les valeurs propre de P (z) sont V (z)1=2; ainsi la formule (1:2:11) équivalente à la condition

de V (z) 6= 0 partout dans U c�est à dire qu�il n�y a pas des points tournant dans U:

La discussion ci-dessus peut être appliquée le faite que '
0
1 = V (z)1=2; '

0
2 = �V (z)1=2

ensuite on �xe la branche holomorphe de la racine carrée V (z):
Ceci donne une approche alternative à la construction des solutions asymptotiques à

(1:2:15).

1.4 Prolongement du développement de BKW

Dans cette section, on va exposer brièvement la méthode BKW complexe pour l�équation
de Schrödinger, on cite l�équation eiconale et les équations de transport.
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1.4.1 Solutions formelle de l�équation de Schrödinger

Soit V 2 Hol(U) un potentiel tel que

V (z) 6= 0; z 2 U: (1.3.1)

On considère l�équation de Schrödinger

Pu =

 
�h2

�
d

dx

�2
+ V (z)

!
u(z) = 0 (1.3.2)

dans U , et on cherche d�abord une solution BKW formelle de la forme :

u(z;h) = a(z;h)ei'(z)=h (1.3.3)

où a(z;h) a un développement asymptotique formelle sous forme

a(z;h) �
+1X
j=0

aj(z)h
j (1.3.4)

dans l�espace Hol(U).

En considèrant le développement formel en puissance de h on a :

e�i'(z)=h(�h2@2z + V (z))ei'(z)=ha(z;h) = 0;

on trouve �
�(h@z)2 + '0(z)2 � 2i'0h@z � ih'00 + V (z)

�
a(z) = 0:

On est amené à choisir une solution ' de l�équation eiconale

('0(z))2 + V (z) = 0; (1.3.5)

qu�on peut facilement résoudre sur U .

Proposition 1.4 On suppose qul n�y a pas de points tournants c�est à dire que V (z) 6= 0
pour tous z 2 U . L�équation eiconale possède deux solutions holomorphes à des constantes
près, données par :

'(z) = �
Z z

z0

(�V (w)) 12dw; (1.3.6)

où z0 2 U . Ici (�V (w))
1
2 désigne une branche holomorphe de la racine carré de �V (z) sur

U:

Il reste ensuite à chercher un développement formel (1:3:4) tel que
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�
@z'(z)@z +

@2z'(z)

2
� ih@

2
z

2

�
a(z;h) = 0: (1.3.7)

En annulant successivement les puissances de h, on trouve une suite d�équations de transport :

(@z'@z +
@2z'

2
)a0 = 0;

(@z'@z +
@2z'

2
)a1 = i

@2z
2
a0;

(@z'@z +
@2z'

2
)ak = i

@2z
2
ak�1; k � 1:

(1.3.8)

La solution de la première équation de transport est donnée par

a0(z) = C(@z')
� 1
2 = C(�V (z))� 1

4 :

Proposition 1.5 Soit z0 2 U et �xons une solution de l�équation eiconale (1:3:5). Soient
a00; a

0
1; a

0
2; ::: des nombres complexes arbitraires. Alors il existe une unique solution BKW

formelle de l�équation (1:3:2) de la forme (1:3:3), (1:3:4) avec

a0(z0) = a
0
0; a1(z0) = a

0
1; a2(z0) = a

0
2; :::

Le résultat suivant permet de passer des solutions formelles à des solutions exactes en res-
pectant la règle fondamentale de la méthode BKW complexe qui est de se déplacer toujours
dans la direction où le facteur phase exp(i'=h) est croissant en module, donc en particulier
transversalement aux lignes de Stokes.

Théorème 1.3 Soit �1 < b < c < 1 et 
 : [b; c] ! U une courbe de classe C1, telle
que d

dt
(� Im'(
(t)) > 0, b � t � c. Soit

uBKW � (a0(z) + ha1(z) + :::)ei'(z)=h (1.3.9)

une solution BKW formelle de (1:3:2).

1. Il existe une solution exacte u de (1:3:2) et un voisinage ouvert B de 
(B) tels que

u(z;h) = a(z;h)ei'(z)=h dans B;

a(z;h) � a0(z) + ha1(z) + ::: dans Hol (B):
(1.3.10)

B ne dépend pas du choix de la solution BKW formelle.

2. Il existe un voisinage ouvert � de 
(]b; c]) tel que si u est une solution exacte comme
dans 1), alors la description (1:3:10) s�étend à �.

Ce résultat est bien connu. Voir par exemple [49].

On retourne maintenant à la situation décrite dans la section (intr) et on adopte les
hypothèses (H1) à (H6). Nous avons déjà dé�ni le puits [�00; �

0
0] pour V0 � E0.
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On s�intéresse aux solutions à décroissance exponentielle près de �1 de l�équation

(�(h@x)2 + V"(x)� E)u(x) = 0: (1.3.11)

Introduisons l�espace vectoriel (voir Annexe B)

E� = E�(E; ";h) = fu 2 C1(R); u véri�e (1:3:11) et u est borné sur R�g:
Grâce à l�ellipticité de P" � E près de �1, on a le résultat bien connu suivant :

Proposition 1.6 dim E� = 1, c�est à dire chaque espace est engendré par une seule
solution de (1:3:11) : E� = Cu�. La fonction u� est à décroissance exponentielle près de
x = �1.

On peut aussi décrire le comportement asymptotique de u� près de �1.

Commençons par employer la méthode BKW formelle sur ] �1; �00 � �0] et sur [�00 +
�0;+1[ quand �0 > 0 et pour "0 > 0 assez petit en fonction �0.
L�analyse sur les deux intervalles est essentiellement la même et on va se concentrer sur

[�00 + �0;+1[.
L�équation eiconale

('0(x))2 + V"(x)� E = 0 (1.3.12)

possède la solution

'(x) = i

Z x

�0(E;")

(V"(y)� E)1=2dy; x � �00 + �0; (1.3.13)

où on choisit la branche de la racine carrée qui dépend continuement de (E; ") et qui est > 0
quand (E; ") = (E0; 0). Il est alors clair que

@�x'(x) = O(1)(1 + jxj)
m0
2
+1��; � 2 N: (1.3.14)

On cherche ensuite une solution BKW formelle comme dans (1:3:3), (1:3:4). Alors le
symbole a doit véri�er (1:3:7) c.à.d. la suite des équations de transport (1:3:8).

On peut prendre a0(x) = (@x')�1=2 et ak(x) = fk(x)a0(x) avec f0 = 1 et

'(x) = i

Z



(V"(x)� E)
1
2dz

Proposition 1.7 8�0 > 0;9"0 > 0 et une solution bkw formelle ubkw(x; "; E; h) =
(a0(x; "; E) + ha1(x; "; E) + :::)e

i'(x;E;�)=hdé�nie pour x 2]�0 + �0;+1[; " 2 D(E0; "0); " 2
D(0; "0) où aj est C1 en x holomorphe en (E; ") de (�h2@2x+V"(x)�E)ubkw = 0 telle que

a0 =
1

(V"(x)� E)
1
4
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et
j@�xa0j � C�(j1 + jxj)

�m0

4
��

et la formule générale est donnée parj

j@�xak+1j � C�(j1 + jxj)
�m0

4
�(k+1)(m0

2
+1)��

Preuve de la Proposition 1.7 : Les équations de transports sont dé�nis par le systéme
d�équations suivant : (

(@z'(z)@z � @2z'
2
)a0 = 0

(@z'@z + i
@2z'
2
)a1 = i

@2z
2
a0

pour résoudre ce systeme il fallait bien de choisir une des méthodes de résolutions des équa-
tions di¤érientielle ordinairs, on prend ici la méthode de la variation des constantes , alors
posons :

a1 = fa0

D�aprés le developpement de taylor on trouve

@x'(z)@xa1 = i
@2xa0
2
;

@x'(x)@xfa0 = i
@2xa0
2
;

@xf = i
@2xa0

2@x'(x)
= O(1 + jxj)�

m0
2
�2;

f(x) =

xZ
+1

i
@2xa0

2@x'(x)a0
dt = O(1 + jxj)�

m0
2
�1;

donc
@�xa1 = O(1 + jxj)�

m0
4
�m0

2
�1��;

Hypothése de récurences

@�xak = O(1 + jxj)�
m0
4
�K(m0

2
+1)��;

et
ak+1 = fa0

on vient à dire que

@x'(x)@xfa0 = i
@2xak
2

@xf = i
@2xak

2@x'(x)a0
= O(1 + jxj)�

m0
4
�K(m0

2
+1)�2�m0

2
+�m0

4
��;

f = i
@2xak

2@x'(x)a0
dt = O(1 + jxj)(k+1)(

m0
2
+1);

on déduit
@�xak+1 = O(1 + jxj)�

m0
4
�(k+1)(m0

2
+1)��;
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et

@xfk =
i

2@x'

�
@2xfk�1 + 2

@xa0
a0
@xfk�1 +

@2xa0
a0
fk�1

�
; k � 1: (1.1)

Par récurrence sur k on voit qu�on peut trouver des solutions f1, f2, ..., tels que

@�x fk = O(1)(1 + jxj)�k(1+m0=2)��; (1.2)

donc pour les
ak; @

�
xak(x) = O(1)(1 + jxj)�m0=4�k(1+m0=2)��:



Chapitre 2

Solutions BKW dans L2

Dans ce chapitre, nous nous nous intéressons de voir les solutions de l�équation de Schrö-
dinger (1:3:2) dans L2 au voisinage +1 et �1 respectivement. L�existence de ces solutions
en générale dans la théorie des équations di¤érentielles partiales lorsque P"�E est elliptique
à l�in�ni pour E 2 D(E0; "0). Nous avons intéressez en leur développement asymptotique
quand h! 0.

Proposition 2.1 Soit �0 > 0, Il existe "0 = "0(�0) assez petit, pour tout (E; ") 2
D(E0; "0) � D(0; "0), et pour x 2]�00 + �0;+1[, les équations (1:3:8); (1:3:12) dé�nit dans
l�intervalle ]�00 + �0;+1[, la fonction

'(x;E) = i

Z x

�00(E;")

(V"(t)� E)
1
2dt; (2.1.1)

et analytique en (E; "), qui résolut l�équation (1:3:12).

Rappellons que l�application t 7! (V"(t) � E)
1
2 est réel et positive dans ]�00 + �0;+1[

quand " = 0, Alors

Re(i'(x;E)) < 0: (2.2.2)

Pour la serie formelle
P

j�0 ajh
j dé�nit dans la Proposition (1.3:5), on peut associer la

fonctrion a par ce qu�on appelle la construction de Borel, mettant

a(x;E; "; h) =
X
j�0

aj(x;E; ")h
j�(�jh)

pour une fonction � 2 C10 (R), une suite (�j) de nombre réel telle que �j ! +1 quand
j ! +1 (voir [21, Chapitre 2]).

Proposition 2.2 8�0 > 0, 9"0 > 0 tel que pour (E; ") 2 (E0; "0) � D(0; "0); l�équation
(1:3:11) ait une solution approximative holomorphe en (E; ") de la forme

P"u+;wkb(x;E; "; h) = e
i'+(x;E;")=hr(x;E; "; h); (2.2.3)

27
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où,
r(x;E; "; h) = O(hN(1 + jxj )�N): (2.2.4)

Pour tout N 2 N et k � 0,

ja(k)(x; h)�
N�1X
j=0

a
(k)
j (x)h

jj = O(hN < x �
m0
4
�N(m0

2
+1)�k). (2.2.4)

Nous construisons maintenant la solution BKW u+ dans l�intervalle ]�
0
0 + �0;+1[.

Tout d�abord, nous essayons de mettre quelques estimations pour la solution de l�équation
de Schrödinger non homogène

�h2u00 + (V" � E)u = v; (2.2.5)

dans un intervalle de la forme I� = [�
2
; 3�
2
], pour � grand. Par une simple notation nous

écrirons

Q(x) = QE;"(x) = V" � E;
En mettant

x = �+ �~x;

pour que ~x 2 [�1
2
; 1
2
]. En multipliant par ��m0, l�équation (2:2:5) est équivalant

(~h2D2
~x + ~Q(~x))~u = ~v; dans [�1

2
;
1

2
]; (2.2.6)

où
~h =

h

�1+m0=2
; ~Q(~x) = ��m0Q(x); ~v(~x) = ��m0v(x):

Notons en particulier ~Q � 1, et ~Q(k) = O(1) pour tout k � 1. Comme dans [49, Chapitre 7],
nous écrivons (2:2:6) comme un système du premier ordre,

(~hD~x + P (~x))U = V; P (~x) =

�
0 �1
~Q(~x) 0

�
; U =

�
~u

~hD~x~u

�
; V =

�
0
~v

�
(2.2.7)

Proposition 2.3 [49] Soit ~E = ( ~E(i;j)) 2 C1(I � I;M2(C)) la solution fondamentale du
système (2:2:7); pour tout j; k 2 N; pour chaque Cj;k > 0;telle que

k(h@~x)j(h@~x)k ~E(~x; ~y)k � Cj;k exp(
1
~h
j Im ~'(~x)� Im ~'(~y)j);

où ~' est la solution de l�équation eiconale associée à (2:2:6).

la solution ~u de (2:2:6) satisfait, pour ~x; ~y 2 [�1
2
; 1
2
],�

~u(~x)
~hD~xu(~x)

�
= ~E(~x; ~y)

�
~u(~y)

~hD~xu(~y)

�
:



29

Puisque i~'(~x)=h = i'(x)=h, où ' est la solution de l�équation eiconale associe à (1:3:12),
nous avons aussi, avec u(x) = ~u(~x),�

u(x)
h
�m0
Dxu(x)

�
= ~E(~x; ~y)

�
u(y)

h
�m0
Dyu(y)

�
;

avec
k ~E(~x; ~y)k � C exp(1

h
j Im'(x)� Im'(y)j):

En remplaçant � par jxj on trouve�
u(x)
hDu(x)

�
= E(x; y)

�
u(y)
hDu(y)

�
;

où

E(x; y) =
�
1 0
0 jxjm0=2

�
Ê(x; y)

�
1 0
0 jyj�m0=2

�
;

Soit ~E = ( ~E(i;j)) 2 C1(I � I;M2(C)) la solution fondamentale du système (2:2:7); pour
h > 0; et u(x) est la solution de (2:2:6); nous avons�

u(x)
h
�m0
Dxu(x)

�
= ~E(~x; ~y)

�
u(y)

h
�m0
Dyu(y)

�
;

avec
k ~E(~x; ~y)k � C exp(1

h
j Im'(x)� Im'(y)j): (2.2.8)

et Ê satisfait l�estimation (2:2:8) peut être avec une autre constante C > 0.
En générale �00 + �0 � x � y, nous écrivons

E(x; y) = E(x; x1)E(x1; x2) : : : E(xn; y);

où chaque des intervalles [xj; xj+1] est contenu dans I�, nous obtenons

kE(x; y)k � C1+O(ln(
y
x
)) exp(

1

h
j Im'(x)� Im'(y)jy�m0=2:

En particulier nous avons, pour tout �00+�0 � x � y, et le faite que x � y, Im'(y) � Im'(x)

jE(1;2)(x; y)j =
O(1)
h

yC�m0=2

xC
exp(

1

h
Im('(y)� '(x))); (2.2.9)

Nous considèrons de nouveau la fonction u+;wkb, et notons u� la solution unique de l�équa-
tion de Schrödinger (2:2:5) tel que(

u�(�;E; "; h) = u+;bkw(�;E; "; h);

hDu�(�;E; "; h) = hDu+;bkw(�;E; "; h):

Nous avons

P"(1[�00+�0;�](u� � u+;bkw)) = 1[�00+�0;�];
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Proposition 2.5 [49] II existe C > 0 arbitrairement grand dans (3:42), pour tout
(N; k) 2 N� N , et pour x 2]�00 + �0; �],

u�(x)� u+;bkw(x) = �
i

h

Z �

x

E(1;2)(x; y)r(y)dy:

et
u
(k)
� (x)� u

(k)
+;bkw(x) = O(hN(1 + jxj) �Ne� Im'(x)=h); (2.2.10)

et, pour �1 < �2 2 R+ assez grand,

u
(k)
�2
(x)� u(k)�1 (x) = O(h

N(1 + jxj) �N��N1 e� Im'(x)=h); (2.2.11)

Ainsi, la famille (u�) converge vers des fonctions u+, lequelles sont des solutions exactes de
(1:3:11), et (2:2:10) on alors :

u
(k)
+ (x)� u

(k)
+;bkw(x) = O(hN(1 + jxj) �Ne� Im'(x)=h)

2.1 Solutions BKW exacte de l�équation de Schrödin-
ger

Par des arguments standard d�équations di¤érentielles ordinaires on peut ensuite passer
des solutions formelles aux solutions exactes pour arriver à :

Proposition 2.6 8�0 > 0, 9"0 > 0 telle que pour (E; ") 2 (E0; "0)�D(0; "0); l�équation
(1:3:11) ait une solution holomorphe en (E; ") de la forme

u+(z;h) = a(z;h)e
i'(z)=h où a(z;h) �

1X
j=0

ajh
j sur [�00 + �0;+1[ (2.3.1)

Pour tout (N;�) 2 N� �N , il existe une constante CN;� > 0 telle que

j@�(a(x;h)�
N�1X
j=0

ak(x)h
kj � CN;�hN(1 + jxj)�

m0
4
�N(m0

2
+1)�� (2.3.2)

pour x 2 [�00 + �0;+1[. Ici a0 = (@x')
�1=2 et ak véri�e (2:3:1), De plus u+ appartient à

L2([�00+�0;+1[):

2.2 Preuve du Proposition 2.6

Il reste seulement à prouver que la solution u+ appartient à L2([�00 + �0;+1[). Les
hypothèses (H1), (H2) implique qu�il existe C > 0 tel que Re(V"(x) � E) > 1

C2
pour tout x

assez grand, ainsi nous avons pour x 2]�00;+1[ assez grand,

Re(i'+(x)) = �Re
Z x

�00

(V"(t)� E)
1
2dt � � x

C
+ C: (2.4.1)
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D�autre part, l�estimation (2:3:2) pour N = 0, k = 0, donne a(x;E; ") = O((1 + jxj) �m0=4),
Alors u+ 2 L2([�00 + �0;+1[). �
Remarque 1.2 Il est clair qu�on a le même résultat pour u� 2 L2(R�) qu�il n�y a pour

n�importe quel �0 > 0, une solution BKW dans ]�1; �00;��0] de la forme

u�(x;E; "; h) = a(x;E; "; h)e
i'�(x;E;")=h; (2.4.2)

où la phase '� est dé�ni par

i'�(x;E; ") =

Z x

�00(E;")

(V"(t)� E)
1
2dt (2.4.3)

où la détermination de t 7! (V"(t)�E)
1
2 est �xé de la manière suivante : pour x 2]�1; �00�

�0], ( on choisit la branche opposé de la racine carrée (V"(x)� E)
1
2 )

Re(i'�(x;E; ")) < 0: (2.4.4)

dans le même sens que dans (2:3:2), on a:

a(x;E; "; h) �
1X
j=0

aj(x;E; ")h
j; (2.4.5)

où uwkb = ei'�=h
P1

j=0 ajh
j est la solution BKW analytique en (E; ") 2 D(E0; "0)�D(0; "0):



Chapitre 3

Analyse BKW près d�un point
tournant simple

3.1 Cas d�un seul point tournant

Dans ce chapitre on suit la présentation dans [49] de près. Soit 
 � C un ouvert simple-
ment connexe, V 2 Hol (
).
Soit z0 2 
 un point tournant simple pour V (z)� E si

V (z0)� E = 0; V 0(z0) 6= 0: (3.1.1)

Soit donc z0 un point tournant simple. Quitte à diminuer 
 autour de z0 on peut supposer
que z0 est le seul point tournant de V (z)�E à savoir que V (z)�E 6= 0 pour tout z 2 
nfz0g.
Dans z 2 
nfz0g on peut résoudre localement l�équation eiconale

('0(z))2 = V (z)� E

c�est à dire

('0(z)) = (V (z)� E) 12

mais comme 
nfz0g n�est pas simplement connexe il n�y pas de choix holomorphe (glo-
bale) de branche de la racine carrée
Si on commence en un point z1 on peut prendre

'(z) =

Z z

z1

(V (t)� E) 12dt

en intégrant le long de chemin qui relie z1 à z .Sur la �gure 3.1 on indique deux chemin
di¤érents qui donne des valeurs di¤érentes de '(z)

Une analyse plus détaillée montre que la solution générale d�équation eiconale est de la
forme

32
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Fig. 3.1 �Chemin de l�intégrale de la branche de la racine carrée

'(z) =
2

3
F (z)z

3
2 + cst (3.1.2)

si on suppose, pour simpli�er les notations que z0 = 0:Ici F (z) est une fonction holo-
morphe dans 
 qui véri�e

F (0) = V�(0)
1
2 ; (3.1.3)

On choisit la constante dans (3:1:2) égale à 0:

Dé�nition 3.1 Une courbe 
 de classe C1 dans 
nf0g est appelée ligne de Stokes si

Re'(z)j
 = cst:
et une ligne anti Stokes si

Im'(z)j
 = cst:

Remarque 3.1 la dé�nition 3.1 ne dépend pas du choix de la branche de la racine carrée
dans (3:1:2). A partir de (3:1:2) on peut montrer qu�il y�a trois lignes de Stokes 
0; 
1; 
�1
partant de 0.
On adopte la convention que 0 2 
j. Les trois lignes de Stokes délimitent trois ouvertsP
0;
P

1;
P

2 comme sur la Figure 3.2

Pour chaque j on choisit la branche ' = 'j de (3:1:2) qui véri�e Re'j < 0 dans
P

j, 'j
se prolonge comme solution de l�équation eiconale à 
n
j et on a Re'j > 0 dans

P
k, pour

k 6= j.

Remarquons que '
0
et '

1
sont bien dé�nis dans

P
0 [
P

1 [
2 et véri�e '0 + '1 = 0.

Plus généralement 'k+'k+1 = 0 dans
P

k [
P

k+1

P
1 [
k�1 avec la convention que Z=3Z

(c�est à dire 
�1 = 
2).
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Fig. 3.2 �Lignes de Stokes et Secteurs de Stokes près d�un seul point tournant

D�après la méthode BKW exacte pour l�équation (1:3:11) admet 3 solutions exactes dans

, u0 ; u1 ; u2 tel que dans 
n
j on ait :(

uj(z;h) = aj(z;h)e
'j(z)=h

aj(z;h) � aj;0(z) + haj;1(z) + :::
dans Hol(
n
j): (3.1.4)

où aj;0(z) =
1

('
0
j(x))

1
2

et on peut choisir librement la branche holomorphe dans 
n
j de

la racine carrée.
Pour chaque j on voit que u

j
; u

j+1
sont linéairement indépendants, donc u

j
; u

j+1
forment

une base dans

N (P � E) = fu 2 Hol(
) : (P � E)u = 0g; (3.1.5)

où

P = �h2( d
dx
)2 + V (x):

W(u; v) = hv@xu� hu@xv:
est constant. On sait aussi que W(u; v) = 0 si et seulement si u et v sont linéairement
dépendants.
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En appliquant les asymptotiques de uj et uj+1 dans (
P

0 [
P

1) nous voyons queW(uj; uj+1 )
a un développement asymptotique en puissances de h

W(uj; uj+1 ) = huj@xuj+1 � huj+1 @xuj
= h[(ajei'j(x)=h(aj+1i@'j+1(x)=he

i'j+1(x)=h))

� (aj+1ei'j+1(x)=h(aji@'j(x)=hei'j(x)=h))]
= h[ajei'j(x)=h(aj+1(�i@'j(x))=he�i'j(x)=h))
� (aj+1e�i'j(x)=h(aj(i@'j(x)=hei'j(x)=h))]
= h[�2iajaj+1@'j(x))=h]

= �2i 1

(@'j(x))
1
2

1

(�@'j(x))
1
2

@'j(x))

= �2i+O(h)

alors

W(u0; u1 ) = �2ia0;0a1;0@'0(x))=h+O(h)

= �2i
@'j(x)q
@'j(x)

2
+O(h)

= 2i+O(h)

de la même manière on obtient

W(u1; u2 ) = 2i+O(h)
W(u2; u0 ) = 2i+O(h)

Comme u1 et u�1 forment une base dans N (P � E), alors ils existent c1 et c�1 tels que

u0 = c�1u�1 + c1u1 (3.1.6)

Pour déterminer c�1, c1, on calcule le Wronskien W(u0; uk), k = �1;

W(u0; u1) = c�1W(u�1; u1) + c1W(u1; u1);
alors

c�1 =
W(u0; u1)
W(u�1; u1)

= �1 +O(h) (3.1.7)

De même

c1 =
W(u0; u�1)
W(u1; u�1)

= �1 +O(h) (3.1.8)

En générale
cj = 1 +O(h) (3.1.9)

Remarque 3.2 Plus tard on �xe le choix des branches de la racine carrée ('0j(x))
1
2 et

déterminer les signes .



36

3.2 Rappel des lignes de Stokes

Dans ce qui suit, nous présentons quelques dé�nitions et résultats fondamentaux qui
seront utilisés dans tout ce chapitre.

On s�intéresse aux solutions de (1:3:2) qui dans certaines régions prennent la forme
a(z;h)e'(z)=h (sans facteur i dans l�exposant pour simpli�er les notations).

Considérons l�équation eiconale,

'0(z) = V (z)
1
2 3.2.1

dans un voisinage de 0. (On diminuera 
 autour de z = 0 chaque fois que cela nous arrange.)
Il est clair que '(z) sera multiforme en général et pour mieux comprendre la structure

de cette singularité on passe au recouvrement double de 
nf0g.
En posant z = w2, alors

@

@z
=

1

2w

@

@w
; (3.2.2)

et si on pose eV (w) = V (z) = F (z)z = F (w2)w2, '(z) = e'(w), où F (0) 6= 0, l�équation
eiconale devient

@we' = F (w2) 122w2; (3.2.3)

où le membre droit est une fonction holomorphe paire. Si on exige aussi que '(0) = e'(0) = 0,
on voit que e'(w) est une fonction holomorphe impaire de la forme

e'(w) = 2

3
eF (w2)w3; où eF (0) = F (0) 12 = V 0(0) 12 : (3.2.4)

Dans les coordonnées z on obtient une fonction double,

'(z) =
2

3
eF (z)z 32 : (3.2.5)

Dé�nition 3.2 On appelle ligne de Stokes une courbe 
 : [a; b] ! U de classe C1, telle
que

Im

Z t

s

(�V (
(�)) 12d
(�) = 0 (3.2.6)

pour tout s; t 2 [a; b]. Autrement dit, Im' doit être constant sur toute ligne de Stokes.
Notons Z t

s

(�V (�(�))) 12�0(�)d� = Im('(�(t)))� Im('(�(s)));

Proposition 3.3 Soit U un ouvert simplement connexe, telle que V (z) 6= 0 pour tous
z 2 U . Soit ' la solution de l�équation eiconale dans U , et 
 :]a; b[! U une courbe de classe
C1 telle que
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8t 2]a; b[; d
dt
(� Im'(
(t))) > 0; (3.2.7)

Il existe un voisinage 
 � U de 
 telle que, pour toutes solution BKW uwkb(z; h) =
ei'(z)=h

P
j�0 aj(z)h

j, il existe une solution u de l�équation de Schrödinger (1:3:2) dans 

telle que

u(z; h) = e'(z)=ha(z; h); (3.2.8)

où a 2 Hol (
)

a(z; h) �
X
k�0

aj(z)h
j dans (
):

Cherchons maintenant des lignes de Stokes et anti-Stokes qui passent par 0. (Comme on
a supprimé le facteur i dans l�exposant dans les représentations BKW, Re' = Const: sur
chaque ligne de Stokes et par dé�nition Im' = Const sur les lignes anti-Stokes.) Sur de
telles courbes nous avons Re' = 0 ou Im' = 0, c�est à dire Im'2 = 0 : Im eF (z)2z3 = 0.
Autrement dit, eF (z)2z3 = t3 pour un t 2 vois (0;R) et en prenant la racine cubique nous

obtenons trois courbes 
k

eF (z) 23 z = e2�ik=3t; k 2 f0; 1; 2g ' Z=3Z: (3.2.9)

On obtient la Figure3.3 suivante où on a pris V 0(0) > 0 pour �xer les idées :
Chaque courbe 
knf0g se décompose en une ligne de Stokes 
�k et une ligne d�anti-Stokes


+k . Les trois lignes de Stokes et le point tournant délimitent trois secteurs de Stokes fermés
�k. Dans la Figure 3.3, nous avons aussi tracé quelques lignes de Stokes à l�intérieur de
chaque secteur.

Soit 'k la branche de ' dans 
 n 
�k telle que Re'k < 0 dans int (�k), 'k(0) = 0.
Remarquons que 'k+1 et 'k sont tous les deux bien dé�nis dans �k [�k+1 et y véri�ent

'k+1 = �'k.

D�après le principe fondamental de la méthode BKW complexe il existe des solutions
exactes u = uj, j 2 Z=3Z de l�équation (�(h@)2 + V )u = 0 dans 
 telles que(

uj(z;h) = aj(z;h)e
'j(z)=h

aj(z;h) � aj;0(z) + haj;1(z) + :::
dans int (�j): (3.2.10)

Cette description asymptotique s�étend au complement d�un voisinage arbitrairement petit
de 
�j [ f0g (qui peut être atteint de �j par des chemins qui ne sont jamais tangents aux
lignes de Stokes).
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Fig. 3.3 �Lignes de Stokes à l�intérieur des secteurs de Stokes près d�un point tournant.

On rappelle aussi que aj;0 est unique à un facteur constant près et qu�on peut choisir

aj;0(z) = ('
0
j(z))

� 1
2 ; (3.2.11)

où pour l�instant on ne �xe pas la branche de la racine carrée.

3.3 Le développement asymptotique de Wronskien

Nous intéressons ici de relier entre les solutions BKW exacte qui sont à l�intérieure de
secteur Stokes ([�j); j = 0:1:2:

Rappelons que si u; v sont des solutions de notre équation de Schrödinger homogène,
alors le Wronskien

W (u; v) = (h@u)v � uh@v (3.3.1)

est constant. Appliquant l�asymptotique de u0 et u1 en un point de int (�0 [ �1), nous
voyons que W (u0; u1) a un développement asymptotique en puissances de h :
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W (u0; u1) = 2a0;0a1;0@'0 +O(h)

=
2'00p
'00'

0
1

+O(h)

=
2'00p
�('00)2

+O(h)

= �2i+O(h):

(3.3.2)

De la même façon

W (u1; u2) = �2i+O(h)
W (u2; u0) = �2i+O(h):

(3.3.3)

On peut déterminer les signes de la façon suivante : Fixons une branche de ('0j)
1=2 comme

ci-dessus pour j = 0; 1; 2 mod 3Z. Alors pour deux secteurs de Stokes di¤érents, j 6= k nous
avons dans l�intérieur de �j [ �k que

('0j)
1=2 = i�j;k('0k)

1=2; (3.3.4)

où �j;k 2 Z=3Z est impair et �j;k = ��k;j.

En commençant dans �0 on fait un tour autour de 0 dans le sens positif et on note que

('01)
1=2 = i�1;0('00)

1=2

('02)
1=2 = i�2;1('01)

1=2

('00)
1=2 = i�0;2('02)

1=2:

(3.3.5)

Cela veut dire que si on suit une branche continue de ('00)
1=2 autour de 0 dans le sens positif,

alors après un tour, on obtient la branche

i�(�0;2+�2;1+�1;0)('00)
1=2:

Mais '00 = V
1=4 pour une branche convenable de la racine quatrième et si on suit cette

fonction autour de 0 une fois, on trouve iV 1=4.
Ceci donne la condition de co-cycle,

�0;2 + �2;1 + �1;0 � �1 mod 3Z: (3.3.6)

Nous pouvons maintenant préciser les signes dans les calculs des Wronskiens ci-dessus :

W (uj; uk) =
�2'0kp
'0j
p
'0k
+O(h) = �2'0k

i�j;k
p
'0k

2 +O(h) = 2i
�j;k +O(h): (3.3.7)
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3.4 Détermination du coe¢ cients �j

L�espace de solutions est de dimension 2, donc nous avons une relation

��1u�1 + �0u0 + �1u1 = 0; (3.4.1)

où le vecteur (��1; �0; �1)t 2 C3 n f0g est bien dé�ni à un facteur scalaire près. Appliquant
W (uj; �) à cette relation, on obtient

(W (uj; uk))j;k

0@��1�0
�1

1A = 0; (3.4.2)

ou plus explicitement, 0@ 0 a b
�a 0 c
�b �c 0

1A0@��1�0
�1

1A = 0: (3.4.3)

Nous pouvons prendre 0@��1�0
�1

1A =

0@ c
�b
a

1A ; (3.4.4)

donc à un facteur commun près, nous avons

�j = �i+O(h):

(3:4:4) permet de préciser les valeurs de a; b; c et de ��1; �0; �1 :

a =
1

2
W (u�1; u0) = i

��1;0 +O(h)

b =
1

2
W (u�1; u1) = i

��1;1 +O(h)

c =
1

2
W (u0; u1) = i

�0;1 +O(h);

(3.4.5)

(après l�insertion d�un facteur commun 1/2) ce qui donne0@��1�0
�1

1A =

0@ i�0;1

�i��1;1
i��1;0

1A+O(h) =
0@ i�0;1i�1;�1

i��1;0

1A+O(h): (3.4.6)

Remarque 3.4 Parfois il est plus naturel de changer les notations, en écrivant i'j dans
(3:2:10) à la place de 'j de telle sorte uj(z;h) = aj(z;h)e

i'j(z)=h avec Im'j � 0 dans �j.
(3:2:11) devient alors aj;0(z) = (i'0j)

�1=2 = V (z)�1=4 et dans (3:3:4), (3:3:5) on doit remplacer
'0j par i'

0
j.
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3.4.1 Analyse BKW loin de point tournant

Dand cette section nous présentons une méthode de calculs des Wronskien loin de point
tournant . On choisit la branche de la racine carré dans chaque secteur (
=
j).
On pose V (x) = z et

'
0
= iz1=2

On considère Dans le secteur
P

0 la solution exacte de l�équation de Schrödinger (1:3:2)
est de la forme

u0(z; h) = a(z; h)e
i'(z;h)=h (3.5.1)

où
a(z; h =

1

z1=4
e�

2
3
z
3
2 +O(h) (3.5.2)

et
'(z) =

2

3
iz

3
2 +O(h) (3.5.3)

Dans le secteur
P

1(
=e
� 2
3
z
3
2 ) la solution exacte est

u1(z; h) = u0(ze
�i 2�

3
) (3.5.4)

Dans le secteur
P

�1(
=e
2
3
z
3
2 ) la solution exacte est

u�1(z; h) = u0(ze
i 2�
3
) (3.5.5)

On calcul les Wronskiens entres les solutions u0; u1 u�1 nous avons :

W(u0; u1 ) = hu0@xu1 � hu1 @xu0 (3.5.6)

= [(a0e
i'0(x)=h(ia1'

0

1(x)e
i'1(x)=h)� (a1ei'1(x)=h(ia0'

0

0(x)e
i'0(x)=h))

= ia0a1('
0

1(x)� '
0

0(x))

= �2ia0a1'
0

0(x) +O(h)

= �2i 1
z1=4

1

(e�
2�i
3 z)1=4

iz
1
2 +O(h)

= 2e
�i
6 +O(h)

Par exemple quand arg t 2
�
�
3
; �
�
; on a (e�i

2�
3 z)

1
4 = e�i

�
6 z

1
4 ; de plus

W(u0; u�1 ) = hu0@xu�1 � hu�1 @xu0 (3.5.7)

= �2a0a�1'
0

0(x) +O(h)

= �2i 1
z1=4

1

(e
2�i
3 z)1=4

iz
1
2 +O(h)

= �2e��i
6 +O(h):

Pour arg t 2
�
�
3
; �
�
nous avons (ei

2�
3 z)

1
4 = ei

�
6 z

1
4 :On sait que u0; u1; u�1 sont colinéaire
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u0 = c0;1u1 + c0;�1u�1 (3.5.8)

Alors

W(u0; u1 ) = c0;1W(u1; u1) + c0;�1W(u�1; u1); (3.5.9)

et comme
W(u1; u1) = 0

On déduit que
W(u0; u1) = c0;�1W(u�1; u1) (3.5.10)

D�après (3:5:7), (3:5:9) on obtient

W(u�1; u1) = �2Ce
�
6 +O(h) (3.5.11)

Pour arg(ei
2�
3 z) 2

�
�; 5�

3

�
� ]��; �[ �

�
��
4
; �
4

�
, on a �

6
� k �

2
+ 1

4
arg z pour k = 0;

on a �
6
+ 1

4
arg z 2

�
�
6
; �
4

�
�
�
��
4
; �
4

�
et pour k = �1; nous obtenons �

6
� �

2
+ 1

4
arg z

2
�
��
6
; �
12

�
�
�
��
4
; �
4

�
alors (ei

2�
3 z)

1
4 = e�i

�
2
+i�

6 z
1
4 et (e�i

2�
3 z)

1
4 = ei

�
6 z

1
4 :

En e¤et :

W (u1; u�1) = ia1a�1('
0

1(x)� '
0

�1(x)) (3.5.12)

= a1a�1'
0

1(x) +O(h)

=
1

(e�
2�i
3 z)

1
4

1

(e
2�i
3 z)

1
4

2i [i (
2

3
e�

2�i
3 z)

3
2 )

0
] +O(h)

=
1

e�
�i
6 z

1
4

1

e�
�i
2
+i�

6 z
1
4

2i [i (�2
3

3

2
)(�2�i

3
)(ze�

2�i
3 )

1
2 ] +O(h)

= �2e�i2 2�
3
ie�

�i
3 +O(h)

= �4�
3
ie

�i
6 +O(h)

= �2(2�
3
i)e

�i
6 +O(h)

= �2Ce�i6 +O(h)



Chapitre 4

Solutions BKW près du puits

On s�intéresse à l�étude de choix de la phase et du symbole principal on détermine ensuite
la solution BKW exacte dans chaque deux Secteur de Stokes (�j et Sj) et avec un calcul
bien précis on obtient l�action entre chaque deux solutions au voisinage du point tournant
simple. L�objectif principal de tout ce travail et de déterminer le signe de la branche de la
racine carrée près du puits de potentiel.

On considère l�équation au valeur propre P"u = Eu, telle que

�h2u00 + (V"(x)� E)u = 0; (4.1.1)

où V" = V0 + i"W satisfait les hypothèses de (H1) à (H6).

On dé�nit la solution BKW formelle de l�équation de Schrödinger (4:1:1) près du puits
de potentiel.
Proposition 4.1 Sous le hypothèses (H1) à (H6), Il existe (E; ") 2 D(E0; "0)�D(0; "0),

l�équation
V"(x) = E

possède deux solutions dans U , qui sont les points tournants �0(E0; 0) = �0; �0(E0; 0) = �0
de domaine holomorphe U de V".

Nous avons la Figure 4.1 qui désigne les lignes de Stokes d�un puits de potentiel. Com-
mençons a chaque point tournant, quand E 6= E0 et " 6= 0.
la détermination est donnée par

x 7! (V"(x)� E)
1
2 dans Hol(U): (4.1.2)

Pour " = 0, E = E0 et x 2]�1; �0[ (resp x 2]�0;+1[) la détermination (V"(x)� E)
1
2 est

réelle positive.

Notons �0, �1 et ��1 trois secteurs de Stokes au voisinage �0, et S0, S1 et S�1 au voisinage
�0.

43
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Fig. 4.1 �Lignes de Stokes pour un seul puits.

Pour chaque secteur de Stokes �j (resp. Sj), nous choisissons les solutions uj (resp. vj)
de l�équation (4:1:1) telle que

uj(z; E; "; h) = aj;�0(z; E; "; h)e
i'j;�0 (z;E;")=h dans �j

vj(z; E; "; h) = aj;�0(z; E; "; h)e
i'j;�0 (z;E;")=h dans Sj:

(4.1.3)

où 'j;�0(resp'j;�0) est la solution de l�équation eiconale

(i'0(x))2 = V"(x)� E; (4.1.4)

Pour (E; ") 2 D(E0; ")�D(0; "0), telle que

8z 2 �j; (i'j;�0(z; E; ")) < 0;
8z 2 Sj; (i'j;�0(z; E; ")) < 0:

(4.1.5)

Les amplitudes aj;�0 et aj;�0 dans (4:1:3) ont un développement asymptotique dans
Hol (�j) et Hol (Sj)respectivement; lesfonctionsdephases'j;�0 et 'j+1;�0 sont bien dé�ni
dans �k [ �k+1, et 'j;�0 , 'j+1;�0 sont bien dé�ni dans Sk [ Sk+1, où

'k;�0 = �'k+1;�0 ; 'k;�0 = �'k+1;�0 : (4.1.6)

Pour tout (E; ") 2 D(E0; "0)�D(0; "0) les fonctions uj (resp. vj) sont holomorphe en (E; ").
Le développement asymptotique des amplitudes aj;�0 et aj;�0 se prolonge à


�0
j �D(E0; "0)�

D(0; "0) et O�0
k � D(E0; "0) � D(0; "0) respectivement, où 
�0j (resp. O�0

k ) sont des petits
voisinage arbitraire de 
��0;j (resp. 


�
�0;j
) dans U (voir Figure 3.3).
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4.1 Choix du signe de la branche près de a0
Nous �xons un choix pour les symboles principaux aj;�0 et aj;�0 de ces six solutions uj et

vj, j 2 Z=3Z, en premier temps nous étudions près de la solution uj

Proposition 4.2 Sous les hypothèses (4:1:4) et (4:1:5), Il existe (E; ") 2 D(E0; "0) �
D(0; "0), et pour x 2 ]�1; �00 � �0[ nous avons8>>><>>>:

i'0;�0(x;E; ") =
R x
�0
(V"(t)� E)

1
2dt;

i'�1;�0(x;E; ") = �
R x
�0
(V"(t)� E)

1
2dt;

i'1;�0(x;E; ") = �
R x
�0
(V"(t)� E)

1
2dt:

(4.2.1)

Ainsi nous choisissons a�00;0 le symbole principal de a0;�0, nous avons

a�00;0(x;E; ") = [(i'0;�0)
0]�

1
2 = (V"(x)� E)�

1
4 : (4.2.2)

Pour �xer le symbole principal de u1;�0 et u�1;�0 , nous devons choisir �0;1; �1;�1 et ��1;0
dans Z=4Z, tel que (3:3:6) soit véri�e.
Nous prenons

�0;1 = 1; �1;�1 = �1; et ��1;0 = 1: (4.2.3)

D�après (3:3:5) nous avons,

a�0�1;0(x;E; ") =
1

i��1;0
a�00;0(x;E; ") = �i(V"(x)� E)�

1
4 ; (4.2.4)

et
a�01;0(x;E; ") =

1

i�1;0
a�00;0(x;E; ") = i(V"(x)� E)�

1
4 : (4.2.5)

avec ce choix, nous avons

u0;�0 = �+(h)u�1;�0 + ��(h)u1;�0 (4.2.6)

Pour des symboles ��(h) avec ��(h) = 1 + O(h), on peut remplacer u�1;�0 par ��0� u�1;�0 ;
nous obtenons

u0;�0 = u�1;�0 + u1;�0 : (4.2.7)

4.2 Choix du signe de la branche près de �0
Maintenant nous nous intéressons à la solution vj, j 2 Z=3Z, au voisinage �0.
Proposition 4.3 Sous les hypothèses (4:1:4) et (4:1:5), Il existe une fonction I(E; ")

holomorphe en (E; ") 2 D(E0; "0)�D(0; "0) et t 2]�0; �0[ la branche de la racine carrée près
]�0; �0[

I(E; ") =

Z �0

�0

(E � V"(t))
1
2 dt (4.3.1)

est réel positive .
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4.2.1 Preuve de la Proposition 4.2

Nous considèrons �z comme un variable de base pour l�équation de Schrödinger, nous
choisissons b�00;0 le symbole principal de b0;�0, nous avons

b
�0
0;0(x;E; ") = [(�i'0;�0)

0]�
1
2 = (V"(x)� E)�

1
4 ; (4.3.2)

�xons le symbole principal de v1;�0 et v�1;�0, choisissons �0;1; �1;�1 et ��1;0 comme dans
(4:2:3) :

�0;1 = 1; �1;�1 = �1; et ��1;0 = 1: (4.3.3)

Nous obtenons alors :

b
�0
�1;0(x;E; ") =

1

i��1;0
b
�0
0;0(x;E; ") = �i(V"(x)� E)�

1
4 ; (4.3.4)

et
b
�0
1;0(x;E; ") =

1

i�1;0
b
�0
0;0(x;E; ") = i(V"(x)� E)�

1
4 : (4.3.5)

Nous �xons plus loin un choix de v�1;�0. Le principe de la méthode BKW nous permettons
de choisir v1;�0 et v�1;�0 pour être proportionnels à u�1;�0 et u1;�0 respectivement.
Notons alors 8>>><>>>:

i'0;�0(x;E; ") = �
R x
�0
(V"(t)� E)

1
2dt;

i'�1;�0(x;E; ") =
R x
�0
(V"(t)� E)

1
2dt;

i'1;�0(x;E; ") =
R x
�0
(V"(t)� E)

1
2dt:

(4.3.6)

De (4:3:6), (4:3:3)

i'1;�0(x;E; ")� i'�1;�0(x;E; ") =
Z �0

�0

(V"(t)� E)
1
2dt = �iI(E; h); (4.3.6)

où nous avons

I(E; ") =

Z �0

�0

(E � V"(t))
1
2 dt (4.3.7)

De la même façon, on a

i'
�0
�1(x;E; ")� i'

�0
1 (x;E; ") = iI(E; h): (4.3.8)

Remarquons
b1;0 = ia�1;0 et b�1;0 = �ia1;0; (4.3.9)

et supposons que : (
u�1 = �ieiI(E;")=h�+v1;

u`1 = ie
�iI(E;")=h��v�1;

où �� = 1 +O(h). on remplace v�1 par ��v�1, nous supposons �� = 1 on trouve(
u�1 = �ieiI(E;")=hv1;

u1 = ie
�iI(E;")=hv�1;

(4.3.10)



Chapitre 5

Quanti�cation de Bohr Sommerfeld
pour un puits de potentiel sans
PT -symétrie

Une des questions centrales de ce mémoire est de comprendre la procédure de quantication
de Bohr Sommerfeld, lorsque le potentiel possède un seul puits.

5.1 Solution BKW exacte dans le secteur de Stokes

5.1.1 Cas de deux points tournant

Soit V0 un potentiel analytique à valeurs réelles sur un voisinage réel de [A;B], où �1 <
A < B < +1. Soit E0 2 R, supposons qu�il existe A < �00 < �00 < B tel que

V0 � E0

(
> 0 dans [A;�00[[]�00; B];
< 0 dans ]�00; �

0
0[:

(5.1.1)

On suppose aussi que �00 et �
0
0 sont deux points tournants simples pour V0(x)� E0 :

V 00(�1) < 0, V
0
0(�1) < 0;

L�une des lignes de Stokes de �00 atteint �
0
0:

Soit U b C un voisinage complexe de [A;B] dans lequel V0 s�étend holomorphiquement.
Soit V"(x) = V0(x) + i"W (x) où W (x) une fonction holomorphe dans U .

Si " 2 C est assez petit en module et E appartient à un petit voisinage complexe de E0,
nous avons encore deux points tournants simples �0(E; "), �0(E; ") proches de �

0
0 et �

0
0 qui

dépendent holomorphiquement de (E; ").
Le dessin indique les trois secteurs de Stokes �j proches de �0 et trois secteurs de Stokes

Sj proches de �0 pour j = �1; 0; 1. Notons que A 2 �0 et B 2 S0.

Pour chaque secteur �j on a une solution exacte u = uj dans U de l�équation de Schrö-
dinger (�h2@2 + V" � E)u = 0 telle que

uj(z;h) = aj;�0(z;h)e
i'
j;�0

(z)=h
dans �j; (5.1.2)
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Fig. 5.1 �Lignes de Stokes et Secteurs de Stokes

avec 'j;�0(�0) = 0, Im'j;�0 > 0 à l�intérieur de �j. De même, on a une solution exacte vj
telle que

vj(z;h) = aj;�0(z;h)e
i'
j;�0

(z)=h
dans Sj; (5.1.3)

avec 'j;�0(�0) = 0, Im'j;�0 > 0 dans l�intérieur de Sj.
Quitte à diminuer �0 et S0 pour que A 62 �0, B 62 S0 nous pouvons nous arranger pour

que u0(A) = 0, v0(B) = 0 et que u0, v0 dépendent de manière holomorphe de (E; ").

De la même façon, pour j = �1, on peut s�arranger pour que uj et vj dépendent holo-
morphiquement de (E; ").

5.2 Résolution du problème de Dirichlet

Maintenant, considèrons le problème de Dirichlet

�((h@)2 + V" � E)u = 0; u(A) = u(B) = 0: (5.2.1)

En d�autres termes, nous cherchons le spectre de l�opérateur non borné

P = �(h@2) + V" : L2(]A;B[)! L2(]A;B[); (5.2.2)

de domaine1

D(P ) = fu 2 H2(]A;B[); u(A) = u(B) = 0g: (5.2.3)

1Le cas d�un opérateur dé�ni sur tout l�axe réel comme dans les théorèmes (Th 1), (Th 2) se traite de la
même façon avec des modi�cations mineures.
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Nous remarquons que

E 2 �(P ),W(u0; v0) = 0: (5.2.4)

Plus précisément au niveau
P

j \Sj ; j = �1 les uj, vj sont coïncide où uj = fj(x)vj et
'�0;j(x) = '�0;j(x) + fj(h)

uj(z; h) = (1 +O(h))ei'j(�0)=hvj; (5.2.5)

ici,

'j(�1) =

Z
[�0;�0]

(V � E) 12dz = �i
Z
[�0;�0]

(E � V ) 12dz; (5.2.6)

Nous avons besoin de comprendre le choix de la branche de la racine carrée.
Par ailleurs,

'(z) =
2

3
F (z)z

3
2 + cst

nous obtenons

'�1(�0) = �i
Z �0

�0

(E � V"(z))
1
2dz; (5.2.7)

où E � V"(z) > 0 sur ]�0; �0[, de même

'1(�0) = i

Z �0

�0

(E � V"(z))
1
2dz; (5.2.8)

Dans le cas général pour j = �1 nous pouvons choisir uj; vj collinéaires :

uj(z;h) = c(h)e
i'j;�0 (�0)=hvj; (5.2.9)

où le facteur c(h) a un développement asymptotique

c(h) � c0(E; ") + hc1(E; ") + ::: dans Hol (vois ((E0; 0);C2)):
Ici,

'j;�0(�0) = �
Z �0

�0

(E � V"(z))
1
2dz; (5.2.10)

avec le signe + pour j = �1 et le signe � pour j = 1.

Quand E = E0, " = 0, alors pour z < �00 (réel),

u0 =
1 +O(h)p

i'00
ei'0;�0=h

est à valeurs réelles, i'0;�0 < 0, i'
0
0;�0

> 0.
Dans toute cette discussion on peut choisir

�1;0 = �1; �0;�1 = �1; ��1;1 = 1; (5.2.11)

respectant la condition (3:3:6). La relation (3:4:6) devient

��1 = i+O(h); �0 = �i+O(h); �1 = i+O(h); (5.2.12)
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et d�après (3.4.1),

i(1 +O(h))u�1 � i(1 +O(h))u0 + i(1 +O(h))u1 = 0;
d�où

u0 = (1 +O(h))u1 + (1 +O(h))u�1: (5.2.13)

Pour z 2]�00; �00[, E = E0, " = 0, comparons (cf la remarque (3:1:1))

u�1 = (1 +O(h))(i'0�1;�0)
� 1
2 ei'�1;�0=h

et

u1 = (1 +O(h))(i'01;�0)
� 1
2 ei'1;�0=h:

(5.2.14)

5.3 Signe de la branche dans le Secteur de Stokes �j
Nous précisons une façon plus directe de déterminer arg (i'0�1;�0)

1=2 : D�après (5:2:10),
nous avons '0�1;�0 > 0 (aussi '1;�0 = �'�1;�0) et donc, pour z < �0 proche de �0, nous avons

(i'00;�0)
1=2 = (V0(z)� E0)1=4

la branche principale positive est donnée par

arg (i'0�1;�0)
1=2 2 f�=4;�3�=4g; arg (i'01;�0)

1=2 2 f��=4;+3�=4g:
Comme ��1;1 = 1 nous avons aussi

(i'0�1;�0)
1=2 = i(i'01;�0)

1=2: (5.3.1)

Les seules possibilités sont alors

(arg (i'0�1;�0)
1=2; arg (i'01;�0)

1=2) = (
�

4
;��
4
) ou (�3�

4
;
3�

4
):

À des facteurs 1 +O(h) près, on voit alors de (5:2:14) que u�1 = u1 et (5:2:13) est bien en
accord avec le fait que u0 est une solution réelle de l�équation de Schrödinger.

En tournons maintenant dans le sens négatif vers ��1. Dans la région de transition entre
les deux secteurs �0 et ��1.
puisque ��1;0 = 1, nous avons

(i'0�1;�0)
1=2 = i(V0(z)� E0)1=4

avec la même branche de la racine quatrième, on met une coupure le long de ]�00; �
0
0[. En

arrivant à ]�00; �
0
0[, on a donc

arg (i'01;�0)
1=2 =

�

2
+ arg (V0(z)� E0)1=4 =

�

2
� �
4
=
�

4
Alors

arg (i'0�1;�0)
1=2 = ��

4
; pour E = E0; " = 0; �00 < z < �

0
0: (5.3.2)
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5.4 Signe de la branche dans le secteur de Stokes Sj
Regardons maintenant les vj, qui sont en analogie avec (5:1:3) et prennent la forme

vj =
1 +O(h)
(�i'0j;�0)

1=2
ei'j;�0=h dans int (Sj): (5.4.1)

Nous avons introduit le signe� dans la racine carrée car nous avons maintenant�i'0;�0 >
0 quand E est réel, " = 0 et z > �0.

Ceci se comprend encore mieux si on travaille avec la variable �z à la place de z.

Ici (cf. (5:2:8), (5:2:9)) nous avons pour j = �1,

'j;�0 = 'j;�0 + 'j;�0(�0) pour z 2 Sj: (5.5.2)

Comme pour les uj il faut discuter le choix de la racine carrée de (�i'j;�0)
1=2. Pour cela

on choisit la branche de (�'00;�0)
1=2 qui est positive = (V �E)1=4 quand E est réel, " = 0 et

z > �0.
On dé�nit ensuite les nombres �j;k par

(�i'0j;�0)
1=2 = i�j;k(�i'0k;�0)

1=2 dans int (Sj [ Sk); j 6= k: (5.5.3)

On fait le même choix des �j;k que des �j;k, en progressant de S0 à la place de �0 dans le
sens positif :

�j;k = ��j;�k: (5.5.4)

Ainsi,
��1;0 = �1; �0;1 = �1; �1;�1 = 1; �k;j = ��j;k: (5.5.5)

Alors en analogie avec (5:2:12) et (5:3:1) nous avons

v0 = (1 +O(h))v1 + (1 +O(h))v�1; (5.5.6)

arg (�i'0�1;�0)
1=2 = ��

4
; dans ]�0; �0[; quand E 2 vois (E0;R); " = 0: (5.5.7)

5.5 Connexion entre les solutions BKW exacte d�un
seul puits de potentiel

Quitte à modi�er vj et uj par des facteurs constants 1 +O(h), on peut supposer que

u0 = u1 + u�1; v0 = v1 + v�1: (5.6.1)
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Remarquons aussi quand E est réel et " = 0, alors u�j = (1 + O(h))uj et de même
pour vj. (Nous allons revenir à cette propriété et montrer que les préfacteurs peuvent être
éliminés.)
Se rappelant que uj et vj sont colinéaires pour j = �1, en utilisant (5:6:1); on obtient,

W(u0; v0) =W(u�1; v1) +W(u1; v�1): (5.6.2)

D�après (5:2:5) on trouve

W(u0; v0) =W(u1 + u�1; v1 + v�1)
=W(u�1; v1) +W(u1; v�1):

= (1 +O(h))
1
ih

R �0
�0
(E�V )

1
2 dzW(v1; v�1) + (1 +O(h))

�1
ih

R �0
�0
(E�V )

1
2 dzW(v�1; v1)

De plus on sait bien que W(v�1; v1) = �W(v1; v�1), on trouve

W(u0; v0) = �(1+O(h))W(v1; v�1)e
�1
ih

R �0
�0
(E�V )

1
2 dz�

�
e
2
ih

R �0
�0
(E�V )

1
2 dz � (1 +O(h)

�
(5.6.3)

On remarque que

'�1;�0(z) + '1;�0(z) =

Z z

�0

(E � V"(t))1=2dt�
Z z

�0

(E � V"(t))1=2dt

=

Z �0

�0

(E � V"(t))1=2dt =:
1

2
I(E; ");

où la dernière égalité dé�nit l�action I(E; ") et où on choisit la branche de la racine carrée
qui est positif quand E est réel, " = 0 et �0 < t < �0. De même,

'1;�0(z) + '�1;�0(z) = �
Z �0

�0

(E � V"(t))1=2dt =:
1

2
I(E; ") = �1

2
I(E; ");

Nous pouvons voir (E � V")
1
2 , comme fonction holomorphe sur Un[�0; �0], soit 
 un

contour fermé autour de [�0; �0] orienté dans le sens négatif.
Alors

I(E) := 2

Z �0

�0

(E � V")
1
2dz =

Z



(E � V")
1
2dz: (5.6.4)

Quand E 2 R, " = 0 nous avons aussi

I(E) =

Z
p�1(E)

�dx = volR�R p
�1(]�1; E[); (5.6.5)

où

p(x; �) = p"(x; �) = �
2 + V (x)

est le symbole semi-classique de P = P" et où la courbe réelle est orientée dans la direction
du champ hamiltonian
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Hp = p
0
�@x � p0x@�

.
Rappelons aussi que pour E 2 R, " = 0,

@EI(E) = T (E) > 0; (5.6.6)

est la période primitive pour le �ot de Hp dans la courbe d�énergie réelle p�1(E).

Soit p le symbole principal de l�opérateur P , dé�ni par :

p(x; �) = �2 + V (x) sur R� R:

Son champ Hamiltonian Hpest donné par :

Hp =
@p

@�

@

@x
� @p

@x

@

@�
:

Le �ot Hamiltonian associé a p est dé�ni pour tout (x; �) dans un voisinage arbitraire (x0; �0)
et pour tout t 2 R (su¢ sament petit), il est donné par l�application :

(t; x; �)! (exp tHp)(x; �)

où
exp tHp(x0; �0) =: (x(t); �(t)) (5.6.7)

est la solution unique du système d�Hamilton Jacobi :

@t(x(t); �(t)) = Hp(x(t); �(t)) (5.6.8)

(x(0); �(0) = (x0; �0)

Soit � la 2-forme symplectique (exacte) noté par :

� = d� ^ dx (5.6.9)

Théorème 5.1 Soit U et V deux sous ensembles ouvert de R2, le di¤éomorphiseme
(C1); dé�ni par :

� : U ! V (5.6.10)

(x; �) ! (p(x; �); t(x; �)):

est symplectique dans le sens où sur U on a :

dp ^ dt = d� ^ dx: (5.6.11)

Ce qui revient à dire aussi que la transformation symplectique � préserve les aires dans
le sens suivant :

��� = � (5.6.12)
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5.5.1 Preuve du Théorème 5.1

dp ^ dt = [(
@p

@x
dx+

@p

@�
d�) ^ ( @t

@x
dx+

@t

@�
d�)]

= [(
@p

@x

@t

@x
dx ^ dx+ @p

@x

@t

@�
dx ^ d� + @p

@�

@t

@x
d� ^ dx+ @p

@�

@t

@�
d� ^ d�)]

= �@p
@x

@t

@�
d� ^ dx+ @p

@�

@t

@x
d� ^ dx

= (
@p

@�

@t

@x
� @p

@x

@t

@�
)(d� ^ dx)

= Hp(t)(d� ^ dx) (comme Hp(t) = 1)
= d� ^ dx:

D�où :

dp ^ dt = d� ^ dx:

Proposition 5.1 Sous les hypothèses de l�opérateur P et Pour E dans un voisinage réel
de E0 on pose

I0(E) =: volf(x; �) 2 R�R; p(x; �) � Eg =
Z

P�1(E)

�dx , (5.1)

et P�1(E) étant la courbe d�énergie donnée par

P�1(E) = f(x; �) 2 R�R; P (x; �) = Eg: (5.2)

On a alors,

I0(E) =

Z Z
p(x;�)�E

dxd� . (5.3)

est une fonction C1en E et
_I0(E) = T (E)

5.5.2 Preuve du Proposition 5.1

1. Si E 2 R ; j E � E0 jest assez petit , alors il existe deux points tournants �(E) et
�(E) tel que

V (�(E)) = E; V 0(�(E)) < 0

V (�(E)) = E; V 0(�(E)) > 0

où �(E); �(E) sont des fonctions C1. Soit 
 � R2 un ouvert connexe, (E0;R) un voisinage
assez petit de E, La courbe d�énergie 
E dé�ni par :



E
=: f(x; �) 2 
; p(x; �) = Eg:



55

est compacte connexe en tous points ce qui nous permet de conclure que

dpj
 = 0 et rx;�P 6= 0:

Soit 
 le chemin dans 

E
reliant les deux points tournant (�(E); 0) et (�(E); 0) avec

l�orientation donnée par Hp selon la direction des aiguilles d�une montre, on a

t 2 [�; �] 7�! (x(t); �(t)) 2 
:

où

I0(E) =

Z

E

�dx = 2

Z



�dx

= 2

�(E)Z
�(E)

(E � V (x) 12dx;

2. Soit P 6= E dé�ni sur [0; T (E)] le passage en coordonnées locales nous donne

p(�(t)) = (t; p(�(t))

où �(t) est une courbe caractéristique dé�ni par

�(t) = (x(t); �(t))

Au point �(0) l�énergie P (�(0)) = F le (t; p (�(0))) décrit le même point (x(t); �(t)) et
l�aire qu�elle engendre entre P = E et P = F nous permet de calculer

I0(E)� I0(F ) =
ZZ

p(x;�)2(E;F )

d�dx

I0(E)� I0(F ) =

ZZ
E�p�F
0�t�T (0)

dpdt

=

FZ
E

T (p)Z
0

dpdt

=

FZ
E

T (p)dp = (T (E) +O(1))(F � E)

alors
I0(E)� I0(F )

F � E = T (E) +O(1)

Il vient donc :
_I0(E) = T (E)



56

avec I0(E) est C1.
Si 
 est assez petit, alors qu�on peut dé�nir la courbe P�1

" (E) donnée par

P�1" (E) = f(x; �) 2 
� C; p" (x; �) = Eg;
ce qui implique que dp"(x; �) 6= 0 et V 0" (x) 6= 0; et son intégrale d�action donnée par :

I"(E) =

Z
p�1" (E)

�dx

= 2

�(E)Z
�(E)

�dx

où on intègre par rapport au segment qui relie �0(E); �0(E).
Remarque 5.1
1. Dans le Cas " = 0, on revient à notre au cas traité précédemment, avec 
 assez petit,

alors l�équation V"(�) = E n�a pas de solution et donc P�1" (E) \ R2x;�: = ?:
2. Dans le Cas " 6= 0 : nous souhaitons montrer que I"(E) est réel, pour cela nous

commençons par introduire d�abord une courbe 

0
réelle de période T0(E) > 0 analytique en

E (la période minimale), et dé�ni par



0
: [0; T0] 3 t! 


0
(t) 2 P�1

" (E) \ R2x;�:

Si W est réel et " 2 vois(0;R), soit une courbe 

"
proche de 


0
contenu dans P�1

"
(E) b

C2; de paramétrisation


" : [0; T0] 3 t! (

0
(t) + f(t; ")rp" (
0(t)) 2 P�1

" (E) et
d

dt


0
(t) = Hp"(
0(t));

où f 2 C1;
L�existence de la fonction f est déterminée par le théorème des fonctions implicites sui-

vant :
Théorème 5.2 Soit F une application C1 sur un vois(t0; "0 ; f0) de R

3à valeur dans R

telle que F (t0; "0 ; f0) = 0 et
dF (t0; "0; f0)

df0
6= 0 alors il existe un voisinage U de (t0; "0) de

R2et un voisinage W de f0 dans R tel que pour tout (t; ") 2 U et f 2 W en plus l�équation
F (t; "; f) = 0 admet une solution f dans W . de plus f = f(t; ") est une fonction C1de

(t; ") et
dF (t; "; f)

df
inversible.

5.5.3 Preuve du théorème 5.2

On a

P"(F (t; "; f)) = E;
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Où
F (t; "; f) = 


0
(t) + f(t; ")rp"(
0(t);

Nous devons véri�er que,
dF (0; t; 0)

df
6= 0

Pour t 2 vois([0; T0];C); au point (0; t; 0) (" = 0 et f0(t; 0) = 0) on a :

dF (0; t; 0)

df
=

d

df
(p"(
0(t) + f(t; 0)rp"(
0(t))

= rp"(
0(t)rp"(
0(t) 6= 0

Il existe donc un voisinage U de (0; t) de R2et un voisinage W de f0 dans R tel que pour
tout ("; t) 2 U et f 2 W l�équation F (t; "; f) = 0 admet une solution unique f dans W:
de plus f = f(t; ") est une fonction C1de (t; "):
Au voisinage du point (0; t; 0) la courbe 
" est donc dé�ni par :


"(s) = �"(sT"(E)(�(t))

tel que dis(
"(s)� 
0(s)) = O("): �

Proposition 5.2 Soit 
 une courbe telle que 
 � f(x; �) : p(x; �) = Eg;il existe une

fonction holomorphe I0(E; ") telle que

I0(E; ") =

Z



�dx

comme (x; �) 2 
", alors (�x;��) 2 
"

8 0 < t < T0; 9" tel que : � 
(s) = 
(s) où I0(E; ") = I0(E; ") :

5.5.4 Preuve du Proposition 5.2

par changement de variable ��� = y et ��x = z, donc on a :

I0(E; ") =

Z
(x;�)2


��d�x = �
Z
(x;�)2


(���)d(��x):

donc

I0(E; ") =

Z
(y;z)2
"

ydz = I0(E; ")

d�où
I0(E; ") = I0(E; ") :
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Remarque 5.2 Pour prouver que I0(E; ") est vraiment réel on cherche à démontrer
que son spectre est réel pour E réel, alors on s�intéresse à voir la solution de l�équation
(P � E)u = 0, soit V0 la valeur minimum du potentiel sur l�axe réel, lorsque V0(x) < E on
trouve des solutions exponentiellement croissante (dominante) où décroissante (récessive) en
�1 et donc on obtient des valeurs propres réelles pour P0 dans L2(R):

Revenons au calcul de notre Wronskien :

Proposition 5.3 Supposons (4:1:3) ; Il existe "0 > 0, pour (E; ") 2 ((E0; "0)�D(0; "0),
I(E;h) une fonction réelle de classe C1 sur ]E0� "0; E0+ "0[, admettant un développement
asymptotique

I(E;h) � I(E) + hI1(E) + :::; h! 0

on a

W (u�1; v1) =
2i'0�1;�0(1 +O(h))
(i'0�1;�0)

1
2 (�i'01;�0)

1
2

e
i
2h
I(E;"):

Ici,
2i'0�1;�0

(i'0�1;�0)
1
2 (�i'01;�0)

1
2

= �1 (5.8.1)

5.5.5 Preuve du Proposition 5.3

Par un calcul directe de Wronskien on trouve

W (u�1; v1) = hu�1@xv1 � hv1 @xu�1;

=
2i'0�1;�0(1 +O(h))
(i'0�1;�0)

1
2 (�i'01;�0)

1
2

e
i
2h
I(E;")

puisque �i'01;�0 = i'0�1;�0, pour déterminer le signe, on peut se placer sur ]�0; �0[ en
supposant que E 2 R, " = 0. Alors i'0�1;�0 = i(E � V (z))1=2 est d�argument �=2 et nous
avons :

arg (i'0�1;�0)
1
2 =

�

4
= arg (�i'01;�0)

1
2 :

On a donc +1 dans (5:8:1) :

W (u�1; v1) = 2(1 +O(h))e
i
2h
I(E;"): (5.9.1)

En utisant le même raisonement, on obtient

W (u1; v�1) = 2(1 +O(h))e�
i
2h
I(E;"): (5.9.2)
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Proposition 5.4 Il existe "0 > 0, pour (E; ") 2 ((E0; "0)�D(0; "0), I(E;h) une fonction
réelle de classe C1 sur ]E0 � "0; E0 + "0[; D�après (5:6:2) nous avons

W(u0; v0) = 2((1 +O(h))e
i
2h
I(E;") + (1 +O(h))e� i

2h
I(E;")): (5.9.3)

5.5.6 Preuve du Proposition 5.4

D�après (5:9:1) et (5:9:2), et de l�experession (5:6:2) on obtient le résultat (5:9:3).

Remarque 5.3 les facteurs 1+O(h) dépend holomorphiquement de (E; ") 2 vois ((E0; 0); C2)
ont des développements asymptotiques en puissances de h dans Hol (vois ((E0; 0); C2):

5.6 Les zéros de Wronskien par la condition de quan-
ti�cation de Bohr-Sommerfeld sant PT symétrie

Nous nous intéressons de trouver les valeurs propre de l�opérateur de Schrödinger perturbé
P" avec la condition de Bohr-Sommerfeld pour un seul puits de potentiel sant PT -symétrie
nous savons que E est la valeur propre de P" précisément quandW(u0; v0) = 0 ou équivalente
le faite que u0 et v0 sont colinéaire.

5.6.1 Preuve du Théorème 1

De ce que précéde on peut écrire

W(u0; v0) = 2(1 +O(h))e�
i
2h
I(E;")

�
e
i
h
(I(E;")+h2r(E;";h)) + 1

�
; (5.10.1)

où
r(E; ";h) � r0(E; ") + hr1(E; ") + :::dans Hol (vois (E0; 0);C2):

Les zéros de W(u0; v0) sont donc donnés par la condition de quanti�cation Bohr Som-
merfeld

I(E; ") + h2r(E; ";h) = (k +
1

2
)2�h; k 2 Z: (5.10.2)

Rappelons maintenant que

d

dE
I(E; ") = T (E; ") 6= 0

est la période primitive du champ hamiltonian Hp = p0�@x � p0x@� sur la courbe d�énergie
complexe p = E restreinte à un petit voisinage de la courbe réelle p"=0(x; �) = E0.
Alors, pour h petit, on peut appliquer le théorème des fonctions implicites dans sa version

holomorphe pour conclure que l�application

vois (E0;C) 3 E 7! I(E; ";h) := I(E; ") + h2r(E; ";h) 2 vois (I(E0; 0);C) (5.10.3)



60

est bijective d�inverse
w 7! I�1(w; ";h)

tel que

I�1(w; ";h) = I�1(w; ") + h2(I�1)2(w; ") + h
3(I�1)3(w; ") + ::: (5.10.4)

dans l�espace des fonctions holomorphes en (w; ") dans un voisinage de (I(E0; 0); 0).

Les valeurs propres de P" (c.à.d. les zéros de W (u0; v0)) dans un voisinage de E0 sont
alors données par

Ek(";h) = I
�1((k +

1

2
)2�h; ";h) (5.10.5)

pour k 2 Z tels que (k + 1
2
)2�h appartient à un voisinage de I(E0). �

Remarque 5.4 quand " = 0 alors P" est autoadjoint et les valeurs propres sont réelles.
On peut en déduire que les termes dans les développements asymptotiques en puissances de
h de I et de I�1 sont réels pour " = 0.



Chapitre 6

Le cas d�un seul puits PT -symétrique

Dans ce chapitre, nous présentons le résultat principal de cette thèse, nous montrons que
l�opérateur de Schrödinger semi-classique sur la droite réelle pour un potentiel analytique
possède un seul puits, ses valeurs propre restent réelles sous la perturbation.

6.1 PT -symétrie en générale
On fait les hypothèses du simple puits dans la l�introduction de chapitre 5: Supposons

aussi que P" soit PT -symétrique quand " > 0 est réel (et donc aussi que B = �A) :

[PT ; P"] = 0; (6.1.1)

où
Pf(x) = f(�x) (6.1.2)

T f(x) = f(x) (6.1.3)

pour E complexe, on a

PT (P" � E) = (P" � E)PT : (6.1.4)

6.2 Calculs du Wronskien avec PT -symétrie
Dans Cette section nous nous basons précisément sur l�application de la notion PT-

symétrie sur tous les calculs des solutions BKW exacte à l�intérieur des secteurs de Stokes et
de même sur les Wronskien qu�on a calculé précédemment. Comme dans la section précédente
on cherche les valeurs propres près de E0 comme les zéros de la fonctionW (E) :=W (u0; v0):

On considère l�équation de Schrödinger avec un potentiel perturbé dé�ni par :

P" = �h2�x + V"(x)

où V"(x) = V0(x) + i"W (x), véri�ant l�hypothèse

V0(�x) = V0(�x)
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et
W (�x) = �W (x)

même chose pour z 2 C.

Théorème 6.2 Sous les hypothèses (6:1:2) et (6:1:3), Il existe (E; ") 2 (E0; "0) �
D(0; "0), u0(x; "; E) et v0(x; "; E) des solutions de l�équation (P" � E)u = 0, W (E) une
fonction holomorphe en E
alors

W (E) = h@xu0(0; "; E)v0(0; "; E)� u0(0; "; E)h@xv0(0; "; E);
de plus

W (E) = h@xu0(0; "; E)u0(0; "; E) + u0(0; "; E)h@xu0(0; "; E):

6.2.1 Preuve du Théorème 6.2

On a V"(x) = E, on sait bien que V"(�0(E)) = E, pour E 2 C;d 0près (6.1.2) et (6.1.3) on a :

V"(�0(E)) = V"(��0(E)) = �E; (6.4.1)

alors

��0(E) = �0(E) (6.4.2)

�0( �E) = ��0(E);

PTu0(x; "; E) = u0(�x; "; E):
en e¤et

v0(x; "; E) = PT u0(x; "; E) = u0(�x; "; E): (6.4.3)

Pour E 2 C

V"(�0(E)) = �E:

aussi on a

V"(��0(E)) = V"(�0(E)) = �E; (6.4.5)

On applique la notion de la PT -symétrie sur l�équation P"u0 = Eu0;alors

PT (P"u0) = P"PT (u0) = Eu0(�x) (6.4.6)

de plus le point tournant qui est en symétrie avec �0(E) est �0(E) et

�0(E) = ��0(E)

Pour x 2 R
v0(x:E) = PT u0(x;E) = u0(�x; �E) (6.4.7)
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si z 2 C, on a
v0(z:E) = PT u0(z; E) = u0(��z; �E) (6.4.8)

En général pour j = �1; 0; 1
vj(z:E) = uj(��z; �E) (6.4.9)

D�après (3:3:1), (6:4:9); d�ou le résultat. �

6.3 Lemmes Préliminaires

lemme 6.1 Soit W une fonction holomorphe en E; Il existe (E; ") 2 ((E0; "0)�D(0; "0),
telle que

W (E) =W (E):

De (5:9:2) on a :

W (E) = 4(a(E; ";h)e
i
2h
I(E;") + b(E; ";h)e�

i
2h
I(E;"); (6.5.1)

où
a; b = 1 +O(h)

ont des développements asymptotiques en puissances de h dans Hol (vois (E0; 0)).

Remarque 6.1 Pour E et " réels on sait que W (E) est réel et donc les deux termes
dans (6:5:1) sont mutuellement conjugués complexes. Il en résulte d�abord que I(E; ") et réel
(comme énoncé dans la proposition 2) et si on veut ensuite prendre E complexe on a :

lemme 6.2 Soient I(E; "); a(E; ";h), b(E; ";h) des fonctions holomorphe en (E; ") 2
(E0; "0)�D(0; "0), quand E et " sont réels on a

I(E; ") = I(E; "); (6.5.2)

et
b(E; ";h) = a(E; ";h)

pour E complexe, toujours avec " réel on a,

b(E; ";h) = a(E; ";h); (6.4.2)

6.3.1 Preuve du Proposition 2

Les vj et uj; j = �1; 1 forment une base telle que�
v0(z; E) + v�1(z; E) + v1(z; E) = 0
u0(z; E) + u�1(z; E) + u1(z; E) = 0

implique que
u0(��z; �E) + u�1(��z; �E) + u1(��z; �E) = 0 (6.6.1)
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D�autre part uj; vj sont colinéaire pour j = �1; 1 on a(
u�1(z; E) = a�1(E)e

iI(E)
h v�1(z; E)

u1(z; E) = a1(E)e
�iI(E)

h v1(z; E)

ce qui implique

u�1(z; �E) =
1

a�1( �E)
e
iI( �E)
h v�1(z: �E) (6.6.2)

u1(z; E) = a�1(E)e
�iI(E)

h v1(z; E)

De (5:2:9) et (6:6:2), on constate

a�1(E) =
1

a�1( �E)

D�ou

I(E) = I( �E)

on particulier I(E) est réel pour E 2]E0 � "0; E0 + "0[ .
De la même façon on trouve que

b�1(E) =
1

b�1( �E)
(6.6.3)

�

6.3.2 Preuve du Théorème 2

D�après (6:5:1), en utilisant les lemme 6.1, lemme 6.2 et la proposition 2, on a :

W (E) =W(u�1 + u1; v�1 + v1); (6.7.1)

=W(e
iI(E)
h a�1v�1 + e

�iI(E)
h a1v1; v�1 + v1);

= 4a1(E)e
�iI(E)

h (1� a�1(E)
a1(E)

e
2iI(E)
h )W(v1; v�1):

D�après (6:7:1), nous remarquons que les valeurs propres au voisinage de E0 sont données
par

W (E) = 0

ce qui implique que :

1� a�1(E)
a1(E)

e
2
ih
I(E) = 0 (6.7.2)

et (6:7:2) peut s�écrire

2i

h
I(E)� h

i
ln
a�1(E)

a1(E)
= 2k�h; k 2 Z; (6.7.3)
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on note bien ici que
h

i
ln
a�1(E)

a1(E)
est réel pour E 2 R et ja�1(E)j = ja1(E)j = 1:

ce qui équivaut à la condition de la quanti�cation de Bhor Sommerfeld,

I(E) = 2�kh; k 2 Z (6.7.4)

et @I(E; h) > 0;donc I(:; h) est holomorphe au vois(E0;C) sur vois(I(E0);C) donne une
conséquence des valeurs propres sur l�axe réel pour E 2]E0 � "0; E0 + "0[;

Ek = I
�1(2�kh+O(h2))

Explicitons alors (5:10:1) :

W (E) = 2be�
i
2h
I(exp

i

h
(I(E; ") + h2r) + 1);

où

r =
1

ih
ln
a(E; ";h)

b(E; ";h)

�



Annexe A

6.4 Eléments de mécanique quantique

En physique quantique, les questions de stabilité de la dynamique engendrée par une
perturbation d�un hamiltonian ont été étudiées ces dernières années. Même dans le cas de
l�opérateur de Schrödinger. L�étude de la dynamique peut être très di¢ cile ; aussi on aimerait
pouvoir disposer de n�importe quelles approximations physiques raisonnables nous permet-
tant de prévoir quelques propriétés quantiques d�un système. La mécanique classique, qui,
sur beaucoup de points est plus simple que la mécanique quantique, décrit parfaitement bon
nombre de systèmes physiques élémentaires. Ainsi on peut espérer que la mécanique quan-
tique soit une généralisation de la mécanique classique, dans le sens où on aimerait récupérer
les propriétés classiques d�un système en faisant des approximations sur les propriétés quan-
tiques de ce même système. En fait, le principe de correspondance de Bohr a¢ rme que la
mécanique classique est dans un sens la limite de la mécanique quantique quand h tend vers
zéro.
Ainsi, une des voies possibles pour l�étude d�un opérateur perturbé consiste à se placer à

l�interface entre théorie classique et quantique. Le régime appelé semi-classique, dans lequel
ces deux théories se recouvrent, correspond à des systèmes dont les actions mises en jeu sont
beaucoup plus grandes que la constante de Planck h. Mathématiquement l�analyse semi-
classique consiste donc à étudier les propriétés spectrales d�un opérateur auto-adjoint sur un
hilbert quand h tend vers zéro.

6.4.1 Notion de mécanique classique

La trajectoire R 3 t 7! x(t) 2 R l�espace à un dimension, d�une particule ponctuelle
de masse m soumise à un champ de force F (x) qu�on suppose indépendant du temps pour
simpli�er, est décrite par la loi de Newton (ou Principe Fondamentale de la Dynamique).

m�x(t) = F (x(t)) (7.1.1)

où la trajectoire R 3 t 7! x(t) 2 R
la dérivé x�(t) est la vitesse de la particule à l�instant t et �x(t) son accélération. De maniére

équivalent, l�équation (7:1:1) peut s�écrire

�
x�(t) = 1

m
��(t)

��(t) = �F (x)
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où
�(t) := mx�(t)

est le moment de la particule.

La courbe (x(t); �(t)) apparaît alors comme courbe intégrale du champ de vecteur hamil-
tonien H :R� R! R� R dé�ni par

H(x; �) =

�
�=m

F (x)

�
En raison des lois de transformation sous changement de coordonnées par exemple, il est

important de distinguer les variables x et �.

Lorsque le champ de force dérivé d�un potentiel, i.e F (x) = �rV (x) pour une certaine
fonction V , l�énergie de la particule, dé�nie comme somme de son énergie cinétique et de son
énergie potentielle

p(t) =
1

2m
�(t)2 + V (x(t))) = Ec+ Ep;

Elle est indépendante du temps, en e¤et :

@tp(t) =
1

m
�(t):@t�(t) +rV (x(t))@t�(t) = 0;

et constante le long de la trajectoire t 7! exp(tH)(x; �)

En mécanique quantique Ec est représentée par l�observable quantique

Ec =
1

2
mv2 =

1

2m
�2 �! h2

2m

"
nX
j=1

@2

@x2j

#
avec h= h

2
et h est la constante de Planck, alors l�énergie totale Et est associée à l�obser-

vable

H = � h
2

2m
+ V (x)

qui est appelé l �opérateur de Schrödinger. En mécanique classique la loi de Newton
permet de voir l�évolution de la particule à condition de savoir sa position initiale et son
impulsion, par contre en mécanique quantique on utilise encore l�analogie avec la mécanique
d�onde.

On note aussi que le champ hamiltonian H s�obtient à partir de la fonction

p : (x; �) 7! 1

2m
�(t)2 + V (x(t)

et l�on écrit H = Hp :
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H(x; �) = Hp(x; �) = @�p(x; �)@x � @xp(x; �)@�:
Dé�nition Une variété symplectique est une variété di¤érentielle M munie d�une 2-

forme di¤érentielle fermée et non dégénérée w Une telle forme s�appelle une forme symplec-
tique.



Annexe B

6.5 Théorème spectral

6.5.1 Rappels et dé�nitions

Rappelons tout d�abord qu�un espace de Hilbert est un C-espace vectoriel normé dont la
norme est issu d�un produit scalaire complexe. De plus nous supposerons généralement que
nos espaces de Hilbert seront séparable.

Dé�nition Un ensemble de vecteurs, dit « espace vectoriel » est un ensemble de choses
que l�on peut :
�additionner entre elles,
�multiplier par des nombres,
avec toutes les propriétés naturelles de cette addition et de cette multiplication (existence

d�un vecteur nul, associativité de, distributivité etc).

Dé�nition : L�adjoint d�un opérateur (D;P ) est l�opérateur (D�; P �) dont le domaine
D� est l�ensemble des u 2 L2(R) tel que v ! hu; Pvi, s� étend en une forme antilinéaire
continue sur L2(R). , il existe w de L2(R) tel que hu; Pvi = hw; vi, pour tout v 2 L2(R),
et P � est l�opérateur qui a u 2 D� associe ce w.

Dé�nition Soit P un opérateur dé�nit du L2(R)! L2(R) de domaine dense D(P ).
On dit que P est symétrique si

(Pujv) = (ujPv); 8u; v 2 D(P )

Si P � P �, c�est à dire D(P ) � D(P �) et

P �u = Pu 8u 2 D(P )

alors P est autoadjointe.

Dé�nition Soit P un opérateur symétrique. On dit que P est essentiellement autoadjoint
si sa fermeture est autoadjoint.

Théorème le spectre d�un opérateur autoadjoint est réel et celui d�un opérateur autoad-
joint positif est positif. Les sous éspaces propore correspondants à deux valeurs propres dis-
tinctes d�un opérateur autoadjoint, sont orthogonaux.
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6.6 Espaces de Symboles

Dé�nition B.2.1 Soit g une fonction réelle dé�nie sur un ensemble E, On note par
O(g) toute fonction f dé�nie sur E, il existe une constante C telle que

f (x ) � Cg(x );8x 2 E
On appelle fonction d�ordre toute fonction g 2 C1(Rd;R+) telle que pour tout � 2 Nd

@�x g = O(g):

uniformement sur Rd:
Exemple B.2.1 La fonction dé�nit par

hxim : Rd ! R
x 7! hxim = (1 + jxj2)m2

où m 2 R, est une fonction d�ordre.
On dé�nit l�espce semi classique des symboles par
Dé�nition B. 2.2 [32] Soit g une fonction d�ordre, on appelle espace de symboles et on

note Sd(g) l�espace des fonctions a = a(x;h) dé�nie sur Rd �]0;h0[ pour h0 > 0 indé�niment
dérivable par rapport à x tel que 8� 2 Nd

@�x a(x ; h) = O(g(x )

uniformément sur Rd� ]0; h0[:
L�ellipticité des symboles étant importante, on la dé�nit par
Proposition B.2.1 Un symbole a 2 Sd(g) est dit elliptique s�il existe une constante

C > 0 telle que :

ja(x ; h)j � 1
C
g(x )

8(x;h) 2 Rd�]0;h0[ avec h0 > 0:
On a également le résultat suivant :
Dé�nition B.2.3 Soient a 2 Sd(g) et (aj), j 2 N une suite de symboles dans Sd(g) :On

dit que a est asymptotiquement équivalent à la série formelle
1X
j=0

ajh
j dans Sd(g) et on note

a �
1X
j=0

ajh
j

si et seulement si pour tout N 2 N et pour � 2 Nd il existe hN , � > 0 et CN;� > 0 tel
que �����@�x

 
a�

1X
j=0

ajh
j

!������ CN;�h
Ng

uniformément sur Rd �]0;h0[ : En particulier quand tout les aj sont identiquement nuls
on dira que a = O(h1) dans Sd(g).



Conclusion et Perspectives

Dans cette thèse de Doctorat, nous nous sommes intéressés à étudier la réalité du spectre de
l�opérateur de Schrödinger semi classique PT -symétriques possède un seul puits de potentiel
analytique sur la droite réelle avec des petites perturbations.

Le résultat qu�on a obtenu est très important pour les opérateurs non autoadjoint (non-
Hermitien) de dimension 1 de la Mécanique quantique. L�outil utilisé dans cette étude étant
la théorie de la PT- Symétrie et la méthode BKW complexe. Cette nouvelle théorie est la
plus appropriée dans l�étude de la réalité des valeurs propres des opérateurs non autoadjoint.
Dans cette thèse, on a commençé par généraliser des résultats concernant la méthode BKW
complexe par montrer quelques nouvelles propriétés sur la réalité des valeurs propres pour
les opérateurs di¤érentielles d�ordre 2. On a également démontré d�autres résultats semi
classique utilisant le Wronskien pour avoir les valeurs propres qui ne sont que les zéros du
Wronskien.

On a prouvé dans le cinquième chapitre utilisant la quanti�cation de Bohr Sommerfeld
sans PT -symétrie que les valeurs propres sont réels pour " 6= 0 c�est le cas autoadjoint de
l�opérateur de Schrödinger.

Dans le sixième chapitre nous avons utilisé la technique de laPT -symétrie pour démontrer
la réalité des valeurs propres de l�opérateur de Schrödinger pour un puits simples sous la
perturbation " (" 6= 0):

Pour conclure, nous allons proposer quelques pistes de recherche qui ne sont pas encore
abordées dans cette thèse :

1- Dans la même analogie suivie au cours cette thèse de Doctorat, peut-on appliquer la
théorie de la PT -symétrie pour un opérateur de Schrödinger non autoadjoint qui possèdent
un seul puits et un double puits de potentiel non analytique ?

2- Que peut on dire pour les valeurs propres d�un opérateur de Schrödinger non autoad-
joint avec un potentiel non analytique en dimension n ?

3- Que peut on dire pour le cas PT -symétrie d�un opérateur de Schrödinger non autoad-
joint qui possède un double puits en dimension n ? (voir [1]).
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Principales notations

Dx =
1
i
@
@x
; i2 = �1 la di¤érentielle au point x.

� =

nX
i=1

@2

@x2i
opérateur de Laplacien.

Hol(
) un espace holomorphe.

 ouvert dans C,
U un ouvert dans C.

D(E0; "0) le disque ouvert dans C:
P opérateur de la parité.
T la conjugaison complexe (timereversal).
h la constante de planck.
D� Domaine adjoint de l�opérateur P:

h:; :i = (:j:) produit scalaire,
Gl groupe linéaire.
arg argument de nombre z:
vois voisinage.
int intérieur.
BKW Brillouin-Kramer-Wentzel.
W Wonskien.
^ le produit extérieur de la 1-forme de R2:
� la 2-forme symplectique.
� application (la transformation symplectique).
H Hamiltonien.
L2 espace des fonctions de carré intégrable.
Im partie imaginaire.
C1 fonction indé�niment dérivable sur R:
N Le noyau.
mod mode.
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