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INTRODUCTION

Il est connu en algébre que si un opérateur, défini sur un espace de Hilbert est hermitien
ses valeurs propres sont toutes réelles et les fonctions propres correspondantes forment une
base orthogonale

En revanche, s’il est non hermitien, il n’est pas garanti que ses valeurs propres soient
réelles mais plutot elles sont en général complexes.

L’histoire de la P7T symétrie a commencé avec Bender 1’été de 1993 quand il a rencontré
un Hamiltonian complexe non-Hermitien de la forme

H = p* + i3’

au cours d’une conversation privée avec D. Bessis au CENTRE Saclay, il apprend que
D.Bessis et J. Zinn-Justin avaient remarqué que les valeurs propres de ce 'opérateur Hamil-
tonian étaient réelles et le spectre (I’ensemble des valeurs propres d’énergie du Hamiltonian)
pourrait étre entiérement réel.

A I’époque il n’a pas planifié de poursuivre cette conjecture plus loin parce qu’il a semblé
absurde qu’un Hamiltonian complexe non-Hermitien pourrait avoir des niveaux d’énergie
réels.

En 1997, Bender a décidé d’examiner le spectre de cet Hamiltonian, dont il a soupconné
sa réalité c’était probablement en raison de la présence d’une symétrie, c’est la ou apparait
la notion de P7 symétrie et 'opérateur Hamiltonian est P7 -symétrie parce que n’importe
qu’elle fonction % est P7 -symétrique.

La P7T -symétrie est une nouvelle théorie, des centaines de papiers ont été publiées dans ce
domaine P7 -symétrique de la mécanique quantique, dont trois conférences internationales
tenues a : (Prague, 2003 ; Prague, 2004 ; Shizuoka, 2004).

Récemment il a été prouvé par E. Caliceti et S. Graffi dans le cadre d'un potentiel
analytique périodique P7 -symétrie a valeur complexe, que le spectre de 'opérateur de
Schrodinger semi classique perturbé par un tel potentiel est réel.

Dans la derniére décennie, cette nouvelle théorie quantique s’appliquant aux potentiel
non hermitiens a vu le jour.



Elle concerne spécialement les potentiels qui sont invariants par la réflexion de I’espace-
temps cette discipline est la mécanique quantique P7 -symétrique.

Les opérateurs P7 -symétriques ont été proposés comme une alternative aux opérateurs
auto-adjoints en physique quantique.

La réalité du spectre est alors importante du point de vue de la physique (voir, [2], [3] ,

(7], [4])-

Les opérateurs de Schrodinger sur I’axe réel qui sont invariants par I’application combinée
d’une symeétrie et une réflexion définie a I’aide d’un opérateur de parité P et de la conjugaison
complexe anti-linéaire 7 sont appelés P7 -symétriques. o Pu(z) = u(—=x), Tu(z) = u(zx),
u € L*(R).

Nous étudions des opérateurs de Schrodinger dans la limite semi-classique P7 symé-
triques de la forme :

pP= _h2(%)2 + V()

La P7T-symétrie de P s’écrit

PPT = PTP,

ce qui revient a poser la condition suivante sur le potentiel complexe V' :
V(-z)=V(x), z e R
Dans le cas d’'un opérateur de Schrodinger auto-adjoint (& potentiel réel) de la forme

d
Py = —I3() + Va(e),

la P7 -symétrie équivaut la propriété que V; est pair :
Vo(—z) = Vo(x).
Nous étudions les cas ot Vj posséde un puits simple pour un niveau d’énergie donné Ey. Nous

utilisons la méthode BKW complexe (en supposant que V; est analytique dans un domaine
convenable).

Ainsi nous arriverons a des conditions de quantification de type Bohr Sommerfeld. For-
mulons nos résultats plus précisément de la maniére suivante :

Soit Ey € R un niveau d’énergie fixé,
Vo € C*(R).
On fait les hypotheses suivantes sur Vj :

Va € N, 3C, > 0 telle que |05Vy(x)] < Co(1 4+ |z])™ ¢, Vo € R.



(H1) Dans le cas ou mgy > 0, 3Cy > 0, telle que
1
Vo(z) = =-[=[™, pour |z| = Cy,
Co
(H1.1) Dans le cas ou mg =0,

1
AC, > 0, telle que Vy(z) > Ey + ok quand |z| > Cj.
0

(H2) V posséde exactement un seul puits de potentiel :

{z € R; Vo(2) < Ep} = [af; B3],
{z € R; Vo(x) < Eo} =]ag; Bl

ol —00 < a < B < +o0. De plus, V(ad) < 0,V{(BY) > 0.
(H3) V, admet un prolongement holomorphe dans un voisinage U dans C de {z € R; V(z) <

Ey}.
Dans ce travail nous étudions des petites perturbations P7 -symétriques de P, de la forme
YILRY
P.=—h (d—) + V.(z), 0 <e <1,
x

Vo(z) = Vo(z) + ieW (x).

avec W est réel et impair,

On vérfie aisément que V.(—z) = V.(z) et donc que P. est PT-symétrique. On suppose
de plus

(H4) W € C=(R;R).

(H5) Avec le méme mq que pour Vj on a :
Va € N, 3C, telle que |05W (x)| < Co(1 + |x])™0~* Vo € R.

(H6) W admet un prolongement holomorphe a un voisinage U dans C de {z € R; Vj(z) <
Ep}.

Dans cette theése, on considére des perturbations P7 symétriques d’un opérateur de

Schrodinger semi-classique auto-adjoint sur la droite réelle, avec un puits de potentiel simple.

On suppose que le potentiel est analytique et on montre que les valeurs propres restent
réelles sous la perturbation.

Définition 1 Si U C C est un ouvert (comme par exemple dans les hypothéses ci-dessus),

V' une fonction holomorphe sur U et P = —h*(d/dx)? + V(2), on dira que a = o(E) € U
est un point tournant pour l’équation Pu = Eu si V(o) = E. Si de plus V'(«) # 0, on dira
que a est un point tournant simple.
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Soit D(Ep,¢) le disque ouvert dans C de centre Ej et de rayon e. Par le théoréme des
fonctions implicites on a :

Proposition 1 Sous les hypothéses (H1) a (H6). 1l existe g9 > 0 telle que pour E €
D(Ey,g0) et ¢ € D(0,¢), l’équation V.(x) = E posséde deux solutions ag(FE,¢), et By(E,¢)
dépendant holomorphiquement de E et & avec ag(Fo,0) = af, Bo(Eo,0) = 7. Ce sont des
points tournants simples pour

P. = (—hd/dx)?* + V.

ot (E,e) € D(Ey,e0) X D(0,¢9), le segment |ag(E, ), By(FE,e)| appartient a U et E —
V.(x) ne s’y annule pas.

On défini la branche continue de la racine carrée, (E —V.(z))2 pour (E,¢) € D(Ey, o) X
D(0,¢9), z €lag(E, €), By(E,€)[ qui est positif quand E est réel et ¢ = 0. Introduisons I’action

Bo(Ese)
I(E,e) =2 / (E = Vi(2))2dz.

ao(E,a)

L’ intégrale se fait le long du segment orienté qui relie ag(E, ) & 5,(E, €).

Proposition 2 Sous les hypothéses (H1) a (HG6), et ¢ positif assez petit, l’action
I(E,¢e) est une fonction holomorphe de (E,c) € D(Ey, ) x D(0,e9), telle que

I(E,e) =I(E,¢), quand ¢ > 0.
0

D —I(F :

eplz'w 9B (E,e) #0

Soit

_1d
Cide
I'opérateur de Schrodinger sur R, est défini comme un opérateur fermé non borné L?(R) &
domaine

P.=hD? +V.(z), D,

N

D(P.) = {u € L*(R); v/, u", (x)™u € L*(R)}, (x) = (1+ z?)

Il est clair que le spectre de P. dans D(FEy,eq) est discret pour € € D(0, ), et eq positif
assez petit.

Dans le cas ou € = 0, P, est auto-adjoint, donc les valeurs propres dans D(Ey,eo) sont
réelles et on a méme,

1
inf o.ss(Fy) > By + —.
Inr o (0) 0—|—C

Il est bien connu dans ce cas, que les valeurs propres sont données par une condition de
quantification de Bohr Sommerfeld (voir p.ex. [24], ch II, section 10, [26], exercise 12.3).

Théoréme 1 Sous les hypothéses (H1 et H2). Il existe €q, hg > 0 et une fonction réelle
I(E; h) de classe C* sur |Eg—eq, Eg+eo[%]0, ho[, admettant un développement asymptotique
suivant :

I(E;h) ~ I(E) 4+ hIi(E) + ..., h—0
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dans l’espace C® (| Eg—eq, Eo+eol), telle que les valeurs propres de Py appartient & |Eqy, —eo, Fo+]
go| et sont données par la condition de Bohr Sommerfeld :

3k € Z, E = Ey, 1(Eg, h) = 2krh.

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de ce travail.

Théoréme 2 Sous les hypothéses (H1) a (H6). Il existe g > 0 et hg > 0 tels que
o(P.)ND(Ey,e0) C R quand 0 < e < ey, 0 < h < hg. Plus précisément, il existe une fonction
I(E, e, h) sur D(Ey,c0)x D(0,0)x]0, ho[, holomorphe en (E,¢) admettant un développement
asymptotique _

I(E,=:h) ~ I(E,e) + hI(E,&) + ..., h—0

dans espace des fonctions holomorphes sur D(Ey,eq) X D(0,¢eq), telle que I(E,e;h) € R
avec E,e € R, et telle que pour € €]0,e9| les valeurs propres de P. dans D(Fy,eq) sont
données par la condition de Bohr—Sommerfeld :

3k € Z, E = By, 1(Ey,e;h) = 2krh.

L’objectif principal de cette these est de voir la réalité de spectre d’opérateur de Schro-
dinger sous la perturbation.

Le plan de la these est le suivant :
Une introduction, six chapitres et deux annexes :

Le premier chapitre est intitulé : "Méthode BKW complexe en général", il consiste en
des brefs rappels d’analyse semi-classique, de définitions, de résultats concernant la méthode
BKW complexe que 'on utilisera tout au long de ce travail de these.

Le deuxiéme chapitre intitulé : "Analyse BKW prés d’un point tournant simple", propose
une méthode de calculs des Wronskiens qui engendre une connexion entre les solutions exactes
de I’équation de Schrodinger.

Le troisiéme chapitre intitulé : "Solution BKW dans L?", donne les solutions de I’équation
de Schrédinger dans L?au voisinage +0o et —oo respectivement, leur existence en utilisant
la théorie des équations différentielles partielles et leur développement asymptotique.

Dans le quatriéme chapitre intitulé : "Solution BKW prés du puits", la candidate s’inté-
resse a I’étude du choix de la phase et du symbole principal, afin de déterminer la solution
BKW exacte dans le Secteur de Stokes.

Avec un calcul bien précis et approprié, elle obtient ’action entre chaque deux solution
au voisinage du point tournant simple, le point crucial est de définir le choix de la racine
carrée.

Le cinquiéme chapitre intitulé : "Quantification de Bohr Sommerfeld pour un puits de
potentiel sans P7 -symétrie", est consacré a 1’étude du choix de la branche holomorphe et
a la détermination les zéros du Wronskien qui ne sont que les Valeurs propre de 'opérateur
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de Schrodinger sous la condition de Bohr Sommerfeld, utilisant le théoréme des fonctions
implicite dans sa version holomorphe.

Enfin, le sixiéme chapitre portera sur : "Le cas d’un seul puits P7 -symétrique". Il contient
le résultat principal de ce travail (la réalité de spectre du 'opérateur perturbé), une preuve
du théoréme du simple puits est élaboré.

Les annexes sont consacrées & de tres brefs rappels de la théorie spectrale, mécanique
quantique et de flot Hamiltonian.

Une bibliographie est donnée dans cette thése, des perspectives et recommandation sont
également données en fin de travail.



Chapitre 1

Méthode BKW complexe en général

1.1 Introduction et résultats

La méthode BKW nomée Brillouin, Kramers, et Wentzel est une technique de ’expansion
asymptotique pour trouver des solutions approximatives ou exacte pour certains types de
problémes. La plus connue des applications de cette méthode est ’obtention des solutions
de I’équation de Schrondinger indépendante du temps en mécanique quantique.

Comme Brillouin, Kramers, et Wentzel ont beaucoup contribué au développement de
cette méthode, leur application devient la plus populaire. Certains ’appelent la méthode de
Liouville et Green qui avaient fait en 1937 une publication sur cette procédure ; cependant le
pére de cette méthode est peut étre 'un de ces cinq hommes, mais aussi Carlini qui a utilisé
en 1817 une variation de I'approximation pour étudier les orbites elliptiques des planétes.
Cette méthode est appelée WKB, KXWB en Hollande, BWK en france, ou WKBJ (pour
Jeffries qui I'a utilisé dans les optiques géométriques et les approximations accoustiques).
Cette méthode a des applications dans plusieurs disciplines ; notamment, sur les équations
différentielles linéaires d’ordre quelconque, les problémes de valeurs propres, les problémes
de valeurs intiales ou valeurs bornées ainsi que pour I’évaluation des intégrales des solutions
des équations différentielles.

L’approximation de la solution de 1’équation différentielle linéaire a une structure simple
aussi si la solution exacte est connue, il s’agit d’une intégrale élémentaire des fonctions
algébriques bien définies d’'un ordre & un autre en puissance de h, comme les fonctions
d’Airy, fonctions de Bessel, et les fonctions paraboliques cylindriques.

Dans ce chapitre, nous allons revoir quelques éléments de la méthode BKW complexe.
Voir [43], [52], [49] pour plus de détails. Soit U C C un ouvert simplement connexe, dési-
gnons par Hol(U) lespace de Fréchét des fonctions holomorphes surlU muni de la topologie
de convergence localement uniforme. nous étudierons aussi la croissance exponentielle et
les développement asymptotiques des solutions exactes des équations différentielles d’ordre
2 dans la limite semi-classique. nous établissons une condition de quantification de Bohr-
Sommerfeld pour des opérateurs de Schrodinger avec un potentiel analytique complexe a
valeur réel.

13
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1.2 Estimation sur un intervalle

Dans cette section nous intéressons a quelques estimations de base pour les équations
différentielles sur un intervalle. Soit I = [a;b] un intervalle limité, considérons le probléme
suivant

(h0, — P(z))u(z) =0, x € 1 (1.1.1)

Ou P € CY(I; Mat(n;n)), et Mat(n;n) est Pespace des matrices complexe n*n. Utilisant
le résultat de base du probléeme de Cauchy associe a des EDO linéaires, déterminé par

(h0, — P(x))E(x,y) =0, E(y,y) € 1 (1.1.2)

ou E(z;y) € C®(I x I; Mat(n;n)) est la matrice fondamentalle.

Proposition 1.1 Soit yi, (P(x)) = supew (p()) BA, p_(P(2)) = infrew(p)) R

on a :
( x

ag/wAPwmwmxzy,

| E(z,y) I< (1.1.3)

wg/wxpwwwmxSy,

1.2.1 Preuve du Proposition 1.1

Si u = wu(zx) est une solution de (h0, — P(x))u =0, nous avons u(zx) = E(x,y)u(y). De

plus
O (u(r)u(x)) = (P(z)u(z)[u(z)) + (u(z)|P(r)u(r)) = 2R(P(z)u(z)|u(r)),
Dou
2 24 (P(x))|u(z)]*
ool < { o0 BN e
En intégrant cette inéqgalité différentielle, nous obtenons

4 xT

wM{/@AP®MUWMMW7x2%
Ju(@) | <

mmg/m<Pwmwmmwm%xS%

\

Telle que u(y) peut étre choisi arbitrairement alors, on a (1.1.3).

Remarque 1.1 Pour v = y on a ho,E = —hd,E et par conséquent ho,E(x,y) +
E(z,y)A(y) =0 quand = = y.
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D’autre part

(hd, + P(x))(hoyE(x,y)) = 0,
(hO. + P(x))(E(z,y)P(y)) = 0,

ainst

(h0, + P(x))(hoyE(x,y) + E(x,y)P(y)) =0, dans I xI.

De T'unicité de probleme de Cauchy, nous déduisons la deuxiéme équation différentielle
pour la matrice fondamentale

hOyE(z,y) + E(z,y)P(y) =0, 2,y € I. (1.1.4)
De (1.1.2), (1.1.4) nous obtenons
(hdzx)! (hdy)*E(z,y) = O;x(1) ot & = y.

Alors, on différentie plusieurs fois (1.1.2) en x et y, nous obtenons une équation diffé-
rentielle non homogene pour (hdz )’ (hdy)* E(z,y), que nous résolvons en utilisant la matrice
fondamentale E(z,y).

En effet

| (ROx) (hOy)"E(x,y)|| < Cjx + RS de (1.1.3).

Nous obtenons des estimations pour hdxFE et hoyE directement des deux équations
différentielles pour F, si j = k = 1, En écrivant

(h0, + P(x))hoxhdyE(x,y) = (hdxP)hoyE(z,y),

En intégrant
hoxhoyE(x,y) = / E(x,t)((ho,P)hO,E(t,y)dt + hoxhOyE(y,y).
y
Pour fixer les idées, nous supposerons que n = 2 c’est a dire

o(P(z)) = {\(x), Aa(2)}, M () # Aa(z), 2 € 1. (1.1.5)

Il est clair que P(x) est diagonalisable et plus précisément il existe

Up(z) € C(I; Gl(n)), (1.1.6)

ou Gl(n) C Mat(n,n) telle que

U (2) P ) Up () = ( M) A;()z) ) . Ao(a). (1.17)
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Puis

Uy H(x)(hdx — P(2))Up(z) = @Ugl(x)?rx(Uo(x)) —Ao(x), (1.1.8)

J/

=:—Bj (z)

< A1 (x) + hbyq () hbya(x) >
hb21 (CL‘) )\2(1’) -+ hbgg(ﬂf) ’

Nous avons 1’équivalence

(hdz — P(x))(Up(x)u) = 0 < (hdx — (Ao(x) + By(x)))u = 0.

Si F'(z,y; h) est la matrice fondamentale pour (hOx — (Ag(x)+ Bi(z))), on a des relations
(équivalentes),

E(z,y;h) = Us(x)F(z,y;h)Us " (y), (1.1.9)
F(z,y;h) = Uy (2)F (z,y; h)Uo(x)).
De plus de (1.1.5) nous supposons,
R 1 (z) > R (2),z € 1. (1.1.10)
Alors
iy (Do) + hBi(2)) = R\i(w) + O(h),
p_(Mo(@) + hBi(z)) = Rxa(x) +O(h),
et la Proposition 1.1 donne
1 rz
exp ¢ ["RXN(H)dt + O(Jlx —y|, x>y
: < Yo 1.
1wl < { exp( [ RAa(t)dt + Ol —yl. 2 <y (L.L11)
Comme précédemment, nous avons
|(ROz) (hOy)" F(z,y)|| < Cjx+ RHS de (1.1.11) (1.1.12)
Théoréme 1.1 Sous les hypothéses (1.1.5) et (1.1.10), nous avons
1 x
; . ‘ [ expy fy R\ (t)dt, = >y,
0y (hon)* Bl )] < Coad 0T gt o < (1113

Ceci suit de (1.1.10), (1.1.12), (1.1.13).
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Soit C' = ( 211 212 ) € C*(I; Mat(n,n)), considérant 1+hC'(z) qui est inversible pour
21 C22

h assez petit avec I'inverse

(1+hC(z))™t =1—hC(x) + h*C(z) — ...

la ou la série est convergente mais sera étudié en tant qu’asymptotique, alors

(1+ hC(z)) ' (hdz — (Ao(z) + hBy(2))(1 4+ hC(x) = hdz — (Ao(z) + h(—C(z)Ag(z)
+C(2)Ao(2) + Bi(2))) + O(h?)

= hdz — (Ao(z) + h[Ao(z), C(z)] + By(x)) + O(h?),

nous avons donc

[Ag, C] = ( O —OAl)cm (M —OAQ)CH ) |

Choisissant ¢1; = ¢ = 0, ¢jn = —bjn/(N\j — M), k # j. Avec Uy(z) = Up(x)(1 + hC(x)),

on trouve

Ai(x) + hby1(x) 0

7 (e )L _ T (e ) — _ 2
Uy(x;h) ™ (hOx — P(x))Uy(x; h) = hox ( 0 No(z) + hbsa() + O(h?),
(1.1.14)
ou le dernier terme a un développement asymptotique en puissance h.
Proposition 1.2 [49]Sous I’hypothése (1.1.5), on a
U(x,h) ~ Up(x) + hUy(x) + h*Uy(z) + ... € C°°(I; Mat(n,n)) (1.1.15)
avec Uy H(x) € C=(I; Mat(n,n)), telle que
Ui(x; h) " (hox — P(z)Uy(x; h) = hdox — A(z; h), (1.1.16)
ou
A(z; h) ~ Ao(z) + hAy (z) + B2 Ay (x) + ...dans C™(I; Mat(n,n))
Ou chaque matrice A; est diagonal, et vérifie
5\1(.%" h) 7'12(513" h)
A(z;h) = ' S k(s h) ~ 1.1.1
(JZ, ) ( 7’2’1($; h) )\g(a:,h) ,ijk(:L‘, ) 0 ( 7)

)\j(l‘, h) = )\](I‘) + ]’L/\jJ(I‘) + h2)\j72(113) + ...
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Utilisant ce résultat, il est facile de trouver les solutions asymptotiques formelles.
La discussion dans cette section peut étre appliquée a 1’équation de Schrodinger

(—(hdy)? + V(z))v =0 (1.1.18)

En introduisant

(1.1.18) est équivalente a :

(hd, — P(x))u = 0,00 P(z) = ( v ) (1.1.19)

Les valeurs propres de P(z) sont +V (z)z, la condition (1.1.5) est équivalente au fait que
V(z) # 0 pour tous x € I, ou en d’autre termes il y’a aucun points tournant dans I.

1.3 Equation de Schrodinger dans le domaine complexe

Soit U un ouvert simplement connexe. Soit P(z) € Hol(2;Mat(2.2)),w € O et uy € C?,
il existe une solution holomorphe unique u = u(z) € Hol(U; C?) de probléme de Cauchy

(h0, — P(2))u(z) = 0 dans U, u(w) = ug (1.2.1)

on peut ecrire

u(z) = E(z,w)ug (1.2.2)

ou E(z,w) est la matrice fondamentalle.
Comme dans (1.1.5), nous supposons P(z) a des valeurs propres distinctes :

o(P(2)) = {M(2), A2(2)} o A\ (2) # Aa(2),Vz € U. (1.2.3)

Alors comme dans (1.1.7) nous avons

U1 (2)P(2)Up(2) = ( M) A;éz) ) i Ao(2), 2 €U (1.2.4)

De ceci nous obtenons une analogue de la Proposition 1.2.

Proposition 1.3 Sous l’hypothése (1.2.1) on a

U(x,h) ~ Up(x) + hUy(z) + h*Ui(x) + ... € C°(Q; Mat(n,n)) (1.2.5)
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avec Uy H(x) € C=(Q; Mat(n,n)), telle que
Uy(z;h) Y (hdz — P(2)Uy(2; h) = hdz — A(z; h), (1.2.6)
ou
A(z;h) ~ Ao(2) + hA1(2) + h2Ay(2) + ...dans C™(I; Mat(n,n))
et chaque matrice A; est diagonal, ainsi

M(z;h)  r1a(z;h)

Az h) = ( roa(2:h) o2 h) ) rik(zih) ~ 0 (1.2.7)

5\]’(2; h) = )\j(Z) + h)\j@(l’) + h2)\j’2<2) + ...

Pour tout K € €, l'inverse de U(z, h) existe pour 0 < h < h(K) pour h(K) > 0 assez
petit

Corollaire 1.1 Soit o, une fonction holomorphe dans U avec go;(z) = \j(2). Il existe

a(z; h) ~ ag(z) + hai(2) + hay(z)...dans Hol(U)

telle que ag(z) # 0 et ap(z) € N(P(z) — \;(2)), V2 € U
et
(h0. — P(2))a(z; h)e¥i &/ = r(z;h)e?s @/ 1 ~ 0. (1.2.8)

1.3.1 Preuve du Corollaire 1.1

Posons ©;(z,h) ~ ¢;(2) + hg;,(z) + ... une fonction holomorphe primitive de Aj(z; h).
Ainsi e? &N/ = g (2 h)e?i®/P a(z;h) = 14 ha;(2) + ...et si vy, vy est la base canonique
dans C?, nous avons

(R, — A)(ePs/hy ) = O(h)essE/h,

On définit a depend de j par

a(z; h)efiEh = U (2, 1) (P53 My,

En examinant directement les équations pour ag et a1 de la forme (1.2.8), nous voyons qu’a
ao(z) = Conste;j(z) quand j = 1.2 respectivement, ou e;(z) sont les sections ne s’annulent
pas du N'(P(z) — A;) : que nous avons construit avant (1.2.5).
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Soit 7y : [a,b] > t — ~(t) € U une courbe avec ¥(t) # 0. si nous limitons 1’équation
(hd, — P(z)) =0 a -, nous avons

(hdy = 4() P((1)))u(y(t)) = 0, (1.2.9)

Nous déduisons une estimation générale de la matrice fondamentalle
IE(Y(t), v(s); k)| < O(1)en o maxi=12REEA ((m)dr (1.2.10)

pour a < s <t <b.

Maintenant, nous supposons

REOM (1)) = R(Y()A(1(1))),a <t <b. (1.2.11)

En intégrant ’exposant de (1.2.10) on a
t
/ RO (y(r))dr = R / —(p ))dr = R(p,(7(7)) — ¢, ((7))) (1.2.12)

De la méme fagon (toujours avec s < t)

IECy(#), 7(s); W]l < O(1) exp (3?901( (s)) = R, (7(s)))- (1.2.13)

Théoréme 1.2 Sous I'hypothése (1.2.11), s0it U,y (25 h) = gy (23 h) ¥/ la solution
asymptotique d’équation (h0, — P(z))ugw =~ 0 . Alors il existe une solution exacte u(z;h)
e (hd. — P(2))u = 0 tel que u(z;h) — Uy (2;h) = O(h®)e?i®/M quec tous ses dérivées
dans v([a, b)).
Si nous renforgons 'hypothese (1.2.10) a

REOM (1) > R(Y(H)Ae(v(D))), 0 <t <. (1.2.14)

Alors u(z; h) =g, (2;h) = O(h*®)e?i /" dans vois(]a, b], U) et vois([a, b], U) pour j = 1
et 2 respectivement. 0

1.3.2 Preuve du Théoréme 1.2

Dans les cas j = 1 et j = 2 sont fondamentalement équivalentes et mous choisissons
j =1 pour fizer les idées.
Soit u(z; h) une solutions exacte unique telle que u(y(a)) = uy,, (v(a)) et rappelant

ho, — P)u =r(z:h)ePr G/ p
( ; :

BKW
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de sorte que

u<z) - UBKW(Z) == /( )E(Z,w; h)r(w; h)ewl(w)/hdw_
v(a

Si z = v(a) nous intégrons au long v et utilisons la formule (1.2.12), nous obtenons la
conclusion désirée d’hypothése (1.2.11).

D’aprés Uhypothése (1.2.14), il est suffisante de prendre une famille de courbe v, (t) :
a,b+¢e|] — U, s € vois(0,R) commencgant de ~(a) avec vy =~ telle que les itmages de
0|[a,b]

v remplissent le voisinage de v([a,b]). O

On considére maintenant 1’équation de Schrodinger

(~(hd)> + V(2))u =0, (1.2.15)

ot V' est holomorphe dans U (un ouvert simplement connexe). Ecrivant

"= <hgu)

nous obtenons un systéme équivalent au systeme du ler ordre

(hd + P)ii = 0, (1.2.16)

ro=(23)

Les valeurs propre de P(z) sont V (2)/2, ainsi la formule (1.2.11) équivalente a la condition
de V(z) # 0 partout dans U c’est a dire qu’il n’y a pas des points tournant dans U.

ou

La discussion ci-dessus peut étre appliquée le faite que o, = V(2)Y2, p, = =V (2)¥/?
ensuite on fixe la branche holomorphe de la racine carrée V'(z).

Ceci donne une approche alternative & la construction des solutions asymptotiques &
(1.2.15).

1.4 Prolongement du développement de BKW

Dans cette section, on va exposer brievement la méthode BKW complexe pour I’équation
de Schrodinger, on cite I’équation eiconale et les équations de transport.
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1.4.1 Solutions formelle de I’équation de Schrédinger

Soit V' € Hol(U) un potentiel tel que

V(z)#0, ze U. (1.3.1)

On consideére I'équation de Schrodinger

Pu:<—W(£)2+V@0u@%:O (1.3.2)

dans U, et on cherche d’abord une solution BKW formelle de la forme :

u(z; h) = a(z; h)e#/h (1.3.3)

ol a(z; h) a un développement asymptotique formelle sous forme

+o0
a(z;h) ~ Z a;(2)h! (1.3.4)
j=0
dans 'espace Hol(U).
En considérant le développement formel en puissance de h on a :

efigo(z)/h(_hZaZZ + V(Z))eiv(z)/ha(z; h) = 0’

on trouve

(—(h.)* + ¢'(2)? = 2ig'hd. — ihg" + V(2)) a(z) = 0.

On est amené & choisir une solution ¢ de I’équation eiconale

(¢'(2)* +V(2) =0, (1.3.5)

qu’on peut facilement résoudre sur U.

Proposition 1.4 On suppose qul n’y a pas de points tournants c’est a dire que V(z) # 0
pour tous z € U. L’équation eiconale posséde deux solutions holomorphes a des constantes
pres, données par :

olz) = i/z(—V(w))%dw, (1.3.6)

ot zg € U. Ici (=V(w))2 désigne une branche holomorphe de la racine carré de —V (z) sur

U.

Il reste ensuite a chercher un développement formel (1.3.4) tel que
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<3zg0(z)5z + 8Z§(Z) - z'th) a(z;h) = 0. (1.3.7)

En annulant successivement les puissances de h, on trouve une suite d’équations de transport :

62
(990 + =7 )0 = 0,
2 2
(000, + E0)m = i, (138)
2 2
(0,00, + 8/;0)@;g = i%akl, k>1.

La solution de la premiére équation de transport est donnée par

IS

ap(z) = C(9.9) 72 = O(=V(2)) 1.

Proposition 1.5 Soit zy € U et fixons une solution de I’équation eiconale (1.3.5). Soient

ad, a¥, a3, ... des nombres complexes arbitraires. Alors il existe une unique solution BKW

formelle de 1’équation (1.3.2) de la forme (1.3.3), (1.3.4) avec

ag(zo) = ag, ai(z) = a(l), as(zy) = ag,

Le résultat suivant permet de passer des solutions formelles & des solutions exactes en res-
pectant la régle fondamentale de la méthode BKW complexe qui est de se déplacer toujours
dans la direction ou le facteur phase exp(ip/h) est croissant en module, donc en particulier
transversalement aux lignes de Stokes.

Théoréme 1.3 Soit —0o < b < c¢ < oo et y:[b,c] — U une courbe de classe C*, telle

que L(—Imp(y(t)) >0, b <t < c. Soit

upkw ~ (ag(2) + hay(2) + ...)e?E/Mh (1.3.9)
une solution BKW formelle de (1.3.2).
1. Il existe une solution exacte u de (1.3.2) et un voisinage ouvert B de (B) tels que

u(z; h) = a(z; h)e**)/" dans B,

a(z; h) ~ ap(z) + hay(z) + ... dans Hol (B). (1.3.10)

B ne dépend pas du choix de la solution BKW formelle.

2. Il eziste un voisinage ouvert I' de ~(]b,c]) tel que si u est une solution exacte comme
dans 1), alors la description (1.3.10) s’étend a T.

Ce résultat est bien connu. Voir par exemple [49)].

On retourne maintenant a la situation décrite dans la section (intr) et on adopte les
hypotheses (H1) a (H6). Nous avons déja défini le puits [ag, 35] pour Vo — Ep.
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On s’intéresse aux solutions & décroissance exponentielle prés de +oo de ’équation

(—(ho,)? + Vi(z) — E)u(x) = 0. (1.3.11)

Introduisons I’ espace vectoriel (voir Annexe B)

Er =EL(E,e;h) = {u € C*(R); u veérifie (1.3.11) et u est borné sur Ry }.

Gréce a lellipticité de P. — E pres de £00, on a le résultat bien connu suivant :

Proposition 1.6 dim &, = 1, c’est a dire chaque espace est engendré par une seule
solution de (1.3.11) : Ey = Cux. La fonction uy est a décroissance exponentielle prés de
r = to0.

On peut aussi décrire le comportement asymptotique de uy prés de +oo.

Commencons par employer la méthode BKW formelle sur | — 0o, ad — & et sur [3) +
o, +00[ quand dg > 0 et pour gy > 0 assez petit en fonction dy.

L’analyse sur les deux intervalles est essentiellement la méme et on va se concentrer sur
[58 -+ 50, +OO[

L’équation eiconale

(' () + Ve(z) —E=0 (1.3.12)
posséde la solution
M@:{/ (Vely) — E)?dy, « > B+ do, (1.3.13)
Bo(E.e)

ou on choisit la branche de la racine carrée qui dépend continuement de (F,¢) et qui est > 0
quand (E,e) = (Fp,0). Il est alors clair que

%p(z) = O1)(1 + |z|) =+, a eN. (1.3.14)

On cherche ensuite une solution BKW formelle comme dans (1.3.3), (1.3.4). Alors le
symbole a doit vérifier (1.3.7) c.a.d. la suite des équations de transport (1.3.8).

On peut prendre ag(z) = (0,0) Y2 et ar(x) = fr(2)ao(x) avec fo = 1 et

o) =i [(Vila) - B}z
Y
Proposition 1.7 Vo, > 0,3 > 0 et une solution bkw formelle upy,(x, e, E,h) =

(ao(z, e, E) + hay(z,e, E) + ...)e?@EA/ M définie pour x €]B, + 6o, +00[,e € D(Ey, &), €
D(0,g0) ot a; est C™ en z holomorphe en (E,¢) de (—h*02+ V.(x) — E)upkw = 0 telle que
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et
—mg _
4 o

|07 a0l < Cal|1+ |2])
et la formule générale est donnée par]
0% apa] < Ca|1 + Ja]) "3 DD

Preuve de la Proposition 1.7 : Les équations de transports sont définis par le systéme
d’équations suivant :

0.0, + 1% )ay = i ag

{ (0.6(2)0: = %2)ag = 0
(

pour résoudre ce systeme il fallait bien de choisir une des méthodes de résolutions des équa-
tions différientielle ordinairs, on prend ici la méthode de la variation des constantes , alors

POSONS :
a; = fag

D’aprés le developpement de taylor on trouve

2
0.0(2) sy = 1200
2
Opp(x)0y fag = iaxzao,
o aiao _ _mo_o
&Ef—zm—(’)(lerI) ;
f . Oiao _mg_q

“+o00

donc I
Oar = O(1+ [y~ H1e,

Hypothése de récurences
0%ay = O(1 + |z|)~ KD

et
Qp4+1 = fao

on vient & dire que

o2
Ouf = i %% _ O(1 + o)~ 5 K425 4" o
20,0(z)ao )
Fm i BT g o1 a0
20,¢(x)ag )

on déduit
O anes = O(1+ Jaf) s (DG,
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et
i d.a 92a
Oufr = O2fr1 + 27220, f + 2 frn |, k> 1L (1.1)
20, ao ao
Par récurrence sur k£ on voit qu’on peut trouver des solutions fi, fs, ..., tels que
9 fr = O(1)(1 + [af)FHHmo/D7er (1.2)

donc pour les
ag, Ogar(z) = O(1)(1 + |3;D_m0/4—k(1+m0/2)—o¢‘



Chapitre 2
Solutions BKW dans L?

Dans ce chapitre, nous nous nous intéressons de voir les solutions de I’équation de Schro-
dinger (1.3.2) dans L? au voisinage +00 et —oo respectivement. L’existence de ces solutions
en générale dans la théorie des équations différentielles partiales lorsque P. — F est elliptique
a linfini pour £ € D(FEp,£p). Nous avons intéressez en leur développement asymptotique
quand h — 0.

Proposition 2.1 Soit §g > 0, Il existe g = o(0g) assez petit, pour tout (E,e) €
D(Ey, o) x D(0,¢0), et pour x €35 + 6o, +00[, les équations (1.3.8), (1.3.12) définit dans
Vintervalle |83 + 6, 400, la fonction

o(z, E) :z/; (Vo(t) — E)z2dt, (2.1.1)

0(Ee)

et analytique en (F,€), qui résolut I’équation (1.3.12).

Rappellons que 'application ¢t — (V.(t) — E)% est réel et positive dans |37 + &g, +o00|
quand € = 0, Alors

Re(ip(x, F)) < 0. (2.2.2)

Pour la serie formelle 50 ajh? définit dans la Proposition (1.3.5), on peut associer la
fonctrion a par ce qu’on appelle la construction de Borel, mettant

a(x,E, e, h) = Z a;(x, E,e)h x(\;h)

>0

pour une fonction y € C§°(R), une suite ();) de nombre réel telle que \; — +oo quand
J — +oo (voir [21, Chapitre 2]).

Proposition 2.2 Véq > 0, Jeg > 0 tel que pour (E,¢) € (Ep,c0) x D(0,¢q), l’équation
(1.3.11) ait une solution approzimative holomorphe en (E,€) de la forme

Pty (2, E, g, h) = e+ @2/ My (3 B e R, (2.2.3)

27
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o,

r(z,E,e,h) = O (14 |z )™). (2.2.4)

a® (@, h) =Y al (@)l = O < o~ N k), (2:2.4)

Nous construisons maintenant la solution BKW u, dans I'intervalle |3 + 6o, +00].

Tout d’abord, nous essayons de mettre quelques estimations pour la solution de I’équation
de Schrodinger non homogene

—h*u" + (V. — E)u = v, (2.2.5)

dans un intervalle de la forme I, = [%, %], pour A grand. Par une simple notation nous
écrirons

Q(x) = Qpe(r) =V. - E,
En mettant

T =X+ A7,

pour que T € [—%, %] En multipliant par A~ I’équation (2.2.5) est équivalant

(h?D2 + Q(%))& = #, dans [—%, %], (2.2.6)
ou

h B
NTrmo/2’ QT) = A""Q(x), 9(T) = A\""v(x).

Notons en particulier Q =< 1, et Q) = O(1) pour tout k > 1. Comme dans [49, Chapitre 7],
nous écrivons (2.2.6) comme un systéme du premier ordre,

iL:

(hDs + P(Z)U =V, P(7) = (Q?j) _01) U= <hgu) V= (2) (2.2.7)

Proposition 2.3 [49] Soit £ = (£,;) € C=(I x I, Ma(C)) la solution fondamentale du
systéme (2.2.7), pour tout j,k € N, pour chaque Cjj > 0,telle que

. o 1 o o
1(h0z) (h05)*E(Z, 9| < Cja exp(= [ Im (%) — Tm &(7)]),
ot ¢ est la solution de l’équation eiconale associée a (2.2.6).

la solution @ de (2.2.6) satisfait, pour Z,¢ € [—%, 5],

(i) =26 (i)
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Puisque i¢(Z)/h = ip(x)/h, ou ¢ est la solution de I’équation eiconale associe a (1.3.12),
nous avons aussi, avec u(z) = a(Z),

() =869 (2 B0)

1€ D) < Cexp(y]Tmp(e) — Imp(y)]).

avec

En remplagant A par |z| on trouve

(hg(f():):)) =&y (hg%()y)) ’

1 0 4 1 0
g(xay) = (0 ’m‘m0/2> g(l’,y) (0 |y’—m0/2) )

Soit € = (g(m)) € O®(I x I, M5(C)) la solution fondamentale du systéme (2.2.7), pour
h >0, et u(z) est la solution de (2.2.6), nous avons

() =209 (&)

IE@E 9l < CGXP(%I Im(x) — Imp(y)|). (2.2.8)

ou

avec

et £ satisfait I'estimation (2.2.8) peut étre avec une autre constante C' > 0.
En générale 3) + dp < < y, nous écrivons

E(x,y) =E(x,x1)E(x1,22) ... E(Tn, y),

ou chaque des intervalles [z;, ;41] est contenu dans I, nous obtenons

n(< 1 —m
€, y)| < CTHOUED exp(o-| Tm () — Tmp(y)|y ™.
En particulier nous avons, pour tout 5g4dp < 2 < v, et le faite que x < g, Im (y) > Im (x)

C—mo/2
o) = DD () m(oty) — ¢(2))), (2:29)

Nous considérons de nouveau la fonction w4 ks, €t notons uy la solution unique de 1’équa-
tion de Schrodinger (2.2.5) tel que

UA()\, Ea &, h) = qu,bkw()\? Ea &, h)7
hDuy(\, E e, h) = hDuy ppw(N, E, €, h).

Nous avons

PE<1[58+50,)\} (un — Uy phw)) = 1[88+50,A]’
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Proposition 2.5 [49] II existe C > 0 arbitrairement grand dans (3.42), pour tout
(N,k) € Nx N, et pour x €]85 + 6o, A],

. A
(3
(@) = s aale) =~ | Ealoy)r)dy
et
ul?(x) — ul () = O(RN (1 + |z]) ~Nem et/ (2.2.10)
et, pour \; < Ao € RT assez grand,
ul (@) — ul) (@) = ORN (1 4 Ja) "N A;Ne Tmel)/my, (2.2.11)

Ainsi, la famille (uy) converge vers des fonctions u, , lequelles sont des solutions exactes de
(1.3.11), et (2.2.10) on alors :

ulP (@) — ul, (@) = ORN (1 + |af) Ve tmel@/n)

2.1 Solutions BKW exacte de ’équation de Schrédin-
ger

Par des arguments standard d’équations différentielles ordinaires on peut ensuite passer
des solutions formelles aux solutions exactes pour arriver a :

Proposition 2.6 Vd, > 0, Jeq > 0 telle que pour (E,e) € (Ey, o) x D(0,e), l’équation
(1.3.11) ait une solution holomorphe en (E, <) de la forme

uy (2 h) = a(z; h)e?@™M on a(z; h) ~ Z a;h? sur [B) + 0o, +00] (2.3.1)

J=0

Pour tout (N,a) € N* x N, il existe une constante Cy o > 0 telle que

=2

m mqo

0%(a(z;h) = > ap(@)h*] < Cyoh™ (1 + |z])~ NG D (2.3.2)
J

Il
o

pour x € [B) + 6o, +ool. Ici ag = (0pp) V% et ap vérifie (2.3.1), De plus u, appartient &
L?([Bo+00, +o0]).

2.2 Preuve du Proposition 2.6

Il reste seulement & prouver que la solution u, appartient a L*([BY + 0o, +00]). Les
hypothéses (H1), (H2) implique qu’il existe C' > 0 tel que Re(V.(z) — E) > % pour tout x
assez grand, ainsi nous avons pour x €)3y, +oo| assez grand,

xT

Re(ip, (x)) = ~Re [ (V) ~ B)hat < -

. 24.1
: e (24.1)
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D’autre part, estimation (2.3.2) pour N =0, k =0, donne a(x, E,&) = O((1 + |x|) ~™0/4),
Alors u, € L*([B) + o, +00]). O

Remarque 1.2 Il est clair qu’on a le méme résultat pour u_ € L*(R™) qu'il n’ y a pour
n’importe quel dy > 0, une solution BKW dans | — oo, o, —do] de la forme

u_(z,E,e,h) = a(z, B, e, h)e- @/l (2.4.2)

ou la phase ¢_ est défini par

io (2, B,e) = / (Va(t) — B)¥dt (2.4.3)
ag(E,a)

ou la détermination de ¢ — (V.(t) — E)2 est fixé de la maniére suivante : pour z €] — 0o, ad —

8o], (‘on choisit la branche opposé de la racine carrée (V.(z) — E)z)

Re(ip_(z, E,¢)) < 0. (2.4.4)

dans le méme sens que dans (2.3.2), on a:
a(xz,E e, h) Zaa z, B ¢€) (2.4.5)

Ol Uy = €9=/" 3722 a;h est la solution BKW analytique en (E, ) € D(Ejy, o) x D(0, ).



Chapitre 3

Analyse BKW prés d’un point
tournant simple

3.1 Cas d’un seul point tournant

Dans ce chapitre on suit la présentation dans [49] de prés. Soit Q2 C C un ouvert simple-
ment connexe, V € Hol (Q2).
Soit zg € 2 un point tournant simple pour V(z) — E si

Vi(z) — E =0, V'(z) #0. (3.1.1)

Soit donc zg un point tournant simple. Quitte & diminuer 2 autour de zg on peut supposer
que zp est le seul point tournant de V' (z) — E a savoir que V' (z) — E # 0 pour tout z € Q\{z}.
Dans z € Q\{20} on peut résoudre localement 1’équation eiconale

c’est a dire

1
(¢'(2) = (V(z) — E)?
mais comme Q\{zp} n’est pas simplement connexe il n’y pas de choix holomorphe (glo-

bale) de branche de la racine carrée
Si on commence en un point z; on peut prendre

en intégrant le long de chemin qui relie z; a z .Sur la figure 3.1 on indique deux chemin
différents qui donne des valeurs différentes de ¢(2)

Une analyse plus détaillée montre que la solution générale d’équation eiconale est de la
forme

32
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21

Zr\m/

Fic. 3.1 — Chemin de l'intégrale de la branche de la racine carrée

o(z) = ;F(z)zg + cst (3.1.2)

si on suppose, pour simplifier les notations que zp = 0.Ici F'(z) est une fonction holo-
morphe dans §2 qui vérifie

F(0) = V(0)z, (3.1.3)

On choisit la constante dans (3.1.2) égale a 0.

Définition 3.1 Une courbe v de classe C* dans Q\{0} est appelée ligne de Stokes si

Re p(2)]|q = cst.

et une ligne anti Stokes si

Im ¢(2)|q = cst.

Remarque 3.1 la définition 3.1 ne dépend pas du choix de la branche de la racine carrée
dans (3.1.2). A partir de (3.1.2) on peut montrer qu’il y’a trois lignes de Stokes v, 71,71
partant de 0.

On adopte la convention que 0 € ;. Les trois lignes de Stokes délimitent trois ouverts
Y 0r 2.1 2o comme sur la Figure 3.2

Pour chaque j on choisit la branche ¢ = ¢; de (3.1.2) qui vérifie Re p; <0 dans ., ¢;
se prolonge comme solution de I’équation eiconale & 2\, et on a Rey, > 0 dans } ,, pour

k # 7.
Remarquons que ¢ et ¢, sont bien définis dans U, Uy, et vérifie g, + ¢, = 0.

Plus généralement ¢, +¢;,, =0dans ), U>, ., >, Uy, avec la convention que Z/37Z
(c’est & dire y_; = 7,).
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Y2

Yo 20

Y1

Fic. 3.2 — Lignes de Stokes et Secteurs de Stokes prés d’un seul point tournant

D’apres la méthode BKW exacte pour I’équation (1.3.11) admet 3 solutions exactes dans
Q, u,,u,,u, tel que dans 2\, on ait :

(2 h) = a:(z: B)e®i@)/h
w(25h) = ;=5 h)e dans Hol(@\1). (3.1.4)
Gj(Z;hJ m,aﬁo(z)<+-ha$1(z)—%.“
1
ol ajo(z) = m et on peut choisir librement la branche holomorphe dans Q\fyj de
J

la racine carrée.

Pour chaque j on voit que u_,u ., sont linéairement indépendants, donc u ., u. , forment
J Jj+1 3 i+l

une base dans

N(P —FE)={ueHol(Q): (P— E)u=0}, (3.1.5)
P= —h%%f + V().

W(u,v) = hvd,u — hud,v.

est constant. On sait aussi que W(u,v) = 0 si et seulement si u et v sont linéairement
dépendants.
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En appliquant les asymptotiques de u; et w;41 dans (3,U ;) nous voyons que W(u;, uji1 )]
a un développement asymptotique en puissances de h

W(uj, ujs1 ) = hujOpujrr — hujyg Oyu,
= h[(a? s (@ iDg; (x) [heter (/)
_ (aj+1eiwj+1(x)/h(ajia@j (x)/hei‘pj(x)/h))]
= e O (@ iy ) fhe )
— (@ (104, () [ )
= h[—2id’a’ 'O, (x))/h]
; 1 1
(0, (x))7 (—0p;(x))
= +2i + O(h)

alors
W('LLU, (51 ) = —2Z‘a070a1’oag00(37))/h + O(h)
_ o 8(pj($)
a@j(ajp
= 2i + O(h)

+ O(h)

de la méme maniére on obtient

Comme u; et u_; forment une base dans N (P — E), alors ils existent ¢; et c_; tels que

Ug = C_1U_1 “+ ciuq (316)

Pour déterminer ¢_1, ¢, on calcule le Wronskien W(ug, ux), k = £1;

W(ug, u1) = coaW(u_1,u1) + ey W (ug, uq),

alors W( )
Up, U1
i =—T2 =41+ 0O(h 3.1.7
C1 W(U_l,U1) + ( ) ( )
De méme W( )
Up, U—1
=—— 2 =414+ 0(h 3.1.8
C1 W(Ul,u71> + ( ) ( )
En générale
c; =1+ O(h) (3.1.9)

Remarque 3.2 Plus tard on fixe le choix des branches de la racine carrée (¢} ()2 et
déterminer les signes .
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3.2 Rappel des lignes de Stokes

Dans ce qui suit, nous présentons quelques définitions et résultats fondamentaux qui
seront utilisés dans tout ce chapitre.

On s’intéresse aux solutions de (1.3.2) qui dans certaines régions prennent la forme
a(z; h)e?®)/" (sans facteur i dans I’exposant pour simplifier les notations).

Considérons 1’équation eiconale,
O(2) = V(z)2 3.2.1

dans un voisinage de 0. (On diminuera €2 autour de z = 0 chaque fois que cela nous arrange.)
Il est clair que ¢(z) sera multiforme en général et pour mieux comprendre la structure
de cette singularité on passe au recouvrement double de Q\{0}.
En posant z = w?, alors

9_19

0z  2wow’
et si on pose XN/(w) = V(z) = F(2)z = F(w?)w?, o(z) = p(w), on F(0) # 0, I'équation
eiconale devient

(3.2.2)

8up = F(w?)22u?, (3.2.3)

ot le membre droit est une fonction holomorphe paire. Si on exige aussi que ¢(0) = ¢(0) = 0,
on voit que p(w) est une fonction holomorphe impaire de la forme

~ 2 -~ -~ 1 1
o(w) = gF(wz)w37 ot F(0) = F(0)2 = V'(0)=. (3.2.4)
Dans les coordonnées z on obtient une fonction double,
2~ 3
o(z) = gF(z)w. (3.2.5)

Définition 3.2 On appelle ligne de Stokes une courbe v : [a,b] — U de classe C*, telle
que

m / (~V(y(r)3dy(r) = 0 (3.2.6)

pour tout s,t € [a,b]. Autrement dit, Im ¢ doit étre constant sur toute ligne de Stokes.
Notons

/ (=V(o(r))20'(1)dr = Im(p(0(1))) — Tm(p(a(s)),

Proposition 3.3 Soit U un ouvert simplement connexe, telle que V(z) # 0 pour tous
z € U. Soit ¢ la solution de I’équation eiconale dans U, et vy :]a,b|— U une courbe de classe
C! telle que
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Vt €la, b, %(- Tm p(y(1))) > 0, (3.2.7)

Il eziste un voisinage 2 C U de v telle que, pour toutes solution BKW uyp(z,h) =
etPZ)/h > 500 (2)1, il existe une solution u de l'équation de Schridinger (1.3.2) dans {2
telle que

u(z, h) = e?@'ha(z, h), (3.2.8)
ot a € Hol (2)

a(z, h) ~ Zaj(z)hj dans (Q).

k>0

Cherchons maintenant des lignes de Stokes et anti-Stokes qui passent par 0. (Comme on
a supprimé le facteur ¢ dans l'exposant dans les représentations BKW, Re ¢ = Const. sur
chaque ligne de Stokes et par définition Im ¢ = Const sur les lignes anti-Stokes.) Sur de

telles courbes nous avons Re ¢ = 0 ou Im ¢ = 0, c’est a dire Im p? = 0 : Im ﬁ(z)ng’ =0.

Autrement dit, F/(z)22% = ¢ pour un ¢ € vois (0, R) et en prenant la racine cubique nous
obtenons trois courbes 7,

F(2)iz = %3¢ k€ {0,1,2} ~ Z/3Z. (3.2.9)

On obtient la Figure3.3 suivante ou on a pris V/(0) > 0 pour fixer les idées :

Chaque courbe 7, \{0} se décompose en une ligne de Stokes 7, et une ligne d’anti-Stokes
71 . Les trois lignes de Stokes et le point tournant délimitent trois secteurs de Stokes fermés
Y. Dans la Figure 3.3, nous avons aussi tracé quelques lignes de Stokes a l'intérieur de
chaque secteur.

Soit ¢, la branche de ¢ dans Q \ 7, telle que Re ¢, < 0 dans int (X;), ¢,(0) = 0.
Remarquons que ¢, ., et ¢, sont tous les deux bien définis dans 3;, U Xy, et y vérifient

Pr+1 = Pk

D’aprés le principe fondamental de la méthode BKW complexe il existe des solutions
exactes u = u;, j € Z/37Z de I'équation (—(hd)* + V)u = 0 dans Q telles que

{uj(z; h) = a;(z; h)ess

dans int (%,). 3.2.10
aj(z; h) ~ ajo(z) + ha;i(2) + ... (%) ( )

Cette description asymptotique s’étend au complement d’un voisinage arbitrairement petit
de 7; U {0} (qui peut étre atteint de ¥; par des chemins qui ne sont jamais tangents aux
lignes de Stokes).
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21 Y2

Fic. 3.3 — Lignes de Stokes a l'intérieur des secteurs de Stokes prés d’un point tournant.

nr ussi que a; unique a un facteur constant pre u’on peu isir
On rappelle aussi que a; est ea facteur constant pres et qu’o t chois

NI

ajo(2) = (¥}(2)) 72, (3.2.11)

ou pour 'instant on ne fixe pas la branche de la racine carrée.

3.3 Le développement asymptotique de Wronskien

Nous intéressons ici de relier entre les solutions BKW exacte qui sont a l'intérieure de
secteur Stokes (UX;),j = 0.1.2.

Rappelons que si u,v sont des solutions de notre équation de Schrodinger homogéne,
alors le Wronskien

W(u,v) = (hOu)v — uhov (3.3.1)

est constant. Appliquant I’asymptotique de uy et u; en un point de int (X U 34), nous
voyons que W (ug, u1) a un développement asymptotique en puissances de h :



39

W (ug, u1) = 2ap,0a1,00p, + O(h)

2 /
- 0 L o)
S;Zjl (3.3.2)
= = =+ O(h)
—(¢0)
= +2i + O(h).
De la méme fagon
W (uq, =42i+ O(h
(w2, up) = £2i + O(h) (3.3.3)
W(Ug, Uo) =42+ O(h)
On peut déterminer les signes de la fagon suivante : Fixons une branche de (go})l/ 2 comme

ci-dessus pour j = 0, 1,2 mod 3Z. Alors pour deux secteurs de Stokes différents, j # k nous
avons dans 'intérieur de 3; U X5, que

()2 = ik ()2, (3.3.4)

ou vjy, € Z/3Z est impair et v, = —vy ;.

En commencant dans ¥y on fait un tour autour de 0 dans le sens positif et on note que

/ /
1 0
(¢;)1/2 — 5V21 (90’1)1/2 (335)
/ /
0 2

Cela veut dire que si on suit une branche continue de (gpg)l/ 2 autour de 0 dans le sens positif,
alors aprés un tour, on obtient la branche

—(vo,2+v2,1+v1,0) (A \1/2
! (¢0) =

Mais ¢, = V14 pour une branche convenable de la racine quatriéme et si on suit cette
0
fonction autour de 0 une fois, on trouve iV /4.
Ceci donne la condition de co-cycle,

Vo2 + Va1 + Vio = —1 mod 3Z. (336)

Nous pouvons maintenant préciser les signes dans les calculs des Wronskiens ci-dessus :

Wy ue) = —— e+ O(h) = —— 5y 4 O(h) = 2% +O(h).  (33.)

VO ivir /g
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3.4 Détermination du coefficients o

L’espace de solutions est de dimension 2, donc nous avons une relation
Q_1U_1 + QolUg + Uy = 0, (341)

ot le vecteur (a1, ap, a;)? € C3\ {0} est bien défini & un facteur scalaire prés. Appliquant
W (u;,-) & cette relation, on obtient

a_q
(W uj, un))jn | a0 | =0, (3.4.2)
ay
ou plus explicitement,
0 a b o_q
—a 0 ¢ apg | =0. (3.4.3)

Nous pouvons prendre

a_1 C
(%)) = —b 5 (344)
a1 a

donc a un facteur commun prés, nous avons

(3.4.4) permet de préciser les valeurs de a,b,c et de a1, ag, g :

1
a= §W(u_1, ug) = 1"71° 4+ O(h)

1
b= SW(ut,m) = + O(h) (3.4.5)

1
c= §W(u0,u1) ="' + O(h),

(apres 'insertion d’un facteur commun 1/2) ce qui donne

a_q jro. jvo.1
ao | = [ =i | +0m) = [ | + 0. (3.4.6)
o FV—1,0 gv-1,0

Remarque 3.4 Parfois il est plus naturel de changer les notations, en écrivant ip; dans
(3.2.10) & la place de ¢; de telle sorte u;(z;h) = a;j(z;h)e?®/" avec Imp; > 0 dans 5.
(3.2.11) devient alors a;o(z) = (ig}) /2 = V(2)7/* et dans (3.3.4), (3.3.5) on doit remplacer
@ par ip’.
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3.4.1 Analyse BKW loin de point tournant

Dand cette section nous présentons une méthode de calculs des Wronskien loin de point
tournant . On choisit la branche de la racine carré dans chaque secteur (€2/7;).
On pose V(z) = z et
L 12
Y =1z
On considére Dans le secteur ), la solution exacte de I’équation de Schrodinger (1.3.2)
est de la forme

uo(z, h) = a(z, h)e?&M/h (3.5.1)
ou
1 2.3
et 5
o(z) = giz% +O(h) (3.5.3)

3
Dans le secteur ) _,(€2/ ¢=57%) la solution exacte est

ui(z,h) = up(z e i) (3.5.4)

3
2

Dans le secteur > ,(€2/ ¢37%) la solution exacte est

—1(z,h) = up(ze' ) (3.5.5)
On calcul les Wronskiens entres les solutions ug, u; ©_1; nous avons :
W(Uo, (51 ) = huoaxul - hu1 0 U0 (356)
_ [(aoewo( ( ( Je i1 () /h) (aleiﬁpl(@’)/h(iaowg(x)eiwo(x)/h))
= iagar (¢, () — ()
= —2za0a1900(x) + O(h)
o1 1 1
= —2@21/4( 7 )1/4222 + O(h)
—2¢% + O(h)
Par exemple quand argt € |, 7|, on a (7% 2)1 = e "5 21 , de plus
W(Uo, U_1 ) = hanxU_l - hu_1 amUO (357)

= —2a0a,1<p6(:€) + O(h)

1

1
i3+ O(R)
)1 4

T j2m 1 ;x 1 . ]
Pour argt € }g, 7r[ nous avons (€'3 z)1 = €'s 21.0n sait que ug, u1, u_1 sont colinéaire
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Ug = Cp,1U1 + Co,—1U-1 (358)
Alors
W(UO, Uy ) = CoJW('LLl, ul) + 00771W(U,1, ul), (359)
et comme
W(Ul, U,1> =0
On déduit que
W(Uo, ul) = 607_1W(U_1, Ul) (3510)

D’apres (3.5.7), (3.5.9) on obtient

W(u_1,u;) = —2Ces 4+ O(h) (3.5.11)
Pour arg(ei%wz) € }7T,5—7r[ C |-mm| C ]—%,ﬂ ,ona g —kj+ Targz pour k = 0,
on a g + %lar z € %,ﬂ C }—%,ﬂ et pour £ = —1, nous obtenons § — 7 + }largz
E:|_%7:Z.r_2|:§ri|_1%7% ™ s 1 - 2T 1 - T 1
alors ('3 2)1 = e '26z1 et (e7'3 2)1 = €'o21
En effet :

!

W (ur,us) = iara— () (x) = -y (2)) (3.5.12)
= aya_10,(z) + O(h)
1 1 2 _om N

S R E e AN T O
2 5 ) o)
= —267;2?71-26 3 4 O(h)

= —%Tiengz + O(h)

= (i) +O(n)



Chapitre 4

Solutions BKW prés du puits

On s’intéresse a ’étude de choix de la phase et du symbole principal on détermine ensuite
la solution BKW exacte dans chaque deux Secteur de Stokes (3; et S;) et avec un calcul
bien précis on obtient I'action entre chaque deux solutions au voisinage du point tournant
simple. L’objectif principal de tout ce travail et de déterminer le signe de la branche de la
racine carrée prés du puits de potentiel.

On considére I’équation au valeur propre P.u = Eu, telle que
—h*u" + (Vo(z) — E)u =0, (4.1.1)
ou V. = Vp + ieW satisfait les hypotheses de (H1) a (H6).

On définit la solution BKW formelle de I’équation de Schrédinger (4.1.1) prés du puits
de potentiel.
Proposition 4.1 Sous le hypothéses (H1) o (H6), Il existe (E,e) € D(Ey, o) x D(0,€0),
[’équation
Ve(z) = E
posséde deuz solutions dans U, qui sont les points tournants ag(Eo,0) = ag, 5,(Eo,0) = 5,
de domaine holomorphe U de V..

Nous avons la Figure 4.1 qui désigne les lignes de Stokes d’un puits de potentiel. Com-
mencons a chaque point tournant, quand F # Ej et ¢ # 0.
la détermination est donnée par

x— (Vo(x) — E)% dans Hol(U). (4.1.2)

Pour ¢ = 0, E = Ey et = €] — 00, ag| (resp x €], +00[) la détermination (V(z) — E)z est
réelle positive.

Notons X, 31 et 34 trois secteurs de Stokes au voisinage «, et Sy, S1 et S_1 au voisinage

Bo-
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F1c. 4.1 — Lignes de Stokes pour un seul puits.

Pour chaque secteur de Stokes X; (resp. S;), nous choisissons les solutions u; (resp. v;)
de I'équation (4.1.1) telle que

uj(z, E e, h) = aj0,(2, E, ¢, h)e'ie0 =2/ qang Y

. 4.1.3
vi(2, B, e,h) = ajp, (2, E, e, h)eim0>FM dang S ( )
Ol ;a0 (reSPY; 5,) est la solution de I’équation eiconale
(ig'())* = Ve(z) - B, (4.1.4)
Pour (E,¢e) € D(Ey,e) x D(0,¢0), telle que
Vz e Xj, (g, (2, Ee)) <0,
jo (0902 B.9) s

Vz €85, (ip;5,(2, E,€)) <0.

Les amplitudes a;q, et a;g, dans (4.1.3) ont un développement asymptotique dans
Hol (X3;) et Hol (S;)respectivement, les fonctionsdephasesp;a, et 0,1 o, sont bien défini
dans X U X1, et @) 5, 05116, sont bien défini dans Sy, U Sy11, on

Prao = Pr+l,a00  PhBy =  Ph+1,8, (4.1.6)
Pour tout (E,¢) € D(Ep,¢ep) x D(0, ) les fonctions u; (resp. v;) sont holomorphe en (F, ¢).
Le développement asymptotique des amplitudes a; o, et a; 5, se prolonge a QJO.‘O x D(Ey, o) ><|

D(0,e9) et (’)50 x D(Ey,e0) x D(0,¢e0) respectivement, ot €5 (resp. (’)50) sont des petits
voisinage arbitraire de 7, ; (resp. 75 ;) dans U (voir Figure 3.3).
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4.1 Choix du signe de la branche preés de qa

Nous fixons un choix pour les symboles principaux a; ., et a; g, de ces six solutions u; et
vj, j € Z/37Z, en premier temps nous étudions pres de la solution u;

Proposition 4.2 Sous les hypothéses (4.1.4) et (4.1.5), Il existe (E,c) € D(Ey,¢&0) X
D(0,eq), et pour x € | — 00, a) — | nous avons

100,00 (75 B, €) = ffO(Va(t) - E)%dt,
i 100, Br€) = = [0 (Velt) = B)2dt, (4.2.1)
Z.QOLO[O(.T, E,ﬁ) = - 50(‘/5(25) — E)%dt
Ainsi nous choisissons ag} le symbole principal de ag o,, nous avons
CL&%({L‘, E7€) = [(Z'SOO,()c())/]iE - (%(l‘) — E)ii. (422)

Pour fixer le symbole principal de u; 4, €t u_1 4,, Dous devons choisir v 1,711 et v_1
dans Z/4Z, tel que (3.3.6) soit vérifie.
Nous prenons
Vo1 = 1, Vi—1= —1,et V0= 1. (423)

D’apres (3.3.5) nous avons,

a0z, E,e) = ZV_—LOag‘,%(x,E,e) = —i(V.(z) — E)—i’ (4.2.4)
et
oy, B,e) = ——agh (e, Bye) = i(Va(a) — E) 5. (4.2.5)
avec ce choix, nous avons
Upap = T+(R)U—1.00 + T—(h)U1 4, (4.2.6)

Pour des symboles 74 (h) avec 74(h) = 1 + O(h), on peut remplacer uzj o, PAr T4 U1 a0,
nous obtenons
U0, g = U—1,09 + U1,aq- (427)

4.2 Choix du signe de la branche prés de §3,

Maintenant nous nous intéressons a la solution v;, j € Z/37Z, au voisinage [3,.
Proposition 4.3 Sous les hypothéses (4.1.4) et (4.1.5), Il existe une fonction I(E,¢)
holomorphe en (E,€) € D(Ey,e9) X D(0,2¢) et t €|y, By la branche de la racine carrée prés

]040750[

I(E,e) = / B vt (4.3.1)

0

est réel positive .
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4.2.1 Preuve de la Proposition 4.2

Nous con81derons —z comme un variable de base pour 1’équation de Schrodinger, nous
choisissons b le symbole principal de by g,, nous avons

1

Doy (2, B, ) = [(~igg )] 2 = (Vo(z) — E)7T, (4.3.2)

fixons le symbole principal de vy g, et v_;g,, choisissons v, 1 et v_;o comme dans
(4.2.3) :
Vo1 = 1, Vi—1= —]_7 et V0= 1. (433)

Nous obtenons alors :

I

béOLO(:E,E,g) = bg%(x,E,e) = _Z(Va(l‘) - E)_ y (434)

ZVfl,O

et
1 1
by(z, B e) = mbgfo(x, E,e)=i(V.(z) — E) 3. (4.3.5)

Nous fixons plus loin un choix de v, g, . Le principe de la méthode BKW nous permettons
de choisir vy g, et v_; g, pour étre proportionnels a u_; o, et u; q, respectivement.
Notons alors

i@y g, (7, B, ) = —fﬁ — E)zdt,
io_15,(2, E,¢) fﬁ — E)2dt, (4.3.6)
104 50 x,FE,¢) fﬁ %dt
De (4.3.6), (4.3.3)
Bo )
i01,5,(7, By€) —ip_y o0 (, B, €) = / (Vo(t) — E)2dt = —iI(E, h), (4.3.6)
@
oll nous avons 5
0
I(E,e) = / (E — Vi(t))? dt (4.3.7)
ag
De la méme facon, on a
0" (2, B, ¢) — il (z, B, €) = il (E, h). (4.3.8)
Remarquons
bl,O = Z.CL_LO et b—l,O = —Z.CL1’07 (439)
et supposons que :
U_y = —ieiI(E’E)/hU+U1,
ul = e~ 1ED Mgy

o ox =1+ O(h). on remplace v4; par oLv41, nous supposons o = 1 on trouve

{ Uy = _Z-eiI(E,a)/hvl’

- (4.3.10)

Uy = 1e” V_1,



Chapitre 5

Quantification de Bohr Sommertfeld
pour un puits de potentiel sans
PT-symétrie

Une des questions centrales de ce mémoire est de comprendre la procédure de quantication
de Bohr Sommerfeld, lorsque le potentiel posséde un seul puits.

5.1 Solution BKW exacte dans le secteur de Stokes

5.1.1 Cas de deux points tournant

Soit Vj un potentiel analytique & valeurs réelles sur un voisinage réel de [A, B], ou —oo0 <
A < B < 4o0. Soit Ey € R, supposons qu'il existe A < a) < 83 < B tel que

(5.1.1)

> 0 dans [4, af[U]3g, B,
Vo — Ey 0 30
< 0 dans |ag, By|-

On suppose aussi que aj et 68 sont deux points tournants simples pour Vy(x) — Ej :

‘/E)/(al) < 07 ‘/0,(51) < 07

L'une des lignes de Stokes de a atteint 35.
Soit U &€ C un voisinage complexe de [A, B] dans lequel V} s’étend holomorphiquement.
Soit V.(x) = Vo(x) + ieW (x) ou W (x) une fonction holomorphe dans U.

Si € € C est assez petit en module et E appartient a un petit voisinage complexe de Fj,
nous avons encore deux points tournants simples ag(F, €), 5,(F, €) proches de o et 68 qui
dépendent holomorphiquement de (F,¢).

Le dessin indique les trois secteurs de Stokes X; proches de «y et trois secteurs de Stokes
S; proches de 3, pour j = —1,0,1. Notons que A € ¥ et B € 5.

Pour chaque secteur X; on a une solution exacte u = u; dans U de 1’équation de Schro-
dinger (—h%9? + V. — E)u = 0 telle que

uj(z;h) = aj00(2; h)ewﬂ'v‘*o O dans 2, (5.1.2)

47
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F1G. 5.1 — Lignes de Stokes et Secteurs de Stokes

_ N 9. s . A .
avec ;. (ap) = 0, Ime; , > 0 a l'intérieur de ;. De méme, on a une solution exacte v;
telle que

vi(z;h) = a;p, (2 h)ewmo O/ dans S, (5.1.3)
avec ;53 (By) =0, Im¢; 5 > 0 dans lintérieur de 5.
Quitte & diminuer X et Sy pour que A & 3y, B € Sy nous pouvons nous arranger pour
que ug(A) = 0, vg(B) = 0 et que ug, vy dépendent de maniére holomorphe de (FE,¢).
De la méme facon, pour j = £1, on peut s’arranger pour que u; et v; dépendent holo-
morphiquement de (E, ¢).
5.2 Reésolution du probléme de Dirichlet
Maintenant, considérons le probléme de Dirichlet
—((R0)* + V. — E)u = 0,u(A) = u(B) = 0. (5.2.1)
En d’autres termes, nous cherchons le spectre de 'opérateur non borné
P =—(ho*) + V. : L*(A, B]) — L*(|A, B)), (5.2.2)

de domaine'

D(P) = {u € H*(JA, B[); u(A) = u(B) = 0}. (5.2.3)

'Le cas d’un opérateur défini sur tout ’axe réel comme dans les théorémes (Th 1), (Th 2) se traite de la
méme fagon avec des modifications mineures.
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Nous remarquons que

E € o(P) < W(ug,vp) =0.

(5.2.4)

Plus précisément au niveau ), NS; , j = £1 les uy, v; sont coincide ot u; = f;(x)v; et

(ipao,j(aj) = 9050’]'(1') —|—fj(h}
uj(z,h) = (14 O(h))e'#iPol/hy,
ici,

0 (By) = / (V — E)2dz = ﬂ/ (E—V)7dz,
[@0,8] [@0,8]
Nous avons besoin de comprendre le choix de la branche de la racine carrée.
Par ailleurs,

2
o(z) = gF(z)zg + st

nous obtenons

Bo )
¢_1(Bo) = —i/ (E = V.(2))2dz,

0

ou F — V.(z) > 0 sur |y, By, de méme

Bo N
%ww={/(E—%u»m4

0

Dans le cas général pour j = 41 nous pouvons choisir u;, v; collinéaires :

uj(z; h) = c(h)ePieoBol/hy

ou le facteur ¢(h) a un développement asymptotique

c(h) ~ co(E,€) + hei(E, €) + ... dans Hol (vois ((Ejp, 0), C?)).

Ici, N |
PranB) =% [ (B~ V)i

ap

avec le signe + pour j = —1 et le signe — pour j = 1.

Quand F = FEy, € = 0, alors pour z < o (réel),

Uop = =7 €777
V 1%
est & valeurs réelles, iy, ,, < 0, iy ., > 0.
Dans toute cette discussion on peut choisir
vio=—1, vo1=-1, voq1=1,

respectant la condition (3.3.6). La relation (3.4.6) devient
a_1 = Z + O(h), Qg = —Z + O(h), a1 = ’L + O(h),

(5.2.5)

(5.2.6)

(5.2.7)

(5.2.8)

(5.2.9)

(5.2.10)

(5.2.11)

(5.2.12)
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et d’apres (3.4.1),
i(14+ O(h))u—y —i(1 + O(h))ug +i(1 + O(h))uy =0,
d’ou
up = (14+ O(h))us + (1 + O(h))u_;. (5.2.13)
Pour z €]ay, 35[, E = Ey, € = 0, comparons (cf la remarque (3.1.1))
oy = (L4 O(W) (gl 1 4p) 27100/
et (5.2.14)
uy = (14 O(h)) (i) o) "2 €10/,

5.3 Signe de la branche dans le Secteur de Stokes X;

Nous précisons une facon plus directe de déterminer arg (igp’;l’ao)l/ 2 : D’apres (5.2.10),
nous avons ¢’ , > 0 (aussi v, ,, = —¢_; ,,) et donc, pour z < o proche de ag, nous avons

(ih00)"* = (Vo(2) — Eo)'/*
la branche principale positive est donnée par

arg (i), o,)"/% € {7 /4, =3n /4}, arg (i) )"/ € {—7/4,+37/4}.
Comme v_; ; = 1 nous avons aussi

(igplfl,ao)l/2 - i(igpll,ao>1/2' (5'3'1>
Les seules possibilités sont alors
3r 3
(arg (i1 0,) ", a8 (i 0,)'72) = (G, =) ou (= T):

A des facteurs 1 + O(h) prés, on voit alors de (5.2.14) que u_; = @, et (5.2.13) est bien en
accord avec le fait que ug est une solution réelle de I’équation de Schrodinger.

En tournons maintenant dans le sens négatif vers ¥ _;. Dans la région de transition entre
les deux secteurs > et X_;.
puisque v_; o = 1, nous avons
(i 1.00)" " = i(Vo(2) — Eo)'/*

avec la méme branche de la racine quatriéme, on met une coupure le long de |ay, 68[. En
arrivant a ]a9, 53], on a donc

) T
arg (i )2 = -+ arg (Vo(2) — o)/ =
Alors

arg (igo':FLaO)l/Q = j:%, pour E = Ey, e =0, o <z < f3. (5.3.2)
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5.4 Signe de la branche dans le secteur de Stokes S|

Regardons maintenant les v;, qui sont en analogie avec (5.1.3) et prennent la forme

14+0(h) .
vj = .—i_,—(l)pe“pmo/h dans int (.S;). (5.4.1)
(_Z‘Pj,go)

Nous avons introduit le signe — dans la racine carrée car nous avons maintenant —igg 53 >
0 quand E est réel, e =0 et z > .

Ceci se comprend encore mieux si on travaille avec la variable —z & la place de z.

Ici (cf. (5.2.8), (5.2.9)) nous avons pour j = +1,

Piao = 5., T Piae(Bo) Pour z € 5. (5.5.2)

Comme pour les u; il faut discuter le choix de la racine carrée de (—ip; 50)1/ 2. Pour cela
/

on choisit la branche de (-} 5,)'/* qui est positive = (V — E)/* quand FE est réel, ¢ = 0 et

z > By.
On définit ensuite les nombres p; . par

(=i} g )"/? = itk (i), 5 )/* dans int (S; U Sy), j # k. (5.5.3)

On fait le méme choix des y;, que des v, en progressant de Sy & la place de Xy dans le
sens positif :

Pjg = V_j k- (5.5.4)
Ainsi,
H_10= -1, Ho1 = —1, M1 = L, Mr i = —Hj - (5.5.5)

Alors en analogie avec (5.2.12) et (5.3.1) nous avons

vo = (14 O(h))vy + (1+ O(h))v_y, (5.5.6)

arg (—icp'ﬂﬁo)l/z = :I:%, dans |ag, B[, quand E € vois (Ep, R), € =0. (5.5.7)

5.5 Connexion entre les solutions BKW exacte d’un
seul puits de potentiel

Quitte & modifier v; et u; par des facteurs constants 1 + O(h), on peut supposer que

Uy = U1 + U_1, Vg = U1 +v_1. (561)
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Remarquons aussi quand E est réel et ¢ = 0, alors u_; = (1 4+ O(h))u; et de méme
pour v;. (Nous allons revenir a cette propriété et montrer que les préfacteurs peuvent étre
¢éliminés.)

Se rappelant que u; et v; sont colinéaires pour j = £1, en utilisant (5.6.1), on obtient,

W(uo, Uo) = W(u,l, Ul) + W(Ul, Ufl). (562)
D’apres (5.2.5) on trouve

W(ug, vo) = W(uy +u_y,v; +v_1)
= W(u,l,vl) + W(ul,v,l).

1 rBo

5 dz =1 (Bo(E_V)3ds
— (14 O(h)) Tl P2 Y0 0 1)+ (14 O(R)) 7 o0 ETV2 Y (4 )

De plus on sait bien que W(v_1,v1) = =W (vy,v_1), on trouve
_ 1 1
Wito, vo) = £(1+O(h))W (v, v_y)e i Jag EVIZd= (e Jog (B=V)2d= 4 (1 O(h)) (5.6.3)

On remarque que

z

Prale) 0150 = [

aQ

(5 = Vi) it = [ (B = Vige)as

Bo 1
:/ (B = Va(t)V2dt = SI(Ee),

0

ou la derniere égalité définit 'action I(E,€) et ou on choisit la branche de la racine carrée
qui est positif quand FE est réel, e =0 et ap < t < 3. De méme,

Bo
P1a0(2) T 0_15,(2) = —/ (E — V.())"%dt = %I(E,s) = —%I(E,e),

@Q

Nous pouvons voir (E — V.)2, comme fonction holomorphe sur U\[ay, 3], soit 7 un
contour fermé autour de [ayg, 3,] orienté dans le sens négatif.

Alors
I@y:?fﬂE—%ﬁmz/ﬁ%JQMa (5.6.4)

0 Y
Quand F € R, ¢ = 0 nous avons aussi

I(E) = / |y e = Vol p™( =, B (5.6.5)

ou

p(@,8) = pe(2,8) =& + V()

est le symbole semi-classique de P = P. et ol la courbe réelle est orientée dans la direction
du champ hamiltonian
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Hp = plgaa: - p;ag

Rappelons aussi que pour £ € R, ¢ = 0,
Opl(E)=T(E) >0, (5.6.6)
est la période primitive pour le flot de H, dans la courbe d’énergie réelle p~*(E).
Soit p le symbole principal de 'opérateur P, défini par :
p(x,8) =+ V(z) sur R x R.
Son champ Hamiltonian Hy,est donné par :

g9 0p0
P ogor  0x0€

Le flot Hamiltonian associé a p est défini pour tout (z, ) dans un voisinage arbitraire (o, £;)
et pour tout ¢t € R (suffisament petit), il est donné par I’application :

(t,2,8) — (exptHy)(z,¢)

ou
exp tHp (2o, §p) =: ((t), (1)) (5.6.7)
est la solution unique du systéme d’Hamilton Jacobi :
O(x(t),£(t)) = Hy(x(t),£(1)) (5.6.8)

(#(0),£(0) = (20, &)

Soit o la 2-forme symplectique (exacte) noté par :

o =d¢Ada (5.6.9)

Théoréme 5.1 Soit U et V deux sous ensembles ouvert de R2, le difféeomorphiseme
(C™), défini par :

Ko U—V (5.6.10)
(2,8) — (p(z,8),t(x,)).

est symplectique dans le sens ot sur U on a :

dp N dt = d& N dux. (5.6.11)

Ce qui revient a dire aussi que la transformation symplectique K préserve les aires dans
le sens suivant :
K'o=o0 (5.6.12)
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5.5.1 Preuve du Théoréme 5.1

., 0p dp ot ot
dp Ndt = [(%d:p + a—gdf) A (8—$dx + 6—€d§)]
. Opot Op Ot Op Ot Op Ot
= [(axgxdx/\dx—l— a$a§dx/\d£—|— agaxdfg/\dwr awgdg/\dg)]
B Op Ot Op Ot
= axa£d£Adx+a£axd£Adx
_ ,Opot  Opot
= (Geor ~acoe N4
= H,(t)(d¢ Ndx) (comme H,(t) =1)
= d¢ Ndx.

D’ou :
dp N\ dt = dé N dz.

Proposition 5.1 Sous les hypothéses de l'opérateur P et Pour E dans un voisinage réel
de Ey on pose

Io(E) =: vol{(z,€) € R x R: p(z,&) < E} = / cdr | (5.1)
P-1(E)
et P~Y(E) étant la courbe d’énergie donnée par
P YE)={(z,6) e R xR; P(z,§) = E}. (5.2)
On a alors,

Iy(E) = / /p (M)SEd:cdg. (5.3)

est une fonction C*®en FE et

5.5.2 Preuve du Proposition 5.1

1. Si E € R; | E— Ey |est assez petit , alors il existe deux points tournants o(F) et
B(E) tel que

V((E)) = E; V'(a(E)) <0
V(B(E) = E; V(B(E) >0

ot a(FE), B(E) sont des fonctions C*°. Soit Q C R? un ouvert connexe, (Fy, R) un voisinage
assez petit de E, La courbe d’énergie vy défini par :

7, = (.6 € Q, p(x,€) = E}.
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est compacte connexe en tous points ce qui nous permet de conclure que
dpla =0et V, P #0.

Soit «y le chemin dans v, reliant les deux points tournant (a(E),0) et (8(E),0) avec
lorientation donnée par H, selon la direction des aiguilles d’une montre, on a

t e la, Bl — (x(t);€()) € .

ou

I(E) = Edx = 2/§dx
TE v
B(E)
= 2 /(E—V(:v)éd:r,
a(E)

2. Soit P # E défini sur [0, T(E)] le passage en coordonnées locales nous donne

p(p(t)) = (t; p(p(t))

ot p(t) est une courbe caractéristique défini par

p(t) = (x(1),£(1))

Au point p(0) Uénergie P(p(0)) = F le (t; p (p(0))) décrit le méme point (x(t), £(t)) et
l’aire qu’elle engendre entre P = FE et P = F' nous permet de calculer

Io(E) — Io(F) = / / dedz
)

p(z.§)E(E,F

Io(B) — I(F) = / / dpdt

E<p<F
0<t<T(0)

F T(p)
= / / dpdt
0

_ /T<p)dp = (T(E) + O(1))(F — E)
alors
IO(E; = g(F) =T(E)+0O(1)

Il vient donc :
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avec 1y(E) est C™.

Si Q) est assez petit, alors qu’on peut définir la courbe P-*(E) donnée par

P7HE) = {(z,§) € 2 x C; p, (2,) = E},
ce qui implique que dp.(x,&) # 0 et V!(x) # 0, et son intégrale d’action donnée par :

A

a(E)

ot on intégre par rapport au segment qui relie ao(E), By(E).

Remarque 5.1

1. Dans le Cas € = 0, on revient a notre au cas traité précédemment, avec §) assez petit,
alors I'équation V.(a) = E n’a pas de solution et donc P~ (E)NRZ,. = &

2. Dans le Cas € # 0 : nous souhaitons montrer que I.(E) est réel, pour cela nous
commengons par introduire d’abord une courbe vy, réelle de période To(E) > 0 analytique en
E (la période minimale), et défini par

v, : 10, To] >t — ~,(t) € P-H(E)N Ri,g-

Si W est réel et e € vois(0,R), soit une courbe _ proche de 7, contenu dans P-1(E) &
C?, de paramétrisation

12 0.0 3 1 = (3,(6) + (1,0 T, (3,(1)) € P2 (E) et % 3,(1) = Hy 7, (1),

ou f e C™,
L’existence de la fonction f est déterminée par le théoréme des fonctions implicites sui-
vant :

Théoréme 5.2 Soit F' une application C* sur un Vois(to,so, fo) de R3a valeur dans R
dF (to, €0, fo)
dfo
R2et un voisinage W de fo dans R tel que pour tout (t,e) € U et f € W en plus ’équation
F(t,e, f) = 0 admet une solution f dans W. de plus f = f(t,e) est une fonction C*de

telle que F(to,e,, fo) =0 et # 0 alors il existe un voisinage U de (to,£o) de

dF(t,e, f) . .
(t,e) et —u inversible.
5.5.3 Preuve du théoréme 5.2
On a

P(F(te, f)) = E,
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Ou
F(t.e, f) =7,(t) + f(t,e)Vp(7,(),

Nous devons vérifier que,

dF(0,t,0)
g 7
Pour t € vois([0, Ty], C), au point (0,t,0) (¢ =0 et fo(t,0) =0) on a :
dF d
LOLD 00,0+ £0.0)95.0,0)

= Vps(%(t)vpe(%(t) # 0

11 existe donc un voisinage U de (0,t) de R?et un voisinage W de fo dans R tel que pour
tout (e,t) € U et f € W [équation F(t,e, f) = 0 admet une solution unique f dans W.
de plus f = f(t,e) est une fonction C*>de (t,e).

Au voisinage du point (0,t,0) la courbe 7y, est donc défini par :

Ve(s) = @(sT(E) (p(t))
tel que dis(y.(s) —7,(s)) = O(e). O
Proposition 5.2 Soit v une courbe telle que v C {(z,€) : p(z,£) = E},il existe une

fonction holomorphe Iy(E, ¢) telle que

I(B.2) = [ ¢ds
Y

comme (z,£) € ., alors (—z,—&) € 7,

VO <t<Ty 3e tel que : — (s) =7(s) ou Io(E,e) = Ih(E,¢€) .

5.5.4 Preuve du Proposition 5.2

par changement de variable —§ =y et —& = z, donc on a :

Iy(E,¢) = Edr = — —&)d(—7).
o(E.9) /Mms 2 /@,@@( &)d(—1)

donc
Iy(E,e) = / ydz = Iy(E,¢€)
(Y,2)€7e

d’ot

]O(E,E) = IQ(E,ZE) .



o8

Remarque 5.2 Pour prouver que Iy(E,€) est vraiment réel on cherche & démontrer
que son spectre est réel pour E réel, alors on s’intéresse a voir la solution de l’équation
(P — E)u =0, soit Vy la valeur minimum du potentiel sur l'axe réel, lorsque Vy(z) < E on
trouve des solutions exponentiellement croissante (dominante) ou décroissante (récessive) en
+00 et donc on obtient des valeurs propres réelles pour Py dans L*(R).

Revenons au calcul de notre Wronskien :

Proposition 5.3 Supposons (4.1.3) ; Il existe €g > 0, pour (E,¢) € ((Ep,e0) x D(0,¢0),
I(E; h) une fonction réelle de classe C™ sur |Ey—eo, Fo+ €0, admettant un développement
asymptotique

I(E;h) ~I(E)+ hl;(E)+ ..., h—0

on a

2%0/71,010(1 + O<h‘)) LI(E,s)

Wi(u_q,v1) = — — —e2h )
(380/_1,a0)§(_290/1,50)5
Ic,
21’
LD — 41 (5.8.1)

5.5.5 Preuve du Proposition 5.3

Par un calcul directe de Wronskien on trouve

W(u_17 Ul) = hu_lﬁmvl — hv1 3mu_1,
22‘80/—1,04()(1 + O<h>> LI(E,s)

= € 2h

. 1, 1
(19" 1,00)2 (=1 )2

puisque —igp’lﬂo = i’ oo, POUr déterminer le signe, on peut se placer sur |a, Byl en
supposant que E € R, e = 0. Alors i@’ , = i(E — V(2))"/? est d’argument /2 et nous
avons :

. 1 s . 1
arg (ipl1,0,)2 = o = arg (—ipy g, )%
On a donc +1 dans (5.8.1) :
W(u_1,v1) = 2(1 + O(h))ez: E), (5.9.1)

En utisant le méme raisonement, on obtient

W (ug,v_1) = 2(1 + O(h))e 2! (E2), (5.9.2)
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Proposition 5.4 1l existe ¢y > 0, pour (E,€) € ((Ep,£0) x D(0,e9), I[(E;h) une fonction
réelle de classe C* sur |Ey — o, By + o[, D’aprés (5.6.2) nous avons

Wiug, vo) = 2((1 + O(h))ez B9 1 (1 4 O(h))e 2! (E2). (5.9.3)

5.5.6 Preuve du Proposition 5.4
D’apreés (5.9.1) et (5.9.2), et de Uexperession (5.6.2) on obtient le résultat (5.9.3).

Remarque 5.3 les facteurs 1+O(h) dépend holomorphiquement de (E, €) € vois ((Ejy, 0), C?)]
ont des développements asymptotiques en puissances de h dans Hol (vois ((Ey,0), C?).

5.6 Les zéros de Wronskien par la condition de quan-
tification de Bohr-Sommerfeld sant P7 symétrie

Nous nous intéressons de trouver les valeurs propre de 'opérateur de Schrédinger perturbé
P. avec la condition de Bohr-Sommerfeld pour un seul puits de potentiel sant P7 -symétrie
nous savons que F est la valeur propre de P. précisément quand W (ug, vg) = 0 ou équivalente
le faite que ug et vy sont colinéaire.

5.6.1 Preuve du Théoréme 1

De ce que précéde on peut écrire

Wiug, vo) = 2(1 + O(h))e 2z (Fe) <6%(1(E75)+h2r(E,5;h)) + 1> , (5.10.1)

o]
r(E,e;h) ~ro(E, &) + hri(E, ) + ...dans Hol (vois (Ep, 0), C?).

Les zéros de W(ug,vo) sont donc donnés par la condition de quantification Bohr Som-
merfeld
1
I(E,e)+h’r(E,e;h) = (k+ §)27rh, keZ. (5.10.2)

Rappelons maintenant que

d
—I(E,e)=T(E,e) #0
SI(B,e) = T(B,¢) #
est la période primitive du champ hamiltonian H, = p’g&t — pl.0¢ sur la courbe d’énergie
complexe p = E restreinte a un petit voisinage de la courbe réelle p.—o(z,&) = Ey.

Alors, pour h petit, on peut appliquer le théoréme des fonctions implicites dans sa version
holomorphe pour conclure que ['application

vois (Ey,C) 3 B+ I(E,&;h) := I(E,¢) + h*r(E,e; h) € vois (I(F,, 0),C) (5.10.3)
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est bijective d’inverse
w— I~ Hw,e; h)

tel que

I Yw,e;h) =T H(w,e) + h*(I" Ha(w,e) + h* (I H3(w, e) + ... (5.10.4)

dans l’espace des fonctions holomorphes en (w,€) dans un voisinage de (I(Ey,0),0).

Les wvaleurs propres de P. (c.a.d. les zéros de W (ug,vo)) dans un voisinage de Eqy sont
alors données par

1
Eyn(e;h) = T ((k + §)27rh, e;h) (5.10.5)
pour k € Z tels que (k+ )2mh appartient & un voisinage de I(Ep). O
Remarque 5.4 quand ¢ = 0 alors P. est autoadjoint et les valeurs propres sont réelles.

On peut en déduire que les termes dans les développements asymptotiques en puissances de
h de I et de I=' sont réels pour € = 0.



Chapitre 6

Le cas d’un seul puits P7-symétrique

Dans ce chapitre, nous présentons le résultat principal de cette thése, nous montrons que
lopérateur de Schrodinger semi-classique sur la droite réelle pour un potentiel analytique
posséde un seul puits, ses valeurs propre restent réelles sous la perturbation.

6.1 P7-symétrie en générale

On fait les hypothéses du simple puits dans la 'introduction de chapitre 5. Supposons

aussi que P. soit P7-symétrique quand ¢ > 0 est réel (et donc aussi que B = —A) :
[PT,P.] =0, (6.1.1)
ou
Pflx) = f(—x) (6.1.2)
Tf(x) = f(T) (6.1.3)

pour E complexe, on a

PT(P. - E)=(P. - E)PT. (6.1.4)

6.2 Calculs du Wronskien avec P7-symétrie

Dans Cette section nous nous basons précisément sur I'application de la notion PT-
symétrie sur tous les calculs des solutions BKW exacte & l'intérieur des secteurs de Stokes et
de méme sur les Wronskien qu’on a calculé précédemment. Comme dans la section précédente
on cherche les valeurs propres prés de Ey comme les zéros de la fonction W (E) := W (uyg, vp).

On considére ’équation de Schrodinger avec un potentiel perturbé défini par :
P. = —h*A, + V.()
ou V.(x) = Vo(z) + ieW (x), vérifiant 'hypothese

Vo(=2) = Vo(—x)
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et
méme chose pour z € C.

Théoréme 6.2 Sous les hypothéses (6.1.2) et (6.1.3), Il existe (E,e) € (Fo,c0) X

D(0,¢9), uo(z, e, E) et vo(z,e, E) des solutions de I’équation (P. — E)u = 0, W(F) une
fonction holomorphe en F

alors

W(E) = hd,uo(0, ¢, E)vg(0,e, E) — ug(0, &, E)hd,v0(0, ¢, E),
de plus

W(E) = hd,uo(0, e, E)ug(0,¢, E) + uo(0, g, B)hd,uo(0, &, E).
6.2.1 Preuve du Théoréme 6.2

On a V.(x) = E, on sait bien que V.(ap(E)) = E, pour E € C,d'prés (6.1.2) et (6.1.3) on a §

Vi(a(E)) = Vo(—ao(E)) = E,

(6.4.1)
alors
“aoE) = BolE) (6.1.2)
Bo(E) —ap(E),
PTu(z,e,E) = uo(—7,¢, E)
en effet
vo(z, 6, B) = PTug(z,¢, FE) = ug(—7,¢, E) (6.4.3)
Pour E € C
Vo(ao(E)) = E
aussi on a
Vo(—ay(E)) = Ve(ao(E)) = E, (6.4.5)
On applique la notion de la PT -symétrie sur l’équation P.ug = Fug,alors
PT (P.ug) = P.PT (ug) = Fug(—2) (6.4.6)

de plus le point tournant qui est en symétrie avec og(F) est By(E) et

Bo(E) = —ap(E)
Pour z € R

vo(2.E) = PTug(z, E) = up(—x, E) (6.4.7)
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si z€C, on a
vo(2.E) = PTuy(z, E) = up(—2, F) (6.4.8)

En général pour 7 = —1,0,1
v;(2.E) = uj(—%, E) (6.4.9)

D’aprés (3.3.1), (6.4.9), d’ou le résultat. O

6.3 Lemmes Préliminaires

lemme 6.1 Soit W une fonction holomorphe en E, 1l existe (E,¢) € ((Ey,c0) x D(0, ),

telle que L
De (5.9.2) on a :
W(E) = 4(a(E,& h)ex! P9 1 b(E, &; h)e~ 3! ), (6.5.1)
ot
a,b=14+ O(h)

ont des développements asymptotiques en puissances de h dans Hol (vois (Ep, 0)).

Remarque 6.1 Pour E et ¢ réels on sait que W(E) est réel et donc les deux termes
dans (6.5.1) sont mutuellement conjugués complexes. Il en résulte d’abord que I(FE, ¢) et réel
(comme énoncé dans la proposition 2) et si on veut ensuite prendre £ complexe on a :

lemme 6.2 Soient I(E,¢),a(E,e;h), b(E,e;h) des fonctions holomorphe en (E. ) €
(Eo,£0) X D(0,e0), quand E et € sont réels on a

I(E,e) =1(E,e), (6.5.2)

et
b(E,e;h) =a(E,c;h)

pour E complexe, toujours avec € réel on a,

b(E,e;h) = a(E,&;h), (6.4.2)

6.3.1 Preuve du Proposition 2

Les v; et u;, j = —1,1 forment une base telle que

{ vo(2, E) +v_1(2z, E) +v1(2, E) =0
up(z, E) +u_1(z, E) +us(z, E) =0

implique que

ug(=2, B) +u_1(—2, E) +ui(—2,E) =0 (6.6.1)
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D’autre partu;,v; sont colinéaire pour j = —1,1 on a

—il(E)

ui(z, ) = a1(E)e n v1(z, E)

{ u_1(z, E) = a,l(E)e%U,l(z,E)

ce qui 1mplique

u_1(z, F) = e h v_q(z.E) (6.6.2)

u(z,E) = a_1(E)e K v1(z, E)
De (5.2.9) et (6.6.2), on constate

1
a_1 E) = =
(B) = —=
D’ou
I(E) = I(E)

on particulier 1(E) est réel pour E €|Ey — £¢, Eo + €0 -
De la méme fagcon on trouve que

b_1(E) = (6.6.3)

O

6.3.2 Preuve du Théoréme 2

D’aprés (6.5.1), en utilisant les lemme 6.1, lemme 6.2 et la proposition 2, on a :

W(E) =W(u_1 +ug,v_1 + v1), (6.7.1)
iI(E) —iI(E)
= W(e hoQ_1V_1+€ h aiv;,v_1+ 1}1),

—iI(E) a_1<E) 2i1(E)
=4a(F 1— _1).
ar(E)e” 7 ( an(E) ¢ IW(v1,v-1)

D’aprés (6.7.1), nous remarquons que les valeurs propres au voisinage de Eqy sont données
par

W(E)=0
ce qui implique que :
a-1(E) 2 I(E)
1 eHIE) _ g 6.7.2
et (6.7.2) peut s’écrire
2 h (E
2yt E) o ez, (6.7.3)

h i a(F)
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h. a(F
on note bien ici que — In i

i a(B)

ce qui équivaut & la condition de la quantification de Bhor Sommerfeld,

) est réel pour E € R et |a_1(F)| = |a1(F)| = 1.

I(E) =2nkh, k€7 (6.7.4)

et OI(E,h) > 0,donc I(.,h) est holomorphe au vois(Ey, C) sur vois(I(Ey),C) donne une
conséquence des valeurs propres sur l'aze réel pour E €|Ey — e¢, By + €0,

Ey, = I *(2nkh + O(h?))

Ezplicitons alors (5.10.1) :

W(E) = Qbe_%hl(exp %(](E,e) + h%r) + 1),

ol



Annexe A

6.4 Eléments de mécanique quantique

En physique quantique, les questions de stabilité de la dynamique engendrée par une
perturbation d’un hamiltonian ont été étudiées ces derniéres années. Méme dans le cas de
I’opérateur de Schrodinger. L’étude de la dynamique peut étre tres difficile ; aussi on aimerait
pouvoir disposer de n’importe quelles approximations physiques raisonnables nous permet-
tant de prévoir quelques propriétés quantiques d’un systéme. La mécanique classique, qui,
sur beaucoup de points est plus simple que la mécanique quantique, décrit parfaitement bon
nombre de systémes physiques élémentaires. Ainsi on peut espérer que la mécanique quan-
tique soit une généralisation de la mécanique classique, dans le sens ol on aimerait récupérer
les propriétés classiques d’un systéme en faisant des approximations sur les propriétés quan-
tiques de ce méme systéme. En fait, le principe de correspondance de Bohr affirme que la
mécanique classique est dans un sens la limite de la mécanique quantique quand A tend vers
Z€r0.

Ainsi, une des voies possibles pour ’étude d’un opérateur perturbé consiste a se placer a
Iinterface entre théorie classique et quantique. Le régime appelé semi-classique, dans lequel
ces deux théories se recouvrent, correspond & des systémes dont les actions mises en jeu sont
beaucoup plus grandes que la constante de Planck A. Mathématiquement 1’analyse semi-
classique consiste donc & étudier les propriétés spectrales d'un opérateur auto-adjoint sur un
hilbert quand h tend vers zéro.

6.4.1 Notion de mécanique classique

La trajectoire R 3 ¢t — x(t) € R l'espace & un dimension, d’une particule ponctuelle
de masse m soumise & un champ de force F'(x) qu’'on suppose indépendant du temps pour
simplifier, est décrite par la loi de Newton (ou Principe Fondamentale de la Dynamique).

mi(t) = F(x(t)) (7.1.1)

ou la trajectoire R 5 t — x(t) € R
la dérivé z/(t) est la vitesse de la particule a I'instant ¢ et #(¢) son accélération. De maniére
équivalent, I'équation (7.1.1) peut s’écrire

{ #(t) = L€(t)
£(t) = ~F()
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E(t) := ma(t)

est le moment de la particule.

La courbe (z(t),&(t)) apparait alors comme courbe intégrale du champ de vecteur hamil-
tonien H :R x R — R x R défini par

e (50)

En raison des lois de transformation sous changement de coordonnées par exemple, il est
important de distinguer les variables z et &.

Lorsque le champ de force dérivé d’un potentiel, i.e F'(z) = —VV(z) pour une certaine
fonction V', I’énergie de la particule, définie comme somme de son énergie cinétique et de son
énergie potentielle

p(t) = 5 €0 + V(a(t)) = Be+ Ep,

Elle est indépendante du temps, en effet :

1
aip(t) = —E(1).0(1) + TV ((1)IEN) = 0.
et constante le long de la trajectoire ¢ — exp(tH)(z, &)

En mécanique quantique Ec est représentée par I’observable quantique

1 1 h? | 02
Ec=—mv?=—¢ - -
¢ 2mv 2m£ — 2m [; (93:?]

avec h= g et h est la constante de Planck, alors 1’énergie totale E; est associée a 1’obser-
vable

2

h
H=—
2m + V(z)

qui est appelé 1 ’opérateur de Schrodinger. En mécanique classique la loi de Newton
permet de voir ’évolution de la particule & condition de savoir sa position initiale et son
impulsion, par contre en mécanique quantique on utilise encore I’analogie avec la mécanique

d’onde.
On note aussi que le champ hamiltonian H s’obtient a partir de la fonction

P ,6) o 50 + V()

et l'on écrit H = H, :
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H({L‘,g) - Hp(xaf) - a£p(x7§)ax - aacp(liag)af'

Définition Une variété symplectique est une variété différentielle M munie d’une 2-
forme différentielle fermée et non dégénérée w Une telle forme s’appelle une forme symplec-
tique.



Annexe B

6.5 Théoréme spectral

6.5.1 Rappels et définitions

Rappelons tout d’abord qu’un espace de Hilbert est un C-espace vectoriel normé dont la
norme est issu d’un produit scalaire complexe. De plus nous supposerons généralement que
nos espaces de Hilbert seront séparable.

Définition Un ensemble de vecteurs, dit « espace vectoriel » est un ensemble de choses
que [’on peut :

— additionner entre elles,

— multiplier par des nombres,

avec toutes les propriétés naturelles de cette addition et de cette multiplication (existence
d’un vecteur nul, associativité de, distributivité etc).

Définition : L’adjoint d’un opérateur (D, P) est l'opérateur (D*, P*) dont le domaine
D* est l’ensemble des u € L*(R) tel que v — (u, Pv), s’ étend en une forme antilinéaire
continue sur L*(R). , il existe w de L*(R) tel que (u, Pv) = (w,v), pour tout v € L*(R),
et P* est lopérateur qui a uw € D* associe ce w.

Définition Soit P un opérateur définit du L?*(R) — L?(R) de domaine dense D(P).
On dit que P est symétrique si

(Pu|v) = (u|Pv), Yu,v € D(P)
Si P C P*, c’est a dire D(P) C D(P*) et
P*u = Pu Yu e D(P)
alors P est autoadjointe.

Définition Soit P un opérateur symétrique. On dit que P est essentiellement autoadjoint
si sa fermeture est autoadjoint.

Théoréme le spectre d’un opérateur autoadjoint est réel et celur d’un opérateur autoad-

joint positif est positif. Les sous éspaces propore correspondants a deux valeurs propres dis-
tinctes d’un opérateur autoadjoint, sont orthogonauz.
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6.6 Espaces de Symboles

Définition B.2.1 Soit g une fonction réelle définie sur un ensemble E, On note par
O(g) toute fonction f définie sur E, il existe une constante C' telle que

f(z) < Cg(z);Vz € E
On appelle fonction d’ordre toute fonction g € C*(RY, RY) telle que pour tout o € N

959 =0(g).
uniformement sur RZ.
Exemple B.2.1 La fonction définit par

(x)™ RY - R
z o= (o)™ = (1+|z[?)

m
2

ou m € R, est une fonction d’ordre.

On définit 'espce semi classique des symboles par

Définition B. 2.2 [32] Soit g une fonction d’ordre, on appelle espace de symboles et on
note Sq(g) lespace des fonctions a = a(x; h) définie sur R? x]0; ho[ pour hg > 0 indéfiniment
dérivable par rapport & x tel que Yo € N?

97 a(z;h) = O(g(x)

uniformément sur R%x 10, hl.

L’ellipticité des symboles étant importante, on la définit par

Proposition B.2.1 Un symbole a € Sy(g) est dit elliptique s’il existe une constante
C > 0 telle que :

Ja(e: )] > Zg(0)
V(x; h) € RYx]0; hO[ avec hO > 0.
On a également le résultat suivant :
Définition B.2.3 Soient a € Sy(g) et (a;), j € N une suite de symboles dans Sq(g) :0n

o0

dit que a est asymptotiquement équivalent a la série formelle Z a;h? dans Sq(g) et on note

J=0
o
an~ E a;h’
Jj=0

si et seulement si pour tout N € N et pour a € N il existe h™Y, a > 0 et Cy, > 0 tel
que

S CN,OchNg

oy (a = i ajhj>

J=0

uniformément sur R x]0; ho| : En particulier quand tout les a; sont identiquement nuls
on dira que a = O(h*™) dans S4(g).



Conclusion et Perspectives

Dans cette theése de Doctorat, nous nous sommes intéressés a étudier la réalité du spectre de
Iopérateur de Schrodinger semi classique P7 -symétriques posséde un seul puits de potentiel
analytique sur la droite réelle avec des petites perturbations.

Le résultat qu’on a obtenu est trés important pour les opérateurs non autoadjoint (non-
Hermitien) de dimension 1 de la Mécanique quantique. L’outil utilisé dans cette étude étant
la théorie de la PT- Symétrie et la méthode BKW complexe. Cette nouvelle théorie est la
plus appropriée dans 1’étude de la réalité des valeurs propres des opérateurs non autoadjoint.
Dans cette thése, on a commencé par généraliser des résultats concernant la méthode BKW
complexe par montrer quelques nouvelles propriétés sur la réalité des valeurs propres pour
les opérateurs différentielles d’ordre 2. On a également démontré d’autres résultats semi
classique utilisant le Wronskien pour avoir les valeurs propres qui ne sont que les zéros du
Wronskien.

On a prouvé dans le cinquiéme chapitre utilisant la quantification de Bohr Sommerfeld
sans P7-symétrie que les valeurs propres sont réels pour € # 0 c’est le cas autoadjoint de
I’opérateur de Schrodinger.

Dans le sixiéme chapitre nous avons utilisé la technique de la P7 -symétrie pour démontrer
la réalité des valeurs propres de l'opérateur de Schrodinger pour un puits simples sous la
perturbation ¢ (¢ # 0).

Pour conclure, nous allons proposer quelques pistes de recherche qui ne sont pas encore

abordées dans cette thése :

1- Dans la méme analogie suivie au cours cette thése de Doctorat, peut-on appliquer la
théorie de la P7-symétrie pour un opérateur de Schrodinger non autoadjoint qui possédent
un seul puits et un double puits de potentiel non analytique ?

2- Que peut on dire pour les valeurs propres d'un opérateur de Schrodinger non autoad-
joint avec un potentiel non analytique en dimension n ?

3- Que peut on dire pour le cas P7 -symétrie d’un opérateur de Schrédinger non autoad-
joint qui posséde un double puits en dimension n? (voir [1]).
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Principales notations

la différentielle au point x.
opérateur de Laplacien.

un espace holomorphe.
ouvert dans C,
un ouvert dans C.
le disque ouvert dans C.
opérateur de la parité.
la conjugaison complexe (timereversal).
la constante de planck.
Domaine adjoint de 'opérateur P.
produit scalaire,
groupe linéaire.
argument de nombre 2.
voisinage.
intérieur.
Brillouin-Kramer-Wentzel.
Wonskien.
le produit extérieur de la 1-forme de R?.
la 2-forme symplectique.
application (la transformation symplectique).
Hamiltonien.
espace des fonctions de carré intégrable.
partie imaginaire.
fonction indéfiniment dérivable sur R.
Le noyau.
mode.
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