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INTRODUCTION

Soient (M; g) et (N; h) deux variétés Riemanniennes, dans tout la suite, on consédérera

que ces variétés sont compactes et de classe C1. On appelle énergie des applications de (M; g)

dans (N; h) ,la fonctionnelle Eg (') dé�nie par :

Eg (') =
1

2

Z

M

j T (') j2g;h dvolg .

Les applications harmoniques de (M; g) dans (N; h) sont dé�nis comme les points critiques

de l�énergie et un résultat classique caractérisées comme étant les solutions de l�équation

�gT' = 0; �g désigne la divergence du �bré 
1 (M) 
 '�TN construit canoniquement avec

les connexions de Levi-Civita de g et h .

Dans le cas des applications d�une surface à valeurs dans une variété Riemannienne quel-

conque, il est connu que l�énergie ne dépend que de la classe conforme de la métrique de

départ, c�est à dire que pour deux métriques conformes g et g := e2wg sur une variété de

dimension 2; on a :

Eg (') = Eg (') et �gT' = e2w�gT' .

Mon travail est divisé en quatre chapitres :

Le première chapitre à d�écrire généralitées sur les variétés Riemanniennes, variété di¤éren-

tiable, espase tangent et propriétés, Connexion lineaires, connexions de Levi-Civita, métriques

Riemanniennes, tenseur de courbure de Riemann, tenseur de Ricci, courbure scalaire, cour-

bure sectionnelle, gradient et Laplacien sur une variété Riemannienne, géodésiques .

Dans deuxième chapitre en donnant les dé�nitions sur les applications harmoniques ainsi

l�étude la variation de l ènergie en première et deuxième ordre avec des exemples sur les

applications harmoniques.

Le troixième chapitre nous dé�nison la métrique de Poincaré .

En �n le derinière chapitre est consacré sur les applications Conformes-harmoniques .



Chapitre 1

Généralites sur les variétés
Riemanniennes

1.1 Variété di¤érentiable

1.1.1 Variété topologiques

Une variété topologique M de dimension n est un espace topologique[1] non vide, séparé et

à base dénombrable d�ouverts (Ui) , dont tout point posséde un voisinage homéomorphisme

à un ouvert de Rn.

Les couples (Ui; 'i) formés des ouverts Ui et des homéomorphismes

'i : Ui 7! 'i (Ui)

sont appellés cartes de M .

1.1.2 Structures di¤érentiables

Soit M une variété topologique de dimension n et
�
(Ui;'i)

�
Uj;'j

�	
sont des cartes sur M:

Dé�nition 1.1.1 On dit que les deux cartes (Ui;'i) et
�
Uj;'j

�
sont compatibles si et seule-

ment si :

i) Ui \ Uj = ; où bien,

ii) Ui \ Uj 6= ; .Alors :
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l�application de changment de cartes 'j � '�1i : 'i (Ui \ Uj) 7! 'j (Ui \ Uj) est di¤éomor-
phisme .

Dé�nition 1.1.2 une variété topologiqueM munie d�une structure di¤érentiable est appellée

variété di¤érentiable.

1.1.3 Exemples des variétés di¤érentiables

L�espace Rn :

Muni de l�application :

IdRn : x 7! x

L�espace Rn est une variété di¤érentiable de dimension n et de C1:

Surface régulière de R3 :

Soit f une application d�un ouvert U de R3à valeurs réelles, de classe Ck avec (k � 1) et soit

M = f�1 (0)

l�ensemble des éléments (x1; x2; x3) 2 R3 tel que f (x1; x2; x3) = 0 supposé non vide.
On dit que M est régulière si,pour tout p 2M , le gradient

(rf) (p) = (@f�@x1 (p) ; @f�@x2 (p) ; @f�@x3 (p))

de f est non nul.

Proposition 1.1.1 Si M est réguliére,alors M est une variété di¤érentiable de dimension 2

de classe Ck:

La sphère Sn :

Pour chaque entier naturel n, on dénote par Sn la sphère unité de Rn+1 :

Sn =
�
(x1; :::; xn; xn+1) j x21 + :::+ x2n + x2n+1 = 1

	

et, désignonspar (ei) 1 � i � n la base canonique de Rn+1 et par En l�hyperplan de Rn+1 dé�ni
par l�équation xn+1 = 0( En est appelé hyperplan équatorial de S

n), on identi�e évidemment

l�hyperplan équatorial avec Rn:
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1.1.4 Espase tangent et propriétés

Soit M est variété di¤érentiable de dimension n de classe C1 .Nous allons dé�nir la notion

d�espace tangent.

Dé�nition 1.1.3 On appelle courbe di¤érentiable sur une variété M de classe C1, la don-

née d�une application


 : ]�"; "[ 7! M

de classe C1:Soit I (p) l�algèbre des fonctions di¤érentiables sur un voisinage d�un point p

et 
 (t) une courbe di¤érentiable tel que 
 (0) = p.

Dé�nition 1.1.4 Un vecteur tangent à la courbe 
 (t) au point p est une application C

dé�nie par :

C : I (p) 7! R

f 7! C (f) = df(
(t))
dt

jt=0

Théorème 1.1.1 L�ensemble des vecteurs tangente à M en forme un espace vectoriel de

dimension "n".

Dé�nition 1.1.5 Un champ de vectreurs X sur une variété di¤érentiable M est une appli-

cation qui associe à tout point p 2M un vectreur tangent à M au point p, tel que ,pour tout

carte ' : U 7! V avec les coordonnées locales fx1; :::; xngles coe¢cients X i : U 7! R dans

l�application :

X =
nX

i=1

X i (p)
@

@xi
jp

Dé�nition 1.1.6 Sont des fonctions di¤érentiables,

X i = X i (x1; :::; xn)

Une autre notation courante est

X =
nX

i=1

X i @

@xi

L�ensemble de tous les champs de vecteurs di¤érentiables sur M est un R-espace vectoriel,on

le note N (M).
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1.1.5 Connexion lineaires sur une variété

Une connexion lineaire r sur une variétéM est une connexion lineaire sur la �ble tangent

(TM; �;M) = TM .

Théorème 1.1.2 Le tenseur de torsion T est le tenseur de courbure R d�une connexion

lineaire r sont exprimées par :

T (X; Y ) = rXY �rYX � [X;Y ], pour tous champs de vecteurs X et Y sur M .

R (X; Y )Z = [rX ;rY ]Z �r[X;Y ]Z ,pour tous champs de vecteurs X; Y et Z sur M .

1.2 Variétés Riemanniennes

1.2.1 Metriques Riemanniennes

Une métrique Riemannienne sur M est un champs de tenseurs covariants g de degré 2 véri-

�ent :

i) g(X;X) � 0 et g(X;X) = 0 si et seulement si X = 0, pour tout éléments X de TM .

ii)g(X; Y ) = g(Y;X),pour tous éléments X et Y de TM .

Si (xi), 1 � i � n un système de coordnnées locales en un point x de M . Alors :

g =
X

gijdx
idxj

Dé�nition 1.2.1 Une variété di¤érentiable M , munie d�une métrique Riemannienne g est

appellé variété Riemannienne[2].On note (M; g).

Exemple 1.2.1 Une métrique Riemannienne sur Rn est donnée par

gij (x1; ::; xn) := �ij (1 + xixj)

(gij) =

0
BBB@

1 + x21 0 : : : 0

0 1 + x22
. . .

...
...

. . . . . . 0
0 : : : 0 1 + x2n

1
CCCA

De meme, on peut dé�nir de nombreuses métriques simplement en choissant arbitrairement

les coe¢cients gij, à condition seulement que l�on à dé�nie positive ou non dégénérence de la

métrique .
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Exemple 1.2.2 Le demi plan supèrieur de poincaré f(x; y) 2 R2=y > 0g avec la métrique

gij (x; y) =
1

y2

�
1 0
0 1

�

est une variété riemannienne.

1.2.2 Connexion de Lèvi-Civita

On appelle connexion de Lèvi-Civita sur (M; g) ,l�unique connexion linéaire r véri�ant :

i) r est métrique (rg = 0) et

ii) r est sans torsion (T = 0)

Si (xi) ; 1 � i � n est un système de coordonnées en un point x de (M; g) alors :

r@i@j =
nX

i=1

�kij@k

Où @k =
@
@k
,k = 1; :::; n.

1.2.3 Symboles de christo¤el d�une variété Riemannienne

Soit (M; g) on dé�nit les symboles de christo¤el[3] �kij par :

�kij =
1

2

nX

l=1

gkl
�
@gjl
@xi

+
@gil
@xj

� @gij
@xl

�

si xi 1 � i � n est un systéme de coordonnées locales en un point x de (M; g).

Proposition 1.2.1 Les composantes T ijk et R
i
jkl de tenseur de torsion T et de courbure R

d�une variété Riemannienne (M; g) de dimension n sont :

T ijk = �
i
jk � �ikj

Rijkl =
�
@�ilj�@x

k � @�ikj�@xi
�
+
X

�mij�
i
km � �mkj�ilm
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1.2.4 Tenseur de courbure de Riemann

Soit R le tenseur de courbure de (M; g) le tenseur de courbure de Riemann[3] de (M; g),

encore noté R est le tenseur covariant de degré 4 dé�nit par :

R (X; Y; Z; T ) = g (R (Z; T )Y;X)

Pour tous champs de vecteurs X;Y; Z et T sur (M; g).

Si en coordonnées relativement à un point x de (M; g), Riikl (resp gij) sont les composantes

du tenseur de courbure (resp du tenseur métrique)alors les composantes Rijkl du tenseur de

courbure de Riemann sont donnée par :

Rlijk =
@�ljk
@xi

� @�
l
ik

@xj
+

nX

m=1

�
�lim�

m
jk � �ljm�mik

�

Rijkl =
X

m

gimR
m
jkl

1.2.5 Tenseur de Ricci

On appelle tenseur de Ricci r de (M; g), la trace de l�application linéaire Z 7! R(X;Z)Y , r

est tenseur covariant de degré 2.

En cordonnées locales relativement à un point x de (M; g), les composantes rik du tenseur

de Ricci sont :

rik = g
liRlijk

1.2.6 Métrique D�einstein

La métrique g de (M; g) est dite d�einstein si r = �g oū � est une constante .La variété (M; g)

est alors appellée variété d�Einstein.

1.2.7 Courbure scalaire

(ou courbure de Ricci, ou scalaire de Ricci)[7] est l�outil le plus simple pour décrire la

courbure d�une variété Riemannienne. Il assigne à chaque point d�une variété Riemannienne

un simple nombre réel caractérisant la courbure intrinsèque de la variété en ce point.
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Dans un espace à deux dimensions, la courbure scalaire caractérise complètement la courbure

de la variété. En dimension � 3, cependant, il n�y su¢t pas et d�autres outils sont nécessaires.
La courbure scalaire, habituellement dénotée R est dé�nie comme la trace du tenseur de Ricci

relativement à la métrique g.

R = trg(Ric)

On peut aussi écrire

R = gijRij

avec

Ric = Rijdx
i 
 dxj

1.2.8 Courbure Sectionnelle

Sur (M; g) on dé�nit la fonction K biquadratique de courbure comme suit

K (u; v) = g (R (u; v) u; v)

pour tout (u; v) 2 	(M) � 	(M) et K est dé�nit dans les sections di¤érentiables du �bré

tangant.

Sifu; vg est une base orthonormée d�un plan P .On dé�nit alors sa courbure sectionnelle par :

K(P ) = K(u; v)

En coordonnées locales relativement à un point x de (M; g) :

K(@i; @j) = g(R(@j; @i)@i; @j) = Rjiji

Ou

@s = @�@xs

pour s = 1; :::; n.

Exemple 1.2.3 soit :

g =

0
@

1 0 �y
2

0 1 x
2

�y
2

x
2
1 + x2+y2

4

1
A
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La base orthonormé :

e1 =
1p
1 + x2

@

@x
; e2 =

@

@y
; e3 = exp

�z 2@

@z

Les symboles christo¤el :

�kij =
1

2

nX

l=1

gkl (@gjl�@xi + @gil�@xj � @gij�@xl)

�1ij =

2
4
0 �y

4
0

�y
4

�x
4

1
2

0 1
2

0

3
5 ; �2ij =

2
4

�y
2

x
8
0

x
8

0 0
0 0 0

3
5 ;

�2ij =

2
4

�xy
4

�x�y
8

�1
2

�x�y
8

0 1
2

�1
2

1
2

0

3
5 ;8i; j = 1; :::; 3

Les tenseurs de courbures :

Rlijk =
@�ljk
@xi

� @�
l
ik

@xj
+

nX

m=1

�
�lim�

m
jk � �ljm�mik

�

tout les Rlijk sont nulle sauf

R1212 =
�3
4
= �Rl122;R1313 = R2323 =

1

4
= �R1133 = �R2233

Les courbures sectionnelles :

K(X; Y ) =
hR (X; Y )Y;Xi

k X k2k Y k2 � (hX;Y i)2

K(e1; e2) =
hR (e1; e2) e2; e1i
1� (he1; e2i)2

= �K(e2; e1) =
3

4

K(e1; e3) =
hR (e1; e3) e3; e1i
1� (he1; e3i)2

=

3X

l=1

Rl133el = �K(e3; e1) = �
1

4

K(e2; e3) =
hR (e2; e3) e3; e2i
1� (he2; e3i)2

= K(e3e2) = �
1

4

Pour l�espace euclidien, la courbure scalaire est nulle.

1.2.9 Gradient sur une variété Riemannienne

Dé�nition 1.2.2 Soit f : (M; g) 7! R une application dé�nit sur une variété riemanniienne

munie d�une métrique g, le gradient de f noté rf est donner par

rf =
X

1�i;j�n

gij
@f

@xi

@

@xj

rf est champs de vecteurs sur TM .
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1.2.10 laplacien sur une variété Riemannienne

On dé�nit l�opérateur de laplace noté 4 de la façon suivante

4 : C1 (M) 7! C1 (M)

f 7! 4f = div(grad f)

En cordonnées locales, on écrit :

4f = 1p
detG

@

@xi

�
gij
@f

@xj

p
detG

�

Où

G = (gij) ,i; j = 1; :::; n

propriétés :

Soient f1, f2 2 C1 (M) :
1- 4 (f1 + f2) = 4f1 +4f2.
2-4 (f1f2) = f24f1 + f14f2 � 2g (grad f1; grad f2) :
On appelle que

grad f = gij
@f

@xj

@

@xi

Où gij est la matrice inverse de gij.

Exemple 1.2.4 La placien d�une fonction f :M 7! R en coordonnées cylindrique r; �; z.

On a : 8
<
:

x = r cos �;
y = r sin �;
z = z:

L�espace R3 est muni de la métrique euclidienne

dS2 = dx2 + dy2 + dz2

En coordonnées cylindriques la métrique devient

dS2 = dr2 + r2d�2 + dz2

et

G = (gij) =

0
@
1 0 0
0 r2 0
0 0 1

1
A ;G�1 =

�
gij
�
=

0
@
1 0 0
0 1

r2
0

0 0 1

1
A
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Les composantes du grad f en coordonnées cylindriques sont

@1f =
@f

@r
; @2f =

@f

@�
; @3f =

@f

@z

On a
p
detG = r, et en utilisant la dé�nition du laplacien nous obtenons :

4(r;�;z)f =
1

r

�
@

@r

�
r
@f

@r

�
+
@

@�

�
r

r2
@f

@�

�
+
@

@z

�
r
@f

@z

��

=
@2f

@r2
+
1

r2
@2f

@�2
+
@2f

@z2
:

1.2.11 Théoréme de divergence

Dé�nition 1.2.3 Soit (M; g) une vaiété Riemannienne de dimension n, on appelle mesure

de volume Riemannienne[6], noté vM ou vg , la mesure dé�nie localement dans une répère

par

vM =
q
det (gij)dx

1 ^ ::: ^ dxn .

Exemple 1.2.5 On considére la variété R2 muni des coordonnées cartésiennes (x; y) on a

g0 = dx
2dy2;

et

vg0 =
q
det (gij)dx ^ dy = dx ^ dy

Exemple 1.2.6 On considére la sphére S2 muni de la métrique

g = d�2 + sin2 �d'2

alors

vg =
q
det (gij)d� ^ d' =j sin � j d� ^ d'

1.2.12 Géodésique

Dé�nition 1.2.4 Soit (M; g) une variété Riemanninne munit d�une connexion r, soit C :
I � R 7!M une courbe de classe C1, véri�ant rC 0

= 0 (où D
dt
C

0

= 0).

Ecrire en corrdonnées locales :C (t) = (x1 (t) ; :::; xn (t)) :

Les géodésiques[7] C(t) se lisent comme les solution (x1(t); :::;xn(t)) de l�équation di¤éren-

tielle 8i :
d2xk
dt

+
nX

i;j=1

�kij
dxi
dt

dxj
dt

= 0
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Exemple de Géodésique :

soit :

g =

0
@
1 + x2 0 0
0 1 0
0 0 ez

1
A ; g�1 =

0
@

1
1+x2

0 0

0 1 0
0 0 e�z

1
A

et soit Les symboles christo¤els :

�kij =
1

2

nX

l=1

gkl (@gjl�@xi + @gil�@xj � @gij�@xl)

�1ij =

2
4

x
1+x1

0 0

0 0 0
0 0 0

3
5 ; �2ij =

2
4
0 0 0
0 0 0
0 0 0

3
5 ;

�2ij =

2
4
0 0 0
0 0 0
0 0 1

2

3
5 ;8i; j = 1; :::; 3

Les Géodésiques :

d2xk
dt

+
3X

i;j=1

�kij
dxi
dt

dxj
dt

= 0

pour k=1 :

d2x

dt2
+ �111

�
dx

dt

�2
+ 2�121

dy

dt

dx

dt
+ 2�131

dz

dt

dx

dt
+ �122

�
dy

dt

�2
+ �133

�
dz

dt

�2
= 0

x
00

(t) +
x (t)

1 + x2 (t)

�
x
0

(t)
�2

= 0

pour k=2 :

d2y

dt2
+ �211

�
dx

dt

�2
+ 2�221

dy

dt

dx

dt
+ 2�231

dz

dt

dx

dt
+ �222

�
dy

dt

�2
+ �233

�
dz

dt

�2
= 0

y
00

(t) = 0

pour k=3 :

d2z

dt2
+ �311

�
dx

dt

�2
+ 2�321

dy

dt

dx

dt
+ 2�331

dz

dt

dx

dt
+ �322

�
dy

dt

�2
+ �333

�
dz

dt

�2
= 0

y
00

(t) +
1

2

�
z
0

(t)
�2

= 0

8
><
>:

x
p
1 + x2 (t)� ln

�
x+

p
1 + x2 (t)

�
= ct+ c1

y (t) = c2t+ c3
z (t) = 2 ln

�
1
2
c4t+ c5

� ; c; ci 2 R; i = 1; :::; 5:



Chapitre 2

Les applications harmoniques

2.1 Dé�nitions

Soient (M; g) et (N; h) deux variétés Riemanniennes[5] et ' une application C1 de M dans

N ,on note T' son application tangente, qui est une section du �bré des 1-formes sur M à

valeurs dans les champs de vecteurs de N tirés -en -arrière par ' ,

qu�on note 
1 (M) 
 '�TN .On appelle première forme fondamentale[11] de ', le tiré-en-

arrière de h par ', c�est-à-dire le 2_tenseur symétrique '�h, dé�ni de la façon suivante :

'�h (X; Y ) := h (T' (X) ; T' (Y )) ;8 (X; Y ) 2 TM

On munit le �bré '�TN des champs de vectreurs de N tiré-en -arrière par ' de la connexion

de Levi-Civita de N tiré-en -arrière par ', qu�on note r'�h. C�est -à-dire que pour tout X

dans TM et tout U dans '�TN , on a :

r'�h
X U = rh

T'(X)U

On dé�nit la norme de l�application tangente de ' par rapport à g et h, en prenant la trace

par rapport à g de sa première forme fondamentale :

j T' j2g;h:= trg ('�h)

Dé�nition 2.1.1 : On appelle énergie des application ' de classe C1 de (M; g) dans (N; h),

la fonctionnelle suivante :

Eg (') =
1

2

Z

M

j T' j2g;h dvolg
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le �bré 
1 (M)
 '�TN . de 1-formes à valeurs dans '�TM .dans lequel vit l�application tan-
gente de ' est munit canoniquement de la connexion suivante :

rg;h := rg 
 1'�TN + 1
(M) 
r'�h

ce qui donne pour � une section de 
1 (M)
 '�TN et X , Y dans � (TM) :

(rg;h
X �) (Y ) = rh

T'(X) (� (Y ))� � (rg
XY )

On peut alors dé�nir le seconde forme fondamentale[11] de ' comme étant la forme bilinéaire

symétrique rg;hT' , en e¤et pour tout X, Y dans TM ,

(rg;h
X T') (Y )� (rg;h

Y T') (X)

= rh
T'(X)(T' (Y ))�rh

T'(Y )(T' (X))� T' (rg
XY ) + T' (rg

YX)

= T' ([X; Y ])� T' ([X; Y ])

= 0:

Dé�nition 2.1.2 Soit ' une application C1 de (M; g) dans (N; h), on dit que ' est totale-

ment géodésique[4], si sa seconde forme fondamentale est nulle, c�est-à-dire si rg;hT' = 0:

On dé�nit la divergence �g;h sur 
1 (M)
 '�TN de la façon suivante :

�g;h� :=
�
rg;h
ei
�
�
(ei) ;

où � est une section du �bré 
1 (M)
'�TN et (e1; :::; en) est une base orthonormée de TM

.

Dé�nition 2.1.3 Soit ' une application C1 entre deux variétés Riemanniennes (M; g) et

(N; h), on appelle laplacien de ' entre (M; g) et (N; h), le champ de vecteurs �gT', qui est

une section de '�TN .

On dit que ' est une application harmonique de (M; g) dans (N; h) si son laplacien est nul,

c�est-à-dire si elle est solution de l�équation aux dérivées partielles non-linéaire suivante :

�gT' = 0

Remarque 2.1.1 Laplacien d�une application ', ne doit pas nous faire oublier que nous

avons a¤aire à un opérateur non-linéaire en général sur les applications de M dans N:
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2.2 Etude de l�énergie au premier ordre

La proposition suivante caractérise les applications harmoniques gràce à l�étude au premier

ordre de l�énergie :

Proposition 2.2.1 Une application C1 de (M; g) dans (N; h) est harmonique de (M; g)

dans (N; h) si et seulement si elle est un point critique de l�énergie E .

Preuve. On se donne ' une application C1 de (M; g) dans (N; h) et '� une section quel-

conque de '�TN qui s�interprète comme un champ de vecteur le long de ', on va di¤érencier

l�énergie à partir des déformations de ' le long de '�.

Soit ('t)t2[0;1] une famille à un paramètre d�applications C
1 de M dans N qui véri�e le

systéme suivant �
'0 = '

[@t't]t=0 = '
�

alors la dérivée de l�énergie de 't par rapport à t est égale à :

@tE ('t) =
1

2
@t

�Z

M

j T't j2g;h dvolg
�

=

Z

M

h(rg;h
@t
T't) (ei) ; T't (ei)ihdvolg

=

Z

M

h(rg;h

T't(ei)
@t't; T't (ei)ihdvolg

= �
Z

M

h@t't;rh
T't(ei)

T't (ei)ihdvolg +
Z

M

ei � h@t't; T't (ei)ihdvolg

On obtient pour t = 0 et avec la théorème de Green :

[@tE ('t)]t=0 =

Z

M

h'�; �gT'ihdvolg �
Z

M

�g (h'�; T'ih) dvolg

=

Z

M

h'�; �gT'ihdvolg

Ainsi les applications harmoniques sont les points critiques de l�énergie et l�équation �gT' = 0

est l�équation d�Euler -lagrange de la fonctionnelle énergie.

Soient (xi) un système de coordonnées locales deM et (y�) un système de coordonnées locales

de N , on note gij et �
i
jk les coordonnées de la métrique et des symboles de Christo¤el de

la connexion de (M; g), et h�;� et �
�
�;
 les coordonnées de la métrique et des symboles de

Christo¤el de la connexion de (N; h). �

La proposition suivant énonce la condition d�harmonicité en coordonnées :



2.3 Etude de l�énergie au second ordre 15

Proposition 2.2.2 soit ' une application deM dans N , on la note ('�) dans notre système

de coordonnées, alors ' est harmonique de (M; g) dans (N; h) si et seulement si, pour tout

� :

4'� � ���
'��
'
j gij = 0

Exemple 2.2.1 Une application identité Id : (Mm; g) 7! (Mm; g) est harmonique.

Exemple 2.2.2 Une application ' : (Mm; g) 7! (Rn; h; iRn) de classe C1 est harmonique

si et seulement si , point tout 
 = 1; :::; n :

�M'
 �
mX

i;j;k=1

gij(
@2'


@xi@xj
� @'




@xk

M

�kij = 0

2.3 Etude de l�énergie au second ordre

Sur une variété Riemannienne (M; g), on note respectivement

RX;Y := rXrY �rYrX � [X; Y ]

K (X; Y ) := g (RX;Y Y;X)

Ric (X; Y ) := tr (Z 7! RZ;XY )

Scal := trRic

le tenseur de courbure, la courbure sectionnelle du plan hX;Y i, le tenseur de Ricci et la
courbure scalaire de (M; g).On dit que la courbure sectionnelle de (M; g) est négative ou

nulle si pour tout couple (X; Y ) de champs de vectreurs,

K (X; Y ) � 0 .

Proposition 2.3.1 (Eells-Sampson). Soient (M; g) une variété Riemannienne de tenseur

de Ricci positif ou nul et (N; h) une variété Riemannienne de courbure sectionnelle négative

ou nulle, on se donne une application ' qui est harmonique de (M; g) dans (N; h), alors
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1. ' est totalement géodésique,

2. si le tenseur Ric de (M; g) est strictement positif en un point, alors ' est constante,

3. si la courbure sectionnelle de (N; h) est strictement négative, alors ' est constante ou a

une géodésique fermée comme image.

2.4 Propriétés conformes des applications harmoniques

Proposition 2.4.1 Soient (Mn; g) et (N; h) deux variétés Riemanniennes, ' une application

C1 deM dans N et g = e2wg une métrique conforme à g , alors le laplacien de ' par rapport

à g s�écrit en terme de métrique g :

�gT' = e�2w (�gT'� (n� 2) hT'; dwig)

Preuve. On se donne ' une application C1 de (Mn; g) dans (N; h) et g = e2wg une

métrique conforme à g, notons
�
Xi

�
une base orthonormée de (M; g), alors les vecteurs

(Xi) :=
�
ewXi

�
forment une base orthonormée de (M; g). On obtient pour le laplacien de '

de (M; g)dans (N; h) :

�gT' = �
�
rgh

Xi
T'
� �
Xi

�

= �rh

T'(Xi)

�
T'

�
Xi

��
+ T'

�
rg

Xi
Xi

�

= �e�2w
�
rh
T'(Xi)

(T' (Xi)) + dw (Xi)Xi

�
+ e�2w

�
rg

T'(Xi)
T' (Xi) + dw (Xi)T' (Xi)

�

= �e�2w
�
rh
T'(Xi)

(T' (Xi))� T'
�
rg
Xi
T' (Xi)

��

mais d�aprés la formule de changement conforme pour la connexion :

rg

Xi
T' (Xi) = rg

Xi
Xi + 2dw (Xi)Xi � g (Xi; Xi) dw

= rg
Xi
Xi � (n� 2) dw

ce qui donne bien

�gT' = �e�2w(rh
T'(Xi)

(T' (Xi)� T'
�
rg
Xi
Xi

�
+ (n� 2) hT'; dwig)

= e�2w (�gT'� (n� 2) hT'; dwig)

�
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Comme corollaire de la proposition précédente, on obtient en dimension 2, la propriété très

importante suivante, qui va nous guider dans toute la suite :

Corollaire 2.4.1 Soient (M; g) et (N; h) deux variétés Riemanniennes et ' une application

C1 de M dans N , on suppose que M de dimension 2, alors l�énergie et le laplacien de '

sont des invariants conforme de (M; g) :

Eg (') = Eg (')

�gT' = e�2w�gT'

quelque soit la métrique g = e2wg conforme à g.

Preuve. Nous avons juste besion de regarder l�énergie de ' par rapport à g :

Eg (') =
1

2

Z

M

j T' j2g;h dvolg

=
1

2

Z

M

e�2w j T' j2g;h dvolg

=
1

2

Z

M

j T' j2g;h dvolg
= Eg (')

�

2.5 Exemples d�applications harmoniques

Exemple 2.5.1 Si on travarialle avec les fonctions réelles, c�est-à-dire que notre variété

d�arrivée(N; h) est simplement Rm munie de la métrique euclidienne, on retombe bien sur la

notion classique d�harmonicité.Une fonction f est harmonique si et seulement si chacune de

ces coordonnées est une fonction harmonique de (M; g) dans R.

Exemple 2.5.2 Soit ' une immersion Riemannienne de (M; g) dans (N; h) (c�est-à-dire

que '�h = g),alors ' est harmonique de (M; g) dans (N; h) si et seulement si s�est une

immersion minimale.En e¤et, la connexion de Lévi-Civita de (M; g) est induit par celle de

(N; h)via l�immersion ', de la manière suivante :

T' (rg
XY ) =

�
rh
T'(X)T' (Y )

�T
;8 (X;Y ) 2 � (TM)
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�
rg;h
X T'

�
(Y ) =

�
rh
T'(X)T' (Y )

�
� T' (rg

XY ) = qg (X; Y )

où(:::)T ésigne la projection des champs de vecteurs le long de ' sur T' (TM).On obtient

donc pour la seconde forme fondamentale de ' :

c�est-à-dire la seconde forme fondamentale de (M; g) vue comme une sous variété de (N; h).Ainsi

' est harmonique si et seulement si trgqg = 0, ce qui revient à dire que ' est une immersion
minimale.



Chapitre 3

La métrique de Poincaré

3.1 Dé�nitions

Dans toute la suite, X désignera une variété di¤érentielle compacte à bord de dimension n+1

, on note X son intérieur et M = @X son bord .

Dé�nition 3.1.1 Soient g+ une métrique dé�nie sur X et r une fonction C1 de X véri�ant :

r > 0 sur X, r = 0 sur M et dr 6= 0 sur M ,

si le changement conforme r2g+ se prolonge de manière continue en une métrique g sur

X , on dit que r compacti�e(X; g+) sur le bord en (M; gnM) et que g+ est une métrique
conformément compacte.

On appelle in�ni conforme de (X; g+) , la classe conforme de g restriente aux champs de

vecteurs TM .

Remarquons que la notion d�in�ni conforme est indépendante du choix de la fonction com-

pacti�ante r, de plus la fonction j dr j2r2g+ se prolonge sur X et sa restriction à M est aussi

un invariant conforme de (X; g+) :

Dé�nition 3.1.2 Une variété asymptotiquement hyperbolique est une variété (X; g+) confor-

mément compacte qui a sa courbure sectionnelle qui tend vers -1 dans un voisinage de M .

Lemme 3.1.1 Soit (X; g+) une variété conformément compacte,on note g la métrique qui

prolonge r2g+sur X, alors les deux propositions sont équivalentes :
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1. (X; g+) est une variété asymptotiquement hyperbolique.

2. j dr j2g= 1 sur M .

Lemme 3.1.2 (Graham).Soient (X; g+) une variété asymptotiquement hyperbolique et g

une métrique dans son in�ni conforme , alors il existe une unique fonction r dans un voisinage

du bordM qui comacti�e (X; g+) sur le bord en (M; g) et qui véri�e j dr j2g= 1 sur ce voisinage,
où g est la métrique qui prolonge r2g+ sur X:

Dé�nition 3.1.3 Soient (X; g+) une variété asymptotiquement hyperbolique[11] et g une

métrique dans son in�ni conforme , on appelle fonction compacti�ante normalisée associée à

g ,la fonction r du lemme 3.1.2.

D�après ce lemme, pour chaque métrique g dans l�in�ni conforme de (X; g+), on a une iden-

ti�cation d�un voisinage de M dans X avec M � [0; "[ pour un certain " (qui dépend de g) :
Dans ces coordonnées, g+s�écrit :

g+ =
dr2 + gr
r2

(3.1.1)

où gr est une famille à un paramètre de métriques sur M avec g0 = g:

Théorème 3.1.1 (Fe¤erman-Graham) .Soit X une variété di¤érentielle de dimension

n + 1 et de bord @X = M , on se donne [g] une structure conforme sur M et g un de ses

représentants, alors il existe une métrique g+ dé�nie sur un voisinage de M dans X et une

fonction r de X qui compacti�e (X; g+) sur le bord en (M; g), telles que

1.Ricg+ + ng+ = O (r
n�1 log r) par rapport à g, si n est pair ,

2.Ricg+ + ng+ = O (r
1) par rapport à g, si n est impair .

De plus g+ est unique modulo O (r
n�2) et aux di¤éomorphismes de X prés, qui se restreignent

en l�identité sur M . Sur M � [0; "[, la métrique g+ s�écrit :

g+ =
dr2 + gr
r2

(3.1.2)

où gr est une famille à un paramètre de métriques sur M . Si n est pair, gr admet le déve-

loppement asymptotique en r = 0 suivant :

gr = g + g(2)r
2 + :::+ g(n�2)r

n�2 + hrn log r + g(n)r
n +O

�
rn+1

�
; (3.1.3)
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où les points désignent des termes en puissance paires de r2 à rn�2:Les termes g(2); :::; g(n�2); h

et la trace de g(n) par rapport à g sont uniquement déterminés par des termes de courbure

de g et h est sans tarce par rapport à g .Si n est impair, alors gr admet le développement

asymptotique en r = 0 suivant :

gr = g + g(2)r
2 + :::+ g(n�1)r

n�1 + g(n)r
n +O

�
rn+1

�
; (3.1.4)

où les points désignent des termes en puissance paires de r2 à rn�1. Les termes g(2); :::; g(n�1)

sont uniquement déterminés par des termes de courbure de g de plus la trace de g(n) par

rapport à g est nulle.

En changement de métrique eg = e2wg, on obtient :

eh = e(2�n)wh; (3.1.5)

où eh est la terme logarithmique correspondant à eg:

Dé�nition 3.1.4 Soit
�
X; dr2 + gr

�
une variété Riemannienne à bord de dimension n + 1,

on note M son bord et on suppose que gr est une famille à un paramètre de métriques sur

M . On note r la connexion de Levi-Civita[4] de dr2 + gr et rgr celle de gr, on dé�nit la

seconde forme fondamentale � des tranches M � frg par :

� (Z; T ) = rZT �rgr
Z T

où Z et T sont deux champs de vectreurs de TM .

Lemme 3.1.3 Soit (M; g+) une variété Riemannienne , on note

E = Ricg+ + ng+

et on suppose que g+ = r
�2 (dr2 + gr), avec gr une famille à un paramètre de métrique sur

M . On se donne Z; T deux vecteurs de TM ,alors on a :

E (Z; T ) =
�
Ricgr +

�
2� + @r � trgr�� r�1 (n� 1)

�
�� r�1 (trgr�) gr

�
(Z; T ) (3.1.6)

E (Z; @r) = (dtr
gr�+ �gr�) (Z) (3.1.7)

E (@r; @r) = @rtr
gr�� j � j2gr �r�1 (trgr�) (3.1.8)
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où � est la seconde forme fondamentale des tranches M � frg par rapport à dr2 + gr; trgr

désigne la trace par rapport à gr et �
2 est le carré de l�endomorphisme symétrique associé à

la seconde forme fondamentale via gr:

Lemme 3.1.4 Avec les notations du lemme précédent on a les deux égalités suivantes :

trgr@rE = �2�grE (@r) +
�
@r � 2trgr�� 2 (n� 1) r�1

�
E (@r; @r) (3.1.9)

ei: (E (@r; @r) + tr
grE) + 2�grE (ei) = 2@r � trgr�� (n� 1) r�1)E (ei; @r) (3.1.10)

3.2 La métrique de Poincaré en dimension 2

Proposition 3.2.1 En dimension 2, la métrique de Poincaré gr admet le développement

asymptotique suivant :

gr = g + g2r
2 +O

�
r3
�

(3.2.1)

avec trg2 = �1
2
Scalg,où tr désigne la trace par rapport à g:



Chapitre 4

les applications
conformes-harmoniques

4.1 Un problème à bord

Onmunit notre variété compacteMn d�une structure conforme [g] et on note g+ = r
�2 (dr2 + gr)

sa métrique de Poincaré[10] dé�nie surX =M�]0; "[.Il convient de remarquer que g+ explose
pour r = 0, cependant on peut quand meme dé�nir le laplacien de

�
X; g+

�
sur (N; h).On se

donne ' une application C1 deM dans N , notre problème à bord est de prolonger ' en une

application e' de X dans N qui soit C1 et harmonique de
�
X; g+

�
dans (N; h).On cherche

donc à déterminer les obstructions à résoudre le système suivant :

�
e'jr=0 = '
�g+T' = 0

Notons pM la projection deM�]0; 1[ surM ,gràce à l�exponentielle,on va identi�er localement

notre variété d�arrivée N ,avec le �bré (' � pM)� TN ,de manière à faire un développement
asymptotique sur ce �bré .

Quand la dimension de M est paire, on obtient le théorème suivant :

Théorème 4.1.1 Supposons que n soit un entier pair, on se donne (Mn; g) et (N; h) deux

variétés Riemanniennes et on note (X; g+) la métrique de Poincaré de (M; g) .On écrit g+

sous la forme g+ = dr2+gr
r2

et on se donne ' une application C1 de (M; g) dans (N; h),

alors il existe une unique section U de (' � pM)� TN modulo O (rn) telle que l�application
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e' :=
�
exp'�pM

�
� U véri�e le système suivant :

�
e'jr=0 = '

�g+T e' = O (rn+1 log r)

De plus U admet le développement asymptotique en r suivant :

U (p; r) = U2 (p) r
2 + :::+ Un�2 (p) r

n�2 +Hg (p) rn log r + Un (p) r
n + ::: (4.1.1)

où les premiers points désignent des termes en puissances de r paires qui sont entièrement

déterminés par ' et des termes de courbures de g et de h .Le terme Hg ne dépend que de ' et

de [g] et l�équation Hg (') = 0 est une équation aux dérivées partielles elliptique non-linéaire

d�ordre n sur des applications de (Mn; g) dans (N; h), qui est invariante conforme par rapport

à g.

En outre, notre terme Hg (') est de la forme suivante :

Hg (') = an (�
gd)

n
2
�1 �gT'+ des dérivées de d�ordre infèrieurs, où �g désigne la divergence

sur le �bré 
 (M)
 '�T' et an est un coe¢cient qui est donné par la formule :

an :=
(�1)

n
2�1

2n�1
�
n
2

�
!
�
n
2
� 1
�
!

Nous avons le théorème suivant quand la dimension de M est impaire :

Théorème 4.1.2 Supposons que n soit impaire on se donne (Mn; g) et (N; h) deux variétés

Riemanniennes et on note (X; g+) la métrique de Poincaré de (M; g) .On écrit g+ sous la

forme g+ =
dr2+gr
r2

et on se donne ' une application C1 de (M; g) dans (N; h),alors il existe

une unique section U de (' � pM)� TN modulo O (rn) telle que l�application e' :=
�
exp'�pM

�
�U

véri�e le système suivant : �
e'jr=0 = '

�g+T e' = O (rn+1)
De plus U admet le développement asymptotique en r suivant :

U (p; r) = U2 (p) r
2 + :::+ Un (p) r

n + Un+1r
n+1 + ::: (4.1.2)

où les premiers points désignent des termes en puissances de r paires qui sont entièrement

déterminés par ' et des termes de courbures de g et de h .

Le terme Un est indéterminé.

Nous pouvons à présent dé�nir les applications conformes-harmoniques .
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Dé�nition 4.1.1 Soit n un nombre pair ,on dit qu�une application ' entre deux variétés

Riemanniennes (Mn; g) et (N; h) est conforme -harmonique[11] de (Mn; [g]) dans (N; h), si

' est solution de l�équation aux dérivées partielles Hg (') = 0 du théorème 1 .A�n d�alléger

le texte ,on parlera alors d�application C-harmonique.

Pour pouvoir calculer le développement asymptotique de U .Sur les fonctions ,notre théorème

1 devient :

Théorème 4.1.3 (Graham-Zworski).Soit f une fonction C1 de M ,alors il existe une

unique fonction ef mod O (rn) de X véri�ant le système suivant :

(
efjr=0 = f

4g+
ef = O (rn+1 log r)

De plus ,le développement asymptotique[11] de f est pair juisqu�au terme n�1 et il contient un
terme en rn log r qui ne dépend que de f et de [g].Ce terme logarithmique dé�nit un opérateur

di¤érentiel invariant conforme sur les fonctions de (M; g) qui a pour terme principal 4
n
2
g :

Exemple 4.1.1 Supposons que (M; g) soit une variété d�Einstein de dimension paire,alors

on a une écriture explicite de la condition de C-harmonicité,la fonction f est une fonction

C-harmonique sur (M; [g]) si et seulement si :

(4g � c1) :::
�
4g � cn

2

�
f = 0

avec

cj =
(n+ 2j � 2) (n� 2j)

4n (n� 1) Scalg:

4.2 Démonstration du théorème 4.1.1

4.2.1 Quand M est de dimension paire

Soit e' une application de
�
X; g+

�
dans (N; h) ,on note ' sa restriction surM ,on va montrer

que si �g+T e' = O (rn+1 log r),alors l�application U :=
�
exp'�pM

��1 � e' admet le développe-
ment asymptotique annoncé.
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Soit g le prolongement de r2g+ sur X,on note respectivement r et rh les connexions de

Levi-Civita de (M; g) et (N; h) .On obtient pour laplacien de e' :

�g+T e' = r2�gT e'+ r (n� 1) @re'

= �r2
�
rh
T e'(ei)

(T e' (ei))� T e'
�
reiei

�
+rh

@re'
@re'

�

+r (n+ 1) @re'

= r2
�
�grT e'+ (trgr) @re'�rh

@re'
@re'

�
+ r (n� 1) @re'

où (e1; :::; en) est une base orthonormée de TM par rapport à gr et � est la seconde forme

fondamentale des tranches frg �M par rapport à g.Comme � = �1
2
g
0

r,alors le laplacien de

e' s�écrit �nalement :

�g+T e' = r2
�
�grT e'� tr

gr

2
@re'�rh

@re'
@re'

�
+ r (n� 1) @re' (4.2.1)

et on obtient directement que �g+T e' = O (r) par rapport à la métrique g.

Pour simpli�er les notations ,on pose '(k) comme étant égale à la valeur au bord de la k-ième

dérivée dee' par rapport à r,c�est-à-dire

'(k) :=
h�
rh
@re'

�k�1
@re'

i
r=0
:

On a facilement les équivalences suivantes

�g+T e' = O (r),
�
rh
@re'
�g+T e'

�
r=0

= 0, '(1) = 0

Comme la dérivation rh
@re'

sur e'�TN restreinte au bord ne dépend que de la métrique h,de

l�application ' et de '(1) qui est nul ,on peut déterminer '(k) en fonction des condition

initiales ,c�est-à-dire notre application ' et des termes de courbures de (M; g) et de (N; h)

.On procède par récurrence sur k tant que k est strictement plus petit que n.Supposons que

'(k�1) soit déterminé par les conditions initiales ,on déterminé '(k) en résolvant l�équation

�g+T e' = O
�
rk+1

�
qui est équivalente à

h�
rh
@re'

�k
�g+T e'

i
r=0

= 0.On obtient alors

(k � n)'(k) = (k � 1)
��
rh
@re'

�k�2
(�g+T e')� tr

gr

2
@re'

�

r=0

(4.2.2)
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Comme on connait les dérivées d�ordre inférieur de e' par hypothèse de récurence et le déve-

loppement asyptotique de gr pour r = 0 juisqu�au terme en r
n log r,alors le terme de droite

(4) est nul,ainsi pour tout entier impair s compris entre 1 et n� 1,on a :

'(s) = 0 (4.2.3)

On verra que pour n strictement plus grand que 2,il apparait des termes de courbures de

(M; g) et de (N; h) dès le terme '(4).

Nous allons faire maintenant notre identi�cation entre notre section U et notre application

e' .Pour cela ,on prend p un point de M ,l�application exponentielle en ' (p) .détermine un

isomorphisme entre une petite boule B'(p) de N centrée en ' (p) et un ouvert de T'(p)N .On

pose "p = sup
�n
� j 8� < �; e' (p; �) 2 B'(p)

o�
et on dé�nit

U (p; r) :=
�
exp

'(p)

��1
(e' (p; �)) ; pour r < "p

Remarquons ici que U (p; 0) est nul, puisque par dé�nitions de l�exponentielle ,

U (p; 0) =
�
exp

'(p)

��1
(' (p)) = 0 (4.2.4)

Comme la dérivée de e' par rapport à r est nulle sur le bord ,il en est de meme pour la

dérivée de U par rapport à r.On montre ainsi par récurrence , que les dérivées impaires

d�ordre inférieur à n de U s�annulent sur le bord .Ainsi les termes impaires du développement

asymptotique de U sont nuls jusqu�à l�ordre n et les termes pairs sont donnés jusqu�à l�ordre

n�2 par les dérivées de e' par rapport à r en r = 0,qui sont eux-memes entièrement déterminés
par les conditions initiales .En résumé,le développement asymptotique de U en r = 0 est de

la forme suivante :

U (p; r) = U2 (p) r
2 + :::+ Un�2 (p) r

n�2 + :::;

Supposons que le terme suivant du développement asymptotique soit le terme Un (p) r
n et non

le terme en rn log r,alors la dérivée par rapport à r de e' admet le développement asymptotique

en r = 0 suivant :

@re' = @r
�
exp'�pM (U)

�

= '(2)r +
1

3!
'(4)r3 + :::+Qrn�1 + :::;
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ou le terme Q est déterminé par le développement de U .On obtient alors facilement que

r2
�
rh
@re'
@re'

�
� r (n� 1) @re' = O (rn) ,

ce qui montre qu�avec (3), l�égalité �g+T e' = O (rn+1 log r) implique que
��
rh
@re'

�k�2
�
�grT e'� tr

grg
0

r

2
@re'

�

r=0

�
= 0 (4.2.5)

Cette équation n�a aucune chance d�être vraie en général, c�est pourquoi on introduit notre

terme en rn�1 log r.Le développement asymptotique en r = 0 de la dérivée de e' est ainsi la

forme :

@re' = '(2)r +
1

3!
'(4)r3 + :::+ nHgrn�1 log r +Qrn�1 + :::

et on obtient dans ce cas là

r2
�
rh
@re'
@re'

�
� r (n� 1) @re' = nHg (') rn log r +O

�
rn+1 log r

�

ce qui montre qu�avec (3),l�équation �g+T e' = O (rn+1 log r) est équivalente à l�égalité sui-

vante :

Hg (') =
n� 1
n!

��
rh
@re'

�k�2
�
�grT e'� tr

grg
0

r

2
@re'

�

r=0

�
(4.2.6)

ce qui détermine Hg (') par les conditions initiales .Il faut remarquer ici que notre équation

de récurence ne nous permet pas d�expliciter le terme Un, ce qui nous empêche de prolonger

notre unicité au delà de ce rang .

Régardons le coe¢cient devant le terme de plus haut degré par rapport à ' , on obtient

facilement

Hg (') =
n� 1
n!

�gd'(n�2) + des termes d�ordres inférieurs

=
(n� 1)
n!

(n� 3)
2

(�gd)2 '(n�4) + ::::

= (�1)n2�1 (n� 1)
n!

(n� 3) (n� 5) :::1
2::: (n� 4) (n� 2) (�

gd)
n
2
�1 �gT'+ :::

=
(�1)n2�1

2n�1
�
n
2

�
!
�
n
2
� 1
�
!
(�gd)

n
2
�1 �gT'+ :::

Montrons maintenant l�invariance conforme , soit g = e2wg une métrique sur M conforme

à g , on va montrer que Hg (') = enwHg ('),où Hg (') se raporte à g .Soit r la fonction
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compacti�ante normalisée associée à g .alors la section U associée à g admet la développement

asymptotique en r = 0 suivant :

U (p; r) = U0 (p) + :::+ Un�2 (p) r
n�2 +Hg (p) rn log r +O (rn) (4.2.7)

Comme r = ewr,on remaeque facilement que le seul terme qui va donner rn log r est enwHg,ainsi

on obtient :

Hg = enwHg .

4.2.2 Quand M est de dimension impaire

Supposons maitemant que n est impair, l�égalité suivante est encore vraie

�g+T e' = r2
�
�grT e'� tr

grg
0

r

2
@re'�rh

@re'
@re'+ r (n� 1) @re'

�
(4.2.8)

ainsi en procédant de la même façon qu�avant , on montre que les dérivées impaires de e' par

rapport à r d�ordre inférieur à n � 1 s�annulent sur le bord .Par contre,pour des raisons de
parité, on remerque que le terme de droite de l�égalité ci-dessus ne contient pas de terme en rn,

contrairement au cas précédent .Il n�y a donc pas de terme en rn log r dans le développement

asymptotique de U et le terme en rn est indéterminé.

On vient de montrer que si e' est une application Cn�1 de X dans N et qui est harmonique

de (X; g+) dans (N ;h),alors son ��développement asymptotique ��(en fait celui de U ) est

déterminé jusqu�au terme rn�1 par les métriques g et h, et la valeur de e' sur le bord .

4.3 Exemples

Proposition 4.3.1 Soient (Mn; g) une variété d�Einstein[6] de dimension paire et (N ;h)

une variété Riemannienne ,alors les application harmoniques de (M; g) dans (N; h) sont C-

harmoniques.

4.4 Obstruction au remplissage harmonique

Pour les variétés asymptotiquemion qui est Cn de X dans N et harmonique de (X; g+) dans

(N; h) , alors 'nM est C-harmonique de (M; [g]) dans (N; h) .
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Corollaire 4.4.1 Soient (Xn+1; g+) une variété asymptotiquement hyparbolique de dimen-

sion impaire et une variété Riemannienne (N; h) ,on se donne ' une application

U (p; r) :=
�
exp'(p;0)

��1
' (p; r)

admet comme développement asymptotique pour r = 0 :

U (p; r) = U0 (p) + :::+ Un�2 (p) r
n�2 +Hg (p) rn log r +O (rn) (4.4.1)

or ' est Cn sur X,donc Hg = 0 et 'nM est bien C-harmonique.
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