UNIVERSITE ABDELHAMID IBN BADIS-MOSTAGANEM
FACULTE DES SCIENCES EXACTES ET SCIENCES DE LA NATURE ET
DE LAVIE
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Mémoire de master en mathématique

Spécialité : Analyse Fonctionnelle

Théme
Etude d’un probléme de transmission abstrait
dans le cadre L»

Présenté par

DOUARA Zineb

Soutenu le 21 / 05 /2017 devant le Jury
Président M. BELAIDI Benharrat
Examinateur M.MENAD Abdallah
Encadreur M.MEDEGHRI Ahmed

Année universitaire : 2016-2017



Table des matiéres

L__Introduction i
Rapp 2

(1.1 Opérateurs linéaires fermés|. . . . . . . . . . .. . .. . ... . ... ... ... 2
(1.2 Les semi-groupes| . . . . . . . . . . L 3
(1.2.1  Semi-groupes diftérentiables| . . . . . .. .. ... ..o L. 4

[1.2.2  Semi-groupes analytiques|. . . . . . . . . . . .. .. ... ... .. 4

[1.2.3  Semi-groupes analytiques généralisés| . . . . . . . .. .. ... ... .. 5

(1.3 Les espaces d’'interpolation| . . . . . . . . . . ... oo oL )
(1.4 Calcul Fonctionnell . . . . . . .. ..o oo 6
[1.4.1 Opérateurs sectoriels| . . . . . . ... ... oo 6

(1.5 Puissances fractionnaires d’opérateurs|. . . . . . . . . . . .. ... 8
[1.5.1 Puissances fractionnaires avec partie réelle positivel . . . . . . . . . .. 8

[1.5.2 Puissances fractionnaires avec partie réelle quelconque| . . . . . . . .. 9

(1.6 La théorie des sommes d’opérateurs de Dore-Venni| . . . . . .. .. ... ... 9
(1.6.1 Espace UMD| . . . . .. ... ... . 10

(1.6.2  Les hypotheses . . . . . . . . . . . .. . ... . 11

6.3  Résultats . . . . . .. .. 11

2 Représentation de la solution| 12

2.1 Hypotheses . . . . . . . . . . e 12




TABLE DES MATIERES 3
2.2 Résolutionl . . . . . . . . L 13
B Résul i "HiLid 19
[4 Reégularité de la solution| 28
4.1  Lemmes techniques| . . . . . . . . . . .. L 28
4.2 Reégularité de la solutionl . . . . . . . ... oo o o 31
4.2.1 Reégularité de la solution w| . . . . . ... .. ..o 32
[4.2.2  Régularité de solution w_| . . . . ... ... 0000000 37
M3 Résultatsl . . . . . . . .o 40
5 Exemple d’application| 41
I P pPp
Bibliographie 46
I grap




INTRODUCTION

Ce travail est consacré a I’étude d’un probléme traité dans Particle [10], "An abstract trans-
mission problem in a thin layer, / : sharp estimates", de : Giovanni Dore, Angelo Favinni,
Rabah Labbas et Keddour Lemrabet, paru dans le Journal " Journal of Functional Analysis
261(2011)1865—1922".

Considérons dans un espace de Banach complexe UMD X, le probléme de transmission

abstrait de type elliptique

( { W (@) + Au_(2) = —g-(x) ,we]-1,0[,
W) (x) + Aus () = — g4 (2) , @ €]0,0],
avec des conditions aux limites :

u (-1) = f_,
(pa) { u/+ (0) = f+,

et des conditions de transmission :

{ u—(0) =uy(0),

p-u_(0) =ps u,(0),

ol A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A), non nécessairement dense, inclus

dans X , p_ , pi € R*, § est un petit parameétre, g, € L?(]0,4[, X) , g- € L?(]-1,0[, X),
fe. [-€X.

Beaucoup d’auteurs ont travaillé sur des problémes de transmission. On cite, par exemples,
dans [I5] l'utilisation d’un changement d’échelle sur I’épaisseur de la couche mince pour
transformer (p4) en un probléme dans un domaine fixé et I'obtention des résultats d’exis-
tence, d’unicité et de régularité dans les espaces LP, par la théorie des sommes d’opérateurs
linéaires de Da prato - Grisvard. Dans le cadre des espaces de Sobolev construits sur L, p €
[1,400], des données non homogenes sont considérées avec un second membre dans un espace
d’interpolation, ce qui permet des applications -concrétes dans des Banach quelconques .
Dans [4] et [5] lexplication de la représentation de la solution est basée sur le calcul fonc-
tionnel d’intégrale de Dunford contenant des Noyau de Green, les auteurs ont considéré des
données non -homogenes et ont supposé un second membre dans un espace de Holder. Dans

les références [1, B, [0, 16, [17] les auteurs ont utilisé des méthodes basées sur une estimation
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a priori établie dans le cadre Hilbertien et un développement asymptotique par rapport au
parametre 0 .

Ce travail est basé fondamentalement sur une représentation explicite de la solution utilisant
la racine carrée de 'opérateur — A et les semi groupes analytiques .

On utilise quelques outils d’analyse fonctionnelle, en particulier les notions d’opérateurs
linéaires fermés, la théorie des semi-groupes, les puissances fractionnaires d’opérateurs li-
néaires, la théorie de 'interpolation, le calcul fonctionnel pour les opérateurs sectoriels, et
la théorie des somme d’opérateurs de Dore et Venni. Ce la nous a permis d’obtenir des
conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence, I'unicité et la régularité maximale de la

solution. Le résultat obtenu dans ce cas est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 0.0.1 Sous les hypothéses (2.1.1),(2.1.2), (2.1.3)et (2.1.4) (voir chapitre 2),

et g € LP(]-1,0[,X); g+ € L?(]0,9[,X), le probléme (pa) admet une unique solution
stricte (u_,uy) telle que u_ € W2 (]—1,0[, X) N L? (]—1,0[, Da) et uy € W?r(]0,4[, X) N
LP(]0,0[, D4) si et seulement si f_ € (DA,X)%J? et f1 € (Dy,X)

1 1 .
%"_Eap

Exemples physiques du probléme :
En dimension 1 :
Le probléme stationnaire de diffusion de la chaleur dans une tige hétérogene |—1, d[ constituée

par un corps fixe |—1, 0] et une couche mince |0, §[, est modélisé par les équations suivantes :

'{u'L(x)—au_(x): —g () wel-1,0],
ul(2) —aus (1) = —go (2) , 2 €]0,0],

avec des conditions aux limites :

{ u/_ (_1> = f— ’

U+ (5) = f+ )

et des conditions de transmission :

{ u (0) =uy(0) ,
\

p-u_(0) =piu,(0).

ol uy (x) représente la température au point x, p_, p, sont les coefficients de conductivité
des corps |—1,0[ et |0, §] respectivement, a > 0 le coefficient d’échange avec l'extérieur, g4
les sources de chaleur, f_ la température au point x = —1 et f, le flux de chaleur en x = ¢.

En dimension 2 :
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Le probléeme de la propagation de la chaleur dans une plaque homogeéne par morceaux |—1, §[x
|—m, m[, constituée par une jonction de deux corps, (le premier, |—1,0[ X |—m, 7[, le second,

10,0 x |—m, «[, formant la couche mince ), s’écrit sous forme :

( 2 2
Au_ (x,y) = 8052_ (l’,y) + % (xay) = —g- (‘Tay) ) (xay) < ]—1,0[ X ]_ﬂ-vﬂ-[7

82U+
ox?

82U+
0y?

AU+ (l’,y) = (xvy)+ (x,y):—g+ ('T,y), ($’y) 6]075[X]_7T77T[a

avec des conditions aux limites

(u-(-Lly) =f-(y) ,y€]-mnl,

au+ .

%(&y) _f+(y) ) yE]—W,’/T[,
u_(x,m)=u_(z,—7) , z€]-1,0],
U+(.Z'77T)_U+({L‘,—7T) ) CCG]O,(S[,
ou_ Ou_

%(‘%’771-) ﬁ_x(x’_ﬂ)’ xE]—l,O[,
a'U/+ aU+

\ %($,7T) = %(:p,—ﬂ), x €]0,6],
et les conditions de transmission

U— (O7y) = Uy (an) , Y € ]_71—777-[7

du_ ou
p*% (Ovy) = p+8_; (Ovy) NS ]_ﬂ-’ﬂ-['

o ux (x,y) représente la température au point (x,y), p—, p+ sont les coefficients de conduc-
tivité des corps |—1,0[ x |—m, 7| et ]0, ] x |—m, 7] respectivement, g4 les sources de chaleur,
f- (y) la température au point (—1,y) et fi (y) le flux de chaleur au point (4, y) .

Ce mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre est consacré a des rappels d’usage sur les outils mathématiques uti-
lisés dans ce mémoire. On donne les notions d’opérateurs linéaires fermés, certains résul-
tats classiques sur les semi-groupes, les espaces d’interpolation, les puissances fractionnaires

d’opérateurs, et le calcul fonctionnel pour les opérateurs sectoriels, et ainsi que les principaux



théorémes de la théorie des sommes d’opérateurs linéaires dans le cas des espaces de Banach
UMD.

Dans le deuxiéme chapitre, on représente la solution du probléme posé d’une fagon
détaillée a partir des hypothéses supposées et en utilisant les semi-groupes, les puissances
fractionnaires .

Au troisiéme chapitre, on étudie I'inversibilité de Popérateur A (déterminant du systéme
dans la résolution), a I’aide du calcul fonctionnel pour les opérateurs sectoriels et quelques
inégalités d’analyse complexe.

Dans le quatriéme chapitre, on étudie la régularité de la solution a I’aide des lemmes
techniques qui sont basés sur les espaces d’interpolation et ’application des résultats de Dore
et Venni aux problémes de Cauchy. On donne des conditions nécessaires et suffisantes sur les
données .

Le cinquiéme chapitre, est une partie d’application et d’illustration de ce qu’on a traité
dans les chapitres qui précédent sous forme d’exemples des problémes concrects d’E.D.P.

Le mémoire se termine par une bibliographie relative a I’ensemble des travaux présentés .




Chapitre 1

Rappels

1.1 Opérateurs linéaires fermés

On rappelle que A est un opérateur linéaire sur un espace de Banach X si et seulement si c’est
une application linéaire définie sur un sous espace vectoriel D (A) (domaine de définition de A)

de X & valeurs dans X .

Alors

1) A est dit borné si
D(A) =X et 3C >0, [[AL]lx < Clllx

et on écrit A € £ (X) .

2) A est dit fermé si et seulement si son graphe est fermé, i.e, pour toute suite (z,), € D (A)

telle que
T o, JTE D (A)
Az, — vy Ar =y

3) A est dit fermable si est seulement si admet une extension fermée, ce qui équivaut a dire

que pour toute suite (z,,), € D (A) telle que

w0
Ar, —y Y7

les convergences des suites x,, et Ax, sont au sens de la norme de ’espace X.

Définition 1.1.1 Soit X un espace de Banach complexe, muni de la norme ||.|| . On appelle
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e Spectre de A, I’ensemble
o(A)={A e Ctq (A— Al) non inversible} .
e Ensemble résolvant de A, le complémentaire du o (A) dans C noté p (A), c’est -a-dire
p(A)={reCtq (A-N)"eL(X) }.

e Résolvante de A, I'opérateur (A — AI)~" pour A € p(A).

1.2 Les semi-groupes

Définition 1.2.1 On appelle semi-groupe fortement continu (ou vérifiant la co-condition) ,

licati RT — £ (X)
une application G (t)
telle que
a) G(0)=1

b)G (t+s) =G (t)G(S), Vt,s >0
¢) Yo € X Dapplication

Rt — X
t—G(t)y

est fortement continue en 0,

(oex i 160yl ~0)

Remarque :
1)sit € R, (G(t)) est dit groupe.

2) la condition ¢) n’implique pas que
lim |G (t) — 1]y =0.

Définition 1.2.2 On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe (G (t)), lopérateur li-
néaire non borné A définie par

G(t)p—
Dy = {gp e X : limg o+ (t)e—v existe dans X }
Gt)p—v

V(p - DA7 ASO = limtﬁo+ ¢
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1.2.1 Semi-groupes différentiables

Définition 1.2.3 Un ¢y -semi groupe {G (t)} dans X est dit différentiable pour t > to si
Vo € X | la fonction t — G (t) ¢ est différentiable pour t > to . Le semi groupe est dit
différentiable si ty = 0.

1.2.2 Semi-groupes analytiques

Définition 1.2.4 Soit X un espace de Banach complexe. Soit le secteur
Z:{ZE(C.‘ 0 <argz <0y eth <0<6by} |

soit {G (2)},cy~ une famille d’opérateur linéaire bornée sur X, on dit que {G (2)},5- forme
un semi-groupe holomorphe, si elle vérifie :

1) G(0)=1.

2) G (21 + 23) = G (21) G (22), pour tout 21,29 € > .

3) lim.—~o G (2) p = p, pour p € X.

z€ Y
4) L’application z € >\ {0} — G (2) ¢ € X est holomorphe Yy € X.

Question :
Quelle est la possibilité pour un co—semi groupe (G (t)),, d’étre prolongeable en un semi-

groupe holomorphe dans > ?
Théoréme 1.2.1 (de Kato)

Soit A: D (A) C X — X un opérateur linéaire non borné vérifiant

1) A est fermé.
2) D(A) = X (densité)
3) p(A) D{ eC*:ReA>0}et IL>0/VAeEp(A) ona

L

7 -7 <

Alors, A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe tel que :

1) 3M >0/ ¥t > 05(|G ()]l o) < M
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2) Vt >0, G (t) € L (X, D(A)) et |AG (1)]|x) < %

Réponse a la question :
Le semi-groupe{G (t)},-, obtenu dans le Théoréme de Kato se prolonge analytiquement en

un semi-groupe holomorphe.

1.2.3 Semi-groupes analytiques généralisés

Définition 1.2.5 On dira que (el’Q)po est un semi-groupe analytique généralisé si () est un

opérateur linéaire dans X de domaine non dense .

(voir sinestrari [18]) .

1.3 Les espaces d’interpolation

Définition 1.3.1 Soit X un espace de Banach, on désigne par L? (R, X) avec p € [1,400],

l’espace de Banach des fonctions f fortement mesurables définies pour presque tout t € R

([ 1w %) - I

Si p = +00, on définit 'espace L$° (R,, X) par

et telles que

L2®y,x) < T0O0

f: R, — X, est fortement mesurable et
SUp €SSo<t<oo || f ()]l x < 00

ferx <R+,X>(:>{

Définition 1.3.2 Soient (Xo, ||.||,) et (Xi,|.||;) deux espaces de Banach s’injectant conti-

nument dans un espace topologique séparé F .

Pour p € [1,+00l, et § € ]0,1], on dit que x € (Xo, X1),,, si et seulement si
1) Vit > 0, ElU() (t) S Xo, Juq (t) € Xq:x=ug (t) -+ Uy (t)
2) t7%ug € L2 (R, Xo), t'%u; € L2 (R, X1)

Proposition 1.3.1 (Xo N X, |l lxyex,) (%o + Xt lyin,) et ((Xoo X)) des

espaces de Banach pour les normes respectives
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1l xpnx, = l#llx, + ll2llx, siz e XonX;
[l xgrx, = _inf ([[zollx, + [[z1]lx,) siz € Xo+ Xy
z;€X;, 1=0,1
136=3;(;+I17
— : —0 1-6 .
Ity =i (I w0l g 1wl ) 51 € (o X0,

V>0, uo(t)+ui(t) =z
Et de plus
XoNX; C (Xo, X1>97p C Xo+ Xy,

avec injections continues.
Notons :

(X07 Xl)e,p - (Xh X0)1—9,p :

Définition 1.3.3 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) C X muni de la

norme,

Ve e D(A): |zllpay = llzllx + 1Az]l

on a alors,

Da(0,p) = (Da, X), 4, pourpe€[l,+o0] et0<f<1

Grace a la propriété de réitération on a :
DA (mevp) = DAm (07]9) ;

ou m entier > 1, p € [1,400], 6 € ]0,1[ (voir Da Prato-Grisvard [9]), cas particulier m = 2
on a

D4 (20,p) = Dz (6,p). (1.3.1)
1.4 Calcul Fonctionnel

1.4.1 Opérateurs sectoriels

Soit A un opérateur linéaire fermé sur X, vérifiant les propriétés suivantes, il existe 0 € [0, 7|

tels que o (A) C Sp

\ S — {z€C |2#0, |argz| <0} si0 <l <7,
%2079 (0, 00) si =0, )
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et pour tout a € 10, 7|,

sup Hw (wl — A)~ ||<+oo
weC\ S

(on dit que A est un opérateur sectoriel avec angle spectral 6) (voir[I4] p17).
On remarque que si R~ C p(A) et supcp+ A H (M +A)” || < 400 alors A est sectoriel

(voir [13],lemme 6.4.1) .

Remarque 1.4.1 Soit o € }O, g[ :

|Im 2|

ez

2€ 85, 0< < tana (1.4.1)

Définition 1.4.1 Pour ¢ € ]0, 7|

e H(S,) : 'espace des fonctions holomorphes de S, dans C.

o 1 (S,) = { ] € H(S,) :sup.cs, | (2)] < o0}

o Hi®(S,) = {f € H(S,): 35 € RY sup. maxc{] 2 || 2 |} |f ()] < oo}
e H,(S,) = {fEH( o) 1 3s € RT sup,cq min{| 2 [% ] 2z [} [f ()] <oo}.

Remarque 1.4.2
Hg® (S,) € H> (S,) € Hy (S,) € H(S,).

Et H> (S,) est un espace de Banach muni de la norme || f||,, = sup.eg, |f ()]

Définition 1.4.2 Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im (A) = X, alors pour f €
HEe (S,), on définit Uopérateur linéaire bornée f (A)

f(A) = %/ f(2) (21 — Ay dz

ol a € |0,¢[ et T'y, : est un chemin dans le plan complexe composé par deux demi-linges

{p et pe RT*U{0}}, orienté avec une partie imaginaire décroissante (voir[14] p27).

Définition 1.4.3 On dit que A admet H* (S,) calcul fonctionnel borné si pour tout f €
H>(S,), Uopérateur f (A) est borné et il existe c € R (indépendante de f) tel que

1f (AN < el fll
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Proposition 1.4.1 Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im (A) = X.

S’il existe ¢ € R* tel que pour tout f € HS® (S,) on a: ||f(A)| < ¢l fll,, alors A admet
H® (S,) calcul fonctionnel borné .

Preuve. voir [§],corollaire 2.2 ou [I1], théoreme 4.9 O

Proposition 1.4.2 Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im (A) = X .

(f+9)(4)

Of,gEH(S):>{ (> ( 9) (A)
(

(f.
[ Fae s, ot
Lo ;‘{ 9(4) = (£9)(4)
Preuve. voir 8] ou [11], theorem 4.5 et corollaire 4.6 . O

Proposition 1.4.3 Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im (A) = X.

SifeH, (S, <%> € H,(S,) et <%) (A) € L(X) alors f (A) est inversible & inverse borné

Preuve. voir [10], proposition 3.3 O
Proposition 1.4.4 Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im (A) = X.

Si A admet H> (S,) calcul fonctionnel borné alors A3 est un opérateur sectoriel, injectif,
Im (A ) X et admet H* (Sg) calcul fonctionnel borné .

Preuve. voir [10] ,proposition 3.4 O

1.5 Puissances fractionnaires d’opérateurs
1.5.1 Puissances fractionnaires avec partie réelle positive

On considere A € Sz ou € )0, 7].

On se donne «a € C, il s’agit alors sous certaines conditions, d’activer la formule

n

Ici 2% désigne la détermination principale de la fonction "puissance o " caractérisée par

a _ ea(ln r+i6)

2z siz=re? r>0,0c¢c]-m .
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Proposition 1.5.1 Soient o, 5 € C tels que Rea,Re 8 > 0, on a alors

1) A® est un opérateur fermé de X.
2) AP = A2 AP = AP A .

3) Refs > Rea= D (A”) C D (A®) et en particulier
Rea<1= D (A) C D(AY).
4) Si A est injective alors A l'est aussi et
(A" = (4",
5) Si0 € p(A)alors 0 € p(A%).
6) Si Ae L(X) alors A* € L (X).
De plus si A admet un inverse borné alors, pour Re o > 0,
(A1) = A e £(X).

1.5.2 Puissances fractionnaires avec partie réelle quelconque

Proposition 1.5.2 On considére o, 5 € C et on suppose que A est injectif. Alors

1) A%est un opérateur fermé de X.
2) A“ est injectif et (A%) " = A" = (A"H)*.

3) Aeth C A~ AP,

1.6 La théorie des sommes d’opérateurs de Dore-Venni

On veut résoudre le probleme suivant Au + Bu = g ot g € X, et A, B deux opérateurs
linéaires fermés dans X.

On suppose que X est un espace UM D (Unconditional Martingale Differences) .

La théoréeme de Dore-Venni montre que sous certaines hypothéses sur les opérateurs A et B

on peut montrer que A +B est un opérateur fermé a inverse borné.
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1.6.1 Espace UMD

Définition 1.6.1 Un espace de Banach X posséde la propriété UMD si et sulement st dp €
|1, 400] et c(p) tels que

> & d
k=1

n

>

k=1

,Vne N |
LP(R,X)

<c(p)
LP(R,X)

pour toute martingale (dj),_1- et pour toute suite (£,), tels que

Nous donnons une définition équivalente plus adaptée a notre propos et qui utilise la trans-
formée de Hilbert.

Transformée de Hilbert

Soint € € |0,1[ et p € |1, +o0[, pour toute fonction f € LP (R, X), on définit 'opérateur H.

par

i fa—s)
H.f)(x)=— —~ds.
(H.1) (2) /

T s
Si pour un élément f € LP (R, X) donné, lim, o+ H. f existe dans L? (R, X) alors cette limite

est notée H f et appellée la transformation de Hilbert.

Théoréme 1.6.1 Soient X un espace de Banach et p € |1, +0o0o[ alors les assertions suivantes

sont équivalentes

o X est UMD
o lim_ o+ H.f existe dans L? (R, X),Vf € LP (R, X).

Définition 1.6.2 Un espace de Banach X est dit (—convexe s’il existe une fonction ( :

X x X — R, vérifiant : pour tout x,y de X

1) ( est symétrique et biconvexe.
2) ((0,0) >0
3) ((z,y) <llz+ylly »Vo,y € X, avee [lz] = [yl = 1.

Le résultat fondamental de Burkholder(voir [7]) est
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Théoréme 1.6.2 X est un espace UMD si et seulement si X est (—convezxe.

Remarque 1.6.1 L’imporrtance de ce dernier théoréme est : la notion d’espace UMD ne

dépend pas de p .

Exemples :

e Tout espace de Hilbert est UM D.

e Tout espace isomorphe & un UMD est UM D.

e Tout sous-espace fermé d’'un UM D est UM D.

e L’interpolé des espace UMD est UMD .

eSil<p<+oo,et X UMD , alors L? ((a,b),X) (a <b) est UMD.
e Les espace C,C%, ..., ne sont pas UMD.

1.6.2 Les hypothéses

On suppose que A et B vérifient
i)mAyﬂ—mﬁ]aaMA>owuzoHu+Arwqmg§%
(DWY) MﬂﬂBﬁﬂ—mJﬂaﬂM@>0:VA20HQ+fﬂ4mwj§%§
DA)=D(B)=X
(DVA) 1)V € p(—A) ,Yu € p(—B)
YL O+A) T (w+B) =+ B) A+ AT

i) Vs e R, A% € L(X) et Ik > 0,304 € [0, 7] ]|Ai5||£(x) < k elslfa
(DV3) < v)Vs €R, B € L(X) et 3k > 0,305 € [0, 7| ||B“H£(X) < k elslon
vi) 04+ 0p <.

On note par Bip (6, X) (Bounded imaginary power) 1’ensemble des opérateur sectoriels sur

X, vérifiant (DV}) et (DV3) .

1.6.3 Reésultats

Théoréme 1.6.3 Si X est un espace UMD et les hypothéses (DVy),(DVa) et (DV3) sont
vérifiées, Alors l'opérateur L = A + B est fermé et L' € L (X), et on a

1 Aszzfl
1ﬂ_—/———@
Y

im )., sin(mz)
ol 7y est une courbe verticale contenue dans la bande {z € C, 0 < Rez < 1} et orientée de

_ . y T
0o e 2 de oo e'2.



Chapitre 2

Représentation de la solution

Dans ce chapitre, on représente la solution du probléme posé a partir des hypothéses suppo-

sées.

2.1 Hypothéses

Considérons dans un espace de Banach complexe X le probleme abstrait suivant :

( u;(x)+Au_(m): —g_(z) ,z€]-1,0],
U+E$)1‘)F up (z) = —g4(z) , 2 €]0,4],
(pA) u:_r (5) — f+ 7_ 7
L0 =0l0),
( - u_(0) =py uy (0),

ou A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A), non nécessairement dense, inclus
dans X, p_,p; € RT,§ est un petit parametre , g_ € L? (]—1,0[, X), g, € L7 (]0,0[, X), f_,
freX.

On suppose que
1) L’opérateur A vérifie

e I’hypothése d’ellipticité

[0,+00[ Cp(A) et Je>0:[[(A=AD)T <=

il
cx)y — 14N

(2.1.1)

e I’hypothése Bip (04, X) :
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Vs € R, (—A) € £(X) et 3e> 1,04 €0,7] H(— < ¢ falsl, (2.1.2)
. £(x)
Jp €10, 7| tel que — A admet un H* (S,) calcul fonctionnel borné. (2.1.3)
2)
X est un espace UM D. (2.1.4)

Résultats préliminaires

e D’aprés A est un opérateur inversible .

oD’aprés — A est un opérateur sectoriel.

e [’hypothése implique que 'opérateur <Q = — (—A)%> est le générateur infinitésimal
d’un semi-groupe analytique généralisée noté G (s) = e VA = 5@ s > 0 sur X, voir
Balakrishnan [2]

e L’hypothese (2 est équivalente a

de>1,0,4€]0,7] ,Vs€R HQ“Hﬁ( <C€2 sl

(On dit que @) est un opérateur Bip (9“ X) )
e L’hypothese (2 et la proposition(1.4.4) implique que —@ admet un H> (Sg) calcul

fonctionnel borné.

e L’hypothese (2.1.4]) implique que L? ((a,b), X) (1 < p < +0) (a < b), est un espace UM D

2.2 Reésolution

Lemme 2.2.1 Sous les hypothéses (2.1.1)) , (2.1.2)) , (2.1.3)) et (2.1.4) , le probléme (pa) admet

une solution stricte (u_,uy), représentée par :

u_ (z) = ——Q S——Q / ¢=0Qg  (s)ds+e™ V0 _+e 93z €]-1,0[,

avec
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) 0
1A . . 1 .
o = pQ A / g (5)ds +p, QAT [0y, () as 5@t [ ey
0 0 _1

0

(- pyQiat [

-1

1 0
e(lis)Qg, (S) ds + 5 (P+ _ P,> Q*lAfl /1 e(3+s)ng (3) ds +

1 0 1 0
3 (P, +P)Q AT / P19y (5)ds — 3 (P, +P)Q'A™! / eB3TIQ (5)ds
—1 -1

+(Py— P)ATIRR 1 2P Q7 AT (P4 Py ATy f

Et
5 5
5= pQ A [ () ds - pQ AT [, ()ds
1 ’ 0 10 0
+5 (P, —P)Q'A™? / e Qg (s)ds + 5 (P-—P,) Q_lA_l/ e Qg (s)ds
1 -1
1 0
—5 (Po+P)*A™! / =R _ (s)ds
1
1 0
+§ (Po+P)*A™? / e2H2+)Q0 (s)ds + (P — PL) A9 f
-1
—2p, QAR 4 (po +pa) ATePTN
= ——Q / (@=s) ds——Q / (¢=0Qg, (s) ds+e™Ca +e D93 2 €]0,],
avec :

1 i [ a5
3 —p @A [, (5)ds

1 i [0
ay = §(p——p+)QlA 1/€Qg+(3)d5+2
0 0

1

1) 1)

1A s 1 1A —s

+5 (p-+p1) QA 1/ 0 (s)ds+ 5 (p- +p4) Q7'A 1/ P29, (s)ds
0 0

0
—p—Q_lﬁ_l/ e % (s)ds +p—Q‘1A‘1/ P9 (s)ds+ (p- —p) QTIATIC S,
~1

-1
+2p AT+ (po +py) QTTATEBT
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Et
1 0 5 1 ’ s
By = §(p——p+)Q‘1A‘1/ e (s) ds+§(p——p+)Q‘1A‘1/ =%, (s)ds
0 0

1

1)
43 - +p) QAT [0y, (s +
0

—leAl/ e (s)ds+p-Q'A™! / (Or2+Q ds——@ / (0799, (s)ds
-1

+(p- —py) QAT +2p AT eOTVLF 4 (p- +py) Q@ TAT! PRy Q7 .

1 )
5 (P +p)Q AT / (B0125)Q0  (s)ds

Avec
A=p, (I — eZQ) (I — 625Q) +p_ (] + €2Q) (I + 626Q) .

Remarque : On suppose que JA™! € £(X), dans le chapitre 3, lemme(3.0.3) on montre
que A est inversible a inverse borné.
Preuve. Pour résoudre le probléme (p,4), on applique la méthode de la réduction d’ordre

de Krein a ’équation abstraite :

u" () + Au(z) = —g(z), z €]a,b[. (2.2.1)

On pose alors pour tout x € |a, b :

Donc :

En utilisant I’équation ([2.2.1)) et le fait que Q = —v/—A

(' (2) + Q7" (—Au(z) — g ()
(v (2) + Qu(2) — Qg (x))
(—Qu (2) + Qu(z) = Q' ()
= Qu)- 5079,

Y (v) =

N RN ~DN|
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on obtient :

(u(a) + Q' (a)) -

De méme on a :

avec :

5=5 (10 - 50 W),

Donc, pour tout = € Ja,b[ on a :

y( )_ IQ f (:t: ng )ds_i_e(xfa)Qa'

( Q f (s—=z Qg dS—{—e(b*‘r)Qﬁ_

Et comme

Alors
1 -1 ; (z—35)Q 1 -1 ’ (s—2)Q (z—a)Q (b—2)Q
u(m):—§Q e g(s)ds—§Q e g(s)ds+e a+e B, x € la,b|.
Alors, la représentation de la solution du probléme (p4) est de la forme :
= ——Q / @=)Qg, ( ds——Q / (=Qg. (s)ds+e™@a+e093. 1 €]0,d].
Et
= ——Q / (=2) ds——Q / =)@y (s)ds+e™ V0 _4e7"9p_, z €]-1,0].

Il reste & calculer ay, 3, ,a_, et f_ pour trouver la représentation finale de la solution, on

résoud le systéme suivant obtenu & partir des conditions de transmission et des limites :

a—+€Q6— :-[17 (1)
(S) Q65Qa+ - Qﬁ+ = I2 y (2)
eCa_+ B —ay —e9p, =1, (3

)
p-Qela_ —p_QB_ — piQoy +piQe™B, =1 . (4)
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ou :
(I, =f_+ %Q‘l ffl e+3)Qg_(s)ds ,

6 —S
L= fr+3 [y e %, (s)ds,

IS = %Qil fi)l eing— (S) ds — %Qil f()é GSQg-i- (S) dS,

0 0 _s
[ Lo = 3D+ Jo €9+ (s)ds + gp- [, e7%g (s)ds .
De (1) et (2) on trouve :

a- =1 — eQﬁ— ) (5)
(S1) { 8, = eéQaJr —Q'L. (6

On remplace a_ et 5, dans (3) et (4), on obtient :

(1) 3~ (I+e)a, =1y,
9 s L e

avec !

Ie=—Q 'y — pie®QQ I + p_e®I,.

On résoud le systéme (.S3), on obtient :

{ [5 = 13 - €6QQ_1[2 - tel,

(I —e*?) — (I +¢%9)

s, e pi (I = ) /

alors

A= p, (I - ezQ) (I - 626Q) + p_ ([ + eQQ) ([ + eZaQ) .

Remarque : On suppose que JA™! € £(X), dans le chapitre 3, lemme(3.0.3) on montre
que A est inversible & inverse borné.

Alors, on trouve 5_ et a :

_ AL I = (I+e¥9)
f=4 Ig D+ (] - 626@) 7
alors :
Bo=A"[pils (I —e¥?) + 1 (I+¢e*9)].
Et
aa| (T—e*9) I
ar =A D ([ + €2Q) 16 )
alors :
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On remplace f_ et a dans (S), on trouve :
{ 0= = @A [l (1 - ) 4 Iy (T4 9]

5, = A (1= ) fy (1 +E9) 1] QT



Chapitre 3

Résultats d’inversibilité

Proposition 3.0.1 Soient w,z € C\ {0}, on a :

<argw - argz) ‘
cos | ——5—— |-

a = argw w = |w| e
On pose{ & W, alors { [w] €,

w+ 2| > (Jw| + |2])

Preuve.

[ = arg z. z = |z| €.
g

w2 = [lw] e + 2] "
— ||lw|cosa + i |w| sin o + |2| cos B + i || sin B
= |(Jw| cos o + |2| cos B) + i (Jw| sin v + | 2| sin 3)|”
= (|Jw|cosa + |z| cos B)° + (|w|sin a + |z| sin 3)°
= |w|?cos® a + |z|* cos? B+ 2 |w] |z| cos accos B + |w| sin® av + |2|* sin? B + 2 |w] | 2| sin a sin B
= |w]? (cos® a + sin® o) + |2|? (cos® B+ sin® B) + 2 |w| |z| (cos a cos 3 + sin a sin 3)

= |w|’ + |2]> + 2|w| |z| (cosarcos B +sinasin B) , car cos’f +sin?f = 1,

puisqu’on a :

sin awsin B + cos acos 5 = cos (o — 3) 1+cos(20)

cos? f = =)
o — . o — car 2
= cos? ( 5 6) — sin? < 5 5) ; { sin? ) = 1*‘3028(29)7

fw+ 2 = [wP + 2 + 2wl |2 ( (“;5)  in? (a;5)> |

Alors :
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et comme :

cos? (Q;B) + sin® (#) =1,

alors :

w+z° = (|w|2 + |z|2) (0082 (a ; B) + sin? (#)) + 2wl |z| (C082 (

a— ‘ o —
= (Bl 2l 2 o (252 ) (o o f = 2 o s

2
= Gl eos (25 2) + (o = s (0
> (u] + [2])” cos? (#)
D’ou :
w+ 2 > (jw] + [2]) |cos (#) ‘
Alors

lw + 2] > (Jw] + |2]) cos (#) .

Proposition 3.0.2 Soient a < 5 et z € S, :

1) Jarg(1 —e?) —arg(1+e %) < a.

2) 1+e?|>1—exp(52).

2tan
3)

Preuve. Soient o < setze S,

22|

|z| cos a
1+ |z]cosa

<|[1T—e? <

1+ ]|z|cosa

on pose z=Rez+ilmz.
1)
1l—e? = 1_67Rez7i1mz

= 1—= e—Reze—iImz

= 1—e "% (cos(Imz) — isin (Im z))

= 1—e ®%cos(Imz) +ie ®

Remarque : o si 2 =x + iy, x >0 alors arg z = arctan (%) .

¢*sin (Im z) .

«

2

—p
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esi z€ 9, alors |[e7?| = e o7 < 1.
Donc :
e~ ReZgin (Im 2)
1 — e~ Rezcos (Im 2)

arg (1 — e %) = arctan ( > , car 1 —e ®?cos(Imz) > 0.

En utilisant la méme méthode on obtient :

arg (1+e%) = arg(1+e Rez'm?)

—Rez(

= arg (14 e "% cos(Imz) — ie sinIm z))

; —e Re2gin (Im 2)
= arctan
1+ e Rezcos (Im 2)

—R

e~ "**gin (Im 2) . . .
= —arctan , car la fonction arctanest impaire.
1+ e Rezcos (Im 2)

Donc

(1—e) (146 ; e~ ReZgin (Im 2) ©arct e~ ReZgin (Im 2)
arg (1 —e*)—ar e ?) = arctan arctan .
& & 1 —eRezcos (Im 2) 1+ e~ Rezcos (Im 2)

Remarque On a I’égalité suivante

b
arctan (a) + arctan (b) = arctan <1a i b) , sioab< 1.
—a
Puique :
e~ ReZgin (Im 2) e ®7gin(Imz) e 2R°%gin® (Im=z)
1 —e Rezcos(Imz) 1 +e Rezcos (Imz) 1 — e 2Rezcos? (Imz)
e 2R (1 — cos? (Im 2)) 1
1 — e 2Rezcos? (Im 2)
car
e 2Rez < 1 = e72ReE _ o72ReZ 007 (Tm2) < 1 — e 2R*% cos? (Im 2)
alors
. ., 2¢~ Rezgin (Im 2)
arg(l—e ) —arg(1+e ) = arctan( [~ o—2Re: )
(T o _ 0
= arctan (%) , car sinhf = %,

et comme z € S,, Rez > 0,s8inf <@ et sinhf > 6 pour 6 > 0 on a :

sinIm z
sinh Re 2z

Imz|  [Imz|

= Rez| ~ Rez < tana, d’apres (1.4.1)).
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Alors :
‘arg (1—e?) —arg (14 efz)‘ < a.

‘1+€—z‘2 _ }l_i_e—Rez—iImz

’2
= [1+e "% cos(Imz) —ie”"**sin (Im z)|2

—2Rezgin? (Im 2)

I
—~
—_
+
Cb‘

=
)
83
(@]
@)
n
5
N
N—
_|._
[

—2Rez

e cos? (Im z) 4 e 2Re=

sin? (Im z)

+
+ e ?R% (cos® (Im 2) + sin® (Im 2))
4 —2Rez

1 cas : si Rez < 5 %— alors |[Imz| < Z d’aprés (1.4.1), donc cos(Imz) > 0, donc

— 2tana 2
114+ e2)* > 1.
2¢m¢ cas ¢ si Rez > so—, alors
an o
2 _ _
14+ e|" = 1+42e *%cos(Imz) + e ?1¢*

> 1_26—Rez+e—2Rez

— (1 . e—Rez)2

= \l-ep 2tan a ’

cos(Imz) > —1=2e ®%cos(Imz) > —2¢ R~

car

= 1+2€’Rezcos(lmz) > 1 — 2¢ Rez

= 1+2e %cos(Imz) +e 287 > 1 — 2 Re# p g2Rez
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et
T —T
Rez > = —Rez <
tan o tan o
—T
= exp(—Rez) SeXp( )
tan o

= —exp(—Rez) > —exp( T )

tan «

tan o

= (1-exp(—Rez))?> <1—exp< 7 ))2

tan o

= 1—exp(—Rez)21—eXp( T )

Donc : pour a < 7 et z € S, on a

1+e7] > (1 —exp (2;;04)) .

3) On a, Vo € Rt e > 1+ 1z, alors

soit x € RT

e > 1l+r=e"*<

“ 14z
1
= 1l—e"2>1- -
1+2z 1+2x

Donc : pour z € S, onaRez>0et [e?| <1
[1—e7] = [1=]e7|
— |1_€—Rez|

1 — efRez

Rez
1+ Rez’

mais

2| = \/(Im 2)? + (Re 2)”
< \/tan2 a(Rez)* + (Rez)? , d’apres
= \/(Re 2)? (1 + tan? a)

Re 2)> 1
= ( ) , car 1 +tan’a =
cos? o cos? o
Rez

T
= , car a < — alors cosa >0
COS & 2
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D’ou
- o] » Lleosa (3.0.1)
1+ |z| cos
D’autre part, pour x € R™, on a :
1—=z
- > 1—2,0} > :
e > max { :B’}_l—i—:c
car :
e " >0
- —x > -
{ >l alors e”® > max {1 — z,0}
et comme :
1—2 si 0<x<1
max{l—:v,()}—{o o> 1
et
1—x 1—2 si 0<2x<1
< .
1+2 — | 0 si x>1
Alors :
1—=x
1—2,0} >
max {1l —xz,0} > T2
donc :
R B
e
“ 142
alors
11—z 2x
1—e*<1-— = . 3.0.2
© =TT 1vr 1+t (3.0.2)
Pour z € S,,
‘1 — e’z| = / ewdw‘ ;
I
avec : [', est un segment dans le plan complexe qui relie 0 & z donc
‘l—e_z‘ = / e_wdw‘
1Z
< / e "Rz 2| dt on pose w =tz
0
e L
( c )Rez
22|
d’apres (3.0.2))
1+ |z|cosa’ apres ’
alors
22|
1—e? < . 3.0.3
1-e ‘_1+|z|cosoz ( )
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De(3.0.1)) et (3.0.3)), on obtient :

2| cos . 2 |z|
— < [1-eF < —F——.
1+ |z| cosa 1+ |z|cosa
0

On rappelle que Q) = —v/ —A.
Lemme 3.0.2 Sous les hypothéses (2.1.1)et (2.1.3|) du chapitre 2,
vVt € R, 'opérateur (I + etQ) est inversible et d’inverse borné.
Preuve. On pose que (Q = —B, et on démontre que (I +e7tB ) est inversible et d’inverse

borné .

Alors, d’apres la proposition (3.0.2), pour z € Sy et t € Rt on a

_ -7
{1+e t’z| >1—exp <2tan0> >0

Soit la fonction f, : Sp — C, 0 < T tels que f; (2) = 14 e **,Vt € R*, donc la fonction f;

est holomorphe et bornée , alors

fr € H*(Sy) C Hp (Sp) - (3.0.4)

1
Comme f; (z) # 0, alors Vz € Sy (?) est une fonction holomorphe bornée, alors
t

(%) € H™(Sy) € Hp (Sy). (3.0.5)

Et par la proposition (1.4.2) et ’hypothése (2.1.1) on a
fi(By=1+¢""

D’aprés la proposition (1.4.4) et I'hypothese (2.1.3), B admet un H*> (S g) calcul fonctionnel

borné alors
1
(E) (B) est borné. (3.0.6)

De (3.0.4), (3.0.5)) , (3.0.6) , et d’aprés la proposition (1.4.3) l'opérateur f; (B) = I + e~ '8

inversible et d’inverse borné

her = (7).
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Donc, lopérateur f; (—Q) = I + e!? est inversible et d’inverse borné

N

Lemme 3.0.3 Sous les hypothéses (2.1.1)) et (2.1.3)) du chapitre 2 :

I'opérateur
A=py (I—e2) (I— Q) +p_ (I+¢R) (I+e¥9)

est inversible et d’inverse borné, et 3¢ > 0 (indépendante de J, p, et p_)tels que

a7 < e
j

Preuve. On rappelle que les opérateurs (I — 625Q) , (I — ezQ) , (I + 626Q) et (I + eQQ) sont

bornés et inversibles, on pose que B = —() et on démontre que
A' =, (] . 6—253) (] . 6_23) +p_ (_["— 6—253) (I+ 6_2B)

est inversible et d’inverse borné .

Soit la fonction g: Sy — C, 60 <7 tels que
g(2) =ps (1 _ 6—252) (1 _ 6—22) +p (1 i 6—262) (1 i e—2z) 7
comme la fonction g est holomorphe et bornée dans Sy, donc
g€ H™(Sp) C Hp (Sp) . (3.0.7)
Soit z € Sy, par la proposition (3.0.1) on a :
9 > (|1 |1 ] 4 p |14 72|14 )

(arg (1—e ) +arg(l —e ) —arg (1 +e %) —arg (1 + e‘2z)> '
cos
2

X

puisque 2dz,2z € Sy par la proposition (3.0.2) , on obtient
larg (1 — e7%) +arg (1 — e %) —arg (1 + ¢ 2%) —arg (1 + e %)| <
|arg (1 — e %) — arg (1 4 e~20%)|
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T Jarg (1 — %) — arg (1 + %))
< 26.

Donc :

g (2)]

v

(p+ |1 — 6_262‘ ‘1 — 6_22| +p_ |1 +e_252‘ |1+€_22|) cos 0

> p_ ’1+e‘25'2| }1 —i—e‘ﬂcos@,

par la proposition (3.0.2) on obtient :

2
-
lg (2)] > p— <1 — exp (2tan9)) cosf > 0.

1
donc g (2) # 0 Vz € Sy, alors la fonction <—> est holomorphe et borné, donc

g
1
(§> c H*® (Sg) C Hp (Sg) (308)
donc
U _a
Il P-

Alors par la proposition (1.4.2) et ’hypothese(2.1.1)) , on obtient
A =g(B).

D’apres la proposition (1.4.4) et I'hypothese (2.1.3) B admet un H> (S %) calcul fonctionnel

borné, alors

(1> (B) est bornée. (3.0.9)

g
Alors, de (3.0.7), (3.0.8) , (3.0.9)) et d’aprés la proposition(1.4.3) 'opérateur g (B) est inver-

sible et d’inverse borné



Chapitre 4

Régularité de la solution

Dans ce chapitre, on utilise des lemmes techniques pour étudier la régularité de la solution

du probléme posé. On rappelle que Q) = —v/ —A.

4.1 Lemmes techniques

Lemme 4.1.1 Soit f € L?(]0,1],X),1 < p < 400, sous les hypothéses(2.1.1)), (2.1.2)) et
(2.1.4) du chapitre 2 on a :

1o — F(z, f)=Q [ ™9 (s)ds € L? (]0,1[, X)..
2. v — Kz, f)= Qf (s=0)Qf (s)ds € L7 (]0,1], X).
3. 2> T (z,f) :Qfo e )R f (s)ds € LP (]0,1[, X).

Preuve. 1. Pour la premiére assertion, on applique le théoréme de Dore-Venni [12] a 'étude

du probléme :

{ u/(l')—Qu(l‘):f(l‘), 1’6}0,1[,
u (0) = 0.

alors, comme X est UMD et () est un opérateur linéaire fermé dans X satisfaisant les
hypotheéses du théoréme de Dore-Venni alors pour tout f € LP (]0,1[, X) , ce probléeme admet

une unique solution stricte u telle que
we W (jo,1[, X) N L7 (J0,1[, D(Q)) -

Avec

u(x) = /090 e f (5) ds
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et donc
T — Q/ @99 f (s)ds € L” (]0,1], X).
0

2. La deuxiéme assertion s’obtient immédiatement de la premiére car, en posant 1 —z =y

et 1 — s =t, on obtient :
1
K(o.f) = Q[ o (s)ds
1
~ 0 / ((1=0)-1-9)Q £ (5) ds

0
= F(y,f(1—1t)) e L”(0,1],X) .Daprés 1.

3. Pour la troiséme assertion, on écrit pour tout élément x € |0, 1] :
1
Tiof) = Q[ = (s)ds
0
T 1
= Q[ &) ds 4@ [ et (s)ds
0 T
T 1
— Q/ e(ycfs+23)Qf (S) ds + Q/ e(sf:chZx)Qf (8) ds
0 T

T 1
= Q/ e(T79)Qp25Q £ (s)ds + eszQ/ esQ g (s)ds
0 T
= F(2,e”9f) +*?K (z, f) € L” (]0,1[, X) .D’apés 1 et 2.

Lemme 4.1.2 Soit p € |1, 400[ et supposons Uhypothése (2.1.1)) du chapitre 2, alors

7p.

1. Ae®p e L7 (]0,1][,X) & p € (DA,X)QL
2. QBQQD € Lr (]Oa1[7X) S pe (DAvX)

1 1 .
%“!‘gvp

Preuve. 1. On rappelle que si m € N* et C' génére un semi-groupe analytique alors :

pe(D(C™),X). e Cme e LF(0,1],X) (4.1.1)

mp’
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on a
1 1 » d
[emecltas = [flent-tiemec &
0 0 X x
+o0
S / me(l—(l—mip))cmexccp P d_ZL'
0 X x
1
_ m—0m ~ym xC p _
= ||l C™e SOHLQ(R+,X) avec f = 1 — .
< k ||<,0||(X7D(Cm))9}p ( voir Triebel [19])
= k ||90H(D(C"L),X)L7p
Soit ¢ € (DA,X)QL’p
Y € (DA,X)%W@QOG(DQLX)%JD
& Q%% e [P (0,1[,X) dapres (1)
& —AeCp e LF (0,1, X)
& AeQp e 17 (]0,1[,X).
2. En utilisant la propriété de réitération(|1.3.1)), on obtient :
Y € (DA,X)%_‘_%J)@@E(X,DA>%_%J)
© 9e (X, D)y 1,
= pE (X,DQ)l L
<:> g& E (‘DQ7 X)l7p
& Qe e 17 (10,1],X) dapres [{A.11)).
O

Corollaire 4.1.1 Soit f € LP(]0,1[,X) (1 < p < +00), sous les hypothéses(2.1.1)) , (2.1.2))

et (2.1.4) du chapitre 2 on a :

0

3 =

| et € (D(Q). X0y, = (D). Xy,

Preuve. D’aprés lemme (4.1.1), 3°™¢ assertion on a :

Qe'Q/O eQf (s)ds € L7 (]0,1[, X) |
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donc en appliquant le lemme (4.1.2) , 2°™¢ assertion on a :

/O esQf (3)d$ S (D (A)7X>i+%,p’

2p

Remarque 4.1.1 [ existe un opérateur W € L (X) tels que :
+00
AT =T-W avec W(X)C()D(Q").

Alors :
VeEe X, AT~ (. (~: meéme régularité)

4.2 Reégularité de la solution

Pour étudier la régularité de la solution (u_,uy) qui satisfait :

{ u; (x) + Au_ (z) = —g_ (z), z € ]-1,0[,
Uy (z) + Auy (2) = —g4 (z), © €]0,6],

et pour g_ € LP (]—1,0[, X), g € L? (]0,9[, X), il suffit d’analyser les termes Au_, Au,, on
Aqu (33) = [+ (33) + R+ (I’) + S+ (l’) y T € ]075[a

avec !

0

I 1 1 b
I (z) = 5@/0 =%, (s)ds + 5@/ 7%, (s)ds + 5 (py —p-) QAT / "9, (s)ds
1

4 d
_ x _s 1 - T s
+5 (04 —p-) QA 1/ 270, (s)ds — 5 (p+ +p-) QA 1/ 9 (s)ds
0 0

0

é
L p0an / (42027900, (s)ds + p-QA~ / "R (s)ds
0

2 .
B 0 1 3
QA / 1R () ds + 5 (b - p) QAT [ eIy, (5)ds
-1 0
1 b 1 ’
e —p) QAT [ IR () ds— 5 (py 4 p) QAT [ e B0, () ds
0 0

1 — ’ —(z—46—2+s 1 ’ —(z— s
—5 (b4 +p) QA 1/ e Tma2tQg (8)d5+§Q/ eI () ds
0 0

0

0
_p_QA—l / e—(:c—26—2—s)Qg_ (8) ds + p_QA_l / 6—(x—25+8)Qg_ (S) ds.

-1 -1
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Ri(x) = (v —p-) QAT 4 2p ANTIETVRf — (py 4 p ) QAT

+ (p+ _ p_) QA—le—(x—35)Qf+ + QP_AA—IG—(I—Qé—l)Qf_ _ (p+ + p_) QA_le_(x_36_2)Qf+_

Sy (1) = Qe 9,
et
Au_(z)=1_(x)+ R_(z)+S_(x) ,z €]-1,0][,

avec

5
I (z) = —Q/ (@=s) s)ds+ = Q/ (s=2) s)ds — pr QA™ / e@H2IQ0  (5) ds

0

0
—p+QA / (z+2+25— s)Q ( )ds + ; ( p_) QA_l/ 6(:v+2—s)Qg_ (S) ds
0

-1

1 o/ 1 o f° s
+§ (p_ — ps) QA 1/ 6(ac+4+s)Qg_ (s)ds — 3 (p— +pi) QA 1/ o(@+2+26 )Qg_ (5)ds
-1 -1

1 — O X S 1 0 T S
e+ p) QAT [ B0y (a5 1q [ ey (5)ds
—1 —1

1
+p QAT / e” 79, (s)ds + py QAT / SR, (s) ds
0 0

1

0 0
#50m =) QAT [ e (g ds S —p) QAT [0 (5)ds

0

1 ) Cle25is 1 [0 asans
+ (4 +7) QA /< 2599 (5)ds — 2 (p +p) QA /< 2-2-9Q_(5) ds.

R_(z) = (pr—po) AN eWHIRF —2p QAT — (p 4 p ) ANl

+(p- —pe) AATe TN F 1 2p QAT IR 4 (py - po) AN T (O
S_ () = Ae@tVQf_

4.2.1 Reégularité de la solution u

On considére le terme I (z), z € ]0,J].
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D’aprés lemme (4.1.1) on a :

o0 1Q [T e, (s)ds € 17 ((0,6), X).
e 0 1Q [7 0%, (s)ds € L7 ((0,6) X).

oo — L (pr —p-) QAT []eTI0, (s) ds € L7 ((0,0) X).

2

1 0
co o 3o mp)@a7 [ Ry (s 17 (0,0), ),
0
car

1

5 1 s 5 s
5 o+ —p—)QA‘l/ et (s)ds = 5 (P+ —p—)QA‘le(‘”g)Q/ e(F)9, (s)ds,
0 0

et comme ( = f06 e(%é*“”)QgJr (s)ds € X, alors par la régularité du terme

e72)Q (VE e N eQC e D(QF) , Q¢ € L¥ (10,4, X)), on a
S (0 —p) QAL € 17 10,61, X)

1 é
oo 3 (et p) QAT [, () ds € 17 ((0.0). ),
0

car

) )
(p+ +p-) QA™ / (@+259Q0  (s)ds = = (py +p-) QA elT2)@ / e*%g, (s) ds,
0 0

N | —

et comme p = fO(S e, (s)ds € (D, X) 1

2p

iy (d’apres le corollaire (4.1.1)), alors

% (py +p_) QAL DRy € [P (10,6, X) (d’apres le lemme (4.1.2)).

1 0
o0 3 (et p) QAT [, () ds € 17 (0,51,
0

car

1 O s
~(py +p_) QAT lelrTRC / e, (s)ds,
0

1 — 6 xT —S
> (py +p-) QA 1/ (20 (s)ds = 5
0

2

et comme ( = f(f e=5)Qg. (s)ds € X, alors par la régularité de e®+2? on a

(b +p-) QA9 € 17 (0,6, X)
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0
o7 —p QA / (T (5)ds € 17 (10,5], X),

-1

car
0

0
p_QA_l/ @99 (s)ds = p_QA_lezQ/ e 9g_(s)ds,

-1 -1

et comme ¢ = f31 e g _(s)ds € (D, X) (d’apres le corollaire (4.1.1)) , alors

1 1
%“!‘5@

p_QA '™y € LF(]0,5[, X) ( d’apres le lemme (4.1.2)).

0
«r—p QA / (02902 (g)ds € 17 (10, 5], X),
—1

car

0 0
pQa ! [ R (s)ds = p@a el [ 9 (g

-1 -1

et comme ¢ = ffl e(%“)Qg_ (s)ds € X, alors par la régularité de e(®+2)Q on a

p_QA~e(7+2)9¢ € L (10, 6], X).

1 d
oz — 5P+ —p-) QAl/ e” 020, (s)ds € L7 (10, 4], X),
0

car

1 0 1 o
5 (P —p-) QAT / eI, () ds = 5 (py —p-) QATI®T0 / e*%g, (s) ds,
0 0

et comme ¢ = f(f e*Qg. (s)ds € (Da, X) d’apres le corollaire (4.1.1)) , alors

b

1
5 (py — p_) QA1 =29p c 17 (]0,6[, X) ( d’apres le lemme (4.1.2)).

1 )
oz =5 (pr—p-) QA‘1/ e IRy (s)ds € L7 (]0,6[, X),
0

car

1 — ’ —(z— s 1 - - ’ —$
5 P+ —p-) QA 1/ e TG, (s)ds = 5 (py —p-) QAT )Q/ PR (s)ds,
0 0
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et comme ¢ = fj e0=5)Qg. (s)ds € X, alors par la régularité de e~%% on a

(s~ p) QAT IRC € 17 (10,0, X)

1)
o0 et p) QAT [0, (s e 1 (0.0, X),
0

car

1 — ’ —(x—26—2—s 1 -1 _—(x—26— ’ s
30t p) QAT [0, () ds = 5 (o p) QAT B0 [y (s,
0 0

et comme ¢ = f(f e*g, (s)ds € (D, X) 1 (d’apres le corollaire (4.1.1)), alors

%“F%J)
1
5 (py +p_) QA e 272Qy ¢ 17(]0,6[, X) ( d’aprés le lemme (4.1.2)).
1 5
x5 o p) QAT [0, (s)ds € 12 (0,5].X)
0

car

1 — ’ —(x—46—2+s 1 — —x ’ -5
3 (et p) QAT [ IR, () ds = 5 (p 4 p) QAT [0y, () s,
0 0

264+-2—x)

et comme ( = f(f e@=5)Qg_ (s)ds € X, alors par la régularité du terme e Qona

%(m +p_) QAR ¢ 12 (10, 6], X).

1 4
er—2Q / e @249 (s)ds € L7 (]0,], X).
0

car
1. [ 1 ’
5@/ e (IR (s)ds = §Q€(6_1)Q/ =%, (s)ds
0 0
1 5
= 5@6(5_””)@/ Qg (§ —t)dt (on poset =0 —s),
0

comme ¢ = f(f Qg (8 —t)dt € (Dy, X) (d’apres le corollaire (4.1.1)) alors

+35.p

S
[T

1
5@6(6_’3)6230 € L*(]0,0[,X) (d’apres le lemme (4.1.2)).
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0
¢ 7 p QA / e 222900 () ds € [7(]0, 6], X) |
-1

car
0

0
p_QA_l / 6—(:5—26—2—5)@9_ (S) ds = p_QA—le(Qé—x)Q/ €(2+S)Qg_ (S) dS,

-1 -1

et comme ( = f—01 e+5)Qg_(s)ds € X, alors par la régularité du terme e?*~*)%n a

p_ QA0 € 7 (]0,9], X).

0
«r—p QA / @290 (5)ds € 17 ()0, 5], X),
1

car

0 0
p-Qa ! [ ety (s —pQatedI [ 6799 (5
-1

-1

%*S)Qg_ (s)ds € X, alors par la régularité du terme e(39-2)Qp a

et comme ( = ffl el
p_QALe(3972)Q¢ € 17 (10, ], X).

Consideérons le terme S, (), x € 0,0

Sy (z) = Qe "%,

alors

v — Sy (z) € L (]0,6], X) & [+ € (D, X)

1 1 .
%‘Fi:p

Il nous reste le terme R, (.) qui est dans L (]0, 5[, X) gace a la régularité des termes
e?(VkeN €9 eD(Q%) , Q%% eL"(0,d[,X)).

D’apres ces étapes, on peut dire que Au, (.) € LT (]0,d[, X), et donc on a bien la régularité

de la solution u..
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4.2.2 Reégularité de solution u_

On commence avec le terme I_ (z) , x € |—1,0[.

D’aprés lemme (5.1.1), on a :

(o1 — %Q f_xl e(gc_s)ng (s)ds € LP(]-1,0[, X),

0£—>le (5=2)Q@g_(s)ds € L (]—1,0[, X),

\ °r— % (pi _p+) QA_I fi)l 6_(“_8)@97 (3) ds € LP (]_170[?X) :

é
o — p+QA1/ @249 (s)ds € LP (]—1,0[, X)
0

car
) )
QA" / @490 () ds = p, QA 1e#+2)2 / ¢, (s) ds,
0 0

et comme ¢ = fo(s g, (s)ds € (D, X) (d apres le corollaire (4.1.1)) alors

1 1
E+§’p

pr QAT TDRp ¢ [P (1—1,0[, X) (d’apres le lemme (4.1.2)).

§
ez —p QA / (#1242 () ds € L7 (]-1,0[, X)
0

car

5 5
p+QA” / e S)Qg+ (s)ds = P+QA_le(x+2)Q/ 6(25_S)Q9+ (s)ds,
0

0

et comme ( = f(f e=5)Qg  (s)ds € X, alors par la régularité du terme e**2% on a

pQATE I € 17 (]-1,0[, X))

o — — ( ) QA~ / (@F2=9Qg (s)ds € L” (]—1,0[, X),

car

0

1 — ° 4+2—s 1 -1 _(z —s
5 P+ —p)QA 1/ e1270%_(s)ds = 5 (p+ —p-) QAT el +Q)Q/ e *%g_ (s)ds,
—1 -1

et comme ¢ = ffl e *%g_(s)ds € (Da, X) (d apres le corollaire (4.1.1)) alors

1
p+2p

1
5 (py — p_) QA™L@H2Qp ¢ [P (]—1,0[, X) (d’apres le lemme (4.1.2)) .
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1 0
*rT—y (p- —p+) QAI/ ety (s)ds € L” (]-1,0[, X),
~1

car

0 0

1 1
3 —p) QA [ R (s)ds = S (p = ) Qa9 [y () ds,

—1 -1

et comme ¢ = [*, e®+99_(s)ds € X alors par la régularité du terme e@*+2? on a

(-~ ) QAT € 12 (| -1,0[, X).

1 0
o0 5ot p) QAT [ IR (5)ds € 17 (11,00, ).

-1
car

1

0 0

— T —s8 1 — T —s8

S+ p) QAT [y () = 2 p) QAR [ 92 (),
-1 -1

et comme ( = ffl e=9Qg_(s) € X, alors par la régularité du terme e@+2% on a

S (0P QAT € 17 (1-1,0[, X).

1 0
oz — 2 (p-+py) QA‘l/ eTHTREIRy (s)ds € LP (]—1,0[, X),

-1
car

1 0 1 0
5+ p) QAT [ IRy () ds = 5 (ot p) QAR [ Ly () s,
—1 —1

et comme ¢ = [?, e®+P+9)Qg_ (s)ds € X, alors d’aprés la régularité du terme e@+29 on a

(0 +ps) QAT 9 & 17 (-1,0[, X).

1 0
oo 3Q [ (s € 12 (-1,00,%),
-1

car

1[0 1 0
5Q/ 6(513-1—2-1—5)629_ (S) ds = 5Qe(ac—i-l)Q/ 6(H—s)Qg_ (S) ds
-1

-1

1 0
= 5Qe(achl)Q/ e—th_ (=1 —1t)ds,

-1
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et comme ¢ = [* Qg (=1 —1t)ds € (D4, X)

Lilp (d7aprés le corollaire (4.1.1)) alors

1
5@6(“1)6290 € LP(]-1,0[, X) (d’apres le lemme (4.1.2)) .

car

5
T — p+QA_1/ e~ @99 (s)ds € L? (]-1,0[, X),
0

4 é
pQa ! [y (9 ds —paQate @ [, (s)ds
0 0

et comme ¢ = fo(s Qg (s)ds € (Da, X) 1

E (d apres le corollaire (4.1.1)) alors

N

prQA e ™ @p € LP ((—1,0), X) (d’aprés le lemme (4.1.2)) .

1)
o0 o pQAT [ R, () ds € 17 (+1,0).),
0

car

4 1)
p+QA™! / @29 (5) ds = p, QA e(-5)Q / e(3972) () ds,
0

et comme ( = f(f (3

0

575)Qg+ (s)ds € X alors d’apres la régularité du terme e(7272)@ on 5

p+QAe("73)QC € [P ((~1,0), X).

0

o — % (py —p_) QAl/ e~ @290y (s)ds € LP (]-1,0[, X),

car

-1

% (py —p-) QA /_01 e 2700 (s)ds = % (p+ — p-) QATe(7773)0 /O (34900 (s) ds,

et comme ( = fi)1 el

-1

%Jrs)Qg, (s)ds € X alors d’apres la régularité du terme e(=22)Q op a

%(m —p ) QA7) e 1 (1-1,0[, X))

1 0
*r—3 (p+ +p-) QA_I/ e~ @=204)Q (s)ds € L? (]-1,0[, X),

-1
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car

1 0 1 et [° (3,
3 et p) @A [ eI () ds = 5 (o p) QAR [ el¥02 (5)as
—1 -1

)
alors d’apres la régularité du terme e(=7+2)Q on a

% (s +p-) QA el=42)2¢ € 17 (-1,0[, X).

0

1
o0 (et p) QAT [ e () ds e 17 (-1 0f, ).
-1

car

1 0 1 0
3 (et p) QAT [0 () ds = (et ) QAT [ 290 () s,
-1 -1

et comme ( = ffl e+5)Qg_(s)ds € X , alors d’aprés la régularité du terme (=299 on a

1
5 (p+ _'_p*) QA71€(71+26)Q< € L? (]_17 O[ ) X) .

Considérons le terme
S () = A9
alors

v =S (x) € 1(10,0],X) & f € (D, X) 1

7p.

Il nous reste le terme R_ (.) qui est dans L¥ (]—1,0[, X) gice a la régularité des termes
e?(VkeN €9 eD(Q") , Q%% eL"(0,d[,X)).

D’aprés ces étapes, on peut dire que Au_ (.) € L¥ (]=1,0[, X), et donc on a bien la régularité

de la solution w_.

4.3 Reésultats

Théoréme 4.3.1 Sous les hypothéses (2.1.1)), (2.1.2) , (2.1.3)) et (2.1.4) , et g_ € LP(]—1,0[, X) ;9+ €

LP (]0,9[,X), le probléme (pa) admet une unique solution stricte (u_,u,) telle que u_ €
W2P (]-1,0[, X) N LP (]—1,0[, Da) et uy € WP (]0,8[,X) N L7 (]0,0[, Da4) si et seulement
st f— S (‘DAaX)%,p et f+ S (‘DAuX)

1,1 ..
5p T2:P



Chapitre 5

Exemple d’application

Dans ce chapitre on applique les résultats trouvés sur un exemple de probléme d’E.D.P

concret. On utilise aussi le résultat suivant :
Théoréme 5.0.2 ( L’inégalité généralisée de Minkowskz)

Dans des conditions appropriées sur la fonction h, et pour 1 < p < 400, I'inégalité suivante

[/ab /th(:c,y)dypda:r < [/Cd {/ab|h(x,y)|pdq;rdy] . (5.0.1)

Preuve. ( voir [Zy] Zygmund, A., Trigonometric Series, Volume I , Cambridge University

Press, 1968, pp.18 — 19).

existe

1°7¢ cas : si p =1, on utilise le théoréme de Fubini.

2°M¢ cas : si p>1,o0na

r

p—1

dx

/cdh(w,y)dy /th(w,y)dy

[ el a] a

/h(a:,t)dt |h(:c,y)\dy] dz

d p-1
/ h(z,t)dt

pd:c = /ab /cdh(:c,y)dy
/ab /cdh(x,t)dt
L

d[ b
( d’apres théoréme de Fubini) = / [ /

IN

|h(z, )| dx] dy. (5.0.2)
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Soit ¢ = £, alors £ + 1 = 1, on utilise 1'inégalité de Holder on obtient
p—1 P q

/ab /th(x,t)dtp_1|h(x,y)|dx§[/ab /th(a:,t)dt ] [/ |hxy]pdx}
:[/ab /cdh(x ) dt dx] [/ |hxy)|1’d4. (5.0.3)

On remplace()5.0.3)) dans (5.0.2) , on trouve
P Ve b %
dx] {/ |h (x,y) dx} dy

/ab /jh(rc,y)dypd:cs/cd l/b /jh(m)dt
_ / /th(x,t)dtpdxr/cd [/abm(x,yﬂpdx];dy, (50.9)

1
p 4l
on diviser (5.0.4) par le nombre [ f dx] " et comme 1 — % = %, on obtient
(5.0.1)) . U

Exemple :

On prend X = L2, (0,27) (1 < p < +00) (I'espace des fonctions mesurables sur R de puis-

per (

sance p° localement sommable et périodique de période 27, muni de la norme
1

I fllx = ( 02” |f ()] dx) "), on considére le probléme d’E.D.P suivant
( 2 20
Au_ (:L'7y) 68272 (‘7" y>+ 0y2 (‘/L‘ y) —g- (’Iay)v (’Iay) E]—]_,O[ X]_W77T[7

Ay (x,y) =

4 (2,y) + 5 (1,y) = —g4 (2.9), (2,y) €]0,6] x |-, 7],
~(-Ly) =/f-() ,yel-mn[,

G20y =fily) yel-mal,

u_ (z,7) = u_ (z,—7) , = €]—=1,0[,

wp (,7) = us (v, —7) , x €]0,4],

G (0.m) = % (2, -m), w €]-1,0],

Gt (@,m) = % (o, -m), 2 €]0,0],

—(Ovy) :U+(0,y) ) ye]_ﬂ-’ﬂ-[a

L p—%(ovy) P+6g; 0,9), y € |—m,x.
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oug_ € LP(]-1,0[,X), g+ € LP(]0,0[, X) ,p_,ps € RT et 0 est un petit parameétre positif.
L’écriture abstraite de ce probléme :

en utilisant la notation usuelle

(P) s'écrit
( u:i () +Au_(z)= —g_(x) ,z€]-1,0][,
Uy Eﬂf)l‘)i‘ up (z) = —g4(z) , 2 €]0,4],
(p4) uy (6) = fy
u_ (Q) =uy (0 ,
[ - u_(0) =psu (0),

Ap =" Yo e D(A).
Il est facile de vérifier que A est fermé , si A & {n?: n € NU{0}} alors A € p(—A) avec
()\% (x —t— 77))
27 sin (71')\%)

21 COS ()\% (t — 7r)>
= / - —=g (v —1)dt,
0 2A2zsin <7T/\5>

(A @ = [ = o(0)dt

on note que le noyau intégral ne dépend pas du choix de la détermination de Az

Donc, en utilisant 'inégalité de Minkowski ([5.0.1]) on a
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RS

o
@)
9]
RS
>
[~
—~
~
|
|
~—

lg (x —t)|dt| dx

27 21
(M +A) g < / /
H ”X 0 0 2|)\|é sin (7‘(‘)\%

3 =

lg(x — )P dz| dt

)
)
it
)

[/\
O\
no

3
O\
Do

3

O
i )
> | 2
Ll
z | o
Pl
3 |
>l A

or |cos (A2 (t — ) o v
- /o zAg sint(m%;) </o ’g(x_t)‘pdx) "
t

21 |CoS ()\% (t— W))’
::A2W*Mﬂ%ﬁwu

donc )
27 |COS ()\5 (t — 7T)) ‘
(AT +A)7Y| g/ 1 L dt
0 2|\|? |sin (71')\5)‘
On a
|cos z| < % =cosh (Imz), |[sinz|> €] _2|€ | = |sinh (Im 2)],

donc, si A ¢ R~ U {0}, on a

/27r Cos </\2( - 1>>‘dt . 7cosh<<lm)\é> t—ﬂ)dt
0 2|)\| 2 /

2 sin( A )’ a 2|/\|% sinh <7TIII]/\ >‘
B 1
‘ImA% A2

Donc —A est un opérateur sectoriel avec angle spectral 0, mais 'opérateur A est non inver-
)

sible, car 0 est une valeur propre isolée dont les fonctions propres sont les fonctions
constantes .

On a

donc la projection spectrale correspondante a la valeur propre 0 est I'opérateur tel que

@wm—iélww

2T
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L’espace X peut étre divisé en somme directe de I'image et le noyau de P, c’est la somme
directe de l'espace Xy = KerP de zéro fonction moyenne et ’espace X; des fonctions
constantes.

Donc, la solution (u_, uy ) de probléme (P,4) peut étre écrite sous la forme (v_ + w_, vy +wy),
avec (v_, v, ) est une solution dans X, du probléme suivant :

4 "

v_ () + Agv_(z) =—=(I - P)g_(x), z €]-1,0],
vy EI)J A(E1}+ (52)—]0— (I = P)gs(z), = €]0,0],
L0 =-P) ], (5.05)
v-(0) = vy (0),
( p-v_(0) = pivy (0),

o Ag est la partie de A dans Xy, et (w_,w, ) est une solution dans X; (de dimension 1) de

probléme suivant

(W (v) =—Pg_(2), v €]-1,0],
Wy (.T) = _Pg+ (l’), S ]075[7
‘;Z 25_)1):73]]”1 f - (5.0.6)
w-(0) = w, (0),

[ p-w_(0) = pyw, (0).

a partir des propriétés standard de la projection spectrale on a D (Ag) = D (A) N Xy, Ap est
inversible , p (Ag) = p(A) U{0} et pour A € p(A) on a

IO = A0) | < |07 = A) |

donc Ay satisfait (2.1.1))
—Ap admet un H* calcul fonctional borné voir [10], alors Ay satisfait (2.1.3)) .

Donc Ay satisfait les hypotheses de Théoréme (4.3.1), alors pour tout g_ € LP (]—1,0[, X),
g+ € LP(]0,0],X), f_ € (DA,X)ﬁ’p et fy € (Da,X)1.1, le probléme (5.0.5) admet

une unique solution stricte (v_,v,) telle que v_ € W?2? (}217—1, 0[, Xo) N LP (]—1,0[, Da,) et
vy € WP (]0,6[, Xo) N LP (]0,6[, Da,) -

Le probléeme admet une unique solution (w_,w,) € W27 (|—1,0[, X;)xW?? (]0, [, X;).
Dong, le probléme (P,4) admet une unique solution stricte (u_,u, ) telle que

u_ € WP (]-1,0[,X) N LP (]—-1,0[, D4) et u, € W?r(]0,5[,X) N LP(]0,0[, D4) pour tout
g- € LP (]_1’0[’X)7 g+ € LP (]075[7X)a f-€ (DA7X)21 P et f—I— < (DA7X>

1.1, .
3p ap T3P
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