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Faculté des Sciences Exactes et de l’Informatique
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ainsi que la volonté pour mener ce travail.
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2.2 Définitions de la Dérivée-Intégrale Fractionnaire . . . . . . . . . . . . . . 18

2.3 Fonction matricielle de Mittag-Leffler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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de Fornasini-Marchesini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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1.2 Stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

1.3 Stabilisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

1.4 Stabilisation robuste . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

1.5 Influence de la valeur du pas de discrétisation sur la positivité et la stabilité 55
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Introduction

Le monde industriel connait actuellement un énorme développement technologique en rai-

son de la concurrence et de besoins de plus en plus exigeants, du point de vue qualité et de

la performance. Ce projet est en grande partie dû au développement de la recherche fonda-

mentale dans divers domaines tels que l’analyse numérique et de la théorie des systèmes, tout

cela a permis de mettre en oeuvre des méthodes et des approches très complexes pour l’iden-

tification et la commande des systèmes. Le développement des mathématiques en générale a

été et sera toujours nécessaire pour résoudre des problèmes de physique et d’ingénierie. Les

systèmes bidimensionnels (2D) remontent aux années 1970, ils ont été utilisés dans de nom-

breux domaines de l’ingénierie moderne, tels que le traitement d’images numériques [73], les

circuit électriques [9, 19], le traitement des échos cibles captés par le radar [67], l’analyse de la

contamination des rivières [35], les processus de chauffage à la vapeur de l’eau et l’absorption

de gaz [20, 83],... etc. La caractéristique commune des phénomènes mentionnés ci-dessus est

la nécessité d’analyser des signaux (fonctions) qui dépendent de deux variables linéairement

indépendantes, par exemple le temps et une variable spatiale ou deux variables spatiales. Les

modèles les plus populaires dans les systèmes bidimensionnels sont des modèles introduits par

Roesser [73], Fornasini et Marchesini [33,34], Attasi [6]. Les systèmes 2D singuliers (également

appelés implicites ou descripteurs) ont attiré beaucoup d’attention au cours de la dernière

décennie [37,49,51,72],... etc. Peuvent être utilisés pour modéliser de nombreux systèmes phy-

siques tels que les systèmes électriques [7, 9], mécaniques et chimiques [74, 97].

L’incorporation du calcul fractionnaire dans l’étude des systèmes linéaires 2D apporte plu-

sieurs avantages et importances [14,60]. Il permet la modélisation et l’analyse de systèmes avec

effets de mémoire, améliore la précision de la représentation et de la simulation du système,

ouvre de nouvelles voies pour la conception et l’optimisation des commandes, facilite l’iden-

tification du système, l’estimation des paramètres et contribue à l’avancement de la théorie

et des méthodes mathématiques. Le concept de systèmes linéaires 2D fractionnaires, introduit
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Introduction

dans [59, 60] et développé dans des travaux ultérieurs [12, 61, 76, 78], a fourni des informations

précieuses sur la théorie et les applications des systèmes linéaires 2D fractionnaires, contri-

buant ainsi à l’avancement de ce domaine. Parmi les dérivées fractionnaires bien établies qui

ont été largement utilisées pour la modélisation des systèmes incluent la dérivée de Caputo [3],

la dérivée de Riemann-Liouville [60] et la dérivée de Letnikov [39].

Dans les systèmes pratiques, de nombreux phénomènes du monde réel impliquent des va-

riables non négatives, telles que la température absolue, les concentrations de substances et les

niveaux de population, les réacteurs chimiques, la pollution de l’environnement, la médecine,

l’économie, la démographie,...etc (voir [75]). Ces systèmes appartiennent à la catégorie des

systèmes positifs, dans lesquels le signal de sortie et les variables d’état sont contraints au pre-

mier quadrant de l’espace d’état, cette contrainte est imposée en fonctions de conditions initiales

et de signaux d’entrée non négatifs. Les caractéristiques inhérentes aux systèmes positifs, avec

leurs contraintes uniques, introduisent des aspects intéressants pour leurs problèmes d’analyse et

de synthèse. En conséquence, il y a eu récemment une recrudescence des recherches axées sur les

systèmes positifs unidimensionnels [52,54,77] et les systèmes bidimensionnels [53,58,59,70,76],

des résultats significatifs ont émergé dans ce domaine, visant à répondre les caractéristiques

distinctives et les défis posés par les systèmes positifs. Ces résultats couvrent divers aspects,

notamment l’analyse de la stabilité [25, 28, 46, 71], la contrôlabilité [77, 81] et l’évaluation des

performances [61,62]. Le corpus croissant de littérature reflète l’augmentation l’intérêt et l’im-

portance de l’étude des systèmes positifs et souligne la nécessité de progrès supplémentaires

dans ce domaine.

La contrôlabilité constitue un concept primordial dans la théorie du contrôle, servant de

pivot pour relever divers défis d’ingénierie. Ce concept joue un rôle central dans les systèmes

mécaniques, les circuits électriques et les systèmes biologiques, leur permettant de passer de

n’importe quel état initial à un état final souhaité dans leur espace d’état grâce à des entrées

de contrôle appropriées. À l’inverse, le contrôle à énergie minimale, une autre facette de la

contrôlabilité, se concentre sur l’optimisation des entrées de contrôle pour faciliter des transi-

tions fluides entre les états. Les chercheurs ont exploré de manière approfondie les aspects de

contrôlabilité et de contrôle à énergie minimale dans divers types de systèmes, notamment les

systèmes linéaires fractionnaires 1D [78–81], les systèmes fractionnaires positifs 1D [61,77], les

systèmes linéaires 2D continus [11, 44, 47, 50, 69], les systèmes linéaires 2D continu-discret [68],

les systèmes linéaires 2D continu-discret positifs [62] et les systèmes linéaires 2D discret frac-

tionnaires [60].
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L’étude de la stabilité des systèmes linéaires bidimensionnels est cruciale pour diverses

applications en ingénierie comme les systèmes qui sont représentés par des systèmes interco-

nectées [7,84,97], cela nous permet de concevoir et de contrôler ces systèmes pour garantir leur

fonctionnement fiable et sécuritaire. Il aide les ingénieurs à prédire et à atténuer les instabilités

ou oscillations potentielles susceptibles de conduire à des pannes du système. De plus, l’analyse

de la stabilité est essentielle dans des domaines tels que l’économie et les sciences sociales, où

elle permet d’étudier des dynamiques complexes et de prédire le comportement à long terme. La

stabilité robuste joue un rôle essentiel dans la conception des commandes en garantissant la sta-

bilité même en présence d’incertitudes ou de perturbations potentielles [24,92,97], ces systèmes

ont une dynamique qui peut ne pas être connue avec précision ou qui peut être influencée par

des incertitudes. Plusieurs auteurs ont étudié la stabilité des systèmes 1D dans [52], la stabilité

des systèmes fractionnaires positifs [71], la stabilité des systèmes linéaires 2D positifs [8,18,31]

et la stabilité des systèmes 2D fractionnaires positifs [25, 28,46].

Le problème d’admissibilité ont été considérés par plusieurs auteurs en 1D [22,64,65,72,89],

et étendus au cas continu 2D [13,26,27] et au cas discret [21,30]. L’admissibilité est une notion

attachée aux systèmes singuliers et elle signifie la stabilité avec la régularité et la non-impulsivité

des systèmes singuliers. Les modes de saut et la régularité jouent un rôle important dans le

problème de stabilité d’un système singulier, car la régularité garantit l’existence et l’unicité

d’une solution, et l’existence des modes de saut implique un comportement impulsif indésirable

qui à son tour affecte la stabilité dans les systèmes. Plusieurs méthodes pour vérifier l’admissi-

bilité des systèmes, l’approche LMI est une méthode très efficace et simple elle est utilisée par

plusieurs chercheurs pour vérifier la stabilité des systèmes [16,23].

Motivés par la discussion et la littérature ci-dessus, dans cette thèse, nous étudions la

contrôlabilité des systèmes linéaires 2D fractionnaires positive basés sur les modèles de Fornasini-

Marchesini (continu, continu-discret), ainsi nous analysons la stabilité des systèmes fraction-

naires positifs sur les modèles de Roesser (continu-discret, Lyapunov continu), et en fin nous

regardons le problème d’admissibilité pour les systèmes 2D singuliers (continu-discret) basés

sur l’approche LMIs. Notre objective dans cette thèse est d’extraire des conditions basées sur

des techniques mathématiques pour trouver des approches sur la commande des systèmes frac-

tionnaires positives et singuliers en étendant certains résultats à des systèmes unidimensionnels.

La thèse se compose de 4 chapitres, et d’une bibliographie. Dans le premier chapitre, nous

exposons les notions de base qui sont utilisées dans cette thèse tel que dans la première partie

rappelant la théorie des matrices et quelques propriétés pour des matrices particulières comme :

13



Introduction

les matrices positives, les matrices de Metzler, les matrices monomiales, les concepts de calcul

fractionnaire donnés dans la deuxième partie, la troisième partie traite de la définition et des

propriétés de l’outil LMI, et dans la dernière partie nous présentons des modèles populaires

de systèmes bidimensionnels et leurs applications dans le domaine de la physique. Le chapitre

deux est consacré à la contrôlabilité et le contrôle à énergie minimale des systèmes linéaires

fractionnaires 2D positifs en utilisant la dérivée fractionnaire au sens de Caputo. Dans ce

chapitre nous nous basons sur les résultats des systèmes linéaires fractionnaires positifs 1D

pour établir nos résultats, ce chapitre traite deux modèles de Fornasini-Marchesini, à temps

2D continu dans la première partie et à temps 2D continu-discret dans la deuxième partie.

Le chapitre trois étudie la stabilité du système linéaire 2D fractionnaire positif décrit par

le modèle de Roesser et basé sur la dérivée fractionnaire au sens de Caputo dans la partie

dynamique continu. Dans ce chapitre, nous étudions deux modèle : le modèle 2D à temps

continu-discret dans la première section, et le modèle de Lyapunov 2D continu dans la deuxième

section. Le chapitre quatre présente le problème d’admissibilité du système linéaire 2D continu-

discret singulier décrit par le modèle de Roesser, nous proposons des conditions suffisantes pour

l’admissibilité qui aident à stabiliser le même système, tout cela dans le première section, dans

la seconde section nous étendu nos résultats dans la classe des systèmes à paramètres incertains,

nous basons sur l’approche LMI dans ce chapitre.
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Chapitre 1
Notion de bases

Dans ce chapitre, nous explorerons la terminologie, les théories et les principes clés qui

sous-tendent ce travail.

1 Théorie des matrices

Dans cette partie, nous présentons certains types particuliers de matrices ainsi que certaines

propriétés liées aux calculs matriciels sur lesquels nous nous appuierons pour soutenir nos

résultats tout au long de ce travail. Nous nous basons sur les références [38, 52] pour éclaircir

les concepts que nous allons présenter.

1.1 Matrices particulières

Cette partie présente des matrices non-négatives, des matrices de Metzler, et d’autres types

de matrices qui seront utilisées dans l’analyse des systèmes positifs.

Soit A = [aij] une matrice à coefficients réels.

Définition 1.1. [52] La matrice A est appelée une matrice non-négative si toutes ses entrées

sont non négatives i.e aij ⩾ 0.

Définition 1.2. [52] La matrice A est appelée une matrice positive si toutes ses entrées sont

non négatives avec au moins une entrée strictement positive.

Exemple 1.1.

A =


1 0 2 1

0 1 2 0

1 3 1 4

0 0 1 1

 (1.1)
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A est une matrice positive.

Définition 1.3. [52] La matrice A est appelée une matrice strictement positive si toutes ses

entrées sont strictement positive i.e aij > 0.

Définition 1.4. [52] La matrice A ∈ R
n×n est appelée une matrice de Metzler si toutes ses

entrées hors diagonales sont non négatives i.e aij ⩾ 0 pour i ̸= j.

Exemple 1.2.

A =


−1 0 2 1

0 −2 1 0

1 3 −4 1

0 0 1 −1

 (1.2)

A est une matrice de Metzler.

Définition 1.5. [52] La matrice A est appelée une matrice monomiale ou matrice de permu-

tation généralisée si toutes ses entrées sont toutes nulles sauf une, dans chaque ligne et chaque

colonne, qui est strictement positive.

Lemme 1.1. [52] Une matrice A ∈ R
n×n non singulière telle que, A−1 ∈ R

n×n
+ si et seulement

si, A est une matrice monomiale.

Exemple 1.3. La matrice A est une matrice monomiale :

A =


0 0 2 0

0 2 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

 (1.3)

alors, l’inverse de la matrice A est donné par :

A−1 =


0 0 1 0

0 1
2

0 0
1
2

0 0 0

0 0 0 1

 ∈ R
4×4
+ . (1.4)

1.2 Décomposition en valeurs singulières (SVD)

Dans cette partie, nous nous basons sur [38].

Soit A ∈ R
n×m une matrice de taille n × m avec rang(A) = r, la décomposition en valeurs

singulières d’une matrice A est la factorisation de A en produit de trois matrices A = UΣV T ,
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où les matrices U ∈ R
m×m, V ∈ R

n×n sont des matrices orthogonales, i.e UUT = UTU = I,

V V T = V TV = I et la matrice Σ est donnée par :

Σ =

[
D 0

0 0

]
où la matrice D = diag(σ1, σ2, .., σk) et σi pour i = 1, .., k sont des valeurs singulières de la

matrice A telles que σ1 ⩾ σ2 ⩾ .. ⩾ σk. Les colonnes des matrices U, V sont des vecteurs propres

des matrices ATA,AAT respectivement.

2 Introduction au calcul fractionnaire

Le calcul fractionnaire est une branche qui fournit un cadre mathématique puissant pour la

modélisation et la compréhension de systèmes complexes dans diverses disciplines scientifiques

et techniques, car il se concentre sur l’étude des dérivées et des intégrales d’ordre non entier.

Dans la théorie du contrôle, le calcul fractionnaire joue un rôle important et permet de décrire

et d’analyser des systèmes avec des effets de mémoire, des dépendances à longue portée et

une dynamique complexe (voir [40, 60, 63]). Dans cette section, basée sur [60], nous donnons

quelques concepts et définitions essentielles du calcul fractionnaire qui sont utilisés dans le

présent manuscrit.

2.1 Fonction Gamma d’Euler et Fonction de Mittag-Leffler : Définitions

et Propriétés

Dans cette partie, nous introduisons deux fonctions mathématiques importantes en calcul

fractionnaire : la fonction gamma d’Euler et la fonction de Mittag-Leffler.

Définition 2.1. [60] La fonction gamma d’Euler (notée Γ(x)) est définie par l’expression

intégrale suivante :

Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt, Re(x) > 0, (1.5)

elle satisfait également l’équation :

Γ(x+ 1) = xΓ(x). (1.6)

Définition 2.2. [60] La fonction de Mittag-Leffler à un paramètre (notée Eα(z)) est définie

pour une variable complexe z par la série suivante :

Eα(z) =
∞∑
i=0

zi

Γ(αi+ 1)
, α > 0 un nombre réel.. (1.7)
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Remarque 2.1. La fonction de Mittag-Leffler est une extension de la fonction exponentielle

classique telle que pour α = 1 on obtient E1(z) = ez, elle joue un rôle crucial dans la résolution

des équations différentielles fractionnaires.

Définition 2.3. [60] La fonction Mittag-Leffler à deux paramètres notée Eα,β(z) est définie

pour une variable complexe z comme suit :

Eα,β(z) =
∞∑
i=0

zi

Γ(αi+ β)
, α, β > 0, (1.8)

la fonction (1.8) est l’extension de la fonction de Mittag-Leffler à un paramètre (1.7), telle que

pour β = 1, on obtient (1.7).

2.2 Définitions de la Dérivée-Intégrale Fractionnaire

Définition 2.4. [60] La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α de la fonction f(t)

est donnée par :

Dt
αx(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

0

f (n)(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ (1.9)

où (
f (n)(τ) =

dnf(τ)

dτn

)
pour n− 1 < α < n ∈ N− {0}. (1.10)

Définition 2.5. [60] L’intégrale fractionnaire d’ordre β de la fonction f(t) est donnée par :

Iβt f(t) =
1

Γ(β)

∫ t

0

(t− τ)β−1f(τ)dτ, (1.11)

où β > 0.

De même, on peut définir les dérivées et les intégrales fractionnaires de la fonction f (t1, t2)

avec deux variables linéairement indépendantes t1, t2 ∈ R.

Définition 2.6. [60] Les dérivées partielles d’ordre fractionnaires αk de la fonction bidimen-

sionnelle f (t1, t2) par rapport à la variable tk sont définies par la formule :

Dαk
tk
f (t1, t2) =

∂αk

∂tαk
k

f (t1, t2)

=
1

Γ (Nk − αk)

∫ tk

0

f
(Nk)
tk

(τ)

(tk − τ)αk+1−Nk
dτ,

(1.12)

où Nk−1 < αk < Nk, Nk ∈ N−{0}, αk ∈ R+ est l’ordre de la dérivée partielle pour k = 1, 2
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et

f
(Nk)
tk

(τ) =

{
∂N1f(τ,t2)

∂τN1
pour k = 1

∂N2f(t1,τ)

∂τN2
pour k = 2.

(1.13)

La définition ci-dessus est une généralisation de définition d’une dérivée unidimensionnelle

d’ordre fractionnaire au sens de Caputo aux fonctions bidimensionnelles.

Définition 2.7. [60] L’intégrale fractionnaire d’ordre βk de la fonction bidimensionnelle

f (t1, t2) par rapport à la variable tk est la fonction donnée par :

Iβk
tk
f (t1, t2) =

1

Γ (βk)

∫ tk

0

(tk − τ)βk−1 ftk(τ)dτ, (1.14)

où βk > 0 est l’ordre d’intégration pour k = 1.2 et

ftk(τ) =

{
f (τ, t2) pour k = 1

f (t1, τ) pour k = 2.
(1.15)

La définition ci-dessus est une généralisation de la définition d’une intégrale unidimension-

nelle d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Liouville aux fonctions bidimensionnelles.

Définition 2.8. [60] La dérivée-intégrale d’ordre fractionnaire αk de la fonction bidimension-

nelle f (t1, t2) par rapport à la variable tk est la fonction donnée par la formule :

Dαk
tk
f (t1, t2) =

{
Dαi

tk
f (t1, t2) pour αk ∈ R+

I−αk
tk

f (t1, t2) pour αk < 0
(1.16)

où k = 1, 2.

2.3 Fonction matricielle de Mittag-Leffler

Définition 2.9. [60] Soit la matrice A ∈ R
n×n , α, β ∈ R+. Alors, la fonction matricielle de

Mittag-Leffler est définie par la série de Taylor suivante :

Eα,β(A) =
∞∑
i=0

Ai

Γ(αi+ β)
. (1.17)

Ensuite, D’après le théorème classique de Cayley-Hamilton ( voir [45]), il est facile de prouver

que toute puissance de A peut être exprimée comme une combinaison linéaire de I, A, . . . , An−1.

Ainsi, Eα,β(tA) est aussi un polynôme en A avec des coefficients analytiques en t, en effet, la

19



CHAPITRE 1. NOTION DE BASES

formule (1.17) pour la fonction matricielle de Mittag-Leffler s’écrit :

Eα,β(tA) =
∞∑
i=0

tiAi

Γ(αi+ β)
=

∞∑
i=0

ti

Γ(αi+ β)

(
n−1∑
k=0

pikA
k

)

=
n−1∑
k=0

(
∞∑
i=0

pik
ti

Γ(αi+ β)

)
Ak =

n−1∑
k=0

p̃k(t)A
k.

(1.18)

Lemme 2.1. [60] Soit la matrice A ∈ R
n×n , 0 < α, β ⩽ 1 . Alors, Eα,β(tA) ⩾ 0 pour t ⩾ 0

si et seulement si A est une matrice de Metzler.

3 Les inégalités matricielles linéaires LMI

Les techniques LMI représentent une ressource puissante pour résoudre un large éventail

de problèmes liés au contrôle convexe. Cela est principalement dû à l’existence des solveurs

numériques très efficaces pour les problèmes LMI, facilement disponibles dans des ensembles

d’outils populaires tels que Matlab et Scilab. De plus, plusieurs problèmes qui s’avèrent extrêmement

difficiles lorsqu’ils sont abordés à l’aide des méthodes spectrales classiques de fréquences ou d’es-

pace d’état peuvent être facilement reformulés en problèmes LMI (voir [15]). Cette transforma-

tion est particulièrement avantageuse dans le cadre de l’analyse de stabilité et de la stabilisation

de systèmes 2D/nD, notamment en présence d’incertitudes (voir [13,14,16]). Dans cette section,

nous éluciderons les concepts clés relatifs à la terminologie LMI.

Définition 3.1. [40] Une inégalité matricielle linéaire stricte notée LMIs est représentée par

l’expression suivante :

F (x) = F0 +
m∑
i=1

Fi(x) ≻ 0, (1.19)

où x ∈ R
m est une variable et les Fi pour i = 1, ..,m sont des matrices symétriques donnés. Le

symbole d’inégalité utilisé dans l’équation (1.19) signifie que F (x) est défini positive, autrement

dit vTF (x)v > 0 pour tous les vecteurs non nuls v dans Rn. Il est important de noter que

l’inégalité matricielle linéaire stricte LMIs exprimée dans l’équation (1.19) est équivalente à

une collection de n inégalités polynomiales concernant la matrice F (x). Plus précisément, les

principaux mineurs de F (x) doivent être positifs.

Remarque 3.1. Nous rencontrerons également des inégalités matricielles linéaires non strictes,

qui se formulent comme suit :

F (x) ⪰ 0. (1.20)
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Définition 3.2. [40] On peut définir un ensemble C comme étant convexe lorsque, pour tous

les points (y1, y2) ∈ C et tout nombre réel λ tel que 0 < λ < 1, la combinaison convexe

(λy1 + (1− λ)y2) est également un élément de l’ensemble C.

Définition 3.3. [40] Considérons une fonction f définie sur Rn avec f : Rn −→ R. On dit

que la fonction f est convexe si, pour tous les points (x1, x2) ∈ R
n et tout nombre réel λ tel que

0 < λ < 1, l’inégalité suivante est vérifiée :

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2). (1.21)

Autrement dit, la fonction f est convexe lorsque, pour tous les couples de points (x1, x2), la

valeur de f évaluée en λx1+(1−λ)x2 est toujours inférieure ou égale à la combinaison convexe

λf(x1) + (1− λ)f(x2).

Définition 3.4. [40] Les LMIs dans l’équation (1.19) représente une contrainte convexe sur

la variable x. En d’autres termes, l’ensemble {x | F (x) ≻ 0} forme une région convexe.

Remarque 3.2. Lorsqu’il s’agit de plusieurs LMI, telles que F(1)(x) ≻ 0, . . . , F(p)(x) ≻ 0, nous

pouvons les consolider en une seule LMI comme suit :
F(1)(x) 0 0

0
. . . 0

0 0 F(p)(x)

 ≻ 0. (1.22)

Par conséquent, nous ne ferons pas de distinction entre un ensemble d’LMI et une seule LMI.

Lemme 3.1. [15] Les inégalités non linéaires (convexes) sont transformées au format LMI

grâce au complément de Schur. Le concept fondamental qui sous-tend cette approche peut trans-

former les inégalités non linéaires suivantes :[
Q(y) S(y)

ST (y) R(y)

]
≻ 0 (1.23)

en LMI :  R(y) ≻ 0

Q(y)− S(y)R−1(y)ST (y) ≻ 0
(1.24)

ou  Q(y) ≻ 0

R(y)− ST (y)Q−1(y)S(y) ≻ 0
(1.25)
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où Q(y), R(y) sont des matrices symétriques, i.e(Q(y) = QT (y), R(y) = RT (y)) et S(y)

dépendent affinement de y.

4 Introduction aux modèles bidimensionnels (2D)

Dans cette section, nous présenterons les deux modèles sur lesquels nous nous concentrerons

principalement.

4.1 Modèle de Roesser

Le modèle de Roesser, également connu sous le nom de modèle d’espace d’états de Roes-

ser, est une représentation mathématique utilisée pour décrire un système bidimensionnel. Le

modèle de Roesser a été introduit par D.Givone et P.Roesser en 1972 [43] et développé par

P.Roesser en 1975 [73]. Il offre une représentation compacte et efficace, s’adapte aux singula-

rités, permet une plus grande flexibilité dans la définition des structures du système, simplifie

les formulations mathématiques et permet la synthèse de conception et de contrôle. Grâce au

modèle de Roesser, les ingénieurs de contrôle peuvent modéliser, analyser et contrôler efficace-

ment les systèmes 2D complexes rencontrés dans divers domaines d’ingénierie [37,51,86,87,94].

Ce modèle peut s’écrire dans plusieurs forme comme suit :

Forme 2D continu :

E

[
d
dt1

xh(t1, t2)
d
dt2

xv(t1, t2)

]
= A

[
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]
+Bu(t1, t2), t1, t2 ⩾ 0, (1.26a)

y(t1, t2) = C

[
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]
+Du(t1, t2), t1, t2 ⩾ 0. (1.26b)

Forme 2D discret :

E

[
xh(i+ 1, j)

xv(i, j + 1)

]
= A

[
xh(i, j)

xv(i, j)

]
+Bu(i, j), i, j ∈ Z+, (1.27a)

y(i, j) = C

[
xh(i, j)

xv(i, j)

]
+Du(i, j) i, j ∈ Z+. (1.27b)
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Forme 2D continu-discret (hybride) :

E

[
d
dt
xh(t, i)

xv(t, i+ 1)

]
= A

[
xh(t, j)

xv(t, j)

]
+Bu(t, j), i ∈ Z+, t ⩾ 0, (1.28a)

y(t, i) = C

[
xh(t, i)

xv(t, i)

]
+Du(t, i) i ∈ Z+, t ⩾ 0, (1.28b)

où x =

[
xh

xv

]
∈ R

n, xh ∈ R
n1 est le vecteur d’état horizontal, xv ∈ R

n2 est le vecteur d’état

vertical ( n = n1 + n2), u est le contrôle, y est le vecteur de sortie, et E,A,B,C,D sont des

matrices réelles de dimension appropriée.

Remarque 4.1. Notez que le modèle de Roesser propage l’information dans deux directions

indépendantes respectivement sur un axe vertical et horizontal.

4.2 Modèle de Fornasini-Marchesini

Le modèle de Fornasini-Marchesini, également connu sous le nom de réalisation de l’espace

d’états, ce modèle est introduit par les deux italiens L.Fornasini et G.Marchesini en 1976 pour

premier modèle [33] et en 1978 pour le seconde modèle [34]. Le modèle de Fornasini-Marchesini

est un cadre mathématique utilisé dans la théorie du contrôle et le traitement du signal. Ce

modèle peut s’écrire dans la forme suivante :

Premier modèle :

Exi+1,j+1 = A0xi,j + A1xi+1,j + A2xi,j+1 +Bui,j (1.29a)

yi,j = Cxi,j +Dui,j (1.29b)

Second modèle :

Exi+1,j+1 = A1xi+1,j + A2xi,j+1 +B1ui+1,j +B2ui,j+1 (1.30a)

yi,j = Cxi,j +Dui,j (1.30b)
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où xi,j ∈ R
n est le vecteur d’état ui,j le contrôle.

On peut également exprimer les deux formes précédentes en utilisant la représentation à temps

2D continu et la représentation à temps 2D continu-discret, dans le même contexte mentionné

dans le modèle de Roesser.

Remarque 4.2. Si la matrice E est singulière, alors on dit que le modèle est singulier. Dans

le cas contraire, on dit que le modèle est standard.

Remarque 4.3. Pour le premier modèle de Fornasini-Marchesini, si l’on prend A0 = −A1A2,

on obtient un autre modèle populaire appelé modèle de Attasi décrit par Attasi S en 1973 dans [5]

et développé en 1975 dans [6] .

4.3 Applications sur les modèles bidimensionnels

Dans cette partie, nous présenterons deux applications bien connues de la physique en les

étudiant par modélisation dans des systèmes bidimensionnels.

Applications sur les systèmes spatialement interconnectés

Les systèmes interconnectés sont aujourd’hui utilisés pour modéliser de nombreux systèmes

pratiques tels que : des circuits électriques [9,19], des châınes de voitures [97],...etc. Cette classe

de systèmes peut être modélisée sous forme de systèmes 2D linéaires [7, 9, 19]. Les systèmes

spatialement interconnectés consistent en une série de sous-systèmes identiques appelés cellules

qui sont connectés le long d’une ligne correspondant à la dimension spatiale p (voir le figure

1.1 suivante).

Figure 1.1 – Interconnexion des sous-systèmes selon une dimension
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Une classe standard de systèmes interconnectés s’écrit sous la forme des équations suivantes

(voir [7, 9, 19]) :

ẋ(t, p) = A11x(t, p) + A12+v+(t, p) + A12−w−(t, p+ 1) +B1u(t, p),

v+(t, p+ 1) = A21+x(t, p) + Avw++v+(t, p) + Avw+−w−(t, p+ 1) +B2+u(t, p),

w−(t, p) = A21−x(t, p) + Avw−+v+(t, p) + Avw−−w−(t, p+ 1) +B2−u(t, p),

y(t, p) = C1x(t, p) + C2+v+(t, p) + C2−w−(t, p+ 1) +Du(t, p),

(1.31)

nous introduisons ici le vecteur :

ϕ(t, p) =
[
v′+(t, p)w

′
−(t, p)

]′ ∈ R
nv , p ∈ Z, t ∈]0,+∞[, (1.32)

en tenant compte de (1.32), le système (1.31) peut être réécrit sous la forme :
ẋ(t, p) = A11x(t, p) +

[
A12+0

]
ϕ(t, p) + Ẽϕ(t, p+ 1) +B1u(t, p),

Eϕ(t, p+ 1) = A21x(t, p) + A22ϕ(t, p) +B2u(t, p),

y(t, p) = C1x(t, p) + [C2+0]ϕ(t, p) + Ēϕ(t, p+ 1) +Du(t, p),

(1.33)

avec

Ẽ =
[
0 A12−

]
, E =

[
I −Avw+−

0 −Avw−−

]
,

A22 =

[
Avw++ 0

Avw−+ −I

]
, Ē =

[
0 C2−

]
,

(1.34)

qui est équivalent au système bidimensionnel 2D (1.28), avec

E =

[
I −Ẽ

0 E

]
, A =

[
A11 [A12+0]

A21 A22

]
,

B =

[
B1

B2

]
, C =

[
C1 [C2+0] Ē

]
, D = D.

(1.35)

Applications sur L’équation de Darboux

L’équation de Darboux est une équation différentielle partielle hyperbolique de second ordre

largement connue qui caractérise plusieurs systèmes dynamiques, tels que le système de chauf-

fage et de séchage de l’air par absorption de gaz par le débit d’eau [14, 26]. L’équation de

Darboux prend la forme suivante :

∂

∂t
s (t, i+ 1) = a1s(t, i+ 1) + a2

∂

∂t
s (t, i) + a0s(t, i) + bf(t, i) (1.36)
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où s(t, i) est une fonction a deux inconnue t (le temps ) ∈ [0, xf ] et i l’ espace∈ Z
+, a0, a1, a2

et b sont des coefficients réels et f(x, t) est la fonction d’entrée.

Définissons

r(t, i) = s(t, i+ 1)− a2s(t, i), (1.37)

alors l’équation hyperbolique (1.36) du second ordre peut être adaptée en un système simi-

laire d’un modèle 2D continu-discret de la forme de Roesser ((1.28)) :


∂
∂t
r(t, i)

s(t, i+ 1)

 =

[
a1 a1a2 + a0

1 a2

][
r(t, i)

s(t, i)

]
+

[
b

0

]
f(t, i), (1.38)

le modèle obtenu (1.38) est équivalent au modèle de Roesser (1.28), avec

E = I , A =

[
a1 a1a2 + a0

1 a2

]
(1.39)

et

B =

[
b

0

]
u(t, i) = f(t, i). (1.40)
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Chapitre 2
Contrôlabilité et contrôle à énergie minimale des

systèmes bidimensionnels (2D) fractionnaires

positifs

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous examinons la contrôlabilité et le problème de contrôle à énergie

minimale des systèmes 2D linéaires fractionnaires positifs. Pour ce faire, nous divisons ce cha-

pitre en deux sections distinctes. Dans la première section, nous analysons l’atteignabilité et

la contrôlabilité du système à temps continu décrit par le modèle de Fornasini-Marchesini [34].

Nous utilisons des techniques basées sur l’approche du Grammien pour dériver nos résultats.

De plus, nous examinons un cas particulier de ce système en utilisant des tests basés sur les

matrices de système. Notre objectif est de trouver des solutions pour le problème de contrôle à

énergie minimale du système positif. Enfin, nous présentons des illustrations numériques pour

étayer nos résultats.

Dans la deuxième section, nous étendons notre analyse aux systèmes à temps continu-

discret décrits par le modèle de Fornasini-Marchesini. Nous dérivons à nouveau des résultats

pour l’atteignabilité. De plus, nous considérons un autre système continu-discret populaire et

établirons des conditions nécessaires et suffisantes pour tester l’atteignabilité de ce système.

Enfin, nous examinons également le problème de contrôle à énergie minimale pour ce dernier

système.
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2 Atteignabilité, contrôlabilité et contrôle à énergie mi-

nimale des systèmes bidimensionnels (2D) fraction-

naires positifs à temps Continu décrit par le Modèle

de Fornasini-Marchesini

2.1 Trajectoire d’état et la positivité

Considérons le système linéaire fractionnaire bidimensionnel (2D) à temps continu suivant,

décrit par le modèle de Fornasini-Marchesini [76] :

Dα,β
t1,t2x (t1, t2) = A0x (t1, t2) + A1D

α
t1
x (t1, t2) + A2D

β
t2x (t1, t2) +Bu (t1, t2) , (2.1)

où Dα,β
t1,t2 représente la dérivation fractionnaire bidimensionnelle au sens de Caputo, 0 <

α, β < 1, x (t1, t2) ∈ R
n est le vecteur d’état, u (t1, t2) ∈ R

m est le vecteur d’entrée, matrices

Ak ∈ R
n×n pour k = 0, 1, 2;B ∈ R

n×m.

Les conditions initiales du système (2.1) sont données sous la forme suivante :

x (t1, 0) ∈ R
n et x (0, t2) ∈ R

n pour t1, t2 ⩾ 0. (2.2)

Lemme 2.1. [76] La solution de l’équation d’état (2.1) avec des ordres fractionnaires 0 <

α, β < 1 pour une entrée arbitraire u(t1, t2) et des conditions initiales (2.2), est donnée par :

x (t1, t2) =
∞∑
i=0

∞∑
j=0

{
− tiα1
Γ(iα + 1)

tjβ2
Γ(jβ + 1)

Tijx(0, 0) + Ti,jBI
(i+1)α,(j+1)β
t1,t2 u (t1, t2)

+
tjβ2

Γ(jβ + 1)
[Tij − Ti−1,jA2] I

iα
t1
x (t1, 0) +

tiα1
Γ(iα + 1)

[Tij − Ti,j−1A1] I
jβ
t2 x (0, t2)

}
,

(2.3)

où Tij sont des matrices de transition définies par :

Tij =


In pour i = 0, j = 0

A0Ti−1,j−1 + A1Ti,j−1 + A2Ti−1,j = Ti−1,j−1A0 + Ti,j−1A1 + Ti−1,jA2

pour i+ j > 0; i, j ∈ Z+

0 pour i < 0 et/ou j < 0.

(2.4)

Pour simplifier la notation, on peut écrire la solution (2.3) comme suit :

x (t1, t2) = xbc (t1, t2) +

∫ t1

0

∫ t2

0

Φ(t1 − τ1, t2 − τ2)Bu(τ1, τ2)dτ1dτ2 (2.5)
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où

xbc(t1, t2) =
∞∑
i=0

∞∑
j=0

{
− tiα1
Γ(iα + 1)

tjβ2
Γ(jβ + 1)

Tijx(0, 0)

+
tjβ2

Γ(jβ + 1)
[Tij − Ti−1,jA2] I

iα
t1
x (t1, 0)

+
tiα1

Γ(iα + 1)
[Tij − Ti,j−1A1] I

jβ
t2 x (0, t2)

} (2.6)

et

Φ(t1, t2) =
∞∑
i=0

∞∑
j=0

Ti,j
t
(i+1)α−1
1

Γ((i+ 1)α)

t
(j+1)β−1
2

Γ((j + 1)β)
. (2.7)

Définition 2.1. [76] Le système 2D fractionnaire (2.1) est dit positif si le vecteur d’état est

positif x(t1, t2) ∈ R+, t1, t2 ⩾ 0, pour toutes les conditions initiales positives x(t1, 0) ∈ R
n
+,

x(0, t2) ∈ R
n
+ et toutes les entrées positives u(t1, t2) ∈ R

m
+ .

Lemme 2.2. [76] Le système 2D fractionnaire (2.1) est positif si

A0 ∈ R
n×n
+ , A1, A2 ∈ Mn et B ∈ R

n×m
+ . (2.8)

2.2 Atteignabilité

Définition 2.2. Le système 2D fractionnaire positif (2.1) est dit atteignable dans Jcc = [0, T1]×
[0, T2] si pour toutes conditions initiales nulles, il existe un contrôle positif admissible u(t1, t2) ∈
R+ pour (t1, t2) ∈ Jcc qui transfère l’état du système (2.1) de conditions initiales nulles à l’état

finale x(T1, T2) = xf ∈ R+.

Définition 2.3. La matrice du Grammien associée au système 2D fractionnaire (2.1) est définie

par :

Wcc (Jcc) =

∫ T1

0

∫ T2

0

Φ (T1 − τ1, T2 − τ2)BBTΦT (T1 − τ1, T2 − τ2) dτ1dτ2. (2.9)

Théorème 2.1. Le système 2D fractionnaire positif (2.1) est atteignable dans Jcc pour des

conditions initiales nulles si la matrice Wcc(Jcc) ∈ R+ est monomiale et le contrôle qui transfère

l’état du système (2.1) de conditions initiales nulles à xf ∈ R
n
+ est donnée par :

u(t1, t2) = BTΦT (t1 − τ1, t2 − τ2)W
−1
cc (Jcc)xf pour 0 ⩽ τ1 ⩽ t1, 0 ⩽ τ2 ⩽ t2. (2.10)

Démonstration. Si la matrice Wcc(Jcc) est une matrice monomiale, alors W−1
cc et le contrôle

défini par (2.10) sont positifs.
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En utilisant (2.5), et à partir de xbc = 0, on obtient :

x(T1, T2) =

∫ T1

0

∫ T2

0

Φ(T1 − τ1, T2 − τ2)Bu(τ1, τ2)dτ1dτ2

=

∫ T1

0

∫ T2

0

Φ(T1 − τ1, T2 − τ2)BBTΦT (T1 − τ1, T2 − τ2)W
−1
cc dτ1dτ2xf

= WccW
−1
cc xf = xf .

(2.11)

Par conséquent, le contrôle (2.10) transfère le système (2.1) depuis des conditions initiales nulles

à l’état final xf .

Dans ce qui suit, nous considérons les cas particuliers du système (2.1) avec A0 = A1A2,

A0 = −A1A2 ou A0 = 0.

Théorème 2.2. Le système 2D fractionnaire positif (2.1) est atteignable sur Jcc pour des

conditions initiales nulles si et seulement si A1, A2 ∈ Mn sont des matrices diagonales et B est

une matrice monomiale.

Démonstration. Suffisance. Nous regardons que si A1, A2 ∈ Mn sont des matrices diagonales

alors les matrices Tij avec i, j ⩾ 0, ainsi la matrice Φ(t1, t2) ∈ R
n×n
+ pour t1, t2 ⩾ 0 sont

également diagonales et si la matrice B ∈ R
n×m
+ est monomiale alors BBT ∈ R

n×n
+ est aussi

monomiale. Dans ce cas la matrice Wcc(Jcc) est aussi monomiale, et d’après le théorème 2.1, le

système 2D fractionnaire positif (2.1) est atteignable dans Jcc.

Nécessité. D’après (2.4), (2.7), nous avons

Φ(t1, t2) =
∞∑
i=0

∞∑
j=0

dijA
i
1A

j
2

t
(i+1)α−1
1

Γ((i+ 1)α)

t
(j+1)β−1
2

Γ((j + 1)β)
(2.12)

où les dij sont des coefficients réels non nuls dépendant de la matrice Tij, en utilisant le théorème

classique de Cayley Hamilton, on obtient

Φ(t1, t2) =
n−1∑
k=0

n−1∑
l=0

vk,l(t1, t2)A
k
1A

l
2 (2.13)

où

vk,l(t1, t2) =
∞∑
i=0

∞∑
j=0

dijai(k)bj(l)
t
(i+1)α−1
1

Γ((i+ 1)α)

t
(j+1)β−1
2

Γ((j + 1)β)
(2.14)

et ai(k), bj(l) sont des coefficients appropriés en fonction des coefficients du polynôme ca-

ractéristique des matrices A1, A2 respectivement (voir [45]). Donc, la solution du système (2.5)
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donne :

x (T1, T2) = xf =
n−1∑
l=0

n−1∑
j=0

Ak
1A

l
2B

∫ T1

0

∫ T2

0

vk,l(T1 − τ1, T2 − τ2)u(τ1, τ2)dτ1dτ2 (2.15)

qui est équivalent

xf =
[
B,A2B, .., An−1

2 B,A1B,A1A2B, .., A1A
n−1
2 B, .., An−1

1 B,An−1
1 A2B, .., An−1

1 An−1
2 B

]

×



∫ T1

0

∫ T2

0
v0,0(T1 − τ1, T2 − τ2)u(τ1, τ2)dτ1dτ2∫ T1

0

∫ T2

0
v0,1(T1 − τ1, T2 − τ2)u(τ1, τ2)dτ1dτ2

...∫ T1

0

∫ T2

0
v0,n−1(T1 − τ1, T2 − τ2)u(τ1, τ2)dτ1dτ2∫ T1

0

∫ T2

0
v1,0(T1 − τ1, T2 − τ2)u(τ1, τ2)dτ1dτ2∫ T1

0

∫ T2

0
v1,1(T1 − τ1, T2 − τ2)u(τ1, τ2)dτ1dτ2

...∫ T1

0

∫ T2

0
v1,n−1(T1 − τ1, T2 − τ2)u(τ1, τ2)dτ1dτ2

...∫ T1

0

∫ T2

0
vn−1,0(T1 − τ1, T2 − τ2)u(τ1, τ2)dτ1dτ2∫ T1

0

∫ T2

0
vn−1,1(T1 − τ1, T2 − τ2)u(τ1, τ2)dτ1dτ2

...∫ T1

0

∫ T2

0
vn−1,n−1(T1 − τ1, T2 − τ2)u(τ1, τ2)dτ1dτ2



,

(2.16)

pour xf positif donné, il est possible de trouver un contrôle non négatif u(t1, t2) à partir de∫ T1

0

∫ T2

0
vk,l(T1 − τ1, T2 − τ2)u(τ1, τ2)dτ1dτ2 non négatif pour k, l = 0, 1, .., n− 1, τ1, τ2 ∈ Jcc si et

seulement si la matrice[
B,A2B, .., An−1

2 B,A1B,A1A2B, .., A1A
n−1
2 B, .., An−1

1 B,An−1
1 A2B, .., An−1

1 An−1
2 B

]
à n colonnes monomiales linéairement indépendantes et cela se passe seulement si la matrice

[B,A1, A2] contient n colonnes linéairement indépendantes (voir [60,61]), alors c’est possible de

trouver une entrée positive u(t1, t2) ∈ R
m
+ , t1, t2 ∈ Jcc seulement si la matrice B ∈ R

m×n
+ est

monomiale et les matrices A1, A2 ∈ Mn sont diagonales.

2.3 Contrôlabilité

Définition 2.4. Le système 2D fractionnaire positif (2.1) est dit contrôlable dans Jcc si pour

toutes conditions initiales positives (2.2), il existe un contrôle positif admissible u(t1, t2) ∈ R+

pour (t1, t2) ∈ Jcc qui transfère l’état du système (2.1) de n’importe quelle condition initiale

vers l’état final x(T1, T2) = xf ∈ R+.
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Théorème 2.3. Le système 2D fractionnaire positif (2.1) est contrôlable sur Jcc pour toutes

conditions initiales positives si la matrice (2.9) est monomiale et

xf − xbc ∈ R+, (2.17)

le contrôle qui transfère l’état du système (2.1) de conditions initiales positives à xf ∈ R
n
+ est

donné par

u(t1, t2) = BTΦT (t1 − τ1, t2 − τ2)W
−1
cc (Jcc)(xf − xbc) pour 0 ⩽ τ1 ⩽ t1, 0 ⩽ τ2 ⩽ t2. (2.18)

Démonstration. Si la matrice (2.9) est une matrice monomiale alors W−1
cc ainsi que le contrôle

défini par (2.18) sont positifs.

En utilisant (2.5), on obtient :

x(T1, T2) = xbc +

∫ T1

0

∫ T2

0

Φ(t1 − τ1, t2 − τ2)Bu(τ1, τ2)dτ1dτ2

=

∫ T1

0

∫ T2

0

Φ(t1 − τ1, t2 − τ2)BBTΦT (t1 − τ1, t2 − τ2)W
−1
cc dτ1dτ2(xf − xbc)

= xbc +WccW
−1
cc (xf − xbc) = xf .

(2.19)

Par conséquent, le contrôle (2.18) transfère le système (2.1) à partir de toutes conditions initiales

positives vers l’état final xf .

2.4 Contrôle à énergie minimale

Considérons le système fractionnaire positif 2D décrit par (2.1) avec A0 = A1A2, A0 =

−A1A2 ou A0 = 0, tel que A1, A2 ∈ Mn sont des matrices diagonales et B ∈ R
n×m
+ est une matrice

monomiale. Si le système fractionnaire 2D positif (2.1) est atteignable sur Jcc pour des conditions

initiales nulles, alors il existe généralement de nombreux différentes contrôles u(t1, t2) ∈ R
m
+ qui

transfère l’état du système à partir de conditions initiales nulles vers xf = x (T1, T2) ∈ R
n
+.

Parmi ces contrôles, nous recherchons un contrôle u(t1, t2) ∈ R
m
+ pour t1, t2 ∈ Jcc qui minimise

l’indice de performance

I(u) =

∫ T1

0

∫ T2

0

uT (τ1, τ2)Qu(τ1, τ2)dτ1dτ2 (2.20)

où Q ∈ R
m×m
+ est une matrice symétrique définie positive et Q−1 ∈ R

m×m
+ . Le problème de

contrôle à énergie minimum peut être énoncé comme suit : Étant donné les matrices diagonales

A1, A2 ∈ Mn, la matrice monomiale B ∈ R
n×m
+ , et la matrice Q ∈ R

m×m
+ , T1, T2 sont des nombres

réels, xf ∈ R
n
+ est un état final et des conditions initiales nulles, trouver un vecteur d’entrée

admissible u(t1, t2) ∈ R
m
+ pour 0 ≤ t1 ≤ T1, 0 ≤ t2 ≤ T2 qui transfère le système (2.1) depuis
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des conditions initiales nulles jusqu’aux conditions finales souhaitées xf = x(T1, T2) ∈ R
n
+ et

minimise l’indice de performance (2.20).

Pour résoudre le problème, nous définissons la matrice

V = V (T1, T2, Q)

=

∫ T1

0

∫ T2

0

Φ (T1 − τ1, T2 − τ2)BQ−1BTΦT (T1 − τ1, T2 − τ2) dτ1dτ2,
(2.21)

où Φ (t1, t2) est défini par (2.7). D’après le théorème 1.3, il s’ensuit que la matrice (2.21)

est monomiale si et seulement si le système fractionnaire positif (2.1) est atteignable pour des

conditions initiales nulles sur Jcc. Dans ce cas, nous pouvons définir le contrôle :

û(τ1, τ2) = Q−1BTΦT (T1 − τ1, T2 − τ2)V
−1xf pour (τ1, τ2) ∈ Jcc. (2.22)

Notez que le contrôle (2.22) satisfait la condition u(t1, t2) ∈ R
n
+ pour (t1, t2) ∈ Jcc si

Q−1 ∈ R
m×m
+ et V −1 ∈ R

n×n
+ . (2.23)

Théorème 2.4. Supposons que

1 Le système fractionnaire positif 2D (2.1) est atteignable pour des conditions initiales nulles

dans Jcc.

2 Soit ū(t1, t2) ∈ R
n
+ pour (t1, t2) ∈ Jcc un vecteur d’entrée qui transfère l’état du système

2D fractionnaire positif (2.1) à partir de conditions initiales nulles vers xf ∈ R
n
+.

Alors, le vecteur d’entrée (2.22) transfère également l’état du système à partir de conditions

initiales nulles vers xf ∈ R
n
+ et minimise l’indice de performance (2.20), c’est a dire :

I(û) ≤ I(ū). (2.24)

De plus, la valeur minimale de l’indice de performance (2.20) est donnée par

I(û) = xT
f V

−1xf . (2.25)

Démonstration. Si les conditions (2.23) sont satisfaites alors le vecteur d’entrée (2.22) est bien

défini et û(t1, t2) ∈ R
n
+ pour (t1, t2) ∈ Jcc. Nous allons montrer que le contrôle transfère l’état du

système de conditions initiales nulles vers xf ∈ R
n
+. En remplaçant (2.22) par (2.5), on obtient

x (T1, T2) =

∫ T1

0

∫ T2

0

Φ (T1 − τ1, T2 − τ2)Bû(τ1, τ1)dτ1dτ2

=

∫ tf

0

Φ (T1 − τ1, T2 − τ2)BQ−1BTΦT (T1 − τ1, T2 − τ2) dτ1dτ2V
−1xf = xf

(2.26)

Puisque le contrôle û(t1, t2) et ū(t1, t2), (t1, t2) ∈ Jcc transfère l’état du système à partir de
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conditions initiales nulles vers xf ∈ R
n
+, alors∫ T1

0

∫ T2

0

Φ (T1 − τ1, T2 − τ2)B [ū(τ1, τ2)− û(τ1, τ2)] dτ1dτ2 = 0. (2.27)

Par transposition de (2.27) et multiplication par V −1xf , on aura∫ T1

0

∫ T2

0

[ū (τ1, τ2)− û (τ1, τ2)]
T QQ−1BTΦT (T1 − τ1, T2 − τ2)× V −1xfdτ2dτ1

=

∫ T1

0

∫ T2

0

[ū (τ1, τ2)− û (τ1, τ2)]
T Qû (τ1, τ2) dτ2dτ1 = 0

(2.28)

cependant, il est facile de vérifier que∫ T1

0

∫ T2

0

ūT (τ1, τ2)Qū (τ1, τ2) dτ2dτ1 =

∫ T1

0

∫ T2

0

ûT (τ1, τ2)Qû (τ1, τ2) dτ1dτ2

+

∫ T1

0

∫ T2

0

[ū(τ1, τ2)− û(τ1, τ2)]
TQ[ū(τ1, τ2)− û(τ1, τ2)]dτ1dτ2.

(2.29)

Puisque le dernier second terme de l’inégalité (2.29) est toujours positif, l’inégalité (2.24) est

satisfaite. Pour trouver la valeur minimale de l’indice de performance (2.20) on substitue (2.22)

dans (2.20) et on obtient,

I(û) =

∫ T1

0

∫ T2

0

ûT (τ1, τ2)Qû(τ1, τ2)dτ1dτ2

= xT
f V

−1

∫ T1

0

∫ T2

0

Φ (T1 − τ1, T2 − τ2)BQ−1BTΦT (T1 − τ1, T2 − τ2) dτ1dτ2V
−1xf

= xT
f V

−1xf .

(2.30)

Ci-dessous, nous avons la procédure pour calculer le contrôle à énergie minimale au cas où

le système atteignable et minimise l’indice de performance (2.20).

Procédure.

Étape 1. Connaissant une matrice diagonale A1, A2 ∈ Mn, calculer la matrice Φ(t1, t2).

Étape 2. Connaissant les matrices monomiales B,Q ∈ R+, le nombre réel positif T1, T2, on

utiliser (2.21) pour calculer la matrice V pour t1, t2 ∈ Jcc.

Étape 3. En utilisant (2.22), calculez le vecteur d’entrée û(t1, t2).

Étape 4. Utilisation de (2.25), pour calculer la valeur minimale de l’indice de performance.
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2.5 Exemple numérique

Considérons le système (2.1) pour α = β = 0.5 avec les matrices :

A0 =

[
0 0

0 0

]
, A1 =

[
1 0

0 −1

]
, A2 =

[
−1 0

0 1

]
, B =

[
1 0

0 1

]
, (2.31)

les conditions initiales x(t1, 0) = x(0, t2) = 0, pour t1, t2 ⩾ 0. On remarque que A0 est une

matrice nulle, A1, A2 sont des matrices de Metzler diagonales, B est une matrice positive mo-

nomiale, donc ce système est positif et atteignable. Considéré l’indice de performance (2.20),

avec

Q =

[
2 0

0 2

]
, T1 = T2 = 1. (2.32)

Dans cet example, nous calculons le contrôle à énergie minimale û(t1, t2), t1, t2 ∈ Jcc =

[0, 1]× [0, 1] qui transfère l’état du système de x0 =

[
0

0

]
vers xf =

[
1

2

]
et minimise l’indice

de performance (2.20). En utilisant la procédure, nous obtenons ce qui suit :

Étape 1. En utilisant (2.12), on obtient

Φ(t1, t2) =
∞∑
i=0

∞∑
j=0

dij

[
1 0

0 −1

]i [
−1 0

0 1

]j
t
0.5(i−1)
1

Γ(0.5(i+ 1))

t
0.5(j−1)
2

Γ(0.5(j + 1))

≈

[
Φ1(t1, t2) 0

0 Φ2(t1, t2)

]
.

(2.33)

où

Φ1(t1, t2) ≈ 4t1 + 4t2 − 11.28t1t
0.5
2 − 26.32t1t

1.5
2 + ..− 11.84t21t

0.5
2 + ..

Φ1(t1, t2) ≈ 4t1 + 4t2 + 11.28t1t
0.5
2 − 26.32t1t

1.5
2 + ..+ 11.84t21t

0.5
2 + ..

(2.34)

Notez que puisque 0 ⩽ t1, t2 ⩽ 1, si i, j → ∞, alors les coefficients
t
(.)
1

Γ(.)

t
(.)
2

Γ(.)
→ 0. Par

conséquent, dans des cas pratiques, notamment en analyse numérique, nous pouvons supposer

que i et j sont limités par certains nombres naturels L. Dans cet example nous supposons que

L = 20.
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Étape 2. D’après (2.34) et (2.21), nous aurons

V =

∫ 1

0

∫ 1

0

Φ (1− τ1, 1− τ2)BQ−1BTΦT (1− τ1, 1− τ2) dτ1dτ2

=
1

2

∫ 1

0

∫ 1

0

Φ2(1− τ1, 1− τ2)dτ1dτ2

≈

[
258.3853 0

0 258.3853

]
.

(2.35)

Étape 3. En utilisant (2.35) et (2.22), on obtient :

û(t1, t2) = Q−1BTΦT (1− t1, 1− t2)V
−1xf

=
1

2

[
0 1

1 0

]
ΦT (1− t1, 1− t2)V

−1

[
1

1

]

≈

[
0.007t1 + 0.007t2 + 0.006(1− t1)

0.5 + 0.007(1− t1)1.5 + 0.004(1− t1)
2.5 + ..

0.015t1 + 0.015t2 + 0.01(1− t1)
0.5 − 0.014(1− t1)

1.5 − 0.008(1− t1)
2.5 + ..

] (2.36)

Étape 4. La valeur minimale de l’indice de performance est donc égale à

I(û) = xT
f V

−1xf

=
[
1 1

] [1
2

∫ 1

0

∫ 1

0

Φ2(1− τ1, 1− τ2)dτ1dτ2

]−1
[

1

1

]

=

∫ 1

0

∫ 1

0

Φ2(1− τ1, 1− τ2)dτ1dτ2.

≈ 0.02.

(2.37)

La figure suivante représente la positivité de contrôle à énergie minimale obtenue dans cet

example.
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Figure 2.1 – Le vecteur de contrôle à énergie minimale u(t1, t2)

3 Atteignabilité, contrôlabilité et contrôle à énergie mi-

nimale des systèmes bidimensionnels (2D) fraction-

naires positifs à temps Continu-discret décrit par le

Modèle de Fornasini-Marchesini

3.1 Trajectoire d’état et positivité

Considérons le système linéaire fractionnaire bidimensionnel (2D) à temps Continu-discret

décrit par le modèle de Fornasini-Marchesini [59] :

Dα
t x (t, i+ 1) = A0x (t, i) + A1D

α
t x (t, i) + A2x (t, i+ 1) +Bu (t, i) , (2.38)

oùDα
t est la dérivation fractionnaire au sens de Caputo, 0 < α < 1, x (t, i) ∈ R

n est le vecteur

d’état, u (t, i) ∈ R
m le vecteur d’entrée, les matrices Ak ∈ R

n×n pour k = 0, 1, 2;B ∈ R
n×m sont

des matrices correspondants du système.

Les conditions initiales du système (2.38) sont données sous la forme suivante

x (t, 0) ∈ R
n et x (0, i) ∈ R

n pour t ≥ 0, i ∈ Z+. (2.39)

Lemme 3.1. [59] La solution x(t, i) du système (2.38) avec les conditions initiales x(0, i), i ∈
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Z+ , x(t, 0), t ⩾ 0, est définie par

x(t, i) =T0,ix(t, 0) +
∞∑
k=1

Tk,i

Γ(kα)

∫
0

(t− τ)kα−1x(τ, 0)dτ−

−
∞∑
k=0

Tk,iA2

Γ[(k + 1)α]

∫ t

0

(t− τ)(k+1)α−1x(τ, 0)dτ+

+
∞∑
k=0

∞∑
l=1

Tk,i−lt
kα

Γ(kα+ 1)
x(0, l)−

−
∞∑
k=0

∞∑
l=0

Tk,i−l−1A1t
kα

Γ(kα+ 1)
x(0, l)+

+
∞∑
k=0

∞∑
l=0

Tk,i−l−1B

Γ[(k + 1)α]

∫ t

0

(t− τ)(k+1)α−1u(τ, l)dτ

(2.40)

où

Tkl =


In pour k = l = 0

A0Tk−1,l−1 + A1Tk,l−1 + A2Tk−1,l

= Tk−1,l−1A0 + Tk,l−1A1 + Tk,l−1A2 pour k + l > 0, k, l ∈ Z+

0 pour k < 0, ou/et l < 0

(2.41)

Pour simplifier la notation, on peut écrire la solution (2.40) comme suit :

x(t, i) = xbc(t, i) +
i−1∑
l=0

∫ t

0

Φ(t− τ, i− l − 1)Bu(τ, l)dτ (2.42)

où

xbc(t, i) = T0,ix(t, 0) +
∞∑
k=1

Tk,i

Γ(kα)

∫ t

0

(t− τ)kα−1x(τ, 0)dτ−

−
∞∑
k=0

Tk,iA2

Γ[(k + 1)α]

∫ t

0

(t− τ)(k+1)α−1x(τ, 0)dτ+

+
∞∑
k=0

∞∑
l=1

Tk,i−lt
kα

Γ(kα + 1)
x(0, l)−

−
∞∑
k=0

∞∑
l=1

Tk,i−l−1A1t
kα

Γ(kα + 1)
x(0, l)

(2.43)

et

Φ(t, i) =
∞∑
k=0

Tk,i
t(k+1)α−1

Γ[(k + 1)α]
. (2.44)
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Définition 3.1. [59] Le système 2D fractionnaire à temps continu-discret (2.38) est dit positif

si le vecteur d’état est positif x(t, i) ∈ R
n
+, t > 0, i ∈ Z+ , pour toutes conditions initiales positifs

x(0, i) ∈ R
n
+, x(t, 0) ∈ R

n
+ et toutes les entrées positifs u(t, i) ∈ R

m
+ .

Lemme 3.2. [59] Le système 2D fractionnaire à temps continu-discret (2.38) est positif si

i) A0, A1 ∈ R
n×n
+ , A = A0 + A1A2 ∈ R

n×n
+ .

ii) A2 est une matrice de Metzler.

3.2 Atteignabilité

Définition 3.2. Le système positif (2.38) est dit atteignable dans Jcd = [0, tf ]× {0, 1, .., if} si

pour toutes conditions initiales nulles (2.39), il existe un contrôle positif admissible u(t, i) ∈ R+

pour (t, i) ∈ Jcd, tel que x(tf , if ) = xf ∈ R+.

Définition 3.3. La matrice du Grammien associée au système 2D fractionnaire à temps

continu-discret (2.38) est définie par :

Wcd (Jcd) =

if−1∑
l=0

∫ tf

0

Φ (tf − τ, if − l − 1)BBTΦT (tf − τ, if − l − 1) dτ. (2.45)

Théorème 3.1. Le système 2D fractionnaire positif (2.38) est atteignable dans Jcd pour des

conditions initiales nulles si la matrice Wcd(Jcd) ∈ R+ est monomiale et le contrôle qui transfère

l’état du système (2.38) de conditions initiales nulles à l’état finale xf ∈ R
n
+ est donné par

u(t, i) = BTΦT (t− τ, i− l − 1)W−1
cd (Jcd)xf pour 0 ⩽ τ ⩽ t, 0 ⩽ l ⩽ i. (2.46)

Démonstration. Si la matrice Wcd(Jcd) est une matrice monomiale, alors W−1
cd et le contrôle

défini par (2.46) sont positifs.

En utilisant (2.40), et à partir de xbc = 0, on obtient :

x(tf , if ) =

if−1∑
l=0

∫ tf

0

Φ(tf − τ, if − l − 1)Bu(tf , if )dτ

=

if−1∑
l=0

∫ tf

0

Φ(t− τ, if − l − 1)BBTΦT (tf − τ, if − l − 1)W−1
cd dτxf

= WcdW
−1
cd xf = xf .

(2.47)

Par conséquent, le vecteur d’entrée (2.46) transfère l’état du système (2.38) de la condition

initiales nulles vers l’état final xf .
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Dans ce qui suit, nous considérons le système 2D fractionnaire continu-discret similaire au

système classique 1D décrit par :

Dα
t (t, i) = Ax(t, i) +Bu(t, i) (2.48)

où Dα
t la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, 0 < α < 1, x (t, i) ∈ R

n est le vecteur

d’état, u (t, i) ∈ R
m est le vecteur d’entrée, les matrices A ∈ R

n×n, B ∈ R
n×m.

Les conditions initiales du (2.48) sont données par :

x (0, i) ∈ R
n pour , i ∈ Z+. (2.49)

On se base sur les travaux de [60,61], on conclut que la solution du système (2.48) présente

dans le lemme suivant.

Lemme 3.3. La solution x(t, i) du système (2.48) avec conditions initiales x(0, i), i ∈ Z+, est

donnée par :

x(t, i) = φ0(t)x(0, i) +

∫ t

0

φ(t− τ)Bu(τ, i)dτ. (2.50)

où

φ0(t) = Eα (At
α) =

∞∑
k=0

Aktkα

Γ(kα+ 1)

φ(t) =
∞∑
k=0

Akt(k+1)α−1

Γ[(k + 1)α]

(2.51)

et Eα (At
α) est la fonction de Mittag-Leffler.

Définition 3.4. Le système (2.48) est dit positif si x(t, i) ∈ R
n
+, t ∈ R+, i ∈ Z+ pour toutes

conditions initiales positives x(0, i) ∈ R
n
+, et toutes les entrées positives u(t, i) ∈ R

m
+ , t ∈ R+,

i ∈ Z+.

Lemme 3.4. Le système (2.48) est positif si et seulement si

A ∈ Mn et B ∈ R
n×m
+ . (2.52)

Démonstration. Nécessité : Soit u(t, i) = 0, t ⩾ 0 et x(0, i) = ek(k-th k = 1, . . . , n) colonne de

la matrice d’identité In. La trajectoire n’existe que dans premier quadrant Rn
+ que si la dérivée

Dα
t (0, i) = Aek ⩾ 0, ce qui implique aij ⩾ 0, i ̸= j. Par conséquent, la matrice A doit être une

matrice de Metzler. De manière similaire pour x(0, i) = 0 nous avons Dα
t (0, i) = Bu(0, i) ⩾ 0,

ce qui implique B ∈ R
n×m
+ , puisque u(0, i) ∈ R

m
+ arbitraire pour i ∈ Z+.

Suffisance : En se basons sur le lemme 2.1, il est bien connu que φ0(t) ∈ R
n×n
+ , t ∈ R+ si
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et seulement si A ∈ Mn. D’après la solution (2.50) il s’ensuit que si les conditions (2.52) sont

satisfaite et x(0, i) ∈ R
n
+, u(t, i) ∈ R

m
+ , puis x(t, i) ∈ R

n
+, t ∈ R+, i ∈ Z+. Par conséquent, selon

la définition 3.1, le système (2.48) est positif.

Définition 3.5. Le système positif (2.48) est dit atteignable dans [0, tf ] pour i = 0, 1, . . . , q

si pour tout vecteur d’état final donné xf ∈ R
n
+, il existe une entrée u(t, i) ∈ R

m
+ , 0 ⩽ t ⩽

tf , 0 ⩽ i ⩽ q qui transfère l’état du système x(t, i) de x(0, i) = 0, i = 0, 1, . . . , q à xf =

x (tf ) = x (tf , 0) + x (tf , 1) + . . .+ x (tf , q).

Théorème 3.2. Le système positif (2.48) est atteignable dans [0, tf ] pour i = 0, 1, . . . , q si et

seulement si la matrice A ∈ Mn est diagonale et la matrice B ∈ R
n×m
+ est monomiale.

Démonstration. Suffisance : En utilisant (2.50) pour t = tf , i = 0, 1, . . . , q et x(0, i) = 0, i =

0, 1, . . . , q, on obtient :

xf = x (tf , 0) + x (tf , 1) + . . .+ x (tf , q) =

∫ tf

0

φ(t− τ)B̄ū(τ)dτ (2.53)

où

B̄ =
[
B B . . . B

]
∈ R

n×m̄
+ ,

ū(τ) =


u(τ, 0)

u(τ, 1)
...

u(τ, q)

 ∈ R
n
+, m̄ = n(q + 1). (2.54)

Nous regardons que si A ∈ Mn est diagonale alors φ0(t) ∈ R
n×n
+ est également diagonale et si

B ∈ R
n×m
+ est monomiale alors B̄B̄T ∈ R

n×n
+ est également monomiale. Dans ce cas la matrice

définie par :

R (tf ) =

∫ tf

0

φ(tf − τ)B̄B̄TφT (tf − τ)dτ ∈ R
n×n
+ (2.55)

est également monomiale et R−1 (tf ) ∈ R
n×n
+ . Soit le contrôle défini par :

û(t) = B̄Tφ(tf − τ)R−1 (tf )xf (2.56)

qui transfère l’état du système (2.48) de x(0, i) = 0, i = 0, 1, . . . , q à xf . En utilisant (2.50) et
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(2.56), on obtient :

x (tf ) =

∫ tf

0

φ (tf − τ) B̄ū(τ)dτ =

∫ tf

0

φ (tf − τ) B̄B̄TφT (tf − τ) dτR−1 (tf )xf

=

∫ tf

0

φ(tf − τ)B̄B̄Tφ(tf − τ)dτR−1 (tf )xf = xf .

(2.57)

Par conséquent, le contrôle (2.56) transfère l’état du système (2.48) à partir de toutes conditions

initiales nulles vers l’état final xf .

Nécessité : D’après le théorème de Cayley-Hamilton on a

φ(t) =
n−1∑
k=0

ck(t)A
k (2.58)

où ck(t), k = 0, 1, . . . , n− 1 sont des fonctions non nulles du temps dépendant de la matrice A.

Une substitution de (2.58) dans

xf =

∫ tf

0

φ(t− τ)B̄ū(τ)dτ, (2.59)

on obtient

xf =
[
B̄ AB̄ . . . An−1B̄

]


v0 (tf )

v1 (tf )
...

vn−1 (tf )

 (2.60)

où

vk (tf ) =

∫ tf

0

ck(τ)ū (tf − τ) dτ, k = 0, 1, . . . , n− 1. (2.61)

Pour xf ∈ R
n
+ donné, il est possible de calculer vk (tf ) , k = 0, 1, . . . , n − 1 non négatif si et

seulement si la matrice [
B AB . . . An−1B

]
(2.62)

possède n colonnes monomiales linéairement indépendantes et cela n’a lieu que si la matrice

[A B] contient n colonnes monomiales linéairement indépendantes. Notez que pour vk (tf ) non

négatifs, k = 0, 1, . . . , n− 1, donc il est possible de trouver une entrée non négative ū(t) ∈ R
m
+

seulement si la matrice B ∈ R
n×n
+ est monomiale et la matrice A ∈ Mn est diagonale.
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3.3 Contrôle à énergie minimale

Si le système positif (2.48) est atteignable dans [0, tf ] pour i = 0, 1, . . . , q, alors il existe

généralement plusieurs différentes contrôles ū(t) ∈ R
m̄
+ qui transfère l’état du système à partir

des conditions initiales x(0, i) = 0 à xf . Parmi ces contrôles nous recherchons un contrôle

ū(t) ∈ R
m̄
+ pour t ∈ [0, tf ] qui minimise l’indice de performance défini par :

I(ū) =

∫ tf

0

ūT (τ)Qū(τ)dτ (2.63)

où Q ∈ R
m̄×m̄
+ est une matrice symétrique définie positive et Q−1 ∈ R

m̄×m̄
+ . Le problème de

contrôle à énergie minimale peut être énoncé comme suit : Étant donné les matrices A ∈
Mn, B ∈ R

n×m
+ , Q ∈ R

m̄×m̄
+ , le nombre q, tf et xf ∈ R

n
+, trouvez une entrée ū(t) ∈ R

m̄
+ qui

transfère l’état du système de x(0, i) = 0 à xf ∈ R
n
+, i = 0, 1, . . . , q et minimise l’indice de

performance (2.63). Pour résoudre le problème, nous définissons la matrice

V = V (tf , Q) =

∫ tf

0

φ(tf − τ)B̄Q−1B̄TφT (tf − τ)dτ. (2.64)

D’après le théorème 1.3, la matrice (2.64) est monomiale et V −1 ∈ R
n×n
+ si et seulement

si le système positif (2.48) est atteignable dans [0, tf ] pour i = 0, 1, . . . , q. Dans ce cas, nous

pouvons définir l’entrée

û(t) = Q−1B̄TφT (tf − τ)V −1xf pour t ∈ [0, tf ] . (2.65)

Notez que û(t) ∈ R
m̄
+ pour t ∈ [0, tf ] , si

Q−1 ∈ R
m̄×m̄
+ pour toute xf ∈ R

n
+ et V −1xf ∈ R

n×n
+ . (2.66)

Théorème 3.3. Soit ū(t) ∈ R
m̄
+ pour t ∈ [0, tf ] une entrée qui transfère l’état du système

positif (2.48) de x(0, i) = 0 à xf . Ensuite, l’entrée (2.65) transfère également l’état du système

de x(0, i) = 0, i = 0, 1, . . . , q à xf ∈ R
n
+ et minimise l’indice de performance (2.63), c’est-à-dire

I(û) ⩽ I(ū). (2.67)

La valeur minimale de l’indice de performance (2.63) est égale à

I(û) = xT
f V

−1xf . (2.68)

Démonstration. Si les conditions (2.66) sont satisfaites alors û(t) ∈ R
m̄
+ pour t ∈ [0, tf ]. Nous

allons montrer que l’entrée transfère l’état du système de x(0, i) = 0, i = 0, 1, . . . , q à xf ∈ R
n
+.
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Substitution de (2.65) en (2.50) pour t = tf , et on obtient

x (tf ) =

∫ tf

0

φ(tf − τ)B̄û(τ)dτ

=

∫ tf

0

φ(tf − τ)B̄Q−1B̄TφT (tf − τ)dτV −1xf = xf

(2.69)

par conséquent, on conclut que les entrées ū(t) et û(t), t ∈ [0, tf ] transfèrent l’état du système

de x(0, i) = 0, i = 0, 1, . . . , q à xf ∈ R
n
+, ainsi

xf =

∫ tf

0

φ(tf−τ)B̄ū(τ)dτ =

∫ tf

0

φ(tf−τ)B̄û(τ)dτ

∫ tf

0

φ(tf−τ)B̄[ū(τ)−û(τ)]dτ = 0, (2.70)

qui ce implique ∫ tf

0

φ(tf − τ)B̄[ū(τ)− û(τ)]dτ = 0. (2.71)

Par transposition de (2.71) et multiplication par V −1xf , et on trouve :∫ tf

0

[ū(τ)− û(τ)]T B̄TφT (tf − τ)dτV −1xf = 0. (2.72)

Substitution de (2.65) en (2.72), et on obtient

∫ tf

0

[ū(τ)− û(τ)]TQû(τ) = 0 (2.73)

comme

Qû(τ) = B̄TφT (tf − τ)V −1xf = xf , (2.74)

et en utilisant (2.63), il est facile de vérifier que∫ tf

0

ū(τ)TQū(τ)dτ =

∫ tf

0

û(τ)TQû(τ)dτ +

∫ tf

0

[ū(τ)− û(τ)]TQ[ū(τ)− û(τ)]dτ. (2.75)

Puisque le deuxième terme du membre droit de l’inégalité (2.75) est non négatif, le résultat

(2.67) est confirmé.

Pour trouver la valeur minimale de l’indice de performance (2.63), on substitue (2.65) dans

(2.63) , et on obtient

I(û) =

∫ tf

0

ûT (τ)Qû(τ)dτ = xT
f V

−1

∫ tf

0

φ(tf − τ)B̄Q−1B̄TφT (tf − τ)dτV −1xf = xT
f V

−1xf

(2.76)

donc (2.68) est satisfaite.
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Théorème 3.4. Si la matrice diagonale Q est une matrice scalaire

Q = diag [q1, . . . , q1] ∈ R
ñ×ñ
+ (2.77)

alors l’entrée (2.63) est indépendante de Q et a la forme

û(t) = B̄TφT (tf − τ)

[∫ tf

0

φ(tf − τ)B̄B̄TφT (tf − τ)dτ

]
xf ∈ R

n
+ (2.78)

pour toute xf ∈ R
n
+.

Démonstration. Si (2.77) est vrai alors à partir de (2.64) on a

V =
1

q1

∫ tf

0

φ(t− f − τ)B̄B̄Tφ(t− f − τ)dτ (2.79)

et d’après (2.65), on aura

û(t) = Q−1B̄TφT (tf − τ)V −1xf = B̄TφT (tf − τ)

[∫ tf

0

φ(τ)B̄B̄TφT (τ)dτ

]−1

xf ∈ R
n
+ (2.80)

pour toute xf ∈ R
n
+.

À partir des considérations ci-dessus, nous avons la procédure suivante pour calculer le

contrôle à énergie minimale qui transfère l’état du système de x0 = 0 à xf ∈ R
n
+ et minimise

l’indice de performances (2.63).

Procédure.

Étape 1. Connaissant A ∈ Mn, calculez φ0(t).

Étape 2. En utilisant (2.64) calculez la matrice V , connaissant les matrices A,B,Q pour

certains tf .

Étape 3. En utilisant (2.51) et (2.64), calculez le contrôle (2.65) pour tf et xf ∈ R
n
+.

Étape 4. À l’aide de (2.68), calculez la valeur minimale de l’indice de performance.

4 Conclusion

Dans ce chapitre, quelques résultats sont établis concernant la contrôlabilité et le problème

de contrôle à énergie minimale des systèmes 2D linéaires fractionnaires positifs décrit par le

modèle de Fornasini-Marchesini. Pour cela, des conditions suffisantes pour l’atteignabilité et la

contrôlabilité du système en temps continu, ainsi que pour le cas en temps continu-discret, ont

été dérivées en se basant sur l’approche du Grammien. De plus, les conditions nécessaires et

suffisantes pour l’atteignabilité des cas particuliers de ces systèmes, en utilisant des tests basés

sur les matrices de systèmes, ont été établies. La solution du problème de contrôle à énergie

minimale du système particulier considéré dans ce travail a été trouvée, tout en garantissant
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que les systèmes restent positifs. Enfin, des exemples numériques sont fournis pour étayer nos

résultats.

Ce travail permet une compréhension approfondie de la contrôlabilité et du problème de

contrôle à énergie minimale pour les systèmes 2D linéaires fractionnaires positifs, couvrant à la

fois les modèles à temps continu et à temps continu-discret.
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Chapitre 3
Analyse de la stabilité des systèmes

bidimensionnels (2D) fractionnaires positifs

Ce chapitre étudie la stabilité du système linéaire bidimensionnel (2D) fractionnaire positif

décrit par le modèle de Roesser et basé sur la dérivée fractionnaire au sens de Caputo dans la

partie dynamique continu. L’objectif de cette étude est déterminer si la stabilité de ces systèmes

peut être prouvée uniquement à partir des matrices système. Dans cette travail, nous utilisons

une approche d’inégalités matricielles linéaires pour analyser la stabilité des modèles de Roesser

positifs en tirant parti des propriétés de positivé.

De plus, nous avons développé une condition nécessaire et suffisante qui garantit l’existence

de contrôleurs à retour d’état dans un système linéaire bidimensionnel (2D) fractionnaire décrit

par le modèle de Roesser. Cette condition garantit à la fois la non négativité et la stabilité

du système en boucle fermée résultant. Pour illustrer la faisabilité de nos approches proposées,

nous fournissons quelques exemples numériques.

1 Stabilité, stabilisation et stabilité robuste des systèmes

linéaires bidimensionnels (2D) fractionnaires positifs à

temps continu-discret

Dans cette partie en analysons la stabilité du système linéaire 2D fractionnaire positif à

temps continu-discret décrit par le modèle de Roesser et basée sur la dérivée fractionnaire au

sens de Caputo dans la partie continue. Étendre également les résultats aux systèmes incertains

en boucle fermée.
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1.1 Formulation du problème et positivité

Considérons le système linéaire fractionnaire 2D continu-discret décrit par le modèle de

Roesser :

Dαxh(t, i) = A11x
h(t, i) + A12x

v(t, i) +B1u(t, i) (3.1a)

xv(t, i+ 1) = A21x
h(t, i) + A22x

v(t, i) +B2u(t, i) (3.1b)

où Dαxh(t, i) = ∂α

∂tα
xh (t, i) représente la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α,

avec 0 < α < 1. x(t, i) =

[
xh(t, i)

xv(t, i)

]
∈ R

n, xh(t, i) ∈ R
n1 , xv(t, i) ∈ R

n2 sont respectivement

les vecteurs d’états horizontal et vertical, u(t, i) ∈ R
m est le vecteur d’entrée du système (3.1)

( n = n1 + n2), A11 ∈ R
n1×n1 , A12 ∈ R

n1×n2 , A21 ∈ R
n2×n1 , A22 ∈ R

n2×n2 et B1 ∈ R
n1×m,

B2 ∈ R
n2×m sont des matrices correspondant aux systèmes.

Les conditions initiales du système (3.1) sont données par :{
xh(0, i), xv(t, 0) où t ∈ R+, i ∈ Z+

}
. (3.2)

Le polynôme caractéristique du système (3.1) est défini comme suit :

d(s, z) = det

{[
In1s

α − A11 −A12

−A21 In2z − A22

]}
. (3.3)

Dans la suite, nous tirons quelques propriétés liées à la positivité du système (3.1), basées sur

les résultats [42,58].

Définition 1.1. Le système 2D fractionnaire (3.1) est dit positif si tous les états sont positifs

pour toutes les conditions initiales positives et toutes les entrées positives , i.e

xh(t, i) ∈ R
n1
+ , xv(t, i) ∈ R

n2
+ , t > 0, i ∈ Z+ et u(t, i) ∈ R

m
+ pour xh(0, i) ∈ R

n1
+ , xv(t, 0) ∈ R

n2
+ .

Lemme 1.1. Le système 2D fractionnaire (3.1) est positif si et seulement si

A11 ∈ Mn1 , A12 ∈ R
n1×n2
+ , A21 ∈ R

n2×n1
+ , A22 ∈ R

n2×n1
+ , B1 ∈ R

n1×m
+ , B2 ∈ R

n2×m
+ . (3.4)

1.2 Stabilité

Cette section traite le problème de la stabilité asymptotique des systèmes positifs (3.1).

Sur la base des concepts de stabilité pour les systèmes linéaires fractionnaires positifs 1D dans

les cas continus et discrets [44, 53], nous fournissons la définition suivante de la stabilité des

systèmes (3.1).

48



CHAPITRE 3. ANALYSE DE LA STABILITÉ DES SYSTÈMES BIDIMENSIONNELS
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Définition 1.2. Le système 2D fractionnaire positif (3.1) est dit asymptotiquement stable pour

u(t, i) = 0 si

lim
(t,i)→∞

∥∥xh (t, i)
∥∥ = 0, lim

(t,i)→∞
∥xv (t, i)∥ = 0 (3.5)

avec

sup
i∈Z+

∥∥xh (0, i)
∥∥ < ∞, sup

t∈R+

∥xv (t, 0)∥ < ∞ (3.6)

respectivement.

Lemme 1.2. [95] Le système 2D fractionnaire (3.1) est asymptotiquement stable si

d(s, z) ̸= 0 pour (s, z) ∈ Usz, (3.7)

où d(s, z) est le polynôme caractéristique défini dans (3.3), et

Usz = {(s, z) ∈ C : | arg(s)| ≤ π

2
α, 0 < α ≤ 1, |z| ≥ 1}. (3.8)

Le théorème suivant énonce une condition nécessaire et suffisante pour assurer la stabilité

de cette classe de systèmes positifs.

Théorème 1.1. Le système 2D fractionnaire positif (3.1) est asymptotiquement stable si et

seulement s’il existe un vecteur strictement positif λ =

(
λh

λv

)
> 0, tel que

[
A11 A12

A21 A22 − In2

]
λ < 0. (3.9)

Démonstration. Nécessaire : En supposant que le système (3.1) est asymptotiquement stable

i.e limt,i→∞ xh(t, i) = 0 et limt,i→∞ xv(t, i) = 0, il résulte de la positivité du système qu’il existe,

T ∈ R+ et J ∈ Z+, tel que

Dαxh(t, i) < 0, ∆xv(t, i) < 0 pour t ≥ T, i ≥ J, (3.10)

où ∆xv(t, i) = xv(t, i+ 1)− xv(t, i),

la formule (3.10) est équivalente à[
A11 A12

A21 A22 − In2

](
xh(t, i)

xv(t, i)

)
< 0, pour t ≥ T et i ≥ J, (3.11)

par conséquent, la condition (3.9) est satisfaite pour λ =

(
xh(t, i)

xv(t, i)

)
> 0,, t ≥ T, i ≥ J .
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Suffisance : Soit le système dual (3.1) défini par :

Dαxh(t, i) = AT
11x

h(t, i) + AT
21x

v(t, i) (3.12a)

xv(t, i+ 1) = AT
12x

h(t, i) + AT
22x

v(t, i). (3.12b)

Le système dual (3.12) est asymptotiquement stable si et seulement si le système (3.1) est

asymptotiquement stable, soit V h(xh(t, i)) et V v(xh(t, i)) est deux fonctions de Lyapunov pour

le système dual (3.12), où

V h(xh(t, i)) = xT,h(t, i)λh (3.13a)

V v(xv(t, i)) = xT,v(t, i)λv. (3.13b)

L’application de l’opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo à l’équation (3.1a)

et de la différence finie à l’équation (3.1b), on obtient :

DαV h(xh(t, i)) = DαxT,h(t, i)λh

= xT,h(t, i)A11λ
h + xT,v(t, i)A21λ

h

∆V v(xh(t, i)) = xT,v(t, i+ 1)λv − xT,v(t, i)λv

= xT,h(t, i)A12λ
v − In2λ

v + xT,v(t, i)A22λ
v,

alors, on aura (
DαV h(xh(t, i))

∆V v(xh(t, i))

)T

= xT (t, i)

[
A11 A12

A21 A22 − In2

]
λ, (3.15)

par conséquent, si la condition (3.9) est satisfaite, DαV h(xh(t, i)) < 0, ∆V v(xh(t, i)) < 0, et

alors le système 2D fractionnaire positif (3.1) est asymptotiquement stable.

Remarque 1.1. Il convient de noter que V h est une fonction de Lyapunov positive, et si

sa dérivée fractionnaire de Caputo par rapport à la variable continue est négative, alors V h

s’approche asymptotiquement de zéro pour toutes les valeurs de i ∈ Z+. De même, lorsque V v

est positif, si l’opérateur de différence de V v est négatif, alors V v tend vers zéro.

Lemme 1.3. [2] Soit M ∈ Rn×n la matrice de Metzler. Alors les conditions suivantes sont

équivalentes :

i) Il existe un vecteur λ > 0 dans Rn tel que Mλ < 0.

ii) M est la matrice de Hurwitz c’est-à-dire que toutes ses valeurs propres ont des parties

réelles strictement négatives.

ii) Il existe une matrice diagonale positive P ∈ Rn×n satisfaisant MTP + PM < 0.
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En utilisant le théorème 1.1 et le lemme 1.3, on conclut le théorème suivant.

Théorème 1.2. Le système 2D fractionnaire positif (3.1) est asymptotiquement stable si et

seulement si :

i)

[
A11 A12

A21 A22 − In2

]
est la matrice de Hurwitz.

ii) Il existe une matrice diagonale positive P ∈ Rn×n vérifiant :[
A11 A12

A21 A22 − In2

]T
P + P

[
A11 A12

A21 A22 − In2

]
< 0. (3.16)

1.3 Stabilisation

Dans cette section, nous étudions le problème de la stabilisation d’un système linéaire frac-

tionnaire 2D continu-discret décrit par le modèle de Roesser.

Considérons le contrôle par retour d’état suivant, qui garantit la stabilité du modèle considéré :

u (t, i) =
[
Kh Kv

] [ xh (t, i)

xv (t, i)

]
, (3.17)

où K =
[
Kh Kv

]
représente le gain de contrôle de retour d’état à concevoir. Le système en

boucle fermée (3.1) est défini par :

Dαxh(t, i) = (A11 +B1K
h)xh(t, i) + (A12 +B1K

v)xv(t, i) (3.18a)

xv(t, i+ 1) = (A21 +B2K
h)xh(t, i) + (A22 +B2K

v)xv(t, i). (3.18b)

Dans le théorème suivant, nous présentons les conditions nécessaires et suffisantes pour l’exis-

tence d’une matrice de gain pour laquelle le système en boucle fermée (3.18) est positif et

asymptotiquement stable.

Théorème 1.3. Le système en boucle fermée (3.18) est positif et asymptotiquement stable pour

toutes conditions initiales positives si et seulement s’il existe λ =
[
λh
1 . . . λ

h
n1
, λv

1 . . . λ
v
n2

]T ∈ R
n,

yhih , y
v
iv ∈ R

m, ih = 1, 2, .., n1, iv = 1, 2, .., n2, tel que :

[
A11 A12

A21 A22 − In2

]
λ+B

(∑n1

ih=1 y
h
ih
+
∑n2

iv=1 y
v
iv

)
< 0,

a11rsλ
h
s + b1ry

h
s ≥ 0, pour r ̸= s,

a12rsλ
v
s + b1ry

v
s ≥ 0, pour 1 ⩽ r ⩽ n1, 1 ⩽ s ⩽ n− n1,

a21rsλ
h
s + b2ry

h
s ≥ 0, pour 1 ⩽ r ⩽ n− n2, 1 ⩽ s ⩽ n2,

a22rsλ
v
s + b2ry

v
s ≥ 0, pour 1 ⩽ r, s ⩽ n2,

λ > 0,

(3.19)
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avec Akl =
[
ars

kl
]
, Bk =

[
bk1 . . . b

k
nk

]T
, pour k, l = 1, 2 et n = n1 + n2. De plus, la matrice de

gain K est donnée par :

K =

[
yh1
λh
1

. . .
yhn1

λh
n1

,
yv1
λv
1

. . .
yvn2

λv
n2

]
. (3.20)

Démonstration. Tout d’abord, nous prouvons la positivité du système en boucle fermée, soit

kh
ih

=
yhih
λh
ih

, kv
iv =

yviv
λv
iv

pour ih = 1, . . . , n1 et iv = 1, . . . , n2, à partir des deuxième, troisième et

quatrième inégalités de condition (3.19), on a :
(a11rsλ

h
s + b1ry

h
s )

1
λh
s
= a11rs + b1rk

h
s = (A11 +B1K

h)rs ≥ 0, pour r ̸= s, r, s = 1, .., n1,

(a12rsλ
v
s + b1ry

v
s )

1
λv
s
= a12rs + b1rk

v
s = (A12 +B2K

v)rs ≥ 0, pour 1 ⩽ r ⩽ n1, 1 ⩽ s ⩽ n− n1,

(a21rsλs + b2ry
h
s )

1
λh
s
= a21rs + b2rk

h
s = (A21 +B1K

h)rs ≥ 0, pour 1 ⩽ r ⩽ n− n2, 1 ⩽ s ⩽ n2,

(a22rsλ
v
s + b2ry

v
s )

1
λv
s
= a22rs + b22k

v
s = (A22 +B2K

v)rs ≥ 0, pour 1 ⩽ r, s ⩽ n2,

(3.21)

alors, en utilisant le lemme 1.1, nous pouvons conclure que le système en boucle fermée (3.18)

est positif si et seulement si les deuxième, troisième et quatrième conditions sont satisfaites.

Ensuite, nous montrons la stabilité des systèmes à boucles fermées positives, à partir de première

inégalité de condition (3.19) et par le calcul de :

n1∑
ih=1

yhih +

n2∑
iv=1

yviv =
[

yh1
λh
1
+ · · ·+ yhn1

λh
n1

+
yv1
λv
1
+ · · ·+ yvn1

λv
n1

]


λh
1

...

λh
n1

λv
1

...

λv
n2


= Kλ (3.22)

qui est utilisé en première inégalité, on obtient :([
A11 A12

A21 A22 − In2

]
+BK

)
λ < 0, (3.23)

d’après le théorème 1.1, le dernier implique que le système en boucle fermée est asymptotique-

ment stable si et seulement si la première inégalité (3.19) est vérifiée. Alors d’après le lemme

1.1, théorème 1.1, le système en boucle fermée (3.18) est positif et asymptotiquement stable si

et seulement si les conditions du théorème 1.3 sont satisfaites.
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1.4 Stabilisation robuste

La stabilisation robuste, quant à elle, concerne la capacité d’un système de contrôle à res-

ter stable et à fonctionner de manière satisfaisante dans des conditions incertaines, telles que

des variations de paramètres, des perturbations ou des incertitudes externes [8, 13, 27, 56, 89].

Leurs applications sont multiples, permettant aux ingénieurs de concevoir des technologies et

des systèmes de contrôle complexes, fiables et stables dans des domaines tels que l’ingénierie

aérospatiale, les systèmes électriques, la robotique et les véhicules autonomes. Dans cette partie,

nous étendons le théorème 1.3 en nous concentrant sur les systèmes linéaires à temps continu-

discret fractionnaires incertains.

Maintenant, Nous examinons à présent un système linéaire à temps 2D continu-discret frac-

tionnaire, caractérisé par des incertitudes polytopiques convexes décrites par :

Dαxh(t, i) = A11(β)x
h(t, i) + A12(β)x

v(t, i) +B1(β)u(t, i), (3.24a)

xv(t, i+ 1) = A21(β)x
h(t, i) + A22(β)x

v(t, i) +B2(β)u(t, i), (3.24b)

où les matrices A11(β) ∈ R
n1×n1 , A12(β) ∈ R

n1×n2 , A21(β) ∈ R
n2×n1 , A22(β) ∈ R

n2×n2 , B1(β) ∈
R
n1×m et B2(β) ∈ R

n2×m ne sont pas connus avec précision, qui est supposé appartenir à un

domaine incertain convexe borné (type polytopique) Ωkl, k, l = 1, 2, défini par :

Ωkl =

{
Akl(α), Bl(α) : [Akl(β) Bl(β)] =

N∑
j=1

βj

[
Aj

kl Bj
l

]
;

N∑
j=1

βj = 1; βj ≥ 0

}
. (3.25)

Le système incertain en boucle fermée (3.24) est défini par :

Dαxh(t, i) = (A11(β) +B1(β)K
h)xh(t, i) + (A12(β) +B1(β)K

v)xv(t, i), (3.26a)

xv(t, i+ 1) = (A21(β) +B2(β)K
h)xh(t, i) + (A22(β) +B2(β)K

v)xv(t, i). (3.26b)

En nous basant sur les résultats de la section précédente, le théorème suivant nous permet

de proposer une nouvelle approche de conception d’un contrôleur de stabilisation en retour

d’état afin de garantir la positivité et la stabilité des systèmes linéaires 2D fractionnaires à

temps continu-discret incertains en boucle fermée.

Théorème 1.4. Le système en boucle fermée (3.26) est positif et asymptotiquement stable pour

toutes conditions initiales positives si et seulement s’il existe λ =
[
λh
1 . . . λ

h
n1
, λv

1 . . . λ
v
n2

]T ∈ R
n,
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yhih , y
v
iv ∈ R

m, ih = 1, 2, .., n1, iv = 1, 2, .., n2, tel que

[
Aj

11 Aj
12

Aj
21 Aj

22 − In2

]
λ+Bj

(∑n1

ih=1 y
h
ih
+
∑n2

iv=1 y
v
iv

)
< 0,

a11,jrs λh
s + b1,jr yhs ≥ 0, pour r ̸= s,

a12,jrs λv
s + b1,jr yvs ≥ 0, pour 1 ⩽ r ⩽ n1, 1 ⩽ s ⩽ n− n1,

a21,jrs λh
s + b2,jr yhs ≥ 0, pour 1 ⩽ r ⩽ n− n2, 1 ⩽ s ⩽ n2,

a22,jrs λv
s + b2,jr yvs ≥ 0, pour 1 ⩽ r, s ⩽ n2,

λ > 0,

(3.27)

avec Aj
rs =

[
aij

kl,j
]
, Bj

k =
[
bk,j1 . . . bk,jnk

]T
, pour k, l = 1, 2 et n = n1 + n2. De plus, la matrice

de gain K est donnée par :

K =

[
yh1
λh
1

. . .
yhn1

λh
n1

,
yv1
λv
1

. . .
yvn2

λv
n2

]
. (3.28)

Démonstration. À partir de (3.25), il est facile de voir que

∑N
j=1 βj

[[
Aj

11 Aj
12

Aj
21 Aj

22 − In2

]
λ+Bj

(∑n1

ih=1 y
h
ih
+
∑n2

iv=1 y
v
iv

)]
< 0,∑N

j=1 βj

[
a11,jrs λh

s + b1,jr yhs
]
≥ 0, pour r ̸= s,∑N

j=1 βj [a
12,j
rs λv

s + b1,jr yvs ] ≥ 0, pour 1 ⩽ r ⩽ n1, 1 ⩽ s ⩽ n− n1,∑N
j=1 βj

[
a21,jrs λh

s + b2,jr yhs
]
≥ 0, pour 1 ⩽ r ⩽ n− n2, 1 ⩽ s ⩽ n2,∑N

j=1 βj [a
22,j
rs λv

s + b2,jr yvs ] ≥ 0, pour 1 ⩽ r, s ⩽ n2,

λ > 0,

(3.29)

qui est équivalent :
(A11(β) +B1(β)K

h)rs ≥ 0, pour r ̸= s, r, s = 1, .., n1,

(A12(β) +B2(β)K
v)rs ≥ 0, pour 1 ⩽ r ⩽ n1, 1 ⩽ s ⩽ n− n1,

(A21(β) +B1(β)K
h)rs ≥ 0, pour 1 ⩽ r ⩽ n− n2, 1 ⩽ s ⩽ n2,

(A22(β) +B2(β)K
v)rs ≥ 0, pour 1 ⩽ r, s ⩽ n2,

(3.30)

et ([
A11(β) A12(β)

A21(β) A22(β)− In2

]
+B(β)K

)
λ < 0, (3.31)

d’après le lemme 1.1, le théorème 1.1, les dernières relations (3.30), (3.31) impliquent que le

système incertains en boucle fermée (3.24) est positif et asymptotiquement stable si et seulement

si les inégalités (3.27) sont vérifiées.
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(2D) FRACTIONNAIRES POSITIFS

1.5 Influence de la valeur du pas de discrétisation sur la positivité

et la stabilité

Dans cette section, nous utilisons un processus de discrétisation pour discrétiser le système

bidimensionnelles 2D fractionnaire à temps continu-discret (3.1) avec la méthode des arguments

constants par morceaux [3].

Soit α ∈ [0, 1] et considérons l’équation différentielle d’ordre fractionnaire au sens de Caputo

Dαw(t) = f(w(t)), 0 < t ≤ T,w(0) = w0. (3.32)

Basé sur [3], la discrétisation de l’équation différentielle d’ordre fractionnaire (3.32) est donnée

par :

wk+1 = wk +
hα

Γ(α + 1)
f (wk) , (3.33)

en utilisant la discrétisation fractionnaire de Caputo par la méthode des arguments constants

par morceaux, on obtient la discrétisation suivante de l’équation (3.1a) :

xh(k + 1, i) = xh(k, i) +
hαA11

Γ(α + 1)
xh(k, i) +

hαA12

Γ(α + 1)
xv(k, i) +

hαB1

Γ(α + 1)
u(t, i) (3.34)

où

f(xh(t, i)) = A11x
h(t, i) + A12x

v(t, i) +B1u(t, i) (3.35)

et h le pas de discrétisation, t = jh, avec j ∈ N
∗.

Ensuite, nous déduisons maintenant que le système (3.1) est discrétisé en un système 2D à

temps discret correspondants défini par :

xh(k + 1, i) = Ã11x
h(k, i) + Ã12x

v(k, i) + B̃1u(k, i) (3.36a)

xv(k, i+ 1) = Ã21x
h(k, i) + Ã22x

v(k, i) + B̃2u(k, i) (3.36b)

avec

Ã11 =
hαA11

Γ(α + 1)
+ In1 , Ã12 =

hαA12

Γ(α + 1)
, Ã21 = A21, Ã22 = A22, B̃1 =

hαB1

Γ(α + 1)
, B̃2 = B1. (3.37)

Les conditions initiales du système (3.36) sont données par :{
xh(0, i), xv(k, 0) où k ∈ Z+, i ∈ Z+

}
. (3.38)

Lemme 1.4. [52] La solution de l’équation (3.36) satisfaisant les conditions initiales (3.38)
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a la forme[
xh(k, i)

xv(k, i)

]
=

k∑
s=0

Tk−s,i

[
0

xv(s, 0)

]
+

j∑
r=0

Tk,j−r

[
xh(0, r)

0

]
+

∑
(s,r)∈Ski

Kk−s,r−iu(s, r) (3.39)

où

Ski := {(s, r) ∈ Z+ × Z+; 0 ≤ s ≤ k; 0 ≤ r ≤ i, s+ r ̸= k + i} (3.40)

et

Ki−k,j−l = Ti−k−1,j−l

[
B̃1

0

]
+ Ti−k,j−l−1

[
0

B̃2

]
, (3.41)

les Tpq sont des matrices de transitionq définies par :

Tpq =



In1+n2 pour p = q = 0[
Ã11 Ã12

0 0

]
pour p = 1, q = 0[

0 0

Ã21 Ã22

]
pour p = 0, q = 1

T10Tp−1,q + T01Tp,q−1 pour p ≥ 0, q ≥ 0, p+ q > 1

0 pour p < 0, et/ou q < 0

. (3.42)

Dans ce qui suit, nous présentons quelques résultats concernant la positivité et la stabilité

du système 2D discret (3.36).

Définition 1.3. [1, 52] Le système 2D discret (3.36), est dit positif si pour toutes conditions

initiales positifs données xh(0, i) ≥ 0, xv(k, 0) ≥ 0, k, i ≥ 0, les vecteurs d’états résultants sont

également positifs xh(k, i) ≥ 0 et xh(k, i) ≥ 0.

Lemme 1.5. [1] Le système 2D discret (3.36) est positif si et seulement si

Ã11 ∈ R
n1×n1
+ , Ã12 ∈ R

n1×n2
+ , Ã21 ∈ R

n2×n1
+ Ã22 ∈ R

n2×n2
+ , B̃1 ∈ R

n1×m
+ et B̃2 ∈ R

n2×m
+ .

(3.43)

Définition 1.4. [1] Le système 2D discret positif (3.36) est dit asymptotiquement stable si

lim
(k,i)→∞

∥∥xh (k, i)
∥∥ = 0, lim

(k,i)→∞
∥xv (k, i)∥ = 0 (3.44)

pour uk,i = 0 et

sup
i∈Z+

∥∥xh (0, i)
∥∥ < ∞, sup

k∈R+

∥xv (k, 0)∥ < ∞ (3.45)

respectivement.
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Lemme 1.6. [1] Le système 2D discret positif (3.1) est asymptotiquement stable si et seulement

si :

i) Il existe un vecteur strictement positif d > 0, tel que[
Ã11 − In1 Ã12

Ã21 Ã22 − In2

]
d < 0. (3.46)

ii) ρ

([
Ã11 Ã12

Ã21 Ã22

])
< 1 .

iii) Il existe une matrice diagonale positive P ∈ Rn×n vérifiant :[
Ã11 Ã12

Ã21 Ã22

]T
P

[
Ã11 Ã12

Ã21 Ã22

]
− P < 0. (3.47)

Théorème 1.5. Considérons le pas de discrétisation h > 0. Supposons que les conditions du

lemme 1.1 soient satisfaites. On a alors l’un des cas suivants :

1 Si la matrice A11 est une matrice de Metzler positive, alors le système (3.36) reste positif

pour tout pas de discrétisation h > 0.

2 Si la matrice A11 est de Metzler non positive, alors le système (3.36) reste positif si et

seulement si

0 < h ≤

 Γ(α + 1)

maxi

∣∣∣a(1)ii

∣∣∣
 1

α

, i = 1, · · · , n, (3.48)

où a
(1)
ii , pour i = 1, · · · , n, sont les entrées diagonales strictement négatives de la matrice A11.

Démonstration. Soit h > 0 et supposons que le système 2D continu-discret fractionnaire (3.1)

est positif, c’est-à-dire A12 ∈ R
n1×n2
+ , A21 ∈ R

n2×n1
+ , A22 ∈ R

n2×n2
+ , et A11 est une matrice de

Metzler. Depuis 0 < α < 1 et h > 0 on obtient Ã12 = hα

Γ(α+1)
A12 ∈ R

n×n
+ , Ã21 ∈ R

n×m
+ , Ã22 ∈

R
n×m
+ . Ainsi, d’après le lemme 1.5, le système 2D à temps discret (3.36) reste positif si et

seulement si la matrice Ã11 ∈ R
n1×n1
+ . Nous avons Ã11 =

hα

Γ(α+1)
A11+In1 avec A11 est une matrice

de Metzler. Alors l’inégalité Ã11 ⩾ 0 est équivalente à la comparaison A11 ⩾ −Γ(α+1)
hα In1 . Il faut

alors considérer deux cas,

1. Si A11 est une matrice positive, alors la dernière relation est évidente.

2. Si A11 est une matrice non positive, ce qui signifie qu’au moins une entrée diagonale de la

matrice A11 est strictement négative, car la matrice Ã11 n’est pas nécessairement positive.

Condition nécessaire : Puisque toutes les entrées hors diagonale de la matrice Ã11 sont posi-

tives, et celles de la matrice −Γ(α+1)
hα In1 sont tous nuls, il sera clair que la dernière inégalité sera
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basée sur la comparaison entre les entrées diagonales de la matrice A11 et la valeur −Γ(α+1)
hα In1 .

Soit a
(11)
ii les entrées diagonales de la matrice A11.

a. Il est facile de montrer que si tout a
(11)
ii ≥ 0 alors a

(11)
ii ⩾ 0 > −Γ(α+1)

hα In1 .

b. Pour a
(11)
ii < 0 alors 0 > a

(11)
ii ⩾ −Γ(α+1)

hα In1 , donc

hα ≤ −Γ(α + 1)

a
(11)
ii

In1 (3.49)

d’où

0 < h ≤

 Γ(α + 1)

maxi

∣∣∣a(11)ii

∣∣∣
 1

α

. (3.50)

Condition suffisante En supposant que la matrice A11 est une matrice de Metzler avec au

moins une entrée diagonale strictement négative, et nous prouverons que la matrice Ã11 est

positive. Il est clair que puisque a
(11)
ii ≥ 0 pour i ̸= j, les entrées hors diagonale de la matrice

Ã11 sont toutes positives. De plus, si a
(11)
ii ≥ 0, les entrées diagonales de la matrice Ã11 sont

positives. Pour les entrées diagonales strictement négatives de la matrice A11 vérifiant

0 < h ≤

 Γ(α + 1)

maxi

∣∣∣a(11)ii

∣∣∣
 1

a

(3.51)

nous avons pour toute entrée diagonale a
(11)
ii < 0

0 < hα ≤ Γ(α + 1)∣∣∣a(11)ii

∣∣∣ (3.52)

d’où

a
(11)
ii +

Γ(α + 1)

hα
≥ 0 (3.53)

nous concluons que toutes les entrées diagonales de la matrice Ã11 sont positives.

Théorème 1.6. Le système 2D à temps discret (3.36) est positif et asymptotiquement stable si

et seulement si le système 2D continu-discret fractionnaire positif (3.36) est asymptotiquement

stable et les conditions du théorème 1.5 sont satisfaites.

Démonstration. On suppose que le système positive 2D fractionnaire continu-discret (3.1) est

asymptotiquement stable, alors nous avons :[
A11 A12

A21 A22 − In2

]
λ < 0 pour λ > 0 (3.54)
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qui est équivalent à : [
Ã11 − In1 Ã12

Ã21 Ã22 − In2

]
d < 0. (3.55)

où

d =

[
hα

Γ(α+1)
0

0 1

]
λ (3.56)

alors on a que les conditions du théorème 1.5 garantissent la positivité du système discret

obtenu, donc le système est asymptotiquement stable si et seulement si le vecteur d est stric-

tement positive et d’après l’équation (3.56) on voit que les conditions du théorème conserve

toujours la positivité du vecteur d, ainsi la stabilité du système discret (3.36) positive obtenu

par discrétisation.

1.6 Exemple numérique

Considérons le système (3.1) pour α = 0.5 avec les matrices

[
A11 A12

A21 A22

]
=

[
0.5 −0.18

−0.30 −0.95

]
,

B =

[
−0.5

−1.9

]
. Il est évident que les systèmes en boucle ouverte ne sont pas positifs et instables.

En utilisant le théorème 1.3, nous recherchons la matrice de gain telle que le système en

boucle fermée soit positive et stable. La solution de l’inégalité est donnée par :


λ1

λ2

y1

y2

 =


275.04

46.82

−164.76

−23.46

 (3.57)

où

K =

[
y1
λ1

,
y2
λ2

]
= [−0.59,−0.5] , (3.58)

alors la matrice de système en boucle fermée est égal à

A+BK =

[
−0.21 0.07

1.12 0.

]
(3.59)

La figure 3.1 montre la positivité et la stabilité de système en boucle fermée.
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Figure 3.1 – Le vecteur d’état x(t, i)

2 Analyse de la stabilité des systèmes bidimensionnels

(2D) fractionnaires positifs de Lyapunov

Dans cette section, nous introduisons une nouvelle classe de systèmes linéaires de Lyapunov

fractionnaires bidimensionnels et à temps continu, décrits par ce modèle de Roesser. Ensuite,

nous étendons les résultats de positivité et de stabilité pour ce modèle.

2.1 Formulation du problème

Considérons le système de Lyapunov 2D fractionnaire à temps continu suivant décrit par le

modèle de Roesser :

[
Dα

t1
xh(t1, t2)

Dβ
t2x

v(t1, t2)

]
=

[
A0

11 A0
12

A0
21 A0

22

][
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]
+

[
xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

][
A1

11 A1
12

A1
21 A1

22

]

+

[
B1

B2

]
u(t1, t2),

y(t1, t2) =
[
C1 C2

] [ xh(t1, t2)

xv(t1, t2)

]
+Du(t1, t2), t1, t2 ∈ R+,

(3.60)
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où Dα
t1
, Dβ

t2 sont des dérivées fractionnaires au sens de Caputo, 0 < α, β < 1. Les matrices

A0
11, A

1
11 ∈ R

n1×n1 , A0
22, A

1
22 ∈ R

n2×n2 , B1 ∈ R
n1×m, B2 ∈ R

n2×m, C1 ∈ R
p×n1 , C2 ∈ R

p×n2 , D ∈
R
p×m sont des matrices système. Les matrices xh(t1, t2) ∈ R

n1×n, xv(t1, t2) ∈ R
n2×n sont les états

des matrices de direction horizontale et verticale respectivement au point (t1, t2), u(t1, t2) ∈
R
m×n est la matrice d’entrée, y(t1, t2) ∈ R

m×n est la matrice de sortie et n1 + n2 = n.

Les conditions initiales du système (3.60) sont données par :{
xh(0, t2), x

v(t1, 0) où t1 ∈ R+, t2 ∈ R+

}
. (3.61)

En introduisant les matrices du système (3.60) comme :

A0 =

[
A0

11 A0
12

A0
21 A0

22

]
, A1 =

[
A1

11 A1
12

A1
21 A1

22

]
, B =

[
B1

B2

]
, C =

[
C1 C2

]
.

Définition 2.1. [54, 70] Soient les matrices E = [eij] ∈ Rm×n et F ∈ Rp×q, le produit de

Kronecker E ⊗ F des matrices E = [eij] ∈ Rm×n et F ∈ Rp×q, est la matrice bloc :

E ⊗ F = [eijF ]i=1,...,m
j=1,...,n

∈ R
mp×nq. (3.62)

Définition 2.2. [54, 70] Soit la matrice E = [eij] ∈ R
m×n, le vecteur associe à la matrice E

est définit par :

vec (E) = [e11, .., em1, e12, .., em2, .., e1n, .., emn]
T ∈ R

mn. (3.63)

Les lemmes suivants, mentionnent quelques propriétés et règles pour le produit de Kronecker.

Lemme 2.1. [54, 70] Considérons les matrices E ∈ R
m×n, F ∈ R

q×p, G ∈ R
m×p, et soit

X ∈ R
n×q une matrice inconnue. Ensuite, en utilisant le produit de Kronecker, nous pouvons

transformer l’équation matricielle EXF = G en un système linéaire de nq équations données

par : (
E ⊗ F T

)
vec (X) = vec (G) . (3.64)

Lemme 2.2. Le système de Lyapunov 2D fractionnaire à temps continu (3.60) peuvent être

transformés en un système linéaire fractionnaire équivalent à temps continu, à nm-entrées et

pn sorties, sous la forme :[
Dα

t1
x̄h(t1, t2)

Dβ
t2x̄

v(t1, t2)

]
= A

[
x̄h(t1, t2)

x̄v(t1, t2)

]
+ B̄ū(t1, t2),

ȳ(t1, t2) = C̄

[
x̄h(t1, t2)

x̄v(t1, t2)

]
+ D̄ū(t1, t2), t1, t2 ∈ R+,

(3.65)
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avec des conditions initiales :{
x̄h(0, t2), x̄v(t1, 0) où t1 ∈ R+, t2 ∈ R+

}
, (3.66)

où x̄h(t1, t2) ∈ R
n1.n et x̄v(t1, t2) ∈ R

n2.n sont respectivement les vecteurs d’état horizontal et

vertical, ū(t1, t2) ∈ R
m.n et ȳ(t1, t2) ∈ R

pn sont respectivement les vecteurs d’entrée et de sortie,

A ∈ R
n2×n2

, B̄ ∈ R
n2×mn, C̄ ∈ R

pn×n2
, D̄ ∈ R

pn×mn, avec

A =
(
A0 ⊗ In + In ⊗ A1T

)
, B̄ = B ⊗ In,

C̄ = C ⊗ In, D̄ = D ⊗ In

(3.67)

et

x̄h(t1, t2) =
[
xh
1(t1, t2) xh

2(t1, t2) · · · xh
n1
(t1, t2)

]T
∈ R

N ·n1 ,

x̄v(t1, t2) =
[
xv
1(t1, t2) xv

2(t1, t2) · · · xv
n2
(t1, t2)

]T
∈ R

N ·n2 ,

ū(t1, t2) =
[
u1(t1, t2) u2(t1, t2) · · · um(t1, t2)

]T
∈ R

N ·m,

ȳ(t1, t2) =
[
y1(t1, t2) y2(t1, t2) · · · yp(t1, t2)

]T
∈ R

N ·p,

(3.68)

où xh
k(t1, t2), x

v
k(t1, t2), uk(t1, t2), yk(t1, t2) dénoter le k-ème colonne de les matrices xh(t1, t2), x

v(t1, t2),

u(t1, t2), y(t1, t2), respectivement.

Démonstration. En utilisant le lemme 2.1, le système (3.65) est obtenue.

Lemme 2.3. [63] La solution de l’équation d’état (3.65) avec des ordres fractionnaires 0 <

α, β < 1 pour une entrée arbitraire u(t1, t2) et des conditions initiales (3.66) est donné par :[
x̄h (t1, t2)

x̄v (t1, t2)

]
=

∞∑
i=0

∞∑
j=1

Tij

{
tiα1
1

Γ (iα1 + 1)
Ijα2
t2

[
x̄h (0, t2)

0

]
+

[
B̄1

0

]
I
(i+1)α1,jα2

t1,t2 ū (t1, t2)

}

+
∞∑
i=0

Ti0

{
tiα1
1

Γ (iα1 + 1)

[
x̄h (0, t2)

0

]
+

[
B̄1

0

]
I
(i+1)α1

t1 ū (t1, t2)

}

+
∞∑
i=1

∞∑
j=0

Tij

{
tjα2

2

Γ (jα2 + 1)
I iα1
t1

[
0

x̄v (t1, 0)

]
+

[
0

B̄2

]
I
iα1(j+1)α2

t1,t2 ū (t1, t2)

}

+
∞∑
j=0

T0j

{
tjα2

2

Γ (jα2 + 1)

[
0

x̄v (t1, 0)

]
+

[
0

B̄2

]
I
(j+1)α2

t2 ū (t1, t2)

}
,

(3.69)
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où

Tij =


In pour i = 0, j = 0

T10Ti−1,j + T01Ti,j−1 pour i+ j > 0, (i, j ∈ Z+)

0 (matrice nulle) pour i < 0 et / ou j < 0

(3.70)

et

T10 =

[
A11 A12

0 0

]
, T01 =

[
0 0

A21 A22

]
(3.71)

avec

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
. (3.72)

Dans ce qui suit, nous présentons quelques résultats concernant la positivité et la stabilité

du système fractionnaire 2D continu (3.65).

Définition 2.3. [25] Le système fractionnaire 2D continu (3.65), est dit positif si pour des

conditions initiales et les entrées positifs données x̄h(0, t2) ∈ R
N.n1
+ , x̄v(t1, 0) ∈ R

N.n2
+ , ū(t1, t1) ∈

R
N.m
+ pour t1, t2 ≥ 0, les vecteurs d’états et les sorties résultants sont également positifs x̄h(t1, t2) ∈

R
N.n1
+ , x̄v(t1, t2) ∈ R

N.n2
+ , ȳh(t1, t2) ∈ R

N.p
+ .

Lemme 2.4. [25] Le système fractionnaire 2D continu (3.65) est positif si et seulement si

A ∈ Mn et B̄, C̄, D̄ ∈ R+ .

Définition 2.4. [25] Le système fractionnaire 2D continu positif (3.65) est dit asymptotique-

ment stable pour u(t1, t2) = 0 si

lim
(t1,t2)→∞

∥∥x̄h (t1, t2)
∥∥ = 0, lim

(t1,t2)→∞
∥x̄v (t1, t2)∥ = 0 (3.73)

pour

sup
t1∈R+

∥∥x̄h (0, t2)
∥∥ < ∞, sup

t2∈R+

∥x̄v (t1, 0)∥ < ∞ (3.74)

respectivement.

Lemme 2.5. [25] Le système fractionnaire 2D continu positif (3.65) est asymptotiquement

stable si et seulement si :

i) Il existe un vecteur strictement positif d > 0, tel que

Ad < 0. (3.75)
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(2D) FRACTIONNAIRES POSITIFS

ii) Re (γi) < 0, pour i = 1, 2, . . . , n où γ1, γ2, . . . γn sont les valeurs propres de la matrice A.

iii) Il existe une matrice diagonale positive P ∈ Rn×n vérifiant :

AP + PAT < 0. (3.76)

Lemme 2.6. [54,70] Si λ1, λ2, . . . λn sont les valeurs propres de la matrice A0 et µ1, µ2, . . . µn

les valeurs propres de la matrice A1, alors λi+µj pour i, j = 1, 2, . . . , n, sont les valeurs propres

de la matrice :

A = A0 ⊗ In + In ⊗ A1T . (3.77)

Dans la section suivante, basée sur les résultats de la stabilité du système linéaire 2D frac-

tionnaire standard positive à temps continu décrits par Roesser dans [61], nous donnons les

conditions nécessaires et suffisantes pour la positivité et la stabilité du système de Lyapunov

2D fractionnaire à temps continu.

2.2 Analyse de la positivité

Dans cette section, nous introduisons la notion de la positivité du système de Lyapunov 2D

fractionnaire à temps continu.

Définition 2.5. Le système fractionnaire 2D continu (3.65), est dit positif si pour des condi-

tions initiales et les entrées positifs données xh(0, t2) ∈ R
n1×n
+ , xv(t1, 0) ∈ R

n2×n
+ , u(t1, t1) ∈ R

m×n
+

pour t1, t2 ≥ 0, les vecteurs d’états et les sorties résultants sont également positifs xh(t1, t2) ∈
R
n1×n
+ , xv(t1, t2) ∈ R

n2×n
+ , y(t1, t2) ∈ R

p×n
+ .

Théorème 2.1. Le système de Lyapunov 2D fractionnaire (3.60) est positif si et seulement si,

A0 et A1 sont des matrices de Metzler, et B ∈ Rn×m
+ , C ∈ Rp×n

+ , D ∈ Rp×m
+ .

Démonstration. Le système de Lyapunov 2D fractionnaire (3.60) est positif si et seulement si, le

système standard 2D fractionnaire équivalent (3.65) est positif, ainsi A une matrice de Metzler

et les matrices B̄, C̄, D̄ sont positifs, donc en utilisant le lemme 2.2, les résultats du théorème

2.1 sont confirmés.

2.3 Analyse de la stabilité

Définition 2.6. Le système de Lyapunov 2D fractionnaire (3.60) est dit asymptotiquement

stable si :

lim
(t1,t2)→∞

∥∥xh (t1, t2)
∥∥ = 0 et lim

(t1,t2)→∞
∥xv (t1, t2)∥ = 0 (3.78)
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pour u(t1, t2) = 0, et

sup
t2∈R+

∥∥xh (0, t2)
∥∥ < ∞ et sup

t1∈R+

∥xv (t1, 0)∥ < ∞ (3.79)

respectivement.

Théorème 2.2. Le système de Lyapunov 2D fractionnaire (3.60) est asymptotiquement stable

si et seulement si l’une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

a) Re (λi + µj) < 0, pour i, j = 1, 2, . . . , n où λ1, λ2, . . . λn sont les valeurs propres de la

matrice A0 et µ1, µ2, . . . µn les valeurs propres de la matrice A1.

b) Il existe une matrice strictement positive θ ∈ R
n×n tel que

A0θ + θA1 < 0. (3.80)

Démonstration. D’après le lemme 2.4, la condition 1 implique directement le premier résultat.

La condition 2 est équivalente :

A0 ⊗ InΛ + In ⊗ A1TΛ < 0. (3.81)

En utilisant le lemme 2.1, le second résultat du théorème donne, où Λ = vec (θ).

2.4 Exemple numérique

Considérons le système (3.60) avec les matrices suivantes :

A0 =

[
−0.5 0.1

0.1 −0.35

]
A1 =

[
−0.4 0.3

0.1 −0.4

]
(3.82)

puisque les matrices A0 et A1 sont des matrices de Metzler, le système est positif, et les valeurs

propres des matrices A0 et A1 sont {λ1, λ2} = {−0.55,−0.30}, {µ1, µ2} = {−0.22,−0.57}
respectivement. Ensuite nous avons,

{(λ1 + µ1), (λ1 + µ2), (λ2 + µ1), (λ2 + µ2), } = {−0.77,−1.13,−0.52,−0.87}

sont des parties réelles négatives. Par conséquent, d’après le théorème 2.2 le système (1.5) est

asymptotiquement stable.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité du système linéaire

2D continu-discret fractionnaire positif décrit par le modèle de Roesser sont dérivées. L’objec-

tif de concevoir le retour d’état du système de telle sorte que les systèmes en boucle fermée
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soient positifs et stables a été étudié. Les conditions nécessaires et suffisantes pour résoudre ce

problème sont déterminées à l’aide d’inégalités matricielles linéaires. Dans l’autre partie, nous

introduissons une nouvelle classe de systèmes Lyapunov fractionnaires 2D à temps continus

positifs décrits par le modèle de Roesser et étendons les résultats de stabilité pour ces systèmes

positifs.
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Chapitre 4
Analyse de l’admissibilité des systèmes

bidimensionnels (2D) singuliers

1 Introduction

L’admissibilité d’un système singulier 2D fait référence à la propriété de ces modèles d’ob-

tenir un comportement bien défini et significatif tout en maintenant la stabilité et la robustesse

[26,27,91]. Le chapitre est organisé comme suit : dans la première section, nous présentons la for-

mulation du problème et définissons l’admissibilité et la stabilisation des systèmes linéaires 2D

continus-discrets singuliers. Des conditions suffisantes pour l’admissibilité du système linéaire

2D continu-discret singulier sont abordées, le problème de la stabilisation par retour d’état

pour ce classe de système est étudié. Dans la deuxième section, des conditions suffisantes pour

l’admissibilité et stabilisation robuste pour le système 2D continu-discret singulier avec une

incertitude bornée en norme sont développées.

Des exemples numériques pratiques discutent de l’équation de Darboux, des systèmes spatiale-

ment interconnectés formés par des circuits électriques et un exemple académique sont fournis

pour montrer l’efficacité et l’applicabilité des résultats.
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2 Admissibilité, stabilisation des systèmes linéaires bi-

dimensionnels (2D) singuliers à temps continu-discret

2.1 Formulation du problème

Considérons le système linéaire 2D continu-discret singulier suivant décrit par le modèle de

Roesser :

E1ẋh(t, i) = A11x
h(t, i) + A12x

v(t, i) (4.1a)

E2x
v(t, i+ 1) = A21x

h(t, i) + A22x
v(t, i) (4.1b)

où ẋh(t, i) = ∂
∂t
xh (t, i), x(t, i) =

[
xh(t, i)

xv(t, i)

]
∈ R

n, xh(t, i) ∈ R
n1 est le vecteur d’état horizontal,

xv(t, i) ∈ R
n2 est le vecteur d’état vertical ( n = n1+n2), et E1, A11 ∈ R

n1×n1 , E2, A22 ∈ R
n2×n2 ,

avec rang(Ek) = rk ⩽ nk.

Les conditions initiales du système (4.1) sont données par :{
xh(0, i), xv(t, 0) où t ∈ R+, i ∈ Z+

}
. (4.2)

Le polynôme caractéristique du système (4.1) est défini par :

d(s, z) = det

{[
E1s− A11 −A12

−A21 E2z − A22

]}
. (4.3)

À partir de divers concepts de systèmes singuliers 1D et 2D [88, 89], nous présentons les

définitions suivantes.

Définition 2.1. Le système (4.1) est dit régulier si

d(s, z) ̸= 0 pour certains s, z ∈ C. (4.4)

Définition 2.2. Le système (4.1) est dit sans impulsion si

degs d(s, z) = rangE1 et degz d(s, z) = rangE2. (4.5)

Définition 2.3. Le système (4.1) est dit asymptotiquement stable si :

lim
(t,i)→∞

∥∥xh (t, i)
∥∥ = 0 et lim

(t,i)→∞
∥xv (t, i)∥ = 0 (4.6)

pour

sup
i∈Z+

∥∥xh (0, i)
∥∥ < ∞ et sup

t∈R+

∥xv (t, 0)∥ < ∞ (4.7)
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respectivement.

Définition 2.4. Le système (4.1) est dit admissible s’il est régulier, sans impulsion et stable.

Remarque 2.1. Le système (4.1) peut s’écrire sous la forme suivante

E

[
ẋh(t, i)

xv(t, i+ 1)

]
= A

[
xh(t, i)

xv(t, i)

]
(4.8)

où

E =

[
E1 0

0 E2

]
, A =

[
A11 A12

A21 A22

]
. (4.9)

Si E = I, le système (4.8) est dit standard.

Les lemmes suivants seront utilisés pour dériver nos résultats dans cette chapitre.

Lemme 2.1. ( [16,36]) Le système standard est asymptotiquement stable s’il existe des matrices

symétriques définies positives W11 ∈ R
n1 et W22 ∈ R

n2 tel que

AW1 +W1A
T + AW2A

T −W2 ≺ 0 (4.10)

où W1 = diag(W11, 0), W2 = diag(0,W22).

Peut également s’écrire :[
A11W11 +W11A

T
11 + A12W22A

T
12 W11A

T
21 + A12W22A

T
22

⋆ A22W22A
T
22 −W22

]
≺ 0. (4.11)

Lemme 2.2. [31] Soient X,Y et Z des matrices réelles avec des dimensions appropriées telles

que ZTZ ≤ I. Ensuite, pour tout scalaire ε > 0 l’inégalité suivante est vérifié :

XZY+ YTZTXT ≤ ε−1XXT + εYTY. (4.12)

Lemme 2.3. [82] Soit les matrices Γ ∈ R
n×m, Σ ∈ R

k×n et Ψ = ΨT ∈ R
n×n. Les propositions

suivantes sont équivalentes :

a) Il existe une matrice Π satisfaisant

Sym
{
ΓΠΣ

T
}
+Ψ ≺ 0. (4.13)

b) Les deux conditions suivantes sont satisfaites

Γ⊥ΨΓT⊥ ≺ 0 ou ΓΓT ≻ 0

Σ⊥ΨΣT⊥ ≺ 0 ou ΣTΣ ≻ 0
(4.14)

où Γ⊥Γ = 0 et Σ⊥Σ = 0.
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Dans la section suivante, nous étendons les résultats d’admissibilité à la classe des systèmes

linéaires 2D continus-discrets singuliers .

2.2 Analyse de l’admissibilité

L’analyse de l’admissibilité du modèle de Roesser consiste à évaluer la faisabilité mathématique

et physique du modèle pour déterminer son adéquation à une application donnée. Cela peut

impliquer d’analyser la régularité, la causalité (sans impulsions) et la stabilité du modèle, ainsi

que d’examiner sa capacité à prédire avec précision le comportement du système.

Dans cette section, nous donnerons un critère d’admissibilité pour le système (4.1) en uti-

lisant une approche d’inégalité matricielle linéaire stricte. Notez que les systèmes standards

sont automatiquement réguliers et sans impulsions, donc pour analyser les systèmes singuliers,

nous avons dérivé l’existence des conditions pour transformer les systèmes singuliers en un

sous-système standard.

Le processus d’établissement des conditions d’admissibilité peut être formulé en plusieurs étapes

essentielles :

1. Étape 1 : Extraire les matrices E =

[
E1 0

0 E2

]
, A =

[
A11 A12

A21 A22

]
à partir des

équations (4.1a) et (4.1b).

2. Étape 2 : Pour des matrices E et A données, calculez le polynôme caractéristique décrit

par l’expression 4.3 et testez si d(s, z) ̸= 0 pour certains s, z ∈ C pour vérifier la condition

de régularité.

3. Étape 3 : Pour un d(s, z) donné à l’étape précédente, calculez le dets d(s, z) et detz d(s, z)

pour vérifier l’état sans impulsion.

4. Étape 4 : Pour des conditions initiales données qui satisfont supi∈Z+

∥∥xh (0, i)
∥∥ < ∞ et

supt∈R+
∥xv (t, 0)∥ < ∞, nous étudions les conditions de stabilité.

5. Étape 5 : Utiliser tous les résultats obtenus aux étapes précédentes pour vérifier les

conditions d’admissibilité.

L’analyse de l’admissibilité et de la stabilité joue un rôle essentiel dans les systèmes électriques

pour contrôler et gérer les lignes électriques, garantissant ainsi un approvisionnement stable

et sûr en électricité. Le système étant bidimensionnel, les modèles acceptables intègrent des

interactions spatiales telles que l’interconnexion des lignes électriques et la dynamique des

générateurs, ce qui permet d’obtenir des prédictions de stabilité plus précises [8, 72,74,97].
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Soit les matrices non singulières Uk, Vk ∈ R
nk×nk telles que,

UkEkVk

[
Irk 0

0 0

]
, UkAklVk =

[
Akl

1 Akl
2

Akl
3 Akl

4

]
(4.15)

où k, l = 1, 2. et Akl
1 ∈ R

rk×rk , Akl
4 ∈ R

(nk−rk)×(nk−rk).

Cette décomposition peut être obtenue via la décomposition en valeurs singulières (SVD) de la

matrice E.

En multipliant le système (4.8) par U = diag(U1, U2), et en tenant compte de (4.15), on

obtient
Ir1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 Ir2 0

0 0 0 0




ẋh
1(t, i)

ẋh
2(t, i)

xv
1(t, i+ 1)

xv
2(t, i+ 1)

 =


A11

1 A11
2 A12

1 A12
2

A11
3 A11

4 A12
3 A12

4

A21
1 A21

2 A22
1 A22

2

A21
3 A21

4 A22
3 A22

4




xh
1(t, i)

xh
2(t, i)

xv
1(t, i)

xv
2(t, i)

 (4.16)

pour


xh
1(t, i)

xh
2(t, i)

xv
1(t, i)

xv
2(t, i)

 = V −1

[
xh(t, i)

xv(t, i)

]
et V = diag(V1, V2).

Soit P une matrice de permutation définie par :

P =


Ir1 0 0 0

0 0 Ir2 0

0 In1−r1 0 0

0 0 0 In2−r2

 où PP T = In.

En multipliant (4.16) par P , on obtient :
Ir1 0 0 0

0 Ir2 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0


︸ ︷︷ ︸

Ē


ẋh
1(t, i)

xv
1(t, i+ 1)

ẋh
2(t, i)

xv
2(t, i+ 1)

 =


A11

1 A12
1 A11

2 A12
2

A21
1 A22

1 A21
2 A22

2

A11
3 A12

3 A11
4 A12

4

A21
3 A22

3 A21
4 A22

4


︸ ︷︷ ︸

Ā


xh
1(t, i)

xv
1(t, i)

xh
2(t, i)

xv
2(t, i)

 (4.17)

où


xh
1(t, i)

xv
1(t, i)

xh
2(t, i)

xv
2(t, i)

 = P


xh
1(t, i)

xh
2(t, i)

xv
1(t, i)

xv
2(t, i)

 .
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Alors le système (4.1) peut s’écrire :[
ẋh
1(t, i)

xv
1(t, i+ 1)

]
= A1

[
xh
1(t, i)

xv
1(t, i)

]
+ A2

[
xh
2(t, i)

xv
2(t, i)

]
(4.18)

et

0 = A3

[
xh
1(t, i)

xv
1(t, i)

]
+ A4

[
xh
2(t, i)

xv
2(t, i)

]
(4.19)

où

Ā =

[
A1 A2

A3 A4

]
, Ē = diag(Er, 0) (4.20)

et

Aj =

[
A11

j A12
j

A21
j A22

j

]
, pour j = 1..4. (4.21)

D’après l’équation (4.18) et (4.19), il s’ensuit que si la matrice A4 est non singulière, nous

pouvons transformer le système 2D singulier (4.1) en sous système standard, tel que[
ẋh
1(t, i)

xv
1(t, i+ 1)

]
= (A1 − A2A

−1
4 A3)

[
xh
1(t, j)

xv
1(t, j)

]
. (4.22)

Par conséquent, à partir de (4.22), nous concluons que si la matrice A4 est non singulière, alors

le système (4.1) est régulier et sans impulsion, également si la matrice (A1 − A2A
−1
4 A3) est

stable, alors le système 2D singulier (4.1) est stable. D’après ces résultats, nous présentons le

lemme suivant.

Lemme 2.4. Le système (4.1) est admissible si A4 est inversible et (A1−A2A
−1
4 A3) est stable.

Sur la base de ce lemme, nous proposons le théorème suivant pour vérifier l’admissibilité

d’un système linéaire singulier 2D via l’approche LMIs.

Théorème 2.1. Le système linéaire 2D continu-discret singulier est admissible s’il existe des

matrices symétriques X11 ≻ 0 ,Y22 ≻ 0 et et une matrice Q, telles que

Sym {AF}+ AY AT − EY ET ≺ 0 (4.23)

où F = XET + E⊥Q, X = diag(X11, 0) et Y = diag(0, Y22) avec E⊥ ∈ R
n×(n−r) une matrice

du rang complet.
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Démonstration. Soit Ū = PU et V̄ = V P T , alors nous pouvons écrire :

X̄ = V̄ −1XV̄ −T = P

[
X1 0

0 0

]
P T =



X1
11 0

... X1
12 0

0 0
... 0 0

· · · · · · · · · · · · · · ·

X1
21 0

... X1
22 0

0 0
... 0 0


=


X̄1

... X̄2

· · · · · · · · ·

X̄3
... X̄4



Ȳ = V̄ −1Y V̄ −T = P

[
0 0

0 Y4

]
P T =



0 0
... 0 0

0 Y4
11 ... 0 Y4

12

· · · · · · · · · · · · · · ·

0 0
... 0 0

0 Y4
21 ... 0 Y4

22


=


Ȳ1

... Ȳ2

· · · · · · · · ·

Ȳ3
... Ȳ4


(4.24)

et on choisit E⊥ et Q tels que

Ē⊥ = V̄ −1E⊥T−1 =

[
0

In−r

]
, Q̄ =

[
Q1 Q2

]
= TQŪT , (4.25)

où T est n’importe quelle matrice non singulière. En multipliant les deux côtés de (4.23) par la

matrice Ū et sa transposée, on obtient :

Sym
{
ŪAXET ŪT + ŪAE⊥QŪT

}
+ ŪAY AT ŪT − ŪEY ET ŪT =

= Sym
{
ŪAV̄ V̄ −1XV̄ −T V̄ TET ŪT + ŪAV̄ V̄ −1E⊥T−1TQŪT

}
+

+ ŪAV̄ V̄ −1Y V̄ −T V̄ TAT ŪT − ŪEV̄ −1Y V̄ −T ŪTET ŪT

ce qui équivaut à :

Sym
{
ĀX̄ĒT + ĀĒ⊥Q̄

}
+ ĀȲ ĀT − ĒȲ ĒT =

= Sym

{[
∗ ∗
∗ A4Q2

]}
+

[
∗ ∗
∗ A3Ȳ1A

T
3 + A4Ȳ3A

T
3 + A3Ȳ2A

T
4 + A4Ȳ4A

T
4

]
(4.26)

où (*) représente une matrice qui n’est pas importante dans cette discussion.

D’après (4.26), il est facile de voir que

Sym {A4Q2}+ A3Ȳ1A
T
3 + A4Ȳ3A

T
3 + A3Ȳ2A

T
4 + A4Ȳ4A

T
4 ≺ 0 (4.27)

ce qui équivaut à

Sym

{
A4

(
Q2 + Ȳ3A

T
3 +

1

2
Ȳ4A

T
4

)}
≺ 0. (4.28)
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Cela implique que A4 n’est pas singulière. Par conséquent, le système (4.1) est régulier et

sans impulsion.

Enfin, nous montrons que le système (4.1) est stable. Soient les matrices de transformations

non singulières suivantes M,N ,

M =

[
Ir −A2A

−1
4

0 In−r

]
, N =

[
Ir 0

−A−1
4 A3 A−1

4

]
pour

M−1 =

[
Ir A2A

−1
4

0 In−r

]
, N−1 =

[
Ir 0

A3 A4

]
ensuite nous avons

MĀN =

[
A0 0

0 In−r

]
où A0 = A1 − A2A

−1
4 A3

et

N−1X̄N−T =

[
X̄1 ∗
∗ ∗

]
, N−1Ȳ N−T =

[
Ȳ1 ∗
∗ ∗

]
. (4.29)

En multipliant (4.26) par M à gauche et sa transposée à droite, on obtient

Sym
{
MĀX̄ĒTMT +MĀĒ⊥Q̄MT

}
+MĀȲ ĀTMT −MĒȲ ĒTMT =

= Sym
{
MĀNN−1X̄N−TNT ĒTMT +MĀNN−1Ē⊥Q̄MT

}
+

+MĀNN−1Ȳ N−TNT ĀTMT −MĒNN−1Ȳ N−TNT ĒTMT

ce qui équivaut à

Sym

{[
A0 0

0 In−r

][
X̄1 ∗
∗ ∗

][
Ir 0

0 0

]
+

[
A0 0

0 In−r

][
0 ∗
∗ ∗

]}
+

+

[
A0 0

0 In−r

][
Ȳ1 ∗
∗ ∗

][
AT

0 0

0 In−r

]
−

[
Ir 0

0 0

][
Ȳ1 ∗
∗ ∗

][
Ir 0

0 0

]
=

=

[
Sym

{
A0X̄1

}
+ A0Ȳ1A

T
0 − Ȳ1 ∗

∗ ∗

]
implique donc

Sym
{
A0X̄1

}
+ A0Ȳ1A

T
0 − Ȳ1 ≺ 0. (4.30)

D’après (4.24), il s’ensuit que X̄1 et Ȳ1 sont similaires à W1 et W2 dans le lemme 2.1 et par la

74



CHAPITRE 4. ANALYSE DE L’ADMISSIBILITÉ DES SYSTÈMES BIDIMENSIONNELS
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condition (4.10) du lemme 2.1 nous pouvons conclure que le système 2D continu-discret singulier

(4.1) est asymptotiquement stable. Avec régularité et non-impulsivité du système (4.1) , on peut

déduire que le système (4.1) est admissible.

Remarque 2.2. Notez que lorsque E = I, nous obtenons E⊥ = 0 et les conditions du LMIs

(4.23) deviennent similaires aux conditions du LMIs (4.10) comme indiqué dans le lemme 2.1

pour la stabilité du système standard.

Remarque 2.3. Notez que le système dual de (4.1) est admissible si le système est admissible,

et par utilisation le théorème 2.1, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.1. Le système linéaire 2D continu-discret singulier est admissible s’il existe des

matrices X11 ≻ 0, Y22 ≻ 0 et une matrice Q, telle que

Sym
{
ATF

}
+ ATY A− ETY E ≺ 0 (4.31)

où F = XET + E⊥Q, X = diag(X11, 0) et Y = diag(0, Y22).

Théorème 2.2. Le système linéaire 2D continu-discret singulier est admissible pour β > 1 s’il

existe des matrices symétriques X, Y , et des matrices G , Q, telles que[
−EY ET + Sym

{
AGŪ−T

}
F T + βAGV̄ T − Ū−1GT

⋆ Y − β Sym
{
GV̄ T

} ]
≺ 0 (4.32)

où F = XET + E⊥Q, X = diag(X11, 0) et Y = diag(0, Y22).

Démonstration. Il est facile de vérifier que l’inégalité (4.32) est équivalente à[
−EY ET F T

F Y

]
+ Sym

{[
A

−I

]
G
[
Ū−TβV̄ T

]}
≺ 0 (4.33)

à partir du lemme 2.3, la condition (4.33) peut s’écrire comme suit :

[
I A

] [ −EY ET F T

F Y

][
I

AT

]
≺ 0 (4.34)

et

[
βŪ − V̄ −1

] [ −EY ET F T

F Y

][
βŪT

−V̄ −T

]
≺ 0 (4.35)

en développant (4.35), et on obtient :

−β Sym
{
X̄ĒT + Ē⊥Q̄

}
+ Ȳ − β2ĒȲ ĒT ≺ 0 (4.36)
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ou équivalent à : [
−2βX̄1 + (1− β2)Ȳ1 ∗
∗ ∗

]
≺ 0 (4.37)

et cela implique que X11
1 ≻ 0 et Y 11

4 ≻ 0 pour β > 1.

En développant l’équation (4.34), on obtient (4.23) et à l’aide de la preuve du théorème 2.1 on

montre que la non-singularité de A4 et la stabilité de sous-système standard (4.22). On peut

alors en déduire l’admissibilité du système (4.1).

Remarque 2.4. Le théorème 2.1, le théorème 2.2 et le corollaire 2.1 présentent une condition

suffisante de l’admissibilité de système linéaire 2D continu-discret singulier décrit par le modèle

de Roesser via l’approche LMIs, il est facile de résoudre ces LMIs en utilisant les outils Matlab

LMI.

2.3 Stabilisation du système 2D à temps continu-discret singulier

La stabilité est un aspect essentiel d’un système qui indique sa capacité à maintenir une

réponse limitée ou convergente dans le temps. Diverses approches et critères peuvent être utilisés

pour déterminer la stabilité d’un système 2D à temps continu-discret singulier [4,48,49,86,89]. Si

les modèles de Roesser 2D singuliers s’avèrent instables, non réguliers ou impulsive, plusieurs

approches de stabilisation peuvent être utilisées pour améliorer leur stabilité et garantir un

comportement souhaitable du système.

Dans ce qui suit, nous nous concentrons sur le modèle singulier de Roesser, qui décrit par

l’équation d’espace d’état suivante :

E

[
ẋh(t, i)

xv(t, i)

]
= A

[
xh(t, i)

xv(t, i)

]
+Bu(t, i) (4.38)

où u(t, i) ∈ R
m est le contrôle et B =

[
B1

B2

]
∈ R

n×m.

Nous supposons que la matrice d(s, z) est non singulière (inversible) pour certaines valeurs

de s et z, c’est-à-dire

det d(s, z) =

r1∑
i=0

r2∑
j=0

Kijs
izj ̸= 0 (4.39)

pour certains s et z, où Kij pour i = 0, 1, . . . , r1; j = 0, 1, . . . , r2 sont des coefficients réels

et dépendent des matrices E,A du système.
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Issue des travaux de Kaczorek et Rogowski dans [48, 56] et de Bavafa-Toosi .Y dans [10]

nous adaptons le critère de Routh-Hurwitz au système 2D à temps continu-discret singulier.

Théorème 2.3. Le système 2D continu-discret singulier décrit par le modèle de Roesser est

asymptotiquement stable si tous les coefficients Kij du polynôme caractéristique d(s, z) sont

positifs, où

det d(s, z) =

r1∑
i=0

r2∑
j=0

Kijs
izj. (4.40)

La stabilisation consiste à développer des mécanismes de contrôle pour établir la stabilité

dans un système initialement instable [14,26,56,74,94]. Le retour d’état est une stratégie typique

de stabilisation dans laquelle les variables d’état du système sont surveillées et utilisées pour

produire un signal de contrôle qui modifie le comportement du système. L’objectif est de fournir

des gains de rétroaction appropriés qui stabiliseront le système et garantiront que le système

en boucle fermée est également régulier et sans impulsion, garantissant ainsi les performances

souhaitées.

Dans ce cas, considérons le nouveau contrôle qui garantit l’admissibilité de la classe de

modèle considérée

u (t, i) =
[
K1 K2

] [ xh (t, i)

xv (t, i)

]
(4.41)

où K =
[
K1 K2

]
est le gain de contrôle de rétroaction à concevoir. Ensuite, le système en

boucle fermée est défini par :

E

[
xh(t, i)

xv(t, i)

]
=
[
A+BK

] [ xh(t, i)

xv(t, i)

]
(4.42)

Théorème 2.4. Le système linéaire 2D continu-discret singulier en boucle fermée est admis-

sible pour β > 1 s’il existe des matrices symétriques X, Y , des matrices non singulières G, R

et une matrice Q, telles que[
−EY ET + Sym

{
AGŪ−T +BRŪ−T

}
F T + βAGV̄ T +BRV̄ T − Ū−1GT

⋆ Y − β Sym
{
GV̄ T

} ]
≺ 0

(4.43)

avec la matrice de gain

K = RG−1 (4.44)

et F = XE + E⊥Q, X = diag(X11, 0) et Y = diag(0, Y22).
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Démonstration. Le système singulier en boucle fermée est admissible pour un scalaire β > 1 s’il

existe des matrices symétriques X, Y , une matrice Q et une matrice non singulières G, telles

que[
−EY ET + Sym

{
(A+BK)GŪ−T

}
F T + β(A+BK)GV̄ T − Ū−1GT

⋆ Y − β Sym
{
GV̄ T

} ]
≺ 0, (4.45)

si on faire un changement de variable R = KG, la condition (4.43) est donnée.

3 Admissibilité, stabilisation robuste des systèmes linéaires

bidimensionnels (2D) singuliers à temps continu-discret

incertains

Dans cette section, nous étudions le problème robuste de la stabilité et de la stabilisation

pour les systèmes linéaires 2D continus-discrets singuliers incertains.

La stabilisation robuste des systèmes 2D continus-discrets singuliers avec une incertitude bornée

en norme implique la création d’un contrôleur capable de stabiliser une certaine classe de

systèmes dynamiques donnée par un modèle 2D. Le contrôleur doit être capable de gérer les

incertitudes ou les perturbations dans des limites spécifiques et de garantir que les états ou les

sorties du système convergent vers une condition souhaitable malgré l’existence de ces incer-

titudes. Cette conception de contrôle nécessite souvent l’utilisation des techniques de contrôle

robustes pour garantir la stabilité et les performances en présence d’incertitudes.

3.1 Formulation du problème

Considérons le système linéaire 2D continu-discret singulier suivant décrit par le modèle de

Roesser avec une incertitude bornée en norme :

E

[
ẋh(t, i)

xv(t, i)

]
= Ã

[
xh(t, i)

xv(t, i)

]
+ B̃u(t, i) (4.46)

où les matrices Ã, B̃ définies par :[
Ã B̃

]
=
[
A+∆A B +∆B

]
, (4.47)

avec

∆A = HFL1, ∆B = HFL2
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où A,B,H,L1, L2, sont des matrices constantes connues avec des dimensions appropriées. La

matrice incertaine F satisfait :

F(ω)FT (ω) ≤ I (4.48)

où ω ∈ Ω, avec Ω est un ensemble compact dans R.

En adoptant les résultats d’admissibilité précédents, nous introduisons la définition suivante

du système 2D singulier incertain (4.46).

Définition 3.1. Le système linéaire 2D continu-discret singulier non forcé avec incertitudes

(4.46) est dit robustement admissible pour toutes les incertitudes satisfaisant (4.47),(4.48), si

les conditions suivantes sont satisfaites :

1) S’il existe des matrices symétriques X11 ≻ 0 ,Y22 ≻ 0 et une matrice Q, telle que

Sym
{
ÃF
}
+ ÃY ÃT − EY ET ≺ 0 (4.49)

où F = XE + E⊥Q, X = diag(X11, 0) et Y = diag(0, Y22).

2) S’il existe des matrices symétriques X, Y pour β > 1 et des matrices G, Q, telles que −EY ET + Sym
{
ÃGŪ−T

}
F T + βÃGV̄ T − Ū−1GT

⋆ Y − β Sym
{
GV̄ T

}
 ≺ 0 (4.50)

où F = XE + E⊥Q, X = diag(X11, 0) et Y = diag(0, Y22).

Au vu de la définition 3.1, dans le théorème suivant nous allons dériver les conditions

suffisantes d’admissibilité du système 2D singulier incertain (4.46).

Théorème 3.1. Le système linéaire 2D continu-discret singulier avec incertitudes est robuste-

ment admissible si l’une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

1) S’il existe des matrices symétriques X11 ≻ 0 ,Y22 ≻ 0 et une matrice Q, un scalaire ϵ > 0,

tel que 
Sym {AF} − EY ET + ϵHHT AY F TLT

1

⋆ −Ỹ Y LT

⋆ ⋆ −ϵI

 ≺ 0 (4.51)

où F = XE + E⊥Q, X = diag(X11, 0), Y = diag(0, Y22) et Ỹ = diag(S, Y22), S est

n’importe quelle matrice non singulière.
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2) S’il existe des matrices symétriques X, Y pour β > 1 et des matrices G, Q, un scalaire

ϵ > 0, tel que
−EY ET + Sym

{
AGŪ−T

}
+ ϵHHT F T + βAGV̄ T − Ū−1GT Ū−1GTLT

1

⋆ Y − β Sym
{
GV̄ T

}
βV̄ GTLT

1

⋆ ⋆ −ϵI

 ≺ 0

(4.52)

où F = XE + E⊥Q, X = diag(X11, 0) et Y = diag(0, Y22).

Démonstration. Par complément de Schur, l’inégalité (4.51) est équivalente à ceci :[
Sym {AF} − EY ET AY

⋆ −Ỹ

]
+ ϵ

[
H

0

][
H

0

]T
+ ϵ−1

[
F TLT

1

Y LT

]T [
F TLT

1

Y LT

]
≺ 0 (4.53)

selon le lemme 2 et l’inégalité (4.53), pour tout F satisfaisant (4.47), (4.48), l’inégalité suivante

est donne :

Sym
{
ÃF
}
+ ÃY ÃT − EY ET =

 Sym
{
ÃF
}
− EY ET ÃY

⋆ −Ỹ


=

[
Sym {AF} − EY ET AY

⋆ −Ỹ

]
+

[
H

0

]
F
[
L1F LY

]
+

[
F TLT

1

Y LT

]
FT
[
HT 0

]
≺ 0.

La première condition est donc établie. Pour la deuxième condition, la preuve est similaire.

3.2 Stabilisation robuste du système 2D continu-discret singulier

Dans cette section nous sommes désormais en mesure de présenter une condition suffisante

pour une stabilisation robuste du système singulier 2D incertain (4.46).

Considérons le contrôle par retour d’état (4.41). Ensuite, le système en boucle fermée est

défini par :

E

[
xh(t, i)

xv(t, i)

]
=
[
Ã+ B̃K

] [ xh(t, i)

xv(t, i)

]
(4.54)

où

Ã+ B̃K = (A+BK) +HF (L1 + L2K) . (4.55)
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Théorème 3.2. Le système en boucle fermée (4.54) est robustement admissible pour β > 1 s’il

existe des matrices symétriques X, Y et des matrices G, Q, un scalaire ϵ > 0, tel que
Ξ F T + βAGV̄ T + βBRV̄ T − Ū−1GT Ū−1GTLT

1 + Ū−1RTLT
2

⋆ Y − β Sym
{
GV̄ T

}
βV̄ GTLT

1

⋆ ⋆ −ϵI

 ≺ 0 (4.56)

avec la matrice de gain

K = RG−1 (4.57)

où F = XE + E⊥Q, X = diag(X11, 0), Y = diag(0, Y22)

et Ξ = −EY ET + Sym
{
AGŪ−T +BRŪ−T

}
+ ϵHHT .

Démonstration. Il s’ensuit que (4.47) et (4.55) sont similaires, alors si nous remplaçons A, L1

par A + BK, L1 + L2K respectivement dans (4.52) et nous faisons le changement de variable

R = KG, la condition (4.56) s’ensuit.

3.3 Exemples numériques

Pour valider l’approche proposée, nous présentons ci-dessous des exemples visant à tester

les méthodes que nous avons exposées précédemment, ainsi que les résultats théoriques que

nous avons développés dans les sections précédentes. Il convient de noter que ces exemples

concernent l’équation de Darboux, les circuits électriques actifs formant des systèmes spatiale-

ment interconnectés, ainsi que quelques exemples académiques. Afin de garantir l’existence et

la résolution des conditions d’admissibilité, nous utilisons Matlab (LMI Toolbox).

Exemple 3.1. Dans cet exemple nous appliquons nos résultats sur l’équation de Darboux (1.36)

pour des valeurs de coefficients réels : a0 = 0.2, a1 = −3, a2 = −1,b = 0.3, f(x, t) = 1, alors

nous aurons :

A =

[
−3 3.2

1 −1

]
B =

[
0.3

0

]
(4.58)

D’après [26], le système en boucle ouverte dans ce cas n’est pas stable, donc le système n’est

pas admissible.

Notre objectif est ensuite de calculer un contrôleur de retour d’état donné par la matrice de

gain tel que le système en boucle fermée soit asymptotiquement stable.

En utilisant les LMI (4.43) avec le paramètre β = 2, nous obtenons l’ensemble de solutions

LMIs suivant :
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X = 10−10

[
0.4138 0

0 0

]
, Y = 10−10

[
0 0

0 0.4138

]

Q =
[
0 0

]

G = 10−10

[
0.2007 0.5919

−0.0820 0.4549

]

R =
[
0.0013 0.1009

]

K =
[
6.3364 13.9304

]
.

La figure du système équivalent en boucle fermée est la suivante

Figure 4.1 – Réponse en boucle fermée de r(t, i)
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Figure 4.2 – Réponse en boucle fermée de s(t, i)

Nous concluons que ce système est stable, donc admissible.

Exemple 3.2. Dans cet exemple, nous avons appliqué nos résultats pour étudier la stabilité

robuste des circuits électriques actifs qui forment des systèmes spatialement interconnectés,

comme indiqué dans les références [7, 19, 84, 97]. Dans la figure suivante, les interconnexions

entre les unités de circuit sont représentées visuellement par la figure 4.3.

Figure 4.3 – Circuit électrique en tant que système spatialement interconnectés.

Chaque unité de circuit électrique dans un système interconnectés est généralement représentée

par un bloc ou une partie du circuit, et les interconnexions entre ces blocs contrôlent la manière
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dont les signaux circulent et interagissent au sein du circuit. Les interconnexions sont fréquemment

créées en connectant la sortie d’une unité à l’entrée de la suivante, ce qui donne lieu à une

séquence ou une série d’unités. Dans ce cas, nous prenons les circuits électriques actifs intercon-

nectés par quatre unités de circuits simulés par [97] et exprimés en utilisant la loi de Kirchhoff

par

C
dUC(t, i)

dt
= − 1

R2

UC(t, i) + iL(t, i) + iU(t, i)− iL(t, i+ 1)

L
diL(t, i)

dt
= −UC(t, i)−R1iL(t, i) + UC(t, i− 1)− e(t, i)

(4.59)

où t est un temps continu, iU(t, i) est une source de courant contrôlée dominée par la tension

iU(t, i) = γUC(t, i− 1).

L’équation (4.59) peut être écrite sous la forme de système 2D continu-discret singulier suivant :


1 0 0 1

C

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0


[

∂xh(t,i)
∂x

∂xv(t,i)
∂t

]
=


1− 1

R2C
1
C

γ
C

− 1
C

− 1
L

1− R1

L
1
L

0

1 0 0 0

0 0 0 −1


[
xh(t, i)

xv(t, i)

]
+


0

− 1
L

0

0

u (t, i)

(4.60)

où xh(t, i) =
[
UT
c (t, i) iTL(t, i)

]T
, xv(t, i) =

[
UT
c (t, i− 1) iTL(t, i)

]T
l’entrée est u(t, i) = e(t, i).

Considérons le paramètre γ = 0, 1, l’inductance L = 0, 05 ± 10%, la capacité C = 0, 04 F,

les résistances R1 = 1Ω, R2 = 10Ω.

En utilisant la décomposition en valeurs singulières (SVD) et certaines opérations algébriques,

nous pouvons exprimer le système (4.60) sous la forme de système 2D continu-discret singulier

(1.5) avec :

E =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

 , A =


−1 1 0.1 0.01

−0.80 −19 20 −20

0.04 0 0 1

−1 0 0 0.04

 , B =


0

−20

0

0

 . (4.61)

Considérons maintenant l’incertitude des systèmes définie par :

∆A =


0 0 0 0

−0.04σi −σi −σi σi

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,∆B =


0

σi

0

0

 (4.62)
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Le paramètre σi varie dans l’intervalle [−1, 1], et l’incertitude (4.62) s’exprime sous la forme

de (4.47) comme :

H =
[
0 −0.4 0 0

]T
, L1 =

[
0.1 −2.5 −2.5 2.5

]
, L2 =

[
2.5

]
et F(ω) = σi.

Ainsi, en résolvant les LMI (4.56) avec le paramètre β = 2, nous obtenons l’ensemble de

solutions LMIs suivant :

X =


−21.1831 0.2646 0 0

0.2646 21.1831 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , Y =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0.9432 1.0858

0 0 1.0858 0.9432



Q =
[
−0.3169 10.5525 −2.1337 24.4415

]

G =


5.6845 1.8883 1.2048 −0.7419

−1.7398 0.9469 0.6642 −0.5195

−1.0545 0.4863 0.9556 0.5061

0.3318 0.0077 0.2535 1.2955



R =
[
−0.2641 −0.0821 −0.0609 0.6187

]

K =
[
−0.0734 0.1929 −0.2691 0.6180

]
, ϵ = 21.1831.

La figure suivante représente l’état du système en boucle fermée avec la matrice de gain obtenue,
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Figure 4.4 – Réponse en boucle fermée de UC(t, i)

Figure 4.5 – Réponse en boucle fermée de iL(t, i)

86



CHAPITRE 4. ANALYSE DE L’ADMISSIBILITÉ DES SYSTÈMES BIDIMENSIONNELS
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Figure 4.6 – Réponse en boucle fermée de UC(t, i− 1)

Les résultats de simulations représentés dans les figures 4.4,4.5,4.9 révèlent l’admissibilité

de système 2D singulier dans cet exemple.

Notez que dans [97] la stabilité des systèmes interconnectés à été étudiée à l’aide de l’algo-

rithme de contrôle d’apprentissage itératif de type PD, qui a été étudié par les transformant en

systèmes unidimensionnels et en les supposant causals ( sans implusion), puis en les conver-

tissant en itérations pour concevoir des observations de cas, ce qui peut présenter certaines

erreurs dans les études de ce système. Dans cette simulation, les systèmes interconnectés ont

été étudiés directement en utilisant les résultats prouvés dans cet chapitre, en plus de rendre le

système stable en garantissant l’absence d’impulsions (causalité).

Exemple 3.3. Considérons le système 2D continu-discret singulier (1.5) avec

E =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

 , A =


−1.3 0.4 0.6 0.4

0.7 −0.9 0.5 0.3

0.2 0.4 0 0.4

0.4 0.5 0.5 −1

 , B =


−0.2

0.4

0.25

0.2

 .

Dans ce cas, il est clair que rangE = 3. Ensuite, nous exprimons le matrice E⊥ comme
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suit :

E⊥ =


0

0

1

0



on trouve alors que EE⊥ =


0

0

0

0

 et rangE⊥ = 1.

On choisit la permutation des matrices suivante U, V

Ū = V =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 0

 , pour UUT = V V T = I

tel que,

ŪEV̄ =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 0

 , ŪAV̄ =


−1.3000 0.4000 0.4000 0.6000

0.7000 −0.9000 0.3000 0.5000

0.4000 0.5000 −1.0000 0.5000

0.2000 0.4000 0.4000 0

 .

On remarque que la matrice A4 = 0 dans ce cas est singulière, alors le système en boucle ouverte

n’est pas sans impulsion, cela signifie que ce système n’est pas admissible.

En utilisant notre résultat principal du théorème 2.4 pour vérifier l’existence de la matrice

de gain K, tel que le système en boucle fermée est admissible. Ainsi, en résolvant les LMIs

(4.43) avec le paramètre β = 2, nous obtenons l’ensemble suivant de solutions LMIs

X =


217.0693 36.1828 0 0

36.1828 217.0693 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , Y =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 53.4686 79.9901

0 0 79.9901 53.4686



Q =
[
0 0 55.6527 −38.2877

]
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G =


64.2395 34.2930 188.8218 −95.8843

−14.4818 80.7758 68.2273 −45.9648

−45.4094 −37.0577 84.4394 59.1387

−156.6226 −63.3465 42.6456 −34.9323



R =
[
−24.5960 −176.2427 −394.3871 123.6662

]

K =
[
−0.4992 −0.3853 −0.3784 −0.5244

]
.

Par conséquent, par le théorème 2.4, nous conclurons que le système en boucle fermée (4.42)

est admissible pour la matrice de gain K obtenue.

Maintenant, nous évaluons les conditions d’admissibilité du système en boucle fermée en

utilisant notre lemme 2.4 pour valider son adéquation.

Nous avons

Ac =


1.1039 0.8060 0.7896 0.3565

0.3078 −1.7120 0.1209 0.3870

−0.0451 −0.1075 −0.2370 0.4544

0.2039 0.0940 0.3104 −0.9565


où Ac = A+BK, Il est alors facile de vérifier que

UAcV =


−1.1039 0.8060 0.3565 0.7896

0.3078 −1.7120 0.3870 0.1209

0.2039 0.0940 −0.9565 0.3104

−0.0451 −0.1075 0.4544 −0.2370


tel que Ac4 = −0.2370 n’est pas singulier, et

Ac0 =


−1.2542 0.4478 1.8705

0.2848 −1.7668 0.6187

0.1448 −0.0468 −0.3613


où Ac0 = Ac1 − Ac2A

−1
c4 Ac3. En résolvant les LMI (4.10), le réalisable suivant
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W1 =


0.3487 −0.0839 0

−0.0839 0.3487 0

0 0 0

 , W2 =


0 0 0

0 0 0

0 0 0.0170


Cela implique que le sous-système standard obtenu est stable, ce qui indique son admissibilité.

Les figures suivantes confirment les résultats obtenus.

Figure 4.7 – Réponse en boucle fermée de xh
1(t, i)
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Figure 4.8 – Réponse en boucle fermée de xh
2(t, i)

Figure 4.9 – Réponse en boucle fermée de xv
1(t, i)

Dans cette partie, nous examinons le même exemple mais en prenant en compte un pa-
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ramètre incertain F(ω) = cos(ω) et la matrice suivante :

H =
[
0.5 0.1 0.2 0.9

]T
, L1 =

[
1 1 0 0.5

]
, L2 =

[
0.5

]
.

Ainsi, en résolvant les LMIs (4.56) avec le paramètre β = 2, nous obtenons l’ensemble suivant

de solutions LMIs,

X =


2.3495 −0.8726 0 0

−0.8726 2.3495 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 , Y =


0 0 0 0

0 0 −0.4672 −3.5509

0 0 −3.5509 −0.4672



Q =
[
0 0 1.6863 −5.2638

]

G =


2.2728 −2.0609 0.9761 0.5191

−0.8544 1.6034 −0.3776 1.3666

0.1130 −2.2625 1.7517 2.1971

−0.0058 −− 0.4556 0.8319 −1.5380



R =
[
−2.5960 3.3698 −4.4459 −1.3258

]

K =
[
−1.8810 −2.0406 −0.7010 −2.5876

]
, ϵ = 2.3495.

Par conséquent, à partir du théorème 3.2, nous conclurons que le système en boucle fermée est

admissible avec la matrice de gain K obtenue.

4 Conclusion

Dans ce chapitre, une analyse de l’admissibilité et de la stabilisation robuste de système

linéaire 2D continu-discret singulier est étudiée. Des conditions suffisantes pour l’admissibilité,

ainsi que des résultats de stabilisation robustes basés sur des inégalités matricielles linéaires

strictes ont été développés. Notre nouvelle approche est basée sur une matrice de gain, un

contrôle par retour d’état, une décomposition en valeurs singulières et un paramètre incertain,

validés par des conditions LMIs. Quelques exemples numériques illustratifs sont également

donnés pour montrer l’effet et la précision de nos résultats.
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Ce travail tente de fournir une approche très générale sur la commande de certaines classes

de systèmes bidimensionnels positifs fractionnaires/singuliers. La principale contribution de

cette thèse est présentée comme suit :

Dans la première partie, nous établissons plusieurs résultats clés concernant la contrôlabilité et

le problème de controlatéral à énergie minimale pour les systèmes linéaires 2D continus frac-

tionnaires positifs décrits par le modèle de Fornasini-Marchesini. Nous obtenons des conditions

suffisantes pour la contrôlabilité de ces systèmes, en utilisant l’approche du Grammien. De plus,

nous établissons les conditions nécessaires et suffisantes pour des cas spécifiques au sein de ces

systèmes, en utilisant des tests basés sur des matrices systèmes. Nous fournissons également

une solution au problème de contrôle à énergie minimale pour le système particulier considéré,

garantissant que les systèmes maintiennent leur positivité. Pour illustrer nos conclusions, nous

incluons des exemples numériques qui servent de preuves à l’appui de nos résultats.

Dans la deuxième partie, nous dérivons les conditions nécessaires et suffisantes pour assurer la

stabilité d’un système linéaire 2D continu-discret fractionnaire positif décrit par le modèle de

Roesser. L’objectif est de concevoir le retour d’état du système de telle sorte que les systèmes en

boucle fermée soient positifs et stables. Les conditions nécessaires et suffisantes pour résoudre

ce problème ont été établies. L’analyse de l’influence de la valeur du pas de discrétisation sur la

positivité et la stabilité, a été étudiée, aussi nous avons introduit une nouvelle classe du système

de Lyapunov fractionnaires 2D positifs à temps continu décrits par le même modèle considéré,

les conditions nécessaires et suffisantes pour la positivité, la stabilité des systèmes de Lyapunov

fractionnaires 2D à temps continu sont dérivées.

La dernière partie traite une analyse complète de l’admissibilité et de la stabilisation robuste des

systèmes linéaires 2D continus-discrets singuliers. Les conditions suffisantes pour l’admissibilité,

ainsi que des résultats de stabilisation robustes basés sur des inégalités matricielles linéaires

(LMI) ont été développés. Nos résultats fournissent un cadre pour la conception de contrôleurs

stabilisateurs pour des systèmes linéaires 2D continus-discrets singuliers, et offrent un aperçu de
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l’impact de la singularité sur leur stabilité et leur contrôle. Illustration des exemples numériques

et des applications physiques sont également donnés pour illustrer les résultats.
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Résumé

Titre : Sur la Commande de certaines classes de Systèmes Bidimensionnels Po-

sitifs Fractionnaires et/ou Singuliers

Résumé : Cette thèse traite de la commande des systèmes linéaires bidimen-

sionnels (2D), incluant les systèmes fractionnaires positifs et singuliers, en se fo-

calisant sur deux aspects majeurs : la contrôlabilité et la stabilité. Dans ce cadre,

les conditions d’atteignabilité et de contrôlabilité des systèmes 2D fractionnaires

positifs, à temps continu (resp. continu-discret), décrits par le modèle de Fornasini-

Marchesini, sont établies par l’utilisation de l’approche du Grammien, ce qui per-

met de résoudre plus aisément le problème de contrôle à énergie minimale pour

ces systèmes. En parallèle, les conditions de stabilité et de stabilisation robuste

des systèmes 2D fractionnaires positifs, décrits par le modèle de Roesser à temps

continu-discret, sont également tirées. De plus, des critères garantissant la positi-

vité et la stabilité lors de la discrétisation du modèle continu-discret sont exposés.

Enfin, les conditions d’admissibilité et de stabilisation robuste pour les systèmes

2D singuliers à temps continu-discret sont déterminées à l’aide des inégalités ma-

tricielles linéaires strictes (LMIs). Ces travaux sont complétés par des exemples

numériques et des applications pratiques qui illustrent les résultats obtenus.

.

Mots clés : Commandabilité- Systèmes singuliers- Systèmes fractionnaires- Systèmes

2D- Systèmes Positifs- Admissibilité- Robustesse.

95



Résumé

Title : On the Control of Certain Classes of Positive Fractional and/or Singular

Two-Dimensional Systems

Abstract : This thesis addresses the control of two-dimensional (2D) linear sys-

tems, including fractional positive and singular systems, focusing on two major

aspects : controllability and stability. In this context, the reachability and control-

lability conditions of continuous-time (or continuous-discrete) fractional positive

2D systems, described by the Fornasini-Marchesini model, are established by utili-

zing the Gramian approach, which facilitates the resolution of the minimum energy

control problem for these systems. Concurrently, the stability and robust stabiliza-

tion conditions of fractional positive 2D systems, described by the Roesser model

in continuous-discrete time, are also derived. Furthermore, criteria ensuring posi-

tivity and stability during the discretization of the continuous-discrete model are

presented. Finally, the admissibility and robust stabilization conditions for singular

2D systems in continuous-discrete time are determined using strict linear matrix

inequalities (LMIs). These works are complemented by numerical examples and

practical applications that illustrate the results obtained.

Keywords : Controllability- Singular Systems- Fractional Systems- 2D Systems-

Positive Systems- Admissibility- Robustness.
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Thèse préparé à : Université Abdelhamid Ibn Badis Mostaganem , ACSY

Team-Laboratory of Pure and Applied Mathematics, P.O.Box 227/118 , 27000

Mostaganem, Algeria

97



Bibliographie

[1] M. Alfidi, A. Hmamed, Control for stability and positivity of 2-D linear discrete-time sys-

tems , WSEAS Transactions on Systems and Control , 02, No 12, 546-556, (2007).

[2] M. Alfidi, A. Hmamed, F. Tadeo, A. Benzaouia, Control with Positivity Constraint for 2D

Continuous-Time Systems in Roesser Model, Journal of Control, Automation and Electri-

cal Systems 32, 70-81, (2020).

[3] M.H. Alshehri, F.Z. Duraihem, A. Alalyani, S. Saber, A Caputo (discretization) fractional-

order model of glucose-insulin interaction : numerical solution and comparisons with ex-

perimental data, Journal of Taibah University for Science , 15, No 1 26-36, (2021).

[4] RM. Asl, A. Madady, Stabilization of two-dimensional mixed continuous-discrete-time

systems via dynamic output feedback with application to iterative learning control de-

sign, Transactions of the Institute of Measurement and Control, 1-16, (2021). https:

//doi.org/10.1177/01423312211022205

[5] S. Attasi, Systemes lineaires homogenes a deux indices, IRIA rapport laboria, No 31, sep-

tembre (1973).

[6] S. Attasi, Modélisation et traitement des suites à deux indices, IRIA rapport laboria, sep-
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