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Introduction

Le monde industriel connait actuellement un énorme développement technologique en rai-
son de la concurrence et de besoins de plus en plus exigeants, du point de vue qualité et de
la performance. Ce projet est en grande partie di au développement de la recherche fonda-
mentale dans divers domaines tels que I'analyse numérique et de la théorie des systemes, tout
cela a permis de mettre en oeuvre des méthodes et des approches tres complexes pour l'iden-
tification et la commande des systemes. Le développement des mathématiques en générale a
été et sera toujours nécessaire pour résoudre des problemes de physique et d’ingénierie. Les
systemes bidimensionnels (2D) remontent aux années 1970, ils ont été utilisés dans de nom-
breux domaines de 'ingénierie moderne, tels que le traitement d’images numériques [73], les
circuit électriques [9,/19], le traitement des échos cibles captés par le radar [67], 'analyse de la
contamination des rivieres [35], les processus de chauffage & la vapeur de 1'eau et ’absorption
de gaz [20,83],... etc. La caractéristique commune des phénomenes mentionnés ci-dessus est
la nécessité d’analyser des signaux (fonctions) qui dépendent de deux variables linéairement
indépendantes, par exemple le temps et une variable spatiale ou deux variables spatiales. Les
modeles les plus populaires dans les systemes bidimensionnels sont des modeles introduits par
Roesser [73], Fornasini et Marchesini [33],34], Attasi [6]. Les systemes 2D singuliers (également
appelés implicites ou descripteurs) ont attiré beaucoup d’attention au cours de la derniere
décennie [37,49,51],72],... etc. Peuvent étre utilisés pour modéliser de nombreux systémes phy-

siques tels que les systemes électriques [7],9], mécaniques et chimiques [74,97].

L’incorporation du calcul fractionnaire dans I’étude des systemes linéaires 2D apporte plu-
sieurs avantages et importances [14,60]. Il permet la modélisation et ’analyse de systémes avec
effets de mémoire, améliore la précision de la représentation et de la simulation du systeme,
ouvre de nouvelles voies pour la conception et I'optimisation des commandes, facilite I'iden-
tification du systeéme, ’estimation des parametres et contribue a ’avancement de la théorie

et des méthodes mathématiques. Le concept de systémes linéaires 2D fractionnaires, introduit
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Introduction

dans [59,/60] et développé dans des travaux ultérieurs [12,61}76,78], a fourni des informations
précieuses sur la théorie et les applications des systemes linéaires 2D fractionnaires, contri-
buant ainsi a I’avancement de ce domaine. Parmi les dérivées fractionnaires bien établies qui
ont été largement utilisées pour la modélisation des systemes incluent la dérivée de Caputo [3],

la dérivée de Riemann-Liouville [60] et la dérivée de Letnikov [39).

Dans les systemes pratiques, de nombreux phénomenes du monde réel impliquent des va-
riables non négatives, telles que la température absolue, les concentrations de substances et les
niveaux de population, les réacteurs chimiques, la pollution de I'’environnement, la médecine,
I'économie, la démographie,...etc (voir [75]). Ces systémes appartiennent a la catégorie des
systemes positifs, dans lesquels le signal de sortie et les variables d’état sont contraints au pre-
mier quadrant de I'espace d’état, cette contrainte est imposée en fonctions de conditions initiales
et de signaux d’entrée non négatifs. Les caractéristiques inhérentes aux systémes positifs, avec
leurs contraintes uniques, introduisent des aspects intéressants pour leurs problemes d’analyse et
de synthese. En conséquence, il y a eu récemment une recrudescence des recherches axées sur les
systémes positifs unidimensionnels [52,54./77] et les systémes bidimensionnels [53,58,59,70,76],
des résultats significatifs ont émergé dans ce domaine, visant a répondre les caractéristiques
distinctives et les défis posés par les systemes positifs. Ces résultats couvrent divers aspects,
notamment 'analyse de la stabilité |25} 28,46} 71|, la controlabilité [77,81] et 1'évaluation des
performances [61,/62]. Le corpus croissant de littérature reflete 'augmentation l'intérét et I'im-
portance de I'étude des systemes positifs et souligne la nécessité de progres supplémentaires

dans ce domaine.

La controlabilité constitue un concept primordial dans la théorie du controdle, servant de
pivot pour relever divers défis d’ingénierie. Ce concept joue un role central dans les systemes
mécaniques, les circuits électriques et les systemes biologiques, leur permettant de passer de
n’importe quel état initial a un état final souhaité dans leur espace d’état grace a des entrées
de controle appropriées. A I'inverse, le controle a énergie minimale, une autre facette de la
controlabilité, se concentre sur I'optimisation des entrées de controle pour faciliter des transi-
tions fluides entre les états. Les chercheurs ont exploré de maniere approfondie les aspects de
controlabilité et de controle a énergie minimale dans divers types de systemes, notamment les
systémes linéaires fractionnaires 1D [78-81], les systeémes fractionnaires positifs 1D [61},77], les
systémes linéaires 2D continus [11,|44}47,50,69], les systémes linéaires 2D continu-discret [68],
les systemes linéaires 2D continu-discret positifs [62] et les systemes linéaires 2D discret frac-

tionnaires [60].
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Introduction

L’étude de la stabilité des systemes linéaires bidimensionnels est cruciale pour diverses
applications en ingénierie comme les systemes qui sont représentés par des systemes interco-
nectées [7,84,97], cela nous permet de concevoir et de controler ces systémes pour garantir leur
fonctionnement fiable et sécuritaire. Il aide les ingénieurs a prédire et a atténuer les instabilités
ou oscillations potentielles susceptibles de conduire a des pannes du systeme. De plus, I’analyse
de la stabilité est essentielle dans des domaines tels que 1’économie et les sciences sociales, ou
elle permet d’étudier des dynamiques complexes et de prédire le comportement a long terme. La
stabilité robuste joue un role essentiel dans la conception des commandes en garantissant la sta-
bilité méme en présence d’incertitudes ou de perturbations potentielles [24,92|97], ces systémes
ont une dynamique qui peut ne pas étre connue avec précision ou qui peut étre influencée par
des incertitudes. Plusieurs auteurs ont étudié la stabilité des systemes 1D dans [52], la stabilité
des systemes fractionnaires positifs [71], la stabilité des systemes linéaires 2D positifs [8,[18}31]

et la stabilité des systemes 2D fractionnaires positifs [25],28,46].

Le probleme d’admissibilité ont été considérés par plusieurs auteurs en 1D [22,64,65,72,89),
et étendus au cas continu 2D [13}|26127] et au cas discret [21,30]. L’admissibilité est une notion
attachée aux systemes singuliers et elle signifie la stabilité avec la régularité et la non-impulsivité
des systemes singuliers. Les modes de saut et la régularité jouent un role important dans le
probleme de stabilité d’un systeme singulier, car la régularité garantit I'existence et 1'unicité
d’une solution, et I'existence des modes de saut implique un comportement impulsif indésirable
qui a son tour affecte la stabilité dans les systemes. Plusieurs méthodes pour vérifier I’admissi-
bilité des systemes, I'approche LMI est une méthode tres efficace et simple elle est utilisée par

plusieurs chercheurs pour vérifier la stabilité des systemes [16,23].

Motivés par la discussion et la littérature ci-dessus, dans cette these, nous étudions la
controlabilité des systemes linéaires 2D fractionnaires positive basés sur les modeles de Fornasini-
Marchesini (continu, continu-discret), ainsi nous analysons la stabilité des systemes fraction-
naires positifs sur les modeles de Roesser (continu-discret, Lyapunov continu), et en fin nous
regardons le probléeme d’admissibilité pour les systemes 2D singuliers (continu-discret) basés
sur ’approche LMIs. Notre objective dans cette these est d’extraire des conditions basées sur
des techniques mathématiques pour trouver des approches sur la commande des systemes frac-

tionnaires positives et singuliers en étendant certains résultats a des systemes unidimensionnels.

La these se compose de 4 chapitres, et d'une bibliographie. Dans le premier chapitre, nous
exposons les notions de base qui sont utilisées dans cette these tel que dans la premiere partie

rappelant la théorie des matrices et quelques propriétés pour des matrices particulieres comme :

13



Introduction

les matrices positives, les matrices de Metzler, les matrices monomiales, les concepts de calcul
fractionnaire donnés dans la deuxieme partie, la troisieme partie traite de la définition et des
propriétés de I'outil LMI, et dans la derniere partie nous présentons des modeles populaires
de systemes bidimensionnels et leurs applications dans le domaine de la physique. Le chapitre
deux est consacré a la controlabilité et le controle a énergie minimale des systemes linéaires
fractionnaires 2D positifs en utilisant la dérivée fractionnaire au sens de Caputo. Dans ce
chapitre nous nous basons sur les résultats des systemes linéaires fractionnaires positifs 1D
pour établir nos résultats, ce chapitre traite deux modeles de Fornasini-Marchesini, a temps
2D continu dans la premiere partie et a temps 2D continu-discret dans la deuxieme partie.
Le chapitre trois étudie la stabilité du systeme linéaire 2D fractionnaire positif décrit par
le modele de Roesser et basé sur la dérivée fractionnaire au sens de Caputo dans la partie
dynamique continu. Dans ce chapitre, nous étudions deux modele : le modele 2D a temps
continu-discret dans la premiere section, et le modele de Lyapunov 2D continu dans la deuxieme
section. Le chapitre quatre présente le probleme d’admissibilité du systeme linéaire 2D continu-
discret singulier décrit par le modele de Roesser, nous proposons des conditions suffisantes pour
I’admissibilité qui aident a stabiliser le méme systeme, tout cela dans le premiere section, dans
la seconde section nous étendu nos résultats dans la classe des systemes a parametres incertains,

nous basons sur ’approche LMI dans ce chapitre.
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Chapitre

Notion de bases

Dans ce chapitre, nous explorerons la terminologie, les théories et les principes clés qui

sous-tendent ce travail.

1 Théorie des matrices

Dans cette partie, nous présentons certains types particuliers de matrices ainsi que certaines
propriétés liées aux calculs matriciels sur lesquels nous nous appuierons pour soutenir nos
résultats tout au long de ce travail. Nous nous basons sur les références [38,52] pour éclaircir

les concepts que nous allons présenter.

1.1 Matrices particulieres

Cette partie présente des matrices non-négatives, des matrices de Metzler, et d’autres types
de matrices qui seront utilisées dans ’analyse des systemes positifs.

Soit A = [a;;] une matrice a coefficients réels.

Définition 1.1. [52/ La matrice A est appelée une matrice non-négative si toutes ses entrées

sont non négatives i.e a;; = 0.

Définition 1.2. [52] La matrice A est appelée une matrice positive si toutes ses entrées sont

non négatives avec au moins une entrée strictement positive.

Exemple 1.1.

(1.1)

S = O =
o W o= O
o= NN
e ==

15



CHAPITRE 1. NOTION DE BASES

A est une matrice positive.

Définition 1.3. [52/ La matrice A est appelée une matrice strictement positive si toutes ses

entrées sont strictement positive i.e a;; > 0.

Définition 1.4. [57] La matrice A € R™™ est appelée une matrice de Metzler si toutes ses

entrées hors diagonales sont non négatives i.e a;; = 0 pour i # j.

Exemple 1.2.
-1 0 2
0o -2 1 0
A= (1.2)
1 3 -4 1
0 1 -1

A est une matrice de Metzler.

Définition 1.5. [52] La matrice A est appelée une matrice monomiale ou matrice de permu-
tation généralisée si toutes ses entrées sont toutes nulles sauf une, dans chaque ligne et chaque

colonne, qui est strictement positive.

Lemme 1.1. [52] Une matrice A € R™" non singuli¢re telle que, A~* € R'™ si et seulement

si, A est une matrice monomiale.

Exemple 1.3. La matrice A est une matrice monomiale :

0020
e
0001
alors, linverse de la matrice A est donné par :
0010
1
Al = g (5) 8 8 e R (1.4)
0 001

1.2 Décomposition en valeurs singuliéres (SVD)

Dans cette partie, nous nous basons sur [3§].
Soit A € R™™ une matrice de taille n x m avec rang(A) = r, la décomposition en valeurs

singulieres d’une matrice A est la factorisation de A en produit de trois matrices A = UXVT,
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CHAPITRE 1. NOTION DE BASES

ol les matrices U € R™™,V € R™" sont des matrices orthogonales, i.e UUT = UTU = I,

VVT = VTV = I et la matrice X est donnée par :

[0

ou la matrice D = diag(o1,09,..,0k) et o; pour i = 1,..,k sont des valeurs singuliéres de la
matrice A telles que 01 > 09 > .. > 0y. Les colonnes des matrices U, V sont des vecteurs propres

des matrices AT A, AAT respectivement.

2 Introduction au calcul fractionnaire

Le calcul fractionnaire est une branche qui fournit un cadre mathématique puissant pour la
modélisation et la compréhension de systemes complexes dans diverses disciplines scientifiques
et techniques, car il se concentre sur I’étude des dérivées et des intégrales d’ordre non entier.
Dans la théorie du controle, le calcul fractionnaire joue un role important et permet de décrire
et d’analyser des systemes avec des effets de mémoire, des dépendances a longue portée et
une dynamique complexe (voir [40,/60,63]). Dans cette section, basée sur [60], nous donnons
quelques concepts et définitions essentielles du calcul fractionnaire qui sont utilisés dans le

présent manuscrit.

2.1 Fonction Gamma d’Euler et Fonction de Mittag-Leffler : Définitions
et Propriétés
Dans cette partie, nous introduisons deux fonctions mathématiques importantes en calcul
fractionnaire : la fonction gamma d’Euler et la fonction de Mittag-Leffer.

Définition 2.1. [60] La fonction gamma d’Euler (notée I'(x)) est définie par [’expression

intégrale suivante :
[(x) :/ t*te~tdt, Re(z) >0, (1.5)
0
elle satisfait également l’équation :

F(z+1) =al(z). (1.6)

Définition 2.2. [60/ La fonction de Mittag-Leffler a un paramétre (notée E,(z)) est définie
pour une variable complexe z par la série suivante :

E.(z) = Z ﬁ, a > 0 un nombre réel.. (1.7)

1=0
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Remarque 2.1. La fonction de Mittag-Leffler est une extension de la fonction exponentielle
classique telle que pour o = 1 on obtient FEy(z) = €*, elle joue un réle crucial dans la résolution

des équations différentielles fractionnaires.
Définition 2.3. [60] La fonction Mittag-Leffler a deur paramétres notée E, g(z) est définie

pour une variable complexe z comme suit :

E.5(2) = —, a,3>0, 1.8
ORI (1)
la fonction (@ est l’extension de la fonction de Mittag-Leffler a un paramétre , telle que

pour 3 =1, on obtient .

2.2 Définitions de la Dérivée-Intégrale Fractionnaire

Définition 2.4. [60] La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre v de la fonction f(t)

est donnée par :

E o)y
Dea(t) = — )/0( AN (1.9)

I'n—« t — 7)antl
o

(f(”)(T): %@) pourn —1 < a<neN-—{0}. (1.10)

Définition 2.5. [60] L’intégrale fractionnaire d’ordre 5 de la fonction f(t) est donnée par :

() = ﬁ/o (t — 7)1 f(r)dr, (1.11)

ou > 0.

De méme, on peut définir les dérivées et les intégrales fractionnaires de la fonction f (¢1,t5)

avec deux variables linéairement indépendantes t1,t, € R.

Définition 2.6. [60] Les dérivées partielles d’ordre fractionnaires oy, de la fonction bidimen-

sionnelle f (t1,ts) par rapport a la variable ty, sont définies par la formule :

Ok
Dy*f (t1,ta) = at—gkf(flﬂb)
(1.12)

- o | e
U(Ny —aw) Jo o (t — 7)™t

o N —1 < ap < Ng, Ny € N—{0}, ), € Ry est 'ordre de la dérivée partielle pour k = 1,2
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et
N1 f(rt2) _
L= pour k=1
ft(;ij)(T) = aNg}J(\il ) iy (1.13)
5w, pour k= 2.

La définition ci-dessus est une généralisation de définition d’une dérivée unidimensionnelle

d’ordre fractionnaire au sens de Caputo aux fonctions bidimensionnelles.

Définition 2.7. [60] L’intégrale fractionnaire d’ordre Py de la fonction bidimensionnelle
f (t1,t2) par rapport a la variable ty est la fonction donnée par :
8 L Bi—1
I f () = ——— / (tx — 7)1 £, (7)dr, (1.14)
I'(Be) Jo

ot B > 0 est l'ordre d’intégration pour k = 1.2 et

fu(7) :{ Fint)  pour k=1 (1.15)

f(ti,7) pour k=2

La définition ci-dessus est une généralisation de la définition d’une intégrale unidimension-

nelle d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-Liouville aux fonctions bidimensionnelles.

Définition 2.8. [60/ La dérivée-intégrale d’ordre fractionnaire oy, de la fonction bidimension-

nelle f (t1,t2) par rapport a la variable ty est la fonction donnée par la formule :

Dji f (ti,t2)  pour oy € Ry

3 (1.16)
I % f (t,ta)  pour  ap <0

Dl?;ck <t17t2) = {

ouk=1,2.

2.3 Fonction matricielle de Mittag-Leffler

Définition 2.9. [00] Soit la matrice A € R™™ | o, 8 € Ry.. Alors, la fonction matricielle de
Mittag-Leffler est définie par la série de Taylor suivante :

Eop(A) = ZO m (1.17)

Ensuite, D’apres le théoréme classique de Cayley-Hamilton (voir [45]), il est facile de prouver
que toute puissance de A peut étre exprimée comme une combinaison linéaire de I, A, ... A" 1.

Ainsi, E, 5(tA) est aussi un polynome en A avec des coefficients analytiques en t, en effet, la
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formule pour la fonction matricielle de Mittag-Leffler s’écrit :

o0 £ Al o0 4i n—1
Eap(td) = Z (i + B) - ; ['(ai + B) (%pmz‘l )

(1.18)

I
VR
e
=
ol
4
Q
~. @:
_l’_
=
~
o
Eal
I
3
M1
=
Enl
=
o
ol

Lemme 2.1. [60] Soit la matrice A € RV , 0 < «o,8 < 1. Alors, E,3(tA) =0 pourt >0

st et seulement si A est une matrice de Metzler.

3 Les inégalités matricielles linéaires LMI

Les techniques LMI représentent une ressource puissante pour résoudre un large éventail
de problemes liés au controle convexe. Cela est principalement di a l'existence des solveurs
numériques tres efficaces pour les problemes LMI, facilement disponibles dans des ensembles
d’outils populaires tels que Matlab et Scilab. De plus, plusieurs problemes qui s’averent extrémement
difficiles lorsqu’ils sont abordés a 1’aide des méthodes spectrales classiques de fréquences ou d’es-
pace d’état peuvent étre facilement reformulés en problemes LMI (voir [15]). Cette transforma-
tion est particulierement avantageuse dans le cadre de ’analyse de stabilité et de la stabilisation
de systémes 2D /nD, notamment en présence d’incertitudes (voir [13,/14,(16]). Dans cette section,

nous éluciderons les concepts clés relatifs a la terminologie LMI.

Définition 3.1. [40/ Une inégalité matricielle linéaire stricte notée LMIs est représentée par

l’expression suivante :
F(z)=Fy+ Y F(z) =0, (1.19)
i=1

ou x € R™ est une variable et les F; pour i = 1,..,m sont des matrices symétriques donnés. Le
symbole d’inégalité utilisé dans [’équation signifie que F'(x) est défini positive, autrement
dit v F(x)v > 0 pour tous les vecteurs non nuls v dans R™. Il est important de noter que
[imégalité matricielle linéaire stricte LMIs exprimée dans [’équation est équivalente a
une collection de n inégalités polynomiales concernant la matrice F(x). Plus précisément, les

principauzr mineurs de F(x) doivent étre positifs.

Remarque 3.1. Nous rencontrerons également des inégalités matricielles linéaires non strictes,

qui se formulent comme suit :

F(z) = 0. (1.20)
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Définition 3.2. [/0] On peut définir un ensemble C comme étant convexe lorsque, pour tous
les points (y1,y2) € C et tout nombre réel X tel que 0 < A < 1, la combinaison conveze

(A1 + (1 — N)ys) est également un élément de ’ensemble C.

Définition 3.3. [0/ Considérons une fonction f définie sur R™ avec f : R® — R. On dit
que la fonction f est conveze si, pour tous les points (x1,x2) € R™ et tout nombre réel X tel que

0 < A < 1, linégalité suivante est vérifiée :

FOT1 + (1= Naa) < Af(z1) + (1= A) ). (1.21)

Autrement dit, la fonction f est convexe lorsque, pour tous les couples de points (x1,x2), la

valeur de f évaluée en \x1+ (1 — N)xo est toujours inférieure ou égale a la combinaison convexe

M) + (1= A) f(2).

Définition 3.4. [0/ Les LMIs dans l’équation représente une contrainte convexe sur

la variable x. En d’autres termes, l'ensemble {x | F(x) > 0} forme une région conveze.

Remarque 3.2. Lorsqu’il s’agit de plusieurs LMI, telles que F1y(x) > 0, ..., Fypy(x) > 0, nous

pouvons les consolider en une seule LMI comme suit :
0 0 >~ 0. (1.22)
0 0 Fyle)
Par conséquent, nous ne ferons pas de distinction entre un ensemble d’LMI et une seule LMI.
Lemme 3.1. [15] Les inégalités non linéaires (convexes) sont transformées au format LMI

grace au complément de Schur. Le concept fondamental qui sous-tend cette approche peut trans-

former les inégalités non linéaires suivantes :

[ Qy) S(y) 0 (123)
S™(y) R(y)
en LMI :
By (1.24)
Qy) — SR (y)S"(y) = 0

(1.25)
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ot Q(y), R(y) sont des matrices symétriques, i.e(Q(y) = QT(y), R(y) = RT(y)) et S(y)
dépendent affinement de y.

4 Introduction aux modeles bidimensionnels (2D)

Dans cette section, nous présenterons les deux modeles sur lesquels nous nous concentrerons

principalement.

4.1 Modéle de Roesser

Le modele de Roesser, également connu sous le nom de modele d’espace d’états de Roes-
ser, est une représentation mathématique utilisée pour décrire un systeme bidimensionnel. Le
modele de Roesser a été introduit par D.Givone et P.Roesser en 1972 [43] et développé par
P.Roesser en 1975 [73]. 1l offre une représentation compacte et efficace, s’adapte aux singula-
rités, permet une plus grande flexibilité dans la définition des structures du systeme, simplifie
les formulations mathématiques et permet la synthese de conception et de controle. Grace au
modele de Roesser, les ingénieurs de controle peuvent modéliser, analyser et controler efficace-
ment les systemes 2D complexes rencontrés dans divers domaines d’ingénierie [37,/51},86,87,94].

Ce modele peut s’écrire dans plusieurs forme comme suit :

Forme 2D continu :

A ph(tyt hity t
E dfllx ( 1 2) — A ( 1 2) +Bu(t1,t2), tl,tQ > 07 (126a)
Exv(tth) xv(thtZ
Pty t
y(tl,tg) =C o ( ! 2) + Du(tl,tg), tl,tg 2 0. (126b)
:c”(tl,tg
Forme 2D discret :
UL 4" 0 gy, ez (1.27a)
x¥(i,j + 1) z(i,7)
z (i,
y(ij) = C :B”<i j; + Du(i,j) i,jeZ,. (1.27h)
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Forme 2D continu-discret (hybride) :

d i ht .
plat GO ) v Bu(t,j), i€Z,,t>0, (1.28a)
a(t,i+1) z°(t,7)
ht .
y(t,i) = C xEtzi 4 Du(t,i) i€Z.,t>0, (1.28b)
x¥(t,1

h

x

ouxr = [ v] € R, 2" € R™ est le vecteur d’état horizontal, ¥ € R™ est le vecteur d’état
x

vertical ( m = ny + ny), u est le controle, y est le vecteur de sortie, et £, A, B,C, D sont des

matrices réelles de dimension appropriée.

Remarque 4.1. Notez que le modéle de Roesser propage l'information dans deux directions

indépendantes respectivement sur un axe vertical et horizontal.

4.2 Modeéle de Fornasini-Marchesini

Le modele de Fornasini-Marchesini, également connu sous le nom de réalisation de 1'espace
d’états, ce modele est introduit par les deux italiens L.Fornasini et G.Marchesini en 1976 pour
premier modele [33] et en 1978 pour le seconde modele [34]. Le modeéle de Fornasini-Marchesini
est un cadre mathématique utilisé dans la théorie du controle et le traitement du signal. Ce

modele peut s’écrire dans la forme suivante :

Premier modeéle :

Exiqj = Aozij + Arigry + Ao ji1 + Bug (1.29a)
yi,j = Cl‘@j + Dui,j (129b)
Second modele :
Exiiy jp1 = Aixiprj + Aoxi 11 + Biuigrj + Bowi i (1.30a)
vij = Cx;j + Duy (1.30b)

23



CHAPITRE 1. NOTION DE BASES

ou z;; € R est le vecteur d’état u;; le controle.
On peut également exprimer les deux formes précédentes en utilisant la représentation a temps
2D continu et la représentation a temps 2D continu-discret, dans le méme contexte mentionné

dans le modele de Roesser.

Remarque 4.2. Si la matrice E est singuliere, alors on dit que le modéle est singulier. Dans

le cas contraire, on dit que le modele est standard.

Remarque 4.3. Pour le premier modele de Fornasini-Marchesini, si ['on prend Ag = —A1As,
on obtient un autre modéle populaire appelé modéle de Attasi décrit par Attasi S en 1973 dans |5]
et développé en 1975 dans [0] .

4.3 Applications sur les modeles bidimensionnels

Dans cette partie, nous présenterons deux applications bien connues de la physique en les

étudiant par modélisation dans des systemes bidimensionnels.

Applications sur les systemes spatialement interconnectés

Les systemes interconnectés sont aujourd’hui utilisés pour modéliser de nombreux systemes
pratiques tels que : des circuits électriques [9,/19], des chaines de voitures [97],...etc. Cette classe
de systemes peut étre modélisée sous forme de systeémes 2D linéaires [7,9,/19]. Les systemes
spatialement interconnectés consistent en une série de sous-systemes identiques appelés cellules

qui sont connectés le long d’une ligne correspondant a la dimension spatiale p (voir le figure

suivante).
! et ! }

+,

w.
A i R
000 p—1 P p+1 p+2 000
S [
v, i

[ ! |

p axis (space dimension)

u(t, p)

vt (t,p) wy(t, p)

w_(t,p) v_(t,p)

z(t, p)
y(t,p)

la cellule pth

FIGURE 1.1 — Interconnexion des sous-systemes selon une dimension
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Une classe standard de systemes interconnectés s’écrit sous la forme des équations suivantes
(voir [7,9,19]) :

&(t,p) = Anz(t,p) + Ao, v (t,p) + Ao w_(t,p+ 1) + Byu(t, p),
vp(t,p+1) = Ag, 2(t,p) + Apw, 01 (8, p) + Apw,_w_(t,p+ 1) + By, u(t,p), (1.31)
w_(t,p) = Ao1_x(t,p) + Avw_, v4(t,p) + Apw__w_(t,p+ 1) + Bo_u(t, p),
| ytp) = Ca(tp) + Co o (t,p) + Cow(t,p + 1) + Dult, p),
nous introduisons ici le vecteur :
o(t,p) = [v;(t,p)wl,(t,p)]/ eR™, peZte]0,+ool, (1.32)

en tenant compte de (1.32)), le systeme ([1.31]) peut étre réécrit sous la forme :

i(t,p) = Ana(t,p) + [A12.0] ¢(t,p) + E¢(t,p + 1) + Byult, p),
Eé(t,p+1) = Ayx(t,p) + And(t,p) + Boult,p), (1.33)
y(t,p) = Cra(t,p) + [Co 0] 6(t,p) + E¢(t,p+ 1) + Du(t,p),

avec
~ I _Avw+_
E= [ 0 A } . BE= )
0 _Avw__
(1.34)
Avw 0 =
A= | T E=[0 @ ],
Apw_, —1
qui est équivalent au systeme bidimensionnel 2D ([1.28)), avec
o |1 -E [ A [A0)
0 F 7 Agy Ay 7
- (1.35)
B _
B= , cz[ol [Cy, 0) E] D=D.
- B2

Applications sur L’équation de Darboux

L’équation de Darboux est une équation différentielle partielle hyperbolique de second ordre
largement connue qui caractérise plusieurs systemes dynamiques, tels que le systeme de chauf-
fage et de séchage de air par absorption de gaz par le débit d’eau [14,26]. L’équation de
Darboux prend la forme suivante :

%s (t,i+1)=ays(t,i+ 1)+ CLQ%S (t,7) + ags(t,i) + bf(t,1) (1.36)
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olt s(t,4) est une fonction a deux inconnue ¢ (le temps ) € [0, z¢] et i I’ espace€ Z%, ag, a1, ay
et b sont des coefficients réels et f(x,t) est la fonction d’entrée.

Définissons
r(t,i) = s(t, i+ 1) — aqs(t, 1), (1.37)

alors I’équation hyperbolique ((1.36)) du second ordre peut étre adaptée en un systéme simi-

laire d’un modele 2D continu-discret de la forme de Roesser ((|1.28))) :

a1 apaz + ag

f(t, 1), (1.38)

1 asg

Dr(t,i) [

s(t,i+1)

le modele obtenu ((1.38)) est équivalent au modele de Roesser (|1.28)), avec

E—1 A= |® G1®2T® (1.39)
1 a9
et
b : :
B = ] u(t,i) = f(t,14). (1.40)
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Chapitre

Controlabilité et controle a énergie minimale des
systemes bidimensionnels (2D) fractionnaires

positifs

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous examinons la controlabilité et le probleme de controle a énergie
minimale des systemes 2D linéaires fractionnaires positifs. Pour ce faire, nous divisons ce cha-
pitre en deux sections distinctes. Dans la premiere section, nous analysons 'atteignabilité et
la controlabilité du systeme a temps continu décrit par le modele de Fornasini-Marchesini [34].
Nous utilisons des techniques basées sur I'approche du Grammien pour dériver nos résultats.
De plus, nous examinons un cas particulier de ce systeme en utilisant des tests basés sur les
matrices de systeme. Notre objectif est de trouver des solutions pour le probleme de controle a
énergie minimale du systeme positif. Enfin, nous présentons des illustrations numériques pour
étayer nos résultats.

Dans la deuxieme section, nous étendons notre analyse aux systemes a temps continu-
discret décrits par le modele de Fornasini-Marchesini. Nous dérivons a nouveau des résultats
pour l'atteignabilité. De plus, nous considérons un autre systeme continu-discret populaire et
établirons des conditions nécessaires et suffisantes pour tester l'atteignabilité de ce systeme.
Enfin, nous examinons également le probleme de controle a énergie minimale pour ce dernier

systeme.
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2 Atteignabilité, contrdlabilité et controle a énergie mi-

nimale des systémes bidimensionnels (2D) fraction-
naires positifs a temps Continu décrit par le Modele

de Fornasini-Marchesini

2.1 Trajectoire d’état et la positivité

Considérons le systeme linéaire fractionnaire bidimensionnel (2D) a temps continu suivant,

décrit par le modele de Fornasini-Marchesini [76] :

DS (th,ta) = Aoz (i, ta) + A1 DL w (th, ta) + As D (b, ts) + Bu (th, 12) | (2.1)

ol Dfﬁ? représente la dérivation fractionnaire bidimensionnelle au sens de Caputo, 0 <
a,f < 1, z(t1,t2) € R™ est le vecteur d’état, u (t1,t3) € R™ est le vecteur d’entrée, matrices
A € R™"™ pour £ =0,1,2; B € R™™,

Les conditions initiales du systeme (2.1)) sont données sous la forme suivante :
z(t1,0) € R" et 2 (0,t2) € R"™ pour ¢1,t, > 0. (2.2)

Lemme 2.1. [70] La solution de ’équation d’état avec des ordres fractionnaires 0 <

a, B < 1 pour une entrée arbitraire u(ty,ts) et des conditions initiales , est donnée par :

 — e tgﬁ (i+1)a, (j+1)8
t.ty) = — T.:2(0,0) + T} . BI ) t,t
rlhh) =, Z{ Mo+ ) 1Gs 11 000+ 1Bl ultnto)
, =0 5=0 (2.3)
t% 4 o .
2 T — Ty A I (1,0) + —— [T — Ty 1 Ay P2 (0.t
+1‘1(]/8 + 1) [ J 17.7 2] t1 x( 1, ) + 1’1(2(1 + 1) [ 5] 1 1] to :U( Y 2)} Y

ou T;j sont des matrices de transition définies par :

I, pouri=20,7=0

T _ ATiija + AT+ ATy =T j 1 Ao+ 15 j 1 Ay + Tim jAs (2.4)
Y pouri+7j > 051,75 € Z4 .
0 pour i <0 et/ou j <O0.

Pour simplifier la notation, on peut écrire la solution (2.3)) comme suit :

t1 to
X (tl, tg) = Tpe (tl, tg) + / / CI)(tl — 71, t2 — TQ)BU(Tl, TQ)dTldTQ (25)
0 0
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ou
téﬂ T;:x(0,0
c t 7t . iJ )
xb 1502 ;jzo ZO[+1 (jﬁ‘i‘l) jx( )
t]ﬁ o 2 6
+m [ng - Tz‘—l,jAQ] ]tl x (tla 0) ( ' )
e B
+m [ng - Ti,j—lAl] It2 x (Oa t2)
et

t(i+l)a—1 t(j+1)ﬁ—1

Pt =2 2 LR DI G D) 27

Définition 2.1. [76] Le systéme 2D fractionnaire est dit positif si le vecteur d’état est

positif x(t1,t2) € Ry, ti,ta > 0, pour toutes les conditions initiales positives x(t;,0) € R,

x(0,t2) € RY et toutes les entrées positives u(ty,t2) € RT.
Lemme 2.2. [76] Le systéme 2D fractionnaire est positif si

Ag € R™" A, Ay €M, et B € RV (2.8)

2.2 Atteignabilité

Définition 2.2. Le systeme 2D fractionnaire positif est dit atteignable dans J.. = [0,T1] x
[0, T] si pour toutes conditions initiales nulles, il existe un controle positif admissible u(ty,ts) €

Ry pour (ti,t3) € Jee qui transfére l’état du systéme de conditions initiales nulles a [’état
finale x(11,T3) = x5 € Ry

Définition 2.3. La matrice du Grammaien associée au systeme 2D fractionnaire est définie

par :

Ty To
Wi (Joe) = / / ®(Ty — 7, Ty — ) BBT®T (T}, — 71, Ty — 1) drydrs. (2.9)

Théoreme 2.1. Le systeme 2D fractionnaire positif est atteignable dans J.. pour des
conditions initiales nulles si la matrice We.(Je.) € Ry est monomiale et le contréle qui transfére

[’état du systéeme de conditions initiales nulles a xy € R’ est donnée par :

u<t1, tg) = BT(I)T(tl — 71, t2 — TQ)W;

C

N(Jeo)zs pour 0 < 7y < 11,0 < 72 < . (2.10)

Démonstration. Si la matrice W.(J..) est une matrice monomiale, alors W;l et le controle

défini par (2.10) sont positifs.
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En utilisant (2.5)), et a partir de x;. = 0, on obtient :

T T>
iL‘(Tl, TQ) = / / CD(Tl — 71, T2 — TQ)BU(Tl, Tg)dTldTQ
0 0

not (2.11)
= / / CD(Tl — 71, TQ — TQ)BBTCI)T(Tl — 71, T2 — TQ)WczldTldTg.Tf ’

== WCCWCZIJZJC =Ty.

Par conséquent, le controle ([2.10]) transfere le systeme ([2.1)) depuis des conditions initiales nulles
a I'état final x¢. O

Dans ce qui suit, nous considérons les cas particuliers du systeme ([2.1)) avec Ay = Aj A,
AO = _AlAQ ou AO =0.

Théoreme 2.2. Le systeme 2D fractionnaire positif est atteignable sur J.. pour des
conditions initiales nulles si et seulement si Ay, Ay € M,, sont des matrices diagonales et B est

une matrice monomiale.

Démonstration. Suffisance. Nous regardons que si A;, Ay € M,, sont des matrices diagonales

[Rnxn

alors les matrices T;; avec i,7 > 0, ainsi la matrice ®(ty,t3) € pour ty,t5 = 0 sont

[RTLX’H’L [R’leTL

également diagonales et si la matrice B € est monomiale alors BBT ¢ est aussi
monomiale. Dans ce cas la matrice WCC(JCC) est aussi monomiale, et d’apres le théoreme , le
systeme 2D fractionnaire positif (2.1]) est atteignable dans J..

Nécessité. D’apres . nous avons

oo oo t(z—l—l)a—l t§j+1)ﬂ_l
D(tq,19) d; Al Al 2.12
(ota) = 2 2 o A S TG 19 212

ou les d;; sont des coefficients réels non nuls dépendant de la matrice 7;;, en utilisant le théoreme

classique de Cayley Hamilton, on obtient

[y

n—1

q)(tl, tg) = UkJ(tl, tQ)AlfAé (213)
0 1=0

3

i

ou

t(i+1)a71 téjJFl)ﬁ*l

thiltot) = 323 st O B Ty T 109

(2

(2.14)

et a;(k), b;j(l) sont des coefficients appropriés en fonction des coefficients du polynome ca-

ractéristique des matrices Ay, Ay respectivement (voir [45]). Donc, la solution du systeme ({2.5))
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donne :

[asy

n—1 n—

T Ts
Z A]fAlzB/ / V(T — 11, Ty — To)u(Ty, T2)dTidms (2.15)
- o Jo

1
X (Tl,Tg) = .fEf =
=0

<

qui est équivalent

v; = [B, AsB, ., AL B, A\ B, Ay AsB, ., AyAY T B, . AT B AT ASB, L, AT AR B

T T
0 ! 0 2 U070(T1 — T1, T2 — TQ)'LL(Tl, TQ)dTldTQ

OT1 oT2 7)071<T1 — 1,1 — TQ)U(7'1, T2>d7—1d7-2

T 1%

o Jo Uo,n—l(Tl — 71, Ty — m)u(Ty, To)dT1dTs
OT1 oT2 7)170<T1 — 11,12 — TQ)U(T1, Tg)d71d72
0T1 0T2 v11(Ty — 11, T — To)u(Ty, 72)dTidTs

OTl 0T2 'Ul’nfl(Tl - Tl, T2 — T2>u(7'1’ TQ)dTldTQ

T T
0 ! 0 2 Un—l,O(Tl — 71, T2 — TQ)U(Tl, Tg)dTldTQ

0T1 0T2 Un—1,1 (Tl — 71, T — 72)u(7—1’ 7—2)d7—1d7—2

T 12
0 0

Un—1,n-1(T1 — 71, To — o)u(T1, T2)dT1dT2 |
(2.16)

pour x; positif donné, il est possible de trouver un controle non négatif u(ty, ) a partir de
Ty

o OT2 V(T — 11, Ty — To)u(7y, T2)dT1dT nON Négatif pour k,l =0,1,...,n—1, 7,75 € Jg. siet

seulement si la matrice

[B,AsB, .., Al "B, A|B, Ay A3 B, .., A1AY ' B, .., AT B, AT Ay B, ., AT AL B

a n colonnes monomiales linéairement indépendantes et cela se passe seulement si la matrice
[B, Ay, Ay] contient n colonnes linéairement indépendantes (voir |[60,61]), alors c’est possible de
trouver une entrée positive u(ty,t2) € R, ti,ty € J.. seulement si la matrice B € R est

monomiale et les matrices Ay, Ay € M,, sont diagonales. O

2.3 Controlabilité

Définition 2.4. Le systéme 2D fractionnaire positif est dit controlable dans J.. st pour
toutes conditions initiales positives , il existe un controle positif admissible u(ty,ts) € Ry
pour (t1,ts) € Joo qui transfére l’état du systéme de n'importe quelle condition initiale
vers U'état final x(Th,Ts) = x5 € Ry.
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Théoréme 2.3. Le systeme 2D fractionnaire positif est controlable sur J.. pour toutes

conditions initiales positives si la matrice est monomiale et

xr— Tp € Ry, (2.17)

le controle qui transfere ’état du systéme de conditions initiales positives a xy € R} est

donné par
U(tl,tg) = BT(I)T(tl — 71, t2 — Tg)Wczl(Jcc)<CL'f — il'bc) pour 0 < T1 g tl, 0 g T2 g tg. (218)

Démonstration. Sila matrice (2.9) est une matrice monomiale alors W_! ainsi que le controle

défini par (2.18)) sont positifs.
En utilisant (2.5)), on obtient :

Ty T>
$(T1, TQ) = Tpe =+ / / (I)(tl — Tl,tg — TQ)BU(Tl,T2>dTld7'2
0 0

M " . (2.19)
= q)(tl — T1,t2 — TQ)BB d (tl — Tl,tg — TQ)WCC dTldTQ([Ef - 33[,6)
0 0

= Tpe + chWczl(xf - xbc) = Zf.

Par conséquent, le controle ([2.18)) transfere le systeme (2.1)) a partir de toutes conditions initiales

positives vers ’état final x;. O

2.4 Controle a énergie minimale

Considérons le systeme fractionnaire positif 2D décrit par avec Ag = A1Ay, Ay =
—A1 Ay ou Ay = 0, tel que Ay, Ay € M, sont des matrices diagonales et B € R}*™ est une matrice
monomiale. Si le systeme fractionnaire 2D positif est atteignable sur J.. pour des conditions
initiales nulles, alors il existe généralement de nombreux différentes controles u(t;,?2) € R qui
transfere 1'état du systeme a partir de conditions initiales nulles vers zy = x (T7,T3) € RY.
Parmi ces controles, nous recherchons un controle u(ty,ty) € R} pour 1,13 € J. qui minimise

I'indice de performance

T T
I(U):/O /0 u' (71, 72)Qu(Ty, ) dTidT (2.20)

ot Q € RT™™ est une matrice symétrique définie positive et Q' € RT*™. Le probleme de
controle a énergie minimum peut étre énoncé comme suit : Etant donné les matrices diagonales
Ay, Ay € M,, la matrice monomiale B € R}Y*™, et la matrice Q € RT™™, Ty, T, sont des nombres
réels, ry € R} est un état final et des conditions initiales nulles, trouver un vecteur d’entrée
admissible u(t1,t2) € RT pour 0 < ¢; < T1,0 <ty < T5 qui transfere le systeme depuis
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des conditions initiales nulles jusqu’aux conditions finales souhaitées x; = x(71,T5) € R" et
minimise I'indice de performance (2.20)).

Pour résoudre le probleme, nous définissons la matrice

V=V (,T,0Q)
T Ts (2.21)
:/ / (I)(Tl—Tl,TQ—T2> BQ_IBT@T(Tl—Tl,TQ—TQ)dTldTQ,
0 0

ol ® (t1,t2) est défini par (2.7). D’apres le théoreme [1.3] il s’ensuit que la matrice (2.21)
est monomiale si et seulement si le systeme fractionnaire positif (2.1)) est atteignable pour des

conditions initiales nulles sur J... Dans ce cas, nous pouvons définir le controle :
u(r,m) = Q 'BTOT(T) — 1, Ty — 1) V'a; pour (11, 7) € Jee (2.22)
Notez que le controle satisfait la condition u(t1,t2) € R pour (t1,t2) € Je. si
QeR™et Ve R (2.23)

Théoreme 2.4. Supposons que

1 Le systéeme fractionnaire positif 2D est atteignable pour des conditions initiales nulles

dans J...

2 Soit u(ty,t2) € RY pour (t1,t2) € Joo un vecteur d’entrée qui transfere l'état du systeme

2D fractionnaire positif a partir de conditions initiales nulles vers vy € RY}.
Alors, le vecteur d’entrée transfere également [’état du systeme a partir de conditions

initiales nulles vers vy € RY} et minimise l'indice de performance , c’est a dire :
I(u) < I(a). (2.24)
De plus, la valeur minimale de ’indice de performance est donnée par
I(@) =27V ay. (2.25)

Démonstration. Si les conditions ([2.23]) sont satisfaites alors le vecteur d’entrée (2.22)) est bien
défini et u(ty,t2) € R} pour (t1,t2) € Jee. Nous allons montrer que le controle transfere I'état du
systeme de conditions initiales nulles vers x; € R”. En remplacant (2.22)) par (2.5)), on obtient

T Ts
l'(Tl,Tg) I/ / (I)(Tl —Tl,TQ—T2> Ba(71,7'1>d7'1d7'2
, o Jo (2.26)
= / O (T — 1, Ty — 1) BQ'BToT (Th — 11, Ty — 1) dTldTQV_le =y
0

Puisque le controle u(ty,ta) et u(ty,ts), (t1,t2) € J.. transfere I'état du systeme a partir de
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conditions initiales nulles vers xy € R}, alors

T T>
/ / Tl—Tl,TQ—TQ)B[ (7’1,7'2)—3(7'1,7'2)] d’TldTQ:O. (227)

Par transposition de (2.27) et multiplication par V "'z}, on aura

T Tz
U (71, To —u T1, T2 TQQilBT(I)T T1 —Tl,Tg—TQ X V71$ dT2dT1
f

T (2.28)
/ / T1,7'2 U(Tl,Tg)]TQa(Tl,TQ)dTQdTl =0
cependant, il est facile de vérifier que
Ty To Ty T>
/ / ﬂT (7'1,’7'2)@@(7’1,7’2)6[7’2d7‘1 :/ / ﬂT (7’1,7‘2) Qa(Tl,TQ)dTldTQ
0 J0 (2.29)

Ty P
/ / 7'177'2 _a(Tl,TQ)]TQ[a(Tl77—2) —a(Tl,TQ)]dTldTQ.

Puisque le dernier second terme de I'inégalité (2.29)) est toujours positif, I'inégalité (2.24)) est
satisfaite. Pour trouver la valeur minimale de I'indice de performance ([2.20)) on substitue ([2.22))

dans (2.20) et on obtient,
Ty [T
u) = / / aT(Tl,TQ)Qa(Tl,TQ)dTIdTQ

nort 2.30)
—LL’fV / / Tl—Tl,TQ—Tg)BQ IBT(I)T(Tl—Tl,TQ—TQ)dTldTQV $ ( )
—me Ty
]

Ci-dessous, nous avons la procédure pour calculer le controle a énergie minimale au cas ou
le systeme atteignable et minimise I'indice de performance .
Procédure.
Etape 1. Connaissant une matrice diagonale Ay, Ay € M,,, calculer la matrice ®(y,t5).
Etape 2. Connaissant les matrices monomiales B, () € R., le nombre réel positif 77,75, on
utiliser pour calculer la matrice V' pour tq,t5 € J...
Etape 3. En utilisant , calculez le vecteur d’entrée u(ty, ts).
Etape 4. Utilisation de , pour calculer la valeur minimale de I'indice de performance.
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2.5 Exemple numérique

Considérons le systeme ([2.1)) pour a« = 8 = 0.5 avec les matrices :

0 0 1 0 -1 0 10
aAl = 7A2 = >B = ) (231)
0 0 0 —1 0 1 0 1

les conditions initiales x(t;,0) = z(0,t3) = 0, pour t1,t2 > 0. On remarque que Ay est une

A =

matrice nulle, Ay, Ay sont des matrices de Metzler diagonales, B est une matrice positive mo-
nomiale, donc ce systéme est positif et atteignable. Considéré 'indice de performance ([2.20)),

avec

2 0
Q:[o 5 | h=T1T=1 (2.32)

Dans cet example, nous calculons le controle a énergie minimale u(tq,t2),t1,t2 € Joo =
0 1
[0,1] x [0,1] qui transfere I’état du systeme de zo = [ 0 ] vers xy = [ ) ] et minimise l'indice

de performance ([2.20]). En utilisant la procédure, nous obtenons ce qui suit :
Etape 1. En utilisant ‘D on obtient

o oo g J 0.5(i—1) 0.5(j—1)
1 0] [=1 0 t t
Dt ty) = d;: L 2
() =23 J[o _1] [0 1] T(0.5 + D) T(05( + 1))

090 (2.33)
@t t2) 0
0 Dy(t1,t2)
ou
Dy (t1, ta) A Aty + 4ty — 11.286119° — 26.326185° + .. — 11.84¢745° + . (234
By (t, ty) ~ 4ty + 4t + 11.281185° — 26.326185° + .. + 11.844715° + ..
£ 40
Notez que puisque 0 < t1,t, < 1, si i,j — oo, alors les coefficients ——2>— — 0. Par

INORN®

conséquent, dans des cas pratiques, notamment en analyse numérique, nous pouvons supposer
que ¢ et 7 sont limités par certains nombres naturels L. Dans cet example nous supposons que
L = 20.
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Etape 2. D’apres et , nous aurons

1 1
V:/ / (I)(]_—7'1,1—TQ)BQ_IBT(I)T(]_—Tl,l—Tg)dTldTQ
0 0

1 1 1
= 5/ / @2(1 — 7'1,1 — TQ)dTldTQ (235)
0 0
258.3853 0
0 258.3853 |

~
~

Etape 3. En utilisant 1} et 1} on obtient :

ﬂ(tl, tg) = Q_lBT(I)T (1 — tl, 1-— tg) V_ll'f

1101 1
== PT(1 —t1,1 —t,)V !
2 [ 10 ( ! 2) (2.36)
| 0.007¢; 4 0.007¢2 + 0.006(1 — ¢1)%% +0.007(1 — t1)1° + 0.004(1 — £1)*5 + ..
0.015t; + 0.015¢5 4+ 0.01(1 — ;)% — 0.014(1 — ;)5 — 0.008(1 — )% + ..
Etape 4. La valeur minimale de l'indice de performance est donc égale a
I(u) = x?V’le
1 [ 11
= |: 1 1 :| |:§/ / (I)2<1 —7'1,1 —Tg)dTldT2‘|
0 Jo I (2.37)

1 1

:/ / @2(1—T1,1—T2)d7'1d7'2.
0 0

~ 0.02.

La figure suivante représente la positivité de controle a énergie minimale obtenue dans cet

example.
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it L)

IS,
XA
S b,

FIGURE 2.1 — Le vecteur de controle a énergie minimale u(tq,t2)

3 Atteignabilité, controlabilité et controle a énergie mi-
nimale des systémes bidimensionnels (2D) fraction-
naires positifs a temps Continu-discret décrit par le

Modele de Fornasini-Marchesini

3.1 Trajectoire d’état et positivité

Considérons le systeme linéaire fractionnaire bidimensionnel (2D) a temps Continu-discret

décrit par le modele de Fornasini-Marchesini [59] :
Dz (t,i+ 1) = Aoz (t,i) + A1 Dfx (t,1) + Asx (t,i+ 1) + Bu(t,1), (2.38)

ou DY est la dérivation fractionnaire au sens de Caputo, 0 < a < 1, z (¢,7) € R™ est le vecteur
d’état, u (t,1) € R™ le vecteur d’entrée, les matrices Ay € R™™ pour k = 0,1,2; B € R™"™ sont
des matrices correspondants du systeme.

Les conditions initiales du systeme ([2.38)) sont données sous la forme suivante
z(t,0) € R" et 2 (0,i) € R" pour t > 0,i € Z,. (2.39)

Lemme 3.1. [59] La solution x(t,i) du systéme avec les conditions initiales x(0,1),i €
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Z, , x(t,0),t >0, est définie par

a(t, i) =Ty x(t,0) + kf; I‘?/I::a) /0 (t — )k (7, 0)dr—
- ,20 (e (ikiAf)a] /0 (= ) O)r
+ii rj(};co:i 7y %(0:)

k=0 =1
I L

o

L, pour k=1=0
AoTh—10-1 + ATy g1 + ATy,

=Th_1y-1A40 + Thy1 A1 + Thy1 Ay pourk+1> 0kl € Z,

0 pourk <0, oufetl <0

Pour simplifier la notation, on peut écrire la solution (2.40) comme suit :

1—1 t
x(t, i) = xpe(t, 1) + Z/ O(t —71,i—1—1)Bu(r,l)dr
1=0 70

ou

0 T ; t
Toe(t, i) = Toa(t,0) + v ;’2@ /0 (t — 1) a7, 0)dr—
k=1

= Ty Ao ! (k+1)a—1
Z—F[(k+1)a] /0 (t—1) z(T,0)dT+

= Tt
2 Z Tha + 00—
o Thiio1 Agthe
_ P A e D l
ZZ I'(ka+1) #(0.1)
et

o0 k1)1

B(t,i) = ZTkm

k=0
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Définition 3.1. [59] Le systéme 2D fractionnaire a temps continu-discret est dit positif
si le vecteur d’état est positif x(t,1) € R, t > 0,1 € Z, , pour toutes conditions initiales positifs

x(0,7) € R, x(t,0) € R} et toutes les entrées positifs u(t, i) € RT.
Lemme 3.2. [59] Le systéme 2D fractionnaire a temps continu-discret est positif si
i) Ag, Ay e R A= Ag+ A1 Ay € R

ii) Ay est une matrice de Metzler.

3.2 Atteignabilité

Définition 3.2. Le systéme positif est dit atteignable dans J.q = [0,t¢] x {0,1,..;3¢} si
pour toutes conditions initiales nulles , il existe un controle positif admissible u(t,i) € Ry

pour (t,i) € Jeq, tel que x(ty,if) = x5 € Ry.

Définition 3.3. La matrice du Grammien associée au systeme 2D fractionnaire a temps
continu-discret est définie par :

i1

tr
ch(ch):Z/ ®(t; —7,if —1—1)BBT®" (t; —7,if — 1 —1)dr. (2.45)
1=0 70

Théoreme 3.1. Le systeme 2D fractionnaire positif est atteignable dans J.q pour des
conditions initiales nulles si la matrice Weq(Jeq) € Ry est monomiale et le controle qui transfére
[’état du systéeme de conditions initiales nulles a l’état finale xy € R} est donné par

u(t,i) = BT (t — 1,0 — 1 = DWW (Jea)zs pour 0 < 7 < t,0 <1 < i (2.46)

C

Démonstration. Si la matrice We4(J.q) est une matrice monomiale, alors W;ll et le controle

défini par (2.46]) sont positifs.
En utilisant (2.40f), et a partir de x;. = 0, on obtient :

ip—1 ts
I(tf,’if) = Z/O @(tf—T,if—l—l)Bu(tf,if)dT
=0

ip—1

ty (247)
- Z/ Ot —71,ip—1—1)BB " (t; —7,if — | — VY)W ' dray
1=0 70

= CdW;jle = xy.

Par conséquent, le vecteur d’entrée (2.46) transfere I’état du systeme (2.38]) de la condition

initiales nulles vers ’état final ;. O
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Dans ce qui suit, nous considérons le systeme 2D fractionnaire continu-discret similaire au

systeme classique 1D décrit par :
D (t,i) = Ax(t,i) + Bu(t,1) (2.48)

ou D la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, 0 < a < 1, 2 (t,7) € R™ est le vecteur
d’état, u (t,i) € R™ est le vecteur d’entrée, les matrices A € R™*"™, B € R"*™.

Les conditions initiales du ([2.48)) sont données par :
x(0,7) € R" pour ,i € Z,. (2.49)

On se base sur les travaux de [60,61], on conclut que la solution du systeme (2.48)) présente

dans le lemme suivant.

Lemme 3.3. La solution x(t,i) du systéme avec conditions initiales x(0,7),1 € Z,., est

donnée par :

t
x(t, 1) = po(t)x(0,1) +/ o(t — 7)Bu(r,i)dr. (2.50)
0
ot
OO Aktka
o (AtY) =
#olt) = z% I'(ka+1)
o0 (2.51)
Z kt (k+1)a—1
~T (k+1

et E, (At®) est la fonction de Mittag-Leffler.

Définition 3.4. Le systeme est dit positif si x(t,i) € R, t € Ry,i € Zy pour toutes
conditions initiales positives x(0,7) € R}, et toutes les entrées positives u(t,i) € R}, t € Ry,

i€ Z,.
Lemme 3.4. Le systéeme est positif si et seulement si

AeM, et BeR™. (2.52)

Démonstration. Nécessité : Soit u(t,i) =0,t > 0 et x(0,7) = ex(k-th k =1,...,n) colonne de
la matrice d’identité I,,. La trajectoire n’existe que dans premier quadrant R’} que si la dérivée
Dg(0,i) = Aey, > 0, ce qui implique a;; > 0,7 # j. Par conséquent, la matrice A doit étre une
matrice de Metzler. De maniére similaire pour z(0,4) = 0 nous avons Dy (0,7) = Bu(0,i) > 0,
ce qui implique B € R*™, puisque u(0,7) € R arbitraire pour i € Z,.

Suffisance : En se basons sur le lemme , il est bien connu que ¢y(t) € RY*",t € Ry si
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et seulement si A € M,. D’apres la solution (2.50) il s’ensuit que si les conditions (2.52)) sont
satisfaite et x(0,7) € R, u(t,i) € RT, puis x(t,i) € R},t € Ry,i € Z,. Par conséquent, selon
la définition 3.1} le systeme (2.48)) est positif. O

Définition 3.5. Le systéme positif est dit atteignable dans [0,ts] pour i = 0,1,...,q

si pour toul vecteur d’état final donné xy € Ry, il existe une entrée u(t,i) € R, 0 <t <

tr, 0 < i < q qui transfére Uétat du systéme x(t,i) de x(0,4) = 0, i = 0,1,...,q a x5 =
$<tf):.I(tf,O)—FJ?(tf,l)+...+Jf(tf,q).

Théoreme 3.2. Le systéme positif est atteignable dans [0,ts] pour i =0,1,...,q si et

seulement si la matrice A € M, est diagonale et la matrice B € R*™ est monomiale.

Démonstration. Suffisance : En utilisant (2.50) pour ¢t = t;,i =0,1,...,q et 2(0,7) = 0,7 =
0,1,...,q, on obtient :

vy =2 (b, 0) +a (1) +. .+ (tsq) :/Ofgp(t—T)Bﬂ(T)dT (2.53)
B=|B B .. B|err™
[ u(7,0) ]
u(r) = U(T ) e R?, m=n(qg+1). (2.54)
| u(Tq) |

Nous regardons que si A € M,, est diagonale alors g (t) € R est également diagonale et si
B € R™ est monomiale alors BBT € R7*" est également monomiale. Dans ce cas la matrice

définie par :
ty L
R(ty) = / o(ty —T)BBT " (t; — 7)dr € RV (2.55)
0
est également monomiale et R™! (t;) € R'". Soit le controle défini par :
a(t) = Bl(ty —T) R (ty) 2y (2.56)

qui transfere I'état du systeme (2.48) de 2(0,7) = 0,7 =0,1,...,¢ a z;. En utilisant (2.50]) et
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(2.56]), on obtient :

2 (ty) = / "o (ty — 7) Bi(r)dr = / "o (ty— 1) BBTST (ty — r)drR 7 (t)) 2 .

ly _
= / oty — T)BBTgp(tf — T)dTR_l (tr)zp =y
0

Par conséquent, le controle (2.56|) transfere 1’état du systeme ([2.48]) & partir de toutes conditions
initiales nulles vers I'état final x;.

Nécessité : D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton on a

n—1
o) = 3 () At (2.58)
k=0
ot cx(t),k =0,1,...,n— 1 sont des fonctions non nulles du temps dépendant de la matrice A.
Une substitution de (2.58)) dans
ty N
Ty = / o(t — 7)Bu(r)dr, (2.59)
0
on obtient
vo (tr)
_ _ _ v (T
xf:[B AB ... A”‘lB] 1(‘f> (2.60)
| Un-1 (tr) ]
ol
Ly
v (tr) = / ce(r)u(ty —7)dr, k=0,1,...,n—1. (2.61)
0
Pour z; € R} donné, il est possible de calculer vy (tf),k = 0,1,...,n — 1 non négatif si et
seulement si la matrice
| B AB ... 4B (2.62)

possede n colonnes monomiales linéairement indépendantes et cela n’a lieu que si la matrice
[A B contient n colonnes monomiales linéairement indépendantes. Notez que pour vy, (t) non
négatifs, k = 0,1,...,n — 1, donc il est possible de trouver une entrée non négative u(t) € R

seulement si la matrice B € R*" est monomiale et la matrice A € M,, est diagonale. O]

42



CHAPITRE 2. CONTROLABILITE ET CONTROLE A ENERCIE MINIMALE DES
SYSTEMES BIDIMENSIONNELS (2D) FRACTIONNAIRES POSITIFS

3.3 Controle a énergie minimale

Si le systeme positif (2.48)) est atteignable dans [0,¢;] pour ¢ = 0,1,...,¢, alors il existe
généralement plusieurs différentes controles u(t) € R7 qui transfere I’état du systeme a partir
des conditions initiales x(0,7) = 0 a xy . Parmi ces controles nous recherchons un controle

u(t) € RT pour t € [0,t;] qui minimise Iindice de performance défini par :

I(a) = /0 " (1)Qu(r)dr (2.63)

ot @ € RT*™ est une matrice symétrique définie positive et Q=1 € RT*™. Le probleme de
controle a énergie minimale peut étre énoncé comme suit : Etant donné les matrices A €
Mn, B € RY™ Q € RP™™, le nombre q, t; et z; € R, trouvez une entrée u(t) € RT qui
transfere I'état du systeme de x(0,i) = 0 & x5 € R}, = 0,1,...,¢ et minimise I'indice de

performance (2.63)). Pour résoudre le probleme, nous définissons la matrice

V=V(t,Q) = /Otf oty — T)BQ_IBTQOT(tf — 7)dr. (2.64)

D’apres le théoreme , la matrice (2.64)) est monomiale et V1 € R7*" si et seulement
si le systeme positif (2.48) est atteignable dans [0,¢f] pour ¢ = 0,1,...,¢. Dans ce cas, nous

pouvons définir I'entrée
a(t) = QBT  (t; — )V 'z pour t € [0, 4] (2.65)
Notez que @(t) € R pour t € [0,1/], si
Q7' € R7™ pour toute z; € R} et V 'z € R (2.66)

Théoreme 3.3. Soit u(t) € RT pour t € [0,t;] une entrée qui transfére I’état du systéme

positif de £(0,i) = 0 a xy. Ensuite, l'entrée transfere également [’état du systéme
de (0,4) =0,i=0,1,...,q a x5 € R} et minimise l'indice de performance , c’est-a-dire

I(a) < I(a). (2.67)
La valeur minimale de l’indice de performance est €gale a
I(a) =7V ay. (2.68)

Démonstration. Si les conditions (2.66) sont satisfaites alors @(t) € RT pour t € [0,ts]. Nous

allons montrer que 'entrée transfere I’état du systéme de x(0,7) = 0,7 =0,1,...,q a x5 € R}
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Substitution de (2.65) en (2.50) pour ¢t = ¢y, et on obtient

tr _
sty = [ elty = nBalr)ar
y 0 (2.69)
:/ (,O(tf—T)BQ_léTgOT(tf—T)dTV_lwf =Ty
0

par conséquent, on conclut que les entrées u(t) et u(t),t € [0,¢f] transferent I'état du systeme

de 2(0,i) = 0,i=0,1,...,q a x5 € RY, ainsi

qui ce implique

ty B
/ o(ty — 7)Blu(r) — u(r)]dr = 0. (2.71)
0
Par transposition de (2.71)) et multiplication par V 'z, et on trouve :
ly _
/ (a(r) — ()T BTT (t; — 7)drV "z = 0. (2.72)
0

Substitution de (2.65)) en (2.72)), et on obtient

/0 "la(r) — ()] Qa(r) = 0 (2.73)
Qu(r) = BTQOT(tf — T)V_le = xy, (2.74)

et en utilisant (2.63)), il est facile de vérifier que

/O ") Qa(r)ydr /0 ") Qa(r)dr + /0 "a(r) — a@TQa(r) — a()dr.  (2.75)

Puisque le deuxieme terme du membre droit de I'inégalité (2.75)) est non négatif, le résultat

(2.67)) est confirmé.
Pour trouver la valeur minimale de I'indice de performance (2.63)), on substitue ([2.65)) dans

(2.63]) , et on obtient

ty ty B )
I(4) = / aT(T)Qﬂ(T)dT = x:]CV_l / oty — T)BQ_lBTgOT(tf _ T)dTV_le _ x?V_le
0 0
(2.76)
donc (2.68)) est satisfaite. 0
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Théoréme 3.4. Si la matrice diagonale Q) est une matrice scalaire

Q - dla‘g [qla s 7QI] S IRiLXﬁ (277)

alors l’entrée est indépendante de () et a la forme

_ by _
a(t) = BT (t; — 1) [/ oty —T)BBT " (t; — 7)dr| 2y € RY. (2.78)
0
pour toute vy € R
Démonstration. Si ([2.77)) est vrai alors a partir de (2.64) on a

V= ql ! p(t — f—1)BB p(t — f —7)dr (2.79)
1Jo

et d’apres ([2.65)), on aura
-1

_ _ tr _
a(t) = Q'BT" (ty — )V ay = BT (ty — 1) [/ o()BBT o (1)dr| ;€ R} (2.80)
0
pour toute xy € R”}. O

A partir des considérations ci-dessus, nous avons la procédure suivante pour calculer le
controle a énergie minimale qui transfere I'état du systeme de o = 0 a 2y € R} et minimise
I'indice de performances .

Procédure.

Etape 1. Connaissant A € M,,, calculez @ (t).
Etape 2. En utilisant (2.64]) calculez la matrice V', connaissant les matrices A, B, () pour
certains t;.

Etape 3. En utilisant 1} et 1} calculez le controle || pour ty et xyp € RY.

Etape 4. A laide de {D calculez la valeur minimale de l'indice de performance.

4 Conclusion

Dans ce chapitre, quelques résultats sont établis concernant la controlabilité et le probleme
de controle a énergie minimale des systemes 2D linéaires fractionnaires positifs décrit par le
modele de Fornasini-Marchesini. Pour cela, des conditions suffisantes pour 'atteignabilité et la
controlabilité du systeme en temps continu, ainsi que pour le cas en temps continu-discret, ont
été dérivées en se basant sur 'approche du Grammien. De plus, les conditions nécessaires et
suffisantes pour 'atteignabilité des cas particuliers de ces systemes, en utilisant des tests basés
sur les matrices de systemes, ont été établies. La solution du probleme de controle a énergie

minimale du systeme particulier considéré dans ce travail a été trouvée, tout en garantissant
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que les systemes restent positifs. Enfin, des exemples numériques sont fournis pour étayer nos
résultats.

Ce travail permet une compréhension approfondie de la controlabilité et du probleme de
controle a énergie minimale pour les systemes 2D linéaires fractionnaires positifs, couvrant a la

fois les modeles a temps continu et a temps continu-discret.
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Chapitre

Analyse de la stabilité des systemes

bidimensionnels (2D) fractionnaires positifs

Ce chapitre étudie la stabilité du systeme linéaire bidimensionnel (2D) fractionnaire positif
décrit par le modele de Roesser et basé sur la dérivée fractionnaire au sens de Caputo dans la
partie dynamique continu. L’objectif de cette étude est déterminer si la stabilité de ces systemes
peut étre prouvée uniquement a partir des matrices systeme. Dans cette travail, nous utilisons
une approche d’inégalités matricielles linéaires pour analyser la stabilité des modeles de Roesser
positifs en tirant parti des propriétés de positivé.

De plus, nous avons développé une condition nécessaire et suffisante qui garantit 1’existence
de controleurs a retour d’état dans un systeme linéaire bidimensionnel (2D) fractionnaire décrit
par le modele de Roesser. Cette condition garantit a la fois la non négativité et la stabilité
du systeme en boucle fermée résultant. Pour illustrer la faisabilité de nos approches proposées,

nous fournissons quelques exemples numériques.

1 Stabilité, stabilisation et stabilité robuste des systemes
linéaires bidimensionnels (2D) fractionnaires positifs a

temps continu-discret

Dans cette partie en analysons la stabilité du systeme linéaire 2D fractionnaire positif a
temps continu-discret décrit par le modele de Roesser et basée sur la dérivée fractionnaire au
sens de Caputo dans la partie continue. Etendre également les résultats aux systemes incertains

en boucle fermée.
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1.1 Formulation du probleme et positivité

Considérons le systeme linéaire fractionnaire 2D continu-discret décrit par le modele de

Roesser :
Dx"(t, i) = Apa”(t,4) + Apa®(t, 1) + Buu(t, i) (3.1a)
I’U(t,i -+ 1) = Aglfﬂh(t, Z) + AQQ.TU(t, Z) -+ BQU(t, Z) (31b)
ott DYh(t,i) = g%xh (t,7) représente la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre «,

ah(t, 1)
x¥(t,1)
les vecteurs d’états horizontal et vertical, u(t,i) € R™ est le vecteur d’entrée du systeme (3.1))
n=mn; +ny), A € [Rn1><n1’ A € Rxm2 Ay € |Rn2><n1’ Aoy € R™*™2 ot By € |Rn1><m’

Y Y

By € R™*™ sont des matrices correspondant aux systemes.

avec 0 < a < 1. z(t,1) = [ ] € R, z(t,i) € R™, 2°(t,i) € R™ sont respectivement

Les conditions initiales du systeme (3.1)) sont données par :
{2"(0,i),2°(t,0) ou t e Ry, i € Z, }. (3.2)

Le polynome caractéristique du systeme (3.1)) est défini comme suit :

} . (3.3)

Dans la suite, nous tirons quelques propriétés liées a la positivité du systeme (3.1]), basées sur
les résultats [42L|58].

Inlsa — Ay —Ap

d(s, z) = det
— Ay ITLQZ — Ay

Définition 1.1. Le systéme 2D fractionnaire est dit positif si tous les états sont positifs
pour toutes les conditions initiales positives et toutes les entrées positives , i.e

ah(t,i) € R, 2v(t,i) € R, ¢t > 0,4 € Zy et u(t,i) € RT pour 2,(0,4) € R},  x,(¢,0) € R}2.

Lemme 1.1. Le systeme 2D fractionnaire est positif si et seulement si

AH € Mnu A12 € [R:L_IXW'Q, Agl € Rian17 A22 S [R:L_QXTH, B, € [R:z_le’ By € [R12><m. (34)

1.2 Stabilité

Cette section traite le probleme de la stabilité asymptotique des systemes positifs ((3.1)).
Sur la base des concepts de stabilité pour les systemes linéaires fractionnaires positifs 1D dans

les cas continus et discrets [44,53], nous fournissons la définition suivante de la stabilité des

systemes (i3.1]).
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Définition 1.2. Le systeme 2D fractionnaire positif est dit asymptotiquement stable pour
u(t,i) =0 si

li )| =0, i Y (t,i)]] =0 3.5
Jm " @ =0, lim fla® (8,0 (3.5)
avec
sup ||J:h (O,z)” < 00, sup ||z¥ (t,0)] < oo (3.6)
1€Z teRy
respectivement.

Lemme 1.2. [95] Le systéme 2D fractionnaire est asymptotiquement stable si
d(s,z) # 0 pour (s, z) € Us,, (3.7)
ou d(s, z) est le polynome caractéristique défini dans , et
Uy = {(s,2) € C : |arg(s)| < ga, 0<a<l,|z|>1}. (3.8)

Le théoreme suivant énonce une condition nécessaire et suffisante pour assurer la stabilité

de cette classe de systemes positifs.

Théoreme 1.1. Le systeme 2D fractionnaire positif est asymptotiquement stable si et
h

A
seulement s’il existe un vecteur strictement positif A = ( \w ) > 0, tel que
An Ay

A< 0. (3.9)
A21 A22 - Ing

Démonstration. Nécessaire : En supposant que le systéeme (3.1]) est asymptotiquement stable
ie limg; oo 2(t,7) = 0 et limy; o 2V(¢,1) = 0, il résulte de la positivité du systeme qu’il existe,

TeRyet JeZ,, tel que
Dexh(t,i) <0, Az¥(t,i) <0 pour t > T,i> J, (3.10)

ou Ax¥(t,i) = x¥(t,i + 1) — x(t, 1),
la formule ([3.10]) est équivalente &

A A h(t,i
H 2 7 ’Z) <0, pourt>Teti>J, (3.11)
Ay Ap — I, z(t,1)
. . e z"(t,1) .
par conséquent, la condition (3.9)) est satisfaite pour A = (t.) >0,t>T,i>J.
x¥(t,1
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Suffisance : Soit le systeme dual (3.1)) défini par :
Dexh(t,i) = AT 2" (t,4) + AL 2" (1) (3.12a)
2V (t i+ 1) = ALa"(t,4) + ALV (¢,4). (3.12b)

Le systeme dual (3.12) est asymptotiquement stable si et seulement si le systeme (3.1)) est
asymptotiquement stable, soit V" (z"(¢,4)) et VV(z"(t,7)) est deux fonctions de Lyapunov pour

le systeme dual (3.12)), ou

Vi(ah(t, 1))
VO(z®(t,1))

Tt A (3.13a)
o (t, D)\ (3.13b)

L’application de l'opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo a I’équation (3.1p)
et de la différence finie a 1’équation (3.1p), on obtient :

DV (a"(t,i)) = D" (t, i) A"

= TNt i) A AP + 2Tt 1) Ay AP

AV (a(t,8) = &V (i + DX — (¢, 0)A"
= &Mt 1) AN — L N+ 270 (1,0) A\,

alors, on aura

All A12

A, (3.15)
A21 A22 - Ing

T
DVh(x(t,1)) T, -
=z (t,1)
AV (x(t,1))
par conséquent, si la condition (3.9)) est satisfaite, D®V"(z"(¢,i)) < 0, AV?(z"(t,7)) < 0, et
alors le systeme 2D fractionnaire positif (3.1)) est asymptotiquement stable. O]

Remarque 1.1. I] convient de noter que V" est une fonction de Lyapunov positive, et si
sa dérivée fractionnaire de Caputo par rapport & la variable continue est négative, alors V"
s’approche asymptotiquement de zéro pour toutes les valeurs de © € Z,. De méme, lorsque V"

est positif, si Uopérateur de différence de V'V est négatif, alors V' tend vers zéro.
Lemme 1.3. [2] Soit M € R™ "™ la matrice de Metzler. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

i) Il existe un vecteur A > 0 dans R" tel que M\ < 0.

it) M est la matrice de Hurwitz c’est-a-dire que toutes ses valeurs propres ont des parties

réelles strictement négatives.

ii) 1l existe une matrice diagonale positive P € R™™ satisfaisant MT P + PM < 0.
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En utilisant le théoreme et le lemme |1.3], on conclut le théoréeme suivant.

Théoreme 1.2. Le systeme 2D fractionnaire positif est asymptotiquement stable si et
seulement st :

L | An Ap

i)
Ag1 Agg — I,

i) Il existe une matrice diagonale positive P € R™ ™ vérifiant :

est la matrice de Hurwitz.

T
All A12

A21 A22 - Ing

All A12
A21 A22 - ITL2

P+P <0. (3.16)

1.3 Stabilisation

Dans cette section, nous étudions le probleme de la stabilisation d’un systeme linéaire frac-
tionnaire 2D continu-discret décrit par le modele de Roesser.

Considérons le controle par retour d’état suivant, qui garantit la stabilité du modele considéré :

xh (t,i

u(ti)= | K" K| (t0) (3.17)
xv (t,1)

oun K =| K" KV ] représente le gain de controle de retour d’état a concevoir. Le systeme en

boucle fermée (3.1)) est défini par :

Dal’h(t, Z) = (All -+ BlKh)th(t, Z) + (Alg + BlKU).’EU(t, Z) (3183)
2V(t,i 4 1) = (A9 + BoK™M)a"(t,4) + (Agy + BoaK®)a(t,1). (3.18b)

Dans le théoreme suivant, nous présentons les conditions nécessaires et suffisantes pour 1’exis-
tence d’une matrice de gain pour laquelle le systéeme en boucle fermée (3.18]) est positif et

asymptotiquement stable.

Théoreme 1.3. Le systeme en boucle fermée est positif et asymptotiquement stable pour
toutes conditions initiales positives si et seulement s’il existe X = [)\? e )\Zl, Y )\%JT e R",

yi"h,y}; ceR™ i, =1,2,..,n1,1, = 1,2,..,n0, tel que :
(
An Ay

Az Aoy — I,
ap A +bryl > 0, pour v # s,

a2\ +bly? >0, pour 1 <r

s

<
aZI\P + b2yh >0, pour 1 <r <
<r,s

A+ B (Z?hlzl ?Jz‘}; + 222:1 yfu) <0,

171<S<n_n17 (3]‘9)
—7’L2,1<S<n2,

n
rs’\s n
g na,

a2\’ + b2y? > 0, pour 1

rSs r?
| A >0,
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avec A = [a,'] , By = [b} .. .b’ka]T7 pour k,l = 1,2 et n = ny +ny. De plus, la matrice de
gain K est donnée par :
yl ynl y]_ y;jLQ
K = , =2 3.20
/\h IRYIRD VS U (3:20)
Démonstmtion Tout d’abord, nous prouvons la positivité du systeme en boucle fermée, soit

ho_
kih - >\h )
quatrleme 1negahtes de condition , on a :

k:” = “J pour i, = 1,...,n1 et 7, = 1,...,n9, a partir des deuxieme, troisieme et

( 71";)\?+brys>,\i_a1{;+bikh (A11+Bl ) >0 pOUI'?"?éS r, 8:17“5”17

(a iz)\g—kbrys)/\%—aiz—kbik” (A1 + BoKY),s >0, pour 1 <r<nj,1 <s<n—ny,
(a2l )\, +brys)71£b—a2;+bzkh (A + B1K"),s >0, pour 1 <r <n—ny, 1 <5< no,
(aZ2X2 + b2y?) 5 = a2 4+ b3k? = (Ao + BoK"), > 0, pour 1 <7, s < no,

(3.21)
alors, en utilisant le lemme , nous pouvons conclure que le systeme en boucle fermée

est positif si et seulement si les deuxieme, troisieme et quatrieme conditions sont satisfaites.
Ensuite, nous montrons la stabilité des systemes a boucles fermées positives, a partir de premiere

inégalité de condition (3.19) et par le calcul de :

AL
L 2 h v PV
SRS WL ST WS SRREE ) R e
in=1 =1 ' " 1
| A,
qui est utilisé en premiere inégalité, on obtient :
A A
H 2 41 BK|A<o, (3.23)
Agy Azg — I,

d’apres le théoreme [I.1] le dernier implique que le systéme en boucle fermée est asymptotique-
ment stable si et seulement si la premiere inégalité (3.19)) est vérifiée. Alors d’apres le lemme
, théoreme , le systeme en boucle fermée (3.18)) est positif et asymptotiquement stable si

et seulement si les conditions du théoreme [1.3] sont satisfaites. ]
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1.4 Stabilisation robuste

La stabilisation robuste, quant a elle, concerne la capacité d’un systeme de controle a res-
ter stable et a fonctionner de maniere satisfaisante dans des conditions incertaines, telles que
des variations de parametres, des perturbations ou des incertitudes externes [8,(13,27,[56,:89].
Leurs applications sont multiples, permettant aux ingénieurs de concevoir des technologies et
des systemes de controle complexes, fiables et stables dans des domaines tels que I'ingénierie
aérospatiale, les systemes électriques, la robotique et les véhicules autonomes. Dans cette partie,
nous étendons le théoreme |1.3] en nous concentrant sur les systemes linéaires a temps continu-
discret fractionnaires incertains.

Maintenant, Nous examinons a présent un systeme linéaire a temps 2D continu-discret frac-

tionnaire, caractérisé par des incertitudes polytopiques convexes décrites par :

Do (t, i) = Ap (B)a(t,7) + Aw(B)a* (L, i) + By(B)ult, i), (3.24a)

(i + 1) = Aoy (B)2"(t, 1) + Asa(B)2* (L, 1) + Ba(B)ult, i), (3.24b)

ou les matrices Ay1(f8) € R"*™ | App(B) € R Ay (B) € R™*™ | Ay () € R™*™2, By(B) €
R™*™ et Bo(5) € R"™*™ ne sont pas connus avec précision, qui est supposé appartenir a un

domaine incertain convexe borné (type polytopique) Q, k,1 = 1,2, défini par :

N N
Qg = {Akl(@%Bz(O&) ) BB =) 6 (A, Blls Y Bi=1 > 0} - (3:25)
j=1 j=1
Le systeme incertain en boucle fermée (|3.24]) est défini par :

Dea(t,4) = (An(B) + Bu(B)K")a" (t,4) + (A12(B) + Bi(B)K*)a"(t, 1), (3.26a)
2V(t, i+ 1) = (A1 (B) + Bo(B)K™)a"(t,1) + (Asa(B) + Ba(B)K?)z (t,14). (3.26b)

En nous basant sur les résultats de la section précédente, le théoreme suivant nous permet
de proposer une nouvelle approche de conception d’un controleur de stabilisation en retour
d’état afin de garantir la positivité et la stabilité des systemes linéaires 2D fractionnaires a

temps continu-discret incertains en boucle fermée.

Théoreme 1.4. Le systeme en boucle fermée est positif et asymptotiquement stable pour

toutes conditions initiales positives si et seulement s’il existe A = [)\}1‘ LAY AZJT c R,
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y&,y;’v eR™ i, =1,2,..,n1,i, = 1,2,..,n9, tel que

(4], 4,
J A+ B’ (Zlh 1 ylh + sz—l yzv) 07
A21 A22 n2

LLj\h 4 pLligh
atB Nt + Iyt >0, pour r # s,

S alZING + byt >0, pour 1 <r <ny,1 <s<n—ny, (3.27)
aZBINE 4 029yh >0, pour 1 <7 <n—mny, 1 < s < ny,
aZ2INY + b2IyY >0, pour 1 < r,s < no,

[ A >0,

, : : qT
avec Al = [a”k”] B = [blf’] e bﬁkj] , pour k,l =1,2 et n =nq +ny. De plus, la matrice

de gain K est donnée par :

yl ym yl yZQ
K = JEALE Iy 2
L\h BV A;;j (3:28)

Démonstration. A partir de 1} il est facile de voir que

( N AJﬁ Ajiz j
Zjil /8] j j A + Bj (Zzhl lyzh + sz 1yzv) 07
Ay Agy — I,
Z;V L85 [albINE + byh] >0, pour 1 # s,
S B3 (2N 4+ b7y > 0, pour 1 <r <my, 1 <s <=y, (3.29)
S By [a2M N £ b2iyh] >0, pour 1 <r < n—np, 1< s <

Z] LBy [a22INY + b27yY] > 0, pour 1 < 7, s < nog,
[ A >0,

qui est équivalent :

(All(/B) + Bl(ﬁ)Kh)TS Z Oa pour r 7é 51,8 = 17 -y N,
(A12(B) + B2(B)K")rs 2 0, pour 1 <7 < ny, 1 <s<n—ny, (3.30)
(A21(B) + B1(B)K"),s > 0, pour 1 <r <n—ng, 1 < s < ny, '
(A22(5) + B2(B)Kv)rs Z 07 pour 1 < rs < na,
et
Au(p) - An(f) +B(B)K | A <0, (3.31)
An(B) Aga(B) — In,

d’apres le lemme [L.1] le théoréme [L.1] les derniéres relations (3.30)), (3-31) impliquent que le

systeéme incertains en boucle fermée (3.24)) est positif et asymptotiquement stable si et seulement
si les inégalités ([3.27)) sont vérifiées. O
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1.5 Influence de la valeur du pas de discrétisation sur la positivité

et la stabilité

Dans cette section, nous utilisons un processus de discrétisation pour discrétiser le systeme
bidimensionnelles 2D fractionnaire & temps continu-discret (3.1)) avec la méthode des arguments
constants par morceaux [3].

Soit a € [0, 1] et considérons 1'équation différentielle d’ordre fractionnaire au sens de Caputo
Dw(t) = f(w(t)), 0<t<T,w(0)=wy. (3.32)

Basé sur [3], la discrétisation de 1’équation différentielle d’ordre fractionnaire ([3.32]) est donnée
par :

(67

Mot ) (333

Wet1 = W +

en utilisant la discrétisation fractionnaire de Caputo par la méthode des arguments constants

par morceaux, on obtient la discrétisation suivante de 1’équation (3.1n) :

h*A h*A h*B
h N h . 11 h . 12 v . 1 .
2" (k+1,1) = 2" (ki) + Tlat1) 1>x (k,i) + Tlat1) 1)1: (k,i) + Tlat1) l)u(t,z) (3.34)
ou
f(l’h(t, 2)) = Alll'h(t, Z) + Algl‘v(t, Z) + Blu(t, Z) (335)

et h le pas de discrétisation, t = jh, avec j € N*.
Ensuite, nous déduisons maintenant que le systeme (i3.1]) est discrétisé en un systeme 2D a

temps discret correspondants défini par :

ok +1,i) = Apa"(k,i) + Apa® (ki) + Bru(k, i) (3.36a)
2 (k,i+ 1) = Apa(k, i) + Agpa’(k, i) + Bou(k, 1) (3.36b)
avec
~ haAll ~ haAlg ~ ~ ~ haBl ~
A= ——""—+1, ,A1s = ———— Ay = Ay, Ao = Ay, By = ——— By = By. (3.37
11 F(@+1)+ 1 A2 Tla+ 1) 21 21, A22 22, D1 Tla+ 1) 2 1 ( )
Les conditions initiales du systeme (3.36|) sont données par :
{2"(0,i),2"(k,0) oW k € Z1,i € Z, } . (3.38)

Lemme 1.4. [52] La solution de l’équation satisfaisant les conditions initiales
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a la forme

[xhkz)] ZTkSl

2" (k,

J
+ Z Tk,jfr
r=0

(0 ] > Kyopiu(s,r) (3.39)

(s,r)ESk;
ot
Spii={(s,7) €2 x Z;0<s<k0<r<is+r#k+i} (3.40)

et

By
Kigj=Ti 15 0

+ T, v (3.41)
i—k,j—1—1 §2 y .

les T, sont des matrices de transitionq définies par :

p

Lnyn,  pourp=q=0

A A
pourp=1,q=0
-~ 0 0 -
Tpg = 0 0 : (3.42)
~ o~ pour p=0,qg=1
| Ax Ao |

ThoTp-1,4 + T Tpg-1 pourp > 0,9 > 0,p+q>1
0  pourp<0, et/ouq<0

\

Dans ce qui suit, nous présentons quelques résultats concernant la positivité et la stabilité
du systeme 2D discret ((3.36)).

Définition 1.3. [1,|52/ Le systéme 2D discret , est dit positif si pour toutes conditions
initiales positifs données x"(0,i) > 0,2%(k,0) > 0, k,i > 0, les vecteurs d’états résultants sont
également positifs x"(k,i) > 0 et 2"(k,i) > 0.

Lemme 1.5. [1|] Le systéme 2D discret est positif si et seulement si
A/H € [RTxnl, 1112 < [RTXTLQ, IZQI € [Rczr2><n1g22 € [RizXTm,El S [RTxm et EQ < [qufxm.
(3.43)

Définition 1.4. /1] Le systeme 2D discret positif est dit asymptotiquement stable si

li (k =0, 1l (k)| =0 3.44
Jm et 0 =0, o (k) (3.44)
pour ug; = 0 et
sup ||z (0,7)|| < oo, sup |l=¥ (k,0)|| < o0 (3.45)
% Z+

respectivement.
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Lemme 1.6. 1] Le systéme 2D discret positif est asymptotiquement stable si et seulement

st :
i) Il existe un vecteur strictement positif d > 0, tel que

1111 - Inl Avl2

_ d < 0. (3.46)
A21 A22 - Ing

gll 12{12

iUﬂ<A

)<t

iii) Il existe une matrice diagonale positive P € R™ ™ vérifiant :

21 A22

T

A/ll 12{12

A21 A22

gll 12{12

—~P<0. (3.47)
AQI A22

Théoreme 1.5. Considérons le pas de discrétisation h > 0. Supposons que les conditions du

lemme [1.1] soient satisfaites. On a alors l'un des cas suivants :

1 Si la matrice Ay1 est une matrice de Metzler positive, alors le systéme reste positif

pour tout pas de discrétisation h > 0.

2 St la matrice Ayy est de Metzler non positive, alors le systéme reste positif si et

seulement si

Na+1 .
0<h< —Eif% =1, .n, (3.48)
max; a;?
ol aﬁj), pouri=1,---,n, sont les entrées diagonales strictement négatives de la matrice Aq;.

Démonstration. Soit h > 0 et supposons que le systeme 2D continu-discret fractionnaire ((3.1))

est positif, c’est-a-dire Ajp € R, Ay € RIP*™M, Ay € RI?*™, et Ay est une matrice de

Metzler. Depuis 0 < o < 1 et A > 0 on obtient /le = %Am € IR’iX",ﬁgl € IRTm,ZQZ €
R™. Ainsi, d’apres le lemme , le systéme 2D & temps discret (3.36) reste positif si et
seulement si la matrice AVH € R}**™. Nous avons gn = %An +1,,, avec Ay est une matrice
de Metzler. Alors I'inégalité Zn > 0 est équivalente a la comparaison A;; > —F(zjl)]m. Il faut

alors considérer deux cas,
1. Si Aj; est une matrice positive, alors la derniere relation est évidente.

2. Si Ajq est une matrice non positive, ce qui signifie qu’au moins une entrée diagonale de la

matrice Aq; est strictement négative, car la matrice A;; n’est pas nécessairement positive.

Condition nécessaire : Puisque toutes les entrées hors diagonale de la matrice A;; sont posi-

. . I 1 . . SN . s e
tives, et celles de la matrice —%[m sont tous nuls, il sera clair que la derniere inégalité sera
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basée sur la comparaison entre les entrées diagonales de la matrice A;; et la valeur —F(Zjl)lm
Soit a ) les entrées diagonales de la matrice Aq;.
a. Il est facile de montrer que si tout a( b > 0 alors a(n) =>0> —F(zjl)fnl
b. Pour al!"” < 0 alors 0 > o}V > — (O‘H)Inl, donc
o Dla+1)
h* < —TIM (3.49)
d’ou
r
0<n< |t + (3.50)
max; )‘

Condition suffisante En supposant que la matrice A;; est une matrice de Metzler avec au

moins une entrée diagonale strictement négative, et nous prouverons que la matrice A;; est

(11) > 0 pour 7 # j, les entrées hors diagonale de la matrice

(11)

positive. Il est clair que puisque a;;
AH sont toutes positives. De plus, si a;; 7’ > 0, les entrées diagonales de la matrice AH sont

positives. Pour les entrées diagonales strictement négatives de la matrice A;; vérifiant

Q=

r 1
0<n< | Lot (3.51)
(11)‘
max; |a,;
nous avons pour toute entrée diagonale an V<o
r 1
0<pe<t@tD (3.52)
(11)
s
d’ou
r 1
allV + % >0 (3.53)
nous concluons que toutes les entrées diagonales de la matrice 211 sont positives. O

Théoreme 1.6. Le systéme 2D a temps discret est positif et asymptotiquement stable si
et seulement si le systeme 2D continu-discret fractionnaire positif est asymptotiquement

stable et les conditions du théoréme 1.5 sont satisfaites.

Démonstration. On suppose que le systeme positive 2D fractionnaire continu-discret (3.1)) est

asymptotiquement stable, alors nous avons :

All A12

A <0 pour A >0 (3.54)
Ao Agy — I,
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qui est équivalent a :

Ay — I, A
T ) (3.55)
A21 A22 - [ng
ou
_h*
d= Tl 71X (3.56)
0 1

alors on a que les conditions du théoreme [1.5 garantissent la positivité du systeme discret
obtenu, donc le systeme est asymptotiquement stable si et seulement si le vecteur d est stric-
tement positive et d’apres 1’équation on voit que les conditions du théoreme conserve
toujours la positivité du vecteur d, ainsi la stabilité du systeme discret positive obtenu

par discrétisation. O

1.6 Exemple numérique

Considérons le systeme 1} pour o = 0.5 avec les matrices

All Al?

[ 05 —018
~0.30 —0.95|’

| Il est évident que les systémes en boucle ouverte ne sont pas positifs et instables.

A21 A22

B =

En utilisant le théoreme [1.3] nous recherchons la matrice de gain telle que le systeme en

boucle fermée soit positive et stable. La solution de I'inégalité est donnée par :

A 275.04
A 46.82
= (3.57)
ou
Y1 Yo
K=|= ~—=| =[-0.59,-0.5 3.58
2]~ 050, -0, (3.5
alors la matrice de systeme en boucle fermée est égal a
—0.21 0.07
A+ BK = (3.59)
.12 0.

La figure montre la positivité et la stabilité de systeme en boucle fermée.
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FIGURE 3.1 — Le vecteur d’état z(t, 1)

2 Analyse de la stabilité des systemes bidimensionnels

(2D) fractionnaires positifs de Lyapunov

Dans cette section, nous introduisons une nouvelle classe de systemes linéaires de Lyapunov
fractionnaires bidimensionnels et a temps continu, décrits par ce modele de Roesser. Ensuite,

nous étendons les résultats de positivité et de stabilité pour ce modele.

2.1 Formulation du probleme

Considérons le systeme de Lyapunov 2D fractionnaire a temps continu suivant décrit par le

modele de Roesser :

Diat(tita) | | AY A | | 2"t t2) N a(t,ta) | | AL Al
Dya" (1, t2) Ay Ag | | 2Vt te) 2t ta) | | An As
B
+ | Tt t), (3.60)
2
l‘h(tl,tg)

y(ty,t2) :[ C, O ] + Du(ty, ta), t1,t2 € Ry,

¥ (tl, tg)
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ot Df, Dti sont des dérivées fractionnaires au sens de Caputo, 0 < a, 8 < 1. Les matrices
AV AL € R A AL, € R2X™ By € R"*™ By € R2*™ () € RP>*™ (Cy € RP*™ . D €
RP*™ sont des matrices systeme. Les matrices 2" (t1,t5) € R™*™ x%(ty,t5) € R™*" sont les états
des matrices de direction horizontale et verticale respectivement au point (t1,ts), u(ty,ts) €
R™*™ est la matrice d’entrée, y(t1,t2) € R™*™ est la matrice de sortie et ny + ny = n.

Les conditions initiales du systeme sont données par :

{2"(0,t5),2"(t1,0) ot t; € Ryt € R4} (3.61)
En introduisant les matrices du systeme ([3.60) comme :

0 0
All A12
0 0
A21 A22

1 1
All A12

1 1
A21 A22

By
By

A0 = Al = . B= , cz[cl 02].

Y

Définition 2.1. [5/,|70/ Soient les matrices E = [e;;] € R™" et ' € RP*9, le produit de
Kronecker E ® F des matrices E = [e;j] € R™" et F' € RP*9, est la matrice bloc :

FRF = [eijF]i; e € R™P*7 (362)

]:1,.....,71
Définition 2.2. [54,|70] Soit la matrice E = [e;;] € R™*™, le vecteur associe & la matrice E

est définit par :
T
vec (E) = [611, ey €m1y €125 o5 €m2y oy Clpy ooy emn] e R™. (363)
Les lemmes suivants, mentionnent quelques propriétés et regles pour le produit de Kronecker.

Lemme 2.1. [54,|70] Considérons les matrices E € R™" F € R G € R™P, et soit
X € R™ une matrice inconnue. Ensuite, en utilisant le produit de Kronecker, nous pouvons
transformer ’équation matricielle EXF = G en un systeme lin€aire de nqg équations données

par :
(E® F")vec(X) = vec (G). (3.64)

Lemme 2.2. Le systéeme de Lyapunov 2D fractionnaire a temps continu peuvent étre
transformés en un systéme linéaire fractionnaire équivalent a temps continu, a nm-entrées et

pn sorties, sous la forme :

Do zh(ty,t h(ty,t _
té‘,{ ( 1, 2) _ A :L; ( 1 2) —’—Bﬂ(tl,tQ),
Dt2$v(t1,t2) l’v(tl,tg)
_ (3.65)
_ | ah(ty,t _
gt =0 | T L pa )t e R,
x (tl,tg)
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avec des conditions initiales :

{270, t2),2%(t1,0) ot € Ry bty € Ry}, (3.66)

ot T'(ty,ty) € R™™ et TV(t1,t2) € R™™ sont respectivement les vecteurs d’état horizontal et

vertical, u(ty,ta) € R™™ et y(t1,ta) € RP"™ sont respectivement les vecteurs d’entrée et de sortie,
2 2 = 2 =~ 2 —

AeR"™ BeRYm C e RPM™ D e R gquec

A= (A0®In+fn®A1T),B:B®[n,

) ) (3.67)
et
h T N
z (tl?tz) = |: x?(tlatQ) xlg(tlatQ) e x21(t17t2) :| €R .nla
T
TV (t1,t2) = [ oy (t1,t2) x5(ty,t2) -z, (t1,t2) } e RV™2,
2 (3.68)
a(t17t2> - |: Ul(tl,tg) u2<t1,t2) cee Um(tl,tg) i| c [RN.m,
T
y(t1,t2) = [ yi(ti,t2) gt te) - yp(ti,ta) } e RV,

ot 2t (ty,ta), x8(t1, ta), ur(ty, t2), yn(ty, t2) dénoter le k-éme colonne de les matrices x"(t1, ), ¥ (t1,t2),

u(ty, ta), y(t1,t2), respectivement.
Démonstration. En utilisant le lemme [2.1] le systeme (3.65)) est obtenue. O

Lemme 2.3. [65] La solution de l’équation d’état avec des ordres fractionnaires 0 <

a, B < 1 pour une entrée arbitraire u(ty,ts) et des conditions initiales est donné par :

i’h (tl tQ) oo 00 tioq ' Eh (0 tZ) Bl 4 .
) — T‘Z '1—13012 ) + I(erl)al,jaQa " ,t
T’ (tla t2) ; ; T (ZOél =+ 1) b2 0 0 t1,to ( 1 2)
0 fioa T (0,t2) Bl (i+1)1 -
T : I Y (ty, t
+; ° T Gian + 1) 0 ] ey (1, 1)
+ i i T téaQ f! + 0 ]ial(j-&-l)az T (t t )
1] N i ’
p ]:0 J F (]QQ + 1) 1 j:'u (tl, O) B2 t1,t2 1502
S e 0 0 -
+ TH.: : 2 - I(]+ )Olga " ,t ’
jZ:; Y {F(]@Q-i‘l) zV (t1,0) ] B, ta (t1,t2)

(3.69)

62



CHAPITRE 3. ANALYSE DE LA STABILITE DES SYSTEMES BIDIMENSIONNELS
(2D) FRACTIONNAIRES POSITIFS

o
I, pourt=0,7 =0
Tij = { TvwTi1; + TnTij—1  pouri+j>0,(i,j € Z) (3.70)
0 (matrice nulle) pouri <0 et/ ouj<O0
et
Ay A 0 0
T = B Ty = (3.71)
0 0 Ay Ag
avec
Ay A
= | TR (3.72)
Agp Ag

Dans ce qui suit, nous présentons quelques résultats concernant la positivité et la stabilité

du systeme fractionnaire 2D continu ((3.65]).

Définition 2.3. [25] Le systéme fractionnaire 2D continu (3.65), est dit positif si pour des
conditions initiales et les entrées positifs données (0, ty) € RY™ z¥(t;,0) € RY™ a(ty, t,) €
IRf'm pourty,ty > 0, les vecteurs d’états et les sorties résultants sont également positifs T (t1,ts) €
RY™ Zv(ty,t5) € RY™, g (t, ty) € RY™.

Lemme 2.4. [25] Le systéme fractionnaire 2D continu est positif si et seulement st
AeM, et B,C,DER, .

Définition 2.4. [25] Le systéme fractionnaire 2D continu positif est dit asymptotique-

ment stable pour u(ty,ts) =0 si

lim  ||z" (t,t)|| =0, lm ||Z° (t1,t2)]| =0 3.73
Jim @ ()| =0, dim ()| (3.73)
pour
sup ||z (0,t2)|| < o0, sup [|2” (t1,0)] < oo (3.74)
t1ER4 to€R L
respectivement.

Lemme 2.5. [25] Le systéme fractionnaire 2D continu positif est asymptotiquement

stable si et seulement si :

i) 1l existe un vecteur strictement positif d > 0, tel que

Ad < 0. (3.75)
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ii) Re(v;) <0, pouri=1,2,...,n 0t 1,72, ...V Sont les valeurs propres de la matrice A.

i11) 1l existe une matrice diagonale positive P € R™ ™ vérifiant :
AP + PAT <0. (3.76)

Lemme 2.6. [5/,70] Si A1, \a, ...\, sont les valeurs propres de la matrice A° et piy, o, . . . i,
les valeurs propres de la matrice A, alors N\;+ uj pouri,j =1,2,...,n, sont les valeurs propres

de la matrice :
A=A"® I, +1,® A", (3.77)

Dans la section suivante, basée sur les résultats de la stabilité du systeme linéaire 2D frac-
tionnaire standard positive a temps continu décrits par Roesser dans [61], nous donnons les
conditions nécessaires et suffisantes pour la positivité et la stabilité du systeme de Lyapunov

2D fractionnaire a temps continu.

2.2 Analyse de la positivité

Dans cette section, nous introduisons la notion de la positivité du systeme de Lyapunov 2D

fractionnaire a temps continu.

Définition 2.5. Le systeme fractionnaire 2D continu , est dit positif si pour des condi-
tions initiales et les entrées positifs données x"(0,t2) € RT*", 2V(t1,0) € RT>*", u(ty, t;) € RT*"
pour t1,ty > 0, les vecteurs d’états et les sorties résultants sont également positifs x(t1,t,) €
RIX™, 2v(ty, t2) € Ry y(ty, t2) € REX™.

Théoréme 2.1. Le systéme de Lyapunov 2D fractionnaire est positif si et seulement si,
A° et A' sont des matrices de Metzler, et B € R™, C € RE*", D € RE*™.

Démonstration. Le systeme de Lyapunov 2D fractionnaire est positif si et seulement si, le
systeme standard 2D fractionnaire équivalent est positif, ainsi A une matrice de Metzler
et les matrices B, C, D sont positifs, donc en utilisant le lemme , les résultats du théoreme
2.1l sont confirmés. O

2.3 Analyse de la stabilité

Définition 2.6. Le systéme de Lyapunov 2D fractionnaire est dit asymptotiquement

stable si :

lim ||2" (t,8)|| =0 et lim [|lz° (t1,t)]| =0 (3.78)

(tl,tg)—ﬂ)o (t1,t2)—)oo
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pour u(ty,ta) =0, et

sup ||z (0,82)]| < oo et sup |2¥ (t1,0)] < oo (3.79)
to€R4 t1€ER4

respectivement.

Théoréme 2.2. Le systeme de Lyapunov 2D fractionnaire est asymptotiquement stable

st et seulement si ['une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

a) Re(Nj + ;) < 0, pouri,j = 1,2,...,n ot Ay, Ao, ...\, sont les valeurs propres de la

matrice A° et puy, i, . . . piy, les valeurs propres de la matrice A.

b) 1l existe une matrice strictement positive 6 € R™*" tel que
A% +0A < 0. (3.80)

Démonstration. D’apres le lemme la condition 1 implique directement le premier résultat.

La condition 2 est équivalente :

ARIA+T,®ATA < 0. (3.81)

En utilisant le lemme [2.1] le second résultat du théoréme donne, ott A = vec (6). ]

2.4 Exemple numérique

Considérons le systeme (3.60)) avec les matrices suivantes :

—0.5 0.1 —0.4 03
Al = (3.82)
0.1 —0.35 0.1 —04

A =

puisque les matrices A° et A sont des matrices de Metzler, le systéme est positif, et les valeurs
propres des matrices A% et A' sont {\;, Ao} = {—0.55,—0.30}, {p1, 2} = {—0.22,—0.57}

respectivement. Ensuite nous avons,

{()\1 + M1>, ()\1 + Mg), (/\2 + ,ul), (/\2 + M2)7 } = {—0.77, —1.13, —0.52, —087}

sont des parties réelles négatives. Par conséquent, d’apres le théoreme le systeme ([1.5]) est

asymptotiquement stable.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité du systeme linéaire
2D continu-discret fractionnaire positif décrit par le modele de Roesser sont dérivées. L’objec-

tif de concevoir le retour d’état du systeme de telle sorte que les systemes en boucle fermée
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soient positifs et stables a été étudié. Les conditions nécessaires et suffisantes pour résoudre ce
probleme sont déterminées a ’aide d’inégalités matricielles linéaires. Dans 'autre partie, nous
introduissons une nouvelle classe de systemes Lyapunov fractionnaires 2D a temps continus
positifs décrits par le modele de Roesser et étendons les résultats de stabilité pour ces systemes

positifs.
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Chapitre

Analyse de 'admissibilité des systemes

bidimensionnels (2D) singuliers

1 Introduction

L’admissibilité d'un systeme singulier 2D fait référence a la propriété de ces modeles d’ob-
tenir un comportement bien défini et significatif tout en maintenant la stabilité et la robustesse
[26,27,91]. Le chapitre est organisé comme suit : dans la premiere section, nous présentons la for-
mulation du probleme et définissons I’admissibilité et la stabilisation des systemes linéaires 2D
continus-discrets singuliers. Des conditions suffisantes pour I'admissibilité du systeme linéaire
2D continu-discret singulier sont abordées, le probleme de la stabilisation par retour d’état
pour ce classe de systeme est étudié. Dans la deuxieme section, des conditions suffisantes pour
I’admissibilité et stabilisation robuste pour le systeme 2D continu-discret singulier avec une
incertitude bornée en norme sont développées.

Des exemples numériques pratiques discutent de 1’équation de Darboux, des systemes spatiale-
ment interconnectés formés par des circuits électriques et un exemple académique sont fournis

pour montrer 'efficacité et 'applicabilité des résultats.
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2 Admissibilité, stabilisation des systeémes linéaires bi-

dimensionnels (2D) singuliers a4 temps continu-discret

2.1 Formulation du probleme

Considérons le systeme linéaire 2D continu-discret singulier suivant décrit par le modele de

Roesser :

Byxh(t,i) = Apah(t, i) + Anpx®(t, 1) (4.1a)

ngv(t,i -+ 1) = Aglﬂfh(t, Z) -+ AQQl’v(t, Z) (41b)

a"(t,1)
z(t, 1)
x¥(t,1) € R™ est le vecteur d’état vertical ( n = ny+ns), et By, Ajp € RM*™M |y Agy € R"2772,

ol fh(t,i) — %xh (t,4), o(t,i) = [ ] € R™, 2"(t,i) € R™ est le vecteur d’état horizontal,

avec rang(FEy) = ri < ny.

Les conditions initiales du systeme (4.1)) sont données par :

{2"(0,i),2"(t,0) ou t e Ry, i € Z,}. (4.2)

} . (4.3)

A partir de divers concepts de systémes singuliers 1D et 2D [88]89], nous présentons les

Le polynome caractéristique du systeéme (4.1]) est défini par :

Eys — An —A12

d(s,z) = det
—Ay Eoz — Ay

définitions suivantes.

Définition 2.1. Le systéme est dit régulier st

d(s,z) # 0 pour certains s,z € C. (4.4)

Définition 2.2. Le systéme est dit sans impulsion si

deg, d(s, z) = rang E; et deg, d(s, z) = rang Fs. (4.5)

Définition 2.3. Le systeme est dit asymptotiquement stable si :

lim ||2" (t,4)||=0et lim |z (t,9)| =0 (4.6)
(t,i)—>oo (t,i)—>00
pour
sup ||z" (0,4)|| < oo et sup [|¥ (t,0)]| < oo (4.7)
iz teRy
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respectivement.
Définition 2.4. Le systéme est dit admassible s’il est régqulier, sans impulsion et stable.

Remarque 2.1. Le systeme peut s’écrire sous la forme suivante

zV(ti+ 1) xv(t,1)
ou
_ E, 0 _ A A (4.9)
0 Ey ’ Ag Ago

St E =1, le systeme @ est dit standard.
Les lemmes suivants seront utilisés pour dériver nos résultats dans cette chapitre.

Lemme 2.1. ([10/36]) Le systéme standard est asymptotiquement stable s’il existe des matrices

symétriques définies positives Wiy € R™ et Wy € R™ tel que

AW, + WlAT + AWQAT — Wy <0 (410)

o W1 = diag(Wll, O), W2 = dlag(O, WQQ).

Peut également s’écrire :

AnWi + Wi AT + AW Af, Winds + A1aWar Agy <0 (4.11)
* AQQWQQA%; - W22

Lemme 2.2. [31] Soient X,Y et Z des matrices réelles avec des dimensions appropriées telles

que Z'Z < I. Ensuite, pour tout scalaire ¢ > 0 l'inégalité swivante est vérifié :

X2y +Yr2TxT < e oex? + eyTy. (4.12)

Lemme 2.3. [89] Soit les matrices ' € R™™, ¥ € RF*" et U = U1 € R™". Les propositions

sutvantes sont équivalentes :

a) Il existe une matrice 11 satisfaisant
Sym {PHET} +U <0, (4.13)
b) Les deux conditions suivantes sont satisfaites

TLOT™™ <0 ou ITT &= 0

N (4.14)
YRR <0 0u TR =0

oo Tl =0 et 1Y = 0.
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Dans la section suivante, nous étendons les résultats d’admissibilité a la classe des systemes

linéaires 2D continus-discrets singuliers .

2.2 Analyse de ’admissibilité

L’analyse de I’admissibilité du modele de Roesser consiste a évaluer la faisabilité mathématique
et physique du modele pour déterminer son adéquation a une application donnée. Cela peut
impliquer d’analyser la régularité, la causalité (sans impulsions) et la stabilité du modele, ainsi
que d’examiner sa capacité a prédire avec précision le comportement du systeme.

Dans cette section, nous donnerons un critere d’admissibilité pour le systeme en uti-
lisant une approche d’inégalité matricielle linéaire stricte. Notez que les systemes standards
sont automatiquement réguliers et sans impulsions, donc pour analyser les systemes singuliers,
nous avons dérivé l'existence des conditions pour transformer les systemes singuliers en un
sous-systeme standard.

Le processus d’établissement des conditions d’admissibilité peut étre formulé en plusieurs étapes
essentielles :

E; 0
0 E,

All A12

a partir des
Ag Az

1. Etape 1 : Extraire les matrices £ =

équations (4.1a) et (4.1D)).

2. Etape 2 : Pour des matrices E et A données, calculez le polynome caractéristique décrit

)

par Dexpression [4.3| et testez si d(s, z) # 0 pour certains s, z € C pour vérifier la condition

de régularité.

3. Etape 3 : Pour un d(s, z) donné a Pétape précédente, calculez le det, d(s, z) et det. d(s, z)

pour vérifier I’état sans impulsion.

4. Etape 4 : Pour des conditions initiales données qui satisfont SUDjez, Hmh (0, Z)H < oo et

sup,eg, ||7Y (¢,0)]] < oo, nous étudions les conditions de stabilité.

5. Etape 5 : Utiliser tous les résultats obtenus aux étapes précédentes pour vérifier les

conditions d’admissibilité.

L’analyse de I’admissibilité et de la stabilité joue un role essentiel dans les systemes électriques
pour controler et gérer les lignes électriques, garantissant ainsi un approvisionnement stable
et str en électricité. Le systeme étant bidimensionnel, les modeles acceptables integrent des
interactions spatiales telles que l'interconnexion des lignes électriques et la dynamique des

générateurs, ce qui permet d’obtenir des prédictions de stabilité plus précises [8,|72}74},97].
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Soit les matrices non singulieres Uy, Vj, € R™*™ telles que,

1 2
Akzl Akzl

3 4
Akl Akl

I, 0

U Er Vi , UpApVi = (4.15)

ot k1= 1,2, ot Ayl € Rioxre, Ayt € ROw=ra)x(m—r),
Cette décomposition peut étre obtenue via la décomposition en valeurs singulieres (SVD) de la
matrice F.

En multipliant le systeme ({.8) par U = diag(Uy,Us), et en tenant compte de ([.15]), on
obtient

ITl 0 0 .leill(t,l) Alll A112 Algl A122 I"f(t,l)
0 0 0 l‘g(t,l) . A113 A114 A123 A124 l’g(t,l) (4 ]_6)
0 0 Irg 0 "Ell)(t,l + 1) A211 A212 A221 A222 [I,"Ll}(t,l) .
0 0 0 0 l’g(t,l + 1) A213 A214 A223 A224 .Z'S(t,l)
2l (t, i)
h t.q h t
pour &l ’Z) =y-! (t, et V = diag(V1, Va).
xy(t,1) x¥(t,i
y(t, )
Soit P une matrice de permutation définie par :
I, 0 0
0 0 I, R T
P= ou PP' =1,.
0 Iy, O
0 0 0 I,
En multipliant (4.16) par P, on obtient :
]T’1 0 0 0 {L‘Ill(t,l) Alll A121 A112 A122 Jf}f(t,l)
0 [7"2 0 0 Qfll)(t,l—l—l) o A211 Aggl A212 A222 l’ll)(t,?,) (4 17)
0 0 0 l’g(t,l) A113 A123 A114 A124 l'g(t,l) ‘
0 0 0 Ig(t,l + 1) A213 A223 A214 A224 Ig(t,l)
E )i
i (t, 1) (¢, 1)
vt g h t.q
ol xl( ul) —p J]2< ’l)
2h(t, i) #(t,1)
wy(t, i) y(t, i)
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Alors le systeme (4.1)) peut s’écrire :

-.h t h h t.i
‘rl( 7Z> _ Al xl( ) —|—A2 ‘rQ( 7Z> (418)
#(ti+1) 2ty 23t )
et
h h t.i
0= 4, | DLy | 260 (4.19)
2y (t,1 )
ou
_ A A _
= | 7" 2|, E = diag(E,,0) (4.20)
A Ay
et
A Ay
A = o , pour 7 = 1..4. (4.21)
Ag? Agy’

D’apres 1'équation (4.18) et (4.19), il s’ensuit que si la matrice A4 est non singuliere, nous

pouvons transformer le systeme 2D singulier (4.1)) en sous systeme standard, tel que

[ ih(t,q)

i (t, i+ 1)

2 (t, j)

= (A, — A, A1 Ay) ,
! 2t )

(4.22)

Par conséquent, a partir de (4.22)), nous concluons que si la matrice A, est non singuliere, alors
le systeme (4.1)) est régulier et sans impulsion, également si la matrice (A; — Ay A;'A3) est
stable, alors le systeme 2D singulier (4.1)) est stable. D’apres ces résultats, nous présentons le

lemme suivant.
Lemme 2.4. Le systéme est admissible si Ay est inversible et (A} — Ay A7 As) est stable.

Sur la base de ce lemme, nous proposons le théoreme suivant pour vérifier I’admissibilité

d’un systeme linéaire singulier 2D via I'approche LMIs.

Théoreme 2.1. Le systéme linéaire 2D continu-discret singulier est admaissible sl existe des

matrices symétriques X11 > 0 ,Y59 > 0 et et une matrice Q, telles que
Sym{AF} + AYAT - EYET <0 (4.23)

ot F = XET + BE+Q, X = diag(X1;,0) et Y = diag(0, Ya,) avec E+ € R™(™™") une matrice

du rang complet.
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Démonstration. Soit U = PU et V = V PT, alors nous pouvons écrire :

Xt o X" oo
0 0 0 ¢ 0 0 XX
X—vixyvT=p 01 ) pPT— | ... ... ... .. =
X2 0 X2 0 X X4
00 0 0 |
0 0 : 0 0
.- I R
Y=V1'yvIt=p PT = =
0 Y, _ _
0 0 0 0 Y3 Y,
I O }/;121 0 Y22 |
(4.24)
et on choisit E+ et Q tels que
-E?L = V_IELT_I = [ I ] ) Q = [ Ql QQ i| = TQUT7 (425)

ou T est n'importe quelle matrice non singuliere. En multipliant les deux cotés de par la
matrice U et sa transposée, on obtient :

Sym {UAXE"U" + UAE-QU"} + UAYA"U" —UEYE"U" =

— Sym {UAVVIXVTVTETOT 4 DAV BT TQUTY +

+ UAVV YV IVT AT — UEV Yy V- TUTETOT
ce qui équivaut a :

Sym {AXET + AELQ} + AV AT — EVET =

k% * * (4.26)
= Sym +
* AyQy

« AsYI AT + AY3AT + AsYL AT + AV, AT
ou (*) représente une matrice qui n’est pas importante dans cette discussion.

D’apres (4.26]), il est facile de voir que

Sym {AsQ2} + A3Y1 AL + AY3AL + AsYL AL + AV, AL <0 (4.27)

ce qui équivaut a

_ 1-
Sym {A4 (Qz + Y3 AL + §Y4Af ) } < 0. (4.28)
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Cela implique que A4 n’est pas singuliere. Par conséquent, le systeme (4.1]) est régulier et
sans impulsion.
Enfin, nous montrons que le systeme (4.1)) est stable. Soient les matrices de transformations

non singulieres suivantes M, N,

V- I, —A ALY _ I, 0
0 I, | —A'Ay AL
pour
o | I A ALY . I, O
0 I, ’ As Ay
ensuite nous avons
_ A 0
MAN = | *° ott Ag = Ay — Ay A7 Ay
0 [nfr
et
_ X _ Y,
NTIXNT = [ b ] . NN T=| T (4.29)
*x ok x %

En multipliant (4.26)) par M a gauche et sa transposée a droite, on obtient

Sym { MAXETM" + MAE*QM™} + MAY ATM"™ — MEYETM" =

= Sym {MANN'XNTNTETMT + MANN'ELQM™} +

+ MANN'YNINTATMT - MENN'YN-INTETM”
ce qui équivaut a

A 0 X, * I. 0 A 0 0 =%
0 I,—, * % 0 O 0 I,_, * %
Ay 0 Y] % Ag 0 B I, 0 Y, % I, 0O B
0 I,_, * ok 0 I, 0 0 * ok 0 O
B % *
implique donc
Sym { Ao X1} + A1 A5 — Y1 < 0. (4.30)

D’apres (4.24)), il s’ensuit que X, et Y; sont similaires & Wy et W5 dans le lemme et par la
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condition (4.10) du lemmenous pouvons conclure que le systeme 2D continu-discret singulier
(4.1]) est asymptotiquement stable. Avec régularité et non-impulsivité du systeme (4.1)) , on peut
déduire que le systeme (4.1)) est admissible. O]

Remarque 2.2. Notez que lorsque E = I, nous obtenons E+ = 0 et les conditions du LMIs
deviennent similaires aux conditions du LMIs comme indiqué dans le lemme

pour la stabilité du systeme standard.

Remarque 2.3. Notez que le systeme dual de est admissible si le systeme est admissible,

et par utilisation le théoreme |2.1], on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 2.1. Le systeme linéaire 2D continu-discret singulier est admissible s’il existe des

matrices X117 = 0, Yoo = 0 et une matrice Q, telle que
Sym{A"F} + ATYA-E"YE <0 (4.31)
ou F=XET + B+Q, X = diag(X11,0) et Y = diag(0, Ya,).

Théoreme 2.2. Le systeme linéaire 2D continu-discret singulier est admissible pour § > 1 s’il

existe des matrices symétriques X, Y, et des matrices G , @), telles que

—EYE" 4+ Sym {AGU~T} FT 4+ BAGVT —U'GT

. y—gsym{cvry | (4.82)

ot F = XET + ELQ, X = diag(X11,0) et Y = diag(0, Yas).

Démonstration. 11 est facile de vérifier que I'inégalité (4.32)) est équivalente a

+5S A
m
Y -1

a partir du lemme , la condition (4.33|) peut s’écrire comme suit :

—EYET FT
F Y

G [U—TWT]} <0 (4.33)

—EYET FT 1
1A <0 (4.34)
F Y AT
et
_ _ —~EYET FT pUT
v -v! _ <0 4.35
& T | R (4.3
en développant (4.35)), et on obtient :
~BSym {XET + ELQ} +Y — B?EYET < 0 (4.36)
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ou équivalent a :

—28X, + (1 - B2y, =

* *

<0 (4.37)

et cela implique que X' = 0 et Y}'' = 0 pour 8 > 1.

En développant ’équation , on obtient et a 'aide de la preuve du théoreme on
montre que la non-singularité de Ay et la stabilité de sous-systeme standard . On peut
alors en déduire ’admissibilité du systeme . ]

Remarque 2.4. Le théoréme[2.1], le théoréme(2.3 et le corollaire [2.1] présentent une condition
suffisante de l'admissibilité de systeme linéaire 2D continu-discret singulier décrit par le modéle

de Roesser via l'approche LMIs, il est facile de résoudre ces LMIs en utilisant les outils Matlab
LMI.

2.3 Stabilisation du systeme 2D a temps continu-discret singulier

La stabilité est un aspect essentiel d'un systeme qui indique sa capacité a maintenir une
réponse limitée ou convergente dans le temps. Diverses approches et criteres peuvent étre utilisés
pour déterminer la stabilité d'un systeme 2D a temps continu-discret singulier [4,48,49.86/,89]. Si
les modeles de Roesser 2D singuliers s’averent instables, non réguliers ou impulsive, plusieurs
approches de stabilisation peuvent étre utilisées pour améliorer leur stabilité et garantir un
comportement souhaitable du systeme.

Dans ce qui suit, nous nous concentrons sur le modele singulier de Roesser, qui décrit par

I’équation d’espace d’état suivante :

-h t . h
ol I BN UL N (4.38)
x(t,1) xv(t,1
. , R By
ou u(t,i) € R™ est le controle et B = B e Rmm,
2

Nous supposons que la matrice d(s, z) est non singuliére (inversible) pour certaines valeurs

de s et z, c’est-a-dire
detd(s,z) = Kis'z? #£0 (4.39)

pour certains s et z, ou K;; pour i = 0,1,...,7r;5 = 0,1,...,7ry sont des coefficients réels

et dépendent des matrices F, A du systeme.
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Issue des travaux de Kaczorek et Rogowski dans |48,/56] et de Bavafa-Toosi .Y dans [10]

nous adaptons le critere de Routh-Hurwitz au systeme 2D a temps continu-discret singulier.

Théoréme 2.3. Le systéme 2D continu-discret singulier décrit par le modéle de Roesser est
asymptotiquement stable si tous les coefficients K;;j du polynome caractéristique d(s,z) sont

positifs, ou
det d(s, z) = Kjs'2. (4.40)

La stabilisation consiste a développer des mécanismes de controle pour établir la stabilité
dans un systeme initialement instable [1426./56|,74194]. Le retour d’état est une stratégie typique
de stabilisation dans laquelle les variables d’état du systeme sont surveillées et utilisées pour
produire un signal de controle qui modifie le comportement du systeme. L’objectif est de fournir
des gains de rétroaction appropriés qui stabiliseront le systeme et garantiront que le systeme
en boucle fermée est également régulier et sans impulsion, garantissant ainsi les performances
souhaitées.

Dans ce cas, considérons le nouveau controle qui garantit I’admissibilité de la classe de

modele considérée
Tp (t,1
u(t.i) = [ K, Kz][ g ;] (4.41)
ou K = [ K, K, ] est le gain de controle de rétroaction a concevoir. Ensuite, le systéeme en

boucle fermée est défini par :

x"(t, 1)

E — | A+ BK |

7 (t,1) ] (4.42)

x¥(t,1) xv(t,1)

Théoreme 2.4. Le systeme linéaire 2D continu-discret singulier en boucle fermée est admis-
sible pour B > 1 s’il existe des matrices symétriques X, Y, des matrices non singulicres G, R

et une matrice (), telles que

~EYE"+Sym{AGU T+ BRU}  F'+BAGVT + BRV' -U-GT ]
* Y — 5 Sym {G‘_/T}
(4.43)
avec la matrice de gain
K =RG™! (4.44)

et F=XFE+ E+Q, X =diag(Xy;,0) et Y = diag(0, Yas).
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Démonstration. Le systeme singulier en boucle fermée est admissible pour un scalaire § > 1 s'il

existe des matrices symétriques X, Y, une matrice () et une matrice non singulieres G, telles

que
—EYE" + Sym {(A+ BK)GU""} FT +B8(A+ BK)GVT —U'GT L0, (445)

* Y — BSym {GVT} ’ '
si on faire un changement de variable R = KG, la condition (4.43) est donnée. O

3 Admissibilité, stabilisation robuste des systemes linéaires
bidimensionnels (2D) singuliers & temps continu-discret

incertains

Dans cette section, nous étudions le probleme robuste de la stabilité et de la stabilisation
pour les systemes linéaires 2D continus-discrets singuliers incertains.
La stabilisation robuste des systemes 2D continus-discrets singuliers avec une incertitude bornée
en norme implique la création d’un controleur capable de stabiliser une certaine classe de
systemes dynamiques donnée par un modele 2D. Le controleur doit étre capable de gérer les
incertitudes ou les perturbations dans des limites spécifiques et de garantir que les états ou les
sorties du systeme convergent vers une condition souhaitable malgré 'existence de ces incer-
titudes. Cette conception de controle nécessite souvent l'utilisation des techniques de controle

robustes pour garantir la stabilité et les performances en présence d’incertitudes.

3.1 Formulation du probleme

Considérons le systeme linéaire 2D continu-discret singulier suivant décrit par le modele de

Roesser avec une incertitude bornée en norme :

h t B h t 5
E (9 | _ Al” (8, + Bu(t, 1) (4.46)
x¥(t, i z¥(t,1
ol les matrices A, B définies par :
A B|=[A+n4 BraB], (4.47)

avec

AA=HJFL,, AB=HJL,
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ou A, B, H, L, Ly, sont des matrices constantes connues avec des dimensions appropriées. La

matrice incertaine F satisfait :
F(w)F(w) < T (4.48)

oll w € (), avec €2 est un ensemble compact dans R.

En adoptant les résultats d’admissibilité précédents, nous introduisons la définition suivante

du systeme 2D singulier incertain (4.46)).

Définition 3.1. Le systéme linéaire 2D continu-discret singulier non forcé avec incertitudes

/.40) est dit robustement admissible pour toutes les incertitudes satisfaisant ,, 7

les conditions suivantes sont satisfaites :
1) S’il existe des matrices symétriques X171 = 0 ,Yao = 0 et une matrice Q, telle que
Sym {AF} + AYAT — EYET <0 (4.49)
ou F=XE+ E*Q, X =diag(Xi1,0) et Y = diag(0, Yas).
2) S’il eziste des matrices symétriques X, Y pour > 1 et des matrices G, Q, telles que
_EYE" + Sym {AGU—T} FT 4 BAGVT — U-'GT
_ <0 (4.50)
* Y — fSym {GVT}
ou F=XE+ EtQ, X =diag(Xi;,0) et Y = diag(0, Yas).

Au vu de la définition [3.1) dans le théoréme suivant nous allons dériver les conditions

suffisantes d’admissibilité du systeme 2D singulier incertain (4.46|).

Théoreme 3.1. Le systeme linéaire 2D continu-discret singulier avec incertitudes est robuste-

ment admissible si ['une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :

1) S’il existe des matrices symétriques X113 > 0 Yoo > 0 et une matrice Q, un scalaire € > 0,

tel que
Sym{AF} — EYE"T + eHH" AY FTLT

* Yy YILT
<0 (4.51)

* * —el

ot F = XE + E*Q, X = diag(X11,0), Y = diag(0,Ys) et Y = diag(8, Ya), 8 est

n’importe quelle matrice non singuliere.
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2) S’il existe des matrices symétriques X, Y pour f > 1 et des matrices G, Q, un scalaire

e >0, tel que

—EYET 4+ Sym {AGU T} + eHH"  F' + BAGVT —U~'GT U'G"LT

* Y — 3 Sym {GVT} BVGTLT <0
* * —el
(4.52)
ou F=XE+ EtQ, X =diag(Xi;,0) et Y = diag(0, Yas).
Démonstration. Par complément de Schur, l'inégalité (4.51)) est équivalente a ceci :
S AF} — EYET AY H H ! FTLT ! FTLT
ym{AF} = - | te +et ! <0 (4.53)
* -Y 0 0 YLT YLT

selon le lemme 2 et I'inégalité (4.53)), pour tout F satisfaisant (4.47), (4.48)), I'inégalité suivante

est donne :

sym{AF}+AYAT_EYET: Sym{le} — EYET Ay

* Y
Sym {AF) — BYET AY it
:[ym{ } |+ ?[LIF LY}
* -Y 0
FTLT
1 SL"T[HT o}<0.
YIT

La premiere condition est donc établie. Pour la deuxieme condition, la preuve est similaire. [

3.2 Stabilisation robuste du systeme 2D continu-discret singulier

Dans cette section nous sommes désormais en mesure de présenter une condition suffisante
pour une stabilisation robuste du systeme singulier 2D incertain (4.46|).

Considérons le controle par retour d’état (4.41]). Ensuite, le systéeme en boucle fermée est

défini par :
h t . B N h t .
PIEAR —[A+BxK | 7 (%,9) (4.54)
x¥(t, 1) x¥(t,1)
ol
A+ BK = (A+ BK)+ HF (L, + L,K) . (4.55)
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Théoreme 3.2. Le systeme en boucle fermée est robustement admissible pour > 1 s’il

existe des matrices symétriques X, Y et des matrices G, @), un scalaire € > 0, tel que

= FT 4 BAGVT 4 BBRVT —U-\GT  U-GTLT+0-'RTLY
* Y — fSym {GVT} BVGTLT 20 (456)
* * —el
avec la matrice de gain
K =RG™! (4.57)

ou F=XE+ EtQ, X =diag(Xy;,0), Y = diag(0,Ys)
et Z=—EYE" + Sym {AGU" + BRU "} + eHH".

Démonstration. 11 s’ensuit que (4.47) et (4.55) sont similaires, alors si nous remplagons A, Ly
par A+ BK, Ly + Ly K respectivement dans (4.52)) et nous faisons le changement de variable
R = K@, la condition (4.56)) s’ensuit. O

3.3 Exemples numériques

Pour valider I'approche proposée, nous présentons ci-dessous des exemples visant a tester
les méthodes que nous avons exposées précédemment, ainsi que les résultats théoriques que
nous avons développés dans les sections précédentes. Il convient de noter que ces exemples
concernent I’équation de Darboux, les circuits électriques actifs formant des systemes spatiale-
ment interconnectés, ainsi que quelques exemples académiques. Afin de garantir 'existence et

la résolution des conditions d’admissibilité, nous utilisons Matlab (LMI Toolbox).

Exemple 3.1. Dans cet exemple nous appliquons nos résultats sur l’équation de Darboux
pour des valeurs de coefficients réels : ag = 0.2, ay = =3, ay = —1,b = 0.3, f(z,t) = 1, alors

nous aurons :

A:

~3 3.2] [0.3]
B= (4.58)
1 -1 0

D’apres [20], le systéme en boucle ouverte dans ce cas n’est pas stable, donc le systéme n’est
pas admissible.
Notre objectif est ensuite de calculer un contréleur de retour d’état donné par la matrice de

gain tel que le systeme en boucle fermée soit asymptotiquement stable.

En utilisant les LMI avec le parametre 5 = 2, nous obtenons l’ensemble de solutions
LMIs suivant :
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¥ — 10-10 0.4138 0 v _ 1010 0 0
0 0]’ 0 0.4138
= [0 0}

g0 | 02007 0.5019
—0.0820 0.4549

o [ 0.0013  0.1009 }

K= [ 6.3364 13.9304 } .

La figure du systeme équivalent en boucle fermée est la suivante

Pty

FIGURE 4.1 — Réponse en boucle fermée de r(t,1)
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1.2.

s(t.i)

FIGURE 4.2 — Réponse en boucle fermée de s(t,1)

Nous concluons que ce systeme est stable, donc admissible.

Exemple 3.2. Dans cet exemple, nous avons appliqué nos résultats pour étudier la stabilité
robuste des circuits électriques actifs qui forment des systémes spatialement interconnectés,
comme indiqué dans les références [7,19,84,97]. Dans la figure suivante, les interconnerions

entre les unités de circuit sont représentées visuellement par la figure [{.3

P(til) f(t) i titl )
i > > -
S' J S { S { i(t)
Ut-1) i-1 Util) L Uti) i+l Uti+1)
e r—f—] = - —— -
(a)
it L R, e() i)
- — :
it i
R,/ | & c

Udfti-1) Uit}

(b)

FIGURE 4.3 — Circuit électrique en tant que systeme spatialement interconnectés.

Chaque unité de circuit électrique dans un systeme interconnectés est généralement représentée

par un bloc ou une partie du circuit, et les interconnexions entre ces blocs controlent la maniére
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dont les signaux circulent et interagissent au sein du circuit. Les interconnexions sont fréquemment
créées en connectant la sortie d’une unité a l'entrée de la suivante, ce qui donne lieu a une
séquence ou une série d’unités. Dans ce cas, nous prenons les circuits électriques actifs intercon-

nectés par quatre unités de circuits simulés par [97] et exprimés en utilisant la loi de Kirchhoff

par
D L let,i) int i) + i) — sl 1)
L 5 (4.59)
L ZLdt7Z = —Uc(t,i) = Ryig(t, i) + Uo(t,i — 1) — e(t, i)

ou t est un temps continu, iy (t,1) est une source de courant contrélée dominée par la tension

iU(tJ) = ")/Uc(t,Z - 1)

L’équation peut étre écrite sous la forme de systéme 2D continu-discret singulier suivant :

100 % . 1- RiC % ¢ _% 0
0100 |2t -1 1-& 1 g ot (t, i —1

azv(ti) | ) + w(t, 1)
0010 5 1 0 0 z(t,1) 0
00 0O 0 0 0 -1 0

(4.60)
ouah(t,i) = [UX(t,i) iL(t,i)], a(t,i) = [UT(t,i — 1) iF(t,5)]" Uentrée estu(t,i) = e(t,q).
Considérons le paramétre v = 0,1, linductance L = 0,05 4+ 10%, la capacité C = 0,04 F,
les résistances Ry = 1€2, Ry = 1012.
En utilisant la décomposition en valeurs singuliéres (SVD) et certaines opérations algébriques,

nous pouvons exprimer le systeme sous la forme de systéme 2D continu-discret singulier

avec !

1000 ~1 1 0.1 001 0
0100 ~0.80 —19 20 —20 —20

E= . A= . B= . (4.61)
0010 004 0 0 1 0
0000 ~1 0 0 0.04 0

Considérons maintenant l’incertitude des systemes définie par :

0 0 0 o0 0
—0.0d0; —0; —0; oy i
AA = G IV P (4.62)
0 0 0 0
0 0 0 0
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Le parameétre o; varie dans Uintervalle [—1, 1], et lincertitude s’exprime sous la forme

de comme :

T
Hz[o —04 0 o] , L1=[0.1 25 —25 2.5}, L2:[2.5] et F(w) = o,

Ainsi, en résolvant les LMI avec le paramétre [ = 2, nous obtenons [’ensemble de

solutions LMIs suivant :

—21.1831 0.2646 0 O 00 0 0
B 0.2646  21.1831 0 O v — 0 0 0 0
0 0 00| 0 0 0.9432 1.0858
0 0 0 0 0 0 1.0858 0.9432
Q= | —0.3169 10.5525 —2.1337 24.4415 ]

5.6845 1.8883 1.2048 —0.7419
—1.7398 0.9469 0.6642 —0.5195
—1.0545 0.4863 0.9556 0.5061

0.3318 0.0077 0.2535 1.2955

R = [ —0.2641 —0.0821 —0.0609 0.6187}

K = [ —0.0734 0.1929 —-0.2691 0.6180 } , €=21.1831.

La figure suivante représente ’état du systeme en boucle fermée avec la matrice de gain obtenue,
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U ) (V)

Space i L]

Time t (=)

FIGURE 4.4 — Réponse en boucle fermée de Uq(t, 1)

e

-0.2 DL

Elo I 5 S

2] st

B, -0l

CDECH

R

Add

3 0 g
Space | Time t (s)

FIGURE 4.5 — Réponse en boucle fermée de iy (¢,7)
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Space | 00

Time t {g)

FIGURE 4.6 — Réponse en boucle fermée de Uq(t,i — 1)

Les résultats de simulations représentés dans les figures [{.J)[4.5]4.9 révélent 'admissibilité
de systeme 2D singulier dans cet exemple.

Notez que dans 1@/ la stabilité des systémes interconnectés a été étudiée a [’aide de ’algo-
rithme de controle d’apprentissage itératif de type PD, qui a €té étudié par les transformant en
systémes unidimensionnels et en les supposant causals ( sans implusion), puis en les conver-
tissant en itérations pour concevoir des observations de cas, ce qui peut présenter certaines
erreurs dans les études de ce systeme. Dans cette simulation, les systémes interconnectés ont
été etudiés directement en utilisant les résultats prouvés dans cet chapitre, en plus de rendre le

systéme stable en garantissant l’absence d’impulsions (causalité).

Exemple 3.3. Considérons le systeme 2D continu-discret singulier avec

1 000 -1.3 04 06 04 —0.2
1 . —0. . . 4

5o 0 00 A= 0.7 09 05 0.3 . B- 0
0000 02 04 0 04 0.25
0001 04 05 05 -1 0.2

Dans ce cas, il est clair que rang E = 3. Ensuite, nous exprimons le matrice E+ comme
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suit :

o = O O

on trouve alors que EE+ = et rangE+ = 1.

o O o O

On choisit la permutation des matrices suivante U,V

1000
_ 0100
U=V = , pour UUT =vvT =1
0011
0010
tel que,
1 000 —1.3000 0.4000  0.4000 0.6000
L 0100 o 0.7000  —0.9000 0.3000 0.5000
UEV = . UAV =
0010 0.4000  0.5000 —1.0000 0.5000
0000 0.2000  0.4000  0.4000 0

On remarque que la matrice Ay = 0 dans ce cas est singuliere, alors le systéme en boucle ouverte
n’est pas sans impulsion, cela signifie que ce systéme n’est pas admissible.

En utilisant notre résultat principal du théoréeme pour vérifier l'existence de la matrice
de gain K, tel que le systéme en boucle fermée est admissible. Ainsi, en résolvant les LMIs

avec le parametre 3 = 2, nous obtenons l’ensemble suivant de solutions LMIs

217.0693 36.1828 0 O 0 0 0 0

_ | 36.1828 217.0693 0 0 v — 0 0 0 0
0 0 00| 0 0 53.4686 79.9901
0 0 0 0 0 0 79.9901 53.4686

Q:[o 0 55.6527 —38.9877
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64.2395 34.2930 188.8218 —95.8843
—14.4818  80.7758  68.2273 —45.9648
—45.4094 —37.0577 84.4394  59.1387
—156.6226 —63.3465 42.6456 —34.9323

R = [ —24.5960 —176.2427 —394.3871 123.6662 }

K = [ —0.4992 —0.3853 —0.3784 —0.5244 } .

Par conséquent, par le théoréeme nous conclurons que le systéme en boucle fermée

est admaissible pour la matrice de gain K obtenue.

Maintenant, nous €évaluons les conditions d’admissibilité du systeme en boucle fermée en

utilisant notre lemme pour valider son adéquation.

Nous avons

1.1039  0.8060  0.7896  0.3565
0.3078 —1.7120 0.1209  0.3870
—0.0451 —0.1075 —0.2370 0.4544
0.2039  0.0940 0.3104 —0.9565

A, =

ou A. = A+ BK, Il est alors facile de vérifier que

—1.1039 0.8060  0.3565  0.7896
0.3078 —1.7120 0.3870  0.1209
0.2039  0.0940 —0.9565 0.3104

—0.0451 —-0.1075 0.4544 —0.2370

UAV =

tel que Ay = —0.2370 n’est pas singulier, et

—1.2542 0.4478  1.8705
A = 0.2848 —1.7668 0.6187
0.1448 —0.0468 —0.3613

ol Ay = Al — A A Aes. En résolvant les LMI , le réalisable suivant
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0.3487  —0.0839 0 0 0 0
Wi=1] —0.0839 03487 0|, Wa= [0 0 0
0 0 0 0 0 0.0170

Cela implique que le sous-systeme standard obtenu est stable, ce qui indique son admissibilité.

Les figures suivantes confirment les résultats obtenus.

FIGURE 4.7 — Réponse en boucle fermée de x%(t,1)
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FIGURE 4.8 — Réponse en boucle fermée de z(t, )

0.1

0.05

-0.05-

FIGURE 4.9 — Réponse en boucle fermée de z¥(t, 1)

Dans cette partie, nous examinons le méme exemple mais en prenant en compte un pa-
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rametre incertain F(w) = cos(w) et la matrice suivante :

T
H:[0.5 0.1 0.2 0.9} , le[l 10 0.5], L2=[0.5]

Ainsi, en résolvant les LMIs avec le parameétre 5 = 2, nous obtenons l’ensemble suivant
de solutions LMIs,

23495 —0.8726 0 0
0 0 0 0
—0.8726 23495 0 O
X = , Y=10 0 —0.4672 —3.5509
0 0 0 0
0 0 —3.5509 —0.4672
0 0 0 0

Q=10 0 1.6863 —5.2638]

2.2728 —2.0609 09761  0.5191
—0.8544 1.6034 —0.3776  1.3666
0.1130 —2.2625 1.7517  2.1971
—0.0058 — —0.4556 0.8319 —1.5380

R= [ —2.5960 3.3698 —4.4459 —1.3258 }

K = [ —1.8810 —2.0406 —0.7010 —2.5876 } , €= 2.3495.

Par conséquent, a partir du théoréme (3.9, nous conclurons que le systéme en boucle fermée est

admissible avec la matrice de gain K obtenue.

4 Conclusion

Dans ce chapitre, une analyse de 1’admissibilité et de la stabilisation robuste de systeme
linéaire 2D continu-discret singulier est étudiée. Des conditions suffisantes pour I’admissibilité,
ainsi que des résultats de stabilisation robustes basés sur des inégalités matricielles linéaires
strictes ont été développés. Notre nouvelle approche est basée sur une matrice de gain, un
controle par retour d’état, une décomposition en valeurs singulieres et un parametre incertain,
validés par des conditions LMIs. Quelques exemples numériques illustratifs sont également

donnés pour montrer 'effet et la précision de nos résultats.
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Conclusion

Ce travail tente de fournir une approche tres générale sur la commande de certaines classes
de systémes bidimensionnels positifs fractionnaires/singuliers. La principale contribution de
cette these est présentée comme suit :

Dans la premiere partie, nous établissons plusieurs résultats clés concernant la controlabilité et
le probleme de controlatéral a énergie minimale pour les systemes linéaires 2D continus frac-
tionnaires positifs décrits par le modele de Fornasini-Marchesini. Nous obtenons des conditions
suffisantes pour la controlabilité de ces systemes, en utilisant ’approche du Grammien. De plus,
nous établissons les conditions nécessaires et suffisantes pour des cas spécifiques au sein de ces
systemes, en utilisant des tests basés sur des matrices systemes. Nous fournissons également
une solution au probleme de controle a énergie minimale pour le systeme particulier considéré,
garantissant que les systemes maintiennent leur positivité. Pour illustrer nos conclusions, nous
incluons des exemples numériques qui servent de preuves a ’appui de nos résultats.

Dans la deuxieme partie, nous dérivons les conditions nécessaires et suffisantes pour assurer la
stabilité d’un systeme linéaire 2D continu-discret fractionnaire positif décrit par le modele de
Roesser. L’objectif est de concevoir le retour d’état du systeme de telle sorte que les systemes en
boucle fermée soient positifs et stables. Les conditions nécessaires et suffisantes pour résoudre
ce probléeme ont été établies. L’analyse de I'influence de la valeur du pas de discrétisation sur la
positivité et la stabilité, a été étudiée, aussi nous avons introduit une nouvelle classe du systeme
de Lyapunov fractionnaires 2D positifs a temps continu décrits par le méme modele considéré,
les conditions nécessaires et suffisantes pour la positivité, la stabilité des systemes de Lyapunov
fractionnaires 2D a temps continu sont dérivées.

La derniere partie traite une analyse complete de ’admissibilité et de la stabilisation robuste des
systemes linéaires 2D continus-discrets singuliers. Les conditions suffisantes pour I’admissibilité,
ainsi que des résultats de stabilisation robustes basés sur des inégalités matricielles linéaires
(LMI) ont été développés. Nos résultats fournissent un cadre pour la conception de controleurs

stabilisateurs pour des systemes linéaires 2D continus-discrets singuliers, et offrent un apercu de
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I'impact de la singularité sur leur stabilité et leur controle. Illustration des exemples numériques

et des applications physiques sont également donnés pour illustrer les résultats.
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Résumé

Titre : Sur la Commande de certaines classes de Systemes Bidimensionnels Po-

sitifs Fractionnaires et/ou Singuliers

Résumé : Cette these traite de la commande des systemes linéaires bidimen-
sionnels (2D), incluant les systémes fractionnaires positifs et singuliers, en se fo-
calisant sur deux aspects majeurs : la controlabilité et la stabilité. Dans ce cadre,
les conditions d’atteignabilité et de controlabilité des systemes 2D fractionnaires
positifs, a temps continu (resp. continu-discret), décrits par le modeéle de Fornasini-
Marchesini, sont établies par I'utilisation de I’approche du Grammien, ce qui per-
met de résoudre plus aisément le probleme de contréle a énergie minimale pour
ces systemes. En parallele, les conditions de stabilité et de stabilisation robuste
des systemes 2D fractionnaires positifs, décrits par le modele de Roesser a temps
continu-discret, sont également tirées. De plus, des critéres garantissant la positi-
vité et la stabilité lors de la discrétisation du modele continu-discret sont exposés.
Enfin, les conditions d’admissibilité et de stabilisation robuste pour les systémes
2D singuliers a temps continu-discret sont déterminées a ’aide des inégalités ma-
tricielles linéaires strictes (LMIs). Ces travaux sont complétés par des exemples

numériques et des applications pratiques qui illustrent les résultats obtenus.

Mots clés : Commandabilité- Systemes singuliers- Systemes fractionnaires- Systemes

2D- Systemes Positifs- Admissibilité- Robustesse.
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Résumé

Title : On the Control of Certain Classes of Positive Fractional and/or Singular

Two-Dimensional Systems

Abstract : This thesis addresses the control of two-dimensional (2D) linear sys-
tems, including fractional positive and singular systems, focusing on two major
aspects : controllability and stability. In this context, the reachability and control-
lability conditions of continuous-time (or continuous-discrete) fractional positive
2D systems, described by the Fornasini-Marchesini model, are established by utili-
zing the Gramian approach, which facilitates the resolution of the minimum energy
control problem for these systems. Concurrently, the stability and robust stabiliza-
tion conditions of fractional positive 2D systems, described by the Roesser model
in continuous-discrete time, are also derived. Furthermore, criteria ensuring posi-
tivity and stability during the discretization of the continuous-discrete model are
presented. Finally, the admissibility and robust stabilization conditions for singular
2D systems in continuous-discrete time are determined using strict linear matrix
inequalities (LMIs). These works are complemented by numerical examples and

practical applications that illustrate the results obtained.

Keywords : Controllability- Singular Systems- Fractional Systems- 2D Systems-
Positive Systems- Admissibility- Robustness.
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