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Introduction

Les origines de la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromor-
phes remontent aux théorémes classiques de Weierstrass (1876) et Picard (1879). Ce
dernier a etabli le fameux résultat " une fonction entiére transcendante prend tout
nombre complexe comme valeur, sauf peut-étre un ", puis Hadamard (1893), Borel
(1897) et Blumenthal (1910) ont essayé d’entrainer une description quantitative et
étendre le résultat de Picard aux fonctions méromorphes. C’était R. Nevanlinna,
qui a obtenu une telle tentative en (1925) en établissant la théorie de la distribution
des valeurs des fonctions méromorphes qui a été salué par H. Weyl (1943) comme
I'un des rares grands événements mathématiques de notre siécle.

Depuis une trentaine d’années, cette théorie est devenue un outil indispensable
dans I’étude des propriétés des solutions méromorphes des équations différentielles
complexes. Plusieurs groupes actifs de mathématiciens dans des pays différents ont
joué un role remarquable dans ce domaine tel que : Ablowitz, Halburd et Herbst
([1]), B. Belaidi ([2]), et Chen ( [4], [6], [7],[8] ). Des résultat importants ont été
établis. Récemment, la recherche des solutions méromorphes ayant des poles de
multiplicité uniformément borné suscite de grand intéréts. Ainsi, une question im-
portante se pose : si cette condition n’est pas vérifiée, qu’en est-il pour les propriétés

des solutions méromorphes? Ce probléme sera considéré dan ce travail.

Ce mémoire est composé d’une introduction et de deux chapitres. Dans le premier
chapitre, on va citer quelques notions préliminaires de la théorie de R. Nevanlinna
ainsi que quelques différence analogues sur la théorie de R. Nevanlinna. Dans le

deuxiéme chapitre, on va étudier les propriétés des solutions méromorphes des équa-



tions différentielles linéaires de la forme

An(2) f(z+n) 4+ AL(2) [ (2 4+ 1) + Ao (2) f(2) = Anya (2),

ouA;(z)(j=0,1,--- ,n,n+ 1) sont des fonctions méromorphes. On obtient quelques
estimations sur l'ordre de croissance des solutions méromorphes, et on considérera
ensuite le défaut et les points fixes des solutions méromorphes de ces équations.

Enfin, on donnera quelques exemples illustratifs.



Chapitre 1

Quelques Eléments de la Théorie

de Nevanlinna

1.1 Eléments de la théorie de R. Nevanlinna

On va citer quelques définitions, notations et résultats dont on aura besoin par la

suite, voir Hayman [10] et Laine [17].

1.1.1 Fonction caractéristique de Nevanlinna

Théoréme 1.1.1 (formule de Jensen) Soit f une fonction méromorphe telle que
f(0) #0;00 et ay,ag, -+ ,a, (respectivement by, by, - - - , b, ) ses zéros (respectivement

ses poles), chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

1 [ . r r
ln\f(0)|:—/ ln‘f(rew)‘dgo—l—zm—— Zln—.
27 Jo _ L7 - |a;]
[bj|<r aj|<r
Preuve. On démontre le théoréme dans le cas ou f ne posséde ni zéros ni poles sur

le cercle |z| = r. Considérons la fonction

2 - 2

¢ —a; ¢ — bz
9(z) = f(Z)H\aj|<rm/H‘bj<r'r (z — 23»)'



Alors g # 0,00 dans le disque |z| < 7 et In|g(z)| est une fonction harmonique.

D’apres la formule de la moyenne d’une fonction harmonique, on a

1 2T ]
In|g(0)| = %/0 In ‘g(re“pﬂ de.

D’autre par

r r
0) = )| g 1cr— /I 1p | cp—.
g( ) |f( )| laj]< ’a]’/ |bj|< ’b]’
Pour z = re* on a .
r?—az | | rP—are¥ | .
r(z —ay) o (ret — a;) N
et o _
r?—bz| | rP—bre” | )
r(z —b;) r(re’ — b;) o

(1.1.1)

(1.1.2)

D’ou |g(re™)| = |f(re*¥)|. De (1.1.1) et (1.1.2), on obtient la formule de Jensen.

Définition 1.1.1 Pour tout réel x > 0, on définit

n B _ (lnz; si x>1
InTx = max(ln Z, 0) - {0; 51 0 <x<1

Définition 1.1.2 (Fonction a-points) Soit f une fonction méromorphe. Pour

tout nombre complexe a, on désigne par n(t, a, f ) le nombre de racines de I’équation

f(2) = a situées dans le disque |z| < t. Chaque racine étant comptée un nombre

de fois égal a son ordre de multiplicité et par n(t,o0, f ) le nombre de poles de la

fonction f dans le disque |z| < ¢. Posons

t

N(r,a,f):/or n<t7a7f>_n(0’a7f)dt+n(0,a,f)lnr, a # 0o

et

Moo, ) =N ) = [ el onfoe])

dt +n(0,00, f)Inr



N(r,a, f) est appelée fonction a—points de la fonction f dans le disque |z| < 7.

Lemme 1.1.2 Soit f une fonction méromorphe avec a—points aq, as, - , a, dans
le disque |z| < 7 tel que 0 < |aq] < |ag| < -+ < |a,| < r, chacun étant compté avec

son ordre de multiplicité. Alors

"n(t,a, f) ., ["n(ta f)—n(0,a,f), r
/o—t dt_/o : = 3w

Preuve Posons |aj| =7; (j =1,---,n). Alors

Z ln|L = ilni— - —nlnr—Zlnrj
j 172

0<|aj|<r aj| j=1 T
n—1
= Zj(lner —Inr;)+n(lnr —Inr,)
j=1

:Zj/:f*ldt /dt / taf

Proposition 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Lau-

rent
fz) =) ad, cn#0, meL.
Alors

In|cp,| = %/0 In|f(re")|dd + N(r, f) = N(r, ).

Preuve Définissons la fonction A par

Il est clair que m = n(0,0, f) — n(0, oo, f) et hA(0) # 0,00. En effet, si m > 0, alors
n(0,00, f) =0 et m =n(0,0, f); si m < 0, alors n(0,00, f) = —m et n(0,0, f) = 0;
et finalement si m = 0; alors n (0,0, f) = n (0,00, f) = 0. Donc les fonctions h et f



ont les mémes poles et les mémes zéros dans 0 < |z| < r. La formule de Jensen et le

Lemme 1.1.2 impliquent

1 [ ; r r
_ _ = ip\ ,.—m R o
In|e,| = In|h(0)] = 27?/0 In ‘f (re’)r ‘dgp + |l§<:Tln b, GZ;Tln o

2

= % 0 1n‘f<7’€w)‘d90_(n<0707f)_n<0’oo7f))lnr

"n(t, 00, f) —n(0,00, f) . ["n(t,0,f) —n(0,0, f)
+/0 : dt /0 ; dt

1 2m ” 1
= 5 i In|f(re )‘d(p—l—N(T,f)—N(T,?).

Définition 1.1.3 (Fonction de proximité) Soit f une fonction méromorphe non
constante et ¢ un nombre complexe. Alors, on définit la fonction de proximité de la

fonction f par
) =iy = b [T 0
m(r, a, —mr,f_a ~o ) n o) —al , a# 00

et

1

m(r,00, f) =m(r, f) = %/o Tranr }f(rewﬂ do.

Définition 1.1.4 (Fonction caractéristique) On définit la fonction caractéris-

tique de R. Nevanlinna de la fonction f par

T(r,00, f) =T(r, f) = m(r, [) + N(r, f).

Exemple 1.1.1 Pour la fonction f(z) = e *. Nous avons n(t, f) = 0 car f n’admet

pas de poles, par conséquent

De plus



m(T,f) _ % 4 1n+|6—rcos9|d0:%/Oﬁln-i-}e—rcos@ld‘g
1

T r
— 2| (“rcost)do ="
/g( rcosf) -

™

Donc

T(r, f) = m(r, f) + N(r, ) = =

%.
1.1.2 Premier théoréme fondamental de Nevanlinna

Théoréme 1.2.1 Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent

f(z)—a:Zcizi; cm #0, meZ, aeC.

Alors

T(T> ) :T(r7 f) _ln‘cm‘ +90<7n7a)7

f—a
ou

lo(r,a)] < In' |a] + In2.
Preuve Sia =0, alors d’apreés la Proposition 1.1.1, on a

1 2T ) 1 2T 1
In|c,| = %/O In™ | f(re')| dp — %/0 In* deoJrN(r,f) —N(ﬁ%)

et
In|c,| = m(r, f) — m(r, %) + N(r, f) — N(r, %)7
donc
mlr, ) = N(r, 3) = m(r, /) + N(r, £) ~Ine
f f
D’ou



(r, %) T(r f) —Inlen| ot o(r,0) = 0.

Montrons le cas général a # 0. Posons h = f — a. Alors

1 1
f—a

), N(r,h) = N(r, f)

et

De plus
In" |h| =In" |f —a] <In" |f] +In" |a] + In2,

In"|f|=In*|f —a+a|=In" |h+a] <In"|f] +In" |a] +In2.

En intégrant ces deux inégalités, on trouve que

m(r,h) <m(r, f) +In" |a| +In2,
m(r, f) <m(r,h) +1In" |a| + In2.

Posons

o(r,a) = m(r,h) —m(r, f).

Alors

o(r,a) <In' |a| + In2.

En appliquant (1.2.1) pour h, on aura

= m(r,h) + N(r,h) — In|c,,|
= m(r, f) + N(r, [) + ¢(r,a) — In|cy|

rf) +e(ra) —Injen|.

I
=

(1.2.1)



Remarque 1.2.1 Le premier théoréme fondamental peut étre formulé comme suit

)=T(r, f)+O(1)

pour tout nombre complexe a # oo.

Proposition 1.2.1 Soient f, fi, fo,- -, f, des fonctions méromorphes et a,b, c,d €

C telles que ad — be # 0. Alors
1)
T(r, T, ;) <Y T(r, f;), (n>1).

2)
T(r, f*) = nT(r, f), (n € N).
3)
T(r, iﬁ-) < Z T(r, f;) +Inn.
1) - h
164280 1)+ 0y 7 £ -2,

Preuve 1) On a

m (r, 1L, fi) < Z n(r, f;)
=1

et
N(’F, H?:lfi) S ZN<T7 fz)

donc

T<T7 H?:lfi) = m(r, H?:lfi) + N(T’ Hzﬂzlfi)

S om(rf)+ Y NG

< ZT(T, ).

IN

2) On a |f"| = |f|]" < 1 équivaut & |f| < 1. Si |f] < 1, alors m(r, f™) = 0 et



N(r, f*) =nN(r, f). Donc

T(r, f) = N(r, [") = nN(r, f) = n(N(r, f) +m(r, f)) = nT(r, ).

Si |f| > 1, alors

T(r, ") = m(r, ")+ N(r, ")
= nm(r, f)+nN(r, f) =nT(r, f).

3) On a

~
/\3\
|'M:
P
N——
A

< N<zf>+m(zf>

i=1

< D NG fi)+ ) m(r, fi) +1lnn
=1 =1

= ZT(T,fi)lenn.
i=1
4) Si ¢ =0, alors
af +b a b
I(r, P ) = T<7">af+a
a
= T(r5f)+0

Si ¢ # 0, alors on écrit

af +b a(f—irba)_af—l—%—kg—%
cf+d — of+de) ¢ f+4
_ g[l_i_bc—ad 1
c ac f—|—%l
a bc—ad 1
I 2 f4d

D’ou

10



af +b g+bc—ad 1
“ef +d

Exemple 1.2.1 Soit g(z) = 22%2. Alors

T(r.g) = ( 2¢* +3)

"5er + T
= T(r,e*) +0(1)
= ;+O(1).

Théoréme 1.2.2 Soit R(u) une fonction rationnelle de degré d et f(z) une fonction

méromorphe. Alors

T(r,R(f)) = dT(r, f(2)) + O(1).
Exemple 1.2.2 Soit f(z) = cos® z. Alors

T(r,f) = T(r,cos*2)

2iz 1
= 2T(r,cosz) =2T (r, ¢ + )
2et*

= 2[2T(r,e”) + O(1)]
= oZ o)=L 1on).

Lemme 1.2.1 (La dérivée logarithmique) Soit f une fonction méromorphe

transcendante. Alors

11



mlr, £) = 80.9) = o2 ),
ou S(r, f) = O(log T'(r, f)+logr) a'extérieur d’'un ensemble E C]0, 400 de mesure

linéaire finie.

1.1.3 L’ordre de croissance et ’hyper-ordre

Dénition 1.3.1 Soit f une fonction méromorphe. L’ordre de croissance et I’hyper-

ordre de cette fonction sont définis respectivement par

logT
o(f) =lim sup—Og (r.f)
r—too  lOgT

Y

) log log T'(r,
oa(f) zhmiup%r(f).

ot M(r, f) = max,—, |f(2)|]. Si f est une fonction entiére, alors l'ordre de

croissance et I’hyper-ordre de cette fonction sont définis respectivement par

logT log log M
o(f) =lim sup—Og (r.f) = lim sup oglog M(r, f)
r—too lOgT s +00 logr

)

loglog T log log log M
oa(f) = lim sup 22198 (r.f) _ plogloglog M(r, /)

Y
r——+00 ].Og r r——+00 ]-Og r

2

Exemples 1.3.1 1/ La fonction f(z) = e2** est d’ordre o(f) = 2 et d’hyper-
ordre o5(f) = 0.
2/ La fonction g(z) = exp(exp z) est d’ordre o(g) = oo et d’hyper-ordre o5(g) = 1.
Exemples 1.3.2 1/ La fonction f(z) = 1¢*" est d’ordre o(f) = n et d’hyper-
ordre o5(f) = 0.
2/ La fonction g(z) = -5 exp(exp 2") est d’ordre 0(g) = oo et d’hyper-ordre 05(g) =

n.

Définition 1.3.2 Soit f une fonction entiére non constante. L’ordre inférieur et

I’hyper-ordre inférieur de cette fonction sont définis respectivement par

12



log T’ log log M
p(f) = lim infog—(r’f) — liminf-2898 (r, f)

re—too  logr P—— log r ’

loglog T log log log M
ty(f) = liminf 28108 L)y plogloglog M(r, /)
P 100 log r oo log

1.1.4 La mesure linéaire, la mesure logarithmique et la den-

sité des ensembles

Définition 1.4.1 La mesure lin¢aire d’un ensemble E C [0, 4o00[ est définie par

w(e) - | st

ol xp(t) est la fonction caractéristique de I'ensemble E' et la mesure logarithmique

d’un ensemble F' C [1, +o0o[ est définie par

mi(F) = /1 ey,

t

Exemple 1.4.1 La mesure linéaire de ’ensemble E = [1,2] C [0, 4+o00[ est

m(E):/O+OOXE(t)dt:/12dt:1.

La mesure logarithmique de I'ensemble F' = [e, ?][1, +o0[ est
X (1) “dt

mip) = [ Xear— [,
1 t e t

Définition1.4.2 La densité inférieure et la densité supérieure d’un sous ensemble

H C [0,+4o00| sont définies respectivement par

T (t)dt HN[o
densH = lim inffOXH—() = lim infm(—[’r])7
r——+00 T r——+00 r
— Uy () dt H
densH = lim supfoXH—() = lim Supw‘
r——+00 T r—s400 r

13



Exemple 1.4.2 La densité inférieure et la densité supérieure de '’ensemble F =

[1,2] C [0, +o0| sont
densFE = densE = 0.
Définition 1.4.3 On définit I'exposant de convergence des zéros de la fonction f

par

log N(r, 1
A(f) = limsupM

7
r—too  lOgT

et I'exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

_ log N(r, %
Af) = limsupM
T——-+00 1Og r

b
ou

7?)

=
—
3
—_
N—
I
<:>\,€
3l
=l
~
e
N~——
|
3l
=l
)
—

1
dt +n(0, ?) log 7,

et n(t, %) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque

|z| < t.

Remarque 1.4.1 L’exposant de convergence des zéros de la fonction % est aussi dit

exposant de convergence des poles de la fonction f.

Exemple 1.4.3 L’exposant de convergence de la fonction f(z) = e* + 1 est égal a

1.

Définition 1.4.4 Soit f une fonction méromorphe d’ordre (0 < p < c0), on définit

le type de f par

T7(f) = limsupT(T’ f)

r——400 r

Si f est entiere d’ordre (0 < p < 00), alors

14



T(f) = limsupw.

T——+00 re
Définition 1.4.5 Soit f une fonction méromorphe non constante, on définit la

défaut 0 (a, f) au point a par

m (7’, f—£a> N (T, f£a>
d(a, f) =liminf———% =1 — limsup———+.
@D =Ty Ty
Définition 1.4.6 Soit f (z) une fonction méromorphe. Soit g (z) = f (z) — z, alors

z est un point fixe de f (z) si et seulement si g (z) = 0.

1.2 Analogue de la théorie de Nevanlinna pour
les différences

Nous savons que le lemme sur la dérivée logarithmique d’une fonction méromor-
phe joue un role clé dan I’étude de la fonction méromophe et des équations dif-
férentielles complexes. Donc, afin de pouvoir utiliser la théorie de Nevanlinna a
opérateur différentielle et des équations différentielles ([5, 6], [11,12], [14 — 16], [18])
, il est nécessaire de disposer d’un lemme sur la dérivée logarithme analogue pour
les différences. Récemment, des resultats semblables [8,14] ont été obtenus pour la

dérivée logarithmique de la théorie classique de R.Nevanlinna pour les différences.

Théoréme 2.1 [14, Théoréme 2.1] Soit f (z) une fonction méromorphe non con-

stante et soit c € C, 0 < <1, e > 0. Alors

n(r L552) o ().

pour tout r & 'extérieur d’'un ensemble exeptionnel £ de mesure logarithmique finie

dr
— < +00.
g T

Théoréme 2.2 [5, Corollaire 2.6] Soient 7,7, deux nombres complexes tels que

15



n, # 1y et soit f (z) une fonction méromorphe d’ordre fini o (f) < co. Alors pour

tout € > 0, on a

(fe) o

Théoréme 2.3 Soit f (z) une fonction méromorphe d’ordre fini et soit n € C\ {0} .
Alors

w(nFEED) =50,

Théoréme 2.4 Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre o = o (f) < +o0o et

soit n € C\ {0}. Alors pour tout € > 0, on a
T(r.f(z+n)=T(r,f)+0 (") + O (logr).

Théoréme 2.5 Soit f (z) une fonction méromorphe avec 'exposant de convergence

des poles \ (%) =\ < +o0, et soit n € C\ {0} . Alors pour tout £ > 0, on a

N(r,f(z+n)=N(r,f)+ O (7"’\’1“) + O (logr).

Corollaire 2.6 Soit f (z) une fonction méromorphe d’ordre fini o et soit € C\ {0} .

Alors pour tout € > 0, on a

Lemme 2.1 (Mohon’ko [20], Laine[17]) Soit f (z) une fonction méromorphe. Alors

pour toute fonction rationnelle irréductible en f (z)

Pef) _ Slgai(:)f
Q(Zaf) g:obj(z)fj’

tels que les coefficients méromorphes a, b satisfont

R(va):

{T(T7ai):S(T7f)7i:071)"' D3
T(Tubj):S(T7f)7j:0711"’ g
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Alors, on a

T (r,R(z f)) = max{p,q} T'(r, f) + 5 (r, )

on déduit du Théoréme 1.5

N(r,f(z+n)=N(r,f)+ O (7"\_1+€) + O (logr)

est vérifiée pour la fonction f . De cette relation et le Corollaire 2.6, on obtient

T(r,f(z+m) = m(@r f(z+n)+N(r,f(z+n)

< m(r,f)+m (7", %) +N(r,f)+ 0O (r”’Hg) + O (log )

= T(r,f/)+0 (") +0(logr).
De la méme fagon, on déduit que
T(r.f) = m(r.f)+N(r[)
f(2)

< m(r,f(z4+n)+ N f)+m (r,m) + O (log )
= T(r,f(z+n)+O0 (") + O (logr).

Ceci achéve la démenstration
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Chapitre 2

Les propriétés des solutions
méromorphes des équations aux

différences

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étude les propriétés des solutions méromorphes des équations

aux différence de la forme

An(2) fz4n)+ -+ A (2) [ (2 4+ 1) + Ao (2) f(2) = 0 (2.1)
et
A, () f(z+n)+--+A () f(z4+1)+ A (2) f(2) = Apta (2), (2.2)
o A;(2)(j=0,1,--- ,n,n+ 1) sont des fonctions méromorphes.
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2.2 Croissance des solutions des équations aux

différences

2.2.1 introduction et résultats

Chiang et Feng considéré la croissance des solutions méromorphes des équation

aux différence (2.1) et ils on obtenu le Théoréme suivant.

Théoréme 2.2.1 [5, Théoréme 9.2] Soient Ag (z), A1 (2),- -+, An (2) des fonctions

entiéres telles qu’il existe un nombre entier [ , 0 < [ < n vérifiant

max {0 (A4;)} <o (4) (2.2.1)

0<j#l<n
Si f (z) est une solution méromorphe de I’équation (2.1), alors o (f) > o (A4;) + 1.
Dans le Théoreme2.2.1, les coefficients de (2.1) vérifient la condition (2.2.1) .Quels
sont les résultats qu’on obtiendra si la condition (2.2.1) est remplacée par o (4;) =
maxo<z<n {0 (A7) }7

A ce sujet, Laine et Yang ont obtenu le Théoréme suivant.

Théoréme 2.2.2 [18, Théoréeme 5.2] Soient Ay (2),A; (2), -, A, (z) des fonc-
tions entiéres d’ordre fini, tels qu’il existe un coefficient d’ordre maximal o =
maxXo<jz<n 10 (A;)}, et ayant un type sépérieur au type des autres coefficients.

Alors pour toute solution méromorphe de (2.1), on a o (f) > o (4;) + 1.

Remarque 2.2.1 Dans [18] Laine et Yang pose la question si toute les solutions
méromorphes f (z) de (2.1) vérifient o (f) > 1 + maxo<;j<n {0 (4;)}, si 'équation
(2.1) n’a pas des coefficient dominant.

Ici on affirmons que la conclusion ci-dessus n’est pas vrai s’il n’y a pas de

coéflicient dominant dans (2.1) . Par exemple,
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Exemple 2.2.1 Soit

Af(2)=[f(z+1)=f(2), A" [f(2)=A(A"f(2)).

par n € N itérations de 'opérateur aux différence de f , on a

n

A"f(2) =" (1) (=D)"7 f(z+]) (2.2.2)

J=0

et

n

fz+n)= (’;)Ajf(z)

J=0

Alors, d’apres le Théoréme dans [16], ’équation

(62 + 192+ 15) A f (2) + (2 + 3) A% f (2) — Af (2) — [ (2), (2.2.3)

admet une solution entiere f(z) d’ordre o (f) = 3. En utilisant la relation (2.2.2),

on peut écrire ’équation (2.2.3) a une équation sous la forme (2.1), i.e.,

(62> +192 + 15) f (2 + 3) — (182° + 562 +42) f (2 + 2)

+ (1822 + 552 4+ 38) f (2 + 1) — (62® + 182 + 12) f () = 0 (2.2.4)

Donc, I'équation (2.2.4) admet aussi une solution entiere f (z) d’ordre o (f) = 3.
Ici, touts les coefficients de (2.2.4) ont 'ordre 0 et le type +oo. Evidemment, la
conclusion de Théoréme 2.2.2 n’est pas vraie s’il n’y a aucun coefficient dominant.

Mais I’exemple suivant montre que, s’il n’y a aucun coefficient dominant, f (z)

peut satisfaire o (f) > 1 + maxo<;j<, {0 (4;)}.
Exemple 2.2.2 La fonction f (z) = e*+ 2z est une solution de I’équation

(e—=1)z—=1]f(z+2)—[(¢=1)2z=2] f(z+1)

+ (e =2) 2+ (e —2¢)] f(2) = 0. (2.2.5)
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Ici tout les coefficients de (2.2.5) ont I'ordre 0 et le type +o00, mais o (f) = 1 satisfait
la conclusion du Théoreme 2.2.2.
Maintenant, nous allons étudier les propriétés des solutions de ’équation(2.2) et

obtenir les théorémes suivants.

Théoréme 2.2.3 Supposons que les coefficients A, (z) (j =0,1,--- ,n,n+1) de
(2.1.2) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini < ¢. Si pour tout € > 0 donné,

il existe un certain [ € {0,1,--- ,n,n+ 1} et un domaine non borné D C C tel que

|A; (2)] > exp {ar"’s} ,

‘AJ| SeXp{ﬁrJ_a}a ]E {0717 7nan+1}\{l}

pour tout z € D, ou a > [ > 0 sont des nombres réels. Alors toute solution non

triviale méromorphe f (z) de (2.1.2) satisfait o (f) > o.

Théoréme 2.2.4 Supposons que A; (z) = B;je%* (7 =0,1,--- ,n),Ant1 (2) = But1 (2),

ou B (2)(j=0,1,--- ,n,n+1) son des fonctions méromorphes d’ordre o (B;) <
1(j=0,1,--- ;n,n+1),a; =a;e’, a; >0,0 €[0,2r) (j =0,1,--- ,n). Sil existe
1 €{0,1,--- ,n} tel que oy > @ = max{a;:j #1,0<j <n}, alors tout solution

non triviale méromorphe f (z) de 'équation (2.1.2) satisfait o (f) > 1.

Corollaire 2.2.5 supposons que 4, (z) = Pje%*(j =0,1,--- ,n),ouP;(j =0,1,---
sont des polynomes, a; = a;e?, a; > 0, 0 € [0,27) (j =0,1,---,n). S'il existe
1€{0,1,--- ,n} tel que oy > a =max{a; : j #1,0 < j<n}et A, (2) une fonc-

tion entiére d’ordre o (A, 11 (2)) < 1, alors toute solution non triviale entiere f (z)
de Iéquation (2.1.2) satisfait o (f) > 1.
Maintenant, on concidére un coefficient plus général que les coefficients dans

(2.2)

o= max {o(4;)},1€{je{0,1,--- ,n+1}:0(4;) =0}. (2.2.6)

0<j<n+1
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Théoréme 2.2.6 Supposons que o > 0 et A; (2) = B; (2)e%*’,Vj € I, ou a; € C\
{0} (5 € I) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini o (B;) < 0. Si les constantes
aj(j € I) sont distinctes, alors toute solution non triviale méromorphe f(z) de

I'équation (2.1.2) satisfait o (f) > o.

Théoréme 2.2.7 Supposons que 0 = +00 et que A; (2) = B; () e%®) V) € I, ou
gj (z) sont des fonctions entiéres transcendantes et B; (z) (j € I) sont des fonctions
méromorphes d’ordre fini. De plus, supposons que g, (¢) — g; (2) est une fonction
entiére transcendante pour tout ¢,j € I,7 # j. Alors toute solution non triviale de

I'équation (1.2) satisfait o (f) = +o0.

Théoréme 2.2.8 Supposons que les coefficients A; (2) (j =0,1,--- ,n,n+ 1) dans
(2.1.2) sont des fonctions entiéres d’ordre fini, telles que parmi ces coefficients il
existe un coefficient ayant un ordre maximal ¢ = maxo<j<,+1{0 (4, (%))}, et son
type strictement plus grand que les autres. Alors chaque solution non triviale entiére
f(z) de (2.1.2) satisfait o (f) > o. De plus, si f (z) est une solution entiére de (2.1.2)
d’ordre fini o (f) =c etsil €I,

7(A) > 7 =max{7(4;);j € \{l}},

alors

7(f) > 7(A) —max {7 (A4;);j € I\{L}}.

2.2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 [1, Lemme 1] Soient ¢ > 0 et f(z) est une fonction méromorphe.

Aors la fonction caractéristique de R.Nevanlinna 7' (r, f) satisfait

T, f(z+¢)<(A4+e)T(r+|c,[),

Tr+le,f)=0+e)T(r,f).
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pour tout r > %, ol ¢ est un nombre complexe.

Lemme 2.2.2 [7, Lemme2.1] Soit g (%) une fonction méromorphe d’ordre o (g) =
B < 4o00. Alors, Ve > 0, il existe un ensemble F C [0,27) de mesure linéaire finie
m (F), tel que pour tout z satisfaisant argz = ¢ € [0,27)\F et |2| =r> R > 1, on

a

exp {—TBJF&} < ‘g (rew){ < exp {r6+6} )

Lemme 2.2.3 Supposons que H (z) = h (z) e**, ot h(z) # 0 est une fonction méro-
morphe d’ordre o (h) = a < 1, a = de, § € [0,27), d > 0 une constante. Soit
Ey={¢ €[0,2m) : cos (6 + ¢) = 0} . Alors pour tout £ (0 < £ < 1 — a) donné, il ex-
iste un ensemble E de mesure linéaire zéro, tel que si z = re®, ¢ € [0,27)\ (F U Ey) ,
on a pour 7 assez grand

(1) Si cos (0 + ¢) > 0, alors

exp{(1 —¢)drcos (0 +¢)} < |H (re’)| < exp{(1 +¢)drcos(0 + ¢)} .
(1) Si cos (0 + ¢) < 0, alors

exp{(1+e)drcos (0 +¢)} < |H (re’)| < exp{(1 —¢)drcos (6 + ¢)} .

Lemme 2.2.4 [8, Corollaire 8.3] Soient 7,7, deux nombres complexes arbitraires,
et soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre fini o (f). Soit ¢ > 0 donné. Alors
il existe un sous-ensemble ' C R, de mesure logarithmique finie tel que pour tout

r¢ EU0,1] on a

COS{_Ta(f)—l—l—(s)} < f(z+m)

S eXp ,,,,O'(f)—l'f‘& .
f(z+ms) { }

Lemme 2.2.5 [22, p. 79-80] Soient f;(z)(j =1,2,---,n)(n >2) des fonctions

méromorphes et g; (2) (j =1,2,--- ,n) des fonctions entieres, telles que
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n

D fi(z)en® =0,

j=1
(2)quand 1 < j < k <n,g;(2) — gx (2) n'est pas constante,

(B)quand 1 < j <mn,1 <h<k<mn,

T(r, f;)=o0 {T (7“, egh_g’“)} (r — +oo,r ¢ F),

o F C (1,4+00) a une mesure linéaire ou mesure logarithmique finie. Alors

Lemme 2.2.6 [4, Lemme 4] Soit f (z) une fonction entiére d’ordre o (f) = 0 < +00.
Alors Ve > 0 donné, il existe un ensemble F C [0, +00), de mesure linéaire m (E) et

logarithmique Im (F) finie, tel que Vz satisfaisant |z| = r # [0,1] U E,

exp {17} < £ (2)] < exp {17}

Lemme 2.2.7 Soit f(z) une fonction entiére d’ordre o (f) = 0 (0 < 0 < 4+00) et
de type 7(f) = 7(0 < 7 < 400). Alors pour tout nombre positif donné 5 < 7, il
existe un ensemble £ C [1,400) de mesure linéaire m (E) et logarithmique Im (E)

infinie, tel que Vr € F,

log M (r, f) > pre.

Remarque Dans[21], Tu et Yi ont obtenu le méme résultat quand 0 < 7 < 400
et £ C [1,400) de mesure logarithmique infinie. L’idée principale de la preuve du
Lemme 2.2.7 vient de [21], mais les détails sont différents quelque peu. Pour la

comodité, nous donnons une preuve compléte.

Preuve du Lemme 2.2.7 on démontre le Lemme en considérant les deux cas
suivants

Casl. Si 0 < 7 < +00. D’aprés la définition du type d’une fonction, il existe une
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suite croissante {r,} (r, — 400,n — +00) telles que (1+ %) r, < r,y; et

log M
i 08 M (. f) _

n—-+o0o ro
n

Alors pour tout nombre positif donné 5 < 7et Ve (0 < e < 7 — [3), il existe Ny € Ny,
log M (rp, f) < (T —¢)ry. (2.2.7)
Comme 0 <e <7 —f3,0onal< 2 <1 Ainsi, il existe N; € N tel que ¥n > Ny,

n \° B
(n+1) > (2.2.8)

Des relations (2.2.7) et (2.2.8) onaVn > N = max {No, N1} et Vr € [r,, (1 + 1) r,]

log M (r, f) > log M (rp,, f) > (1 —¢)r? > (1 —¢) < 7’)0 > fr7. (2.2.9)

n+1
Posons
1
£ [ (145) ]
Alors
+oo r
FE = 2= ) 2.2.10
= $ 2
Comme

n n . n . 1
lim | ot /T— = lim s i (16 ) =1
n—+oo |+ 1" n n—too T, N+1 notoo n/n+1

et
+o0 (1+ Tn 1

InE = —dt Z log (1 + ) = +o0 (2.2.11)

Cas 2 Si 7 = 4+o00. D’apres la définition du type d’un fonction, il existe une suite

croissante {r,} (r, — 400, n — +00) telle que (1 + %) Tn < Thii €t

log M (ry, ) > Ar? (2.2.12)
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pour tout nombre positife donné A < 400, pour tout 0 < § < A, il existe N € /N

tel que Vn > N, on a

(nil)a > % (2.2.13)

2.2.3 Preuves des Théorémes

Preuve du Théoréme 2.2.3 Supposons que la conclusion n’est pas vraie, i.e.,
o(f)=p <o Dapresle Lemme 2.1 onao(f(z+j) =p<o,Vj=01,-- n.
D’apres le Lemme 2.2 on a Ve > (0 < 2e < o — p) donné, il existe un ensemble

E; C [0,27) de mesure liméaire finie tel que pour tout z satisfaisant argz = ¢ €

[0,2m)\Ey, et |Z|=r> R >1,o0na
exp{—r""} < |f (re"’ +j) | < exp{r’*},j =0,1,--- ,n (2.2.14)

On peut choisir une suite de points {z, = rpe?’*} € D C C, ou 0, € [0,27)\E; et

k—+4o00

|A; (ree’®) | < exp{Br{°},j €{0,1,--- ,n,n+1}\{I}, (2.2.16)

ol a > > 0 sont des nombres reéls. Sil # n+ 1, de (1.2) et (2.2.14) — (2.2.16) ,

on a

exp{ar] © — ri“} < A (rkeie’“) || f (rkew’“ + l) |
Z |AJ (Tk€i0k> ||f (Tkewk +]) | + |An+1 (rkew’“) |
o
< > exp{Br{ “}exp{r’*}
=0
nexp {[;’rg—*: + r,€+€} + exp (ﬁr,‘;_e)

(n+1)exp {Br,‘;’s + r,’;+5} ,

IN

IN

IN
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ce qui implique que
exp{(a—B)ry = —2r"} <n+1,

pour 7 suffisamment grand. C’est une contradiction. Si [ = n + 1, nous pouvons

utiliser la méme méthode pour en déduire une contradiction similaire.

Preuve du Théoréme 2.2.4 Supposons que la conclusion n’est pas vraie, i.e.,

o (f)=p < 1. Posons

z=re"? §(0,¢0)=cos(0+¢), Fo={p:cos(0+¢=0)},3=max{o(B;)}.

Alors Ejy est un ensemble fini et 5 < 1 Ainsi V¢ € [0,27)\Fp, on a 6 (0,¢) > 0
ou 0 (A,¢) < 0. Ici, on démontre seulement le cas § (0,¢) > 0 et on déduit une

contraduction. D’aprés le Lemme 2.2.3 pour tout

8(0<25<min{al_a,1—p,1—6})
o) + «

donné ci-dessus, il existe un ensemble E, de mesure linéaire zéro, tel que si z = re'?,

¢ €10,2m)\ (Fo U Ey), on a pour r suffisament

A, (re®)| < exp{(1+ ) ard (0,8)}, je€{0,1,--- ,nn+1}\{I}, (2.2.17)

|A; (re'?)| > exp{(1 =€) aurd (6,9)}. (2.2.18)

Comme o (f) = p < 1l,onaaussio(f(z+10) =0 (f(z;ﬂ)> = p < 1. D’apres le
Lemme 2.2.2, pour tout ¢ donné ci-dessus, il existe un ensemble Ey € [0,27) de
mesure linéaire finie m (F3) , tel que pour tout z satisfaisant z = ¢ € [0,27)\E3 et

2| =r>R>1ona
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} < ‘m' <exp {1}, (2.2.19)

exp {—7’5%} < ‘An+1 (rei‘f’” < exp {T6+E} ) (2.2.20)

exp { —r"**

Des relations (2.2), (2.2.17) — (2.2.20) et le Lemme 2.2.4 on obtient pour tout

8(0<2£<min{al_&,1—p,1—6})
o+«

donné et z = re'?, ¢ € [0,27)\ (Fo U Ey U F3), avec r suffisament grand,

exp{(1 —e)aird (0,0)} < |A (re'?)|

oy 1 g (i f (e +7)
< [Apa (re?)| |f(mi¢+l>|+j§%m] (re )|‘—f(rei¢+l)
J#l
< exp {r" Y exp {177} + nexp{(1+¢)ard (6, ¢)} exp {r""1**}

< (n+1) exp{(l +e)ard (0, ¢) + 7 + T”+6},

ce qui implique que

1
exp {5 (g —a)rd (0, 0) — rhte rp+€} <n+1,

pour tout r grand suffisant, c’est la contradiction de puis

o —

a1_0-71_ﬂ}7

O<2€<min{
o) + o

a; > a et d(0,¢) > 0. Ceci achéve la démonstration.

Preuve du Théoréme 2.2.6 On suppose que o (f) < +00. Supposons que laffirmation
n’est pas vraie, i.e, chaque solution méromorphe non triviale f (z) de I’équation (2.2)
satisfait o (f) = p < 0. D’aprés le Lemme 2.2.1 onao (f (2 +j)) =0 (f) =p <o,
Vji=0,1,--.n.

Maintenant, on écrit 1’équation (2.2) sous la forme
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> Gj(2) e + B(2) =0. (2.2.21)

jel

Dans (2.2.21),sin+ 1 € I, alors
Gj(2) = Bj(2) f(z+)) (1 € \N{n+1}),

Gy (2) = —Bnya (2 ZA (z+7),
JEl

sin+1¢ I, alors

Gj(2) =B;(2) f(z+J) (U € ), =) A @) f(z+5) = A (2).
JEl
D’aprés (2.2.6) et le Théoréme 2.1.6, on a 0 (G;) < o et B(z) est une fonction
méromorphe d’ordre fini o (B) < 0. D’apres le Lemme 2.2.5 et (2.2.21) , on obtient
que G (z) =0,j € I. Ceci est impossible.

Preuve du Théoréme 2.2.7 On suppose que o (f) < 400. Suposons que laffirmation
n’est pas vraie, i.e., chaque solution méromorphe non triviale f (z) de I’équation (2.2)

satisfait o (f) = p < 0. D’aprés le Lemme 2.2.1, ona o (f(z+j)) =o(f) =p <

o,¥j =0,1,--- ,n. Maintenant, on écrit ’équation (2.2) sous la forme
Y Gi(2)e? + B(z) =0. (2.2.22)
jeI

Dans (2.2.22),sin+ 1 € I, alors
Gj(2) =B;(2) f(z+J) (G € \N{n+1}),
Gpy1(2) = —=Bny1, B(z) = ZAJ (2) f(z+1]),

J¢l

sin+1¢ 1, alors
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B(z) =) A;(2) f(z+]) = Ania ().
J¢l
D’aprés (2.2.6) et le Théoréeme 2.2.7, on a 0 (Gy) < o et B(z) est une fonction
méromorphe d’ordre fini ¢ (B) < 0. D’apres le Lemme 2.2.5 et (2.2.22) on obtient

que G, (z) = 0,7 € 1. Ceci est imppossible.

Preuve du Théoréme 2.2.8 Supposons que la conclusion n’est pas vrai, i.e.,

o(f)=p <o, alors

1

0(f(2+j))=0(m

):p<0, Vi=0,1,---,n.

Comme les coefficients de (2.2) ont un ordre maximum o = maxo<;<n+1{0 (4; (2))},
et son type strictement plus grand que les autres, alors sans perte de généralité, on

choisit [ € I tel que
7(A) >71=max {7 (4;):j e I\{l}}.

Posons

f=max{o(4;):5€{0,1,--- ,n,n+1}\{l}},

alors f < o d’aprés (2.2.6) . Par le Lemme 2.2.6, pour tout ¢ (2 < 2¢ < min{o — p,0 — 5})
donné, il existe un ensemble E; C [0, +00) de mesure linéaire et logarithmique finie,

tel que pour tout z satisfaisant |z| =r ¢ [0,1] U Ey, on a

‘ﬁ‘ <exp{r’**}, |f(z4+j) <exp{r’*}, j=0,1,---,n, (2.223)
Aj(2) <exp{r’™} <exp{r" <}, je{0,1,--- ,nn+1}\{i}. (2.2.24)

Soient v, s deux nombres réels positifs tels que 7 < a; < ag < 7(4;). Par le
Lemme 2.2.7 et la définition du type d’une fonction entiére, il existe un ensemble

Es C [1,+00) de mesure linéaire et mesure logarithmique infinie, tel que pour tout
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z satisfaisant |z| = r € F5, on a
M (r, Ay (2)) > exp {aar?}, (2.2.25)

M (r,A;(z)) <exp{aar?},j e I\{l}. (2.2.26)

Ainsi, pour tout z satisfaisant |z| = r € E5\ ([0, 1] U Ej), les relations(2.2.23) —
(2.2;26) sont vérifiées. Donc il existe une sous-suite {r, : |z| = r,} € E5\ ([0, 1] U Ej)
telle que |A; (2)| = M (r, A; (2)) et

exp {(as —a1)r] —2rt™} <n+1,

Sil=n+1loul#n+1.

Maintenant,nous allons montrer que 7 (f) > 7 (A4;) — 7. Supposons que la con-
clusion n’est pas vraie, i.e.,7 (f) < 7 (A4;) — 7. Comme f (z) est une solution entiére
de (2.2) d’ordre fini o (f) = o, onaoc(f(z+7)) = U(ﬁ) =0 < 400, Vj =
0,1,--+,n. D’apres le Lemme 2.2.6 pour tout ¢ (0 < 4¢ < min{o — 3, 7(4;) — 7})

donné, il existe un ensemble Fg C [1, +00) de mesure linéaire et logarithmique finie,

tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ [0, 1] U Es, on a

1

‘ﬂz—m’ < exp {r7e}, (2.2.27)

|Aj ()| <exp {rP™} <exp{r° <}, j€{0,1,--- ,nn+1}\{I}. (2:2.28)

D’aprés le Lemme 2.2.7 et la déffinition du type d’une fonction entiére, il existe un
ensemble F; C [1, 4+00) de mesure linéaire infini et logarithmique infinie, tel que

pour tout z satisfaisant |z| = r € Er, on a

M (r, A (2)) > exp{(7 (4) — )17}, (2.2.29)
M(r,f(z4+j)exp{(T(f)+¢e)re}, j=0,1,--- n, (2.2.30)
M (r,A; (2)) <exp{(t+¢)r’}, jeI\{l}. (2.2.31)
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Ainsi, pour tout z satisfaisant |z| = r € E;\ ([0, 1] U Eg), les relations (2.2.27) —
(2.2.31) sont vérifiées.Donc il existe une sous-suite {r,, : |z| = r,} € E;\ ([0, 1] U Eg)
telle que |A; (2)| = M (r, A; (2)) et

exp {(T (A)) =7 —=2e)r" — (7 (f) +e)r? — r0+€}

< exp{(t(A) —7—2)r" = (7(f)+¢e)r7} <n+1,

Sil=mn+1oul# n+ 1. c’est une contradiction.

2.3 Points fixes des solutions des équations aux

différences

2.3.1 Introduction et résultats

Dans [3,8], Bergweiler et al. ont examiné les zéros et les points fixes des fonc-
tions méromorphes. Ici, nous considérons le défaut et les points fixes de solutions
d’équations aux différences (2.1) et (2.2).

Dans [17], Laine a considéré ’équation différentielle et a obtenu le Théoréme

suivant.

Théoréme 2.3.1 [17, Théoréme 4.3] Soit f (z) une solution méromorphe admissible

de I’équation

an (2) [ (2) +an1 (2) f77V (2) 4+ Hag (2) f(2) = 0, ag(2)an (2) £0, (2.3.1)

ou T (r,a;) = S (r, f) pour tout j =0,1,--- ,n. Alors

6 (o, f) =0

Vo # 0, 00. En particulier cela est vraie pour toutes solution transcendante de (2.3.1)
avec des coefficients polynomes. Si I'on considére 1’équation différentielle (2.1), en

utilisant une méthode similaire a celle du Théoréme 2.3.1, on obtient aussi le méme
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résultat qui suit.

Théoréme 2.3.2 Soit f(z) une solution méromorphe d’ordre fini de I’équation
(2.1), ot les coefficients A; (z) (j = 0,1, -- -, n) sont des fonctions de petite croissance
relatives par rapport a f (2).

(1) Si a(z) est une fonction méromorphe de petites croissance par rapport a f (z)

et satisfaisant

ZA a(z4j)#0, (2.3.2)

Alors on obtient

d(a(z),f)=0.

(2) Si a(z) = z est une fonction de petite croissance par rapport a f(z) et satis-

faisant,

ZA (z4j) #0, (2.3.3)

Alors on obtient que f(z) a une infinité de points fixes et satisfait A (f (z) — 2) =
o (f).

Corollaire 2.3.3 Supposons que les coefficients A, () (j =0,1,--- ,n) dans (2.1)
sont des fonctions entiéres d’ordre fini tels que, parmi les coefficients il existe un
coefficient ayant I'ordre maximal o = maxo<;<, {0 (4;)}, et un type plus grand que
les autres. Soit f (z) une solution méromorphe d’ordre fini de 1’équation (2.1).

(1) Si a(z) est une fonction méromorphe d’ordre fini< o + 1 et satisfait

ZA a(z+j)#0,

alors on obtient
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(2) Sia(z) = z et satisfait

alors on obtient que f(z) a une infinité de points fixes et satisfait A (f (z) — z) =

o (f)-

Maintenant nous allons examiner les point fixes des solutions des équations plus

générales (2.1), et on obtient les Théorémes suivants.

Théoréme 2.3.4 Sopposons que o > 0 et que A; (z) = B, (z) €%* pour tout j € I,
ot a; € C\{0}(j€l) et Bj(z)(j€l) sont des fonctions méromorphes d’ordre
fini 0 (B;) < o. Si les constantes a; (j € I) sont distinctes, alors toute solution
méromorphe non triviale f (z) d’ordre fini de I’équation (2.2) a une infinité de points

fixes et satisfait

AMf(z)=2)=a(f) 20

Théoréme 2.3.5 Supposons que les coefficients A; (2) (j =0,1,--- ,n,n+ 1) dans
(2.2) sont des fonctions entiéres d’ordre fini tel que, parmi les coefficients il existe
un coefficient ayant l'ordre maximal ¢ = maxo<j<n+1 {0 (4, (%))}, et éson type
strictement plus grand que les autres. Alors toute solution méromorphe non triviale

f () d’ordre fini de ’équation (2.2) a une infinité de points fixes et satisfait

AMf(2)=2)=0(f) z 0.
Ici nous donnons quelques exemples illustratifs concernant le Théoreme 2.3.2.
Exemple 2.3.1 f(z) = ¢ 4 1 est une solution de 1’équation
(Z24+1) f(z+2)—(e+1) (°+1) f(z+1)+e(2®+1) f(z) =0.  (2.34)
Evidemment, les coefficients de I’équation (2.3.4) sont des fonctions de petite crois-
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sance relatives a f (2), et
(Z+1D)(z+2)—(e+1) (P+1) (z+D+e(®+1)z=(1—¢) (> +1) £0,

satisfait aussi (2.3.3). Ici, f(2) = €* + 1 a une infinité de points fixes et satisfait

Af()—2) =0 (f)=1.

L’exemple suivant montre que la condition (3.3) est nécessaire

Exemple 2.3.2 f(z) =¢* — z et f(2z) = €* + 2z sont solutions de I’équation

(e—1)z—1]f(z+2)—[(e=1)z=2] f(z+ 1)+[(e’ —€) 2+ (e* — 2¢)] f (2) = 0.
(2.3.5)
Evidemment, les coefficients de ’équation (2.3.5) sont des fonctions de petite rela-

tives & f (2). Mais
(e—1)z—1](z+2)—[(*=1)2—2] (z+ 1)+ [(e* —€) 2+ (¢* — 2¢)] 2 = 0.

Donc, la condition (2.3.3) n’est pas satisfait. Dans ce cas, f(z) = €* — z a une
infinité de points fixes et satisfait A (f (2) —z) =0 (f) =1, mais f(z) =e*+ z n'a
pas de point fixe.

2.3.2 Preuves des Théorémes

Preuve du Théoréme 2.3.4 En utilisant le Théoréme 2.2.6, on obtient que toutes
les solutions non triviales f (z) de I’équation (2.2)vérifient o (f) > o.Maintenant, on
suppose que laffirmation n’est pas vraie, i.e., A (f (2) — z) < 0 < 0o. Ce qui montre
qu’il existe un entier k (> o) positif tel que o (f (z) — z) = o (f) = k. nous pouvons

réécrire f (z) — z sous la forme

f(2)—2z=P(z)e, (2.3.6)
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ou [ est une constante non nulle et P (z) une fonction méromorphe avec
o(P) <max{A(f(z) —2),k—1} <k.

De (2.3.6) nous avons

k

fz+i)=2+7+P(+5)Q;(2)e”, (2.3.7)

ou

Q( _eXp{601k1j+602k22 --'—|—Bjk}, J(Qj):k_la j=1,---,n.

Par (2.2),(2.3.6) et (2.3.7), on obtient

Y P+5)Qi(2) e’ +Z ) A (2) = A (2). (2238)

jeN{n+1}

Ainsi de (2.2.6) et A;(2)e%*,Vj € I, si n+ 1 € [, la relation (2.2.8) peut étre

réécrite sous la forme

Y Pz44)Q(2) By (2) e p N (24 ) By (2) €7 = Boya (2) e
JeEN{n+1} JeEN{n+1}
DP+)Q(2) Ajey | & 4D (2 +0) A (2) =0, (2:3.9)
J¢l j¢r

sin+1¢ I, larelation (2.3.8) peut étre réécrite sous la forme

ST P(z+5)Q;(2) By (2) e £ 3 (24 ) By (2) e

jel jeI

ZP<z+j>@j<z>Aj<z> " + Z<z+j>Aj<z>—AnH<z> =0.
. . (2.3.10)
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Par les hypotheéses ci-dessus, nous constatons que (2.3.9) et (2.3.10) remplissent les

conditions du Lemme 2.2.5 respectivement. Par conséquent, on obtient

P(z+7)Q;(2)Bj(2)=0,j € I\{n+1}.

C’est une contradiction.

37



Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié certains problémes liés a 'ordre de croissance et la
distribution des zéros des solutions de certaines équations aux différences dans le
plan complexe. L’outil principal dans cette étude était la théorie de Nevanlinna.
Il serait intéressant d’étudier le polyndéme différentiel généré par les solutions des

équations aux différences.
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Résumé

Ce mémoire est consacré a I’étude des propriétés des solutions méromorphes des

équations aux différences de la forme
An(2) f(z4n)+-+ A1 (2) f(2+1) + Ay (2) [ (2) = Anta (2)

ouA;(2)(j=0,1,--- ,n,n+ 1) sont des fonctions méromorphes. On obtient quelques
estimations sur I’ordre de croissance des solutions, et on considérera ensuite le défaut
et les points fixes des solutions méromorphes de ces équations. Enfin, on donnera

quelques exemples illustratifs.
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