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0.1. INTRODUCTION 1

0.1 Introduction

Le calcul différentiel fractionnaire discret et continu ainsi que ses applications dans différentes
branches de la recherche scientifique et ingineering ont ont suscité l'intérét de beaucoup de
beaucoup de chercheurs depuis les années 80 du siecle dernier (voir [1, 2, 7, 8, 10, 15, 21, 22]
et d’autres cités dans ces références). Comme noté dans [5, 3], il existe principalement deux
approches celle de Riemann-Liouville-Caputo et celle Letnikov. Comparé au calcul differentiel
ordinaire, le calcul différentiel fractionnaire présente certaines insuffisances dont principalement:
La dérivée fractionnaire d’une fonction constante n’est la fonction nulle, les regles classiques de
dérivation d’un produit ou d’un quotient sont généralement mises a défaut. Pour contourner
ces insuffisances, R. Khalil et al. dans leur article ” A new definition of fractional derivative”
(voir [13]) introduisirent le nouveau concept de ” Calcul fractionnaire conformable” comme suit:

Définition 0.1.1. Soit « €]0, 1] et f :]0, +oo[— R une fonction donnée. On appelle dérivée
fractionnaire conformable d’ordre o au point tg > 0 la quantité

f(a)(t()) == lim f(t + Etolia) — f (tO)

e — 0 g

(0.1.1)

st elle existe.

En effet, cette nouvelle fagon de dériver satisfait toutes les propriétés de la dérivation usuelle
a lexception de celle du semi-groupe. Si R. Khalil et al. sont les ”péres” de ce nouveau concept,
T. Abdeljawad en posa les bases théoriques & travers son fameux article (a ce jour cité plus
de 1000 fois) ”On the conformable fractional calculus” [3]. Dans un article publié en 2019,
A. A. Abdelhakim [4], montra que l'existence de la limite 0.1.1 équivaut & la dérivabilité au
sens usuelle et par la méme occasion le caractere fractionnaire de cette approche et toute la
pertinence de la théorie initiée par R. Khalil et al., T. Abdeljawad et autres. Ceci a suscité et
suscite toujours un débat entre adeptes et adversaires de cette approche.
présent mémoire est axé sur I'article de D. R. Anderson et D. J. Ulness, publié en 2015 sous le
titre ”Newly defined conformable derivatives” [6]. La définition donnée ci-dessous suppose dés
le départ la dérivabilité usuelle. Elle constitue aussi une extension de celle de R. Khalil et al.
Dans le premier chapitre 1 du présent mémoire nous rappellons la définition de la dérivabilité
conformable au sens de [0], énongons sans preuve les principales régles de calcul établies dans
[6] et puis nous établissons quelques nouvelles propriétés.
Le second chapitre est essentiellement consacré aux méthodes de résolution des équations
différentielles conformables du second ordre. Nous étondons au cas conformable les méthodes
du wronksian (formule d’abel, seconde solution pour 1’équation homogene, solution partic-
uliere pour I’équation non homogene, ...). Nous établissons aussi un analogue généralisons de
I’équation de Cauchy-Lagrange et en déduisons que la méthode de I’équation caractéristique con-
nue dans le cas usuel s’étend au cas conformable avec coefficients constants et donnons la forme
explicite des solutions. Nous n’abordons pas la question d’existence et d’unicité complétement
traitée dans [0].
Le troisieme et dernier chapitre représente notre contribution essentielle dans la thématique. 11
est consacré a I’étude de I'opérateur de sturm-Liouville dans le cas conformable. Tout d’abord,
nous donnons l'identité de Lagrange ainsi que le quotient de Rayleigh dans le cas général et
montrons que les valeurs propres sont simples. Nous considérons apres le cas ou la fonction
k1 est identiquement nulle. Pour ce cas, montrons que les valeurs propres sont toutes réelles
et a fonctions propres associées (r,«)-orthogonales. Quant & lexistence elle-méme, elle est
traitée par les méthodes variationnelles. Notons que les résultats de ce chapitre constituent une
extension de ceux obtenus dans [5].
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Chapter 1

DEFINITIONS ET
PROPRIETES GENERALES

Dans tout ce qui suit, pour tout @ € [0, 1], ko(e,.) et k1(a,.) sont deux fonctions continues sur
R et telles que

cl. ko(LH)=1 A ki(L,t)=0, VteR:
c2. k‘o(o,t) =0 A kl(O,t) =1, VteR;
c3. ko(a,t) #0, VYa €], 1] A VteR.

Définition 1.0.1. [6] Soit y une fonction réelle définie sur un intervalle fini [a, b]. On appelle
dérivée a-conformable de y au point ty € [a, b] la quantité

Y@ (to) = k1 (ov, to)y(to) + kolov, to)y (to). (1.0.1)

Définition 1.0.2. Siy admet une dérivée a-conformable de y en tout point de [a, V], alors,
on dira qu’elle est conformément a-dérivable sur [a, b].

Remarque 1.0.3. Notons que par définition, une fonction admettant une dérivée a-conformable
est nécessairement dérivable au sens usuel du terme. La terminologie conformable, trouve sa
justification dans le fait que y© =y et yM) = y.

Exemple 1.0.4. Comme exemples de fonctions kg, k1 on peut prendre

1. ko(a,t) = w2, ki(a,t) = (1 — a)w® on, w est une constante strictement positive;
2. kolo,t) = (1 —a) [t|*, ki(a,t) = aft|'™";

3 ko(oyt) = (1 —a)e*, ki(a,t) = aell =),

4 ko(a,t) =sin (aZ) [t , ki(a,t) = cos (@Z) |t|*;

. Cu 1 sia—0
5. ko(a,t) =sin (@Z) [t]'™, ki(a,t) :{ . 5;-6;750

Historiquement, le concept de dérivée a-conformable fut pour la premiere fois introduit par
R. Khalil et al. dans [13] et presque simultanément par U. Katugampola dans [11]. Dans le
premier cas,

y(a) (t) -— lim f(t +et 17&) B f (t)

e — 0 e
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tandis que dans le second cas,

« e— :
Y ()= My €

sous condition que ces limites existent.

Ces deux définitions de la dérivée a-conformable sont valables seulement pour ¢ > 0 et supposent
I'existence des limtes entrant dans leurs définitions. D’autre part, pour a = 0, on ne retrouve
pas la fonction initiale. Ces deux traits, constituent un désavantage de ces définitions par
rapport a la définition que nous adoptons ici. D’autre part, dans le cas ou, la fonction y est
dérivable au sens usuel alors, chacune de ces deux définitions nous donnent

Yy () =ty (@)

Ce cas de figure est couvert par notre définition dans le cas 0 < o < 1. 11 suffit pour cela de
prendre,
Vtea, b: ki(a,t) =0 A kola,t) =t 172

Pour plus de détails les différentes définitions de la dérivée a-conformable, leurs propriétés et
les liens existant entre eux, consulter [3, 6, 13]. Comme signalé dans [6], la notion de dérivée
a-conformable peut étre envisagée méme pour la ”Time scale Theory” [8].

Enfin, notons qu’en théorie du controle, un correcteur ou régulateur proportionnel-dérivé des
output u est régi par I’équation

u(t) = k(D E() + ka() E'(2)

ol, k, est le gain proportionnel, k4 -le gain dérivé et E(t) -l'erreur entre la variable d’état et la
variable du processus [19]. Ceci peut fournir un domaine d’application trés vaste de la dérivée
« -conformable.

Notation 1.0.5. Si f est une fonction donnée sur [a, b] et a < s <t <b alors, on notera

/f(T)da (1) = ,CO(Z)T)dT (1.0.2)

S
si cette derniére intégrale existe (au sens de Riemann,).

Comme on le verra plus loin, un réle important en calcul différentiel conformable est joué
par le concept d’exponentielle « -conformable qu’on définit comme suit,

Définition 1.0.6. Soit p : [a, b] — R une fonction continue, a < s <t < b. On appelle
exponentielle o -conformable de p la fonction

t

ep(t,s) =exp /WdT ‘= exp /(p(T) — ki (o, 7)) da () | (1.0.3)

S S

eo(t,s) = exp —/kzl (o, 7)dae (1)

1l est clair que l’exponentielle o -conformable d’une fonction existe toujours. De plus, dans le
cas a = 1, l’exponentielle usuelle d’une fonction.



Proposition 1.0.7. [6] (Régles principales de dérivation et d’intégration a-conformables).

Réglel. Si f et g admettent des dérivées o -conformables alors, pour tous réels \, u, la
fonction \f + pug admet aussi une dérivée o -conformable et on a:

A+ 19)' ™ = Af 4 gt

Régle2. Pour toute constante réelle c,

A = cky (a, ).

Régle3. Si f et g admettent des dérivées o -conformables alors, il en est de méme pour le
produit fg et on a:

(f9)' = f@g+ f¢ — ki (o, ) fy.

Régled. Si f et g admettent des dérivées o -conformables alors, il en est de méme pour le
quotient g s’il est défini et on a:

(f)(") _ [ @g— 19

f
+ ki (o, .)=.
g g* 1 )g

Régle5. Pour tout « €]0, 1], la dérivée « -conformable par rapport a t de l’exponentielle «
-conformable vérifie la relation:

(ep (1,9) ™ = p(t)ey (L, 5) -

Régle6. Pour tout a €]0, 1] et toute fonction f,
t (@)
[ tsdats) | = s

Régle7. (Régle d’intégration par parties)

b

b
[ 10900 (0.1) datt) = {7(0)9(0)e0 0.0}~ [ 90 [£20) = by (0,8) £0)] e0 (1) dao)

a

Régle8. (Formule de Leibnitz)
t (@) t
o)
[t ettsda | = pe0+ [5G0~ b0 £0.9)] clt.5)dats)

a

N o () ., .. . . \ .
ou, ’écriture Ba—t signifie que la dérivation a-conformable s’opére par rapport a la variable

t.

On remarque qu’en posant a = 1, on retrouve toutes les régles de rérivation et intégration
classiques.

Proposition 1.0.8. On a les propriétés supplémentaires suuivantes:
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Propl.
@ =0=Vtela, b: f(t)=ceo(t,a) , ceR.
Prop2.
=g —= vt ela, b f(t)=g(t)+ceo(ta) , cER,
Prop3.

g =f=Vtela, b: gt)= /f(s)eo (t,s)da(s) + ceg (t,a) , c€R.

a

Prop4. Pour tout o €]0, 1],
t
Vt € [a, b]: /f(a)(s)da(s) = f(t) +ceo(t,a) , cER.

Proof. Pour la premiere propriété, on distingue deux cas. Le cas a = 0 qui est trivial car, dans
ce cas, f(® = f. Dans le cas a # 0, Phypothése f(®) = 0 signifie que la fonction f vérifie
I’équation différentielle ordinaire

ki (a, .
f / — 1 ( )f
kO (av )
dont la solution générale est de la forme:
t
kl (O(, T)

f(t) =cexp _/ko(aﬂ')dT = ceg (t,a) .

a

En appliquant la propriété 1 a la fonction h = f — g, on obtient la propriété 2. Montrons la
troisieme propriété. On a,

t (@) t t 4
(/ f(s)eo (t,s) da(s)) = ki (a,t) / f(s)eo (t,s)da(s) + ko (, t) (/f(s)eo (t, s) da(s))

f(s)eg (t,1)

= (o) [ F(s)en (t.5) o) + o o) L0

+ o ) / 169 (g0 (4.9 dats)

= k(o) / £()eo (1, 5) dals) + £(t)

t

# k(a0 [ £6) (<7 (0) ) date

a

= ).



On en déduit que
(@)

¢
qg— /f(s)eo (t,s) da(s) =0.
Pour obtenir le résultat recherché, il suffit d’appliquer encore une fois la propriété 1.
Pour la quatrieme propriété, on utilise la régle 6 et on obtient:
t (@) t
[1@edae | = | [ #9660 ot sdals
—_——

1

(@)

= [ (Weo (t.8) = fOt).
Donc, le résultat recherché découle directement de la propriété 2. O

Pour terminer ce chapitre et a titre complémentaire uniquement, nous donnons sans preuve
la version « -conformable de I'inégalité de Gronwall et quelques unes de ses conséquences. Pour
les preuves, voir [6]. A noter aussi qu’en posant o = 1 dans les inégalités qui vont suivre, on
retrouve des résultats connus de la dérivation usuelle.

Théoréme 1.0.9. (Inégalité de Gronwall).
Soient p, y et f trois fonctions continues sur [a, +oo[ avec p > 0. Alors, linégalité

t

y(t) < f(t) + /p(s)y(s)eo(t,s)da(s) YVt >a

a

implique
t

yt) < Flt) + / p(8)f($ep(t s)dals) V>

a

Corollaire 1.0.10. Soient p, y deux fonctions continues sur [a, +oo| avec p > 0. Alors,

[pes)eatt.dals) = (01 < 0 Wza

Corollaire 1.0.11. Soient p, y deux fonctions continues sur [a, +00[ avecp > 0 et soit 6 € R.

Alors, Uinégalité
t

y(t) < o+ /p(s)y(s)eo(t,s)da(s) vVt >a

implique

y(t) < dep(t,s) + 5/k1 (o, 5) ep(t, s)da(s) vt > a.
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Chapter 2

EQUATIONS
DIFFERENTIELLES
CONFORMABLES LINEAIRES

Dans le présent chapitre, on s’intéresse aux équations différentielles conformables du second
ordre de la forme:
a)) (@) @
(y )" + Aty + By = f(t), t>a

: (2.0.1)
t>a, «ac€)0, 1]

ou, A, B, f:[a, b] — R sont des fonctions données telles que A et B sont continues. Le but
est de montrer que les techniques de résolution connues pour la dérivation usuelles s’étendent
au cas conformable du second ordre. Il s’agit de la métode du Wronksian, la formule d’abel
ainsi que la variation des constantes [9, 12].

Néanmoins, nous commencons par énoncer sans preuvre le résultat fondamental suivant.

Théoréme 2.0.1. [6] (théoréme d’existence et d’unicité pour les équations conformables du
premier ordre).

Supposons que les fonctions kg et k1 vérifient les conditions c1., c2. et c3. du chapitre précédent.
Soient f, p: [a, ] — R des fonctions continues. Alors, la solution générale du probléme de
Cauchy

Y@ —p(tyy = f(t), t>a
(Pr):
y(a) =yo
est de la forme:
y() = yoey (t,a) + / eo(t,5)f(s)da(s),  tela b. (2.0.2)

Notons que si « =1 alors, Vt € [a, b]

t

ko(1,t) =1, ki(1, t)=0, ep(t,s) =exp /p('r)dT

S
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et donc, la formule 2.0.2 devient le résultat connu suivant:

t t t

o(t) =exp | [p)ir | o+ [exo | [p(ryir | s(s)as

a a S

2.1 Wronksian a-conformable

Définition 2.1.1. Soient « €]0, 1], y1, y2 deuzx fonctions a-différentiables sur [a, b]. On
définit wronksian a-conformable de y, et yo comme suit:

Wa [y1, yo] = ylyéa) - y%a)yz (2.1.1)

Proposition 2.1.2. (Version a-conformable de la formule d’Abel).
Siy1 et ya sont solutions de ’équation homogeéne 2.0.1 (f =0) alors,

VEE [ay b0 Walys, 9a] (6) = W o 91, ya].exp —/(A(T)—I—Qk:l (@, 7)) da(r) | (21.2)

a

avec,
Wa, 0 w1, y2ol :i=Waly, y2](a) , t€la, b].

Proof. Notons tout d’abord que dans le cas a = 1, correspondant a la dérivation classique, la
formule 2.1.2 devient

Wi ly1, y2] (t) = y1(t)ya(t) — y2(t)yi (t) = Wi [y1, y2] (@) .exp | — / A(r)dr

qui est la formule classique d’Abel pour le Wronksian. Pour cette raison, la formule 2.1.2 sera
appelée version a-conformable de la formule d’Abel.

Puisque les fonctions y; et ys sont deux fois a-différentiables alors, le wronksian a-conformable
Wa [y1, y2] est a-différentiable et on a:

W [yi, o] = (y§ TR (yé )) — k1 (o, )iyl )>
(@), (a) (a)) @ (a)
=¥ Y+ (yl ) Yo — k1 (a, ) Y1 Y2

(yl (yéa))(a) - (y§a))(a) yz) —ki(a, ) (ylyéa) - yi“)yz)

v (= AW = BOw:) ~ 2 (~AOY - By )

—ki(a, ) (ylyéa) - y§a)yz)

= — (AW + k(o ) (8™ — i)
Ainsi,
Wi [y1, o] = Pa(t)Wa 1, y2] » palt) — (A1) + k1 (o, .)).

Il suffit donc maintenant d’appliquer le théoreme 2.0.1 en prenant comme second la fonction
identiquement nulle. O



2.1. WRONKSIAN a-CONFORMABLE 11

Remarque 2.1.3. Notons que dans l’expression du wronksian, on peut remplacer a par n’importe
quel point tg € [a, b] et dans ce cas, on aura

Yt € [a, b]: Wy lyr, yo] (t) = Wo [y1, y2] (to) exp —/(A('r) + 2k (a, 7)) da(T) | . (2.1.3)

On en déduit en particulier que si le wronksian s’annule en un point alors, il est identiquement
nul.

Proposition 2.1.4. Siy; et yo sont solutions non identiquement nulles de l’équation homogéne

()
(y(a)) +AMMY Y +B(tyy=0, t>a

alors, elles sont linéairement dépendantes si et seulement si, le wronksian s’annule au moins
en un point to € [a, b].

Proof. Si y; et yo sont linéairement dépendantes alors, il existe une constante c telle que yo =
cy;. 1l est clair que dans ce cas,

Wa ly1, y2] = (Cyl)(a) — y§°“) (ch) =c (ylygo‘) - yga)?h) =0.

Inversement, supposons le wronksian W, [y1, y2] s’annule au moins en un point ty. D’aprés la
remarque précédente, il est identiquement nul. Par conséquent,

(@)

«@ Y1 Y2
0=Waly, o) = 1ys™ — o )yzzdet[ ]

yia) yéa)

En théorie des déterminants, cela implique deux possibiltés. Ou bien,les deux colonnes sont
égales a une constante multiplicative pres et dans ce cas, on a directement la dépendance
linéaire. Ou bien, deux lignes sont égales a une constante multiplicative pres. Dans ce cas, il

existe une constante c telle que y%a) =cy; et yéa) = cys. Or,

t
y{® = cyy = y1 = Bexp /(C — k1 (e, 7)) da(7)

a

(@) (@)

Par conséquent, la relation y1y, ° — vy; 'y2 = 0 nous donne,
t t
gexp | [ (et am)da(r) | =csexp | [ (e~ b (@ r)da(r) | oo
a a
ce qui équivaut a ’équation yéa) = cyo dont la solution générale est donnée par laformule

t

Yo = Y €Xp / (¢ — k1 (o, 7)) da(T)

a

Il est clair que y; et yo sont linéairement dézpendantes. O
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2.2 Quelques méthodes de résolution de 1’équation ho-
mogene

On sait dans le cas classique (correspond & o = 1) [9] que connaissant une solution non triviale y

de I’équation homgene du second degré, on peut déterminer une deuxieéme solution linéairement
indépendante grace a la formule

s. (2.2.1)

La version a-conformable (« €]0, 1]) de cette formule est donnée par le résultat suivant.

Proposition 2.2.1. Supposons que a €]0, 1] et que la fonction ko(a,t) est dérivable en tout
t € [a, b]. Siy est une solution non triviale de l’équation homogéne 2.0.1 (f =0) alors, la
fonction

t exp (_ T {A(T) + 2ki(a,7) + (. 1)} da (7)>
==Y : y2(s)

a

ds (2.2.2)

est aussi une solution de [’équation homogéne. De plus, y et z sont linéairement indépendantes.

Proof. Posons
w(t) =exp | — / {A(7) + 2k1(a, 7) + ko(a, ) }dau () | - (2.2.3)

On a alors,

w(s)

2 (s) s (2.2.4)

vtela, b 2(t) = y(t) /

En utilisant les régles de dérivation a-conformables (voir proposition 1.0.7), on montre facile-
ment que

w () = — {At) + k1(a,t) + ki, 1)} w(t), (2.2.5)
et
2 (1) =y (1) / ;1;((?) ds + ko(a, t)z)g)). (2.2.6)

a



2.2. QUELQUES METHODES DE RESOLUTION DE L’EQUATION HOMOGENE

Par conséquent,

t

sy

a

(z(o‘)> (@) ) = w(s)

y(s)

() o |

(@)
ds)

w(t)

y(t)

ds + k:(()a) (a, t)

w(t)

N
ol ) <y((;)> ~ (e kolon 1)

t

A w(s) s 4 (@) N / w(s) < N w(t)
(v) (”a/y?(s)d t (t){"“( ’t)a/yZ‘(s)d ol ’“y%s)}
o [ ) oy 0
o (o )y (1) / s (ks (. o (0.1) + holew D11} 2
w® (#)y(t) — w(t)y'™ (1) w(t)
+ k‘o(a,t){ 0 }+k1(a,t)k0(oz,t) o0
— kl(a,t)ko(a,t)q;}((f))
A I O BN ()
= (v@) (t)a/yz(s)d +hofe )20+
(e ko (e, £) + k(e D (a8} 2.
e Rty
En utilisant I’expression 2.2.5 de w(®), on obtient finalement,
Vi € [a, b - (Z<a>)(°“) (1) = (y<a>)(“) ) / %dsko(a,t)A(t)Z(g. (2.2.7)

a
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D’ot, pour tout ¢ € [a, b],

<Z<a>)(“) (t) + A1) (8) + B(t)=(t) = (y(“))(a) (t) / ;ﬂ (Z) ds — hufa 1A )

= 0.

La fonction z définie par la formule 2.2.2 est donc bien une solution non triviale de I’équation
homogene 2.0.1 (f =0) .

Il reste & montrer que les solutions y et z sont linéairement indépendantes. En effet, en utilisant
les expressions explicites de z et z(®) (voir formules 2.2.4 et 2.2.6 ), on voit facilement que pour
tout t € [a, b,

Waly, 2] (1) = y(1)2(t) — 4 (£)2(t) = ko(e, t)w(t) # 0.
Ce qui d’apres la proposition 2.1.4 signifie I'indépendance linaire recherchée. O

Proposition 2.2.2. On suppose que Supposons que o €]0, 1] et que la fonction ki(«,t) est
dérivable et non nulle sur tout t € [a, b]. Siy est une solution non triviale de l’équation
homogéne 2.0.1 (f =0) et si w est solution de I"équation,

() ok
y (w@) + [2koy’ + A(t)y)] w(® — {lekoy' - (k% + Atk + koat1> y} w=0 (2.2.8)

alors, la fonction z = yw est aussi une solution del’équation homogeéne 2.0.1 (f = 0).

Proof. En utilisant les régles de dérivation a-conformable, on obtient
20 = 4@y 4 yw(® — kyw

et

() = {y g g} = () () = )™

(@) (@)
{<y<a>> Wty @@ klymw} N {y<a>w<a> ty (w) " - klyw(w}

— {k;l(o‘)yw + k1y @ w + kyyw(® — 2k%yw}

= w (y(o‘))(a) + {Zw(o‘) - 2k1w} y( @ + {(w(o‘)>(a) — 2k w(® + 2k — k;l(o‘)w} Y.
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Posons:
(@)
L(t,2) = (z<a>) FAD)Z® + B(t)z, tela b].

En tenant compte du fait que y est solution del’équation homogene 2.0.1 (f = 0), on obtient
finalement,

Lt,2) = w(y® ) {2w<a> 2k + At)w by +
— 2k w(@) —|—2/<;2w k(@
{ (t)w(® — A(t)kyw + B(t)w !
= w { At)y ™ + B(t)y} +y (w(o‘))(a) + [Qy(o‘) — 2k1y + A(t)y} w'®)
+[ 21y 1 2k2y — k1 @y — At )kly] w

(@) ok
=y (w<a>) + [2koy’ + A(t)y] w(® — {lekoy’ + (k% + A(t)k1 + ko atl) ] w

= 0.

Ceci montre que la fonction z = yw est solution de 1’équation homogene 2.0.1 (f = 0).

Considérons maintenant ’équation

(@)
Bh (h?/(a)) +yhy'™ +6y=0, B, 7y, 6€R (2.2.9)

ol, h est une fnction continue et strictement positive sur [a, b]. Dans le cas, h(t) =t et « =1,
léquation 2.2.9 porte le nom d’équation homogene de Cauchy-Euler [9]. Le cas h(t) =t et a €
10, 1] fut traité dans [6]. Dans le présent mémoire, nous appellerons cette équation ”équation -
conformable homogene généralisée de Cauchy-Euler. Nous donnons une méthode de résolution
de laquelle, on déduira la version a-conformable de la méthode de I’équation caractéristique
connue dans le cas classique. Les résultats obtenus dans ce cadre généralisent aussi ceux obtenus
dans [6].
Pour tout r € C, posons

z(r,t) = exp /Wda (s) ,  w(rt) zz(r,t)/da (S) (2.2.10)

a

Théoréme 2.2.3. Pour la résolution de l’équation 2.2.9, on a:

1. Si 7y et ro sont les deux racines réelles distinctes de ’équation caractéristique Br? +
yr + 0 = 0 alors, les fonctions z1(r,t) = z(r1,t) et zo(r,t) = z(re,t) sont deux solutions
linéairement indépendantes de 2.2.9.

2. Sir est la racine double de I’équation caractéristique Br? +~yr+6 = 0 alors, les fonctions
z(r,t) et w(r,t) sont deuz solutions linéairement indépendantes de 2.2.9.
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3. Sir=MXN+iu et T =X —iu sont les deux racines complexes de ’équation caractéristique
Br? +~r +6 = 0 alors, les fonctions
/ d / d
Z1(\, i, t) = 2(A,t). cos ,u/ ]?(S) , 2o\, t) = 2(A, ). sin u/ ;[(S)

a a

(2.2.11)
sont deux solutions linéairement indépendantes de 2.2.9.

Proof. Pour tout réel r, on a

2@ (rt) = (k:1 (a,t) + 77"_]“1,(1((1;;)“”) z(r,t)
h(t)2( ) (r,t) = r2(r,t) , t€la, b].

(hz(@)(r, t))(a) =r (kl (a,t) + %ﬂoh(t)) z(r, t)

Par conséquent,
(@) )
Bh (hz(“) (r, t)) + yhz @) (r,t) 4+ 52(r,t) = (Br* +r +6) 2(r,t).

Donc, si r est une racine réelle ou complexe de 1’équation Br? + yr + § = 0 alors, la focnction
correspondante z(r,t) est solution de 2.2.9. Ainsi, le cas de deux racines réelles distinctes est
résolu. Si on a deux racines complexes (obligatoirement conjuguées), on utilise le fait que si
z(r=X+ip,t) et z(F = X —iu,t) sont solutions de 2.2.9 alors, les fonctions

z(r,t) + z(7, t) z(r,t) — 2(7,t)

2 ’ 24
sont aussi solutions de 2.2.9. Il reste & montrer que dans le cas d’une racine double, la fonction
w(r,t) est aussi solution de 2.2.9. En effet, on vérifie facilement que dans ce cas,

zi(A ppt) = zi(A pst) =

Bh (hw(o‘)(r, t))(a) + vhw ) (1, t) + Sw(r, t) = (261 + ) z(r, t).

Comme r est une racine double alors, forcément (287 + ) = 0 ce qui implique que w(r,t) est
aussi solution de 2.2.9. Pour montrer I'indépendance linéaire, on vérifie que dans le cas des
racines racines distinctes, on a:

To —T1

Yt € [a, b : w e [21, 22] (t) = - 2129 # 0.

Pour le cas de la racine double, on a:
52
WGMM:WWMMM:F#&

Ainsi, dans tous les cas, on a donc indépendance linéaires des solutions correspondantes. O

En prenant h(t) = 1 théoréme 2.2.3; on obtient comme dans [6] le résultat suivant sur la
résolution des équations différentielles homogenes a-conformables du second ordre.

Corollaire 2.2.4. soit [’équation

(@)
B (y(“)) +9y' @ +0y=0, B, 7, GER (2.2.12)

et soit Br? 4+ yr + 6 = 0 I’équation caractéristique associée. Alors,
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1. Siry et ro sont les deux racines réelles distinctes de ’équation caractéristique alors, les
fonctions

t t
z1(r,t) = exp / (r1 —ki(a,8))da(s) | , za(r,t) =exp / (ro — k1 (a, 8)) da ()
sont deux solutions linéairement indépendantes de 2.2.12.

2. Sir est la racine double de l’'équation caractéristique alors, les fonctions

t t

z(r,t) = exp / (r—ki(a,8))da(s) | w(r,t) = z(r, t). /da (s)

a a

sont deux solutions linéairement indépendantes de 2.2.12.

3. Sir=MXA+1ip et T =X —iu sont les deux racines complezes de ’équation caractéristique
alors, les fonctions

2\ 1, ) = exp (f (r — k1 (v, 8)) dav (s)> . cos <ujda (s))

a

A0t =exp ([ (= b () da(s)) sin (4 fda (9)

a

sont deux solutions linéairement indépendantes de 2.2.12.

2.3 Résolution de I’équation non homogene

On se propose maintenant de donner un procédé de résolution de I’équation non homogene
2.0.1:
(1) + Ay + By = (1), t>a
t>a, aclo, 1]

Commengons par noter que si z; et zy sont deux solutions linéairement indépendantes de
I’équation non homogene alors, en vertu de la linéarité de la dérivation a-conformable, la
fonction z;, = z; — 29 est solution de I’équation homogene. On peut donc chercher la solution
générale y de I’équation non homogene sous la forme:

Y=Yn+Yp (231)

o, yj, est une solution de ’équation homogene et y,, est une solution particuliere de 1'’équation
non homogene. Un premier pas dans la recheche de la solution générale est donné par le résultat
suivant.

Théoréme 2.3.1. Soient y1, y2 sont deux solutions linéairement indépendantes de l’équation
homogéne. Soient u, v : [a, b] — R deux fonctions a-dérivables sur [a, b] et vérifiant:

w ™y + 0@y, =0
(u(o‘) — 2k1(a, t)u) y%a) + (v(o‘) — 2k (a, t)v) yﬁ") =f . (2.3.2)

2k2 (o, t) — ki(a, t) — A(t)k1(a,t) =0

Alors, la fonction y = uyy + vy est solution de ’équation non homogéne.
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Proof. En tenant compte des régles de la dérivation a-conformable et de la premiere hypothese
de 2.3.2, On obtient

((uy1 + ny)(a)) @ = {(u(o‘) — 2k1u> yﬁ”‘) + (v(a) — 2k1v> yéa)} +u (y§“))(a)

a) (@ o
+v (yé )) — k8 (uyy + vy) + 2k2 (uys + vy) -

En utilisant la deuxiéme hypothese de 2.3.2, on trouve

W (@) W (@) (@
((Uyl + oyo)' )) = f4u (zﬁ )) +v (y§ )> — K (uyy + vyo)+2k3 (uys + vys) . (2.3.3)

Posons:

[e3 (a) [e%
£ (v, 1) = (g +0p) @)+ A@) (s +v092)™ + BE) (un +vy) . (2:3.4)

Pour montrer que y = uy; + vys est solution de ’équation non homogene, il suffit donc de
montrer que
E(U,U,yhyQ) = f

En utilisant 2.3.3, 2.3.2 et le fait que y; et y2 sont solutions de 1’équation homogene, on obtient
() ()
L(u,v,y1,92) = [+u (y%a)) +v (yéa)) - kﬁ“) (uy1 + vy2)

12K2 (uyy 4+ vy2) + A(t) (uyy + vy2) ™ + B(t) (uyr + vys)
o)) (@) o
= f+u{(y§ )) +A(t)y; )+B(t)y1}

N .
o { ()" 4 a0uf + Bl
+ (268 = W = Ak ) (ugn + vp2)

= f

Notons que si a = 1 alors, le théoreme 2.3.1 devient:

Théoréme 2.3.2. Soient y1, y2 sont deux solutions linéairement indépendantes de l’équation
homogéne. Soient u, v : [a, b] — R deux fonctions dérivables sur [a, b] et vérifiant:

u'yr +v'y2 =0
(2.3.5)
Wy + s = f
Alors, la fonction y = uy, + vys est solution de I’équation non homogeéne.

Ce résultat est un outil classique utilisé dans la recherche des solutions des équations
différentielles ordinaires du second ordre [9, 12].
Le résultat que nous donnons maintenons permet d’établir le lien entre les solutions de I’équation
homogene et les solutions particulieres de ’équation non homogene. On notera aussi ’analogie
avec le cas de dérivation usuelle [9, 12].
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Théoréme 2.3.3. Si y1, y2 sont deuz solutions linéairement indépendantes de l’équation ho-
mogene et si le second membre f est une fonction continue sur [a, b] alors, la fonction

up (1) = / v2Du1(8) = 91082(5) £y goy (5, 1€ [a, B (2.3.6)

J Wa [y1, y2] (s)

est une solution particuliére de I’équation non homogene.

Proof. Posons:

e [ B i)
Vi€ la, b]: ut)= /I/Va[yl,yz](s)da (s) , ()= /wda (s).

Il est clair que

v f (@) y2 f
— 2 =k —=L
Wa [y1, y2] ! Wa [y1, y2l

En utilisant ces trois formules ainsi que la définition du wronksian W, [y1, y2], on établit
facilement que

yp =uys +oyz , u® =ku—

o = o () = () o ()

Par conséquent,
() o+ B, = {r+u ()7 0 (7)) {unl + )

B(t) {uy1 + vy2}
_ f+u{((a)>()+A()(a)+B() }

+v { (yéa)) g Aty + B (t)yz}

= f+0+0="f.
O

Remarque 2.3.4. La condition de continuité du second membre f est exigée pour assurer
Dexistence de 2.3.6. On peut la remplacer par la condition d’existence pour tout t € [a, b] des
deuz intégrales

[ ) t -
a/Wa[yl, y2](5)d /W Y1, y2 )d (8)-



20 CHAPTER 2. EQUATIONS DIFFERENTIELLES CONFORMABLES LINEAIRES



Chapter 3

OPERATEUR DE
STURM-LIOUVILLE

3.1 Position du probleme

Considérons le probleme de Sturm-Liouvoille fractionnaire conformable (noté PSLCF dorénavant)
suivant:

(p()y ) + q(t)y(t) = =Mr(t)y
Vte [0, w]: p(t) =0, r(t)>=0 (3.1.1)

AeC, a€]0, 1]

ot, p, p'®, ¢ et le poids rsont des fonctions réelles continues sur 10, w[. Nous discuterons ce
probléme sous les conditions aux bornes suivantes:

ay(0) + ey (0) =0, cF+c3>0

(3.1.2)
ry(n) + oy @ (r) =0, ri+7r3-0
Définissons I'opérateur différentiel fractionnaire, conformable Léag comme suit:
() ()
) = (py™) " +ay). (3.13)
Dans ce cas, la premiére équation de 3.1.1 s'écrit sous la forme:
L’I(f’g(y) = —Ar(t)y (3.1.4)

Définition 3.1.1. Soient o €]0, 1] et y une fonction définie sur [0, w]. On dira que y €
C2 ([0, ©1]) si, y et y'*) sont a-différentiables sur [0, 7| et (y(o‘))(a) e C1 ([0, ).

Définition 3.1.2. On appellera paire propre du probléme posé tout couple (A, y) constitué d’un
scalaire \ et d'une fonction y € C2 ([0, =]) et vérifiant 3.1.1 et 3.1.2. Dans ce cas, la fonction y
est dite fonction propre associée a la valeur propre \.

Remarque 3.1.3. Notons qu’en posant o = 1, on retrouve le probléme de Sturm-Liouville clas-
sique [20].

21
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3.2 Quelques résultats généraux

Théoreme 3.2.1. (Version fractionnaire de I'identité de Lagrange). Siy, et ys sont deux fonctions
de classe C2 ([0, ) alors,

™

/ {yzﬁﬁf‘?,(yl)—ylﬁﬁf”é(yz)}eo (mt)da(t) = - {p(t)W(“) 1, yo] (H)eo (M)}Z
0

- / )k (, YW [y1, ya] (t)eo (m,t) da(t).
0
Proof. Commencons par rappeler que conformément aux notations des deux chapitres précédents,

W) [y, yo] = y1y§a) - y2y§a)

et

S

eo (s,t) = exp —/kl(a’T)dT = exp —/kzl(a,r)da(T)

ko(a,’r)

D’autre part, toutes les fonctions sous le signe d'intégral dans I'énoncé du thoréme sont continues,
ce qui implique que ces intégrales ainsi que celles qui vont figurer dans la preuve existent. On a,

Ly () =) = yz{(p<t>y£“>)(a)+q<t>yl<t>}—yl{(pu)yé”)(”+q<t>y2<t>}

= v (p(0)”) R rors )

D’'ou, en utilisant la formule d'intégration par parties

b b
[ 10900 0.0)datt) = (@960 0.0, ~ [ 90) {F0) = ka(0017(0) } o (. 0) da),
on obtient pour la quantité

Al = [ {mLi ) = 9L (01)  eo (r.1) dat),

O\:\

A = {uepOeo (w0}~ [ o0 {15~ a0} eo (.0 da(e)
0

~Lyp@)yseo (m, Y + [ p@)ys™ {5 — ki (o, )y b eo (m,t) dat)
0 0

= {p(t) {y2y§o‘) - ylyéa)} eo (T, t)}z + /p(t)kl(a t) {y§a)y2 - ylyéa)} eo (m,t) da(t)

= = {pOW® 1, 1) (e / PO (s )TV [y, 2] (e (m, ) dox
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Corollaire 3.2.2. Siy; et yo Vérifient les conditions aux bornes 3.1.2 alors,

s ™

[ {mt8hw0 — vty b eo (r.0) date) == [ pOki 0 OW 1, 2] ()ea (7.8 da()

Proof. D'apres le théoreme précédent, il suffit de montrer que sous ces conditions, on a:

{POWE 1. ve] Wea (.0)} =0,
Ona

s

{POW 1, ol Weo ()} = p(m) {pa (@) (@) = ()@ (m) |

2 (0) {1 (05 (0) = y20)i™ (0) } €0 (m,0)

On peut sans perte de généralité supposer que dans les conditions 3.1.2, cory # 0. Dans ce cas,

{POW [, ) (Deo (w0} = p() {—jj;m(w)yzm + :;yl(ﬁ)yz(ﬂ)}

O {20 00) + Lm0 f o (.0

= 0
O
Théoréme 3.2.3. Les valeurs propres du probléme 3.1.1, 3.1.2 sont simples. En d’autres ter-
mes, deux fonctions propres associées a une méme valeur propre, sont nécessairement linéairement

dépendantes.

Proof. Supposons qu’a une certaine valeur propre A correspondent deux fonctions propres y; et ys.
Dans ce cas,

(a) (@)
0 = $LP) — Nl (y) =y (p(t)y§“)> — (p(t)yéa) )

(@)

= {p Ol 000 (1) "~ b tptonf” }

(a)
o {0 o) (17)

— Ky (e, t)p(t)yéa)}
= p(t) {y2y§ )~ gyl )} +p(t) {yzﬁ )~ iy )}

= {p(t) (y2y§“) - ylyéa)) }(a) + ki (a, t)p(t) (yzyﬁa) - ywéa)) :

Ainsi, on a finalement I'équation différentielle conformable

(PO Waly1,y2) 1 + Ea(0, 8)p(t) Wa (y1,52) = 0 (3.2.1)
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L'équation 3.2.1 admet une solution de forme générale (voir chapitre précédent)

t

PO)Wa(y1,92) () = p(O)Wa(yr, y2) (t) exp /—2k1(a,f)da(7) - (3.2.2)
0

Comme vu dans la preuve du corollaire 3.2.2, les conditions aux bornes nous donnent que les fonctions
Wa(y1,y2) (t) et p(t)Wa(y1,y2) (t) sont identiquement nulles sur [0, 7]. Par conséquent, d’apres
résultat chapitre précédent, les fonctions y; et yo sont linéairement dépendantes. Le théoréme est
ainsi démontré. O

Définition 3.2.4. Deux fonctions f et g sont dites (r, &)-orthogonales si,
[ H0rg0e (.0) dafe) =0,
0

En d'autres termes, les fonctions f et g sont orthogonales dans I'espace a poids L? ([O7 7|, %dt) .

Théoreme 3.2.5. Deux fonctions propres associées a deux valeurs propres distinctes du probléme
3.1.1, 3.1.2 sont (r, )-orthogonales si et seulement si,

T

/ p(®)er (e, YW [yr, ] (E)eo (1) da(t) = 0.
0

Proof. Soient y; et yo deux fonctions propres associées a deux valeurs propres distinctes A1 et Ao

du probleme 3.1.1, 3.1.2. On a alors,

Eéa;(yl) = -ty () (a)
r —an Ll
g7 (t)ye Y2Lp q(y)l\i ?)J\ll p q(Y2)

LY (y2) = —Aor(t)ye

D’ou, en utilisant le corollaire 3.2.2, on obtient

T

/ FE)r(®)g(t)eo (. 1) dalt) = / p(E)k (0, O [y1, ya] (H)eo (m, 1) da(t) = 0
0 0
si et seulement si,

T

Ao i M /P(t)lﬂ(a,t)W(a) 1, v2] (H)eo (1) da(t) = 0,
0

ce qui acheve la preuve. O
Théoréme 3.2.6. Une valeur propre A\ du probléme 3.1.1, 3.1.2 est réelle si et seulemnt si, la
fonction correspondante y vérifie la condition

s

/ Ptk (0 W [y, 7 (Deo (m, 8) da(t) = 0
0
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Proof. Supposons que y est une fonction propre associée a la valeur propre réelle A du probleme
3.1.1,3.1.2. On a,

=

Ll

p

(v) = =Ar(hy = (p(Oy ) +ay(t) = =Ar(B)y.

Q

D’oul, en passant au conjugué complexe

w07 = (s = () +a@w(®) = (p07) " + a0

Cela signifie que la fonction 7 est aussi une fonction propre associé a la méme valeur propre A.
Comme les valeurs propres sont simples (voir théoréme 3.2.3) alors, il existe une constante c telle
que y = cy. Par conséquent,

™ K

/p(t)h(a,t)W(”‘) [y, Y] (t)eo (m,t) da(t) = C/p(t)kl(a»t)W(a) [y, Y] (t)eo (m, 1) da(t) = 0.
0 0
Inversement, supposons que le couple (A, y) est une paire propre du probleme 3.1.1, 3.1.2 telle que

s

/ p(t)k1 (0 W [y, 7] ()eo (. 2) dalt) = 0.
0

En raisonnant de maniére analogue au début de la preuve de la condition nécessaire, on peut
facilement vérifier que le couple (/\,y) est aussi une paire propre du probléeme 3.1.1, 3.1.2. Si on
suppose que A # X alors, en utilisant la relation

_TLI) — yLS 4 (@)

o ) -
yr(t)y SN

)

on obtient

[P e mtyda®) = [ OO (w6 dao

- / {@C;(nag(y) - yﬁz(f‘g@)} eo (m,t) dou(t) = 0.
0

Puisque on a

alors, forcément y est identiquement nulle sur tout [0, 7]. Or, ceci contredit I'hypothese de paire
propre émise sur le couple (A, y). O

Théoréme 3.2.7. Si (A, y) est une paire propre du probléme 3.1.1, 3.1.2 alors, on a la formule

Ot—x

{p() (5)* = b () @ = a(t)y? } eo(m, D)da()

A= (3.2.3)

T

gr(t)y%o(?ﬁ t)da(t)
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Proof. On a par hypotheése,

(p(w )" + 4ty = —Ar(eyy

En multipliant par y et en intégrant par parties, on obtient

T

5\ / r(t)yeo(m, )dalt)

0

™

(o0 )" eatm)datt) + [ aOn?eolm. o)

I
St~

s

[ pou {y) = ka(astiy} eolm, tdae)

0

= {yp(t)y(“)}w -

0

+ [ a(t)y’eo(m, t)da(t)

T~y

Il
Ot~y

PO {s ~ k(. y} ealm, dat) + [ altheam. )do
0

D’ou, le résultat recherché. O

Remarque 3.2.8. En posant a = 1, on retrouve un résultat classique de la théorie des opérateurs
de Sturm-Liouville, connu sous le nom de quotient de Rayleigh. Dans notre cas, on appellera ce
résultat "quotient de Rayleigh fractionnaire conformable”.

3.3 A propos des valeurs propres

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que les fonctions ¢ — k; (v, t) est identiquement nulles
pour tout a €]0, 1]. Dans ce cas, on peut montrer en tenant compte du corollaire 3.2.2 que I'identité

de Lagrange devient
™

[ {mtfio) — ne)0e)} date) =0 (3.3.1)
0

pour toutes fonctions y; et yo Vérifiant les conditions aux bornes 3.1.2. De méme, la condition de
(r, «)-orthogonalité devient

/ FOr®gt) B dalt) = 0 (3.3.2)
0

Pour le quotient de Rayleigh, la formule 3.2.3 devient,

T

J{p(t) () = at)y? } da(t)
A=2 (3.3.3)
r(t)y*da(?)

O—x

Il s'ensuit aussi d'apres les théoremes 3.2.6 et 3.2.5 que toutes les valeurs propres du probleme
3.1.1, 3.1.2 sont réelles et que deux fonctions propres associées a deux valeurs propres distintes sont
(r, )-orthogonales. On se propose dans cette section de donner des méthodes variationnelles pour

caractériser les valeurs propres de I'opérateur L,(;a; , a €]0, 1].
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Lemme 3.3.1. (fondamental). Soit f une fonction continue sur Uintervalle fini [a, b]. On
suppose que

b
/ FO)gt)da (t) = 0 (3.3.4)

pour toute fonction g € Ct ([a, b)) vérifiant g(a) = g(b) = 0. Alors, f est identiquement nulle
sur [a, b].
Proof. La formule 3.3.4 s’écrit sous la forme

b
ft)
k‘o (Oé, t)

g(t)dt = 0. (3.3.5)

a

Supposons maintenant qu'il existe ¢ty €la, b[ tel que f(tg) # 0 (par exemple, f(tp) > 0). Par
continuité de f, il existe € > 0 tel que

t €lto — ¢, to +e[= f(t) > 0.
Considérons la fonction g. définie sur [a, b] par:

(t—to—e) (t—to+¢)° si t €ty —e, to+¢|
ge(t) =
0 ailleurs

On vérifie facilement que g. € C* ([a, b]) et g-(a) = g-(b) = 0. Par hypothese du lemme, on

doit avoir ,
f(t)
-(t)dt = 0.
/ a0’ (t)dt =0

ko (

Or, le calcul direct nous donne

to + ¢

kof(s)t)ge(t)dt = / L (t—to—e)* (t—to+e)*dt = 0.

a to — €

Nous aboutissons donc & une contradiction. Par conséquent, la fonction f est identiquement
nulle sur [a, b]. O

Proposition 3.3.2. Soit H(t,u,v) une fonction réelle de classe C* ([a, b] x RQ) et soit y une
fonction définie sur [a, b] et vérifiant:

a. y est a-différentiable sur [a, b,
b. La fonction t — %—Ig(t, y(t), ¥ (t)) est a-différentiable sur [a, b].

Siy est un point d’éxtrémum de la fonctionnelle

b
G(y) = / H(t, y(t), v (6))da(t)

alors, on a l’équation d’Euler-Lagrange suivante

0H

St 90 0 (

0H

(@)
G v0, y0)) =0 (3:36)
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Proof. Soit z une fonction-point d’extrémum pour la fonctionnelle G sur [a, b] et vérifiant les
conditions a. et b. de la proposition. Définissons la famille de fonctions

y-(t) = z(t) +en(t), €€R

otl, la fonction n € C! ([a, b]) et vérifie n(a) = n(b) = 0.
Chaque fonction y. est a-différentiable sur [a, ] et vérifie

gl (t) = 2@ () + en@)(t) |, t € [a, b]

Ye (a) =y (b)

Puisque la fonction z est un point d’extrémum pour la fonctionnelle G alors, la différentielle de
Gateaux 0G(z) est identiquement nulle. Cela implique

b

= o / {H@, 2(0) + ent), 2@) +en (1) = H(t, 2(t), (1)} da(t)
/ oH / oOH
= / 005t 2(0), 2 (O)dal) + / N5t (1), 2 () da).

Apres intégration par parties de la seconde intégrale, on obtient

b

b
0 = [a05et 20, Zanda + {105 @ 0. 20}

a

: (@)
- [0 (Gt w0, v ) daty

a

b (@)
-/ {gf(a 40, #0) - (Ge e w0, ) }n(t)da<t>~

a

En appliquant finalement le lemme fondamental 3.3.1, on trouve 1’équation d’Euler-Lagrange
recherchée. 0O

Soit maintenant

D (p,q.r) = {y € C% ([0, ) : y(0) = y(m) = 0} .

Comme conséquence immédiate de la proposition 3.3.2, on a le résultat suivant.
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Théoréme 3.3.3. Soit A un nmombre réel. On suppose que les fonctions p , q et r sont
C' ([0, 7). Si une fonction yx € D) (p,q,r) minimise la fonctionnelle

G)\(y) = /H)\(ta y(t)7 y(a) (t))da(t>7 RS D(a)(pv q, T)7 Hk(t u, ’U) = p(t)vzi(Q(t) + )\T(t)) U2
0
alors, le couple (N, yx) est une paire propre du probléme 3.1.1, 5.1.2.

Proof. Les égalités
A (t,u,v) = p'(t)0? — (q(t) + Ar(t) u?,

agﬁ (t,u,v) = =2 (q(t) + Mr(t)) u,

85{)* (t,u,v) = 2p(t)v

ainsi que les hypothéses émises sur les fonctions p, ¢ et » montrent que toutes dérivées par-
tielles existent et sont continues. Par conséquent, Hy est C* ([O, 7] x Rz). D’autre part,

y € D@ (p, q,r) implique que ¥y est a-différentiable en méme temps que la fonction

= T y(0),5) (1) = 2000 )

Ainsi, toutes les conditions de la proposition 3.3.2 sont vérifiées. L’équation d’Euler-Lagrange
nous donne

(o)
0 = Zh0 0. 0~ (G o, 7o)

— 2(g() + () 1 (0) — (2000 )

ce qui est équivalent a,,

()" + ) = ~Ar(a (o).
O

Corollaire 3.3.4. La valeur \i := X du théoréme précédent est la plus petite des valeurs
propres du probleme 3.1.1, 3.1.2.

Proof. Soit (i, yu) est une paire propre quelconque du probleme 3.1.1, 3.1.2. D’apres la
définition 3.1.2, c’est un élément de ’espace D((")(p, q,r). Par conséquent,

s

min  Ga(y) = Ga(ya) = 0 < Galya) = (11— V) / rty2dodt),
y € D) (p,q,r) )

ce qui donne le résultat recherché. O

Remarque 3.3.5. Pour trouver la seconde valeur propre Ao, on utilise le fait que deux fonctions
propres associées a deux valeurs propres distinctes sont (r, «)-orthogonales. Par conséquent,
sous conditions de validité des hypotheses émises sur les fonctions p,q et r dans le théoréme
3.3.3, la paire propre (A2, y2) devra satisfaire la condition

0=Gx(ye)=  min  G(y).
y € D) (p,q,r)
y Ly
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D’une maniére générale, la paire (A, yn) devra satisfaire la condition

0= sz (y2) = min G)\Q (y)
y € D) (p,q,r)
y Loy, Y2, 5 Yn — 1

Remarque 3.3.6. Soit
F(t7 U, U) = p(t)’UQ - q(t)u2
1l est clair que
Hy(t,u,v) = F(t,u,v) — Ar(t)u?
et
Ga(y) = J (y) — AL(y).

an/FwwMMMﬂ,szfmm%mwy
0 0

Il est clair que siy est une fonction propre associée & A alors, I(y) # 0. Done, si y; est une

fonction propre associée a la premiére valeur propre A1 alors, la fonction y; = }’(1 ) est aussi
1

une valeur propre associée a la méme premiere valeur propre A\i. De plus, I(y1) = 1. D’autre
part,

0= min G (y) =Gy, (1) =0 = /F(t,yl, y:(la))da(t) = MI(y1).
y € D) (p,q,r) J

D’ou,

_ 1 [ () olt) — r () N
= I(yl)O/F(t’yl’yl ) (t)O/F(tayl,(yl) )da(t).

Cette derniére formule signifie que

™

AL = min /F(Ly,y(a))da(t) = min J(y). (3.3.7)
y € D (p,q,r) y € D(p,q,r)
Iyy=1 O I(y) =1

De maniere analogue,

An = min /F(t,y,y(o‘))da(t) = min J(y).

y € D) (p,q,r) y € D (p,q,r)
Iy) =1, y Ly, y2, s yn -1 0 Iy) =1, y Ly, y2, = Yn — 1
(3.3.8)

Ce sont ces formules que nous utiliserons dans ce qui suit.

Exemple 3.3.7. Considérons le probléme de Sturm-Liouville suivant
W) + =0
, tejo, x. (3.3.9)

Dans ce cas, on a

(c)
p=r=1, ¢=0, I @=(")". (3.3.10)
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D’aprés la formule 3.53.3, toutes les valeurs propres de ce probleme sont strictement positives
(c’est a dire qu’on peut supposer X\ = 0). L’équation caractéristique de l’équation diférentielle
3.8.9 qui est >+ X\ =0 admet deuz racines complezes iv/—\ et -iv/—X. D’apreés le corollaire
2.2.4, toute solution de I’équation 3.5.9 est de la forme:

z(t) = ¢y 8in \/j/tda(s) + co cos \/TA/tda(s)

Les conditions aux bornes montrent que ca = 0, que les valeurs (X\y),, et les fonctions propres
associées (yp), sont données par les formules:

An=——— , ynp(t)=sin|nrx , n>1 (3.3.11)

(funcn)

Notons enfin qu’en posant ko(a,t) = t'=% « €]0, 1], on retrouve tous les résultats obtenus
dans [5].

3.4 Minimisation de la fonctionnelle J

Le théoreme 3.3.3 du paragraphe précédent et les deux remarques le suivant, supposent ’existence
du minimum pour la fonctionnelle G (y) ou ce qui est équivalent celui de la fonctionnell J définie
par la formule 3.4.1. Dans le présent paragraphe, nous prouvons que sous certaines conditions,
le minimum de la fonctionnelle J existe réellement et donnerons un procédé de calcul de la
premieére valeur propre.

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que les fonctions kg (o, t) et r(t) sont C? ([0, 7).
Rappelons aussi que

I) = / {oi0) (4)" = a?}dot, v e D .0m), (3.4.1)

0
I(y) = /r(t)dea(t) =1, Y€ D(a)(p, q,7). (3.4.2)
et ’
D (p,q,r) = {y € C2 ([0, 7)) : y(0) = y(m) = 0} . (3.4.3)

Proposition 3.4.1. La fonctionnelle J est bornée inférieurement sur I'ensemble I(y) = 1. En
d’autres termes,

—oo < inf J(y). 3.4.4
it Tw) (3:4.)

Proof. Puisque la fonction p est strictement positive sur [0, 7] alors,

s = - [atnraat = - [ 15 rinPaety

Y,
|

B

I
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Pour tout naturel n > 1, posons:

An = Qyn(t) = ,/W > Bjsin(jt): B eR . (3.4.5)
ji=1

Nous allons commencer par minimiser la fonctionnelle J sur chacun des ensembles A, sous la
condition I(y,) = 1. Pour cela, notons tout d'abord que

Vn>1: y, €Ay,

et que
I(yn) =1 <= g Sop=1 (3.4.6)
j=1
Soit [3],, = (B1, ---, Bn). Alors, pour tout y, € A,
(o) (a)
| p() k"ﬁ‘("’) t) sin(jt) k”ﬁ((x) t) sin(st)
— Y B / (V&% ) ) da(t) = T(B],).
Js=1 — q(t)ikoic("t’) t) sin(jit) sin(st)
(3.4.7)

La fonction J ainsi définie est continue sur le sous-ensemble compact de A,,, caractérisé par la
seconde partie de |'équivalence 3.4.6. Par conséquent, sur ce sous- ensemble, elle atteint son

minimum )\,(11) en un certain [5(1)}71, = (59)7 e ﬁbl)). En d’autres termes, il existe [5(1)}n =

(ﬁg), cee @(11)) vérifiant

I({B(l)} g zn: (B§1))2=1 A j([ﬁm} ) = min J([B,) = AP, (3.4.8)

n

Cela signifie d'autre part, que la fonction

n

ko(a, t) a . ..
yi(n, t) = nglﬂj sin(jt), (3.4.9)
vérifie la condition de minimisation
J(y,(n, ) = min J(ya) = AL, (3.4.10)
Yn € Ap
En identifiant I'élément [3], = (B1, ---, Bn) avec I'élément [B] | = (B1, -+, Bn, 0), on
peut identifier A,, a un sous-ensemble A, , ;. Par conséquent, on peut affirmer que la suite
(A(l) J(y, (n, ))) N 1estdécroissante. Comme elle est minorée (car J(y) est bornée inférieurement)
alors, il existe B
1) — ; 1) — ;
A = . Lm+oo Ay = . Lm+oo J(y, (n, ). (3.4.11)
Il est clair que
A > inf o J(y) (3.4.12)

S I(y) =1
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Théoreme 3.4.2. Supposons qu'il existe une constante m ~ 0 indépendante de «, telle que
vVt € [0, 7] : m < min(p(t), ko(a,t)) (3.4.13)

et que la fonctionnelle J est continue sur D™ (p,q,r). Alors, la suite (y, (n, .)), - , contient
une sous-suite (z,(n, .)), - | uniformément convergente vers une fonction z continue sur [0, | et
telle que B

I(2)=1 A J(z)=AD. (3.4.14)

En d’autres termes, le minimum de la fonctionnelle J est bel et bien atteint en z. De plus,
conformément a la remarque 3.53.4, J(z) = XD est la premiére valeur propre du probléme
3.1.1, 3.1.2 et la fonction z est la fonction propre associée.

Proof. L'idée fondamentale de la preuve est de montrer que la famille {y1(n, .), n =1, 2, ---} est
uniformément bornée et équicontinue ce qui, permettra d'utiliser le théoreme d’Arzela-Ascoli [16].

Comme la suite ()\511) = J(y, (n, ))) est convergente alors, il existe une constante M > 0
n>1

telle que
Vn >1: p(t) E )(Tl, t) ’ — q(t)yf(n, t) d()l(t) <M

Par conséquent, pour tout n > 1,

T

[o0) (590, 0) date) =

K

{p0) (500, 0)" = a0n 0 0} dato)+ [ o Ddate)

Tt~y

0 0
< M+ / gty (n, Hda(t)
0
q(t) /Tr 2
< EANA
< M o 18] [r0u, odat)
0
= M+ max Q(t)’ =: My
0<t<w|r(t)
Ainsi,,
>1: (a) — [ — (a) < 2
vzt [ (s ) dot) = [ —plt) (4 1) datr) < 2
0 0
En utilisant la relation
t
Yn>1: y,(n, t)= /yfo‘)(n, t)do(t)
0
et I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient,
: 2
Y@ (n, t) 1 My

vn>1: |y (n, t))° = dt| <mx—.

) \/ko (o, 7) % \/k:o (a,7) - m
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La famille {y1(n, .), n =1, 2, ---} est donc uniformément bornée.
Par ailleurs, pour tout naturel n > 1 et tous réels ¢,, to tels que 0 < ¢, <ty <, on obtient apres
une seconde utilisation de I'inégalité de Cauchy-Schwartz

t2
(o) t
yl (TL, )X 1 dt S Tl'XMl t2 3
; \/ko(a,T) \/kzo(a,T) m
1

‘yl(n’ t1)_ yl(n’ tz)' =

Cette derniere estimation de la quantité |y, (n, t,) — y,(n, t,)| permet d'affirmer que la famille
{y,(n, .), n=1, 2, ---} est équicontinue. D’aprés le théoreme d'Arzela-Ascoli, elle est relative-
ment compacte. En d’autres termes, elle contient une sous-suite {2, (n, .), n =1, 2, ---} qui con-
verge uniformément vers une fonction z continue sur [0, 7] ( convergence dans |'espace C ([0, 7])).
Par construction, chaque z,(n, .) est un élément de D(®(p, ¢, 7). Posons:

AD = TJ(2(n, ). (3.4.15)
D’apres la formule 3.4.11, on a
lim AN = lim J(2(n, ) = A0, (3.4.16)

n — +oo n — +oo

En utilsant la continuité de J et I, on obtient

I(z(n, .))=1Vn>1 = I(z) = I(n im_i_ooz(n, ) = . £m+ml(z(n, J))=1
et
J(z)=J( lim =z(n, )= lim J(z(n, .) =AY,

n — +oo n — +oo

Remarque 3.4.3. La contuité de I sur 'espace D(®) (p,q,7) découle du fait que sur cet est
espace, I est la fonctionnelle constante égale a 1.
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons dans un premier lieu introduit la notion de dérivation a-
conformable au sens de [6], donné la définition a-conformable du wronksian et établi les ver-
sions correspondantes de la formule d’abel ainsi que les méthodes de résolution des équations
différentielles a-conformables du second degré. A ce titre, on note une analogie parfaite entre
I’approche classique et ’approche a-conformable.

Dans un second lieu nous avons définie 'opérateur de Sturm-Liouville a-conformable et
montré que comme pour la dérivation usuelle, l'identité de Lagrange ainsi que le caractere
simple des valeurs propres ainsi que la formule du quotient de Rayleigh restent vraies. Pour
les autres paropriétés telles que caractere réel des valeurs propres ainsi que la a-orthogonalité
des fonctions propres, d’autres conditions sont nécessaires. Dans notre cas, nous avons opté
pour la condition k; est la fonction identiquement nulle ce qui a permis d’établir en utilisant
les méthodes variationnelles I’équation d’Euler-Lagrange a-conforamble ensuite utilisée pour
prouver 'existence des valeurs propres existent et vérifient les propriétés énoncées auparavant.
Les résultats ainsi obtenus généralisent ceux de [5].

Comme possibles perspctives de développement et d’approfondissement du présent mémoire,
nous pensons qu’il serait intéressant d’examiner les questions suivantes:

1. Sous quelles conditions sur les fonctions kg, p, ¢ et r, la fonctionnelle J (voir formule
3.4.1) est-elle continue? Cette condition de continuité a été fondamentale pour l'existence
des valeurs propres (voir théoreme 3.4.2).

2. Dans le cas général ol k1 n’est pas la fonction identiquement nulle, existe-t-il des valeurs
propres. Si oui sont -elles toutes réelles?

3. Possibilité d’extension des résultats obtenus au cas multivariable en introduisant au
préalable les définitions adéquates.
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