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INTRODUCTION GENERALE

Le calcul fractionnaire peut étre considéré a la fois comme un théme ancien et nouveau .

C’est un ancien théme du fait qu’il ait été abordé depuis déja assez longtemps
par différents mathématiciens des siecles de jadis a U'instar de G.W.Leibnitz (1695-1697),

et L. Euler (1730) qui s’y intéressérent. De méme que d’autres qui y ajoutérent leurs

contributions jusqu’au milieu de notre siécle tels que P.S Laplace (1820), J.B.J

Fourier (1822), N.H Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847),

H. Holmgren (1865-1867), A.K. Grunwald (1867-1872), A.V. Letnikov (1868-1872),

H. Laurent (1884),P. A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J. Hadamard (1892),

,O. Heavyside (1892-1912), S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E. Littlewode

(1917-1928), H. Weyl (1917), P. Levy (1923), A. Marchaud (1927), H.T. Davis
(1924-1936), A. Zygmund (1935-1945), E.R. Love(1938-1996), A. Erdelyi (1939-1965),
H. Kober (1940), D.V. Widder (1941), M. Riesz (1949). De la méme maniére on peut
le considérer comme un théme récent car il a fait 'objet de conférences spécialisées et

de maints traités depuis seulement un peu plus de vingt ans. La premiére conférence sur

ce théme ayant pour titre :"premiére conférence sur le calcul fractionnaire et

ses applications", fut donnée par B. Boss a I'université de New Haven en Juin 1974.

Actuellement, les travaux se rapportant entiérement ou partiellement au sujet

du calcul fractionnaire et de ses applications , se trouvent étre aux alentours

de la douzaine de titres parmi lesquels le traité encyclopédique de Samko,
Kilbas et Marichev. Par ailleurs, il y a aussi les traités de Davis, Caputo et

Gorenflo qui contiennent une analyse détaillée de certains aspects mathématiques



et /ou applications physiques du calcul fractionnaire. Ces derniéres années, un

intérét considérable pour le calcul fractionnaire a été attisé par les applications

que celui -ci trouve dans ’analyse numérique et les différents champs d’action
en physique et engineering ainsi que dans les phénomeénes de fractionnement.
Ce mémoire de magister est une contribution au calcul fractionnaire qui a suscité

notre intérét par son application aux équations différentielles fractionnaires et leurs

roles dans le champ de la physique, I'engineering comme les phénoménes de la théorie
électromagnétique, en accoustique, en chimie électronique ainsi qu’en science
des matériaux.

Notre mémoire se compose de trois chapitres :
Dans le chapitre 1, intitulé ”Notions de calcul fractionnaire” ,comme le titre

I'indique, nous donnons quelques notions du calcul fractionnaire qui est le
champ de ’analyse mathématique le plus en relation avec la recherche

et les applications des intégrales et des dérivées d’ordre arbitraire.

D’abord, nous introduisons la notion d’intégrale fractionnaire d’ordre v > 0

qui selon 'approche de Riemann-Liouville est une conséquence naturelle de

la formule de Cauchy :J"f (t) := f, (t) = ﬁ fot (t—7)""" f(r)dr,t >0,n € N*.

Ensuite, nous donnons les définitions nécessaires , en particulier, celles des
fonctions causales, de la fonction I' et d’autres qui nous permettent d’établir la

définition de l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0.



Quelques propriétés et certaines relations entre les fonctions I' et B sont

établies afin de faciliter le calcul d’intégrales de fonctions, a titre d’exemple.

Apres l'intégrale fractionnaire, la notion de dérivée fractionnaire d’ordre o > 0,
devient une nécessité ; pour cela, on n’omet pas de faire attention a s’assurer de

la convergence des intégrales et la préservation des propriétés bien connues

des dérivées ordinaires d’ordre entier.

On appellera D™ avec n € N, 'opérateur dérivé d’ordre n, que 1'on définira comme

inverse a gauche de 'opérateur intégral correspondant. Et alors, on introduira

la dérivée fractionnaire d’ordre « au sens de Riemann-Liouville avec quelques propriétés.

Enfin, nous terminerons ce chapitre par I'introduction de la dérivée fractionnaire

d’ordre o > 0 au sens de Caputo D dont la définition, est plus restrictive

que la dérivée fractionnaire, car elle nécessite I'intégrabilité absolue de la

dérivée d’ordre m. Nous donnerons différentes propositions et propriétés

et surtout, nous mentionnerons la différence entre les deux dérivées.
Au chapitre 2, sous le titre "Inégalités fractionnaires", comme ces derniéres années,
des inégalités ont pris une place considérable dans le cadre des mathématiques,

et occupent de plus en plus un champ actif et attractif dans la recherche.

Comme exemple, on peut citer le domaine de I'intégration ou des inégalités

impliquent des fonctions et leurs intégrales. Dans ce chapitre, 'intégrale

fractionnaire de Riemann-Liouville est utilisée pour montrer quelques nouvelles



inégalités intégrales fractionnaires. D’abord, par 'usage de la fonctionnelle de

Chebyshev, [10], on arrive & des résultats fractionnaires de I'inégalité de

Chebyshev ; puis en considérant 'inégalité intégrale :

b b b
T(f, 9) ::ﬁ/ f(w)g(x)dm—ﬁ/ f(x)dx—ﬁ/ g (xz)dx > 0avec f et g, deux

fonctions synchrones, & donner une nouvelle et courte preuve des théoréemes
2.1 et 2.2, plus simple que celle connue et & établir quelques nouvelles inégalités.

Et enfin, la formulation fractionnaire des inégalités de Holder, de Cauchy-Schwartz et

celle d’Hermite-Hadamard pour une fonction convexe.

Enfin dans le chapitre 3, sous le titre "Applications numériques sur les EDF", on applique
la méthode de décomposition d’Adomian (ADM) qui, pour le probléeme Fu = g,

ou F' est un opérateur différentiel non-linéaire. Elle consiste & décomposer la partie

F en L+ R ou L est un opérateur facilement inversible et R, la partie restante,

on désigne par N le terme non-linéaire, ce qui raméne notre équation a la forme :

Lu+ Ru+ Nu=g et Nu= Z A; (ug,uq, ..., u;) JJes A; étant les polynomes
i=0

o
d’Adomian ; et on cherche la solution u sous forme :u = E ;.

i=0
On fera remarquer la convergence trés rapide de la méthode, en général,
ce qui nous permet d’arriver rapidement & la solution.

Et nous cloturons ce chapitre avec quelques applications de I’ADM.

En introduisant la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, nous appliquons

la méthode de décomposition d’Adomian, d’abord aux équations couplées de



Lotka-Volterra avec dérivées fractionnaires spacio-temporelles.
Ensuite a ’équation de Sharma avec dérivées fractionnaires spacio-temporelles.

Deux cas importants, ont été considérés, pour chacune des deux équations :

d’abord, ’équation avec dérivée fractionnaire temporelle, puis, un deuxiéme cas oil,

la dérivée fractionnaire est prise sur la dimension spaciale.

Comme résultat, des solutions numériques sont obtenues sous forme

de séries rapidement convergentes avec des termes facilement calculables.



Chapitre 1

NOTIONS DE CALCUL
FRACTIONNAIRE :

1.1 Intégrale fractionnaire :

1.1.1 L’approche de Riemann-Liouville :

Selon 'approche de Riemann-Liouville du calcul fractionnaire, la notion

d’intégrale fractionnaire d’ordre o > 0 est une conséquence naturelle de la

formule connue, souvent attribuée a Cauchy, qui résume le calcul d’'une n-uple
primitive d’une fonction f () a une intégrale simple de type convolution.
La formule de Cauchy est définie par :

1
(n—1)!

JUF () = fo (f) = /Ot (= f () dr, t>0meN,  (L1)

ou N est ’ensemble des entiers naturels.
De la définition, on remarque que f, (¢) s’annule pour ¢ = 0, de méme que
ses dérivées d’ordre 1,2, 3....n — 1.

On conviendra que f (t) et f, (t) doivent étre des fonctions "causales".
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1.1.2 Notations et définitions

Définition 1.1 Une fonction f (t) est dite causale si elle est identiquement nulle pour tout
t <O0.

Définition 1.2 On appelle I'(z) la fonction Gamma définie pour Re(z )strictement positif
par l'intégale généralisée

+0oo
I(z2) = / ¢ du, Re{z} > 0. (1.2)
0
Définition 1.3 : Une fonction & valeur réelle f (t), t > 0 est dite de lespace C,, , € R
s’il existe un nombre réel p > u tel que f(t)=1"f1 (), ou f1 (t) € C ( ]0,+0o0]).

Définition 1.4 : Une fonction f (t), t >0 est dite de l’espace C};, n € N | si f™ec,.

Remarque 1.1  On peut étendre la formule (1.1) des valeurs des entiers positifs de l'indice
a n’ importe quelle valeur positive réelle par l'usage de la fonction Gamma.

En effet, sachant que (n — 1)! = T"(n), et en introduisant le nombre réel positif «, on
définit :

Définition 1.5 L’opérateur intégral fractionnaire de Rieman-Liouville d’ordre o > 0, pour
une fonction f € C, , (n> —1) est défini par :

Jo‘f(t)_ﬁ/ot(t—r)"‘_lf(ﬂdr a0, t>0, (1.3)

Jf(t)=f(t),
ot I(a) = [57 e u du.
Ici, et dans tout ce qui suit, les intégrales sont considérées dans le sens général de

Riemann ; de sorte que toute fonction soit obligatoirement localement absolument

intégrable dans R™.
Toutefois, on donnera les descriptions des ensembles des fonctions admissibles

et on n’hésitera pas, quand cela sera nécessaire, d'utiliser des expressions formelles.
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1.1.3 Propriétés
Proposition 1.1 : Pour tout z € R\{0,—1,—-2,..},etn € N, on a :

a)
I'(z+1)==2T(2) (1.4)

I'(z4+n)=z2(z+1)...(z+n—1DI'(2).

I'(n+1)=nl

Preuve.
a)-Pour montrer que I' (z + 1) = 2I" (), intégrons par parties, 'expression de I' (2)

dans la définition (1.2), on obtient, alors pour Rez > 0 :

0 M
I'(z+1) = / te tdt = limMéoo/ t*etdz

0 0

g {0 (e - [
=z /OO t*~le7tdt = 2T (2).

0

M

(2t571) (—e?) dt}

0

b)-Montrons que I' (z) = Z(zﬂ)(ji;ﬁ%z%_l)

Nous avons : T'(z + 1) = 2T (2)
F(z+2)=T({(z+1)+1) ==+ (=+1)=(2+1)2I'(2)

F'(z4+3)==+2)T'(z+2)=(2+2) (2 +1)2I'(2)

et en général, I' (z +n) :z(:z—i—l) (z42)...(z+n—-1)T(2).

D’ou b).

¢)-Utilisons b) pour montrer que I' (z) est une fonction analytique dans le plan
complexe, excepté en des poles simples situés dans le demi-plan de gauche

en z=0,—-1,-2,-3,...



12

Nous savons que I' (z) est analytique pour Re z > 0 d’aprés la définition (1.2).

Il est alors évident d’aprés b) que I' (z) est analytique pour Re z > —n sauf aux poles :

2=0,-1,-2, ..., —10.

Comme ceci est vrai quelque soit ’entier n, on en déduit, le résultat demandé. m

Définition 1.6 : De méme, on définit la fonction Beta par :

B(p,q) = [(1 —w)’ *u"'du, Re(p) >0, Re(q) > 0.

O%»—A

Proposition 1.2 :les fonctions Gamma et Beta sont reliées par la relation :

L(p)L'(q)

P =1,y

= B(q¢,p)-

Preuve.

En effet, si dans (1.2) on change u par 2, on obtient I'intégrale de Gauss :

2) =2 f0+°° 22~ 1le=#dt, qu'on va utiliser pour calculer m

I'(p) et I' (q) avec Rep > 0, Req > 0. En effet :
= 2f+oo —y2r 1 dy

(q) =2 [, e v*ldu

donc :
+00 400 9, o
I'(p)T(q) = / / e~ (vH0%) 210 201 gy
0 0

Passons aux coordonnées polaires : © = rcosf, v =rsinf

(1.5)
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I'(p)lg = 4/ ¢ P21 00521 G 5in®~1 Gdrdh
r>0,0<0<%

)

= (2/ e_TQTQ(p+q)_1dr> <2/2 cos2”_1081n2q_19d8>
0 0

™

= T(p+q)2 / " cos? 1 0sin?1 0df.
0

D’ot finalement :

I'(p)T (q)

B(p,(ﬁzm

=2 /2 cos??~ 1 9 sin?®1 9do.
0

2

En posant : p =¢q = %, on trouve[F (%)} =B (%, %) = 2f0g df = 7 et donc I' (%) = /7.

Proposition 1.3 Pour a >0, 3> 0,t >0, on a :

JOJOf () = JHIF () (1.7)
et
JOJPf () = JPJf (t). (1.8)
Lorsque f(t) = " on obtient
JOtH = %tw (1.9)

Preuve. :D’aprés la définition (1.3), on a :

t
Jott = —/ (t—r)a_lT”dT
0
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]
Posons y = 7, on a tdy = dr.

On a :
phta—1 1 .
JO = / (1—y)" y'tdy
I'(a) Jo
thta /1 ( ) . hg pta B( )
— 1—y)"  yldy = "B (a,p+1
I'(a) Jo I (o)
e [(a) I'(n+1)
= M(p+1)=t"t————r .
o) (a+p+1) (1) I'(la+p+1)
D’ou (1.9).

Démonstration de (1.7) :

Par définition, on a :

I 0 = ke [ (t— ) ( [ a1 dp) dr.

0

Onpose:7—p=s(t—p)=dr=(t—p)ds

et s ==L alors, 1 —s={=L donc (t—7)=(1-3)(t—p).

A

/t (t_f)“df/T(T—p)ﬁ1f(p)dp:/tf(p)dﬂ/t (t=m)" (r—p) T =

0 0 0 p

/ Flp)dp / st =l A=) (= (= p)ds

/ (t = 0™V £ (p) dp / S (1 5)°Vds = B (o, §) / (t = p)™1 £ (p) dp.

0 0
Ainsi, on a: JYJPf (t) = JoHBf () = JPHf ().

Do (1.7) et (1.8).

Remarque 1.2 Dans la formule (1.3), si on intégre entre a = —oo et t, on obtient la
définition de l’intégrale au sens de Liouville [20]
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Exemples : En utlisant (1.2), pour :

2) Si f (z) = e*, on a alors :
Jof (x) = J¥* = ﬁ [ (@ —7)*terdr.
Si on pose, y = x — T, on aura :

Jer = % Jy y*"te7¥dy , qui par une intégration par parties, nous donne :

xa+1 ,I‘OH_Q l’a+3

J(X I:
T T(a+l) T(@+2) T(at3)

3) Prenons f (z) = sinz.

Pour calculer J¢_ sinx, on calcule d’abord J¢_ (cosz + isin x)

Comme cosx + isinz = e, alors :

J* (cosz +isinx) = J° e
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D’ou l'on obtient :
. : am
J? sinz = sin (w - 7)

et

am
J2 cosx = cos (x — 7) .

D’une maniére générale, on a :

J2 o sin Az = sin </\x - %)

et

J2 . cos A\x = cos ()\x - %) :

4) Si on prend f (x) = e, on a:
Joe™ == [T (x— )t eMdr.

0 I(a)

Si on pose (x — 7) = y, on obtient :

« T a— (x— et +00  4—1 —
J2 e F(a) f—‘roo A dy = T(@) Jo Ty ledy.

Si on pose cette fois x = Ay, la derniére intégrale devient :

T

«a Ar __ €e” +oo -1 e X AZF( )
Jee™ = fo dx = 5 NT(a)
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1.2 Dérivées fractionnaires

Apres la notion d’intégrale fractionnaire, celle de dérivée fractionnaire d’ordre «

(av > 0) devient une nécessité; et 'on est tenté de remplacer a par (—a) dans les

formules ci-dessus. Toutefois, cette généralisation exige de faire attention dans

le but d’assurer la convergence des intégrales et la préservation des propriétés

bien connues des dérivées ordinaires d’ordre entier.

1.2.1 Notations et définitions

Notant par D" avec n € N, 'opérateur de dérivée d’ordre n.
On remarque d’abord que :

D'J*=Tet J'D"#1I; neN, (1.10)

i.e : D™ est I'inverse a gauche ( et non l'inverse a droite) de 'opérateur intégral

correspondant J".

En fait, on reconnait facilement de (1.1) que :

—_

D) = £~ S (07)

0

tk

o 1> 0 (1.11)

il

Comme conséquence, on s’attend a ce que D® soit défini comme inverse & gauche de J“.

Introduisons ’entier positif m tel que : m — 1 < a < m pour donner la définition
suivante :
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Définition 1.7 on définit la dérivée fractionnaire d’ordre o« > 0 au sens de Riemann-
Liouville par :

am 1 ¢ f(r) _
Daf(t) — {dtm |:F(m—oc) fo (t—r)““*de] ’ m-l<a<m (1_12)
L= (1), a=m.
1.2.2 Propriétés
Posons en complément : DY = J° = I ce qui nous permet alors
facilement d’aboutir a :
D*J*=1 ,a>0 (1.13)
et r )
pop = LOFD e ca >0,y > —1;t>0. (1.14)
F'y+1-a)

Les propriétés (1.13-1.14) sont naturellement une généralisation de celles connues
quand l'ordre est un entier positif. A partir de (1.14), ’argument de la fonction I'
dans le dénominateur peut étre négatif, nous devons considérer le prolongement

analytique de I' (z) dans (1.2) au demi plan gauche; ceci dans le but d’assurer

la convergence de l'intégrale définissant la fonction Gamma.

Remarquons le fait important que la dérivée fractionnaire D*f n’est pas zéro

pour la fonction constante f(t) =1, si a ¢ N.

En effet, la formule (1.14) avec v = 0, nous apprend que :

t—Oé
Dl = ——— >0,t>0. 1.15
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Ceci, bien str, est identiquement nul pour o € N & cause des poles de la fonction I’

aux points 0, —1, =2, ...

1.3 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo :

Une autre définition de la dérivée fractionnaire celle de Caputo d’ordre o > 0. Elle est

donnée par :
f<m o — 1
ety | T b mot<a<m
* T dm t . o
s [ (1) co=m.

Cette définition est bien str plus restrictive que (1.12), car elle nécessite
Iintégrabilité absolue de la dérivée d’ordre m.

On reconnaitra facilement qu’en général on a :
Def(t) i= DI () £ JmDM f(E) = DI (2),

sauf si la fonction f(t) avec ses (m — 1) dérivées s’annulent en t = 0.
1.3.1 Propriétés

Proposition 1.4 Pour m—1<a<mett>0, ona:

Daf( _ +ZF _a+1)f(k)(0+)
=0

Preuve. Pour démontrer (1.18), rappelons que par définition, on a :

(1.16)

(1.17)

(1.18)
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Df () = e (i Jo (E= 7)™ () ar).

Par intégration par partie, nous obtenons :

o n n—o n—a+1 n—a+2
DUF (1) = pr £ (E22  (0) 4+ L2228 0 (0) + 2222 ) (o)

tn—a+3

HEZTFO(0) + o [y (= 1) O O (1) dr).

Ce qui nous donne :

[y

n—

k—o n n—a+n— n
Do (1) = 30 W (0) ity + g (Jo (6= 7)) (7) dr)
1

£
Il

t

k—o n—a— n
= F®(0%) F(ljfa+1) T F(nlfa) /(t —7) e (7)dr

i
L

k=0 0
D’ou :
n—1
Df(t) = f®(07) sty + DS (1) -
k=0
|

Et donc, rappelant la dérivée fractionnaire des fonctions puissances (1.14)

D\ f(t) = Y /0% | = D2f(b), (1.19)

la formule (1.19) pour la dérivée fractionnaire, ainsi , incorpore les valeurs initiales

de la fonction et de ses dérivées d’ordre inférieur.

Remarque 1.3 La soustraction du polynome de Taylor de degré m — 1 ent = 0% de f (¢)
signifie une sorte de régularisation de la dérivée fractionnaire .En particulier, vue la défini-
tion, la propriété applicable pour laquelle la dérivée fractionnaire d’une constante est toujours
Z€ro; i.e :

DiI1=0 ;>0 (1.20)

peut étre facilement reconnue.



21

Explorons maintenant les différences les plus remarquables entre les deux définitions

des dérivées fractionnaires (1.12) et (1.16).

En utilisant (1.17), on remarque que :

D 1'=0 ;a>0,t>0. (1.21)

L’expression (1.21) est un exemple instructif pour notifier que D* n’est pas

un inverse & droite de J< car :
o yoygoa—1
JCDt =0,

mais
D eJuet =71 > 0,t > 0. (1.22)

Loi des exposants :
D’ ordinaire, D™et D™ ne commutent pas pour tout ordre entier positif. Dans le calcul

fractionnaire, la loi des exposants est en général vraie pour les opérateurs

d’intégration fractionnaire et répond a leur propriété de semi-groupe (1.4). En général,
I’ opérateur D“ ne satisfait pas a la fois la propriété de semi-groupe et la commutativité.

Pour montrer comment la loi des exposants n’est pas nécessairement valable

pour la dérivée fractionnaire standard, on donne la proposition suivante :
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Proposition 1.5 A* )- Il existe ay > 0, §, > 0, et une fonction f tels que :

D DPLE () #£ DL f(¢).

B* )- Il existe ag > 0, By > 0, et une fonction g tels que :

D*2DP2q (t) # D?2D*2¢g (t).

Dans (A*) prenons f () =t72 et oy = 3, = 1. Puis de la relation (1.21) on a :

D22 f (1) = Df (1) = ~5

[SEY

Dans l'exemple (B*), prenons g (t) = t3 et g = 2l, By = %7
puis utilisons (1.14), on obtient :

Dig(t)=, D3g(t)= D3t> =0.
Mais 5
D:D3g(t)=0, D:Dzg(t)=—t.



Chapitre 2

INEGALITES INTEGRALES
FRACTIONNAIRES :

2.1 Introduction

2.1.1 Motivation et position du probléme

la théorie des inégalités intégrales joue un role important dans le domaine des
mathématiques pures et appliquées. Elle intervient dans la modélisation de beaucoup
de phénomenes physiques, écologiques etc...Dans ce chapitre, on va s’intéresser a

la fonctionnelle de Chebyshev avec poids et on donne quelques résultats liés aux
intégrales fractionnaires. Puis on parvient a une généralisation de 'inégalité de Holder
et de celle de Cauchy-Schwartz. D’autres généralisations pour I'inégalité de Hermite-
Hadamard seront proposées ; on s’intéresse particulierement au cas des fonctions convexes
puis & celui de la convexité et la symétrie simultanément. A la fin de ce chapitre,

une généralisation importante d’un résultat de Dragomir sera étudiée.

Considérons la fonctionnelle :

23
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T(f,9.p.0) = [, ¢(@)dz [ p () f (z) g () du + [ p(2)da [} q(2) f (x) g (x) da—
(2 ae) £ @)dz) = (g @) f@yde) (Jp () g () dr) -

(J2p @) f (@) (J7a(x) g (x) d)
(2.1)

ou f et g sont deux fonctions intégrables sur [a, b] et p, ¢ sont deux fonctions

intégrables positives sur [a,b]. Si f et g sont synchrones sur |a, b|

(e ( f(z)=f)(9(@)—9g(y) =0, pour tout z,y € [a,b], alors T'(f,9,p,q) =0
voir [27,34] ).

Le signe de cette inégalité est inversé si f et g sont asynchrones sur [a, b]

(le: (f(x)=f(y)(g(x) —g(y)) <0, pour tout x,y € [a,b] ).

Pour p(x) = ¢q(x), x € [a,b], nous obtenons I'inégalité de Chebyshev avec poids [10] .

Dans [36], Ostrovski a démontré la généralisation suivante de I'inégalité de Chebyshev :

Si f et g sont deux fonctions différentiables, synchrones sur [a,b], p est une

fonction intégrable positive sur [a,b] et |f ' (z)] > m, |g ' (x)| > r, pour x € [a,b] alors :

T(f,9,p) =T (f,9,p,p) > mrT (v — a,x — a;p) > 0. (2.2)
Si f et g sont asynchrones sur [a, b], alors :
T(fagap) S m’I“T(.I' —a,T — Cb,p) S 0.

Si f et ¢ sont deux fonctions différentiables sur [a,b], p est une fonction positive
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intégrable sur [a,b] et |f'(z)| < M, |¢g'(z)| < R pour x € [a,b], alors :

T (f,9,p)| < MRT (v — a,v — a;p) < 0. (2.3)

Beaucoup de chercheurs se sont intéressés a la fonctionnelle T (f, g,p) et un grand
nombre de prolongements, généralisations et variantes sont apparues dans la littérature ;
voir [8,9,19].Le cas "sans poids " de (2.1) a suscité une grande attention chez bon
nombre de mathématiciens et plusieurs inégalités sont apparues dans la littérature

[6,7,8,9,10, 14, 16,17, 19, 27, 32, 33, 34, 36].

Le but principal de ce travail est I'utilisation de I'intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville pour :

1- donner une nouvelle et courte preuve plus simple que celle proposée dans les

résultats trouvés dans [14]

2-établir quelques nouveaux résultats fractionnaires liés aux inégalités de

Chebyshev sans poids, de Holder,de Cauchy-Schwartz et de Hermite-Hadamard [17].

2.2 Reésultats principaux :

2.2.1 Fonctions synchrones
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Théoréme 2.1 [14] :Soient f et g deux fonctions synchrones sur [0,00] et r, p, q :
[0, 00[ — [0, 00]. Alors pour toutt >0, a >0, ona :

2J (t) [Jop (t) J* (qfg) (t) + J& (t) J* (pfg) (t)] +2J%p (t) Joq (t) J* (rfg) >

Jor (t) J* (pf) (t) J* (q9) (t) + J* (q¢f) (t) J* (pg) (t) + 0
2.4

Jop () [ (rf) (t) J* (qg) (t) + J* (af) (t) J* (rg) ()] +

S (8) [J*(rf) () J* (pg) () + J* (pf) () J* (rg) (1)]

Remarque 2.1 Pour démontrer ce résultat, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1 [14] :Soient f et g deux fonctions synchrones sur [0,00[ et v, w : [0, 00] —
[0,00[. Alors pour tout t > 0, > 0,0n a :

S (t) J* (wfg) (t) + Jw (t) J* (vfg) (t) = J* (vf) (£) I (wg) (t) + J* (wf) (t) J* (vg)(;téj

Démonstration du lemme :

Les fonctions f et g étant synchrones sur [0, oo[, alors pour tout 7 >0, p >0, ona:
(f ()= f(p)(g(r) = f(p)) = 0.

Par conséquent :

f@)g(r)+f(p)glp) > f(1)g(p)+fp)g(T). (2.6)

En multipliant les deux membres de (2.6) par (t_T)ail(tI:f(i)ilv(T)w(p L e (0t)etpe
(0,%), on obtient :

Cr D™y (1w () £ (7) g (7) + S0y () w (o) £ () 9 (0)
(2.7)
> D™y (Y w (p) £ (1) g (p) + D (1w (o) £ (0) 9 ()
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Intégrons (2.7) par rapport a 7 et a p sur (0, t)2, nous obtenons :

wtm Jo Jo =7t =)o (T)w (p) f(7) g () drdp

trta Jo Jo (=) =) oM wp) £ (p) g (p) drdp
(2.8)

> otz Jo Jo =77t = p)* o (1) w(p) £ (1) g (p) drdp

+oy Jo Jo =7t =) w () w (p) £ (p) g () drdp.

Ce qui revient a :

Il s’en suit :

J% (w) (1) J° (ufg) () + J* (v) (£) J* (w]g) (1) -
> Je (uf) (£) J* (wg) (£) + J° (vg) (£) + J° (w) (£). |

D’ou la démonstration du lemme 2.1

Démonstration du Théoréme2.1 :

Posons v = p, w = ¢q et en vertu du lemme 2.1, on peut écrire :

J(p) (t) J* (afg) (t) + T (q) (t) J* (nfg) ()

= J*(pf) @) J* (q9) (t) + J* (¢f) (t) J* (pg) (). (2.11)
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Multiplions les deux membres de (2.11) par J(r) (¢), on obtient :

J(r) @) [T (p) (1) J* (afg) () + T (q) () J* (pfyg) (¢)]

> J(r) (t) [J* (pf) (t) J* (qg) (t) + J* (qf) () J* (pg) ()] .

Posons v =71, w=¢ eten vertu du lemme (2.1), on obtient :

(2.12)

J(r) (1) J* (afg) () + J* (q) () J* (rfg) ()
(2.13)

= JU(rf) () J* (ag) (8) + I (af) () I (rg) (1)

Multiplions les deux membres de (2.13) par J* (p) (t), on obtient :

JY(p) () [J* (r) (t) J* (afg) (t) + T (q) (t) J* (rfg) (t)]

= J*(p) () [J* (rf) (8) J* (q9) () + T (af) () J* (rg) (£)].

(2.14)

Utilisons les mémes arguments que précédemment, on peut obtenir :

J(q) () [T (r) () J* (pfg) () + T (p) () J* (rfg) (t)]

> J(q) () [J*(rf) (t) J* (pg) (t) + J* (pf) (t) J* (rg) (1)] .

(2.15)

L’inégalité (2.3) est obtenue par 'addition des inégalités (2.12), (2.14) et (2.15).

Théoréme 2.2 [14] : Soient f et g deux fonctions synchrones sur [0,00[ et r, p, q :
[0, 00[ — [0, 00][. Alors pour tout t >0 ;a>0;5>0, ona :

T (r) () [J* (@) (1) J° (pfg) (8) + 2% (p) (t) T (afg) (t) + J7 (q) (t) J* (pfg) (t)]

+ [T (p) (8) J7 () () + I (p) () T* (q) (8)] T (r fg) (t)

> J(r) () [J* (pf) (t) J° (q9) (t) + J° (af) () J* (pg) (t)] (2.16)
1 (p) (1) [T (rf) (8) J° (ag) (t) + I (af) (£) J* (rg) (1)]

+J%(q) (8) [T (rf) (8) J? (pg) (t) + J* (pf) (t) J* (rg) ()] .
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Remarque 2.2 : Appliquant le théoréme (2.2) pour « = 3, on obtient le théoréme (2.1) et
pour o« =3 =1, p=q=r =1, on obtient l'inégalité de Chebychev sur [0,t] . Voir [10].

Pour démontrer le théoréme (2.3) on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.2 [14] :Soient f et g deux fonctions synchrones sur[0,00[ etv,w : [0,00] —
[0, 00[. Alors pour toutt >0; a >0, on a :

T () J7 (wfg) (t) + 7w (t) J* (vfg) (t) = J* (vf) (t) 7 (wg) (t) + J7 (wf) () J* (vg() <t)j
2.17

Preuve du lemme 2.2 : Multiplions les deux membres de (2.10) par %w (p),

p € (0,t), on obtient :

Gl (p) 7 (v g) (1) + 2 (v) (1) 2% (p) £ (p) 9 (p)

(2.18)
_p)B-1 _ \B-1
> C—w (p) g (p) J* (0f) (t) + 5w (p) £ (p) J* (vg) ().
Intégrons (2.18) par rapport a p sur (0,¢), on obtient :
“(vfg) (t) Jy 5 p)dp+ T Jy w g(p) (t—p)"dp
(2.19)
> LGB0 1= p)" w (p) g (p) dp+ DD [ (1= p)" M w (p) £ (p) dp.

Ainsi le lemme 2.2 est démontré.

Preuve du théoréme 2.2

Prenons le lemme 2.2 avec v = p, w = ¢, on peut écrire :

J*(p) (1) J% (afg) (8) + J7 (q) (1) J* (pfg) (1)

(2.20)

> J(pf) (t) J7 (q9) (t) + J° (af) (£) T* (pg) (t) .
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Multiplions les deux membres de (2.20) par J*(r) (t), on obtient :

T (r) (1) [T (p) () J7 (afg) () + T (q) (£) J* (pfg) (t)]

(2.21)
> J°(r) (t) [J* (pf) (1) J7 (af) () T* (pg) (1)] -

Appliquons le lemme (2.2) avec v = r, w = ¢ puis multiplions les

deux membres de (2.21) par J(p) (¢), on obtient :

T (p) (t) [T (r) (8) J° (afg) (t) + T° (q) (t) T* (rfg) (1)]
(2.22)
> J(p) (t) [J* (rf) (t) TP (qg) (t) + J° (qf) (t) T* (rg) (£)] .

De la méme maniére, on peut obtenir :

J?(q) (t) [J* (r) (t) J° (pfg) (t) + J° (p) (t) J* (rfg) (t)]

(2.23)
> J(q) (t) [J*(rf) (t) J? (pg) (t) + J7 (pf) (t) J* (rg) (t)] .

L’inégalité (2.16) découle de 'addition des inégalités (2.21), (2.22) et (2.23).

Remarque 2.3 Les inégalités (2.5) et (2.6) sont inversées dans les cas suivants :

a) Les fonctions f et g sont asynchrones sur [0, col.
b) Les fonctions 7, p, ¢ sont négatives sur [0, oo|

¢) Deux des fonctions r, p, ¢ sont positives st la troisiéme est négative sur [0, 00].

Maintenant considérons 'inégalité intégrale :

T(f 9) =0, (2.24)
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ou

f,q9): /f dx——/f dx

/ (z) da, (2.25)

avec f et g sont deux fonctions intégrables synchrones sur [a,b] .
On a les résultats :

Proposition 2.1 1%)-Soit f une fonction continue définie sur [0,4o00]. Alors on a l'inéga-
lité :

ta

————J*(fA) () > (JOL ()P =T (1) TS (1) 2.26

I ) 02 (U OF = I 0).°5 1) (2.20)

2%)-Soit f une fonction positive et continue sur [0,4o00| telle que f > 0 et f' > 0, alors on

| T T (£ (8) = (J°F (£) (T F2 (1)), (2.27)
et
JO() JOf () > JOf (8) JOf* (1) ,n € N*. (2.28)

Demonstration

1*) : Soit f une fonction continue définie sur [0, +oc[. On a :

(f(r) = f(p))* = 0. (2.29)

Par conséquent :

)+ 2 (p) = 2f () f (p) - (2.30)

Multiplions les deux membre de (2.30) par %; 7€ (0,t); p € (0,t); on obtient

(=)= p)™ o (=D =)™y (=) (= p)
PO R ) 2 2 g S () ().

En intégrant (2.31) sur (0,%)” et en tenant compte de (1.3 ), nous pourrons écrire :
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tCY

mja (F)2(t) > (J*f (1), (2.32)

2*) Afin de montrer (2.27), on prend : f = f,g = f2, et donc
g(r)=12(7), 9(p) = f*(p),

comme f > 0 et f/ >0, alors, f et f? sont synchrones, d’ot :
(f ()= f(P)(g(r)—g(p) = 0.

On a :

)= fp) f2(r) = f(7) f2(p) + f2(p) > 0.

a—1
On multiplie par (t_lf(zy) , puis on intégre sur (0,t) par rapport a 7, cela donne :

TP (8) = F(7)JUF2 (8) = f2 () JF (8) + £2 (p) J* (1) > 0.

(t—p)*~!
I(e)

On multiplie par , puis on intégre sur (0,t) par rapport a p, on obtient :

2T (1) Jof3 () — 2Jf (£) J*f2 (t) > 0.
D’ou (2.27) : J (1) Jof3(t) > Jf (t) J*f2 (1) .

La preuve de (2.28) se fait par récurrence sur n.

Corollary 2.1 Théoréme 2.3 -(i) : Soit f une fonction continue sur [0, +oo|. Alors pour
toust >0, a >0, B >0, on a linégalité suivante :

8

P U0+ gyt O O =27 F @) 1 (). (2:33)

tO(
I'(a+1)

(11) :Soit f une fonction diffirentiable sur [0, +oo[ telle que ff' > 0.

Alors pour toust > 0, a > 0, § > 0, nous avons :

t* 3 tﬁ o 3
mﬂ(f) (Yf)+r(5—+1)<] (f)" (@)

(2.34)

rp+1)

tﬁ Jaf (t) (Jﬁf (t))2 + M

ta

Y

() (Jf (£))%.
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Preuve. (i) Pour montrer (2.33) on prend ¢ := f, on multiplie les deux membres de (2.30)

(t—7)*"'(t—p)° ",

par rar 7 € (0,1),p € (0,1) ,puis on integre Iinégalité obtenue sur (0, t)%.

(ii) Pour montrer (2.34), on remarque que la condition ff’ > 0 implique que

les fonctions f et g := f? ont le méme sens de variation, ainsi par application

du théoréme 2.4, on obtient 1'inégalité cherchée
]

2.2.2 Généralisation de Hoélder et de Cauchy Schwartz

Théoréme 2.4 1) Soient f et g deux fonctions dans L? ([0, 00[). Alors pour tout a > 0,
t>0,o0na:

=

g (8] < (Jf2 ()7 (6 (1)) (2.35)

2) Soit f € LP(]0,+oc]) et g € L(]0, +00[),.0t, 1 < p,q < +00; 1—1) + %.: 1. Alors, pour
t>0,aa>0,0na:

Q=

| I Fg | (8) < (I IFIP ()7 (J* |gl* ()7 - (2.36)

Preuve. :1) Pour prouver , I'inégalité (2.35), appliquons l'inégalité de Cauchy-Schwartz sur
(0,); t > 0, aux fonctions : m

On obtient :

=

[IE@G@)dr < (R1F@Rar)* (K16 P ),
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Et donc,
fot }(t — T)a_l f(r)g (7')‘ dr

(fo (t=7)"" 2 (r ) (fo ) 2()d7)1-

Puis nous multiplions les deux membres de I'inégalité (2.37) par I'*
donne :

iy [ 1= F () dr

< (r;@ /; (t— 7 12 () d7>% (rf@ /t (t—7)"" g (7) d7>é.

0

(2.37)

(c), cela nous

D’ou linégalité (2.35).

2) Pour prouver, 'inégalité (2.36), nous appliquons l'inégalité de Holder sur (0,t) aux
fonctions :

1

KIF @ G@ldr < (fy1F (z V’dT) (fi1Gmrar)".

Il s’en suit que :

1

1= F @@ ar < (|- e ar)” (Jfe =)o ()] ar)

Comme%—{—é:l,alorsO‘Tfl+a7_1=a—1etdonc:

multiplions les deux membres de 'inégalité par : La L ;(
o

, on obtient :

=
£
=

%) / | Fo(r)(t — 7)Y dr

(2.38)

il ) (- e dr)’l’ = ([ dr); .
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D’ou l'inégalité (2.36).
Preuve.
[ ]

2.2.3 Généralisation de Hermite-Hadamard

Comme autre exemple, citons dans le domaine des intégrales qui est riche en inégalités

impliquant des fonctions ainsi que leurs intégrales [7, 33, 32] ; celle-ci(voir [21]) :

f(a+b>§bia/abf(7)dT§M (2.39)

2 2 ’

ou f est une fonction convexe.

L’intérét pour cette inégalité a débuté avec les papiers de Ch. Hermite [22] et

J. Hadamard [21] dans les années 1883-1893 (voir C.P Niculescu and L.E.
Person [35] et les références pour "some historical notes of Hermite-Hadamard
inequality). Beaucoup de chercheurs se sont intéressés considérablement a
(2.39) et bon nombre d’extensions et de généralisations sont apparues dans la

littérature, (voir [6, 16, 18]). Pour notre contribution, on cite les résultats suivants :

Cas convexe

Théoréme 2.5 [17]
Soit f une fonction intégrable convexe sur [0,00[. Alors pour toust > 0,0 >0, on a :

(f(0)+ fF () J* (t*71) . (2.40)

N —

Remarque 2.4  En appliquant le théoréeme 2.4 pour o = 1, on obtient l’inégalité (2.59)
sur [0, t].



36

Afin de prouver ce théoréme, le lemme suivant est nécessaire :

Lemme 2.3 [17]|Soit f une fonction conveze sur [a,b]. Alors on a :

2 (“50) < flatb-0)+ 1@ < 1@ +10).

Démonstration du lemme

Soit f une fonction convexe sur [a,b]. Alors on peut écrire :

2 2 -2

F(M50) =7 () 50 -0 £ @),

Si on choisit : x = Aa + (1 — ) b, cela nous donne :

(fla+b—(Na+(1—=X)Db)+ f(Aa+(1—=XN)D))

N | =

(fA+(1=XNa)+ f(Aa+(1—XN)D)).

N | =

La convexité de f, nous donne :

(f(/\b+(1—A)a)+f(Aa+(1—A)b))g%

N =

De (2.42) et (2.44), on obtient (2.41).

Démonstration du théoréme 2.4 :

(f (a) + 1 (0)).

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

Soit f une fonction convexe sur [0, co[. Alors par le lemme 2.3, pour tout réel positif

fixé t, on a :

2 (5) < F=7)+ () <O + 107 € 00,

(2.45)
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En multipliant les deux membres de (2.45) par (Ta_ls(;;)a_ ), on obtient :
Bl (G =
<L (fE =)+ f () (- (2.46)
<t PO+ f@) T (E—7)*
Maintenant, en intégrant (2.46) sur (0,t), on obtient :
%f (%) fot ol (t —7)* Hdr
< ﬁ fot flt—m)ro (t—7)"  dr + ﬁ fot f)ret(t—7)*"tdr (2.47)

IN

iy (PO + (D) Jyrot (¢ —7)° 7 dr.

Par conséquent,

2f <%> I < L0 s /Otf (t—7) 7 < (F(0) + £ (1)) J° (1°7)
(2.48)

En utilisant le changement de variable y = t — 7 dans U'intégrale de (2.48), on obtient
(2.40).

Cas convexe symétrique

Théoréme 2.6 [17]
Soit f une fonction convexe sur [0,00[. Si g est une fonction positive symétrique respec-
tivement a % ett >0, alors pour tout a > 0, on a :

/ (%) T (g () < I (T (g (1) < %(f (0) + £ (1)) J* (t° g () , ¢ > 0. (2.49)
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Preuve. Soit f une fonction convexe sur [0, co[. En multipliant les deux membres del’in-

T~ (t—7) a-1
T'(a)

égalité (2.45) par g(r); 7€ (0,t),t >0, on obtient :

2f (§) T (t=7)""g(7)
<(f=m)+ )t t—1)""g(r)
< (O + )T (E =) g (7).

En intégrant (2.50) sur (0,t), on a :

F(3) (g (1)
ST () g (D) + iy Jo FE=T) T (= 7) T g (7) dT

S5O +F (1) I (g (1))

(2.50)

(2.51)

Par le changement de variable y =t — 7 et la symétrie de g par rapport a %, on obtient

(2.49).

Théoréme 2.7 [17]|Soit f une fonction conveze sur [0, 00[. Alors pour toust > 0, > 0,3 >

0, nous avons :

(2.52)

Remarque 2.5 En appliquant le théoréme 2.6 pour o = 3, on obtient le théoréme 2.J.

Preuve. En multipliant les deux membres de l'inégalité (2.45) par

INCY)

t > 0, nous obtenons : m

B=1(t—1) a-l

7€ (0,1),
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N
!
3}
~—
~
—~
~
|
\]
SN—
+
~
—~
\]
SN—
SN—
\]
=®
L
—
~
|
\]
S~—
Q
L

IN

L (FO)+ F () (=7
Ensuite, en intégrant sur (0,t), on obtient :

27 (5 ()
< JO() f () + ﬁ fJ ft—n)r? 1t —7)*"dr

< (fO)+f@) I (#1).

(2.53)

(2.54)

Par le changement de variable y = ¢t — 7 pour l'intégrale (2.54), on obtient la formule

(2.52).

Théoréme 2.8 [17]Soit une fonction convexe sur [0,00[.Si g est une fonction positive sur

[0, co[et symétrique par rapport a %, t > 0, alors pour tout o > 0,8 >0, on a :
fG) 7 (7 ()
< LT (71F () g () + 2 77 (¢ (£ g (1)

<

(fO)+f (@) J* (" g (1)) .

N =

— a—1
Preuve. En multipliant les deux membres de I'inégalité (2.45) par %

obtient :

Tﬁ’l(t—T)DHl
2 T'(a)

s

—~
ﬂ

N—
~
—
N |+
SN—

B=1(t—7)1

< Ty )
7_[-]71 —r a—1

+ T —g (1) f (7)

< g () (F(0)+ £ (1),

Maintenant, en intégrant I'inégalité (2.56) sur (0,t), on obtient :

(2.55)

(2.56)
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Fia)f(%)fotTﬁfl(t—T)aflg( )dr < & )ft Bt =) f(t—T1)g(r)dr
g o =) (g () dr
< (PO + D) for (=) g (r)dr

Comme g est symétrique par rapport a £, alors, g(7) = g (t — 7). Et en posant :

z =1t — 7, on obtient :

Remarque 2.6  Les inégalités (2.40 - 2.49 -2.52 - 2.55) sont inversées si f est une fonc-
tion concave sur [0, 00].

Corollary 2.2 [17] Soit f une fonction deux fois différentiable sur [0, co].

(A*) -S’il existe m = inf f” (x), alors pour tout t > 0, > 0, l'inégalité :

f (%) J () +%5 (JO‘ (totl) — %ﬂja (ta—l))
< 6D (2.57)
%(f( )+ f(t)J” (ta_l) —|-% (Ja (toa—&-l) - %t2JO‘ (to‘_l))

est vraze.

(B*)-S’il existe M = sup f" (x), alors pour tous t > 0,a > 0, on a :
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F(5) T (197 + A (72 (1) — 2% (1)
< JT () (2.58)
<L () + F (1) o (17 4+ 4 (o (141) — 2% (1),
Preuve. (A*) On prend :
g(r) = f(r) - 27
Il est évident que g soit une fonction convexe sur [0, 0o|. Par conséquent,
la partie (A*) est prouvée par application du théoréme 2.4.

(B*) Pour prouver (2.58), on applique le théoréme 2.4 a la fonction convexe :

h(T):= —f(T)—i—%. [ |

2.2.4 Retour au cas synchrone : Généralisation

Théoréme 2.9 Soient f et g deux fonctions synchrones et soient p et q deux fonctions

positives sur [0, 00[. Pour tous a >0 et f > 0,0n a :

JJqfg+ JqJpfg — JpfJ%g — JqfJ%pg
|JopJ%q|fgl + JqJp|fg| — J°p|f] J*q|g| — J*q|f] TP gl

> Max < |J*pJ%q|flg+ J*qJp|flg — Jp|f| a9 — J*q|f| J%pgl .
|JopJqf |g| + J%qJpf |g| — JpfI%q|g| — J%qf TP |gl|.

Preuve. a)- f et g étant synchrones, cela nous permet d’affirmer que pour tout 7 > 0, p >
0,on a:

D’autre part,
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[(F (1) = 1 () (g(7) =g ()| = [(LF (D) = 1F (p)]) (lg (T)] = 1g (p)])]

ce qui revient a dire :

(f (1) = F () (g(r) =g (p) Z [(lF (D) = |F (p)]) (lg ()] = g (L)),

et donc :

(f ()= F(p) (g(r) =g (p)
> [F (g (D +1f (o) g ()] = 17 (D) g ()] = 1 ()l g (D] -

(2.59)

(t—r)> 1

Multiplions I'inégalité (2.59) par o P (1);p(7) > 0, on obtient :

(th)a_l

U= F (1) g (M p (1) + SF5—F (0) 9 () p (1) — SFo—f (1) g (D) p ()

(t—7)*~1

= F (0) g () p (1) 2 CEE— 1 (D g ()] p (1) + SZE5— £ (Dl lg (D) p(7)  (2:60)

a—1

—EE N F @) g (o) p (1) = S U f ()] g (P p (7) |-

Maintenant, multiplions I'inégalité (2.60) par (t_pﬁz):)ilq (p);4¢(p) > 0, on obtient :
U (7Y g (p) £ (1) g (7) + S 2 (7) q () £ (p) 9 ()
—Unt ot (7Y g (p) £ (T) g (p) — %p (T)a(p) f(p)g(7)

>| G (7 g () F ()] g ()] + A (1) g (1) £ (0) 11 9 )|

afl(t_p)afl

S (1) q (o) | £ () 1 9(0) |~ ()0 ) [ £ (6) 1 9(7) |
(2.61)

Par intégration de l'inégalité (2.61), sur (0,%)°, on obtient :
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JopJ%qfg+ J¥qJpfg — JpfJ%g — Jqf I >| J*pJq | f || g | +

(2.62)
JogJp fllgl=J | flJ%|g|—=J|f|J%P]|gll

b)-Par un méme raisonnement, f et g sont synchrones, on a alors :

et une propriété de la valeur absolue, nous donne 'inégalité :

| (F (1) = f () (g(r) =g () [ZI (1f (D =1f (0]) (g (T) —g(p)) |,
ce qui revient a l'inégalité :
(f () =) (g(r) =g () 2 (If (D= 1F(p)]) (g (T) =g (p)) |,

et donc :

(f(r)=f(p)(g(r)=9g(p))

(2.63)
2| f () [g(@)+1f(p)[g(p)=1f(T)g(p)—1f(p)g(7) ]

De méme que précédemment, multiplions 'inégalité (2.63) par : % (1);p(7) >0,
on obtient :

(t—m)*""

U p (1) £ () g (0) = S5 p (1) £ (0) g (7)

(2.64)
>| 2 (1) [ ()] g (1) + Sp (1) £ ()] 9 ()

I (1 (g ()~ S ()1 ()] 9 (7) |
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En multipliant 'inégalité(2.64), par :%q (p) avec q(p) > 0, on obtient :

D" 02 (1) g () £ (1) g (7) + ELGED 0 ()4 (o) £ () 9 (p)

~ G (1) 4 (0) £ (1) 9 (0) = S G p (1) 4 (0) £ (p) 9 (7)

1

> DD (1) g () £ ()] 9 (7) + D (1) g (0) | ()] g ()

D (1) g (0) 1 ()] 9 (0) — E LG (1) g (0) 1 ()] 9 (7) |-

En intégrant inégalité (2.65) sur (0,t)’on obtient :

JpJYfg+ JqJpfg — JpfJ%g — JqfJPI

> JpJq|flg+ J¥¢Jp|flg — J*p|f| J*q9 — J*q|f| TPy |.

c)- Sous les mémes hypothéses que précédemment, on a 'inégalité :

(F () =F(P) (g(r) =g(p) = |(f () = [ () (lg ()] = lg (p)])];

et donc :

(2.65)

(2.66)

(f()=F)(g(T)=g(p) = fF(T)]g (D) + f(p)|gp)| = f()|g ()| —f(p)]g(T)]].

(t—m)*~"

I(a)

Multiplions I'inégalité (2.67) par : p(7); p(7) > 0,0n obtient :

(2.67)
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Cp (7) £ (1) g (7) + S25=p (1) £ (0) 9 (p)

—E (1) F() g () = S (1) () g (7)
(2.68)

>| S (7) £(7) |9 (7)) + S2—p (1) £ (0) |9 ()]

U (1) 7 () g (9] — S0 () £ () g ()]

En multipliant I'inégalité (2.68) par (t}p():)_lq (p) avec g (p) > 0, on obtient :

DD (1) g () (1) g (p) + G2 (7) g (0) £ (0) g (0)

DD (1) g () ] (7) 9 () ~ S () g (6) £ () 9 ()

(2.69)

>[ U= D™ (2 (p) £ (7) g (7)] + S0 (1) g (o) £ (o) g (7))

S () (5) £ (1) g () — SR (7 a ) £ () Lo ()

Par intégration I'inégalité (2.69) sur (0,t)*, on obtient :

JDJqfg+ J%qJpfg — JpfJ%qg — JqfJ%pg

2.70
> JopJ%qf |g| + J*q¢Jpf |g| — J*pfI%q|g| — J%qfTplg| |. (2.70)

Ainsi les trois inégalités (2.62), (2.66) et(2.70) étant vérifiées simultanément,

ceci achéve la preuve du théoréeme 2.8. m

Théoréme 2.10 Soient [ et g deux fonctions synchrones et soient p et q deux fonctions

positives sur [0, 00[. Pour tous a >0 et § > 0,0n a :
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JopJPqfg+ JPqJopfg — JopfJPqg — JPqf J*pg

| JopJBq|fl g+ JPqJp|flg — Jop|f| JPag — JPq|f] J*pg|,

|JopJPq|fgl+ JPqJplfgl — Jop|fI TPq|gl — TPq|fl T*plgl|,
> Max
\JopJPqf lgl + JPqJpf |g| — J*pf TPq|gl — TPqf Joplgl| -

Preuve.

a)- f et g étant synchrones, alors pour tous 7 > 0, p > 0, on a :

D’autre part,
| (f ()= F(p) (g (7) =g (p)) IZ] (If (D) =1 ()]) (g (T)| = g (p)) |,
ce qui donne :

(f () =F ) (g () =g () = (1F (O =1F ) ) (g (D) =lg (p)]) |

On a alors :

(f(r)=f(p)(g(r)—9g(p))
> L Og (O 1 )l g ()] = 1f (D) g (p)| = 1f (p)] g ()]

(2.71)

Multiplions I'inégalité (2.71) par : (t}T(Z;_lp (1),p (1) > 0, on obtient :

r (M (Mg @)+ S () ()9 ()~ e (1) £ (1) g ()

U p (1) £(p) 9 (7) 2 S (D) |f (D] g (D] + SFo—p () 1 (0] 19 (0)] - (2.72)

() 1 (D) g (D] = S=p ()£ ()l g (7)] -
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Multiplions, maintenant 1'inégalité (2.72) par : (t}’zg)_lq (p),q(p) >0, on obtient :

—T a—1_ \B—1 —F a—=1¢_  \B-1
S p (1) g (p) () g (7) + s —p (1) 4 (p) £ (p) 9 (p)

—T a=1le  \B-1 _r a—1/, \B-1
a0 g~ (a0 f () e (7)

(2.73)
—r a—1l/, \B—1 —r a—1l/, \B—1
> CHst = (M) a () |F ()19 (D] + mid—r (M) a () If ()] lg (o)
_rya—lg_\8-1 el 8-1
) 0 () | () g ()] — ST () g ) 1 ()] g () .
Par intégration de (2.73) sur (0, )% on obtient :
JopJPqfg+ JPqJpfg — JpfIPag — JPqf Jpg
(2.74)

>| JopJPq|f]1g] + JPqJp|f]1g] — J*p|f] TPq gl — JPq|f| TP | |-

b)- Par un méme raisonnement que précédemment, f et g étant synchrones, on a alors :

D’autre part, on a :

[ () =f () (g(m)=g) = CLF@OI=1f))(g(r)—g(p) |-

Par conséquent :

(b (M) =F () (g () =g(p) 2 [F (D) (r) +1f () g (p) = 1f () g (p) = ()] g(7) ]

Comme précédemment, multiplions 'inégalité (2.75) par : (t_lf()ac;_l p(7);p(r) > 0, on

obtient :
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(t—r)

(t_T)DHp () f(r)g(T)+ (t_rT()ao;ilp (1) £ (P) g (p) = P (7) f(T) g (p)

(t—r)>1

~S = () £ () 9 () 21 S () £ (0) L9 (1) + S5 () 1 £ (o) L 9 ()

—E () L F () g (o) = S () [ £ () g () .

()
(2.76)
En multipliantl'inégalité (2.76) par : (t}‘z);)_lq (p);q(p) > 0, on obtient :
—r a—1l/, \B—-1 _r a—1l/, \B—1
i —r (M) a(p) (1) g (7) + St —p (1) 4 (0) £ (p) 9 (p)
—F a=1/_ \B-1 —r a=1¢_\B-1
i —p (M (p) £ (7) 9 (p) = s —p (7 a (p) () 9 (7)
(2.77)
—T a—=1l¢_  \B-1 _r a—1¢_ \B-1
> Ot F—p () a (o) |f (D] g (1) + “kr @ —p (M) a(p)1f (0)] 9 ()
_ne—lo_ )61 el -1
— St —r (M a ()1 (M) g (p) — mgiZ—r (M) a () If (0) g (7) |
En intégrant 'inégalité (2.77) sur (0,¢)*, on obtient :
JepIPqfg+ JPqJpfg — JopfIPqg — JPqf J*pg
(2.78)

>| JpJPq|flg+ JPqJp|flg — Jop|f| J°qq9 — JPq|f| J*pg |.

c)-Sous les mémes hypothéses que précédemment, on a U'inégalité :
(f(T)=f () (g(r)=g(p) =[(f(7) = Ff(p) (g (T)]—1lg (L)),

et donc :

(f)=Ff)(g(r)=g(p) = fF() gD+ f(p)lgp)—f(T)Igp)l—f(p)lg()]].
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(=)~

Multiplions I'in¢galit¢ (2.79) par : “=5—p(7); p(7) > 0,0n obtient :

U p (r) £ (1) g (7) + S25=p () £ () 9 (p)

S (1) £ (1) g (p) — S (1) £ (p) g (7)
(2.80)

a—1

> 0 (1) £ (1) g (1) + 9550 (7) £ (0) |9 (o))

() £ () g () - S () £ () o (]

En multipliant I'inégalité (2.80) par : %q (p) avec g (p) > 0, on obtient :

—r a—1 _ B—1 _r a—1 o B—1
e 0™ (1) g (p) f (7) 9 (7) + SO0 (7 () £ (p) 9 ()

e 0 (1) g (p) £ (7) g (p) — ST (2 g () £ () 9 (7)
(2.81)

—T a—1l¢  \B-1 _r a—1¢_  \B-1
> S (1) g (p) £ (7) |9 (7)] + Smed—p (D) a (0) £ (0) 19 ()]

_e—lu_)B-1 el -1
= (M a () £ (M) |9 ()] = v —p (M) a (p) £ (p) 19 ()] |

Par intégration de (2.81) sur (0,t)?, on obtient :

JpJPqfg+ JPqJpfg — J*pfJIPqg — JPqf J*pg
(2.82)

>| JopJPqf gl + JPqJpf |g| — Jopf JPql|g| — JPqf Joplg| |.

la preuve du théoréme 2.9 est une conséquence des trois inégalités (2.74), (2.78) et (2.82)
vérifiées simultanément.



Chapitre 3

APPLICATIONS NUMERIQUES
SUR LES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES
FRACTIONNAIRES

La méthode de décomposition d’Adomian (ADM) a été introduite par Adomian |3, 4]
au début des années 1980. Elle a été largement utilisée pour résoudre les équations
différentielles tirées de la physique,( voir par exemple [1],[2],[3],[4],[5],[6],[11],[12].
Avec cette méthode,on peut facilement obtenir la solution sous forme d’une série

qui converge rapidement [10, 11,12, 13,15, 24].

Soit le probléme
Fu=g , (3.1)

ol F' représente un opérateur différentiel non linéaire.

La méthode ADM consiste & décomposer la partie linéaire de F' en L + R,

ou L est un opérateur "facilement" inversible et R est la partie restante.

Si on désigne par N, le terme non linéaire, alors I’équation (4.1), dans sa forme

simple, s’écrit :
Lu+ Ru+ Nu = g. (3.2)
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Si on note par L~!, I'inverse de L, on obtient I’équation équivalente suivante :

L'Lu=L"'¢g— L 'Ru— L 'Nu.

On pose L~'Lu = u. On obtient :

w=L"1'g— L 'Ru— L 'Nu

On cherche maintenant la solution u sous la forme suivante :

00
U = E Ug,
=0

avec ug = f + L~ 1g, ol f est la condition initiale.

Ensuite, on décompose 'opérateur N comme suit :

En remplagant (3.5),et (3.6) dans (3.4), on obtient :

iui =L |g— Riui — iA"
i=0 i=0 i=0

On choisit u;; (1 = 1,2, ...n), comme suit :

( Ug = f + Lilgv
Uy = —L_lRUO — L_le,
Uy = —L_lR'LLl — L_lAl,
[ ]
[

Up = —L 'Ru,_1 — L7'A,_;.

\

Pour calculer les polynéomes d’Adomian, on a besoin du lemme suivant :

(3.3)

(3.4)

(3.6)

(3.8)
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Lemme 3.1 [2]

Les polynomes d’Adomian, pour N = Nu, se déterminent par la formule

1 d = i .
Ai:z’_!d/\iN (ZA Ulc) a=0;0=0,1,..... (3.9)

Remarque 3.1 Généralement, la convergence de la méthode ADM est trés rapide. Pour
plus de détails, on se référe a [11,12,4,13,15].

3.1 Quelques applications :

3.1.1 Solutions analytiques approchées des équations couplées de

Lotka-Volterra avec dérivées fractionnaires :

En introduisant la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, nous appliquons la

méthode de décomposition d’Adomian pour les équations spatio-temporelles

couplées de Lotka-Volterra avec dérivées fractionnaires. Comme résultat, des
solutions numériques sont obtenues sous forme de séries rapidement convergentes
avec des termes facilement calculables.Les comportements des solutions d’Adomian

sont représentés graphiquement pour certains exemples. On introduit la dérivée

fractionnaire de Caputo et on applique ’ADM pour dériver des solutions
numériques des équations spatio-temporelles couplées deLotka-Volterra

avec dérivées fractionnaires :
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D&y = (Dgfju)2 + Uy + biu? + ayu + civ + hy
(3.10)
D = (Dgfv)2 + Vg + bov? + agv + cyu + ho,

ou ay, as, by, ba, cq, co, hi, ho sont des constantes arbitraires telles que
blbg # 0 et C1Co 7£ 0.

Quand o = 8 = 1, 'equation fractionnaire se raméne aux équations couplées de Lotka-
Volterra :

up = (uuy), +uar +bu) + v+ hy
(3.11)
v = (VVg), + v (ag + bav) + cou + ho.

3.1.2 Etude Adomienne des équations couplées LVDF :

Considérons le systéme d’équations spatio-temporelles couplées avec dérivées fraction-
naires Eq. (3.10).

Prenons la condition initiale :

u(z;0) = f(v)

v(z,0)=g(x).

Appliquant 'opérateur J*, 'inverse de D“dans (3.10) et utilisant la condition initiale
(3.12), on obtient :

(3.12)

(u(x,t) = f(2) + J* (P (u(2,t) + T (P (u(2,1)))) + b1J* (P3 (u(z,1)))

+a1JY (u) + 1 JJ* (v) + J* (hy)
(3.13)
v(z,t) =g(z)+ J*(Qr (u(z,1)) + J*(Q2 (u(x,1))) + b1 (Qs (u(z,1)))

+CL2Ja (U) -+ CgJa (U) —+ Je (hg) s
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ot Py (u(z,t)) = (DPu)*; Py (u(2,t)) = Wty ; Ps (u (1)) = u?;

Q1 (v (2,1)) = (D20)*; Qs (v (2,)) = V0ge; Qs (v (1)) = v2.

La solution de I’équation (3.10) est représentée par :

(3.14)

Les opérateurs non-linéaires P; (u); Py (u); Py (u); Q1 (v);Q2 (v) et Q3 (v)

sont donnés par :

ZATL) Ql ZD’VH
ZBn, Q2 (v ZEn, (3.15)
Z(Jn, Qs (v ZFn,

ou A,, By, C,, D,, E, et F,, sont ce qu'on a appelé les polyndémes d’Adomian et ont la
forme :
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A= (3.16)

Nous donnons les quatre premiers termes de ces polynomes :

AO = (DQUO) 2

Al =2 (D£UQ) (Dgul)

(3.17)
Ay =2 (Dfuo) (Dfug) + (Dful)z
Ay = (D) (D) + (Diwr) (Dfus).
Les quatre premiéres composantes de B,, sont :
BO = UoUpzz
Bl = UpUlge T UIUQzy
(3.18)

By = ugUogy + U1 U155 + U2Uozs

Bs = ugUsgy + U1U2zp + UsUigy + UsUoge-
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Les quatre premiers termes de C), sont :

C(] = (UO)2
Cl = 2U0U1
Cy = 2ugusy + (U1)2

03 = UgU3 + U1U2.

Les quatre premiéres parties composantes de D,, sont :

Do = (DSw)”
D1 =2 (ngg) (Dg’Ul)
Dy = 2(DPug) (DPvy) + (DPvy)?

D3 = (DZvg) (DSvs) + (DBuvy) (Dlwvsy) .

Et celles de E,, et F), sont données par :

et

Ey = vgU0ze
By = 0U134 + V1005
EZ = VoV2zx + V1 V1za + V2V

Es = 0U354 + V10255 + V20125 + V3005,

Fy = ()’
F1 = 2UOU1
F2 = 2U2U0 + <U1)2

F3 = VYgU3 + V1Vs3.

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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En substituant les séries de décomposition (3.14) et (3.15) dans I'équation (3.10), on

obtient :

uo(,t) = f(2),

Vo (l‘,t) :g(ZL’),

Ups1 (x,8) = J* (A,) + J* (By) + b1JY (C) + a1 J (uy,) + c1J* (vn) + J* (he)

Vpi1 (2, 8) = J* (E,) + J*(F,) + b J* (G) + agJ* (vy,) + c2J* (uy) + J* (hs) .

(3.23)

Remarque 3.2 La méthode de décomposition d’Adomian converge en général trés vite. Des

détails sur sa

convergence et sa vitesse de convergence se trouvent dans [11.12.4.13.15]. Ici en
se ramenant aux étapes au dessus , on dérivera les solutions numériques pour les

équations couplées (3.10) en détails .

3.1.3 Solutions numériques des équations couplées LVDF tempo-

relles :

Considérons la forme suivante des équations fractionnaires temporelles :

Dtau:(u$)2+uum+b1u2+a1u+clv—|—h1 O0<a<l1
Df‘v:(v$)2+vvm+b2v2+a2v+cgu+h2 0<a<l,

avec les conditions initiales

{ u(z,0) = f(x) = %—661—1- (%—601—1-2%) cos <\/g:c—50>
v(x,O):g(x):%—6c1+4%+%(%—6c1+2%)sin(\/§x—ﬁo)

(3.24)

(3.25)
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ol ay, ag, by, bg, 1, c2, hy, he, B, et to sont arbitrairement constants tels que b = b; = b9)0
,a2:a1—6cl , Cg = —(Cq.

La solution exacte du systéme (3.24) pour le cas spécial @ =1 est :

w (1) = 0 (6) % [i00 (6)+ 2] cos [\ /b 7 [eal £ = )

{ (3.26)
0 (,t) = o (6) + 52 £ 2 [y (1) + 2] sin [y /o F Jea| £ = By

2 g —
ity = ] =3
’ % |3¢1 — ay| tanh [M (to —t)—al—?)cl] s a; # 3¢

ay,as, by, by, c1,co, hy, ha, By et tosont des constantes arbitraires telles que b = by = by > 0
; ag=a; —6c1 5 o =—01

c1 a1 —6c2
hlzw et h2:h1—|—4%(301—a1).

Afin d’obtenir une solution numérique des équations (3.24), en remplagant les
conditions initiales (3.25) et en utilisant les polynomes d” Adomian (3.6) -
(2.23) dans 'expression (2.24) nous pouvons calculer les résultats. Pour simplifier,

nous donnons seulement les quelques premiers termes des séries :

f (@),

g (),

Ja< 0) + J (Bo> + blja (Co) —|—0J1Ja (UU) + Clja ('Uo) + J (hl)
J*

Ug
Vo
Uy

[(UOI)Q} + Je (uou()m) + lea [(Uo)ﬂ + alJo‘ (Uo) -+ Clja (’Uo) + J (hl) y

=J¢ (Do) + n2]a (Eo) + nga (Fo) + GQJa (;Jo) + CQJa (UO) + Je (hQ)
=Je [(UOJC) ] + J* (VoVosz) + baJ” [(U()) } + agJ* (vo) + c2J* (ug) + J* (h2) ,
= JY (A1) + J*(By) + b1 JY(Cr) + ar J® (uy) + 1 J* (v1) + J* (hq)
= JY (2uppt1z) + J* (UoUizz + U1Uoze) + b1 (2uour) + a1 J* (ur) + 1 J* (v1) + % (h),

Vg = Je (Dl) + Je (El) + bQJa (Fl) + GQJa (?}1) + CgJa (ul) —+ J¢ (hg)
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= J« (21]07)13330) + J (U(ﬂ)lww + Uﬂ]gmr) + bQJa (21}01)1) + CLQJa (Ul) + nga (ul) + J <h2) s

Uus = Ja (Ag) + Ja (Bz + Ja (Cg) + —i—alja (UQ) + blja (’Ug) + Ja (hl)
= J [QUOxu2z+(u1x)2]+=]a (UoU2ze + U Utzy + UUogy ) +D1 S [2uou2+(ul)2]+@1 J (u2)+
Clja (Ug) + J (hl) ,

V3 = J (Dg) + J (Ez) + nga (FQ) + CLQJQ (Ug) + CQJa (UQ) + J“ (hz)

= J« [2U0xv2x (’Ulz)Q] + J (Uovg;px + V1V14¢ + ’UQUOMU) + sza [21)01]2 + (Ul)ﬂ + CLQJa (UQ) +
J (hy),

soient
Ug = f (:C)v
vo = g (7)),
Uy = fll“((i—o_;_l)7
_ t
U1 —91m7
(3.25)
2
Uz = f2m7
t2a
V2 = 92T2at1)>
3a
Uz = f3m7
_ 3a
U3 —%W,
ou
=124 ffatbfP+af+cg+ h,
G1 = 92+ 99zz + b2g® + a2g + 29 + ha,
fo=2f2f1z + [ fiza + fifoe +200f f1 + a1 fi + c191 + D, (3.26)

92 = 2092912 + 99100 + 91922 + 2b2gg1 + a2g1 + ho,

f3: 2f:rf2m + f125(; + ff2xw + flflxm + f2fxw + bl (foQ + f12) + a1f2 +0192 + h;

g3 = 29192x + g%x + 99222 + 919100 + 929z + b2 (2992 + g%) + azx92 + szg + hQ.
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Ensuite nous pouvons obtenir la solution numeérique des équations (3.24) sous la forme :.

3

o 2
Ux(x)t) - f(x> + flm + f2p(2ta+l) + f3I‘(3a+1) + ........

(3.27)

$3a

e 2a
v («T7 t).: g (t) + gl F(;+1) + g2 F(2ta+1) + g3 F(30¢+1) + ......

Figure 1 : (a) : solution numérique u(x,t)-(3.18). (b), solution exacte u(x,t)-(3.15) de
Syst.(3.13). (¢) : solution numérique v(x,t)-(3.18). (d), solution exacte v(x,t)-(3.15) de
Eq.(3.13).

a; =3/2;01 = 1560 =1/2;hy = 109 = =3/2;by = 1500 = —1/2;hy = 1; 8, = 1519 = 10; 0 =
1/2;

3.1.4 Solutions numériques des équations couplées LVDF spaciales :|

Maintenant, on consideére :
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{ Uy = (Dgfu)2 Ullgy + b1u? + aru + v + hy

2 (3.28)
vy = (va) + VU + bov? + agv + cou + ho,
avec les conditions initiales :
_ )
v (z,0) =g (t) =23

Dans le but de calculer la solution numérique de (3.28), substituant

(3.14), (3.15) et utilisant les conditions initiales (3.27) dans l’expression (3.23),

nous obtenons la solution d’Adomian.

Nous donnons les quelques premiers termes des séries :
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up = f (1),

vo =g (t),

ur = J (Ao) + J (Bo) + b1J (Co) + c1J (vo) + arJ (uo) + J (h)

— J[(DPup)?] + J (ugtions) + b1 [(u0)?] + 1 (vo) + a1 (ug) + J (hy)

= [fE" P + bzt + 2P + (24 a) 2 + | ¢,

v1 = J (Do) + J (Eo) + baJ (Fy) + cod (ug) + aaJ (vo) + J (h2)

_J [(DQUO)Q] + T (VoUaa) + baT [(0)%] + €27 () + a2 (v0) + J (ha)

= (9325727 4 bya® + 62 + aga® + coa? + hy)

ug = J (A1) + J (B1) + b1 J (Cy) + erJ (v1) + a1 J (uq) + J (he)

= J [2 (D8uo) (DSuq)] + J (uotize + witioes) + b1J (2ugur) + c1J (v1) + arJ (u1) + J (hy)
= (foa® 50 1 o053 1 f0T30 1 fiab30 4 foat98 4 fra628 4 fpt2P

+fox? % 4 froa8 + fr12® + frox* + fisx® + fur? + fisx + fw)%,

ve = J (D) + J (E1) + boJ (F1) + coJ (u1) + agJ (v1) + J (hg)

= J [2 (D8vo) (DBv1) + J (000140 + v100sz) + baJ (20901) + c2J (u1) + azJ (v1) + J (hs)]
— (g2 + 93172 + gua® 2 1 gsaT P 4 gerS 2 1 g8 4 gert 4 goaT

+g102” + g117° + g122° + g137* + 9147 + g157% + G167 + 917)%7
(3.30)

ou
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f2) =22 fi = ;o o = 2f2 R0,

fs =200 i, fa =20 fisisy s =2 (24 an) /3,

fo=(@bift +agl), fr=(4-28)(3-26) i +aif?),

fs=12(4—-28)(3-28) fi], fo = (207 + bscr), fr0 = 2bic,

fi1 = (12by + 4by + 2byaq + 6¢1 + 2by)

fi2 = (6¢1 + asey +azer), fiz = (4ay + 24by + 2b1hy + 3 + a2 + 4),

f1a = 12¢q, f15 = 4a1 + c1he + a1hy + 8§, (3.31)

g(x)=2%g = %7 g2 =2q FE7 ?,g; g3 = |2bagn p 5) + 297 |,

9 = 1201 55%5] 95 = 2023 + 69 + (6 - 28) (5 - 28) g3,
96 = (292 cafi +a293 ), gr = caft, gs = 48by, go =03,

gio = (108 + 2¢2b2) , g11 = 3agba, g12 = (18az + c2b9)

g13 = (8¢g + 2haby + 1o+ a2), gua = (2¢2 + 2c9a1)

g15 = 6ha, g16 = hicz + azhs.

Ensuite nous obtenons une solution numérique des équations fractionnaires spaciales
(3.25) sous forme de séries :

u(z,t) = f(z)+ [[ia* Pz + ci® + (24 a1) 2 + ] t+
(f2x8—56+f3x8—36+f4x7—36 +f5x6—3ﬁ +f6336_2ﬁ +f7174_2/8 +f8x2—2

+for® 4 fro2® + fuiat + fro2® + frza? —i‘fl496'+fls)52
(3.32)

v(z,t) =g (z)+ [gia5 % + bya® + 62 + as2® + c2a? + hot] t+
(9227 4 g32°7% + g42® % + gsa™ P 4 g% + g7t + gga”

49927 + g102® + g112® + gr22* 4 9132° + graz® + gis + glﬁ)%
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Be+21

e+

0
100

Figure 2 : (a) et (c) solution obtenue avec la méthode Adomian de u(x,t) et v(x,t) pour
B=1. (b) et (d), solution obtenue avec la méthode Adomian de u(x,t) et v(z,t) pour

B=1/2.
3.1.5 Equation de Sharma avec dérivées fractionnaires :

Soit & résoudre I’équation en dérivées fractionnaires spacio-temporelles :

D v+ 3a (D;f)2 + 3au2Dfu + 3a utlyy + AUy, = 0,1 > 0,0 < a < 1,0 < f. (3.33)

Quand o = § = 1, ’équation fractionnaire se rameéne a la forme [50]

uy + 3au? + 3auu, + 3a Wy, + QUype = 0. (3.34)
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3.1.6 Solutions Adomiennes de 1’équation ShDF :

Considérons I’équation spacio-temporelle en dérivées fractionnaires (3.33). Pour trouver
des solutions numériques de cette équation par I'usage de la méthode de décomposition

d’Adomian, réecrivons-la sous la forme d’opérateur :

DY = —3a (Dfu)2 — 3au’DPu — 3aMUyy — AUye,, 0 < a0 < 1,0 < 3 < 1, (3.35)

ot les opérateurs D@ et D? représentent la dérivée fractionnaire.

Prenons comme condition initiale :

u(x,0) = f(z). (3.36)

En appliquant 'opérateur J<, 'inverse de D sur I’équation (3.35)
et en utilisant la condition initiale (3.36), on obtient :
U (l’, t) = f (ZE) - SCLJQQI (U (.Z', t)) - 3a<]aQ2 (U (ZL’, t)) - BCLJan (U (':U’ t)) - a‘]aQ4 (u (1;7 t)) )
(3.37)
ou :
Q1 (u(z,t)) = u?Dbu,
QZ (U ('Tv t)) = Ulgyg,

Qs (u (z,1)) = (DPu)?,
Qs (u(z,1)) = Uggg-

La solution de ’équation (3.35) est représentée par :

w(z,t) = un(x,1). (3.38)

Les opérateurs non-linéaires Q)1 (u), Q2 (u) et Q3 (u) sont décomposés de la sorte :

Qu(u) =Y A Qu)=> By Qsu)=) Cy, (3.39)

ou A,, B, et C, sont les polynémes d’Adomian et s’écrivent sous la forme :
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An = iz (@1 (TR N w) |2y = mdsm [(ZZO:O /\k“/’f)2 D7 (X Akuk)h:o’

B, = %% [Q2 (ZZO:O )‘kuk)]xzo = %CZ\_n" [( he0 )‘kuk) (220:0 )‘k“km)]xzo’

Cn = %ci\_n” [Q?) (ZZO:O )‘kuk)]xzo - iﬁ [(Df (Zzozo Akuk))ﬂ A=0

Nous donnons les quatres premiers termes de ces polyndémes :

Apg = UODEU(L
A = 2u0u1Dfu0 + U%Dgul,
Ay = u2DPug + 2uguy DPug + 2uguy D2uy + u2DPusy,
Az = u2D%uy + 2uus DPug + 2uguy DPuy + 2uguy DPug + 2ugus DPug + u2DPus.
Les quatre premiers termes de B,, sont
By = upuoga,
By = ugU1ze + U1Uoge,
By = ugtozr + UoUoze + U1Uise,
B3 = ugtiozs + UoUses + UgUize + U1 U240
Ceux de (), sont donnés par :
Co = (Dfuo)z )
C, = 2D%uyDPuy,
Cy = (Dful)2 + 2D%ugDPus,

03 = 2D§U/1D§u2 + 2D£U0D§U3

En substituant les séries de décomposition (3.38) et (3.39) dans ’équation (3.37),

on obtient la formule récurrente suivante :

Up <$,t) = f (‘T)

Upt1 (x,t) = =3aJ* (A,) — 3aJ* (B,) — 3aJ* (Cy) — aJ* (Unzes)-

(340)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)
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3.1.7 Solutions numériques de I’équation ShDF temporelle :

Considérons la forme suivante de ’équation temporelle fractionnaire :

Dfu = —3auu, — 3au? — 3a Wy — QUgee, 0 < a <1, (3.45)

avec comme condition initiale :

2k (w + tanh (kz))

u(@,0) = J (@) = = ek (k) (3:46)

ou k et w sont des constantes réelles arbitraires.

La solution exacte de (3.45) pour le cas particulier : o = 1, est :

2k (w + tanh (k (x — 4ak?t)))
u(z,t) = 1+ wtanh (k (z — 4ak?t)) (3.47)

Pour obtenir une solution numérique de I’équation (3.45), en substituant la condition
initiale (3.46) et en utilisant les polyndémes d’Adomian (3.41)-(3.43) dans 1’expression
(3.44), on peut calculer les résultats. Pour faire dans la simplicité, nous donnons

uniquement les quelques premiers termes des séries :

Uy = f (:U) s
uy = —3aJ* (Ay) — 3aJ* (By) — 3aJ* (Cy) — aJ* (Upzax)
= —3aJ" (udugs) — 3aJ* (UgUozs) — 3aJ® ((UOZ)Q) — aJ* (Uozze) s

us = —3aJ* (A1) — 3aJ* (By) — 3aJ* (C1) — aJ® (U1zzz)
= —3aJ* (2uouiugy + udti,) — 3aJ* (UgUise + Ui Uope) — 3T (2ugptis) — aJ® (Uizes) |

A la fin du calcul, on obtient :

UOZf($)7

o

U = af107y (3.48)

— 2 2o
uy = a*f T(2a+1)’

N _ 2k(w+tanh(kx))
ou f(CC) " l1+wtanh(kz)
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fl (ZE) = _3ff:v - Sffarac - 3f£ - fJJJ?.I)

Ainsi, on peut avoir la solution numérique de I’équation temporelle

fractionnaire (3.45), sous forme de séries :

+o t20¢

m + CL2f2 (ZE) -+ ...

u(z,t) = f(2) +afi(2) T (2a+1)

3.1.8 Solutions numériques de I’équation ShDF spaciale :

Maintenant, on considére I’équation & dérivée fractionnaire spaciale :

u = —3a (Dfu)2 - 3au2Dfu — 3a Ul — Qlge, = 0,0 < 7 < 1,

avec la condition initiale :

u(x,0) = f(z) = 2™

(3.49)

(3.50)

(3.51)

Afin de calculer la solution numérique de ’équation (3.50), en substituant (3.39) et (3.40)

et en utilisant la condition initiale (3.51) dans I’expression (3.44), on obtient la solution

d’Adomian.

Donnons les quelques premiers termes des séries :
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up = f (),
uy = —3aJ (Ag) — 3aJ (By) — 3aJ (Cy) — aJ (Uopex)
= —3aJ (u3DPuo) — 3aJ (ugugss) — 3a] ((Dfu0)2> — aJ (Uogzz)
= (fiz'?™? — 36025 + fo2%% — 24az)t,
us = —3aJ (A1) — 3aJ (By) — 3aJ (C1) — aJ (U1zez)
= —3aJ (2u0u1Dfu0 + ungul) — 3aJ (Ugt1zs + Ut Uozs) (3.52)
—3aJ (2D%uoDiur) — aJ (trzes)
= (f3220°28 4 [,  fip16738 4 fop 158 4 f 148
+ [z + fox™ P 4 froztt ™ + fiy21072
+ 122770 + fraa® ™+ fraaT0 4 f15057% 4+ 4320707

+324a%2® + 288a%x* 4 4320a%2%) L ;

ou f(x)=1%f1 = —Ba% fo= —3CL< > 1,

fom _GG% fu fo = =3a (12— B) (11 - §) (10 - ) P20

fs = =6amp 5 fo, fo = —12af1, fr = —3a (12 = B) (11 = §) fr — 720y )

fs = —3a (fz (8= 28) (7 - 28) (6 — 28) K23 +2 (12— §) (11 - ) (10 - B) 72 2020 |
fo = 129600 4 5)7f10 —12afy, fuu = —3afs (8 — 28) (7 — 28),

fio = —a (1440025 + (12 - ﬁ><11—5)<10—5>f1),

f13 = —6af> (8 = 28) (T = 28) (6 — 28) 15 Fiio—57

f14 = 2592005715 a5, fis = —af> (8 — 28) (7 — 28) (6 — 28).

Alors, on obtient une solution numérique de I’équation spaciale fractionnaire (3.50)
sous la forme :
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u(z,t)

3.2

@)+

(f1x20*2ﬁ — 36ax5 + foa8%0 — 24ax) t
(3220726 1 Fupl T2 4 fipl6-38 | fep15B 4 fpl4oB 4 fp13-38 | o116 4 g o, 11-28
+ 1121072 + fr02978 + fi329738 + fraaT 2 4 fr5a52F

+432a%2° + 324a%2° + 288aa* + 4320a%2%) L + ..
(3.53)

Conclusion

L’objectif essentiel recherché & travers ce travail est une contribution au calcul

fractionnaire qu’on peut considérer comme atteint par 1’élaboration de ce

mémoire articulé en chapitres ; 'exposé au chapitre I de définitions, de propriétés

ainsi que la démonstration de propositions se rapportant a l'intégrale fractionnaire,

a la dérivée fractionnaire et a la dérivée au sens de Caputo, de méme que la

différence entre les deux dérivées, ce qui permettra une connaissance plus

approfondie de ce sujet, a ce jour inexploité dans toute son étendue. Au

chapitre II, I'intérét suscité par les inégalités et leurs roles dans les mathématiques

pures et appliquées, ce qui nous a conduit a la fonctionnelle de Chebyshev avec

poids, et on a donné quelques résultats liés aux intégrales fractionnaires comme

la généralisation de I'intégrale de Holder, celle de Cauchy-Schwartz et d’autres

généralisations pour I'inégalité de Hermite-Hadamard. Et a la fin du chapitre
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une généralisation importante d’un résultat de Dragomir est apportée.Enfin,

par 'application de la méthode de décomposition d’Adomian dont nous développons

d’abord la théorie, nous présentons des applications numériques sur des exemples

d’équations différentielles fractionnaires de temps et d’espace ; & savoir les équations
couplées de Lotka-Volterra, I’équation de Sharma et d’autres exemples.

Ce travail pourrait servir comme support & ceux qui s’intéresseraient au théme du

calcul fractionnaire.Toutefois, il n’est pas exhaustif, et pourrait donc ouvrir d’autres

horizons pour un éventuel développement de ce domaine qui offre encore un vaste

espace a explorer.
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