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INTRODUCTION GENERALE
Le calcul fractionnaire peut être considéré à la fois comme un thème ancien et nouveau .

C�est un ancien thème du fait qu�il ait été abordé depuis déjà assez longtemps

par di¤érents mathématiciens des siècles de jadis à l�instar de G.W.Leibnitz (1695-1697),

et L. Euler (1730) qui s�y intéressèrent. De même que d�autres qui y ajoutèrent leurs

contributions jusqu�au milieu de notre siècle tels que P.S Laplace (1820), J.B.J

Fourier (1822), N.H Abel (1823-1826), J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847);

H. Holmgren (1865-1867), A.K. Grunwald (1867-1872), A.V. Letnikov (1868-1872),

H. Laurent (1884),P. A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J. Hadamard (1892),

,O. Heavyside (1892-1912), S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E. Littlewode

(1917-1928), H. Weyl (1917), P. Levy (1923), A. Marchaud (1927), H.T. Davis

(1924-1936), A. Zygmund (1935-1945), E.R. Love(1938-1996), A. Erdelyi (1939-1965),

H. Kober (1940), D.V. Widder (1941), M. Riesz (1949). De la même manière on peut

le considérer comme un thème récent car il a fait l�objet de conférences spécialisées et

de maints traités depuis seulement un peu plus de vingt ans. La première conférence sur

ce thème ayant pour titre :"première conférence sur le calcul fractionnaire et

ses applications", fut donnée par B. Boss à l�université de New Haven en Juin 1974.

Actuellement, les travaux se rapportant entièrement ou partiellement au sujet

du calcul fractionnaire et de ses applications , se trouvent être aux alentours

de la douzaine de titres parmi lesquels le traité encyclopédique de Samko,

.
Kilbas et Marichev. Par ailleurs, il y a aussi les traités de Davis, Caputo et

Goren�o qui contiennent une analyse détaillée de certains aspects mathématiques
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et /ou applications physiques du calcul fractionnaire. Ces dernières années, un

intérêt considérable pour le calcul fractionnaire a été attisé par les applications

que celui -ci trouve dans l�analyse numérique et les di¤érents champs d�action

en physique et engineering ainsi que dans les phénomènes de fractionnement.

Ce mémoire de magister est une contribution au calcul fractionnaire qui a suscité

notre intérêt par son application aux équations di¤érentielles fractionnaires et leurs

rôles dans le champ de la physique, l�engineering comme les phénomènes de la théorie

électromagnétique, en accoustique, en chimie électronique ainsi qu�en science

des matériaux.

Notre mémoire se compose de trois chapitres :

Dans le chapitre 1, intitulé �Notions de calcul fractionnaire�,comme le titre

l�indique, nous donnons quelques notions du calcul fractionnaire qui est le

champ de l�analyse mathématique le plus en relation avec la recherche

et les applications des intégrales et des dérivées d�ordre arbitraire.

D�abord, nous introduisons la notion d�intégrale fractionnaire d�ordre � � 0

qui selon l�approche de Riemann-Liouville est une conséquence naturelle de

la formule de Cauchy :Jnf (t) := fn (t) = 1
(n�1)!

R t
0
(t� �)n�1 f (�) d� ; t > 0; n 2 N�.

Ensuite, nous donnons les dé�nitions nécessaires , en particulier, celles des

fonctions causales, de la fonction � et d�autres qui nous permettent d�établir la

dé�nition de l�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d�ordre � � 0.
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Quelques propriétés et certaines relations entre les fonctions � et B sont

établies a�n de faciliter le calcul d�intégrales de fonctions, à titre d�exemple.

Après l�intégrale fractionnaire, la notion de dérivée fractionnaire d�ordre � > 0,

devient une nécessité ; pour cela, on n�omet pas de faire attention à s�assurer de

la convergence des intégrales et la préservation des propriétés bien connues

des dérivées ordinaires d�ordre entier.

On appellera Dn avec n 2 N, l�opérateur dérivé d�ordre n, que l�on dé�nira comme

inverse à gauche de l�opérateur intégral correspondant. Et alors, on introduira

la dérivée fractionnaire d�ordre � au sens de Riemann-Liouville avec quelques propriétés.

En�n, nous terminerons ce chapitre par l�introduction de la dérivée fractionnaire

d�ordre � � 0 au sens de Caputo D�
� dont la dé�nition, est plus restrictive

que la dérivée fractionnaire, car elle nécessite l�intégrabilité absolue de la

dérivée d�ordre m. Nous donnerons di¤érentes propositions et propriétés

et surtout, nous mentionnerons la di¤érence entre les deux dérivées.

Au chapitre 2, sous le titre "Inégalités fractionnaires", comme ces dernières années,

des inégalités ont pris une place considérable dans le cadre des mathématiques,

et occupent de plus en plus un champ actif et attractif dans la recherche.

Comme exemple, on peut citer le domaine de l�intégration où des inégalités

impliquent des fonctions et leurs intégrales. Dans ce chapitre, l�intégrale

fractionnaire de Riemann-Liouville est utilisée pour montrer quelques nouvelles
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inégalités intégrales fractionnaires. D�abord, par l�usage de la fonctionnelle de

Chebyshev, [10], on arrive à des résultats fractionnaires de l�inégalité de

Chebyshev ; puis en considérant l�inégalité intégrale :

T (f; g) := 1
b�a

Z b

a

f (x) g (x) dx� 1
b�a

Z b

a

f (x) dx� 1
b�a

Z b

a

g (x) dx � 0 avec f et g, deux

fonctions synchrones, à donner une nouvelle et courte preuve des théorèmes

2.1 et 2.2, plus simple que celle connue et à établir quelques nouvelles inégalités.

Et en�n, la formulation fractionnaire des inégalités de Holder, de Cauchy-Schwartz et

celle d�Hermite-Hadamard pour une fonction convexe.

En�n dans le chapitre 3, sous le titre "Applications numériques sur les EDF", on applique

la méthode de décomposition d�Adomian (ADM) qui, pour le problème Fu = g;

où F est un opérateur di¤érentiel non-linéaire. Elle consiste à décomposer la partie

F en L+R où L est un opérateur facilement inversible et R, la partie restante,

on désigne par N le terme non-linéaire, ce qui ramène notre équation à la forme :

Lu+Ru+Nu = g et Nu =
1X
i=0

Ai (u0; u1; :::; ui) ;les Ai étant les polynômes

d�Adomian ; et on cherche la solution u sous forme :u =
1X
i=0

ui.

On fera remarquer la convergence très rapide de la méthode, en général,

ce qui nous permet d�arriver rapidement à la solution.

Et nous clôturons ce chapitre avec quelques applications de l�ADM.

En introduisant la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, nous appliquons

la méthode de décomposition d�Adomian, d�abord aux équations couplées de
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Lotka-Volterra avec dérivées fractionnaires spacio-temporelles.

Ensuite à l�équation de Sharma avec dérivées fractionnaires spacio-temporelles.

Deux cas importants, ont été considérés, pour chacune des deux équations :

d�abord, l�équation avec dérivée fractionnaire temporelle, puis, un deuxième cas où,

la dérivée fractionnaire est prise sur la dimension spaciale.

Comme résultat, des solutions numériques sont obtenues sous forme

de séries rapidement convergentes avec des termes facilement calculables.



Chapitre 1

NOTIONS DE CALCUL
FRACTIONNAIRE :

1.1 Intégrale fractionnaire :

1.1.1 L�approche de Riemann-Liouville :

Selon l�approche de Riemann-Liouville du calcul fractionnaire, la notion

d�intégrale fractionnaire d�ordre � � 0 est une conséquence naturelle de la

formule connue, souvent attribuée à Cauchy, qui résume le calcul d�une n-uple

primitive d�une fonction f (t) à une intégrale simple de type convolution.

La formule de Cauchy est dé�nie par :

Jnf (t) := fn (t) =
1

(n� 1)!

Z t

0

(t� �)n�1 f (�) d� ; t > 0; n 2 N�; (1.1)

où N est l�ensemble des entiers naturels.

De la dé�nition, on remarque que fn (t) s�annule pour t = 0; de même que

ses dérivées d�ordre 1; 2; 3:::::n� 1:

On conviendra que f (t) et fn (t) doivent être des fonctions "causales".

9
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1.1.2 Notations et dé�nitions

Dé�nition 1.1 Une fonction f (t) est dite causale si elle est identiquement nulle pour tout
t 6 0.

Dé�nition 1.2 On appelle �(z) la fonction Gamma dé�nie pour Re(z )strictement positif
par l�intégale généralisée

�(z) :=

+1Z
0

�u
e
z�1
u du; Refzg > 0: (1.2)

Dé�nition 1.3 : Une fonction à valeur réelle f (t), t > 0 est dite de l�espace C� , � 2 R
s�il existe un nombre réel p > � tel que f (t) = tpf1 (t), où f1 (t) 2 C ( ]0;+1[) :

Dé�nition 1.4 : Une fonction f (t), t > 0 est dite de l�espace Cn� , n 2 N , si f (n) 2 C� .
Remarque 1.1 On peut étendre la formule (1.1) des valeurs des entiers positifs de l�indice
à n�importe quelle valeur positive réelle par l�usage de la fonction Gamma.

En e¤et, sachant que (n� 1)! = � (n), et en introduisant le nombre réel positif �, on
dé�nit :

Dé�nition 1.5 L�opérateur intégral fractionnaire de Rieman-Liouville d�ordre � � 0; pour
une fonction f 2 C� , (� � �1) est dé�ni par :

J�f (t) =
1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 f (�) d� ;� > 0; t > 0; (1.3)

J0f (t) = f (t) ;

où � (�) =
R1
0
e�uu��1du:

Ici, et dans tout ce qui suit, les intégrales sont considérées dans le sens général de

Riemann ; de sorte que toute fonction soit obligatoirement localement absolument

intégrable dans R+:

Toutefois, on donnera les descriptions des ensembles des fonctions admissibles

et on n�hésitera pas, quand cela sera nécessaire, d�utiliser des expressions formelles.
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1.1.3 Propriétés

Proposition 1.1 : Pour tout z 2 Rnf0;�1;�2; ::g;et n 2 N, on a :

a)
�(z + 1) = z �(z) (1.4)

b)
�(z + n) = z(z + 1):::(z + n� 1)�(z):

et
c)

� (n+ 1) = n!:

Preuve.
a)-Pour montrer que � (z + 1) = z� (z) ; intégrons par parties, l�expression de � (z)

dans la dé�nition (1.2), on obtient, alors pour Re z > 0 :

� (z + 1) =

Z 1

0

tze�tdt = limM!1

Z M

0

tze�tdz

= limm!1

�
(tz) (�e�t) jM0 �

Z M

0

(ztz�1) (�e�t) dt
�

= z

Z 1

0

tz�1e�tdt = z� (z).

b)-Montrons que � (z) = �(z+n)
z(z+1)(z+2):::(z+n�1)

Nous avons : � (z + 1) = z� (z)

� (z + 2) = � ((z + 1) + 1) = (z + 1)� (z + 1) = (z + 1) z� (z)

� (z + 3) = (z + 2)� (z + 2) = (z + 2) (z + 1) z� (z)
...
...

et en général, � (z + n) = z (z + 1) (z + 2) ::: (z + n� 1) � (z) :

D�où b).

c)-Utilisons b) pour montrer que � (z) est une fonction analytique dans le plan

complexe, excepté en des pôles simples situés dans le demi-plan de gauche

en z = 0;�1;�2;�3; :::
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Nous savons que � (z) est analytique pour Re z > 0 d�après la dé�nition (1.2).

Il est alors évident d�après b) que � (z) est analytique pour Re z � �n sauf aux pôles :

z = 0;�1;�2; ::::::;�n.

Comme ceci est vrai quelque soit l�entier n, on en déduit, le résultat demandé.

Dé�nition 1.6 : De même, on dé�nit la fonction Beta par :

B (p; q) :=
1R
0

(1� u)p�1uq�1du; Re (p) > 0; Re (q) > 0: (1.5)

Proposition 1.2 :les fonctions Gamma et Beta sont reliées par la relation :

B (p; q) =
�(p)�(q)

�(p+ q)
= B (q; p) : (1.6)

Preuve.
En e¤et, si dans (1.2) on change u par t2, on obtient l�intégrale de Gauss :

� (z) = 2
R +1
0

t2z�1e�t
2
dt, qu�on va utiliser pour calculer

� (p) et � (q) avec Re p > 0, Re q > 0. En e¤et :

� (p) = 2
R +1
0

e�u
2
u2p�1du

� (q) = 2
R +1
0

e�v
2
v2q�1dv

donc :

� (p) � (q) = 4

Z +1

0

Z +1

0

e�(u
2+v2)u2p�1v2q�1dudv.

Passons aux coordonnées polaires : u = r cos �, v = r sin �
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� (p) � (q) = 4

Z
r�0;0����

2

e�r
2

r2(p+q)�1 cos2p�1 � sin2q�1 �drd�

=

�
2

Z 1

0

e�r
2

r2(p+q)�1dr

� 
2

Z �
2

0

cos2p�1 � sin2q�1 �d�

!

= (� (p+ q))2

Z �
2

0

cos2p�1 � sin2q�1 �d�:

D�où �nalement :

B (p; q) =
� (p) � (q)

� (p+ q)
= 2

Z �
2

0

cos2p�1 � sin2q�1 �d�:

En posant : p = q = 1
2
, on trouve

�
�
�
1
2

��2
= B

�
1
2
; 1
2

�
= 2

R �
2

0
d� = � et donc �

�
1
2

�
=
p
�:

Proposition 1.3 Pour � � 0, � � 0; t > 0; on a :

J�J�f (t) = J�+�f (t) (1.7)

et

J�J�f (t) = J�J�f (t) : (1.8)

Lorsque f(t) = t�;on obtient

J�t� =
� (�+ 1)

� (�+ �+ 1)
t�+�: (1.9)

Preuve. :D�après la dé�nition (1.3), on a :

J�t� =
1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 ��d�

=
1

� (�)

Z t

0

h
t
�
1� �

t

�i��1 ��
t

��
t�d�

=
1

� (�)

Z t

0

t�+��1
�
1� �

t

���1 ��
t

��
d�

=
t�+��1

� (�)

Z t

0

�
1� �

t

���1 ��
t

��
d� :
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Posons y = �
t
, on a tdy = d� .

On a :

J�t� =
t�+��1

� (�)

Z 1

0

(1� y)��1 y�tdy

=
t�+�

� (�)

Z 1

0

(1� y)��1 y�dy = t�+�

� (�)
�B (�; �+ 1)

=
t�+�

� (�)

� (�)

� (�+ �+ 1)
� (�+ 1) = t�+�

� (�+ 1)

� (�+ �+ 1)
:

D�où (1.9).

Démonstration de (1.7) :

Par dé�nition, on a :

J�J�f (t) = 1
�(�)�(�)

Z t

0

(t� �)��1
�Z �

0

(� � �)��1 f (�) d�
�
d� :

On pose : � � � = s (t� �)) d� = (t� �) ds

et s = ���
t�� alors, 1� s =

t��
t�� donc (t� �) = (1� s) (t� �).

Z t

0

(t� �)��1 d�
Z �

0

(� � �)��1 f (�) d� =
Z t

0

f (�) d�

Z t

�

(t� �)��1 (� � �)��1 d� =

Z t

0

f (�) d�

Z 1

0

[s (t� �)]��1 [(1� s) (t� �)]��1 (t� �) ds =

Z t

0

(t� �)�+��1 f (�) d�
Z 1

0

s��1 (1� s)��1 ds = B (�; �)
Z t

0

(t� �)�+��1 f (�) d�.

Ainsi, on a : J�J�f (t) = J�+�f (t) = J�+�f (t).

D�où (1.7) et (1.8).

Remarque 1.2 Dans la formule (1.3), si on intègre entre a = �1 et t, on obtient la
dé�nition de l�intégrale au sens de Liouville [20]
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Exemples : En utlisant (1.2), pour :

1) � = 1
2
et f (x) = x, on obtient :

J
1
2x = 1

�( 12)

R x
0
(x� �)�

1
2 �d� = 1

�( 12)

R x
0

�d�p
x�� =

1p
�

R x
0

�d�p
x�� :

Posons
p
x� � = t) d� = �2tdt

J
1
2x = 1p

�

R px
0

�2t(x�t2)
t

dt = �2p
�

R x
0
(x� t2) dt = 2p

�

h
�xt+ t3

3

ipx
0
:

J
1
2x =

�4
3
p
�
x
p
x:

2) Si f (x) = ex, on a alors :

J�f (x) = J�ex = 1
�(�)

R x
0
(x� �)��1 e�d� :

Si on pose, y = x� � , on aura :

J�ex = ex

�(�)

R x
0
y��1e�ydy , qui par une intégration par parties, nous donne :

J�ex =
x�+1

� (�+ 1)
+

x�+2

� (�+ 2)
+

x�+3

� (�+ 3)
+ ::::

3) Prenons f (x) = sin x.

Pour calculer J��1 sin x, on calcule d�abord J
�
�1(cosx+ i sin x)

.

Comme cosx+ i sinx = eix, alors :

J��1 (cosx+ i sinx) = J
�
�1e

ix

= i��eix
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= e�i��
2
eix

= ei(x�
��
2 )

= cos
�
x� ��

2

�
+ i sin

�
x� ��

2

�
:

:
D�où l�on obtient :

J��1 sin x = sin
�
x� ��

2

�
et

J��1 cosx = cos
�
x� ��

2

�
:

D�une manière générale, on a :

J��1 sin�x = sin
�
�x� ��

2

�
et

J��1 cos�x = cos
�
�x� ��

2

�
:

4) Si on prend f (x) = e�x; on a :

J��1e
�x = 1

�(�)

R x
�1 (x� �)

��1 e��d� .

Si on pose (x� �) = y, on obtient :

J��1e
�x = 1

�(�)

R 0
+1�y

��1e�(x�y)dy = e�t

�(�)

R +1
0

y��1e��ydy.

Si on pose cette fois x = �y, la dernière intégrale devient :

J��1e
�x = ex

�� �(�)

R +1
0

x��1e�xdx = e�x�(�)
���(�)

= e�x

��
:
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1.2 Dérivées fractionnaires

Après la notion d�intégrale fractionnaire, celle de dérivée fractionnaire d�ordre �

(� > 0) devient une nécessité ; et l�on est tenté de remplacer � par (��) dans les

formules ci-dessus. Toutefois, cette généralisation exige de faire attention dans

le but d�assurer la convergence des intégrales et la préservation des propriétés

bien connues des dérivées ordinaires d�ordre entier.

1.2.1 Notations et dé�nitions

Notant par Dn avec n 2 N, l�opérateur de dérivée d�ordre n.
On remarque d�abord que :

DnJn = I et JnDn 6= I; n 2 N ; (1.10)

i.e : Dn est l�inverse à gauche ( et non l�inverse à droite) de l�opérateur intégral

correspondant Jn:

En fait, on reconnait facilement de (1.1) que :

JnDnf (t) = f (t)�
n�1X
k=0

f (k)
�
0+
� tk
k!
; t > 0: (1.11)

Comme conséquence, on s�attend à ce que D� soit dé�ni comme inverse à gauche de J�.

Introduisons l�entier positif m tel que : m � 1 < � < m pour donner la dé�nition
suivante :
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Dé�nition 1.7 on dé�nit la dérivée fractionnaire d�ordre � > 0 au sens de Riemann-
Liouville par :

D�f(t) :=

� dm

dtm

h
1

�(m��)
R t
0

f(�)

(t��)�+1�md�
i
; m� 1 < � < m

dm

dtm
f(t); � = m:

(1.12)

1.2.2 Propriétés

Posons en complément : D0 = J0 = I ce qui nous permet alors

facilement d�aboutir à :

D�J� = I ; � � 0 (1.13)

et

D�t
 =
� (
 + 1)

� (
 + 1� �)t

�� ; � > 0; 
 > �1; t > 0: (1.14)

Les propriétés (1.13-1.14) sont naturellement une généralisation de celles connues

quand l�ordre est un entier positif. A partir de (1.14), l�argument de la fonction �

dans le dénominateur peut être négatif, nous devons considérer le prolongement

analytique de � (z) dans (1.2) au demi plan gauche ; ceci dans le but d�assurer

la convergence de l�intégrale dé�nissant la fonction Gamma.

Remarquons le fait important que la dérivée fractionnaire D�f n�est pas zéro

pour la fonction constante f(t) � 1, si � =2 N.

En e¤et, la formule (1.14) avec 
 = 0, nous apprend que :

D�1 =
t��

�(1� �) ; � � 0; t > 0: (1.15)
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Ceci, bien sûr, est identiquement nul pour � 2 N à cause des pôles de la fonction �

aux points 0;�1;�2; :::

1.3 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo :

Une autre dé�nition de la dérivée fractionnaire celle de Caputo d�ordre � � 0: Elle est
donnée par :

D�
� f(t) :=

� 1
�(m��)

R t
0

f (m)(�)
(t��)�+1�md� ;m� 1 < � < m

dm

dtm
f(t) ;� = m.

(1.16)

Cette dé�nition est bien sûr plus restrictive que (1.12), car elle nécessite

l�intégrabilité absolue de la dérivée d�ordre m.

On reconnaitra facilement qu�en général on a :

D�f(t) := DmJm��f(t) 6= Jm��Dmf(t) := Dm
� f(t); (1.17)

sauf si la fonction f(t) avec ses (m� 1) dérivées s�annulent en t = 0+.

1.3.1 Propriétés

Proposition 1.4 Pour m� 1 < � < m et t > 0, on a :

D�f(t) = D�
� f(t) +

n�1X
k=0

tk��

�(k � �+ 1)f
(k)(0+): (1.18)

Preuve. Pour démontrer (1.18), rappelons que par dé�nition, on a :
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D�f (t) = dn

dtn

�
1

�(n��)
R t
0
(t� �)n���1 f (�) d�

�
.

Par intégration par partie, nous obtenons :

D�f (t) = 1
�(n��)

dn

dtn
( t
n��

n�� f (0) +
tn��+1

n��+1f
(1) (0) + tn��+2

n��+2f
(2) (0)

+ tn��+3

n��+3f
(3) (0) + ::::+

R t
0
(t� �)n��+n�1 f (n) (�) d�):

Ce qui nous donne :

D�f (t) =
n�1X
k=1

f (k) (0+) tk��

�(k��+1) +
dn

�(n��)dtn

�R t
0
(t� �)n��+n�1 f (n) (�) d�

�

=
n�1X
k=0

f (k) (0+) tk��

�(k��+1) +
1

�(n��)

0@ tZ
0

(t� �)n���1 f (n) (�) d�

1A.
D�où :

D�f (t) =

n�1X
k=0

f (k) (0+) tk��

�(k��+1) +D
�
� f (t) :

Et donc, rappelant la dérivée fractionnaire des fonctions puissances (1.14)

D�

"
f(t)�

m�1X
k=0

tk

k!
f (k)(0+)

#
= D�

� f(t); (1.19)

la formule (1.19) pour la dérivée fractionnaire, ainsi , incorpore les valeurs initiales

de la fonction et de ses dérivées d�ordre inférieur.

Remarque 1.3 La soustraction du polynôme de Taylor de degré m � 1 en t = 0+de f (t)
signi�e une sorte de régularisation de la dérivée fractionnaire .En particulier, vue la dé�ni-
tion, la propriété applicable pour laquelle la dérivée fractionnaire d�une constante est toujours
zéro ; i.e :

D�
� 1 � 0 ;� > 0 (1.20)

peut être facilement reconnue.
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Explorons maintenant les di¤érences les plus remarquables entre les deux dé�nitions

des dérivées fractionnaires (1.12) et (1.16).

En utilisant (1.17), on remarque que :

D�t��1 � 0 ;� > 0; t > 0: (1.21)

L�expression (1.21) est un exemple instructif pour noti�er que D� n�est pas

un inverse à droite de J� car :

J�D�t��1 � 0;

mais
D �J�t��1 = t��1 ;� > 0; t > 0: (1.22)

Loi des exposants :

D�ordinaire, Dmet Dn ne commutent pas pour tout ordre entier positif. Dans le calcul

fractionnaire, la loi des exposants est en général vraie pour les opérateurs

d�intégration fractionnaire et répond à leur propriété de semi-groupe (1.4). En général,

l�opérateur D� ne satisfait pas à la fois la propriété de semi-groupe et la commutativité.

Pour montrer comment la loi des exposants n�est pas nécessairement valable

pour la dérivée fractionnaire standard, on donne la proposition suivante :
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Proposition 1.5 A* )- Il existe �1 > 0, �1 > 0, et une fonction f tels que :

D�1D�1f (t) 6= D�1+�1f (t) :

B* )- Il existe �2 > 0, �2 > 0, et une fonction g tels que :

D�2D�2g (t) 6= D�2D�2g (t) :

Dans (A*) prenons f (t) = t�
1
2 et �1 = �1 =

1
2
: Puis de la relation (1.21) on a :

D
1
2f (t) � 0;D 1

2D
1
2f (t) � 0;

mais

D
1
2
+ 1
2f (t) = Df (t) = � t�

3
2

2
:

Dans l�exemple (B*), prenons g (t) = t
1
2 et �2 = 1

2;
; �2 =

3
2
,

puis utilisons (1.14), on obtient :

D
1
2 g (t) =

p
�
2
, D

3
2 g (t) = D

3
2 t

1
2 � 0.

Mais
D

1
2D

3
2 g (t) � 0; D

3
2D

1
2 g (t) = � t

3
2

4
.



Chapitre 2

INEGALITES INTEGRALES
FRACTIONNAIRES :

2.1 Introduction

2.1.1 Motivation et position du problème

la théorie des inégalités intégrales joue un rôle important dans le domaine des

mathématiques pures et appliquées. Elle intervient dans la modélisation de beaucoup

de phénomènes physiques, écologiques etc...Dans ce chapitre, on va s�intéresser à

la fonctionnelle de Chebyshev avec poids et on donne quelques résultats liés aux

intégrales fractionnaires. Puis on parvient à une généralisation de l�inégalité de Holder

et de celle de Cauchy-Schwartz. D�autres généralisations pour l�inégalité de Hermite-

Hadamard seront proposées ; on s�intéresse particulièrement au cas des fonctions convexes

puis à celui de la convexité et la symétrie simultanément. A la �n de ce chapitre,

une généralisation importante d�un résultat de Dragomir sera étudiée.

Considérons la fonctionnelle :

23
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T (f; g; p; q) :=
R b
a
q (x) dx

R b
a
p (x) f (x) g (x) dx+

R b
a
p (x) dx

R b
a
q (x) f (x) g (x) dx��R b

a
q (x) f (x) dx

�
�
�R b

a
q (x) f (x) dx

��R b
a
p (x) g (x) dx

�
�

�R b
a
p (x) f (x) dx

��R b
a
q (x) g (x) dx

�
(2.1)

où f et g sont deux fonctions intégrables sur [a; b] et p, q sont deux fonctions

intégrables positives sur [a; b]. Si f et g sont synchrones sur [a; b]

( i.e ( f (x) � f (y)) (g (x)� g (y)) � 0, pour tout x; y 2 [a; b], alors T (f; g; p; q) � 0
voir [27; 34] ).

Le signe de cette inégalité est inversé si f et g sont asynchrones sur [a; b]

( i.e : (f (x)� f (y)) (g (x)� g (y)) � 0, pour tout x; y 2 [a; b] ).

Pour p (x) = q (x), x 2 [a; b], nous obtenons l�inégalité de Chebyshev avec poids [10] :

Dans [36], Ostrovski a démontré la généralisation suivante de l�inégalité de Chebyshev :

Si f et g sont deux fonctions di¤érentiables, synchrones sur [a; b], p est une

fonction intégrable positive sur [a; b] et jf 0 (x)j � m, jg 0 (x)j � r, pour x 2 [a; b] alors :

T (f; g; p) := T (f; g; p; p) � mrT (x� a; x� a; p) � 0: (2.2)

Si f et g sont asynchrones sur [a; b], alors :

T (f; g; p) � mrT (x� a; x� a; p) � 0:

Si f et g sont deux fonctions di¤érentiables sur [a; b] ; p est une fonction positive
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intégrable sur [a; b] et jf 0 (x)j �M , jg 0 (x)j � R pour x 2 [a; b], alors :

jT (f; g; p)j �MRT (x� a; x� a; p) � 0: (2.3)

Beaucoup de chercheurs se sont intéressés à la fonctionnelle T (f; g; p) et un grand

nombre de prolongements, généralisations et variantes sont apparues dans la littérature ;

voir [8; 9; 19].Le cas "sans poids " de (2.1) a suscité une grande attention chez bon

nombre de mathématiciens et plusieurs inégalités sont apparues dans la littérature

[6; 7; 8; 9; 10; 14; 16; 17; 19; 27; 32; 33; 34; 36].

Le but principal de ce travail est l�utilisation de l�intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville pour :

1- donner une nouvelle et courte preuve plus simple que celle proposée dans les

résultats trouvés dans [14]

2-établir quelques nouveaux résultats fractionnaires liés aux inégalités de

Chebyshev sans poids, de Hölder,de Cauchy-Schwartz et de Hermite-Hadamard [17].

2.2 Résultats principaux :

2.2.1 Fonctions synchrones
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Théorème 2.1 [14] :Soient f et g deux fonctions synchrones sur [0;1[ et r, p, q :
[0;1[ �! [0;1[. Alors pour tout t > 0, � > 0, on a :

2J�r (t)
�
J�p (t) J� (qfg) (t) + J�q (t) J

� (pfg) (t)
�
+ 2J�p (t) J�q (t) J� (rfg) �

J�r (t) J� (pf) (t) J� (qg) (t) + J� (qf) (t) J� (pg) (t) +

J�p (t) [J� (rf) (t) J� (qg) (t) + J� (qf) (t) J� (rg) (t)] +

J�q (t) [J� (rf) (t) J� (pg) (t) + J� (pf) (t) J� (rg) (t)]

(2.4)

Remarque 2.1 Pour démontrer ce résultat, on a besoin du lemme suivant :
:

Lemme 2.1 [14] :Soient f et g deux fonctions synchrones sur [0;1[ et v, w : [0;1[ �!
[0;1[. Alors pour tout t > 0; � > 0;on a :

J�v (t) J� (wfg) (t) + J�! (t) J� (vfg) (t) � J� (vf) (t) J� (wg) (t) + J� (wf) (t) J� (vg) (t) :
(2.5)

Démonstration du lemme :

Les fonctions f et g étant synchrones sur [0;1[, alors pour tout � � 0, � � 0, on a :

(f (�)� f (�)) (g (�)� f (�)) � 0:

Par conséquent :

f (�) g (�) + f (�) g (�) � f (�) g (�) + f (�) g (�) : (2.6)

En multipliant les deux membres de (2.6) par (t��)��1(t��)��1v(�)w(�)
�2(�)

, � 2 (0; t) et � 2
(0; t), on obtient :

(t��)��1(t��)
�2(�)

��1
v (�)w (�) f (�) g (�) + (t��)��1(t��)

�2(�)

��1
v (�)w (�) f (�) g (�)

� (t��)��1(t��)
�2(�)

��1
v (�)w (�) f (�) g (�) + (t��)��1(t��)

�2(�)

��1
v (�)w (�) f (�) g (�) :

(2.7)
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Intégrons (2.7) par rapport à � et à � sur (0; t)2, nous obtenons :

1
�2(�)

R t
0

R t
0
(t� �)��1 (t� �)��1 v (�)w (�) f (�) g (�) d�d�

+ 1
�2(�)

R t
0

R t
0
(t� �)��1 (t� �)��1 v (�)w (�) f (�) g (�) d�d�

� 1
�2(�)

R t
0

R t
0
(t� �)��1 (t� �)��1 v (�)w (�) f (�) g (�) d�d�

+ 1
�2(�)

R t
0

R t
0
(t� �)��1 (t� �)��1 v (�)w (�) f (�) g (�) d�d�:

(2.8)

Ce qui revient à :

h
1

�(�)

R t
0
(t� �)��1w (�) d�

i h
1

�(�)

R t
0
(t� �)��1 v (�) f (�) g (�) d�

i
+
h

1
�(�)

R t
0
(t� �)��1 v (�) d�

i h
1

�(�)

R t
0
(t� �)��1w (�) f (�) g (�) d�

i
�
h

1
�(�)

R t
0
(t� �)��1 v (�) f (�) d�

i h
1

�(�)

R t
0
(t� �)��1w (�) g (�) d�

i
+
h

1
�(�)

R t
0
(t� �)��1 v (�) g (�) d�

i h
1

�(�)

R t
0
(t� �)��1w (�) f (�) d�

i
:

(2.9)

Il s�en suit :

J� (w) (t) J� (vfg) (t) + J� (v) (t) J� (wfg) (t)

� J� (vf) (t) J� (wg) (t) + J� (vg) (t) + J� (wf) (t).
(2.10)

D�où la démonstration du lemme 2.1

Démonstration du Théorème2.1 :

Posons v = p, w = q et en vertu du lemme 2.1, on peut écrire :

J� (p) (t) J� (qfg) (t) + J� (q) (t) J� (pfg) (t)

� J� (pf) (t) J� (qg) (t) + J� (qf) (t) J� (pg) (t) : (2.11)
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Multiplions les deux membres de (2.11) par J� (r) (t), on obtient :

J� (r) (t) [J� (p) (t) J� (qfg) (t) + J� (q) (t) J� (pfg) (t)]

� J� (r) (t) [J� (pf) (t) J� (qg) (t) + J� (qf) (t) J� (pg) (t)] :
(2.12)

Posons v = r, w = q et en vertu du lemme (2.1), on obtient :

J� (r) (t) J� (qfg) (t) + J� (q) (t) J� (rfg) (t)

(2.13)

� J� (rf) (t) J� (qg) (t) + J� (qf) (t) J� (rg) (t) :

Multiplions les deux membres de (2.13) par J� (p) (t), on obtient :

J� (p) (t) [J� (r) (t) J� (qfg) (t) + J� (q) (t) J� (rfg) (t)]

� J� (p) (t) [J� (rf) (t) J� (qg) (t) + J� (qf) (t) J� (rg) (t)] :
(2.14)

Utilisons les mêmes arguments que précédemment, on peut obtenir :

J� (q) (t) [J� (r) (t) J� (pfg) (t) + J� (p) (t) J� (rfg) (t)]

� J� (q) (t) [J� (rf) (t) J� (pg) (t) + J� (pf) (t) J� (rg) (t)] :
(2.15)

L�inégalité (2.3) est obtenue par l�addition des inégalités (2.12), (2.14) et (2.15).

Théorème 2.2 [14] : Soient f et g deux fonctions synchrones sur [0;1[ et r, p, q :
[0;1[ �! [0;1[. Alors pour tout t > 0 ;� > 0; � > 0, on a :

J� (r) (t)
�
J� (q) (t) J� (pfg) (t) + 2J� (p) (t) J� (qfg) (t) + J� (q) (t) J� (pfg) (t)

�
+
�
J� (p) (t) J� (q) (t) + J� (p) (t) J� (q) (t)

�
J� (rfg) (t)

� J� (r) (t)
�
J� (pf) (t) J� (qg) (t) + J� (qf) (t) J� (pg) (t)

�
+J� (p) (t)

�
J� (rf) (t) J� (qg) (t) + J� (qf) (t) J� (rg) (t)

�
+J� (q) (t)

�
J� (rf) (t) J� (pg) (t) + J� (pf) (t) J� (rg) (t)

�
:

(2.16)
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Remarque 2.2 : Appliquant le théorème (2.2) pour � = � , on obtient le théorème (2.1) et
pour � = � = 1, p = q = r = 1, on obtient l�inégalité de Chebychev sur [0; t] . Voir [10].

Pour démontrer le théorème (2.3) on a besoin du lemme suivant :

Lemme 2.2 [14] :Soient f et g deux fonctions synchrones sur [0;1[ et v; w : [0;1[ �!
[0;1[. Alors pour tout t > 0 ; � > 0, on a :

J�v (t) J� (wfg) (t) + J�w (t) J� (vfg) (t) � J� (vf) (t) J� (wg) (t) + J� (wf) (t) J� (vg) (t) :
(2.17)

Preuve du lemme 2.2 : Multiplions les deux membres de (2.10) par (t��)��1
�(�)

w (�),
� 2 (0; t), on obtient :

(t��)��1
�(�)

w (�) J� (vfg) (t) + J� (v) (t) (t��)
�

�(�)
w (�) f (�) g (�)

� (t��)��1
�(�)

w (�) g (�) J� (vf) (t) + (t��)��1
�(�)

w (�) f (�) J� (vg) (t) :

(2.18)

Intégrons (2.18) par rapport à � sur (0; t), on obtient :

J� (vfg) (t)
R t
0
(t��)��1
�(�)

w (�) d�+ J�v(t)
�(�)

R t
0
w (�) f (�) g (�) (t� �)��1 d�

� J�(vf)(t)
�(�)

R t
0
(t� �)��1w (�) g (�) d�+ J�(vg)(t)

�(�)

R t
0
(t� �)��1w (�) f (�) d�:

(2.19)

Ainsi le lemme 2.2 est démontré.

Preuve du théorème 2.2

Prenons le lemme 2.2 avec v = p, w = q, on peut écrire :

J� (p) (t) J� (qfg) (t) + J� (q) (t) J� (pfg) (t)

(2.20)

� J� (pf) (t) J� (qg) (t) + J� (qf) (t) J� (pg) (t) :
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Multiplions les deux membres de (2.20) par J� (r) (t), on obtient :

J� (r) (t)
�
J� (p) (t) J� (qfg) (t) + J� (q) (t) J� (pfg) (t)

�
� J� (r) (t)

�
J� (pf) (t) J� (qf) (t) J� (pg) (t)

�
:

(2.21)

Appliquons le lemme (2.2) avec v = r, w = q puis multiplions les

deux membres de (2.21) par J� (p) (t), on obtient :

J� (p) (t)
�
J� (r) (t) J� (qfg) (t) + J� (q) (t) J� (rfg) (t)

�
� J� (p) (t)

�
J� (rf) (t) J� (qg) (t) + J� (qf) (t) J� (rg) (t)

�
:

(2.22)

De la même manière, on peut obtenir :

J� (q) (t)
�
J� (r) (t) J� (pfg) (t) + J� (p) (t) J� (rfg) (t)

�
� J� (q) (t)

�
J� (rf) (t) J� (pg) (t) + J� (pf) (t) J� (rg) (t)

�
:

(2.23)

L�inégalité (2.16) découle de l�addition des inégalités (2.21), (2.22) et (2.23).

Remarque 2.3 Les inégalités (2.5) et (2.6) sont inversées dans les cas suivants :

a) Les fonctions f et g sont asynchrones sur [0;1[.

b) Les fonctions r, p, q sont négatives sur [0;1[

c) Deux des fonctions r, p, q sont positives st la troisième est négative sur [0;1[ :

Maintenant considérons l�inégalité intégrale :

T (f; g) � 0; (2.24)
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où

T (f; g) :=
1

b� a

Z b

a

f (x) g (x) dx� 1

b� a

Z b

a

f (x) dx
1

b� a

Z b

a

g (x) dx; (2.25)

avec f et g sont deux fonctions intégrables synchrones sur [a,b] :
On a les résultats :

Proposition 2.1 1*)-Soit f une fonction continue dé�nie sur [0;+1[. Alors on a l�inéga-
lité :

t�

� (�+ 1)
J�
�
f 2
�
(t) � (J�f (t))2 = J�f (t) :J�f (t) : (2.26)

2*)-Soit f une fonction positive et continue sur [0;+1[ telle que f > 0 et f 0 > 0, alors on
a :

J� (1) J�
�
f 3
�
(t) � (J�f (t)) (J�f 2 (t)); (2.27)

et
J� (1) J�f 2n+1 (t) � J�f (t) J�f 2n (t) ; n 2 N�: (2.28)

Demonstration

1*) : Soit f une fonction continue dé�nie sur [0;+1[. On a :

(f (�)� f (�))2 � 0: (2.29)

Par conséquent :

f 2 (�) + f 2 (�) � 2f (�) f (�) : (2.30)

Multiplions les deux membre de (2.30) par ((t��)(t��))
��1

�2(�)
; � 2 (0; t) ; � 2 (0; t) ; on obtient

((t� �) (t� �))��1

�2 (�)
f 2 (�) +

((t� �) (t� �))��1

�2 (�)
f 2 (�) � 2((t� �) (t� �))

��1

�2 (�)
f (�) f (�) :

(2.31)

En intégrant (2.31) sur (0; t)2 et en tenant compte de (1.3 ), nous pourrons écrire :
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t�

� (�+ 1)
J� (f)2 (t) � (J�f (t))2 : (2.32)

2*) A�n de montrer (2.27), on prend : f = f; g = f 2, et donc

g (�) = f 2 (�), g (�) = f 2 (�),

comme f > 0 et f 0 > 0; alors, f et f 2 sont synchrones, d�où :

(f (�)� f (�)) (g (�)� g (�)) � 0.

On a :

f 3 (�)� f (�) f 2 (�)� f (�) f 2 (�) + f 3 (�) � 0.

On multiplie par (t��)
��1

�(�)
, puis on intègre sur (0; t) par rapport à � , cela donne :

J�f 3 (t)� f (�) J�f 2 (t)� f 2 (�) J�f (t) + f 3 (�) J� (1) � 0.

On multiplie par (t��)
��1

�(�)
, puis on intègre sur (0; t) par rapport à �, on obtient :

2J� (1) J�f 3 (t)� 2J�f (t) J�f 2 (t) � 0.

D�où (2.27) : J� (1) J�f 3 (t) � J�f (t) J�f 2 (t) :

La preuve de (2.28) se fait par récurrence sur n.

Corollary 2.1 Théorème 2.3 -(i) : Soit f une fonction continue sur [0;+1[. Alors pour
tous t > 0; � > 0; � > 0, on a l�inégalité suivante :

t�

� (�+ 1)
J� (f)2 (t) +

t�

� (� + 1)
J� (f)2 (t) � 2J�f (t) J�f (t) : (2.33)

(ii) :Soit f une fonction di¢ rentiable sur [0;+1[ telle que ff 0 > 0.

Alors pour tous t > 0; � > 0; � > 0; nous avons :

t�

� (�+ 1)
J� (f)3 (t) +

t�

� (� + 1)
J� (f)3 (t)

(2.34)

� � (� + 1)

t�
J�f (t)

�
J�f (t)

�2
+
� (�+ 1)

t�
J�f (t) (J�f (t))2 :
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Preuve. (i) Pour montrer (2.33) on prend g := f , on multiplie les deux membres de (2.30)

par (t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

; � 2 (0; t) ; � 2 (0; t) ;puis on intègre l�inégalité obtenue sur (0; t)2.

(ii) Pour montrer (2.34), on remarque que la condition ff 0 > 0 implique que

les fonctions f et g := f 2 ont le même sens de variation, ainsi par application

du théorème 2.4, on obtient l�inégalité cherchée

2.2.2 Généralisation de Hölder et de Cauchy Schwartz

Théorème 2.4 1) Soient f et g deux fonctions dans L2 ([0;1[). Alors pour tout � > 0,
t > 0, on a :

jJ�fg (t)j �
�
J�f 2 (t)

� 1
2
�
J�g2 (t)

� 1
2 : (2.35)

2) Soit f 2 Lp (]0;+1[) et g 2 Lq (]0;+1[),.où, 1 < p; q < +1; 1
p
+ 1

q
.= 1. Alors, pour

t > 0; � > 0;on a :

j J�fg j (t) � (J� jf jp (t))
1
p (J� jgjq (t))

1
q : (2.36)

Preuve. :1) Pour prouver , l�inégalité (2.35), appliquons l�inégalité de Cauchy-Schwartz sur
(0; t) ; t > 0, aux fonctions :

F (�) := (t� �)
��1
2 f (�)

G(�) := (t� �)��12 g (�)
; � 2 (0; t); t > 0:

On obtient :

R t
0
jF (�)G (�)j d� �

�R t
0
jF (�)j2 d�

� 1
2
�R t

0
jG (�)j2 d�

� 1
2
.
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Et donc,

R t
0

��(t� �)��1 f (�) g (�)�� d�
�
�R t

0
(t� �)��1 f 2 (�) d�

� 1
2
�R t

0
(t� �)��1 g2 (�) d�

� 1
2
.

(2.37)

Puis nous multiplions les deux membres de l�inégalité (2.37) par ��1 (�), cela nous
donne :

1
�(�)

Z t

0

j (t� �)��1 f (�) g (�) j d�

�
�

1

�
1
2 (�)

Z t

0

(t� �)��1 f 2 (�) d�
� 1

2
�

1

�
1
2 (�)

Z t

0

(t� �)��1 g2 (�) d�
� 1

2

.

D�où linégalité (2.35).

2) Pour prouver, l�inégalité (2.36), nous appliquons l�inégalité de Holder sur (0,t) aux
fonctions :

F (�) := (t� �)
��1
p f(�)

G(�) := (t� �)
��1
q g(�)

; � 2 (0; t).

On a

R t
0
jF (�)G (�)j d� �

�R t
0
jF (�)jp d�

� 1
p
�R t

0
jG (�)jq d�

� 1
q
.

Il s�en suit que :

R t
0

��(t� �)��1 f (�) g (�)�� d� � �R t
0

��(t� �)��1 fp (�)�� d�� 1
p
�R t

0

��(t� �)��1 gq (�)�� d�� 1
q
.

Comme1
p
+ 1

q
= 1, alors ��1

p
+ ��1

q
= �� 1 et donc :

multiplions les deux membres de l�inégalité par : 1
�(�)

= 1
p
p
�(�)

1
q
p
�(�)

, on obtient :

1

� (�)

Z t

0

��fg(�)(t� �)��1�� d�
(2.38)

� 1
p
p
� (�)

�Z t

0

jf jp (�) (t� �)(��1) d�
� 1

p 1
q
p
� (�)

�Z t

0

jgjq (�) (t� �)(��1) d�
� 1

q

:
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D�où l�inégalité (2.36).
Preuve.

2.2.3 Généralisation de Hermite-Hadamard

Comme autre exemple, citons dans le domaine des intégrales qui est riche en inégalités

impliquant des fonctions ainsi que leurs intégrales [7; 33; 32] ; celle-ci(voir [21]) :

f

�
a+ b

2

�
� 1

b� a

Z b

a

f (�) d� � f (a) + f (b)

2
; (2.39)

où f est une fonction convexe.

L�intérêt pour cette inégalité a débuté avec les papiers de Ch. Hermite [22] et

J. Hadamard [21] dans les années 1883-1893 (voir C.P Niculescu and L.E.

Person [35] et les références pour "some historical notes of Hermite-Hadamard

inequality). Beaucoup de chercheurs se sont intéressés considérablement à

(2.39) et bon nombre d�extensions et de généralisations sont apparues dans la

littérature, (voir [6; 16; 18]). Pour notre contribution, on cite les résultats suivants :

Cas convexe

Théorème 2.5 [17]
Soit f une fonction intégrable convexe sur [0;1[ : Alors pour tous t > 0; � > 0, on a :

f

�
t

2

�
J�
�
t��1

�
� J�

�
t��1f (t)

�
� 1

2
( f (0) + f (t)) J�

�
t��1

�
. (2.40)

Remarque 2.4 En appliquant le théorème 2.4 pour � = 1, on obtient l�inégalité (2.39)
sur [0; t].
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A�n de prouver ce théorème, le lemme suivant est nécessaire :

Lemme 2.3 [17]Soit f une fonction convexe sur [a; b] : Alors on a :

2f

�
a+ b

2

�
� f (a+ b� x) + f (x) � f (a) + f (b) : (2.41)

Démonstration du lemme

Soit f une fonction convexe sur [a; b]. Alors on peut écrire :

f

�
a+ b

2

�
= f

�
a+ b� x+ x

2

�
� 1

2
(f (a+ b� x) + f (x)) : (2.42)

Si on choisit : x = �a+ (1� �) b, cela nous donne :

1

2
(f (a+ b� (�a+ (1� �) b)) + f (�a+ (1� �) b))

(2.43)

=
1

2
(f (�b+ (1� �) a) + f (�a+ (1� �) b)) :

La convexité de f , nous donne :

1

2
(f (�b+ (1� �) a) + f (�a+ (1� �) b)) � 1

2
(f (a) + f (b)) : (2.44)

De (2.42) et (2.44), on obtient (2.41).

Démonstration du théorème 2.4 :

Soit f une fonction convexe sur [0;1[. Alors par le lemme 2.3, pour tout réel positif
�xé t, on a :

2f

�
t

2

�
� f (t� �) + f (�) � f (0) + f (t) ; � 2 (0; t) : (2.45)
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En multipliant les deux membres de (2.45) par (
���1(t��)��1)

�(�)
; on obtient :

2
�(�)

f
�
t
2

�
���1 (t� �)��1

� 1
�(�)

(f (t� �) + f (�)) ���1 (t� �)��1

� 1
�(�)

(f (0) + f (t)) ���1 (t� �)��1 :

(2.46)

Maintenant, en intégrant (2.46) sur (0,t), on obtient :

2
�(�)

f
�
t
2

� R t
0
���1 (t� �)��1 d�

� 1
�(�)

R t
0
f (t� �) ���1 (t� �)��1 d� + 1

�(�)

R t
0
f (�) ���1 (t� �)��1 d�

� 1
�(�)

(f (0) + f (t))
R t
0
���1 (t� �)��1 d� :

(2.47)

Par conséquent,

2f

�
t

2

�
J�
�
t��1

�
� J�f (t) t��1 + 1

� (�)

Z t

0

f (t� �) ���1d� � (f (0) + f (t)) J�
�
t��1

�
:

(2.48)

En utilisant le changement de variable y = t� � dans l�intégrale de (2.48), on obtient
(2.40).

Cas convexe symétrique

Théorème 2.6 [17]
Soit f une fonction convexe sur [0;1[. Si g est une fonction positive symétrique respec-

tivement à t
2
et t > 0, alors pour tout � > 0, on a :

f

�
t

2

�
J�
�
t��1g (t)

�
� J�

�
t��1f (t) g (t)

�
� 1

2
(f (0) + f (t)) J�

�
t��1g (t)

�
; t > 0: (2.49)
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Preuve. Soit f une fonction convexe sur [0;1[. En multipliant les deux membres del�in-
égalité (2.45) par �

��1(t��)
�(�)

��1
g (�) ; � 2 (0; t) ; t > 0, on obtient :

2f
�
t
2

�
���1 (t� �)��1 g (�)

� (f (t� �) + f (�)) ���1 (t� �)��1 g (�)

� (f (0) + f (t)) ���1 (t� �)��1 g (�) :

(2.50)

En intégrant (2.50) sur (0,t), on a :

f
�
t
2

�
J� (t��1g (t))

� J� (t��1f (t) g (t)) + 1
�(�)

R t
0
f (t� �) ���1 (t� �)��1 g (�) d�

� 1
2
(f (0) + f (t)) J� (t��1g (t)) :

(2.51)

Par le changement de variable y = t� � et la symétrie de g par rapport à t
2
, on obtient

(2.49).

Théorème 2.7 [17]Soit f une fonction convexe sur [0;1[. Alors pour tous t > 0; � > 0; � >
0, nous avons :

f
�
t
2

�
J�
�
t��1

�
� 1

2
J�
�
t��1f (t)

�
+ �(�)

�(�)
1
2
J� (t��1f (t))

� 1
2
(f (0) + f (t)) J�

�
t��1

�
.

(2.52)

Remarque 2.5 En appliquant le théorème 2.6 pour � = �, on obtient le théorème 2.4.

Preuve. En multipliant les deux membres de l�inégalité (2.45) par �
��1(t��)
�(�)

��1
; � 2 (0; t) ;

t > 0, nous obtenons :
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2
�(�)

f
�
t
2

�
���1 (t� �)��1

� 1
�(�)

(f (t� �) + f (�)) ���1 (t� �)��1

� 1
�(�)

(f (0) + f (t)) ���1 (t� �)��1 :

(2.53)

Ensuite, en intégrant sur (0,t), on obtient :

2f
�
t
2

�
J�
�
t��1

�
� J�

�
t��1

�
f (t) + 1

�(�)

R t
0
f (t� �) ���1 (t� �)��1 d�

� (f (0) + f (t)) J�
�
t��1

�
:

(2.54)

Par le changement de variable y = t � � pour l�intégrale (2.54), on obtient la formule
(2.52).

Théorème 2.8 [17]Soit une fonction convexe sur [0;1[ :Si g est une fonction positive sur
[0;1[et symétrique par rapport à t

2
, t > 0, alors pour tout � > 0; � > 0, on a :

f
�
t
2

�
J�
�
t��1g (t)

�
� 1

2
J�
�
t��1f (t) g (t)

�
+ �(�)

2�(�)
J� (t��1f (t) g (t))

� 1
2
(f (0) + f (t)) J�

�
t��1g (t)

�
:

(2.55)

Preuve. En multipliant les deux membres de l�inégalité (2.45) par ���1(t��)
�(�)

��1
g (�), on

obtient :

2 �
��1(t��)��1

�(�)
g (�) f

�
t
2

�
� ���1(t��)��1

�(�)
g (�) f (t� �)

+ ���1(t��)��1
�(�)

g (�) f (�)

� ���1(t��)��1
�(�)

g (�) (f (0) + f (t)).

(2.56)

Maintenant, en intégrant l�inégalité (2.56) sur (0; t), on obtient :
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2
�(�)

f
�
t
2

� R t
0
���1 (t� �)��1 g (�) d� � 1

�(�)

R t
0
���1 (t� �)��1 f (t� �) g (�) d�

+ 1
�(�)

R t
0
���1 (t� �)��1 f (�) g (�) d�

� 1
�(�)

(f (0) + f (t))
R t
0
���1 (t� �)��1 g (�) d�

.
Comme g est symétrique par rapport à t

2
, alors, g (�) = g (t� �). Et en posant :

z = t� � , on obtient :

f
�
t
2

�
J�
�
t��1g (t)

�
� 1

2
J�
�
t��1f (t) g (t)

�
+ �(�)
2�(�)

J� ( t��1f (t) g (t)) � 1
2
( f (0) + f (t)) J�

�
t��1g (t)

�
.

Remarque 2.6 Les inégalités (2.40 - 2.49 -2.52 - 2.55) sont inversées si f est une fonc-
tion concave sur [0;1[ :

Corollary 2.2 [17] Soit f une fonction deux fois di¤érentiable sur [0;1[.

(A*) -S�il existe m = inf f 00 (x), alors pour tout t > 0; � > 0, l�inégalité :

f
�
t
2

�
J� (t��1)+m

2

�
J� (t�+1)� 1

2
t2J� (t��1)

�
� J� (t��1f (t))

�1
2
(f (0) + f (t)) J� (t��1)+m

2

�
J� (t�+1)� 1

2
t2J� (t��1)

� (2.57)

est vraie.

(B*)-S�il existe M = sup f 00 (x), alors pour tous t > 0; � > 0, on a :
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f
�
t
2

�
J� (t��1) + M

2
(J� (t�+1)� t2J� (t��1))

� J� (t��1f (t))

� 1
2
(f (0) + f (t)) J� (t��1) + M

2
(J� (t�+1)� t2J� (t��1)).

(2.58)

Preuve. (A*) On prend :

g (�) := f (�)� m
2
� 2.

Il est évident que g soit une fonction convexe sur [0;1[. Par conséquent,

la partie (A*) est prouvée par l�application du théorème 2.4.

(B*) Pour prouver (2.58), on applique le théorème 2.4 à la fonction convexe :

h (�) := �f (�) + M
2
.

2.2.4 Retour au cas synchrone : Généralisation

Théorème 2.9 Soient f et g deux fonctions synchrones et soient p et q deux fonctions

positives sur [0;1[. Pour tous � > 0 et � > 0;on a :

J�pJ�qfg + J�qJ�pfg � J�pfJ�qg � J�qfJ�pg

�Max

8<:
jJ�pJ�q jfgj+ J�qJ�p jfgj � J�p jf j J�q jgj � J�q jf j J�p jgjj ;
jJ�pJ�q jf j g + J�qJ�p jf j g � J�p jf j J�qg � J�q jf j J�pgj ;
jJ�pJ�qf jgj+ J�qJ�pf jgj � J�pfJ�q jgj � J�qfJ�p jgjj :

9=;
Preuve. a)- f et g étant synchrones, cela nous permet d�a¢ rmer que pour tout � � 0; � �
0, on a :

(f (�)� f (�)) (g (�)� g (�)) � 0.

Donc :

j(f (�)� f (�)) (g (�)� g (�))j = (f (�)� f (�)) (g (�)� g (�)) :

D�autre part,
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j(f (�)� f (�)) (g (�)� g (�))j � j(jf (�)j � jf (�)j) (jg (�)j � jg (�)j)j ;

ce qui revient à dire :

(f (�)� f (�)) (g (�)� g (�)) � j(jf (�)j � jf (�)j) (jg (�)j � jg (�)j)j,

et donc :

(f (�)� f (�)) (g (�)� g (�))

� jjf (�)j jg (�)j+ jf (�)j jg (�)j � jf (�)j jg (�)j � jf (�)j jg (�)jj :
(2.59)

Multiplions l�inégalité (2.59) par (t��)
��1

�(�)
p (�) ; p (�) > 0, on obtient :

(t��)��1
�(�)

f (�) g (�) p (�) + (t��)��1
�(�)

f (�) g (�) p (�)� (t��)��1
�(�)

f (�) g (�) p (�)

(t��)��1
�(�)

f (�) g (�) p (�) �j (t��)
��1

�(�)
jf (�)j jg (�)j p (�) + (t��)��1

�(�)
jf (�)j jg (�)j p (�)

� (t��)��1
�(�)

jf (�)j jg (�)j p (�)� (t��)��1
�(�)

jf (�)j jg (�)j p (�) j.

(2.60)

Maintenant, multiplions l�inégalité (2.60) par (t��)
��1

�(�)
q (�) ; q (�) > 0, on obtient :

(t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) f (�) g (�) + (t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) f (�) g (�)

� (t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) f (�) g (�)� (t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) f (�) g (�)

�j (t��)
��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) jf (�)j jg (�)j+ (t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) j f (�) jj g (�) j

� (t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) j f (�) jj g (�) j � (t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) j f (�) jj g (�) j :
(2.61)

Par intégration de l�inégalité (2.61), sur (0; t)2, on obtient :
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J�pJ�qfg + J�qJ�pfg � J�pfJ�qg � J�qfJ�pg �j J�pJ�q j f jj g j +

J�qJ�p j f jj g j �J�p j f j J�q j g j �J�q j f j J�p j g jj.
(2.62)

b)-Par un même raisonnement, f et g sont synchrones, on a alors :

j (f (�)� f (�)) (g (�)� g (�)) j= (f (�)� f (�)) (g (�)� g (�)) ;

et une propriété de la valeur absolue, nous donne l�inégalité :

j (f (�)� f (�)) (g (�)� g (�)) j�j (jf (�)j � jf (�)j) (g (�)� g (�)) j;

ce qui revient à l�inégalité :

(f (�)� f (�)) (g (�)� g (�)) �j (jf (�)j � jf (�)j) (g (�)� g (�)) j;

et donc :

( f (�)� f (�)) ( g (�)� g (�))

�j f (�) j g (�)+ j f (�) j g (�)� jf (�)j g (�)� jf (�)j g (�) j.
(2.63)

De même que précédemment, multiplions l�inégalité (2.63) par : (t��)
��1

�(�)
p (�) ; p (�) > 0,

on obtient :

(t��)��1
�(�)

p (�) f (�) g (�) + (t��)��1
�(�)

p (�) f (�) g (�)

� (t��)��1
�(�)

p (�) f (�) g (�)� (t��)��1
�(�)

p (�) f (�) g (�)

�j (t��)
��1

�(�)
p (�) jf (�)j g (�) + (t��)��1

�(�)
p (�) jf (�)j g (�)

� (t��)��1
�(�)

p (�) jf (�)j g (�)� (t��)��1
�(�)

p (�) jf (�)j g (�) j.

(2.64)
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En multipliant l�inégalité(2.64), par : (t��)
��1

�(�)
q (�) avec q (�) > 0, on obtient :

(t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) f (�) g (�) + (t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) f (�) g (�)

� (t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) f (�) g (�)� (t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) f (�) g (�)

�j (t��)
��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) jf (�)j g (�) + (t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) jf (�)j g (�)

� (t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) jf (�)j g (�)� (t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) jf (�)j g (�) j.

(2.65)

En intégrant l�inégalité (2.65) sur (0; t)2on obtient :

J�pJ�qfg + J�qJ�pfg � J�pfJ�qg � J�qfJ�pg

�j J�pJ�q jf j g + J�qJ�p jf j g � J�p jf j J�qg � J�q jf j J�pg j. (2.66)

c)- Sous les mêmes hypothèses que précédemment, on a l�inégalité :

(f (�)� f (�)) (g (�)� g (�)) � j(f (�)� f (�)) (jg (�)j � jg (�)j)j,

et donc :

(f (�)� f (�)) (g (�)� g (�)) �j f (�) jg (�)j+ f (�) jg (�)j � f (�) jg (�)j � f (�) jg (�)j j :
(2.67)

Multiplions l�inégalité (2.67) par : (t��)
��1

�(�)
p (�) ; p (�) > 0;on obtient :
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(t��)��1
�(�)

p (�) f (�) g (�) + (t��)��1
�(�)

p (�) f (�) g (�)

� (t��)��1
�(�)

p (�) f (�) g (�)� (t��)��1
�(�)

p (�) f (�) g (�)

�j (t��)
��1

�(�)
p (�) f (�) jg (�)j+ (t��)��1

�(�)
p (�) f (�) jg (�)j

� (t��)��1
�(�)

p (�) f (�) jg (�)j � (t��)��1
�(�)

p (�) f (�) jg (�)j j.

(2.68)

En multipliant l�inégalité (2.68) par (t��)
��1

�(�)
q (�) avec q (�) > 0, on obtient :

(t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) f (�) g (�) + (t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) f (�) g (�)

� (t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) f (�) g (�)� (t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) f (�) g (�)

�j (t��)
��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) f (�) jg (�)j+ (t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) f (�) jg (�)j

� (t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) f (�) jg (�)j � (t��)��1(t��)��1
�2(�)

p (�) q (�) f (�) jg (�)j j.

(2.69)

Par intégration l�inégalité (2.69) sur (0; t)2, on obtient :

J�pJ�qfg + J�qJ�pfg � J�pfJ�qg � J�qfJ�pg

�j J�pJ�qf jgj+ J�qJ�pf jgj � J�pfJ�q jgj � J�qfJ�p jgj j. (2.70)

Ainsi les trois inégalités (2.62), (2.66) et(2.70) étant véri�ées simultanément,

ceci achève la preuve du théorème 2.8.

Théorème 2.10 Soient f et g deux fonctions synchrones et soient p et q deux fonctions

positives sur [0;1[. Pour tous � > 0 et � > 0;on a :
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J�pJ�qfg + J�qJ�pfg � J�pfJ�qg � J�qfJ�pg

�Max

8<:
��J�pJ�q jfgj+ J�qJ�p jfgj � J�p jf j J�q jgj � J�q jf j J�p jgj�� ;��J�pJ�q jf j g + J�qJ�p jf j g � J�p jf j J�qg � J�q jf j J�pg�� ;��J�pJ�qf jgj+ J�qJ�pf jgj � J�pfJ�q jgj � J�qfJ�p jgj�� :

9=;
Preuve.

a)- f et g étant synchrones, alors pour tous � � 0, � � 0, on a :

(f (�)� f (�)) (g (�)� g (�)) � 0.

Donc :

j (f (�)� f (�)) (g (�)� g (�)) j= (f (�)� f (�)) (g (�)� g (�)).

D�autre part,

j (f (�)� f (�)) (g (�)� g (�)) j�j (jf (�)j � jf (�)j) (jg (�)j � g (�)) j,

ce qui donne :

(f (�)� f (�)) (g (�)� g (�)) �j (jf (�)j � j f (�) j) (jg (�)j � jg (�)j) j.

On a alors :

( f (�)� f (�)) ( g (�)� g (�))

�j jf (�)j jg (�)j+ jf (�)j jg (�)j � jf (�)j jg (�)j � jf (�)j jg (�)j.
(2.71)

Multiplions l�inégalité (2.71) par : (t��)
��1

�(�)
p (�) ; p (�) > 0, on obtient :

(t��)��1
�(�)

p (�) f (�) g (�) + (t��)��1
�(�)

p (�) f (�) g (�)� (t��)��1
�(�)

p (�) f (�) g (�)

� (t��)��1
�(�)

p (�) f (�) g (�) �j (t��)
��1

�(�)
p (�) jf (�)j jg (�)j+ (t��)��1

�(�)
p (�) jf (�)j jg (�)j

� (t��)��1
�(�)

p (�) jf (�)j jg (�)j � (t��)��1
�(�)

p (�) jf (�)j jg (�)j j.

(2.72)
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Multiplions, maintenant l�inégalité (2.72) par : (t��)
��1

�(�)
q (�) ; q (�) > 0, on obtient :

(t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) f (�) g (�) + (t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) f (�) g (�)

� (t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) f (�) g (�) � (t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) f (�) g (�)

�j (t��)
��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) jf (�)j jg (�)j+ (t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) jf (�)j jg (�)j

� (t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) jf (�)j jg (�)j � (t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) jf (�)j jg (�)j j.

(2.73)

Par intégration de (2.73) sur (0; t)2;on obtient :

J�pJ�qfg + J�qJ�pfg � J�pfJ�qg � J�qfJ�pg

�j J�pJ�q jf j jgj+ J�qJ�p jf j jgj � J�p jf j J�q jgj � J�q jf j J�p jgj j.
(2.74)

b)- Par un même raisonnement que précédemment, f et g étant synchrones, on a alors :

j ( f (�)� f (�)) ( g (�)� g (�)) j= ( f (�)� f (�)) ( g (�)� g (�)).

D�autre part, on a :

j ( f (�)� f (�)) ( g (�)� g (�)) j�j ( jf (�)j � jf (�)j) ( g (�)� g (�)) j :

Par conséquent :

(f (�)� f (�)) ( g (�)� g (�)) �j jf (�)j g (�) + jf (�)j g (�)� jf (�)j g (�)� jf (�)j g (�) j :
(2.75)

Comme précédemment, multiplions l�inégalité (2.75) par : (t��)
��1

�(�)
p (�) ; p (�) > 0, on

obtient :
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(t��)��1
�(�)

p (�) f (�) g (�) + (t��)��1
�(�)

p (�) f (�) g (�)� (t��)��1
�(�)

p (�) f (�) g (�)

� (t��)��1
�(�)

p (�) f (�) g (�) �j (t��)
��1

�(�)
p (�) j f (�) j g (�) + (t��)��1

�(�)
p (�) j f (�) j g (�)

� (t��)��1
�(�)

p (�) j f (�) j g (�)� (t��)��1
�(�)

p (�) j f (�) j g (�) j.
(2.76)

En multipliantl�inégalité (2.76) par : (t��)
��1

�(�)
q (�) ; q (�) > 0, on obtient :

(t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) f (�) g (�) + (t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) f (�) g (�)

� (t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) f (�) g (�)� (t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) f (�) g (�)

�j (t��)
��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) jf (�)j g (�) + (t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) jf (�)j g (�)

� (t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) jf (�)j g (�)� (t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) jf (�)j g (�) j.

(2.77)

En intégrant l�inégalité (2.77) sur (0; t)2, on obtient :

J�pJ�qfg + J�qJ�pfg � J�pfJ�qg � J�qfJ�pg

�j J�pJ�q jf j g + J�qJ�p jf j g � J�p jf j J�qg � J�q jf j J�pg j.
(2.78)

c)-Sous les mêmes hypothèses que précédemment, on a l�inégalité :

( f (�)� f (�)) ( g (�)� g (�)) � j(f (�)� f (�)) (jg (�)j � jg (�)j)j,

et donc :

( f (�)� f (�)) ( g (�)� g (�)) �j f (�) jg (�)j+ f (�) jg (�)j � f (�) jg (�)j � f (�) jg (�)j j :
(2.79)
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Multiplions l�inégalité (2.79) par : (t��)
��1

�(�)
p (�) ; p (�) > 0;on obtient :

(t��)��1
�(�)

p (�) f (�) g (�) + (t��)��1
�(�)

p (�) f (�) g (�)

� (t��)��1
�(�)

p (�) f (�) g (�)� (t��)��1
�(�)

p (�) f (�) g (�)

�j (t��)
��1

�(�)
p (�) f (�) jg (�)j+ (t��)��1

�(�)
p (�) f (�) jg (�)j

� (t��)��1
�(�)

p (�) f (�) jg (�)j � (t��)��1
�(�)

p (�) f (�) jg (�)j j.

(2.80)

En multipliant l�inégalité (2.80) par : (t��)
��1

�(�)
q (�) avec q (�) > 0, on obtient :

(t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) f (�) g (�) + (t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) f (�) g (�)

� (t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) f (�) g (�)� (t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) f (�) g (�)

�j (t��)
��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) f (�) jg (�)j+ (t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) f (�) jg (�)j

� (t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) f (�) jg (�)j � (t��)��1(t��)��1
�(�)�(�)

p (�) q (�) f (�) jg (�)j j.

(2.81)

Par intégration de (2.81) sur (0; t)2, on obtient :

J�pJ�qfg + J�qJ�pfg � J�pfJ�qg � J�qfJ�pg

�j J�pJ�qf jgj+ J�qJ�pf jgj � J�pfJ�q jgj � J�qfJ�p jgj j.
(2.82)

la preuve du théorème 2.9 est une conséquence des trois inégalités (2.74), (2.78) et (2.82)
véri�ées simultanément.



Chapitre 3

APPLICATIONS NUMERIQUES
SUR LES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES
FRACTIONNAIRES

La méthode de décomposition d�Adomian (ADM) a été introduite par Adomian [3; 4]

au début des années 1980. Elle a été largement utilisée pour résoudre les équations

di¤érentielles tirées de la physique,( voir par exemple [1] ; [2],[3] ; [4] ; [5] ; [6] ; [11] ; [12] :

Avec cette méthode,on peut facilement obtenir la solution sous forme d�une série

qui converge rapidement [10; 11; 12; 13; 15; 24].

Soit le problème
Fu = g ; (3.1)

où F représente un opérateur di¤érentiel non linéaire.

La méthode ADM consiste à décomposer la partie linéaire de F en L+R;

où L est un opérateur "facilement" inversible et R est la partie restante.

Si on désigne par N , le terme non linéaire, alors l�équation (4:1), dans sa forme

simple, s�écrit :

Lu+Ru+Nu = g: (3.2)

50
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Si on note par L�1, l�inverse de L, on obtient l�équation équivalente suivante :

L�1Lu = L�1g � L�1Ru� L�1Nu: (3.3)

On pose L�1Lu = u. On obtient :

u = L�1g � L�1Ru� L�1Nu (3.4)

On cherche maintenant la solution u sous la forme suivante :

u =

1X
i=0

ui; (3.5)

avec u0 = f + L�1g; où f est la condition initiale.

Ensuite, on décompose l�opérateur N comme suit :

Nu =
1X
i=0

Ai(u0; u1; ::::::; ui); (3.6)

où les Ai sont les polynômes d�Adomian [3; 4] (ils dépendent de u0; u1; :::::; ui).

En remplaçant (3:5);et (3:6) dans (3:4), on obtient :

1X
i=0

ui = L
�1

"
g �R

1X
i=0

ui �
1X
i=0

Ai

#
: (3.7)

On choisit ui; (i = 1; 2; :::n), comme suit :

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

u0 = f + L
�1g,

u1 = �L�1Ru0 � L�1A0,
u2 = �L�1Ru1 � L�1A1,
�
�
�
un = �L�1Run�1 � L�1An�1:

(3.8)

Pour calculer les polynômes d�Adomian; on a besoin du lemme suivant :
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Lemme 3.1 [2]

Les polynômes d�Adomian, pour N = Nu; se déterminent par la formule

Ai =
1

i!

di

d�i
N

 1X
k=0

�kuk

!
�=0; i = 0; 1; ::::: (3.9)

Remarque 3.1 Généralement, la convergence de la méthode ADM est très rapide. Pour
plus de détails, on se réfère à [11; 12; 4; 13; 15].

3.1 Quelques applications :

3.1.1 Solutions analytiques approchées des équations couplées de

Lotka-Volterra avec dérivées fractionnaires :

En introduisant la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, nous appliquons la

méthode de décomposition d�Adomian pour les équations spatio-temporelles

couplées de Lotka-Volterra avec dérivées fractionnaires. Comme résultat, des

solutions numériques sont obtenues sous forme de séries rapidement convergentes

avec des termes facilement calculables.Les comportements des solutions d�Adomian

sont représentés graphiquement pour certains exemples. On introduit la dérivée

fractionnaire de Caputo et on applique l�ADM pour dériver des solutions

numériques des équations spatio-temporelles couplées deLotka-Volterra

avec dérivées fractionnaires :
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8<:
D�
t u =

�
D�
xu
�2
+ uuxx + b1u

2 + a1u+ c1v + h1

D�
t v =

�
D�
xv
�2
+ vvxx + b2v

2 + a2v + c2u+ h2;

(3.10)

où a1; a2; b1; b2; c1; c2; h1; h2 sont des constantes arbitraires telles que

b1b2 6= 0 et c1c2 6= 0.

Quand � = � = 1, l�equation fractionnaire se ramène aux équations couplées de Lotka-
Volterra :

8<:
ut = (uux)x + u (a1 + b1u) + c1v + h1

vt = (vvx)x + v (a2 + b2v) + c2u+ h2:
(3.11)

3.1.2 Etude Adomienne des équations couplées LVDF :

Considérons le système d�équations spatio-temporelles couplées avec dérivées fraction-
naires Eq. (3.10).

Prenons la condition initiale :

8<:
u (x; 0) = f (x)

v (x; 0) = g (x) :
(3.12)

Appliquant l�opérateur J�, l�inverse de D�dans (3.10) et utilisant la condition initiale
(3.12), on obtient :

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

u (x; t) = f (x) + J� (P1 (u (x; t)) + J
� (P2 (u (x; t)))) + b1J

� (P3 (u (x; t)))

+a1J
� (u) + c1J

� (v) + J� (h1)

v (x; t) = g (x) + J� (Q1 (u (x; t))) + J
� (Q2 (u (x; t))) + b1J

� (Q3 (u (x; t)))

+a2J
� (v) + c2J

� (u) + J� (h2) ;

(3.13)
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où P1 (u (x; t)) =
�
D�
xu
�2
; P2 (u (x; t)) = uuxx ; P3 (u (x; t)) = u2 ;

Q1 (v (x; t)) =
�
D�
xv
�2
; Q2 (v (x; t)) = vvxx ; Q3 (v (x; t)) = v2.

La solution de l�équation (3.10) est représentée par :

8>>>>><>>>>>:
u (x; t) =

1X
n=0

un (x; t) ;

v (x; t) =
1X
n=0

vn (x; t) :

(3.14)

Les opérateurs non-linéaires P1 (u) ;P2 (u) ;P3 (u) ;Q1 (v) ;Q2 (v) et Q3 (v)

sont donnés par :

P1 (u) =
1X
n=0

An ; Q1 (v) =
1X
n=0

Dn;

P2 (u) =
1X
n=0

Bn ; Q2 (v) =
1X
n=0

En;

P3 (u) =
1X
n=0

Cn ; Q3 (v) =
1X
n=0

Fn;

(3.15)

où An, Bn, Cn, Dn, En et Fn sont ce qu�on a appelé les polynômes d�Adomian et ont la
forme :
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An =
1
n!

dn

d�n

"
P1

 1X
k=0

�kuk

!#
�=0

= 1
n!

dn

d�n

24 D�
x

 1X
k=0

�kuk

!!235
�=0

;

Bn =
1
n!

dn

d�n

"
P2

 1X
k=0

�kuk

!#
�=0

= 1
n!

dn

d�n

" 1X
k=0

�kuk

! 1X
k=0

�kukxx

!#
�=0

;

Cn =
1
n!

dn

d�n

"
P3

 1X
k=0

�kuk

!#
�=0

= 1
n!

dn

d�n

24 1X
k=0

�kuk

!235
�=0

;

Dn =
1
n!

dn

d�n

"
Q1

 1X
k=0

�kvk

!#
�=0

= 1
n!

d
d�n

"
(D�

x

 1X
k=0

�kvk

!
)2

#
�=0

;

En =
1
n!

dn

d�n

"
Q2

 1X
k=0

�kvk

!#
�=0

= 1
n!

dn

d�n

" 1X
k=0

�kvk

! 1X
k=0

�kvkxx

!#
�=0

;

Fn =
1
n!

dn

d�n

"
Q3

 1X
k=0

�kvk

!#
�=0

= 1
n!

dn

d�n

24 1X
k=0

�kvk

!235
�=0

:

(3.16)

Nous donnons les quatre premiers termes de ces polynômes :

A0 =
�
D�
xu0
�2

A1 = 2
�
D�
xu0
� �
D�
xu1
�

A2 = 2
�
D�
xu0
� �
D�
xu2
�
+
�
D�
xu1
�2

A3 =
�
D�
xu0
� �
D�
xu3
�
+
�
D�
xu1
� �
D�
xu2
�
.

(3.17)

Les quatre premières composantes de Bn sont :

B0 = u0u0xx

B1 = u0u1xx + u1u0xx

B2 = u0u2xx + u1u1xx + u2u0xx

B3 = u0u3xx + u1u2xx + u2u1xx + u3u0xx:

(3.18)
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Les quatre premiers termes de Cn sont :

C0 = (u0)
2

C1 = 2u0u1

C2 = 2u0u2 + (u1)
2

C3 = u0u3 + u1u2:

(3.19)

Les quatre premières parties composantes de Dn sont :

D0 =
�
D�
xv0
�2

D1 = 2
�
D�
xv0
� �
D�
xv1
�

D2 = 2(D
�
xv0)

�
D�
xv2
�
+
�
D�
xv1
�2

D3 =
�
D�
xv0
� �
D�
xv3
�
+
�
D�
xv1
� �
D�
xv2
�
:

(3.20)

Et celles de En et Fn sont données par :

E0 = v0v0xx

E1 = v0v1xx + v1v0xx

E2 = v0v2xx + v1v1xx + v2v0xx

E3 = v0v3xx + v1v2xx + v2v1xx + v3v0xx;

(3.21)

et

F0 = (v0)
2

F1 = 2v0v1

F2 = 2v2v0 + (v1)
2

F3 = v0v3 + v1v2:

(3.22)



57

En substituant les séries de décomposition (3.14) et (3.15) dans l�équation (3.10), on
obtient :

u0(x; t) = f (x) ;

v0 (x; t) = g (x) ;

un+1 (x; t) = J
� (An) + J

� (Bn) + b1J
� (Cn) + a1J

� (un) + c1J
� (vn) + J

� (h1) ;

vn+1 (x; t) = J
� (En) + J

� (Fn) + b2J
� (Gn) + a2J

� (vn) + c2J
� (un) + J

� (h2) :

(3.23)

Remarque 3.2 La méthode de décomposition d�Adomian converge en général trés vite. Des
détails sur sa
convergence et sa vitesse de convergence se trouvent dans [11:12:4:13:15]. Ici en
se ramenant aux étapes au dessus , on dérivera les solutions numériques pour les

équations couplées (3.10) en détails .

3.1.3 Solutions numériques des équations couplées LVDF tempo-
relles :

Considérons la forme suivante des équations fractionnaires temporelles :

�
D�
t u = (ux)

2 + uuxx + b1u
2 + a1u+ c1v + h1 ; 0 < � � 1

D�
t v = (vx)

2 + vvxx + b2v2 + a2v + c2u+ h2 ; 0 < � � 1;
(3.24)

avec les conditions initiales

� u (x; 0) = f(x) = 2
t0
� 6c1 +

�
2
t0
� 6c1 + 2c1

b

�
cos
�q

b
2
x� �0

�
v (x; 0) = g(x) = 2

t0
� 6c1 + 4c1

b
+ jc1j

c1

�
2
t0
� 6c1 + 2c1

b

�
sin
�q

b
2
x� �0

� (3.25)
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où a1; a2; b1; b2; c1; c2; h1; h2; �0 et t0 sont arbitrairement constants tels que b = b1 = b2i0
, a2 = a1 � 6c1 , c2 = �c1:

La solution exacte du système (3.24) pour le cas spécial � = 1 est :

� u (x; t) = '0 (t)�
�
'0 (t) +

2c1
b

�
cos
hq

b
2
x� jc1j t� �0

i
v (x; t) = '0 (t) +

4c1
b
� jc1j

c1

�
'0 (t) +

2c1
b

�
sin
hq

b
2
x� jc1j t� �0

i
;

(3.26)

où '0 (t) =
1
3b

� 2
t0�t � 6c1 ; a1 = 3c1

j3c1 � a1j tanh
h
j3c1�a1j

2
(t0 � t)� a1 � 3c1

i
; a1 6= 3c1

a1; a2; b1; b2; c1; c2; h1; h2; �0 et t0 sont des constantes arbitraires telles que b = b1 = b2 > 0
; a2 = a1 � 6c1 ; c2 = �c1 ;

h1 =
(2c1 a1 �6c21 )

b
et h2 = h1 + 4c1

b
(3c1 � a1 ) :

A�n d�obtenir une solution numérique des équations (3.24), en remplaçant les

conditions initiales (3.25) et en utilisant les polynômes d�Adomian (3.6) -

(2.23) dans l�expression (2.24) nous pouvons calculer les résultats. Pour simpli�er,

nous donnons seulement les quelques premiers termes des séries :

u0 = f (x) ;
v0 = g (x) ;
u1 = J

� (A0) + J
� (B0) + b1J

� (C0) + a1J
� (u0) + c1J

� (v0) + J
� (h1)

= J�
�
(u0x)

2�+ J� (u0u0xx) + b1J� �(u0)2�+ a1J� (u0) + c1J� (v0) + J� (h1) ;
v1 = J

� (D0) + J
� (E0) + b2J

� (F0) + a2J
� (v0) + c2J

� (u0) + J
� (h2)

= J�
�
(v0x)

2�+ J� (v0v0xx) + b2J� �(v0)2�+ a2J� (v0) + c2J� (u0) + J� (h2) ;
u2 = J

� (A1) + J
� (B1) + b1J

� (C1) + a1J
� (u1) + c1J

� (v1) + J
� (h1)

= J� (2u0xu1x)+J
� (u0u1xx + u1u0xx)+ b1J

� (2u0u1)+a1J
� (u1)+ c1J

� (v1)+J
� (h1) ;

v2 = J
� (D1) + J

� (E1) + b2J
� (F1) + a2J

� (v1) + c2J
� (u1) + J

� (h2)
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= J� (2v0v1xx) + J
� (v0v1xx + v1v0xx) + b2J

� (2v0v1) + a2J
� (v1) + c2J

� (u1) + J
� (h2) ;

u3 = J
� (A2) + J

� (B2) + J
� (C2) + +a1J

� (u2) + b1J
� (v2) + J

� (h1)
= J�[2u0xu2x+(u1x)

2]+J� (u0u2xx + u1u1xx + u2u0xx)+b1J
�[2u0u2+(u1)

2]+a1J
� (u2)+

c1J
� (v2) + J

� (h1) ;

v3 = J
� (D2) + J

� (E2) + b2J
� (F2) + a2J

� (v2) + c2J
� (u2) + J

� (h2)

= J�[2v0xv2x (v1x)
2]+J� (v0v2xx + v1v1xx + v2v0xx)+ b2J

�
�
2v0v2 + (v1)

2�+a2J� (v2)+
J� (h2) ;
soient

u0 = f (x) ;

v0 = g (x) ;

u1 = f1
t�

�(�+1)
;

v1 = g1
t�

�(�+1)
;

u2 = f2
t2�

�(2�+1)
;

v2 = g2
t2�

�(2�+1)
;

u3 = f3
t3�

�(3�+1)
;

v3 = g3
t3�

�(3�+1)
;

(3.25)

où

f1 = f
2
x + ffxx + b1f

2 + a1f + c1g + h1;

g1 = g
2
x + ggxx + b2g

2 + a2g + c2g + h2;

f2= 2fxf1x + ff1xx + f1fxx + 2b1ff1 + a1f1 + c1g1 + h1;

g2 = 2gxg1x + gg1xx + g1gxx + 2b2gg1 + a2g1 + h2;

f3= 2fxf2x + f
2
1x + ff2xx + f1f1xx + f2fxx + b1 (2ff2 + f

2
1 ) + a1f2 + c1g2 + h;

g3 = 2gxg2x + g
2
1x + gg2xx + g1g1xx + g2gxx + b2 (2gg2 + g

2
1) + a2g2 + c2f2 + h2:

(3.26)
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Ensuite nous pouvons obtenir la solution numérique des équations (3.24) sous la forme ::

u (x; t) = f (x) + f1
t�

�(�+1)
+ f2

t2�

�(2�+1)
+ f3

t3�

�(3�+1)
+ ::::::::

v (x; t).= g (t) + g1 t�

�(�+1)
+ g2

t2�

�(2�+1)
+ g3

t3�

�(3�+1)
+ ::::::

(3.27)

(a) (b)

(c) (d)

Figure 1 : (a) : solution numérique u(x,t)-(3.18). (b), solution exacte u(x,t)-(3.15) de
Syst.(3.13). (c) : solution numérique v(x,t)-(3.18). (d), solution exacte v(x,t)-(3.15) de

Eq.(3.13).
a1 = 3=2; b1 = 1; c1 = 1=2;h1 = 1; a2 = �3=2; b2 = 1; c2 = �1=2;h2 = 1; �0 = 1; t0 = 10;� =

1=2;

3.1.4 Solutions numériques des équations couplées LVDF spaciales :

Maintenant, on considère :
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� ut =
�
D�
xu
�2
uuxx + b1u

2 + a1u+ c1v + h1

vt =
�
D�
xv
�2
+ vvxx + b2v2 + a2v + c2u+ h2;

(3.28)

avec les conditions initiales :

�
u (x; 0) = f (x) = x2

v (x; 0) = g (t) = x3:
(3.29)

Dans le but de calculer la solution numérique de (3.28), substituant

(3.14), (3.15) et utilisant les conditions initiales (3.27) dans l�expression (3.23),

nous obtenons la solution d�Adomian.

Nous donnons les quelques premiers termes des séries :
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u0 = f (t) ;

v0 = g (t) ;

u1 = J (A0) + J (B0) + b1J (C0) + c1J (v0) + a1J (u0) + J (h1)

= J [
�
D�
xu0
�2
] + J (u0u0xx) + b1J

�
(u0)

2�+ c1J (v0) + a1J (u0) + J (h1)
=
�
f 21x

4�2� + b1x
4 + c1x

3 + (2 + a)x2 + h1
�
t;

v1 = J (D0) + J (E0) + b2J (F0) + c2J (u0) + a2J (v0) + J (h2)

= J
h�
D�
xv0
�2i

+ J (v0vxx) + b2J
�
(v0)

2�+ c2J (u0) + a2J (v0) + J (h2)
=
�
g21x

6�2� + b2x
6 + 6x4 + a2x

3 + c2x
2 + h2

�
u2 = J (A1) + J (B1) + b1J (C1) + c1J (v1) + a1J (u1) + J (h1)

= J
�
2
�
D�
xu0
� �
D�
xu1
��
+ J (u0u1xx + u1u0xx) + b1J (2u0u1) + c1J (v1) + a1J (u1) + J (h1)

= (f2x
8�5� + f3x

8�3� + f4x
7�3� + f5x

6�3� + f6x
4�3� + f7x

6�2� + f8x
4�2�

+f9x
2�2� + f10x

6 + f11x
5 + f12x

4 + f13x
3 + f14x

2 + f15x+ f16)
t2

2
;

v2 = J (D1) + J (E1) + b2J (F1) + c2J (u1) + a2J (v1) + J (h2)

= J
�
2
�
D�
xv0
� �
D�
xv1
�
+ J (v0v1xx + v1v0xx) + b2J (2v0v1) + c2J (u1) + a2J (v1) + J (h2)

�
= (g2x

9�4� + g3x
9�2� + g4x

8�2� + g5x
7�2� + g6x

6�2� + g7x
3�2� + g8x

4�2� + g9x
7

+g10x
9 + g11x

5 + g12x
6 + g13x

4 + g14x
3 + g15x

2 + g16x+ g17)
t2

2
;

(3.30)

où
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f (x) = x2; f1 =
�(3)
�(3��) ; f2 = 2f

2
1
�(5�2�)
�(5�3�) ;

f3 = 2b1f
2
1

�(5)
�(5��) ; f4 = 2c1f

2
1

�(4)
�(4��) ; f5 = 2 (2 + a1) f

3
1 ;

f6 = (2b1f
2
1 + c1g

2
1) ; f7 = ((4� 2�) (3� 2�) f1 + a1f 21 ) ;

f8 = [2 (4� 2�) (3� 2�) f1] ; f9 = (2b21 + b2c1) ; f10 = 2b1c1;

f11 = (12b1 + 4b1 + 2b1a1 + 6c1 + 2b1) ;

f12 = (6c1 + a2c1 + a1c1) ; f13 = (4a1 + 24b1 + 2b1h1 + c
2
1 + a

2
1 + 4) ;

f14 = 12c1; f15 = 4a1 + c1h2 + a1h1 + 8;

g (x) = x3; g1 =
�(4)
�(4��) ; g2 = 2g1

�(7�2�)
�(7�3�) ; g3 =

h
2b2g1

�(6)
�(6��) + b2g

2
1

i
;

g4 =
h
12g1

�(5)
�(5��)

i
; g5 = [2a2g

2
1 + 6g

2
1 + (6� 2�) (5� 2�) g21 ] ;

g6 = (2g2 c2f1 + a2g
2
2 ) ; g7 = c2f

2
1 ; g8 = 48b2; g9 = b

2
2 ;

g10 = (108 + 2c2b2) ; g11 = 3a2b2; g12 = (18a2 + c2b2) ;

g13 = (8c2 + 2h2b2 + c1c2 + a
2
2) ; g14 = (2c2 + 2c2a1) ;

g15 = 6h2; g16 = h1c2 + a2h2:

(3.31)

Ensuite nous obtenons une solution numérique des équations fractionnaires spaciales
(3.25) sous forme de séries :

u (x; t) = f (x) +
�
f 21x

4�2�b1x
4 + c1x

3 + (2 + a1)x
2 + h1

�
t+

(f2x
8�5� + f3x

8�3� + f4x
7�3� + f5x

6�3� + f6x
6�2� + f7x

4�2� + f8x
2�2�

+f9x
6 + f10x

5 + f11x
4 + f12x

3 + f13x
2 + f14x+ f15)

t2

2
+ :::

v (x; t) = g (x) +
�
g21x

6�2� + b2x
6 + 6x4 + a2x

3 + c2x
2 + h2t

�
t+

(g2x
9�4� + g3x

9�2� + g4x
8�2� + g5x

7�2� + g6x
6�2� + g7x

4�2� + g8x
7

+g9x
9 + g10x

5 + g11x
6 + g12x

4 + g13x
3 + g14x

2 + g15x+ g16)
t2

2
:

(3.32)
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 2 : (a) et (c) solution obtenue avec la méthode Adomian de u(x,t) et v(x,t) pour
�= 1 . (b) et (d), solution obtenue avec la méthode Adomian de u(x,t) et v(x,t) pour

�= 1=2 .

3.1.5 Equation de Sharma avec dérivées fractionnaires :

Soit à résoudre l�équation en dérivées fractionnaires spacio-temporelles :

D�
t u+ 3a (D

�
x )
2 + 3au2D�

xu+ 3a uuxx + auxxx = 0; t > 0; 0 < � � 1; 0 < �: (3.33)

Quand � = � = 1, l�équation fractionnaire se ramène à la forme [50]

ut + 3au
2
x + 3au

2ux + 3a uuxx + auxxx = 0: (3.34)
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3.1.6 Solutions Adomiennes de l�équation ShDF :

Considérons l�équation spacio-temporelle en dérivées fractionnaires (3.33). Pour trouver

des solutions numériques de cette équation par l�usage de la méthode de décomposition

d�Adomian, réecrivons-la sous la forme d�opérateur :

D�
t = �3a

�
D�
xu
�2 � 3au2D�

xu� 3a uuxx � auxxx; 0 < � � 1; 0 < � � 1; (3.35)

où les opérateurs D�
t et D

�
x représentent la dérivée fractionnaire.

Prenons comme condition initiale :

u (x; 0) = f (x) : (3.36)

En appliquant l�opérateur J�, l�inverse de D� sur l�équation (3.35)

et en utilisant la condition initiale (3.36), on obtient :

u (x; t) = f (x)� 3aJ�Q1 (u (x; t))� 3aJ�Q2 (u (x; t))� 3aJ�Q3 (u (x; t))� aJ�Q4 (u (x; t)) ;
(3.37)

où :
Q1 (u (x; t)) = u

2D�
xu;

Q2 (u (x; t)) = uuxx,

Q3 (u (x; t)) =
�
D�
xu
�2
;

Q4 (u (x; t)) = uxxx.

La solution de l�équation (3.35) est représentée par :

u (x; t) =

1X
n=0

un (x; t) : (3.38)

Les opérateurs non-linéaires Q1 (u), Q2 (u) et Q3 (u) sont décomposés de la sorte :

Q1 (u) =
1X
n=0

An; Q2 (u) =
1X
n=0

Bn; Q3 (u) =
1X
n=0

Cn; (3.39)

où An, Bn et Cn sont les polynômes d�Adomian et s�écrivent sous la forme :
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An =
1
n!

dn

d�n

�
Q1
�P1

k=0 �
kuk
��
�=0

= 1
n!

dn

d�n

h�P1
k=0 �

kuk
�2
D�
x

�P1
k=0 �

kuk
�i
�=0

;

Bn =
1
n!

dn

d�n

�
Q2
�P1

k=0 �
kuk
��
�=0

= 1
n!

dn

d�n

��P1
k=0 �

kuk
� �P1

k=0 �
kukxx

��
�=0

;

Cn =
1
n!

dn

d�n

�
Q3
�P1

k=0 �
kuk
��
�=0

= 1
n!

dn

d�n

h�
D�
x

�P1
k=0 �

kuk
��2i

�=0
.

(340)

Nous donnons les quatres premiers termes de ces polynômes :

A0 = u0D
�
xu0;

A1 = 2u0u1D
�
xu0 + u

2
0D

�
xu1;

A2 = u
2
1D

�
xu0 + 2u0u2D

�
xu0 + 2u0u1D

�
xu1 + u

2
0D

�
xu2;

A3 = u
2
1D

�
xu1 + 2u1u2D

�
xu0 + 2u0u1D

�
xu1 + 2u0u1D

�
xu2 + 2u0u3D

�
xu0 + u

2
0D

�
xu3.

(3.41)

Les quatre premiers termes de Bn sont

B0 = u0u0xx;

B1 = u0u1xx + u1u0xx;

B2 = u2u0xx + u0u2xx + u1u1xx;

B3 = u3u0xx + u0u3xx + u2u1xx + u1u2xx:

(3.42)

Ceux de Cn sont donnés par :

C0 =
�
D�
xu0
�2
;

C1 = 2D
�
xu0D

�
xu1;

C2 =
�
D�
xu1
�2
+ 2D�

xu0D
�
xu2;

C3 = 2D
�
xu1D

�
xu2 + 2D

�
xu0D

�
xu3.

(3.43)

En substituant les séries de décomposition (3.38) et (3.39) dans l�équation (3.37),

on obtient la formule récurrente suivante :

u0 (x; t) = f (x)

un+1 (x; t) = �3aJ� (An)� 3aJ� (Bn)� 3aJ� (Cn)� aJ� (unxxx).
(3.44)
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3.1.7 Solutions numériques de l�équation ShDF temporelle :

Considérons la forme suivante de l�équation temporelle fractionnaire :

D�
t u = �3au2ux � 3au2x � 3a uuxx � auxxx; 0 < � � 1; (3.45)

avec comme condition initiale :

u (x; 0) = f (x) =
2k (w + tanh (kx))

1 + w tanh (kx)
; (3.46)

où k et w sont des constantes réelles arbitraires.

La solution exacte de (3.45) pour le cas particulier : � = 1, est :

u (x; t) =
2k (w + tanh (k (x� 4ak2t)))
1 + w tanh (k (x� 4ak2t)) : (3.47)

Pour obtenir une solution numérique de l�équation (3.45), en substituant la condition

initiale (3.46) et en utilisant les polynômes d�Adomian (3.41)-(3.43) dans l�expression

(3.44), on peut calculer les résultats. Pour faire dans la simplicité, nous donnons

uniquement les quelques premiers termes des séries :

u0 = f (x) ;
u1 = �3aJ� (A0)� 3aJ� (B0)� 3aJ� (C0)� aJ� (u0xxx)

= �3aJ� (u20u0x)� 3aJ� (u0u0xx)� 3aJ�
�
(u0x)

2�� aJ� (u0xxx) ;
u2 = �3aJ� (A1)� 3aJ� (B1)� 3aJ� (C1)� aJ� (u1xxx)
= �3aJ� (2u0u1u0x + u20u1x)�3aJ� (u0u1xx + u1u0xx)�3aJ� (2u0xu1x)�aJ� (u1xxx) ;

A la �n du calcul, on obtient :

u0 = f (x) ;

u1 = af1
t�

�(�+1)
;

u2 = a
2f2

t2�

�(2�+1)
;

(3.48)

où f (x) = 2k(w+tanh(kx))
1+w tanh(kx)

;
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f1 (x) = �3ffx � 3ffxx � 3f 2x � fxxx;

f2 (x) = �3(2ffxf1 + f 2f1x)� 3 (ff1xx + f1fxx)� 3 (2fxf1x)� f1xxx .

Ainsi, on peut avoir la solution numérique de l�équation temporelle

fractionnaire (3.45), sous forme de séries :

u (x; t) = f (x) + af1 (x)
t�

� (�+ 1)
+ a2f2 (x)

t2�

� (2�+ 1)
+ ::: (3.49)

3.1.8 Solutions numériques de l�équation ShDF spaciale :

Maintenant, on considère l�équation à dérivée fractionnaire spaciale :

ut = �3a
�
D�
xu
�2 � 3au2D�

xu� 3a uuxx � auxxx = 0; 0 < � � 1; (3.50)

avec la condition initiale :

u (x; 0) = f (x) = x4: (3.51)

A�n de calculer la solution numérique de l�équation (3.50), en substituant (3.39) et (3.40)

et en utilisant la condition initiale (3.51) dans l�expression (3.44), on obtient la solution
d�Adomian.

Donnons les quelques premiers termes des séries :
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u0 = f (x) ;

u1 = �3aJ (A0)� 3aJ (B0)� 3aJ (C0)� aJ (u0xxx)

= �3aJ
�
u20D

�
xu0
�
� 3aJ (u0u0xx)� 3aJ

��
D�
xu0
�2�� aJ (u0xxx)

=
�
f1x

12�� � 36ax6 + f2x8�2� � 24ax
�
t;

u2 = �3aJ (A1)� 3aJ (B1)� 3aJ (C1)� aJ (u1xxx)

= �3aJ
�
2u0u1D

�
xu0 + u

2
0D

�
xu1
�
� 3aJ (u0u1xx + u1u0xx)

�3aJ
�
2D�

xu0D
�
xu1
�
� aJ (u1xxx)

= (f3x
20�2� + f4x

17�2� + f5x
16�3� + f6x

15�� + f7x
14��

+f8x
13�� + f9x

11�� + f10x
11�2� + f11x

10�2�

+f12x
9�� + f13x

9�3� + f14x
7�2� + f15x

5�2� + 432a2x9

+324a2x8 + 288a2x4 + 4320a2x3) t
2

2
;

(3.52)

où f (x) = x2; f1 = �3a �(5)
�(5��) ; f2 = �3a

�
�(5)
�(5��)

�2
f1;

f3 = �6a �(5)
�(5��)f1; f4 = �3a (12� �) (11� �) (10� �)

�(10��)
�(10�2�) ;

f5 = �6a �(5)
�(5��)f2; f6 = �12af1; f7 = �3a

�
(12� �) (11� �) f1 � 72a �(5)

�(5��)

�
;

f8 = �3a
�
f2 (8� 2�) (7� 2�) (6� 2�) �(6�2�)�(6�3�) + 2 (12� �) (11� �) (10� �)

�(5)
�(5��)

�(10��)
�(10�2�)

�
;

f9 = 12960a
2 �(4)
�(4��) ; f10 = �12af2; f11 = �3af2 (8� 2�) (7� 2�) ;

f12 = �a
�
144a �(5)

�(5��) + (12� �) (11� �) (10� �) f1
�
;

f13 = �6af2 (8� 2�) (7� 2�) (6� 2�) �(5)
�(5��)

�(10�2�)
�(10�3�) ;

f14 = 25920a
�(4)
�(4��)

�(5)
�(5��) ; f15 = �af2 (8� 2�) (7� 2�) (6� 2�).

Alors, on obtient une solution numérique de l�équation spaciale fractionnaire (3.50)
sous la forme :
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u (x; t) = f (x)+�
f1x

20�2� � 36ax6 + f2x8�2� � 24ax
�
t

+(f3x
20�2� + f4x

17�2� + f5x
16�3� + f6x

15�� + f7x
14�� + f8x

13�3� + f9x
11�� + f10x

11�2�

+f11x
10�2� + f12x

9�� + f13x
9�3� + f14x

7�2� + f15x
5�2�

+432a2x9 + 324a2x8 + 288a2x4 + 4320a2x3) t
2

2
+ :::

(3.53)

3.2 Conclusion

L�objectif essentiel recherché à travers ce travail est une contribution au calcul

fractionnaire qu�on peut considérer comme atteint par l�élaboration de ce

mémoire articulé en chapitres ; l�exposé au chapitre I de dé�nitions, de propriétés

ainsi que la démonstration de propositions se rapportant à l�intégrale fractionnaire,

à la dérivée fractionnaire et à la dérivée au sens de Caputo, de même que la

di¤érence entre les deux dérivées, ce qui permettra une connaissance plus

approfondie de ce sujet, à ce jour inexploité dans toute son étendue. Au

chapitre II, l�intérêt suscité par les inégalités et leurs rôles dans les mathématiques

pures et appliquées, ce qui nous a conduit à la fonctionnelle de Chebyshev avec

poids, et on a donné quelques résultats liés aux intégrales fractionnaires comme

la généralisation de l�intégrale de Hölder, celle de Cauchy-Schwartz et d�autres

généralisations pour l�inégalité de Hermite-Hadamard. Et à la �n du chapitre
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une généralisation importante d�un résultat de Dragomir est apportée.En�n,

par l�application de la méthode de décomposition d�Adomian dont nous développons

d�abord la théorie, nous présentons des applications numériques sur des exemples

d�équations di¤érentielles fractionnaires de temps et d�espace ; à savoir les équations

couplées de Lotka-Volterra, l�équation de Sharma et d�autres exemples.

Ce travail pourrait servir comme support à ceux qui s�intéresseraient au thème du

calcul fractionnaire.Toutefois, il n�est pas exhaustif, et pourrait donc ouvrir d�autres

horizons pour un éventuel développement de ce domaine qui o¤re encore un vaste

espace à explorer.
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