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INTRODUCTION

La théorie de Nevanlinna est un outil incontournable dans la théorie des fonctions, en parti-
culier dans ’étude des propriétés des solutions des équations différentielles complexes notam-
ment la croissance et ’oscillation des solutions. En effet depuis 1925, ’année ot R.Nevanlinna
a publié les résultats de ses travaux sur la théorie de la distribution des valeurs des fonctions
entiere, les chercheurs ne cessent de publier dans la méme thématique et plusieurs problémes
ont été étudies et résolus.Pour une introduction de la théorie des équations différentielles
linéaires dans le plan complexe avec la théorie Nevanlinna voir[10, 11].

Ce travail se compose d’une introduction et deux chapitres.Dans le premier chapitre on va
citer quelques rappels et notions préliminaires dont on aura besoin dans notre travail, comme
la théorie de Nevanlinna, on va aussi citer quelques lemmes

et définitions concernant la croissance d’ une fonction entiére ou méromorphe.Dans le deuxiéme
chapitre , on s’intéresse a étudier la distribution des valeurs et en particulier les points fixes
des solutions ainsi que leurs dérivées de certains types d’équations différentielles linéaires

FO 4+ A fEY 4 L Agf =0

ou A; (j=0,1,...,k — 1) sont des fonctions entiers méromorphes.



Chapitre 1

La Théorie de Nevanlinna

1.1 Quelques Eléments de la Théorie de Nevanlinna

On va citer seulement les éléments nécessaires pour notre travail dans cette thése et pour
plus de détail voir [10, 11].

1.1.1 Formule de Jensen

Théoréme 1.1.1 [10]Soint f une fonction méromorphe telles que f(0) # 0,00 et soit
ai, g, ...Gpn (1espby, by ..., by,) ses zéros (resp. ses poles), chacun étant compté avec son ordre
de multiplicité. Alors

1 4 r r
ln]f(O)]:—/ In|f (re?)|do + In— — In —
2m Jo (el Z b1 Z ;]
|bj|<r laj|<r
Lemme 1.1.1 [10]Pour tout réel x > 0, on definit :

si0<z <1

0
+,. —
In x-max(lnx,())—{ nz si x> 1

Inz <Iln*z

2)
Int 2z <Inty pourtout (0 < x <)
3)
+ + 1
Inz=In"2z—1In" —
T
4)

1
Inz|=In"z+In" =
T
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* (ﬁx]> gi In* z;)

Jj=1

+<ixj> §i In* xj +lnm

J=1

1.1.2 Fonction a-points

Définition 1.1.1 [10] :Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre compleze a, on
désigne par n(t,a, f) le nombre de racines de l’équation f(z) = a situées dans le disque
|z| < t. Chaque racine étant comptée un nombre de fois égale o son ordre de multiplicité et
par n(t, 00, f) le nombre de pole de la fonction f dans le disque |z| < t. Posons

N(r,a, f) = /OT n(t,a, f) ; n(,q, f)dt +n(0,a, f)Inr, a# o0

et

N(roo, ) = NG ) = [ 202D by 0,00, pytar

N(r, f) est appellée la fonction a-point de la fonction f dans le disque |z| < r

1.1.3 Fonction de proximité

Définition 1.1.2 [10] :Soit f une fonction méromorphe non canstante et a un nombre com-
plexe. Alors, on définit la fonction de proximité de la fonction f par

1 1 [ 1
mira) = m(ngt) =gn [ e ot

2w
m(r,00, f) = m(r, f)= %/0 In* {f (rew)‘de

m(r,a, f) est appellée la fonction de proximité de la fonction f au point a.

1.1.4 Fonction caratéristique

Définition 1.1.3 [10] :On définit la fonction caratéristique de R.Nevanlinna de la fonction
f par



1.1 Quelques Eléments de la Théorie de Nevanlinna

Exemple 1.1.1 Pour la fonction f(z) = <. f admet un pole simple z =0

N(T‘, ) _ /rn(t’oo’ﬁ;n(o’oo’f)dt—l—n((),oo,f)lnr

N(r, f) = /—dt—i—lnr
N(r,f) = Inr

De plus

2m
m(r, f) = % i In* |f (re') | do

m(r,f) = — Int |[—|df

16
2m Jo re

1 27T e’r‘eie

= — In" do

2m Jo r

1 z ercosG
= — | do
27 . ( T >
_ 1 /
27

= £/2cos9d9—ln—r
~0 2

»

NE w\:!

r cos 8df — —/ lnrd6
3

wm

Donc

r Inr

T(T,f):m(T,f)—i-N(T,f):;—l—T

Proposition 1.1.1 :Soit f, fi, fo, ..., f, des fonctions méromorphe et a € C*. Alors

)

T(T,ﬁfj) §§:T r

T(r,f"y=nT(rf), (neN)

(-$50) <Sren v
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4)
T (raf)=T(r,f)+O(1)
5)
T(r,f+a)=T(r,f)+0()
6)

r(n ) T o) 1 £

1.1.5 La dérivée logarithmique

Lemme 1.1.2 [10] : Soit f une fonction méromorphe transcendante .Alors

m(n§>=ﬂnﬂ=dﬂnﬁ)

ou S(r, f) = O(log T'(r, f)+logr) a I'éxtérieur d’un ensemble £ C |0, +00[ de mesure linéaire
finie.

1.2 La mesure linéaire, la mesure logarithemique

Définition 1.2.1 [14] : La mesure linéaire d’un ensemble E C [0, +oo[ est définie par

ol xg(t) est la fonction caractéristique de l’ensemble E et la mesure logarithmique d’un
ensemble F' C [1, +oo[ est définie par

Exemple 1.2.1 La mesure linéaire de ’ensemble E = [1,2[ U [7,8] C [0, +oo] est

m(E):/O t)dt = /dt+/ dt =5

le mesure logarithmique de I'ensemble F' = [1,5] C [1, +o0o[ est

ml(F) = /1+OOXF<t)dt:
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1.3 Fonction de faible croissance

Définition 1.3.1 [14] : Soient f (2) et U (z) des fonction méromorphes, on dit que V (2) est
une fonction de faible croissance devant f si

T(r,0)=5(rf)

1.4 Ordre de croissance, ’hyper-order et le type

Définition 1.4.1 ([9],[5]) : Soit f une fonction méromorphe. L’ordre et l’hyper-ordre de
cette fonction sont définis respectivement par

) InT(r, f
o(f) = tim sup 2T S)

) InlnT(r, f
wolf) = tim sup ML)

Si f une fonction entiér, alors 'ordre et 'hyper-ordre de cette fonction sont définis respecti-
vement par

) InIn M (r,
o(f) = TETMS“P#

) Inlnln M(r,
oa(f) = lim sup M)

ou

M(r, f) = max |f (2)]

|z|=r

Lemme 1.4.1 :Soient f et g deux fonctions entiéres.Alors

Exemple 1.4.1 : Soit f(z) = e*. Nous avons n(t, f) = 0 car f n’admet pas des pole consé-
quent N(r, f) = 0. De plus

— i 27!'1 + | ,rcos¢ d
wirf) = o [l as
1 T

— % i 1n+‘ercos¢‘d¢

1

= —/ 7 cos pd¢p
2 J_
r

T

[SIER

Wl
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Donc
T(r,e*) = r
T
D’ou
InT z
o(e’) = lim sup nT(r, )
r—+4o0 Inr
ole®) =1
et
0'2(62) =0

Remarque 1.4.1 : Si lordre est finie alore ’hyper-ordre est null

Définition 1.4.2 ([9],[5]) : Le type d’une fonction entiére f(z) d’ordre fini 0 < o(f) < 400
est défini par

7(f) = lim supM

5
r—00 ro

ou M(Ta f) = max|z|=r |f(Z)|
Si f est une fonction méromorphe, alors le type de f est défini par

T(r,f)

/’na'

7(f) = lim sup

T—00

Exemple 1.4.2 Pour la fonction f (2) = €*, on a

T(f(2) = TETOO supw
T(e") = Tgirlm sup %
1
T(e*) = -

1.5 L’exposant et 'hyper exposant de convergence

Définition 1.5.1 ([9],[5]) :Soit f une fonction méromorphe. L’exposant de convergence des
zéros de la fonction f est définie par

A(f) = lim supM

r—4-00 Inr
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ou

w(ed) - [0y 0

et 'exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

Af) = lim supM

r—-+oo Inr

vty [0 o

tel que (t, %) désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque |z| < r

ou

i

Exemple 1.5.1 Soit f(z) =e* —a, a # 0,00
On a

(& = a

< z=Inla|+i(arga + 2km), k € Z

2] < t=+/(Inla|)?+ (arga + 2k7)2 < t
—\/1? — lna —arga V12— (Ina)? — arga
2m

<k<

()Wt

~ —,t— +00
T
( ) " ron

Remarque 1.5.1 :L’exposant de convergence des zéros de la fonction 7 est aussi dit exposant
de convergence de pole de la fonction f

ﬂﬂﬂﬂ

Définition 1.5.2 [17] :Soit f(z) une fonction méromorphe. L’hyper exposant de convergence
des zéros de la fonction f est défini par

Ao(f) = lim supw

r—-+00 Inr
et I'hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

ot = 1 oY1)

r—+o00 Inr
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Définition 1.5.3 [9,5,17] :Soint f une fonction méromorphe .On définit exposant et I’hyper
exposant de convergence des point fizes de la fonction [ respectivement par :

. In N (7’, ﬁ)
AMf—=2) = TE{POOSUPT

. Inln N (7’, #)
M(f—2) = lim sup——t

Définition 1.5.4 [9,5,17] :Soint f une fonction méromorphe .On définit exposant et I’hyper
exposant de convergence des point fives distincts de la fonction f respectivement par :

- N (r %)
MNFf—z) = i NI
=2 = ey
lnlnﬁ(r, L )
Xo(f—2) = lim sup i
r—+00 Inr

Exemple 1.5.2 :Exposant et I’hyper exposant de convergence des point fizes de la fonction
f(z) = € + 2 sont égaux respectivement a 1 est 0

Définition 1.5.5 : Soit f une fonction méromorphe non costante on définit la defaut §(a, f)
au point a par

d(a,f) = lim inf

= 1- 1 — e/
A s e



Chapitre 2

Sur ’hyper exposant de convergence
des zéros de f ) — ©

2.1 Introduction et résulta

Plusieur mathématicien ont étudie 'oxillation des solution de 1’équation différentielle linéaire
suivant :

P+ AR+ B(2)f =0 (2.1.1)

ou A(z) et B(z) non null sont des fonction entiéres et ont obtenu des résultats importants
voir [1,3,4,7,9].En 1996,Shon[9] a étudie I'hyper ordre des solutions de (2.1.1) et il obtenue
le résulta suivant :

Théoréme 2.1.1 [11] :Soient A(z) et B(z) des fonctions entiéres telle que o(A) < o(B) ou
o(B) < o(A) < 5, alors toute solution f # 0 de (2.1.1) satisfait oo(f) > max {c(A),o(B)}.
En 2006,chen et shen[5]ont étudie 'exposant de convergence de fU) — o (j = 1,2) ot ¢ est
une fonction entiére de faible croissance devant la solution f # 0 en déduit les point fixes
des solutions des équations différentielles linéaire du second ordre.En fait, ils ont obtnu les
résulta suivants

Théoréme 2.1.2 [5] : Soient A;j(z) # 0 (j = 1,2) des fonction entiéres avec o(A;) < 1,
supposons que a,b sont des nombres complexes satisfaisant ab # 0 et arga # argb ou bien
a=cb(0<c<1l). Sip(z)#0 est fonction entiére d’ordre fini, alors toutes solution non
triviale f de l'equation

"+ Ai(2) explaz) f' + Ax(2) exp(bz) f' =0

satisfait B B B
Mf=@)=AMf =) =Af"—¢) =00
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Théoréme 2.1.3 [5] : Soient Ai(z) # 0, p(z) # 0 et Q((z) des fonctions entiéres avec
(A1) <1, I<o(Q) < 0 et o(p) < oo, alors toute solution non triviale f de I’équation

f"+ Ai(z) exp(az) f' + Q(2) f =0
satisfait \(f — ) = Mf' — @) = M[" — ¢) = 00, ot a # 0 est un nombre compleze .

Dans le méme année, Liu et Zhang [12] ont étudié les points fixes quand les cofficients des
équations sont des fonctiones méromorphes, ce qui nous donne le résultat suivant :

Théoréme 2.1.4 [12] :Supposons que k > 2 et A(z) est une fonction méromorphe transcen-
dante satisfaisant

§(c0, A) = lim inf m(r, 4)

Jm E =0>0, 0(A) =0 < 40

alors toute solution méromorphe f # 0 de l’équation
F® L Az)f =0 (2.1.2)

satisfait que f et f’, f”,...., f*) ont plusieurs points fixes et A(f¥) — 2) = 0(j = 0,1, ..., k).
pour I'équation (2.1.2) , Belaidi etAL Farissi [2], a étudié les points fixe et la relation

entre les fonctions de faible croissance et les polyndéme différentiels des solutions de I’équation

(2.1.2) et a obtenu quelques résultats qui amélirent les théoréme (2.1.4) et (2.1.3).

On consodire 1’équation differentille suivant :

O Ay f* D 4 4 A f =0 (2.1.3)

ot A; sont des fonctiones entiéres méromorphes

2.2 lemmes
Lemme 2.2.1 [17] : Supposons que f # 0 est une solution de l’équation (2.1.3). Posons
g=f— 1, alors g satisfait l’équation

g® + Ay 1g® D 4+ Agg = — [0® + A%V 4+ L+ Agy] (2.2.1)

Preuve. :Puisqueg=f— ¢, onag = f — ¢, g? = f@ — @ ¢*) = k) _ ,k) On
remplace dans I’équation(2.1.3) , on trouve (2.2.1) O

Lemme 2.2.2 [17] : Supposons que f # 0 est une solution de l’équation (2.1.3), posons
g1 = [ — p, alors g1 satisfait I’équation

k k— _
g + U g 4 ULy = = [p® + UL oY L+ U] (2.2.2)

ou

!/

A
Ujle;HJrAj_A_EAM (j=0,1,...k—1) et A, =1



2.2 lemmes 13

Lemme 2.2.3 [17] : Supposons que [ # 0 est une solution de [’équation (2.1.3), posons
= 7 — o, alors gysatisfait I’équation

k ke— _
= U13719§ Y+ Ujge = — [QO(k) + U2 %Y 4+ Uj¢] (2.2.3)
ou
.y | 1

Lemme 2.2.4 [17] : Supposons que f # 0 est une solution de l’équation (2.1.3), posons
g3 = f® — @ alors g5 satisfait I’équation

O+ U g8V + o+ Udgs = — [0 + U0V + U] (2.24)
ou
2 Ugl . 2
UP=U%, + U2~ UgU (=01, k—1) et U2 =1

Lemme 2.2.5 [17] Supposons que f # 0 est une solution de l’équation (2.1.3), posons g; =
9 — o alors g; satisfait 'éqution

k ) k— ) ) - 7
g + U1V 4+ Ulge = — [® + Ui o* Y + .+ Uiy (2.2.5)
ou
1—1/ i—1 UZ Y 1—1 . 1—1
U} = U+ Uf" = iU (=01, k—1) et U =

Preuve : On procede par récurrence

Premiérement, du lemmes 2.2.2 — 2.2.4 nous obtenons que ’équation (2.2.5) est verifié pour
1=1,2,3

Deuxiément ,on suppose que g; = ) — ¢ , i < n,n € N satisfait (2.2.5). Donc g, = f™ — ¢
satisfait I’équation

D Ur gD+ L+ g = — [ + U o% D 4+ L+ U] (2.2.6)

ou Ly
Ur=ur7"+ 0" — U UM =01, k=1L U =
Puisque ¢, = f™ — ¢, on a
f(n+1) _ g;L + 80/, f(n+2) _ g;{ + ¢//’ v f(k—i—n) — gék) + Sp(k)7
(2.2.7)

De (2.2.6) et (2.2.7), on a

f(k+n) + U]?,lf(kJrnil) + U£72f(k+n72) 4o+ ngf(n) -0 (228)

Maintenant on va montrer que g,.; = f"*) — ¢ satisfait (2.2.5)
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Comme g,41 = f™*) — ¢, on a

n n k
FO =g o+, O =gl | fEED = g0 4 o®(2.2.9)

La dérivation de I’équation (2.2.8) est

FEFD LU fE 1 (U 4+ Upg) fE Y 4+ UG 7 =0 (2.2.10)
En remplacant (2.2.8) dans (2.2.10), on obtient

Uy U U
f(k+n+1)+<U;?1 Yo )f(k+n)+(Ungl + U£Li2 Uk 1> f(k—i-n 1) 4. +(U17L/+ UO 0 UF) f(n) -0
Uy Uy Uy
(2.2.11)
De la définition de U} et (2.2.11), on a
FED g gpt ) o gpt e 4 gt ) — g (2.2.12)
Ou
1 U’
n n/ n n N n
Urtt =UM, +Uj - UOUJ+1 (j=0,1,.,k—1) et U =1
On remplace(2.2.9) dans (2.2.12), on obtient
g U b Upt g = — [® + URHeED 4 Uty (2.2.13)

d’ou les résultas

Lemme 2.2.6 [17] : Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante avec o(f) =0 >0,
alors il existe un ensemble E C [1,+00) de mesure logarithmique infinie tel que pour tout
reFE, ona

InT
lim M =0, rekl
r—+00 Inr
Lemme 2.2.7 [20] : Soient Ay(2), A1(2), ..., Ax—1(2) des fonctions entiéres d’ordre fini et
satisfaients max{c(A4;):j=1,2,...k—1} =01 < 0(Ap) < 00, et posons

Ad
U A;+1 +4; - A T Ajn
et y
Ué UZ 1

T 1—17 i—l
Uj=Uj +U;j Ui 1 Ui
0
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ouj=0,1,2,....k—1,A, =1, U,i’l =1 et 7 € N, Alors il existe un ensemble £/ de mesure
logarithmitique infinie tel que

1 i maxi<icip_1{Inm(r, Ut
lim —nm(r, Us) = og(Ap) > lim sup <<k 1{ ( ])}
r—+00 Inr r—+00 Inr

=01, TEE (22.14)
Preuve : Utilisons la démostration par récurrence

pouri=10naU}=A} +A; —404;,,,j=012 . k—1let Ay =1

.. / Al
sij =0, donc Uj = A} + Ay — e Ar.Alors, nous avons

Al Al
m(r,Uy) < m(r, Ay) +m (r, Ag) +m (r, A—1> +m <r, A—O) +0(1) (2.2.15)
1 0

De Ag = —A + Uj + ﬁ—lgAl, on obtient
Al Al
m(r, Ag) < m(r, A1) +m (r,Uy) +m (T, A—1> +m <T, A_O) +0(1) (2.2.16)
1 0
Ouj#0,j=1,2,.,k— 1par la définition de U}, on a

A; Ay

J

Al Al
m(r,U}) <m(r, Ajp) +m(r, A;) +m (r, —j) +m (r, —0) + O(1) (2.2.17)
Comme A;(z) sont des fonctions entiéres avec

max{c(4;):j=1,2,...k—1} <o(Ay) <0
et(2.2.17), on a
1 .
| Jnax {m(r,U})} <  Dax {m(r, A;) + o(m(r, Ag)) + O(Inr)} (2.2.18)

De (2.2.15),(2.2.16),(2.2.18) et le lemme 2.2.6 , il existe un ensemble E de mesure logarith-
mique infinie tel que

1 Ua <k1 {1 A
lim M _ o(Ay) > 0y = limsup maxicj<r—1 {Inm(r, As)} (2.2.19)
r—-+00 Inr Inr
max<j<p_1 {Inm(r, U}
> limsup Xigishot {nm(r, U )}, rek

Inr

Maintenant, on suppose que 1’équation (2.2.14) est vérifié pour i < n, n € N. Dong, il existe
un ensemble £ de mesure logarithmique infinie tel que

1 Uy maxicick_1 1Ilnm(r,U"
lim tnmf(r, Ug) = 0(Ap) > lim sup teicit { UL } =0 (2.2.20)
r—-+00 Inr r—00 Inr

On démontre qu I'équation (2.2.14) est vérifie pour i = n + 1.
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Puisque i =n+ 1, on a U;”rl =UMN,+ U} — UUL;:U]’?H, ou 7=0,1,....k =1, et U} =1 pour

j=0,0na U]?“rl =Ur+Uj — g(g: U'.Alors, on obtient

1 n (Ug)' o)’
m(r,Uy™) < m(r,Uy) +m(r,Uy") +m | r, i +m | i +0(1) (2.2.21)
0 1
Et comme Uy = U + Uyt — lljfi: U7, on trouve
Un/ Unl
m(r, UY) < m(r, UMY + m(r, UM) +m (r, 0n> +m <7~, UI") +O(1) (2.2.22)
0 1

Pour j # 0, des définitions de U}”’l,j =1,2,.,k—1,et Ul =1, 0ona

n |/ n/

U: U
m(r, UJ’?H) <m(r,Ufyy) +m(r,U7") +m (r, U]:l ) +m (r, Uon
0

Jj+1

) +0(1)  (2.2.23)

De (2.2.20), (2.2.23), il existe un ensemble E de mesure logarithmique infinie tel que

| el 1 v
i Vo) g ) oy (2.2.24)
r—+o00 Inr r—+o00 Inr
maxicickp_1 1 mm(r, U
_ lim sup 1<j<k—1 { ( J )}
r—-+00 Inr
maxi<i<p_1 {nm(r, U
= lim sup LIk l{ ( J )}
r—+400 Inr

D’ou le résultat

Lemme 2.2.8 [17] : Soient Hj(z) (j = 0,1,...,k—1) des fonctions méromorphe d’ordre fini.

st
maxicj<i—1 {Inm(r, H;)}

=5

lim sup
r—+00 Inr

et il existe F; de mesure logarithmique infinie tel que pour tout » € E, on a

1 H,
lim 2 ) g g
r—+oo Inr
Alors toute solution méromorphe f de
f® 4 H  f% Y 4+ 4 Hf +Hof =0 (2.2.25)

satisfait oo(f) = f,.
Preuve : Supposons que f (z) est une solution méromorphe de I’équation (2.2.25) .De (2.2.25) ,
on a

k—1

m(r,f) <m <r,$> +m <r,#> +..+m (r, f?/) + Zm(r, H;)+0(1) (2.2.26)

J=1
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Du lemme de la dérivée logarithmique et (2.2.26).on obtient

m (r,Hy) < O{lnrT (r, f)} + im (r, Hj) r ¢ FEy (2.2.27)

Jj=1

ou Ey C [1,400) est un ensemble de mesure linéaire fini.Des hypothéses du lemme 2.2.6 ,il
existe un ensemble E; de mesure logarithmique infinie tel que pour tout | z |=r € E; — E3,0on
a

rP2 LO{InrT(r, )} + (k — D)rfrte (2.2.28)
ou 0 < 2 < By — 5;.De (2.2.28), on trouve oa(f) = B,

Lemme 2.2.9 [8] : Soient [ une fonction méromorphe transcendante avec o(f) = o <
00, I' = {(k1,71), -, (km, jm)} est un ensemble fini de couples d’entiers qui satisfait ki > j; >
0 pour i = 1,...,m. Et soit e > 0 (¢ est une constante donnée), alors il existe un ensemble
E3 C (1,+00) de mesure logarithmique fini tel que pour tout z satisfaire | z |=r ¢ [0,1]U Ej
et (k,j)eT',ona

f¥(2)
FO1(2)
Lemme 2.2.10 [15] : Soit f(z) une fonction entiére avec o(f) = o,7(f) =7, 0 <o < o0,

0 < 7 < o0, alors pour tout donné < 7 il existe un ensemble Ey C [1,+00) de mesure
logarithmique infinie tel que pour tout r € Ey, on a

’(kfj)(aflan)

<|

In M(r, f) > Br°

Lemme 2.2.11 [17] :Soient Ag(z), A1(2), ..., Ax—1(z) des fonctions entiéres d’ordre fini et sa-
tisfaients 0 < 0(Ag) = 0(A1) = ... =0(Ap1) = 02 < 00, etmax{7(4;):j=1,2,...,.k—1} =
71 < 7(Ap) = T, et soient Ujl,Uj’f donnés dans le lemme2.2.7 , alors pour tout € donné
(0 <e<T—11), il existe un ensemble Es de mesure logarithmique infinie tel que

| Uj 1< exp {(m1+)r} | Uj 1= exp {(7 +e)r”} (2.2.29)

ot i€Net j=1,2,... k1.
Peuve : Raisonnement par récurrence
(i) On va prouve que U;f (j=0,1,....k — 1) satisfait(2.2.29) quand i = 1.de la définition de
Ul = Ay + Aj— 2045005 #0) et Ul = Ay + Ay — 5241, on a

Al

0} 121 o] - 4] (|52 +

Ap
Ao

) (2.2.30)
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et

Al ‘ Ay
Aj Ag
Du lemme2.2.9, lemme et 2.2.10, et (2.2.30),(2.2.31)pour tout €(0 < 4 < 7 — 77), il existe
un ensemble E5 de mesure logarithmique infine tel que

U <Ay | — | Aps | (]

) 7j:1727"'7k_1714-k:1 (2.2.31)

| Us [>exp {(T = Z)r‘”} — 2exp {(ﬁ — %)r"?} rM (2.2.32)
= exp{(r—i)r”}
2
et
1 £ o € o M
j < n ? - 2 L.
U I\exp{(ﬁ+4)7“ }+2eXp{(71+4)r }r (2.2.33)
19
< o2 ;
S eXP{(Tl+4>7° }7 ]7é0

ou M > 0 est une constante.
(ii) On vérifie que U;(j =0,1,...,k — 1) satisfait (2.2.29) pour i = 2.

17 1s
U3 = Ul + U} = WULUZ = UMty + Ul = UL, (G =0,1,...k— 1) et U} =1, on a

Ul/ Ul/
o120 |- 10t (|5 + |2 ) 223)
1 0
et
Uy Uy
(U2 IL|UM | = | Uy | (‘UJIJrl + 7(;1 ) J=12, k-1 (2.2.35)
Jj+1

De la conclusion de(7) et lemme ,2.2.9, (2.2.32) — (2.2.35) ,pour tout | z |=r € E,

| U2 |> exp {(7‘1 - g)r‘”} — 2exp {(7‘1 + %)r”z} ™ > exp {(7‘1 - %)r”} (2.2.36)

et

| U?|<exp {(7'1 + g)r”} +2exp {(n + gw} i (2.2.37)

< exp{(T1+¢e)r”}, Jj#0
(iii) Supposons que (2.2.29) est vérifiée pour i < n,n € N, d’ou pour tout € (0 < 4e < 7—71),

il existe un ensemble E5 de mesure logarithmique infinie tel que

U} < exp {(r1 + )™} Uglz exp{(r =2y} i<nj=12 k1)
(2.2.38)
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m“:mwww—%mwuﬁ“:wg+w “%mluzauﬂwﬂmuw:Lm
a

n/ n/
o o - 1o ][]+ [ (2:2:9)
0
et
U'rz/ Un/
’ Un+1 |<’ Un | . ‘ +1 ‘ (‘U]n'*‘l + U_On ) ] = 172’.,_’]€— 1 (2240)
Jj+1 0

Alors du lemme 2.2.9 est (2.2.38) — (2.2.40), pour tout | z |= 7 € FEj

| an+1 |<exp {(11 +e)r72} + 2exp { (71 + )r72} M Lexp { (71 + 2¢)r7?}, J#0
(2.2.41)
et
U5 2 exp {(r — ™) — 2exp {(r1 + ™ B oo {(r -2, (2242)

D’ou le résultat

Lemme 2.2.12 [17] : Soient B;(2),j =0, 1, ..., k—1 des fonctions méromorphes avec max {o(B;) : j = 1,2
o4 < O(BU) =03

et §(00, By) = lim,_, o inf T;((:gs))

> 0. A lors toute solution méromorphe f de ’équation
FO L B f® D 4 4 Bif + Byf =0 (2.2.43)

satisfait oo(f) > o3
Preuve : Soint f une solution méromorphe de ’équation (2.2.43) ,de (2.2.43)

m(r,By) < m< f;k))—l—m< f(l;_l))—l—...+m( ff,)+2m (r,B;)(2.2.44)
< O{lan(r,f)Hzm(nBj) r ¢ By

ot Eg C [1,400) est un ensemble de mesure linéaire finie. Du lemme(2.2.6), 1 existe un
ensemble E de mesure logarithmique infinie tel que pour tout | z |=r € E, on a

lim InT(r, f)
r—-+00 Inr

=03 r¢ FE (2.2.45)

Comme §(00, By) > 0, alors pour tout donné ¢ (0 < 2e < g3 — 04) et pour tout r € F, de
(2.2.45), on obtient

m(r, By) = r7%7° (2.2.46)
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De (2.2.44) et (2.2.46), on a

e L O{InrT(r, )} + (k= 1)r7+ ] reFE — FEg (2.2.47)
De (2.2.47), on obtient oo(f) > 03 = o(By).

Lemme 2.2.13 [08] : Soit f une fonction méromorphe transcendante et o« > 1 une constante
donnée, pour tout donnée € > 0, il existe un ensemble E; C [1,4+00) de mesure logarithmique
finie et une constante M > 0 qui dépend a et (m,n) (m,n € {0,....k} avec m < n) tel que
pour tout z satisfaisant | z |=r ¢ [0,1] U Ex.

on a
f™(2)
fo(z)] =

Lemme 2.2.14 [16] : Soient B;(z),j = 0,1,....k — 1 des fonctions méromorphes d’ordre

fini. S’ils exisent des constantes o5, 35,8, (0 < 3 < [4) et un ensemble Eg de mesure
logarithmique infinie tel que

(In“r) In T(ar, f)) o

o (Len)

r

max {|B;(z)] : j = 1,2, ...k — 1} <exp {B3r7}, |Bo(2)] = exp {B477°}
vérifie pour tout |z| = r € Ej, alors toute solution méromorphe de (2.2.43) satisfait oo(f) >
O5.
Preuve : Supposons que f est une solution méromorphe de I’équation (2.2.43) . De (2.2.43)

on a 1 ‘
I b

Du lemme2.2.13 | il existe un ensemble F; de mesure logarithmique finie tel que pour tout
| z|=r ¢ FEr7,ona

|Bo (2

‘f k (2.2.48)

f(j)
i

ot M > 0 est une constante. De(2.2.48), (2.2.49) et les hypothese du lemme2.2.14 | pour tout
| z|=r€ Es— FE7;,ona

M[TE@r Y, j=1,2 ..k (2.2.49)

exp {477} < M [T (2r, f)]" exp {B377°} (2.2.50)
Puisque 0 < 55 < (,, de (2.2.50), on obtient o5(f) > os.

Lemme 2.2.15 [13] :Soient Ag A1, ..., Ax—1, F' # 0 des fonctions méromorphe, si f est une
solution méromorphe de ’équation

F® 4 A () 5D 4 Ag(2)f = F

alors on a

(i) Si max{o(F),0(A;);j=0,1,....k— 1} <o(f) =0 < oo, alors o(f) = A f) = A(f).

(ii) Si max{oa(F),02(A;);7 =0,1 — 1} < o3(f) = 0, alors ao(f) = A2(f) = A2(f).
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Lemme 2.2.16 [15] :Soient A;(2)(j = 0,1,....,k — 1) de fonctzons entiéres satisfaire 0 <
(A1) = ... = 0(4y) = U(Ao) < oo, max{7(4;):j=1,2,...k—1} = 7(Ay) < o0, alors
toute solution f # 0 de (2.1.3) satisfait oo(f) = o(Ap).

2.3 Reésultats principaux

Dans [16] Xu,Zhang on montré les résulta suivant :

Théoréme 2.3.1 [16] :soient A;(2),j = 0,1,....,k — 1 des fonctions entiére d’ordre fini et
vérifiant une des deuxr conditions suivantes

(i) max{o(A;):7=1,2,..,k—1} <o(A) < o0

(it) 0 < o(Ap1) = ... =0(A41) =0(Ag) <ooet max{r(A4;):7=12,..,k—1} =71 <
T(AQ) =T.

Alors pour chaque solution f # 0 de I’équation (2.1.3)et pour toute fonction entiére p(z) # 0
satisfaisant o5(p) < 0(A4p), on a

Xa(f=¢) = Xa(f' =) = Xa(f"—0) = Xa(f" =) = Xa(f — ) = 0a(f) = 0(Ao) ieN
Exemple 2.3.1 soit [’équationt suivant :
f7+2f +cos(2)f=0

on a A; = 2, Ay = cos(z) des fonctions entiére de plus o (A;) = 0,0 ( Ag) = 1, donc
o (A1) < o (Ao).

on prend
p(z) =¢€ (02(e") =0)
donc
o9 (€®) <o (cosz).
alors

(f =) = Xalf =€) = ha(f" =€) = 03(f) = o(cos 2)
= Xo(f =€) = Xa(f' =€) = Mao(f" — &) = 02(f) = 1
Exemple 2.3.2 soit [’équation suivant
f+ef —2+e*)f=0

on a

o(e)=0(2+€*) =1
et

T(ez):% et7‘(2—|—625):z

=

on prend ¢ (z) = €* , donc
o9 (€*) <o (24 €°)
alors

Ao(f =€) = Xa(f' = &) = Xa(f" — &) = 0a(f) = 1



2.3 Reésultats principaux 22

Corollaire 2.3.1 : sous les hypothése du théoreme 2.3.1,si ¢(z) = z, pour chaque solution
f # 0 de l’équation(2.3.1) , nous avons

Ma(f=2) =Xa(f —2) = Xa(f" —2) = Xa(f" — 2) = X(f = 2) = 02(f) = 7(A) i €N

Théoréme 2.3.2 [16] :soient Aj(z),j = 1,2,...,k — 1 des polynomes et Ay(z) une fonction
entiére transcendante, alors pour chaque solution f # 0 de l’équation(2.1.3) et pour toute
fonction entiére o(z) # 0 d’orde fini, on a :

(D) Af =) =A(f—9)=0(f) =

@) A(fD =) =A(fD —p) =0 (fP —2) =00 (i>1,i€N)

Corollaire :sous les hypothése du théoreme 2.3.2, si p(z) = z, pour chaque solution f # 0
de I’équation(2.1.3) , nous avons

N —2) = A(f—2) =0 (f) = o

@) A(fO—2)=A(fO —2)=0(fD—2) =00 (i=1,i€N)

Théoréme 2.3.3 [16] :soient Aj(z),7 = 0,1,...,k — 1 des fonctions méromorphe satisfai-
sant max{o(A; : j=1,2,..k —1} < o(Ag) et d(c0,Ag) > 0. Alors pour chaque solution
méromorphe f # 0 de 1”équation (2.3.1) et pour fonction méromrphe ¢(z) # 0 satisfaisant
o2(p) < o(A), on a

A (D — ) = Aa(fD — ) = 0(Ao) i=0,1,..,k—1
ou fO = f.

Remarque 2.3.1 :l’exemple suivant montre que le théoréme2.3.3 n’est pas valide quand
Ai(2),j =0,1,...,k—1 ne vérifient pas la condition max {o (A;) : j=1,2,...,k — 1} < o (Ap)

Exemple 2.3.3 Pour l’équation

exp(2z) +exp(z)—1, —exp(2z2)

7 = 0 2.3.1
fo 1 —exp(2) 1 —exp (z)f ( )

On obient que f = exp (exp (2))+exp (z) est une solution de I’équation(2.3.2) .Et %,
%ﬁg sont des fonction méromorphes ,de plus on a (oo, %ﬁ) = £.0n prend ¢ (2) =

exp (z2) ,alors o3 () < o <If’e‘£§§))) Donc, on trouve que As (f' — ) = Ay (e“e*) =0 # 1 =
o (;_ii) .

Corollaire 2.3.2 :Sous les hypothéses du théoréme2.3.3 ,si ¢ (z) = z,pour chaque solution
méromorphe f # 0 de l’équation(2.3.1) ,an a

o(f —2) =X (9 = 2) > 02(Ap) (i=0,1,..)

ot fO = f.
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Remarque 2.3.2 :

Dans le théoreme2.1.2 , siab # 0 et a = ¢b(0 < ¢ < 1), c’est facile de voir que o(A; exp(az)) =
o(Asexp(bz)) =1 et T(Ajexp(az)) =|a |< T(Ayexp(bz)) =] b|.

Du théoreme2.3.1 , pour chaque solution f # 0 de I’équation(2.1.3) et pour toute fonction
entidre ¢(z) # 0 avec ga(p) < 1, 0n a A(f — @) = Aa(f' — ) = Xa(f" — @) = 1.

Donc le théoreme2.1.2 est une extension partielle du théoréme2.3.2 . le théoréme2.3.3 est une
amélioration du théoréme 2.1.3 .Le théoréme 2.3.3 et le corollaire 2.3.3 sont des amélioration
du théoréeme 2.1.4 .

2.4 Preuves des théorémes

2.4.1 preuve du théoréme 2.3.1

Pour démontrer la conclution du théoréeme2.1.3 , on a considére deux cas :
Cas 1 : supposons que max {c(A4;):j=1,2,....k—1} < o(A4p) < 0.

(i) Premiérement, on démontre que Xo(f — ¢) = o2(f).

Supposons que f # 0 est une solution de (2.1.3), de [6], on a o5(f) = o(Ay).
Posons g = f — ¢. Comme o5(f) = 0(Ay), alors

a2(g) = 02(f) = 0(Ao) et Aa(9) = Xa(f — @)

Par le lemme 2.2.1 , on obtient que g satisfait I’équation (2.2.1). posons

F=0® + A, 0% 4+ .+ Agp

Si ' = 0, de [6], on a o3(p) = 0(Ap), on obtient une contradiction, alors F' # 0, par le
lemme2.2.15 , on a

A2(9) = Xa(g) = 02(g) = o(Ao)

Donc, on a

Ae(f =) = Xalf = ¢) = 02(f) = 9(Ao)
(ii) Deuxiément, on preuve que \ao(f' — ) = o5(f). Posons g; = f' — ¢, alors o3(g1) =
o2(f) = 0(Ap). Par lemme2.2.2, on obtient que g; satisfait I’équation (2.2.2).Posons
F=¢o® 4+ Ul oD+ 4+ Ugp

,oll Uj1 (=0,1,...,k — 1) dans le lemme2.2.2 . Si F} = 0, par lemme2.2.7 et lemme2.2.8 | on
a 0a(p) = 0(Ap), une contradiction avec o5(p) < o(Ap).Donc Fy # 0. Par lemme2.2.15 , on
obtient

X2(f - 90) = )\2(f/ - 90) = Uz(f)

(iii) Maintenant, on prouve que Ao(f” — @) = oo(f). Posons g, = f” — ¢, alors 04(gs) =
oo(f) = 0(Ap). Par le lemme 2.2.3 | on obtient que g satisfait 1’équation (2.2.3). Posons

Fy= W+ U2 oV 4+ Ugp
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, oll UJ-Q(j =0,1,....,k — 1) sont donnés dans le lemme2.2.3. Si F, = 0, par le lemme2.2.7 et
lemme2.2.8 , on a 03(p) = 0(Ap), une contaradiction avec o(p) < o(Ap). Donc F' # 0. Par
lemme2.2.15, on obtient

Xa(f" =) = Xa(f" = @) = 0a(f)

(iv) Posons g3 = " — ¢. Des lemmes2.2.4,2.2.7,2.2.8 2.2.15, en utilisation le méme raison-
nement que dans le cas (iii), on obtient

N(f" =) =X = p)=os(f)

(v) On prouve que \o(f® — @) = ao(f)(i > 3,7 € N).posons g; = f) — ¢, alors 05(g;) =
oo(f) = 0(Ap). Par le lemme 2.2.5, nous avons g; satisfait 1’équation (2.2.5). posons

F=o® 1 Ul 0% Y4 4 Ul

, oll U;(j =0,1,....k — 1;7 € N) sont donnés dans le lemme 2.2.5. Si F; = 0, par le lemme
2.2.7 et lemme 2.2.8 , on a 02(p) = 0(Ap) une contaradiction avec gs(¢) < o(Ap). Donc
F; # 0. Par lemme 2.2.15, on obtient

X (fD =) = Xa(fP — ) = oa(f)

Cas 2. Supposons que 0 < 0(Ag_1) = ... = (A1) = 0(Ag) < ooet max{7(A4;):j=0,1,....k—1} =
71 < T7(Ap) =T.

(i) Montrons que Ay(f — @) = o2(f). Supposons que f # 0 est une solution de(2.1.6).Du
lemme2.2.16 , 05(f) = 0(Ag) > 0.posons g = f — . Comme ¢ # 0 est une fonction entiére
satisfait o,() < o(Ap),alors on a 05(g) = oa(f) = 0(Ag) et Xag) = Xa(f — ).

Par le lemme2.2.1 , on obtient que g satisfait I’équation (2.2.1). Si F' = 0, par le lemme 2.2.16

,on a oy(p) = 02(Ap), une contradiction. Donc F' # 0.

Des hypothéses du théoréeme 2.3.1, on obtient

max {oa(F),02(A4;) : j =0,1,....k — 1} < 02(g9) = 02(Ao)

Du lemme 2.2.15 (ii), on a

Xa(f =) =X(f —¢) =0a2(f) = o(Ao).

(ii) Mantenant, on prouve que \o(f'—¢) = o(f). posons g; = f'—¢. Comme 05(p) < o(4y),
alors on a 04(g1) = 02(f) = o(Ap).

Par le lemme 2.2.2, on obtient que g; satisfait I’équation (2.2.5). Si F; = 0, par le lemme
2.2.11 et lemme 2.2.14 , on a 05(p) = 0(Ay), alors on a une contradiction avec o5(p) < o(Ay),
Donc, on a F; # 0.

De (2.2.5)et le lemme 2.2.15, on obtient

Xa(f' =) = Xa(f' = p) = 0a(f) = o(Ao) (i € N)

Similaire au argument de cas (1)(iii)(v) et en utilisant les lemmes 2.2.3—-2.2.5-2.2.11-2.2.14
on obitient

Mo(fO =) =X(fP —p)=0f) =0(A)  (ieN)



2.4.2 Preuve du théoréme 2.3.2

Comme A;(z) (j = 1,2,....,k — 1) sont des polynémes et Ay(z) est une fonction entiére
transcendante, alors nous avous que A;(z) (j = 0,1,2,...,k — 1) satisfaient la condition du
théoreme2.3.1 .

En utilisaion la méme méthode de la preuve du théoréme 2.3.1 et le lemme 2.2.15, on obtient
facilement la conclusion de théoréme 2.3.2

2.4.3 Preuve du théoréme 2.3.3

selon les conditions du théoréme 2.3.3 , on peut trouver facilement la conclution de théoréme2.3.3
en utilisant la méme méthode de la preuve du théoréme 2.3.1 et le lemme 2.2.15 .
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CONCLUSION

Au cours de ces derniéres années, une recherche active s’est développée sur I'étudede la
croissance et la distribution des valeurs notamment les zéros et les points fixes des solutions
et leurs dérivées des équations différentielles dans le plan

en utilisant la théorie de R. Nevanlinna, Dans cette mémoire, on a étudié certains problemes
liés & l'ordre de croissance et a la distribution des valeurs notamment les zéros et les points
fixes des solutions et leurs dérivées des équations différentielles dans le plan.

Des résultats importants on été obtenus sur les équations homogenes et non homogenes a
Coefficients fonctions entiéres et fonctions méromorphes transcendantes. L’outil principal
utilisé dans cette étude étant la théorie de Nevanlinna. Cette théorie est la plus approprié
dans ’étude des équations différentielles
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