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INTRODUCTION

La magnétohydrodynamique (MHD) est une discipline scientifique qui décrit le comportement
d’un fluide conducteur du courant électrique (liquide ou gaz appelé plasma) en présence
de champs électromagnétiques. C’est une généralisation de I’hydrodynamique (appelée plus
communément mécanique des fluides, définie par les équations de Navier-Stokes) couplée a
Iélectromagnétisme (équations de Maxwell). Entre la mécanique des fluides « classique »
et la magnétohydrodynamique, se situe 1’électro hydrodynamique ou mécanique des fluides
ionisés en présence de champs électriques (électrostatique), mais sans champ magnétique.
En mécanique des fluides, les équations de Navier-Stokes sont des équations aux dérivées par-
tielles non-linéaires qui décrivent le mouvement des fluides par exemple fluide de Stokes est
un fluide visqueux lorsqu’il s’écoule lentement en un lieu étroit ou autour d’un petit objet.
La MHD est utilisée de maniére théorique dans le confinement des plasmas (stabilisation,
expulsion ou compression), elles gouvernent par exemple les mouvements de 'air de I’atmo-
spheére, les courants océaniques, ’écoulement de ’eau dans un tuyau, et de nombreux autres
phénomeénes d’écoulement de fluides. Elles sont nommées d’aprés deux physiciens du XIXe
siécle, Claude Navier et George Stokes.

Dans ce travail, on considére les équations magnétohydrodynamique (MHD) visqueuse et

incompressible en dimension trois :

ou—Au+u-Vu—0b-Vb+Vp=0,
Ob—NANb+u-Vb—>b-Vu=0,

V-u=V-b=0,
u(z,0) = ug(x), b(x,0) = by (),
° t représente le temps ;
. u = u(z,t) € R3désigne le champ de vitesse;
o b € R? désigne le champ magnétique;

o p = p(x,t) désigne le scalaire de la pression ;
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° ug et by sont le champ de vitesse initiale et le champ magnétique initiale avec I’équation

d’incompressibilité V - ug =V - by = 0;

Pour simplifier, on suppose que les forces externes aient un scalaire potentiel inclus dans le

gradient de la pression.

Il est bien connu [7] que le probléeme précédant est localement bien posé pour toute wuy,
by € H*(R3) avec s > 3. Quelques critéres de type de Serrin fondamentaux en terme de
régularité de la vitesse a été fait seulement dans [1] et [18] de fagon indépendante. Récemment,
des extensions sont basées sur ces deux documents de base, Chen, Miao et Zhang [10, 11] ont
prouvé la régularité par la condition A;(V x u); Zhou et Gala [19] ont prouvé la régularité
pour u et Vu dans les espaces de multiplicateurs; Wang [16] a prouvé la régularité pour
u € L?(0,T; BMO). et Y.Zhou [17] & prouvé la régularité par la condition V x u la rotation
de vitesse.

Ce travail est décomposé en trois chapitres. Le premier chapitre est contient des espaces
fonctionnels et outils d’analyse Harmonique. Dans le deuxiéme chapitre on a étudié le critéere
de régularité des solutions faibles des équations magnétohydrodynamique dans les espaces
de multiplicateurs. Dans le dernier chapitre, on a étudié le critére de régularité des solutions
faibles des équations magnétohydrodynamique en termes de champ rotationnel (champ de

vorticity ).




Chapitre 1

Espaces fonctionnels et outils
d’analyse Harmonique

Commencons par rappeler la définition des espaces LP.

Définition 1.0.1 Pour 1 < p < oo , on définit ’espace LP comme [’ensemble des fonctions

mesurables de R3®dans R telles que.

e = | [ @ <

S’il existe un C' € Ry tel que | f| < C presque partout, on dit que f € L™ (R®) avec la nome

||| Lo définie par

| fll e = Inf{C € Ry;|f| < C presque partout} .

Rappelons le lemme de Gronwall suivant [12] :

Lemme 1.0.1 Soient T € R, et C € R,. Soit p € L* ([0, T]) une fonction positive, et soit
enfin [ :[0,T] — R positive, vérifiant

ft) <C+ /f(s)go(s)ds , Vtelo,T].

Alors f vérifie :

t

£(#) < C. exp( / ols)ds) e [0,T].

p

Rappelons également la définition des espaces L.
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Définition 1.0.2 Soit 1 < p < oco. On dit qu'une fonction f : R® — R appartient a
Lp

loc

(R3 ) si fx, € LP (R ) pour tout compact K C R3, ou x,, est la fonction caractéristique.

1.1 Les espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev jouent un role trés important dans I’étude des équations aux dérivées

partielles [2] et [4].
Définition 1.1.1 Soit r € R. On définie l’espace de Sobolev inhomogéne H" par
H (R¥) ={ue s (R®); (1+[¢)2a(¢) e L* (R%)},

muni de la norme

ol e = [+ 16R)2 @@, < +oo.

Remarque 1.1.1 Les espaces H" (R?) sont des espaces de Hilbert munis du produit scalaire

wwm:/h+mMﬂ@ﬁ@%

R3
De plus, siry > ry , ona H™ C H™ et I'injection est continue.

Rappelons également la définition des espaces de Sobolev homogénes.

T

Définition 1.1.2 Soit [r| < 2. On définit 'espace de Sobolev homogéne H comme étant la

fermeture de S (R*) muni de la norme

Julf = el T@I3 = || (-2l

2’

Sir=0,H (R3) coincide avec L* (R?).
Comme conséquence de la définition de H , on a le lemme suivant :

Lemme 1.1.1 Soit | € H (R3), et soit fy(x) = f(\x) pour tout v € R3et pour tout \ > 0.
Alors

3 _ 3
A0 3y =X H Sl V€ 03]

Prewve. Soit f € H (R3)

f(é’)rdf);

11 = ([ e
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Ce qui implique

\512’“ NG

1
2 2
I ey = ) ae)

U |
- (/ a7 (5 )2ds)2
< 2

\)\z|2r ATON3 ‘f ‘ ) avec z = %

()

H (R3)

7(2) (2 dz)

= )\ 2

Donc

r_3
P

Signalons aussi le résultat suivant qui nous sera fort utile :

Lemme 1.1.2 Pour tout 0 <r <1, on a

1—
lwll > < CIVwlp lwl "

Preuve. Pour tout 0 <r < 1on a

lwll - = gl @]l .-

- /W B (6P de

= / P 1@ () 1@ (€)™ de

2

[N

On utilise I'inégalité de Holder avec p = % et g =L

1—r

/If €)1 dt < /|§ ) de T JEIGIRE
J,



1.1 Les espaces de Sobolev

On trouve

N[

IN

/ €@ (&) @ (€)™ de / €21 ()2 de / @ ()2 de
R3 R3 R3

~ ~111—
< |ll€l @l [[wll-"

< |Val. l@llz"

D’aprés Plancherel || 0|, = (2%)% w2
Donc

1—
[wll,;» < Cllwll" IVwllz

De la définition des espaces de Sobolev, on déduit facilement que pour tout 0 < r < % :

H (R — H (R%).
Corollaire 1.1.1 Signalons aussi le résultat d’inclusion suivant :
H (R®) — L5 (R®),

Pour0§r<%.



Chapitre 2

Critére de régularité des solutions
faibles de I’équation
magnétohydrodynamique dans les
espaces de multiplicateurs homogéne

X (R3)

2.1 Les espaces de multiplicateur homogéne X -(R3)

L’utilisation des espaces de multiplicateurs pour étudier le probléme de régularité pour les
équations magnétohydrodynamique a été introduite par Lemarié-Rieusset [9] et [3] et aussi

utilisée par Zhou-Gala [19]. Commencons par rappeler ce qu’est un espace de multiplicateurs.

Définition 2.1.1 Pour 0 <r < 2, on définit Uespace de multiplicateurs homogéne erar

29

X8 = {1 € L3R v € ) fo e 12,
ou H" (R?) est la fermeture de l’espace S (R?®) pour la norme

Y

L2

lull, = (-2

Sa norme est définit par

1A = sup |[fgllpe.

llgll . »<1
H

On a les propriétés suivantes [19] :
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Proposition 2.1.1 Soit 0 <r < % . Ona
LI CHm)ly = Ve e R,
2. If I, =1 L A0

Lintérét de l'espace X ,.tient tout d’abord a son invariance par le changement d’échelle de

Iy

l’équation :
”fAHL% (U,T;Xr) - HfHL% (O,T;X,-)

Ou fy(z,t) = Af Az, X’t) , VA>0et VaeR?

puis & la chaine d’inclusions suivantes :

Proposition 2.1.2 Pour 0 <r < % on a

3_

.27" 3 .
H CcLrC X,.

La premiére inclusion est classique, on renvoie le lecteur a [5] et nous démontrons seulement

la derniére.
T

Preuve. Soit f €L7 (R®) d’aprée Uinjection de Sobolev H C L9 avec % =1-

=3 .En utilisant

r
3
l'inégalité de Holder, il résulte que

Ifall < 1Al llglla

< NIl e llgll
et
Ifll . = sup [[f.gll,2 <C|fll,s
Xr gl < g L
H"‘
Donc || f]l, <Ifllz- O

2.2 L’équation magnétohydrodynamique dans les es-
paces de multiplicateur

Définition 2.2.1 L’équation magnétohydrodynamique en dimension trois définie comme suit :

ou—Au+u-Vu—>b-Vb+Vp=0,
Ob—Ab+u-Vb—b-Vu=0,
V-u=V-b=0,
u(z,0) = ug(x), b(z,0) = by (),

(2.2.1)
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ot u = u(z,t) € R® est le champ de vitesse; b € R? est le champ magnétique, p = p(z,t) est
le scalaire de la pression, tandis que ug et by sont la vitesse initiale et le champ magnétique
initiale avec V - ug = V - bg = 0 dans le sens de distribution.

Pour s’abstraire des difficultés dues aux condition aux limites, on suppose que le fluide remplit
tout Pespace(donc x décrit R? tout entier).

Nous employons les espaces fonctionnels suivants [13].

Cgs, (R?) désigne lespace des fonctions ¢ tels que ¢ € (C§° (R3))* et div ¢ = 0 est-a-dire
G (RY) = {p e (€ (&))" : div p =0} C (C5° (R?))™.
L2 (R3) est défini comme suit
12 (R%) = Cg, ()" = {u e 12 ((R%))” : div u =0}
H} (R?) le complété de C§%, dans H” (R?).

2.2.1 Les solutions faibles de L’équation magnétohydrodynamique
au sens de Leray

Définition 2.2.2 [13] Soient (ug,by) € L2(R?) et T > 0. La fonction mesurable (u,b) sur
R3 x (0,T) est dite solution faible de (1.1) sur (0,T) si u vérifier les propriétés suivantes

a)
(u,b) € L= ((0,T);L2) N L* ((0,T); H,) pour tout T > 0;

b) u(t) est continue par rapport le temps t de topologie faible de L? avec

(u(t),9) = (a,¢) quand t — 07"

Pour tout ¢ € L2.
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2.3 critére de régularité pour solution faible aux équa-
tions (MHD) dans ’espace de multiplicateur homo-
gene

Dans cette partie on a étudié le critére de régularité de solution faible de I’équation MHD
dans I'espaces de multiplicateur homogéne.

Nous sommes en mesure d’énoncer notre résultat :

Théoréme 2.3.1 [19] Supposons que la vitesse initiale et le champ magnétique ug, by €

H' (R?).Si le champ de vitesse satisfait

ue LTv (O,T; Xr (R3))

avec r € [0, 1[ ou le gradient de champ de vitesse satisfait

Vue LT (O,T; X, (R3))
avec v € [0, 1]. Alors
(u,b) € L* (0, T; H' (R*)) N L* (0,T; H* (R*)) .

Donc la solution faible (u,b) dans C'*°.
Preuve. Tout d’abord, nous traitons le cas u € Lﬁ(O,T; XT(R3)) et 7 € [0,1]. Par

dérivation la premiére et la deuxiéme équation de(2.2.1)par rapport a xj , nous prenons le

Quy
8xk

Oy _

o Okb, respectivement et intégrer sur R3. On a la

produit scalaire avec = Jyu et

Premiére équation de (2.2.1)
ou—NAu+u-Vu+Vp—>b-Vb=0.
On dérive par rapport a xy
01O — ANOpu + Opu - Vu +u - Vou + VOpp — kb - Vb — b - VORLb = 0;
on fait le produit scalaire avec dyu

(Bt(?ku, 8ku> — (A@ku,ﬁkw + (aku . Vu,@ku> + <u . V@ku,(‘?ku)
+ <V8kp, 8ku) — <8kb . Vb,@ku> — <b . Vakb,ﬁkm =0.
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Or
(VOkp, Oxu) = — (Okp, O div u) =0  car div u = 0.
/%at |Opu|” da + / \Vopu|* dz = — / (Oku - V) u - Opu dx — /(u - V)Ogu - Opu dx
R3 R3 R3 R3
R3 R3
Mais
— /(u - V)Ogu - Opu dz = 0.
R3
Car
/(u -V)Oku - Opu do = /u -Voyu - Opu dx
R3 R3
3
_ Z/u-@-aku-f)kudx
=,
13
i=1 %
1
= §/u-V(8ku-0ku) dx
R3
1 :
= —3 /dw (u) - (Oku - Opu) dx
R3
= 0.
Donc
2di |Okul|72 + [[VOgul|7: = — / (Oku - V) u - Ogpu dz
R3
+ / (Okb- V)b Opu dx + / (b-V)Okb- Opu dx.  (2.3.1)
R3 R3

Deuxiéme équation de (2.2.1)

Ob—Ab+u-Vb—b-Vu=0.
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On dérive par rapport a
on fait le produit scalaire avec Oib

1
/§6t|8kb|2dx+/|vakb|2dx — —/(Oku-V)b-akb dx—/(u-V) Okb - Ob da
R3 R3

R3 R3
—l—/(@kb-V)u-Okb d:v—i—/(b-V)@ku-@kb dx.
R3 R3
Mais
/(u-V)@kb-akb dz =0,

R3

Car

R3 R3

3
= Z/u-@iakb-(‘?kb dz
=,

1 3
- §Z/u-8,~(8kb-8kb) dx
i=1 s

R3

1 )
— —§/dw (u) - (Okb - Okb) dx

R3

Donc

1d
bl + [VObIE. = —/(8ku~V)b-8kbdx+/(8kb-V)uﬁkb iz
R3 R3

R3
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Avec

R3 R3

Par 'intégration par partie on trouve

3
‘/wwmmhmu@:: >N /ﬁ - 0,0kb;) - Qyujda

R3 ==

R
3
=1 ':1

lel
_ _/@wm@w@bm
R3

On fait la somme de (2.3.1)et(2.3.2) on obtient

1d

S ol + V0l + 2L 0t + VO
= —/(8ku-V)u-8kud$+/(8kb-V)b~8kudx

R3 R3

R3 R3

= A +A+ A3+ Ay (2.3.3)

Pour le premier terme A;

A = —/(8ku-V)u-8ku dx
R3
o o0 0
= — [ ((Oxu, Oguz, Okus) - <8_m1’ Oy’ 8_w3))u - (Okur, Oguz, Okug) dridradrs
]R3
0 0
= /(8kula—1 + 8ku28 o + 8ku38 3) (Ul, Uz, Ug)(akul, 8ku2, 8ku3)dx1dx2dx3
Ri’:
ou ouq ou Ous Ous ou ou
_ Q/@M5i+@wa +m%&;@ma +mma +%W62&m%j
R3
Ous Ous

+akU2— —+ 8kU3 )(Gkul, 8ku2, 8ku3)dx1dx2dx3
01y 0xs
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ou ouy ou ou ou 0
= /( 8ku18—1 —+ 8k 28 o + 8kU3a ;) 6ku1 + ( 8kula—2 + 8k Qa—z + aku3au2)8k'u2
]R3
Ous 0 Ous
(akulﬁi + Gkuza—ug + Orus au VOgpusdzdrads
T3
= Z / (Opui - Ogu;) - Opujda
i,7=1
= Z / (Opu;)u;(0;0ku;)dx
2,7=1
Donc

A < uVul [V

< lull, IVl |V 2
On utilise lemme (1.1.2) avec w = Vu
lwll,r < [IVwllza llwllz2";
On obtient
1+
A < Nl IVl (V3]

Méme estimation pour A,

3
Ay = /(akb.V)b-akudx_Z/akb-vz)-akuidx
R3 =1 R3

3
= - Z /(akakb - Vb; + Okb - VOrb))u;dx

IN

/|u| V| [V de

IN

[l V0

bl 2
< ull, (IVBl5" V2]

Pour le troisiéme terme A3 on peut dominer comme suit
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I’espace de multiplicateur homogéne

Az = - / (Opu - V) b- Opbdr = — (gu, Vb - Ob) = (g (Vb - Okb) ,u)

R3

= ((VOib- Okb + Vb - 9,0kb) , u)
_ / (Vb - Ob + Vb - 0pdeb) udar

RS

/ [ul (Vo] [V dz < [Jull (V013" || V2] "

IA

Pour dérnier terme Ajon peut estimer comme suit

R3
3

ij:lR

1]1

< /|u| V| [V2| da

<l 198057 [V

L’ inégalité précédente (2.3.3) devient
1d

S 10kl + 90kl + 5

S o + Vo,

<l IVl V2l + 31l 190015 925

Pour1§k§3,ona

HVUHLz + HVQ HLQ 2% HVb“L2 + HV b||L2

IN

1d

o TPl + 10122 + [V + [ 72

< ullg 9l ([Pl 27+ 8 ull 90" 9] 5

Par 'inégalité de Young, on obtient

1d
5@[!
17r 17

N AN G ANE

Vull}a + 1V0].] + [ V2], + || V2l

lall, (1Vullz" V2l 2"+ 3 lull, (V05" V28]

3 (Il 1ve1%:) © (I9)

1+7‘
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| =

[I57ull3s + [VB]152] + V2[5, + || V2],

1—r 2
_2 2 1 % T+r

(HuH - kuiz) +3 [(HV?uHia) }

1-r7 1= 2

2 2 1 14+r7 157
+Cy (||u||;’“ ||Vb||i2) +§[<HV2bHiQ> } .

N | —
QL

t

1—r

IN

Ch

Donc

S|
5@

o lall T 1Vl + = V2P, + Co llull T VB2 + = (|72
1 Xr L2 2 12 2 Xr L2 2 L2

Vull3a + 1VB]3] + || V2], + || V2l

IN

IN

C 2 1 1
3 Il (IVulza + 19B13) + 5 [l + 5 121
On implique que

d
ap UIvulze + 19005:] + 9272 + [1V2ul]

< Ol T (IVallZs + IVBE2) (2.3.4)

On applique lemme(1.0.1) a (2.3.4) on obtient

0<t<T

T
Sup [[Vu ()72 + 16 (. 8)l[72] < (IVuollze + [ Vboll72) exp C/HU(-J)H;T"' dt
0

Puisque
we LT (0,T; X, (R%)).
Et
(IVuol7= + I Vboll72) < +oc

Alors

Sup [[[Vu (t)|[72 + V(. 1)]72] < +o0

0<t<T
Donc

Sup |u(,t)|[5: < 4oo et Sup |b(., )7 < +oo;
0<t<T 0<t<T

ce qui implique

2 2
el oo o1 msy) < 00 €l bl oo 111 (m3y) < 003
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d’ou

(u,b) € L=(0, T; H'(R®)).

D’autre coté on intégre(2.3.4) par rapport a t avec 0 <t < T

T
wa;+wwm—me@+mmmA+/MWM¢M;HW%um@Mt
0

T
< C/HU(.,L‘)H; (IVu ()72 + VB (., 1)]|72) dt
0
T
<0/muwwﬁ
0
Car
(u,b) € L=(0,T; H'(R?)).
Donc .
2 2
/[HV%(.J)HB + HV%(.,t)HLQ} dt < oo;
0
implique
T T
S GO dt+ [ Ol dr <o
0 0
donc
(u,b) € L*(0,T; H*(R?)).
D’ou

(u,b) € L>(0,T; H'(R*)) N L*(0, T; H*(R?)).
Pour r = 1 lemme (1.1.2)devient
1
lwll = IVl .
Alors
2 2
Al S ||u||X1 HV2U,||L2 et A2 + Ag + A4 S 3 ”UHXl ||V2bHL2 s

On obtient I'inégalité suivante

1d

5 g7 UVulie + 1VBI5] + V2] + [[Pullye < lull g, 920l + 3l V0]
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<3ull;, (I92]5 + [Vull7.)
Aprés I'intégration par rapport a t

T

[V (DN + 190 (0115 — [V uollze = [1VbollZ: + 2 / 1926 ()15 + (V2 (0 5 | e

. 0
< 6 / l DI, (1920 ol + IV o) 2) | de (235)
0
Comme (ug, by) € H'donc(2.3.5) devient

IVuollzz + [ Vboll7 < C.

T
IVu Ol + 198 0l <6 [ el (192 G0l + [V o)) d
0

_2/ [Hv%(.,t)H; + Hv%(.,t)H;] dt +C

T
2| | [ (1970l + 1 9%u),] de| +

0

IN

[6 Il o,

. : i N <<
Pour ||u||Loo(O7T; Xl)tres petit <||u|| ( ) <:< 3>On trouve

T
IVull72 + VD7 +2(1 —€ / Hv?b}}; + ||v2u\m dt < C.

Donc

T
V0 ()1 + VB (Ol < oo et /[||v2b\\;+uv2uu;] dt < o0
0

su U-t2A<ooet su b-t2A<oo
Sup a0, sup b OI,

/Hv%(.,t)\\;dt < et/||v2u<.,t>||;dt<oo
0 0



2.3 critére de régularité pour solution faible aux équations (MHD) dans
I’espace de multiplicateur homogéne

17

Ceci donne
(u,b) € L>(0,T; Hl(RS)) N LQ(O, T, HZ(RS)).

Le cas Vu € LT (0, T} X,Y(R3)) et v € [0.1],

A = /8ku-Vu-8kudx
R3

< /|Vu||VuVu|dx
R3

< VuVul| g [Vl

<

IVull IVl [Vl
< NVl IVullza" [[V2ul|7,
Méme estimation pour A,

Ag == /8kab8ku dx
R3

< /|Vb| VbV dz
R3

VAN

IVOVul| 2 [[ VO] 2

IN

IVull, 11VBl5" (V2]

Pour le troisiéme terme A3 on peut dominer comme suit

R3

< /|Vqu\ |Vb| dz
R3

< IVull, VBl [[V20]|7

Pour le dérnier terme A on peut estimer comme suit
Ay = /akb-Vu-E)kb dx

R3

< /|Vqu| |Vb|dx
R3

< IVall,_ VoI5 [[V2]] 7.
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Donc
As+ A3+ Ay <3 HVUH HVbHi27 HVQbH 2
Alors(2.3.3) devient
1d 2 2
5 IVl + 1901) + 9202, + |92
< [Vull, [Vl VRl + 31Vl 190057 921
2 =t 1 _2 Q_T’Y z
< (IvuZ 1wt ) © (19%) "+ (0 ivut ) (9)°
avec 51+ 1 =1
1 1
< DIVl (IVuls + 19802) + 3 [Vl + 5 192,
1d 2 2
5 g7 UIVullZs + IIVbIILQ} + V2] + [Vl
2—7 2— 1
< B IVl IVl + 922 + B Il b2 + 9%
< DUVl (Il + 1912 + 2 [2ul2 + 5 9%
= 9 % L> 12) T IV Ul 5 %
Donc
d 2
o LIVullze + 19005 + 192 s + V2l < 81Vull 27 (IVullz + 190]7:)  (23.6)

On applique lemme(1.0.1) a (2.3.6)

0<t<T

Puisque
Vu € L% (O’T;XV(R?’))§
et
(IVuollz2 + 1 Vbol72) < 400
Alors

Sup [I9u ()]} + [V (1)]72] < +oc.

0<t<

Sup [[Vu ()|l + V0 (,D)172] < (IVuollze + [ Vollz2) exp (ﬁ/ |IVU(-,t)IIf? dt)
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Donc

Sup |lu(,t)]3 <400 et Sup ||b(,, )]} < +oc.

0<t<T 0<t<T

Ce qui implique

2 2
1w (s Ol oo 0,121 m3y) < +00 €L {0 ()| Lo0 (07,1 (r3y) < 00

Donc

(u,b) € L®(0,T; H'(R®)).

D’autre coté on intégre (2.3.6) par rapport a ¢t avec 0 <t < T

T
IVl + [981:] = [Vl + 19003:] + [ (V283 + 92 ot
0

IN

T
5 / I (I (190 (0 + 19D (1)) de

< 6/||Vu W

Car
IVullZ. + IVbl7> < Sup [[lu 0|7 + 16 (¢ O)17] < B
0<t<T
T
JIw2s ol + V2] de < oc
0
Implique

T T
/ I OI2adt <o et / Ju ()| dt < oo,
0 0

(u,b) € L*(0,T; H*(R?));

Donc la solution

d’ou

(u,b) € L®(0,T; H'(R?)) N L*(0, T; H*(R?)).
ce qui donne que la solution faible (u,b) dans C°. O
C’est la fin de la preuve de théoréme (2.2.1). Ce Théoréme reste vraie pour I’équation de
Navier-Stokes avec b = 0, alors on a donné une extension de critére de régularité (type de

Serrin) de I’équation Navier -Stokes.



Chapitre 3

Critére de régularité des solutions
faibles de I’équation
magnétohydrodynamique en terme de
champ rotationnel

L’espace de Morrey-Companato /\./lpvqjoue un role trés important dans la régularité des solu-

tions de I’équation aux dérivée partielle voir [15, 6]

3.1 L’espace de Morrey-CompanatoMp,q

Nous rappelons dans cette partie la définition de I'espace de Morrey-Companato et quelques

propriétés de cet espace.

Définition 3.1.1 Pour 1 < p < q < 400 , l’espace de Morrey-Campanato Mp7qest définit

par

’ 3_3
MP#Z = {f € L?oc (Rg) : HfHMp = Sup sup Ra» HfHLP(B(x,R))}> (311>

4 z€R3 R>0

Ou B(z, R) désigne la boule fermé du centre x et de rayon R

Remarque 3.1.1 [’espace /\./lm (R3) est un espace de Banach de norme ||HM
p.q

Lemme 3.1.1 Pour tout A >0 on a

1
15 O, =3 I,

p,q
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Preuve. Pour tout A > Oet pour tout f € Mp7qon a

3 =

3_3 3_3
ROy = B3 [ 1700y
B(z,R)

RS

— R s | A7 / If (2)|Pdz avec z = \y

B(z,R)
1
p
1
e / F ()P d2
AP
B(z,R)
Et par suite
3_3
IFOIN., = sup sup Re™# [|[f (M)l po(sar))

Mp.q x€R3 R>0

! RIS |f
= —supsup Ra » P(Blx
/\%xeR3R>O Lr(B(z,R)

1
LS
D’ou

1
15 O, =5 WL,

g

Remarque 3.1.2 L’espace Morrey-Companato peut étre considérée comme un complément

a espace LP ; on a le lemme suivant

Lemme 3.1.2 Pour 1 <p<qona

L' = M,, C M,,

3

Et on a le cas particulier ¢ = 2avec p > 2,

L (R®) C Mpy% (R?)

Preuve. On a pour toute f € M,
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3

3_3
||f||Mq,q = sup sup R~ | fll oy

= Ml a@ry < 1fllLas)
D’autre coté
171y 2 1 Nercay
Alors
L= M,,
Et on a

3_3
IIfIIMpyq = sup sup R v [ fll o @.my

Puisque p < ¢ alors Ri™» <1

Donc
il R | f]
. = sup sup Re¢ » x
. Sup, Sup La(B(z,R))
< N fllzaseer)y)
D’ou

L' =M, C M,,

En raison du lemme suivant données dans [8] :

Lemme 3.1.3 Pour 0 < r < 2, l'espace 7, est défini comme Uespace de f (x) € L} (R3)tel

loc

que

171, = sup | £l 2 < o

gl .~ <1
Ba 1

Alors f € M27 3si et seulement si f € Zrde norme équivalente.
Et le fait que
.1 .r .r
L’NH CBy,CH pour 0 <7 <1,

Nous avons le lemme suivant :



3.1 L’espace de Morrey-Companato/\./lp,q 23

Lemme 3.1.4 Pour0<r <1 ona

X, (R%) c Mzg (R?),

Preuve. Soit f € X, (R¥) avec 0 < R <1, 19 € R® et p € D(R?) tel que ¢ = 1 sur
B(x—}g,l)on a

I, = s s &E| [ @) ds

z€R3 0<R<1

3lw

|lz—xzo|<R

N[

y€R3 0<R<L1

= sup sup Rt | R / |f (Ry)|2 dy avec © = Ry
zg

NI

,_3 3
= sup sup R 2R / \f(Ry)go(y)|2dy
y€R30<R§1
vl
3
< sup swp # | [ 1 (R) e o) dy
y€R30<R§1 5
R
< sup sup R"[|f(Ry) o )|l 2s
y€R30<R§1
< sup sup ||l o
y€R3 0<R<L1
< su su :
< s s 1 o el
Donc
. < .
HfHMZ% <C HfHXT(Rg)
D’ou
XTC M27§

On a le lemme suivant qui sera utilisé dans la preuve de notre résultat.

Lemme 3.1.5 Pour0<r <1, ona



3.2 critére de régularité pour solution faible aux équations (MHD) de terme
de champ rotationnel 24

17, < CUAL" IV AL

Ou C ne depend que de r. L’idée de la preuve vient de [14] .
Proposition 3.1.1 Soit w = curl u

On a
<lll, (312

P,

Ivul ,,
p

3w
3w

L’idée de la preuve vient de [20]
Remarque 3.1.3 Par le prolongement L+ (R3) C X, (R3) C M27; (R®) d’améliorer nos

résultat dans [1] et [18,19]. En fait, on peut trouver que l’espace /\./1273 (R3) est trés grand.

3.2 critére de régularité pour solution faible aux équa-
tions (MHD) de terme de champ rotationnel

Dans cette partie on a étudié le critere de régularité de solution faible de I’équation MHD en

terme de champ rotationnel ; nous sommes en mésure d’énoncer notre résultat.

Théoréme 3.2.1 Soit ug € H' (R3?) by € L*N L? (R3) .Supposons que (u,b) est une solution
faible de U’équation MHD (2.2.1) dans]|0,T) avec 0 < T' < oo. Si le champ rotationnel w =

V X u satisfait

we LT (O,T;./\./l273 (R3)> pour 0 < r <1,
Alors la solution faible
(u,b) € L* (0, T; H' (R*)) N L* (0,T; H? (R?)) .

Donc la solution faible (u,b) dans C'*.
Preuve. fin de démontrer le théoréme (2.2.1) premiérement nous devons créer

be L®(0,T;LY) et |b|Vbe L2(0,T; L%,
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siwe Lr (O,T;Mzs (R3)) pour 0 < r < 1. D’abord, nous considérons le cas 0 < r < 1.
Nous multiplions les deux membre de la second équation de (2.2.1) par b|b|°, I'intégration

sur R3pour obtenir, avec ’aide de I'intégration par parties.

Ob—Ab+u-Vb—0b-Vu=0.

Devient
(00, b[b”) — (2, b[b]*) + (u- Vb, b|b]*) — (b~ Vu,b|p]*) = 0.
Donc
/atb 1b]? bd:z:+/Vbe|b| da;+/2|b|2 V(b dx—/(b V) |b? bdz = 0.
R3 R3

Ce qui implique

iiubuﬁ /|b|Qbe|2+2|byz\V|b|2|2dx < /(b.Vu)\b|dex
R3 R3
2 2
< /|yb\2.vu|2d:c /\zﬂfdx
R3 R3
< (PPl -],
< ClIvuly Pl 1
D’apres le lemme (3.1.5)
4dt ||b||L4+/|b| (VO 4 2[bf |V b de < C || Vul| i, 6P 119 1B bl % -

D’apres (3.1.2)

Lo Il + / o [V + 26 [V 1P dw < C el IS b1V
2

3w

2—r

C =)l bl Vb2,)? .
(HwHM \ I HL) (|16l Vbl 72)

2,3

IN

On applique Inégalité de Young;
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2—1r [C\2r 2 2
HmeHHbWme_ 5 (g) HWH2’ b4 + 5T\Hb!VbHL2-

2

4dt

ﬁ\w

fad r.2 1
On choisit € pour que ger = 3. Alors

d 2
pr B34 + 16| Vb7 < C, ||w|!i-: Ibl74  (3.1.3).

2

3w

Puisque w € L= <O, T; M2’ 3 (]R?’)) , il résulte de 'inégalité différentielle

d 2
%HbIIESCrHWHZ’" bl (3.1.4)

2,

Sl

On applique le lemme (1.0.1) & (3.1.4)

16.(-, )14 < C [lboll s exp /Hw(-,t)\l“ dt (3.1.5)

<

N
3w

Donc

Sup [lb(- Dl|Ls < o0
0<t<T

D'ott b € L® (0, T; L*)

Pour 0 < ¢ < T on intégre (3.1.3), on obtient 'estimation suivante :

2,3
r

T
2
||b||i4—||bolli4+/lllbl Vo (bl dt < /Hw IZ T bt )| 7 dt
0

IN

0
T

cr/| DI sup (1)L de
0

2 3 0<t<T

< Colblmra / o CIET b

On a utilisé (3.1.5)

/IIIbIVb(-,t)||i2dt < G Bl 07,0 /llw |2 T dt+ |bol 7

3
27

IN

/Hw 7 de+ [l (3.16)

§
T

C: [l exp / o
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Donc

oI Vb (-, )][72 < o0

D’ou |b| Vb € L* (0, T; L?). Maintenant on démontre que u € L™ (0, T; H* (R*))NL? (0, T; H? (R?)).
On multiplier la premiére équation de (2.2.1) par Au, et aprés on intégre par partie comme

suit

(Oyu, Au) — (Au, Auy + ((u - Vu) , Au) — ((b- Vb), Au) + (Vp, Au) = 0.

Avec (Vp, Au) = — (p, Adiv u) =0

(Vowu, Vu) + (Au, Auy = ((u-V)u, Au) — ((b- V)b, Au)

— [1 —I— [2.
On obtient I;

L = ((u-V)u,Au)

o 0 0
= / ((U1,U2,U3) : (8_:101’ a—w?a 8_1'3)) “(ur,ug,us) - Au dx

R3
0 0 0
= /(ulaxl + tag + U38I3) - (uy, ug, uz) - Au dz
R3
ouq Oouy Ou;  Ous Ous Ous  Ous Ous Ous
/(U18$1+UQ8 +U383 81+U,26x2+U383 (9 +U282+U381‘3) udx
R3
3
= Z /uk - Opuj - Aujdz
kj:lR
= — Z /auk O - Ozujd.
k,j=1
Pour I,
Iy = —{((b-V)b,Au)
o o0 0
= —/ <<bl7b27b3> : <8_x17 3_902’ 8_1:3)) + (b1, b2, b3) - Au dx
R3

- _Z/bk Oxbj - Aujdz.

k]l
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Par l'intégration par partie

/8bkb8k8u]dx—2/bk ;0 - O;b;da

k,g=1 k,j=1
1d
o7 IVull7e + Qw7 = - Z @'uk - Opuj - Oyujda
k,j= 1
- Z /abkb O Oyu;dr — Z /bk ;0 - Dibjdx
k,j=1 k,j=1
= I+]I+]H. (3.1.7)
On trouve

1 < [Vu-Vaull 2 [[Vul] 2
< OVl 3HWH»T IVl 2
< ClVully,  IVullz" | Aullz,

*i\w

2—7r

< C(IIwH;T HVUHia) (1Au]|72)

2,

(M1}

1 2
< ZHAuHig—l—CHwH? HVuHL2. (3.1.8)

l\)
Sl

De méme, par I'inégalité de Cauchy, on obtient

T+ 11T < CllAu] g [[|o] VO 12
1
< S lAuli + ClBIVb|Z., (3.0.9)

d 2
7 IVull7s + [Aulf. < C HwH? T Vullze + ClIBI VBT (3.1.10)

2,

S0

On applique le lemme (1.0.1) a (3.1.10)

IVu ()72 < Ol Vuollzzexp /Ilw ||2T dt | +

2

/ 1161V ) dt | exp / o

Slw

ﬂ\oa
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On utilise(3.1.6)

2

Va0l < ClVulexp /chxm;rdt-+ C: [l exp /ww WE; e
2, M,

/w} IET s Cll ma/m ,

3o
3w

w
ﬁ\w

S

puisque w € L2 (O, T; ./\./12’3 (RS)). Alors

sup [lu (- )l[% < oo
0<t<T

Donc
we L% (0,T; H' (R?)).

Ensuite, nous obtenons l'estimation de Awu, on intégre(3.1.10) par rapport a t

JSI q/w N2 Il de [Vl 3+ C [ 1190 d
0

2,

‘HCA?

2

cquvw;/wowwrduwwm@+c/mwwuﬂ%
0<t<T

M,

IN

3w

2

< CHVUHiOO(O,T;LZ)/||w('at)||2<_r dt+||Vuo||iz+C/|||b|Vb(-,t)||iz.

M,

3w

Donc
T
[0l dt < o

Alors u € L?(0,T; H? (R3)) Par conséquent v € L™ (0,T; H' (R3)) N L?(0,T; H* (R?)); ce
qui donne que u et b dans C*°. Il

Pour le cas r = 1, nous avons besoin définir I’espace BMO [13]

Définition 3.2.1 Une fonction f € L},.(R®) appartient a ’espace BMO s’il existe A > 0

telle que :

Sup—: / If (y) —aldy < A< oc.
5 |B

y€B(z,R)
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Ou B = B (z, R)est une boule de R3. et a = m / f(y) dy.

yeB(z,R)
On note || f| 55,0 = inf A

Exemple 3.2.1 La fonction Log |x| € BMO.

Lemme 3.2.1 Si f € H'(R®) et Vf € M2,3; alors

f € BMO (R?).

Preuve. par l'inégalité de poincaré, on a

F () = mpemf W)[dy < CR? / VF )P dy

B(z,R) B(z,R)

< CRYVIIY, -
Avec B (z, R)est une boule de R?.

1
f = SupSup———
w0 = SupSuprzr e

CIVI,,

/ 1F (&) — maenf @) dy

B(z,R)

IN

U
D’aprés (3.1.2) et le lemme (3.2.1)et si w € L2 (O,T;Mz,g) , alors u € L?(0,T; BMO) . Et

d’aprés le théoréme (2.1) dans[16] la démonstration est compléte.



3.2 critére de régularité pour solution faible aux équations (MHD) de terme
de champ rotationnel 31

CONCLUSION

Ce travail nous a permis de conclure que les espaces de Sobolev et les espaces de
multiplicteur et les espaces de Morrey-Companato sont des outils trés important et trés
adapté a I’étude des équations aux dérivées partielles par exemple I’equation
magnétohydrodynamique. En effet, les solutions faibles de ’équation

magnétohydrodynamique (MHD) sont continues sous les conditions suivantes :
we Lt (0,T; X, (R3))

avec 1 € [0, 1] ou le gradient de champ de vitesse satisfait

Vu e LT3 (O,T; X, (R3))

avec v € [0, 1]

Ou bien le champ rotationnel

w=V xucLer (O,T;M2’3 (R3)) pour 0 < r <1,

Avec X, (R?) € M, s (R?),
Donc on a fait une extension de critére de régularité pour des solutions faible aux équations

magnétohydrodynamique (MHD).
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