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Introduction

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par le célebre
mathématicien Rolf Nevanlinna est devenue un outil indispensable dans 1’étude des propriétés
des solutions des équations différentielles complexes, en particulier la croissance et I'oscillation
des solutions. 11 y’a beaucoup de résultats des recherches jusqu’a maintenant concernant
l’oscillation et les applications de la théorie de Rolf Nevanlinna aux équations différentielles

linéaires & coefficients fonctions entiéres ou méromorphes.

I. Laine et B. Bank (voir [30]) sont parmi les premiers mathématiciens qui se sont intéressés
a loscillation des solutions des équations différentielles linéaires d’ordre deux & coefficients
fonctions entieres. En 1982, ils ont étudié la distribution des zéros des solutions de ’équation

différentielle linéaire
[T+ A(2)f =0,

ol A(z) est un polynéme ou une fonction entiére transcendante.

En 1996, K. H. Kwon (voir [29]) a étudié I'hyper-ordre des solutions de ’équation différentielle
"+ AG) [+ B(2) f =0,

ou A(z), B(z) # 0 sont des fonctions entiéres d’ordre fini.

Récemment, les mathématiciens Li et Wang (voir [35]), Cao (voir [7]), Wang et Laine (voir
[46]) ont étudié les équations non homogenes d’ordre deux et les équations linéaires d’ordre

supérieur et ils ont prouvé que toute solution de ces équations est d’ordre infini.

De nombreux résultats importants ont été obtenus sur les points fixes des fonctions méro-
morphes transcendantes pendant prés de quatre décennies (voir [50]). En 2000, Chen (voir
[11]) est le premier qui a souligné la relation entre I’exposant de convergence des points
fixes distincts et 'ordre de croissance des solutions des équations différentielles linéaires
d’ordre deux a coefficients fonctions entiéres. En 2006, Chen (voir [10]) a étudié les zéros
de f9)(2) — ¢ (2) (j = 0,1,2) ott ¢ (z) # 0 est une fonction entiére d’ordre fini et f (z) est

une solution non triviale de I’équation différentielle
f// +A1 (Z) 6azf/ +A2 (Z) ebzf — 0’

ou A; (2) #0 (j = 1,2) sont des fonctions entiéres d’ordre fini et a, b sont des nombres com-

plexes non nuls. Jusqu’a présent, de nombreux résultats sur les points fixes des solutions des
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équations différentielles & coefficients fonctions entiéres ont été obtenus (voir [32, 36], 43 [47]).
Dans 'article ([36]), Liu et Zhang ont étudié les points fixes et ’hyper-ordre des solutions
de certaines équations différentielles linéaires d’ordre supérieur & coeflicients fonctions mé-
romorphes et leurs dérivées. Récemment, Belaidi (voir [2, [3]) a donné une extension des
résultats de ([36]).

Dans cette thése, on a donné des extensions des résultats de Peng et Chen et aussi des

résultats de Wang et Laine.
Cette thése est composée de six chapitres.

Le premier chapitre contient des rappels et définitions sur la théorie de R. Nevanlinna qu’on

aura besoin par la suite.

Le deuxiéme chapitre est consacré & 1’étude de l'ordre et I’hyper-ordre de croissance des

solutions de I’équation différentielle linéaire
fO 4 (Dyoy + Bp_ye22) fED 4 4 (Dy + Bie??) f' + (Do + Are™* + Aze™?) f =0,
ou A;(2) (#0) ( = 1,2), Bi(2) (#0) I =1,...,k—1), D, (m = 0,....,k — 1) sont des

fonctions entiéres d’ordre fini, a1, as, b (I = 1,...,k — 1) sont des nombres complexes. Sous
certaines conditions, on prouve que toute solution non nulle f de I’équation ci-dessus est

d’ordre infini et d’hyper-ordre est égal a 1.

Dans le troisiéme chapitre, on va étudier la croissance et 1’oscillation complexe des solutions

et leurs dérivées de I’équation différentielle
fO 4 B f5 D 4 4 Byf" 4 Bre T f' + (Are®® + Aze®®) f =0,

ou A;(2) (#0) (j=1,2), Bi(2) (#0) et B (2) (I=2,---,k—1) sont des fonctions méro-
morphes d’ordre fini, a;, as sont des nombres complexes. En effet, sous certaines conditions,
on montre que toute solution non nulle f de I’équation ci-dessus est d’ordre infini et I’exposant

de convergence des points fixes distincts de chacune des fonctions f, f’, f” est infini.

Le but du quatriéme chapitre est d’étudier les propriétés des solutions de ’équation différen-
tielle linéaire

"+Q (efz) I+ (Ae™ + Age™*)" f =0,
oll n > 2 est un entier positif, A; (2) (#0) (j = 1,2) sont des fonctions entiéres d’ordre fini,
@ (z) est un polynome de degré m > 1 et ay, as sont des nombres complexes. En effet, on va

étudier la croissance et 'oscillation des solutions non nulles de cette équation différentielle.
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Dans le cinquiéme chapitre, on va étudier le probleme de la croissance et 'oscillation des
solutions de certaines équations différentielles linéaires non homogeénes d’ordre supérieur a

coeflicients fonctions entiéres de méme ordre.

Et enfin, dans le dernier chapitre, nous discutons l'ordre et I’hyper-ordre des solutions de

I’équation différentielle linéaire

E

—1
f(k) + (Bjebjz +Djedj2) f(]) + (Alealz +A2€a22)f — 07

1

.
Il

ot A (2), Az (2), Bj(2), D, (%) sont des fonctions entieres (# 0) et a1, ay sont des nombres
complexes (# 0), et b; sont des nombres réels. Sous certaines conditions, nous prouvons que
toute solution f # 0 de I’équation ci-dessus est d’ordre infini. Ensuite, nous obtenons une
estimation de ’hyper-ordre. Enfin, nous donnons une estimation de I’exposant de convergence
des zéros distincts des fonctions f) — ¢ (j =0,1,2), ot ¢ (# 0) est une fonction entiére
d’ordre o (¢) < 1, tandis que la solution f de ’équation différentielle est d’ordre infini. Nos

résultats généralisent les résultats précédents dus a Chen, Peng et Chen et autres.



Chapitre 1

Rappels et définitions

1.1 La théorie de R. Nevanlinna

1.1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Théoréme 1.1.1 (voir [31)]) (Formule de Jensen) Soient f une fonction méromorphe telle
que f (0) # 0,00, et aj, az, ... (resp. by, by, ...) ses zéros (resp. ses poles), chacun étant compté

avec son ordre de multiplicité. Alors

27
1 .
log £ (0)] = 5- /1°g [/ (re?)[do+ > 10%% - los
J Ibj|<r || <r ‘

Définition 1.1.1 (voir [31]) Pour tout nombre réel o > 0, on définit
log" @ = max (0,log a) .
Les propriétés de bases du logarithme tronqué sont contenues dans le lemme suivant :

Lemme 1.1.1 (voir [31]) Soient o, 3, ay, «va, ..., ,, des nombres réels strictement positifs.
Alors on a
log o < log™ a,

log" a < log™ B pour a < 3,

1
log v = log™ o — log™ =,
a

1
lloga| =log" o+ log™ —,

log™ (ﬁ ozi) < Xn:logJr i,
i=1 i=1

Q
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log™® <i ai> < logn + i logt o.
i=1

=1

Définition 1.1.2 (voir [31]) Soit f une fonction méromorphe non constante. Soit i (z, a, f)

désignant la multiplicité de a-points de f a z. Ainsi, on définit

n(r,a,f):n(r,fia> =S iza ),

|z|<r
f(z)=a

c’est a-dire, n (r,a, f) est le nombre de racines de f (z) = a dans |z| < r, chaque racine étant

compté avec son ordre de multiplicité. Pour les poles de f, on définit pareillement

n(r00,f)=n(r.f)= > i(z00f).
|2|<r
f(z)=00
Définition 1.1.3 (voir [31)]) (fonction a-points). Pour la fonction méromorphe f, on définit

r

N(r,a,f):N(r,fiCJ :/n(t’a’f);n<0’a’f)dt+n(0,a,f)logr, a # oo

et

T

N(roo. ) =N(nf) = [

0

n (t, 00, f) —n (0,00, f)
t

dt +n (0,00, f)logr.

N (r,a, f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque |z| < 7.

Définition 1.1.4 (voir [2], [25]) (fonction de proximité). Pour la fonction méromorphe f,
on définit

2

m (r,a, f) :m<r,ﬁ) :%/long
0

2w

m(r,00, f) =m(r, f) = %/log+ !f (re“")! dep.

0

de , a # 0o

1

et

m (r,a, f) est appelée fonction de proximité de la fonction f au point a.

Définition 1.1.5 (voir [27]) (Fonction caractéristique). La fonction caractéristique de la

fonction méromorphe [ est définie comme suit

T f)=m(r, f)+N(rf).
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Exemple 1.1.1 Pour la fonction f (z) = e** (a #0), on a

alr

m<r7f):T7 N(r7f>:O
D’ou
T )= 4

Lemme 1.1.2 (voir [31]) Soit f une fonction méromorphe avec a-points o, ..., a, dans |z| <
rotels que 0 < |og| < Jao| < ... < |a, | < 7, chacun étant compté avec son ordre de
multiplicité. Alors

T T

/Mdt:/n(t’a’f>_n(07a»f)dt: Z log ,

t t
0 0 0<|a;|<r

Lemme 1.1.3 (voir [31]) Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent
f(Z) :Zciziy Cm#ov m € Z

a lorigine. Alors

2
1

log |em| = % /log |f (re®)|de + N (r, f) = N (r, ?> ,
0

Théoréme 1.1.2 (voir [31)]) (Premier théoréme fondamental) Soient f une fonction méro-

morphe, a € C et
f(z)—a:Zcizi, cm #0, meZ
le développement de Laurent de la fonction f — a a lorigine. Alors
1
T ( fT) — T (s, /) log|en| + 0 (r,0),

ol

o (r,a)| < log2+log™ |al.

Remarque 1.1.1 Le premier théoréeme fondamental peut étre exprimé comme suit

T(r,fia> —T(r ) +0(1)

pour tout a € C. On note que O (1) dépend de a € C.
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Lemme 1.1.4 (voir [31]) Soient f, fi, ..., fn des fonctions méromorphes et o, B, v, § des

nombres complezes tels que ad — vy # 0. Alors on a

m (T’iﬁ) < im(ﬁ fi) +logn,
, i—1

1.1.2 L’exposant de convergence des zéros

Définition 1.1.6 (voir [2], [31]) Soit f une fonction méromorphe. On définit l’exposant et

Uhyper exposant de convergence des zéros de la fonction f respectivement par

A(f) = lim M7

r—-+00 log r

i) = loizr<r7 )
ot
1) _ 1
w(e 2y [0 0

etn (t, %) désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque |z| < t.
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Définition 1.1.7 (voir [13, [31]) Soit f une fonction méromorphe. On définit l’exposant et

Uhyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f respectivement par

_ ~ logN (r, %)
A(f)= Im ———~
(f) 7‘—13100 log T

_ ___loglog N (r, %)

A (f) = rginoo log r ’
ot
N(r l) :/Tn<t7%>_n(07%)dt+ﬁ(0 l)logr
7)) : 7)

etn <t, %) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque |z| < t.

Exemple 1.1.2 L’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f(z) = e* — 1

est égal a 1.

Exemple 1.1.3 L’exposant et I’hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonc-

tion f(z) = e + 2 sont égaux respectivement ¢ oo et 1.

Définition 1.1.8 (voir [11, [31]) Soit f une fonction méromorphe. On définit ’exposant et

Uhyper exposant de convergence des points fizes de la fonction f respectivement par

oo i )

r—+o00 log T

___loglog N r,%z
To(f) =X (f —2) = lim < d )

r—-+o0 log r

N(r,ﬁ):/OTn<t’#>;n<07fiz>dt+n(O’fiz)bgr’

etn (t, f;) désigne le nombre des points fizes de la fonction f situés dans le disque |z| < t.

ol

Définition 1.1.9 (voir [11, [31)]) Soit f une fonction méromorphe. On définit l'exposant et
Uhyper exposant de convergence des points fizes distincts de la fonction f respectivement par
_ __logN (r, #)

T(f)=A(f—2)= lim

r—+00 log r
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_ loglog N < Z)
() =a(f =)= T ———

N(TJ%) :/Orﬁ(t, fiz) ;ﬁ(O flz>dt+ (0 ﬁ) log ,

) désigne le nombre des points fixes distincts de la fonction f situés dans le disque

ou

m(t,
2| < t.

Exemple 1.1.4 L’exposant de convergence des points fixes distincts de la fonction
f)=e+2-1
est égal a 1.

Exemple 1.1.5 L’exposant et I’hyper exposant de convergence des points fixes de la fonction

f(2) = cos (¢7)

sont égaux respectivement a oo et 1.

1.1.3 L’ordre de croissance d’une fonction

Définition 1.1.10 (voir [24, [38]) Soit f une fonction entiére. Alors l'ordre et I’hyper-ordre

de f sont définis respectivement par

o(f) = Tm loglog M (7, f)

r—+00 log r

et

oo (f) = Tim logloglog M (r, f)

r—+400 log T ’

ou M (r, f) = Tn|ax |f (2)|. Si f est une fonction méromorphe, alors 'ordre et I’hyper-ordre
Z|=T

de f sont définis respectivement par

o logT(r,f)
o(f) = lim =

“ loglog T (r, f)
_ 5 loglogT (r,
o2 (f) = TEIJPoo logr ’

ot T (r, f) est la fonction caractéristique de f.
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Exemple 1.1.6 La fonction
f(2) = exp{exp z}
est d’ordre o (f) = oo et d’hyper ordre oo (f) = 1.

Lemme 1.1.5 (voir [Z])]) Soient f une fonction méromorphe transcendante et k > 1 un

entier positif. Alors

. ( %)) — 0 (l0g (T (1, )))

pour |z| =r ¢ E ou E C [0,400) est un ensemble exceptionnel de mesure linéaire finie. Si f

m (7’, #) =0 (logr).

est d’ordre fini, alors

1.2 La densité des ensembles

Définition 1.2.1 (voir [25]) La mesure linéaire d’un ensemble E C [0,00) est définie par

+00
m(E) =[x
0
ot xg (t) est la fonction caractéristique de 'ensemble E et la mesure logarithmique d’un
ensemble F' C [1,00) est définie par

Im (F) = /1 xelt),

t

Définition 1.2.2 (voir [25]) La densité inférieur d’un sous-ensemble H C [0, +00) est défi-

nie par
T

densH = lim inf /XH t)yde | /r

0
et la densité supérieur de H est définie par

T

densH = lim sup /XH (t)dt | /r.

T—00

0

Définition 1.2.3 (voir [25]) La densité logarithmique inférieurlog densH d’un sous-ensemble
H C [1,400) est définie par

T

logdensH = lim inf /XHt(t)dt /logr

7—00

1
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et la densité logarithmique supérieur log densH d’un sous-ensemble H C (1,+00) est définie

par
,

- t
log densH = lim sup /XHT()dt /logr

1

ot x g (t) est la fonction caractéristique de 'ensemble H.

Exemple 1.2.1 Soit E = [1,2]. Alors

m(E)=1,Im(E)=In2, densFE = densE = logdensE = logdensE = 0.



Chapitre 2

Croissance des solutions de certaines
équations différentielles linéaires
d’ordre supérieur a coefficients
fonctions entiéres

2.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre on s’intéresse & 1’étude de I'ordre et ’hyper-ordre de croissance des solutions

des équations différentielles linéaires homogenes d’ordre supérieur.

Pour I’équation différentielle linéaire d’ordre deux
f"+e*f +B(2)f=0, (2.1.1)

ol B (z) est une fonction entiére, on sait que chaque solution f de I’équation (2.1.1) est une
fonction entiére, et si f1, fo sont deux solutions linéairement indépendantes de (2.1.1), alors
f1 ou fy est d’ordre infini (voir [I4]). Par conséquent, la majorité des solutions de (2.1.1) sont
d’ordre infini. Mais 1’équation (2.1.1) avec B (z) = — (1 + e~ #) posséde la solution d’ordre
fini f(2) = e*.

Une question naturelle se pose : Quelles sont les conditions sur B (z) qui garantissent que
toute solution f # 0 de (2.1.1) est d’ordre infini ? Les auteurs, Frei (voir [15]), Ozawa (voir
[39]), Amemiya (voir [1]), Gundersen (voir [20]) et Langley (voir [34]) ont étudié ce probléme.
Ils ont prouvé que toute solution f # 0 de (2.1.1) est d’ordre infini lorsque B (z) est un

polynéme non constant ou une fonction entiére transcendante avec o (B) # 1. Dans ([12]),
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Chen a étudié ’équation (2.1.1) et il a obtenu des résultats différents concernant la croissance

de ses solutions quand o (B) = 1.

Récemment, dans ([40]), Peng et Chen ont étudié I'ordre et I’hyper-ordre des solutions de

certaines équations différentielles linéaires d’ordre deux et ils ont prouvé le résultat suivant.

Théoréme A (voir [40]) Soient A; (2) (£ 0) (j = 1,2) des fonctions entiéres avec o (A;) < 1,
ai, ay des nombres complexes tels que ajas # 0, ay # as (supposons que |ai| < |az|). Si

arga; # 7 ou a; < —1, alors toute solution f # 0 de I’équation
fl/ + e*Zf/ + (Alealz + A2€a2z) f — O

est d’ordre infini et oo (f) = 1.

Dans ce chapitre, on continue la recherche dans ce type de problémes, le but principal est
de généraliser et d’améliorer les résultats du Théoréme A & certaines équations différentielles

linéaires d’ordre supérieur. En effet, on va prouver les résultats suivants.

Théoréme 2.1.1 (voir [2Z]) Soient A; (z) (#0) (j =1,2), Bi(2) (#0) (1 =1,...,k—1),
D,, (m =0,....k — 1) des fonctions entiéres avec max{o (A;),0(B),0(Dy)} <1, b (I =
1,...k — 1) des constantes complexes telles que (i) argb, = argay et by = ca; (0 < ¢ <1)
(1 € I) et (i7) by (I € Iy) sont des constantes réelles telles que by < 0 ou I; # 0, I # 0,
LNl =0, U, = {1,2,...k— 1}, et soient a1, ay deux nombres complexes tels que
ajay # 0, a1 # ag (supposons que |ai| < |az|). Si arga; # 7 ou a; est un nombre réel tel
que a1 < 7=, ot c =max{c : L € I;} et b=min{b : | € L1}, alors toute solution f % 0 de

l’équation différentielle

FO 4+ (Dyoy + Byoae=12) f0D (D) + Bie?) f' + (Dy + Are®™* + Age®®) f =0
(2.1.2)
vérifie o (f) = +oo et o5 (f) = 1.

Corollaire 2.1.1 (voir [22]) Soient A;(z) (#0) (j =1,2), Bi(z) (#0) (=1,...k—1),
D,, (m =0,....k — 1) des fonctions entiéres avec max{o (A;),0(B)),0(Dy)} <1, b (I =
1,....,k — 1) des constantes complexes telles que argh, = arga; et by = ca; (0<¢ <1)
(1 =1,...k—1), et soient ay, ay deur nombres complezes tels que ajas # 0, a; # as
(supposons que |a1| < |ag|). St arga; # 7 ou ay est un nombre réel tel que a; < 0, alors toute
solution f # 0 de l’équation (2.1.2) vérifie o (f) = +o0o et oy (f) = 1.



2.2 Lemmes préliminaires 11

Corollaire 2.1.2 (voir [22]) Soient A; (z) (#0) (j =1,2), Bi(2) (#0) 1 =1,...k—1),
D,, (m =0,....k — 1) des fonctions entiéres avec max{o (A;),0(B),0(Dy)} <1, b (I =
1,...,k—1) des constantes complexes telles que by < 0, et soient a1, ay deuz nombres complexes
tels que ajas # 0, a1 # ag (supposons que |ay| < |ag]). Si arga; # m ou a; est un nombre
réel tel que ay < b ou b =min{b, : 1 =1,....k — 1}, alors toute solution f # 0 de l’équation
(2.1.2) wvérifie o (f) = 400 et o2 (f) = 1.

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 (voir [18]) Soient f une fonction méromorphe transcendante avec o (f) =
o < +oo, H={(k1,j1), (k2,ja), ..., (kg Jq)} un ensemble fini de distinctes paires de nombres
entiers vérifiant k; > j; > 0 (i =1,...,q) et soit € > 0 une constante. Alors, on a

(2) Il existe un ensemble Ey C [—g, 37“) de mesure linéaire nulle, tel que si ) € [—%, 37“) \ 1,
alors il existe une constante Ry = Ry (1) > 1 telle que pour tout z satisfaisant argz = 1),

|z| = Ry et pour tout (k,j) € H, on a
f® (2)
797 (2)
(1) 1l existe un ensemble Ey C (1,400) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z
satisfaisant |z| ¢ E2 U [0,1] et pour tout (k,j) € H, on a

¥ (2)

(i73) 11 existe un ensemble E3 C (0,+00) de mesure linéaire finie tel que pour tout z satisfai-

< || Fetre) (2.2.1)

< || e1re) (2.2.2)

sant |z| ¢ Es3 et pour tout (k,j) € H, on a

' 1 (2)
79 (2)

< ||t (2.2.3)

Lemme 2.2.2 (voir [12]) Supposons que P (z) = (a+if) 2" + ... («, 3 sont des nombres
réels, |a| + |G| # 0) est un polynome de degré n > 1, et A(z) (Z 0) est une fonction entiére
avec 0 (A) < n. Posons g(z) = A(2)el®), 2 = re’, §(P,0) = acosn — Bsinnd. Alors,
pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble Ey C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que
pour tout 6 € [0,2m)\ (F4U Es), il existe R > 0 telle que pour |z| =1 > R, on a

(i) Si o (P,0) >0, alors

exp{(1—¢)5(P,0)r"} < |g (re”)| <exp{(1+¢)é(P,0)r"}, (2.2.4)
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(17) Si 6 (P,0) <0, alors
exp{(1+¢)d(P,0)r"} <|g (reia)‘ <exp{(l—¢)d(P,0)r"}, (2.2.5)
ot Es = {0 € [0,27) : 6 (P,0) = 0} est un ensemble fini.

Lemme 2.2.3 (voir [{0]) Supposons que n > 1 est un nombre entier positif. Soient P; (z) =

ajn2™ + ... (j =1,2) des polynémes non constants, ot aj, (¢ = 1,...,n) sont des nombres

complezes et ay,az, # 0. Posons z = re?, aj, = |aj.| e, 0; € [_%73%)7 J(P;,0) =
|ajn| cos (6; + nb), alors il existe un ensemble Eg C [—£=,3%) de mesure linéaire nulle. Si
01 # 05, alors il existe un rayon argz =0, 0 € (—%, %) \ (Eg U Ex7) tel que
d(P,0)>0,6(FP,0)<0 (2.2.6)
ou
5(P1,0) <0, 5(P2,6) > 0, (227)
ou By = {(9 € [—%, g—fl) 10 (P;,0) = 0} est un ensemble fini ayant une mesure linéaire nulle.

Remarque 2.2.1 (voir [40/) Si on remplace 0 € (—%, %) \ (FsUEy) par 0 € (%, ;—Z) \

(E¢ U E7) dans le Lemme 2.2.3, alors on obtient le méme résultat.

Lemme 2.2.4 (voir [§]) Supposons que k > 2 est un nombre entier positif. Soient By, By,
..., By_1 des fonctions entiéres d’ordre fini et soit 0 = max{o (B;):j=0,....k—1}. Alors

toute solution f de ’équation différentielle
f® 4 B f* YV 4 4B f +Byf =0 (2.2.8)
satisfait oo (f) < 0.

Lemme 2.2.5 (voir [18]) Soient f(z) une fonction méromorphe transcendante et o > 1 une
constante donnée. Alors, il existe un ensemble Eg C (1,+00) de mesure logarithmique finie
et une constante B > 0 qui dépend uniquement que o et i,j (0 < i < j < k), tels que pour
tout z satisfaisant |z| =r ¢ [0,1]U Eg, on a
()

19| _ p [Tlar. )

e :
Lemme 2.2.6 (voir [19]) Soient ¢ : [0,+00) — R et ¢ : [0,400) — R des fonctions
croissantes telles que ¢ (r) < 1 (r) pour tout r ¢ FEq U [0,1], ou Ey C (1,400) est un

(log” r)log T'(ar, f)}]_l. (2.2.9)

ensemble de mesure logarithmique finie. Soit v > 1 une constante donnée. Alors il existe

1 =11(y) > 0 tel que v (r) < Y (yr) pour tout r > ry.
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2.3 Preuve du Théoréme 2.1.1

Supposons que f (# 0) est une solution de I’équation (2.1.2).

Premiére étape : Montrons que o (f) = +00. Supposons que o (f) = 0 < 4o0.

Posons
max {o (A;),0(B)),0 (D)} =0 <1,
on(j=12),(Il=1,.,k—=1),(m=0,..,k—1).

Pour tout ¢ (0 < & < 1— f3) et pour r suffisamment grand, on a

|A; ()] <exp {7}, |By(2)] <exp{r’*}, |Dy (2)] < exp {r’*}. (2.3.1)
D’aprés le Lemme 2.2.1 (i), pour ¢ défini ci-dessus, il existe un ensemble F; C [—%, 7) de
mesure linéaire nulle, si 0 € [—%,%5) \ Ey, alors il existe une constante Ry = Ry (0) > 1 telle

que pour tout z satisfaisant argz = 0 et |z| =r > Ry on a

f(j) (z)

g pilo=1+e) (j=1,..,k). (2.3.2)

Soient z = re', a = |a; |ew1 et ag = |as| €2 ou 6,05 € [—% 7”) On sait que

d(biz,0) =6 (qrar2,0) = ;6 (a12,0) (I € ).

Cas 1 : arga; # m, c’est-a-dire 0 # 7.

(7) Supposons que 0y # 5. D’apres le Lemme 2.2.3, pour £ donné,

las| — |a1] 1—c

0<e<mi — B,
e <min Tl

CYERL

il existe un rayon argz = 6 tel que § € (—%,%) \ (Ey U EgU E;) (ot Eg et E; sont définis

comme dans le Lemme 2.2.3 et E; U Eg U E7 ayant une mesure linéaire nulle), et satisfaisant
d(ar1z,0) >0, 0 (azz,0) <0 oud(a1z,0) <0, 6 (azz,0) > 0.

a) Quand 6 (a;2,0) > 0, d (asz,6) < 0, pour r suffisamment grand, on obtient par le Lemme
2.2.2
|A1e™?| > exp{(1 —¢)d (ar12,0)r}, (2.3.3)

| Ase®®| < exp{(1 —¢€)d (azz,0)r} < 1. (2.3.4)
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Par (2.3.3) et (2.3.4), on obtient
|A1e™® + Age®®| > |A1e™?| — | Age®??|
>exp{(l—¢)d(a1z,0)r} —1
>(1—o0(1))exp{(1—¢)d(arz,0)r}. (2.3.5)
De I’équation différentielle (2.1.2), on en déduit immédiatement que
f® (2) b fE (2)
A, %17 A, e%2% g D._ B, k—1%
e Tl 0l e 1)
NG
Pour [ € I;, on a
|Bi () €| < exp{(1+¢)ad(arz,0)r} <exp{(1+e)cd(arz0)r}, (2.3.7)
et pour [ € I, on a aussi
|Bi () €| = | By (2)] |€"*| < exp {r’"*} exp {bir cos 6} < exp {r7*°} (2.3.8)
parce que b; < 0 et cosf > 0.
En substituant (2.3.1), (2.3.2), (2.3.5), (2.3.7) et (2.3.8) dans (2.3.6), on obtient
(1—-o0(1))exp{(1—¢)d(arz,0)r}
< ,r,k(a—l-‘rs) + (exp {Tﬁ+£} + ‘Bk—l (Z) ebk—12|) ,r,(k—l)(a—l-i-a)
+...+ (exp {rPte} + |Bi (2) eblz}) ro 1 4 exp {rPte}
< Mor"o 9 exp {17} exp {(1 + ) ¢d (a12,0) 1}, (2.3.9)
ou My > 0 est une certaine constante.
De (2.3.9) et
0cee 1 °
59 (14¢)’
il vient immédiatement
1—
(1—0(1))exp { =) (a12,6) 7"} < MorFe=14) exp {rf*e} . (2.3.10)
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Comme § (a12,0) > 0 et 4+ ¢ < 1, alors (2.3.10) est une contradiction.

b) Quand ¢ (a;2,0) < 0, 0 (azz,d) > 0, pour r suffisamment grand, on obtient par le Lemme
2.2.2
|A1e™?| < exp{(1—¢)d(a1z,0)r} <1, (2.3.11)

|Aze®?| > exp{(1 —€) d (azz,0)r}. (2.3.12)

Par (2.3.11) et (2.3.12), on obtient
|A1e™* 4+ Age®?®| > (1 —o0(1)) exp{(1 —¢)d (azz,0)1}. (2.3.13)

Pour ! € I, on a
|Bi (2) €| < exp{(1+¢) b (arz,0)r} < 1. (2.3.14)

En substituant (2.3.1), (2.3.2), (2.3.8), (2.3.13) et (2.3.14) dans (2.3.6), on obtient
(1—o(1)exp{(1 —¢)d (azz,0)r} < Mor* 1" exp {1 . (2.3.15)

Comme 0§ (azz,60) > 0 et 4 ¢ < 1, alors (2.3.15) est une contradiction.

(77) Supposons que 61 = 5. D’aprés Lemme 2.2.3, pour ¢ défini ci-dessus, il existe un rayon

argz = 0 tel que 6 € (—3,%) \ (E1 U Eg U E7) et 6 (a12,6) > 0. Puisque |a1] < |ag|, a1 # as

et 0, = 0y alors |a;| < |az|, ainsi
d (agz,0) > 4 (a12,0) > 0.
Pour r suffisamment grand, on obtient par le Lemme 2.2.2

|Aje™?| < exp{(l+¢€)d(arz,0)r}, (2.3.16)

|Aze®*| = exp{(1 —¢) § (azz,0) 1} (2.3.17)

et les relations (2.3.7), (2.3.8) sont vérifiées.
Par (2.3.16) et (2.3.17), on en déduit

A6 4 Age™?| > | Age™| — | Aye®?|

>exp{(l—¢)d(azz,0)r} —exp{(1+¢)d(arz,0)r}
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=exp{(1+¢)d(arz,0)r}[exp{ar} —1], (2.3.18)
ou
a=(1—-¢)d(azz,0)—(1+¢)d(a12,0).
Comme
0<e< lazllal
|az| + |as]
alors

a=(1—¢)|az|cos(fz+0)— (1+¢)|ai|cos (0 + 0)
=cos (01 +0)[(1 —¢€)|as] — (1 +¢) |ad]]
= cos (01 + 0) [|az| — |a1| — € (|az| + |a1|)] > 0.
Selon (2.3.18) et a > 0, on en déduit
|A1e®® + Age®*| = (1 —o(1))exp{(1 +¢) 0 (a12,0) r}exp {ar}. (2.3.19)

En substituant (2.3.1), (2.3.2), (2.3.7), (2.3.8) et (2.3.19) dans (2.3.6), on obtient

(1—o(1))exp{(1+¢)d(arz,0)r}exp{ar}

< MyrH =59 exp (P4 Y exp {(1 + €) ¢6 (a12,60) 1}, (2.3.20)

ou M; > 0 est une certaine constante.

De (2.3.20), il vient immédiatement
(1—o(1)exp{[(1+¢)(1—=2c)d(arz,0)+ a]r} < MyrF=1+) exp {rfte}. (2.3.21)

Comme 6 (a12,0) >0, « > 0 et 5+ < 1, alors (2.3.21) est une contradiction.
Cas2:q; < ﬁ, c’est-a-dire 0, = 7.

(1) Supposons que 0y # 0, donc 05 # w. D’aprés le Lemme 2.2.3, pour € défini ci-dessus,
il existe un rayon argz = 6 tel que 6 € (—g, g) \ (E1 U Eg U E7) et §(agz,0) > 0. Comme
cos > 0, alors

d(arz,0) = |az| cos (61 + 6) = —|ay| cosf < 0.

Pour r suffisamment grand, on obtient par le Lemme 2.2.2

|A1e®?| <exp{(l—¢€)d(ar1z,0)r} <1, (2.3.22)
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|Aze®?| > exp{(1 —¢) 0 (azz,0)r} (2.3.23)

et les relations (2.3.8), (2.3.14) sont vérifiées.
Des deux relations (2.3.22) et (2.3.23), on en déduit

|A16alz + A26a2z| 2 |A2€a2z| — |A1€a1z|

>exp{(l—¢)d(agz,0)r} —1

>(1—o(1))exp{(1 —¢)0d (azz,0)r}. (2.3.24)
En utilisant le méme raisonnement du cas 1 (i), on peut obtenir une contradiction.

(77) Supposons que 01 = 05, donc 6, = 03 = 7. D’apres le Lemme 2.2.3, pour ¢ défini ci-dessus,

il existe un rayon arg z = 6 tel que 6 € (’—;, 37”) \ (E1 U Eg U Er), alors cosf < 0,
d(arz,0) = |ai| cos (61 +6) = —|as| cos > 0

et
d (agz,0) = |ag| cos (A2 + 0) = — |az| cos € > 0.

Comme |a1| < |az|, a1 # as et 61 = O,, alors |ai| < |az|, ainsi
d (agz,0) > d(a12,0) > 0.

Pour r suffisamment grand, les relations (2.3.7), (2.3.16), (2.3.17) et (2.3.19) sont vérifiées.

Pour [ € I, on a donc

|Bi () €| = | B, (2)] |€"*] < exp {rf*e} exp {bir cos 0}

< exp {Tﬂ+8} exp {br cos 0}, (2.3.25)

car by < 0, b=min{b; : | € I} et cosf < 0.
En substituant (2.3.1), (2.3.2), (2.3.7), (2.3.19) et (2.3.25) dans (2.3.6), on obtient

(1 =o(1))exp{(1 +¢)d(arz,0)r}exp{ar}

< Myr* =149 exp {1542} exp {(1 4 &) ¢ (ar2,0) 7} exp {br cos 0},
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ol My > 0 est une certaine constante. Ainsi

(1—o(1))exp {yr} < Mor™" " exp {177}, (2.3.26)
ou
vy=(14+¢)(1—=c)d(ar2,0)+ a—bcosb.
Comme ;
a>0, cosf <0, §(a1z,0) = —|ay|cosb, a1 < 7 et b <0,
—c
alors

vy=—(14+¢)(1—c)|ai|cosf® —bcost +

=—[14¢)(1—c)l|a]| +b]cost + «

0]

—C

> (1_1_5)(1—0)1 +b| cosl + a
=—[-(1+¢e)b+blcosh+a=a+bscosf > 0.

Comme 4+ ¢ < 1 ety > 0, alors (2.3.26) est une contradiction.

On conclut de la preuve ci-dessus que o (f) = +o0.

Deuxiéme étape : Montrons que o9 (f) = 1. Par
max {o (D + Bie"*) (I =1,....k — 1),0 (Do + Ae™” + Aze™*)} =1

et d’apres le Lemme 2.2.4, on obtient o5 (f) < 1.
D’apres le Lemme 2.2.5, on sait qu'il existe un ensemble Fg C (1,400) de mesure logarith-

mique finie et une constante B > 0 telle que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ [0,1] U Eg, on

‘f(j)(z>
f(z)

<BTErHHYT G =1,...k). (2.3.27)

Cas 1 : arga; # .

# 05). Dans la premiére étape, on a prouvé qu'’il existe un rayon argz = 6 ou 0 €

(i) (01
z %) \ (F1 U Eg U Ey) satisfaisant

(_
d(a12,6) > 0,0 (azz,0) < 0oué(arz,0) <0,0 (azz,0) > 0.

a) Quand 6 (a1z,0) > 0 et § (azz,0) < 0, pour r suffisamment grand, la relation (2.3.5) est

vérifiée.
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En substituant (2.3.1), (2.3.5), (2.3.7), (2.3.8) et (2.3.27) dans (2.3.6), on obtient pour tout
z = re'’ satisfaisant 2| =r ¢ [0,1] U Es, 0 € (—3,%) \ (Ey U Eg U Er)
(1—o0(1))exp{(1 —¢)d(arz,0)r}

< BT, ) + B [exp {777} + | Byy (2) e2%]] [T(2r, f)]"

+...4 B [exp {rPT} + | By (2) ”*|] [T'(2r, P +exp {rfte}

< Moexp {r’**} exp {(1 +¢) 6 (ar2,0) r} [T(2r, HIF (2.3.28)

ol My > 0 est une certaine constante.

De (2.3.28) et
1—-c

O<e< ——m
cS o1+t

on déduit
(1—o0(1))exp {%5 (a12,0) r} < Myexp {r?*} [T(2r, )] (2.3.29)

Etant donné que 0 (a;2,6) > 0 et 4 ¢ < 1, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.3.29) on
obtient o5 (f) > 1, d’ot 02 (f) = 1.

b) Quand 0 (a12,0) < 0 et 0 (azz,0) > 0, pour r suffisamment grand, la relation (2.3.13) est
vérifiée.
En substituant (2.3.1), (2.3.8), (2.3.13), (2.3.14) et (2.3.27) dans (2.3.6), on obtient pour tout
z = re'’ satisfaisant [z| =r ¢ [0,1] U Es, 0 € (—3,%) \ (E1 U Eg U Er)

(1 =0 (1) exp{(1 — )8 (az,6) r} < Myexp {r} [T2r, £, (23.30)

oul My > 0 est une certaine constante.
Etant donné que d (azz,0) > 0 et §+ ¢ < 1, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.3.30) on
obtient o5 (f) > 1, d’ott 09 (f) = 1.

(i7) (01 = 02). Dans la premiére étape, on a démontré qu’il existe un rayon argz = 6 ou
0 € (—Z,2)\ (E1 U Eg U E;) satisfaisant

d (azz,0) > d(a12,0) > 0,

et pour 7 suffisamment grand, la relation (2.3.19) est vérifiée.
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En substituant (2.3.1), (2.3.7), (2.3.8), (2.3.19) et (2.3.27) dans (2.3.6), on obtient pour tout
z = re'’ satisfaisant 2| =r ¢ [0,1] U Es, 0 € (—3,%) \ (E1 U Eg U Er)

(1 =o(1))exp{(1+e¢)d(ar2,0)r}exp{ar}

< Myexp {r’*}exp {(1 + ) cd (ar2,0) r} [T(2r, P, (2.3.31)

ou M; > 0 est une certaine constante.
Par (2.3.31), on a donc

(I—o(1))exp{[(1+¢e) (1 —c)d(arz,0) +a]r} < Myexp {r’*} [T(2r, AT (2.3.32)
Etant donné que 6§ (a12,0) > 0, @« > 0 et §+ ¢ < 1, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et
(2.3.32) on obtient o5 (f) > 1, d’ou o5 (f) = 1.

. b
Cas 2 :a; < .

(i) (01 # 65). Dans la premiére étape, on a démontré qu'’il existe un rayon argz = 6 ou
0 € (—2,%)\ (Ey U Eg U Ey) satisfaisant

d (azz,0) >0 et 6 (a12,0) <0,

et pour r suffisamment grand, la relation (2.3.24) est vérifiée.

En utilisant le méme raisonnement du cas 1 (i) de la deuxiéme étape, on peut obtenir

(o) (f) = 1

(77) (1 = 02). Dans la premiére étape, on a démontré qu’il existe un rayon argz = 6 ou
0 € (2,%)\ (E1U Egs U Er) satisfaisant

d (az,6) > d(a12,6) > 0,

et pour r suffisamment grand, la relation (2.3.19) est vérifice.
En substituant (2.3.1), (2.3.7), (2.3.19), (2.3.25) et (2.3.27) dans (2.3.6), on obtient pour tout

z = re” satisfaisant |z| =7 ¢ [0,1] U Eg, 6 € (5,%) \ (E1 U Eg U Er)

(I—o(1))exp{(1+¢)d(arz,0)r}exp{ar}

< Myexp {r’*} exp {(1 +¢) ¢ (a12,0) r} exp {br cos 0} [T'(2r, I,
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ou My > 0 est une certaine constante.

Par conséquent
(1—o0(1)exp {37} < Mpexp {rP} [T(2r, )], (2.3.33)

ou
v=014+¢)(1—-c¢)é(a12,0)+ o —bcosb.

Comme v > 0 et f+¢ < 1, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.3.33), on obtient o9 (f) > 1,
d’ou 09 (f) =1.
On conclut de la preuve ci-dessus que toute solution f # 0 de I’équation différentielle (2.1.2)

satisfait o (f) = 1. La preuve du Théoréme 2.1.1 est achevée.

2.4 Preuve du Corollaire 2.1.1 et Corollaire 2.1.2

En utilisant le méme raisonnement du Théoréme 2.1.1, on peut obtenir le Corollaire 2.1.1 et
le Corollaire 2.1.2.



Chapitre 3

Croissance et points fixes des
solutions méromorphes des équations
différentielles linéaires d’ordre
supérieur

3.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, on étudie I’ordre de croissance et les points fixes des solutions méromorphes
et leurs dérivées des équations différentielles linéaires d’ordre supérieur a coefficients fonctions
méromorphes.

Nos résultats généralisent les résultats précédents dus a Peng et Chen (voir [40]).

Considérons 1’équation différentielle linéaire d’ordre deux
f! 4 Ay (2) ePE 4 Ag () eQF) f =0, (3.1.1)

ou P (z), Q(z) sont des polynomes non constants, A (z), Ag(z) (# 0) sont des fonctions
entieres telles que o (A1) < deg P (2), 0 (Ap) < deg@ ().

Dans ([19], p. 419), Gundersen a montré que si deg P (z) # deg @ (z), alors toute solution
non constante de (3.1.1) est d’ordre infini. Si deg P (2) = deg @ (z), alors (3.1.1) peut avoir
des solutions non constantes d’ordre fini.

Par exemple
f(z)=e+1

satisfait
f/,+62f,—€zfzo.
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Dans ([8]), Chen et Shon ont étudié le cas ou deg P (z) = deg@ (z) et ils ont prouvé les

résultats suivants.

Théoréme A (voir [8]) Soient A; (2) (£ 0) (j =0, 1) des fonctions méromorphes avec o (A;)
<1 (j=0,1), a, b des nombres complexes tels que ab # 0 et arga # argb ou a = cb
(0 < ¢ < 1). Alors, toute solution méromorphe f (z) # 0 de ’équation

"+ A () e f + Ay (2) e f =0 (3.1.2)

est d’ordre infini.

Dans le méme article ([8]), Chen et Shon ont étudié les points fixes des solutions de ’équation
(3.1.2), leurs dérivées premiéres et deuxieémes et les polynomes différentiels, et ils ont obtenu

le résultat suivant.

Théoréme B (voir [8]) Sous les hypothéses du Théoréme A, soient dy, dy, dy des constantes
complexes qui ne sont pas toutes nulles. Si f(z) Z 0 est une solution méromorphe de l’équa-
tion (3.1.2), alors

(i) f, f', [ ont une infinité de points fizes et satisfont

A=) =X =) = X"~ 2) =0,

(ii) Le polynéme différentiel
g (Z) = dzf” + dlf/ + dgf
a une infinité de points fixes et satisfait
Ag —2) = 0.
Récemment, dans (J40]), Peng et Chen ont étudié l'ordre et I'hyper-ordre des solutions de

certaines équations différentielles linéaires d’ordre deux (voir [Théoréme A, chapitre 2]).

Le but principal de ce chapitre est d’étendre et d’améliorer les résultats du théoréme de Peng
et Chen (voir [Théoréme A, chapitre 2]) a certaines équations différentielles linéaires d’ordre

supérieur. En effet, on va montrer les résultats suivants.
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Théoréme 3.1.1 (voir [21]) Soient A; (2) (#0) (j =1,2), Bi(2) (#0) et Bi(z) (I =

2,--+  k—1) des fonctions méromorphes avec

max{c (4;) (j=12),0(B) (I=1,---,k—-1)} <1,

ai, ay des nombres complexes tels que ajay # 0, ay # ay (supposons que |ay| < |az|). Si
arga; # m ou a; < —1, alors toute solution méromorphe f (% 0) ayant une multiplicité des

poles uniformément bornée de l’équation
FO 4 By fE D 4o 4 By f" + Bre A f' + (A1e®® + Ape®*) f =0 (3.1.3)
vérifie o (f) = +o0.

Exemple 3.1.1 Considérons l’équation différentielle

4 1 1 1 1
f/// + Zf// + (_; . 1) €_Zfl + ((2 — 52 + 2) e 2% 4 6—32) f =0, (3.1.4)

ot By (z) =12, Bi(2) =—2—32-1, A1 (2) =2 - 1242, a1 =-2, Ay (2) =1 et ap = —3.
Evidemment, les conditions du Théoréme 3.1.1 sont satisfaites. La fonction méromorphe

f(2) = %ee " dlordre o (f) = 400 est une solution de Uéquation (3.1.4).

On sait que toutes les solutions d’une équation différentielle linéaire & coefficients fonctions

entiéres sont des fonctions entiéres. Ainsi on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.1.1 Soient Aj(z) (#0) (j =1,2), B1(2) (Z0) et Bj(2) ({ =2,--- ,k—1) des

fonctions entiéres avec
maX{J(Aj) (] = 172>7J(Bl) (l =1, 7k_ 1)} <1,

ai, ay des nombres complexes tels que ajay # 0, ay # ay (supposons que |a1| < |ag|). Si

argay # 7 ou a; < —1, alors toute solution f (# 0) de l’équation (3.1.3) vérifie o (f) = +o0.

Théoréme 3.1.2 (voir [21]) Sous les hypothéses du Théoréme 3.1.1, soit f (# 0) une solu-
tion méromorphe ayant une multiplicité des poles uniformément bornée de ’équation (3.1.3),

alors f, f', " ont une infinité de points fixes et satisfont
() =7(f)=7(") = o0.

Corollaire 3.1.2 Sous les hypothéses du Corollaire 3.1.1, soit f (Z 0) une solution de l’équa-
tion (3.1.3), alors f, f', f" ont une infinité de points fixes et satisfont
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3.2 Lemmes préliminaires

On utilise le Lemme 2.2.3 (voir [chapitre 2]) et les Lemmes suivants pour les démonstrations

de nos résultats.

Lemme 3.2.1 (voir [18]) Soient f une fonction méromorphe transcendante avec o (f) =

o < 400, € > 0 une constante donnée, et soient k, j deux entiers vérifiant k > j > 0. Alors,

il existe un ensemble E; C [—%, 7) de mesure linéaire nulle, tel que si 1) € [—%, 37”) \ E1,
alors il existe une constante Ry = Ry (¢) > 1 telle que pour tout z satisfaisant argz = 1 et

|z| = Ry, on a
f¥ (2)
701 (2)
Lemme 3.2.2 (voir [8, [37]) Considérons g(z) = A(z)e™ ou A(z) # 0 est une fonction
méromorphe d’ordre 0 (A) = a < 1, a est une constante complexe avec a = |a|e? et ¢ €

0,27). Posons Ey = {60 € [0,2m) : cos (¢ + ) = 0}, donc Es est un ensemble fini. Alors, pour

< |ofEDem1e) (3.2.1)

tout € donné (0 < e < 1— ), il existe un ensemble E5 C [0,27) de mesure linéaire nulle tel
que si z =1e?, 0 € [0,27)\(Ey U E3) et pour r suffisamment grand, on a
(7) Sicos(p+0) >0, alors

exp{(1 —¢)rd(az,0)} < |g(2)| <exp{(1+¢e)rd(az0)}. (3.2.2)
(i) Si cos (¢ +60) < 0, alors

exp {(1+¢) 78 (az,0)} < |g(2)] < exp{(1 —)rd (az,0)}, (3.2.3)
ot 8 (az,0) = |al cos (o +0) .

Lemme 3.2.3 (voir [§]) Soit f (z) une fonction méromorphe transcendante d’ordre o (f) =
a < +o00. Done, pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble E; C [—g,g) de mesure

linéaire nulle, tel que si 6 € [—5, ?) N Fy4, alors il existe une constante Ry = Ry (0) > 1 telle

que pour tout z satisfaisant argz = 0 et |z| = Ry, on a

exp {—r**} < |f (2)] <exp {r*™}. (3.2.4)

Lemme 3.2.4 (voir [16], p. 30) Soient n > 1 un nombre entier positif, Py, Py, -, P,

des polynomes non constants de degrés, dy, d2 . dy, respectivement, tels que deg (P, — P;) =
max {d;,d;} pour i # j. Posons A(z) = Z Bj (2)eli®) | ou B, (z) # 0 sont des fonctions

méromorphes avec o (Bj) < d;. Alors o (A) max{dj : j =1,....,n}.
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En utilisant le raisonnement par récurrence, on peut obtenir le lemme suivant.

Lemme 3.2.5 Soit f(z) = g(2)/d(2), ou g(z) est une fonction entiére transcendante et

d(z) est le produit canonique (ou polynomiale) formé des poles non nuls de f (z). Alors

1 ~ e
ﬂm:3ym+mwwmn+mww<”+W+Dmy+mw] (3.2.5)
t
¢ O ) =) g
7 = 7 + Dyt + Dppo +- Dn,1g + Dy, (3.2.6)

ot D, ; est la somme d’un nombre fini de termes du type

d’ Ji d(n) Jn
Z ijl"‘jn (3) (7) )

(G1-+dn)
Cjjy..jn sont des constantes et j + ji1 + 2jo + -+ - + njy, = n.

Lemme 3.2.6 (voir [13]) Soient Ag, Ay, ..., Ax_1, F' # 0 des fonctions méromorphes d’ordre

fini. Si f est une solution méromorphe d’ordre infini de l’équation différentielle
FB L A fSD 4o A+ Agf = F, (3.2.7)
alors f vérifie
M) =) =0 (f) =0
Le lemme suivant, due a Gross (voir [I7]), joue un role important dans ce chapitre.

Lemme 3.2.7 (voir [17, [49]) Supposons que fi(z), fa(z), ....fn (2) (n = 2) sont des fonc-
tions méromorphes et ¢ (2), g2 (2), ..., gn(2) sont des fonctions entiéres satisfaisant les
conditions sutvantes :

()Zf()w@—o

(zz) g; (2 ( ) — gk (2) ne sont pas constantes pour 1 < j < k <

(i) Pour 1 < j <n,1<h<k<n, T(rf)=o0{T(r egh("‘ N1 (r — oo, 7 ¢ E), ol
E est un ensemble de mesure linéaire finie.

Alors fij(2) =0 (j=1,--- ,n).
Lemme 3.2.8 (voir [48]) Supposons que fi(z), fa(2), ....fn (2) (n = 2) sont des fonctions

méromorphes et g1 (2), g2 (2), .., gn (2) sont des fonctions entiéres satisfaisant les conditions

suivantes :
OPWACELES Y
(i) Sil<j<ntl 1<k
1<j<n+1l,1<h<k<
Alors fj () =0 (j = 1,2,

kE < n, Uordre de f; est inférieur a l'ordre de e9:(®) Sin > 2,
n, l'ordre de f; est inférieur a Uordre de e9~9%.

,n+1).
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3.3 Preuve du Théoréme 3.1.1

Tout d’abord, on prouve que l’équation différentielle (3.1.3) n’admet pas une solution mé-

romorphe f # 0 avec o (f) < 1. Supposons que f #Z 0 est une solution méromorphe avec

o(f) <1l

On peut écrire I’équation (3.1.3) comme suit
Bif'e™ 4+ Aife* + Agfe® = — {f® + By f& V) + ... + By} (3.3.1)
Pour ay # —1, en appliquant le Lemme 3.2.4 pour la relation (3.3.1), on a
1=0{Bif'e”” + A fe"* + Ay fe**}

— 0 [_ {f(k) + B fE Y 44 Bzf”}] < 1.

(C’est une contradiction.
Pour ay = —1, en appliquant le Lemme 3.2.4 pour la relation (3.3.1), on a
(i) Si

Bif' + Ao f #0,

alors

l=o0 {(Blfl + Agf) e+ Alfe‘”z}
=0 [_ {f(k) + Bk,lf(kil) 4+ 4 B2f”}] < 1.

C’est une contradiction.
(ii) Si
Blf, + Azf = 0,
alors
l=0{Aife""} =0 [ {fP + B f* D+ + Bof'}] < L.

C’est une contradiction.

Par conséquent o (f) > 1.

Maintenant, montrons que o (f) = +oo. Supposons que f # 0 est une solution méromorphe

ayant une multiplicité des poles uniformément bornée de ’équation différentielle (3.1.3) avec

1<o(f)=0< +o0.
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D’aprés I’équation (3.1.3), on sait que les poles de f (z) peuvent se produire uniquement des
polesde A; (j=1,2) et B, (l=1,---,k—1). Ainsi, on obtient

k-1

N (r, f) < MiN (r, f) < M, (ZN(T, A+ ZN(T‘, Bl)>

=1
< Mmax{N (r,A;))(j=12),N(r,B)(l=1,..,k—1)}
ou M; et M sont des constantes positives. On en déduit que

AG) <a=max{o(A;)(j=1,2),0(B)(l=1,...k—1)}<1.

Soit f = g/d, ou d est le produit canonique formé des podles non nuls de f (z), avec

a(d)zA(d)zA(%):6<a<1

et g est une fonction entiére avec

1<o(g)=0(f)=0 <.

En substituant f = g/d dans (3.1.3), d’aprés le Lemme 3.2.5, on peut obtenir

g(k) g(k_l) g(k_2)

7 + [Br-1 + Dy —1] + [Br—2 + Bi—1Dyg—15—2 + Dy j—2]
k—1 17 k—1 /

+- 4+ | B2+ Dyp + Z BiD; 2 gg + | Bie”" + Dy + Z BiD; %
i=3 i=2
k—1

+B1D1ge " + > BiDig + Dy + Are"” 4 Aze® = 0. (3.3.2)

i=2

D’aprés le Lemme 3.2.3, pour tout ¢ donné (0 < e < 1— «), il existe un ensemble F; C

[—g, 37”) de mesure linéaire nulle, si 6 € [—g, 37“) N\ F4, alors il existe une constante R; =

Ry (0) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg z = 6 et |z] > Ry, on a
1B (2)| <exp{r**} (I=1,---  k—1). (3.3.3)
D’apreés le Lemme 3.2.1, pour tout £ donné,

. las| — |ai]
O<e<mng ——,1—a,,
|ag| + |a]|
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3
2
il existe une constante Ry = Ry (0) > 1 telle que pour tout z satisfaisant argz = 6 et

) de mesure linéaire nulle, si 0 € [—E 3—”) \ Ej, alors

il existe un ensemble E; C [—%, 5

|z| =7 > Ry, on a

()
g (z) < T,Ic(a—l-i-a), j=1,---k, (3.3.4)
9(2)
dv (2) k(B—1+e) -
d(Z) gr 7]217"',k (335)
et
d’ J1 d" J2 d®) Jk
[ Dl = Z Ciri (3) (g) (7)
(J1-dk)
d' 7| g |2 d(k) |7
< Z Cisal |7 || ‘7
(J1++3k)
< Z |ij1"'jk| Tj1(6_1+‘5)7’2j2(f8_1+5) e rkjk(ﬁ—l-i-f)
(J1-dk)
= D [Cjyoge| R RREE), (3.3.6)
(J1+dk)
Par j; +---+ kjr =k — j < k et (3.3.6), on obtient
| Dy | < MrHO=14), (3.3.7)

ol M > 0 est une certaine constante.

0

Soient z = re, ay = |ay| €' et ay = |ag| € ou 6,0, € [-5, ).

Cas 1 : arga; # 7, c’est-a-dire 0, # .

(i) Supposons que 0 # 0. D’apres le Lemme 3.2.2 et le Lemme 2.2.3, pour ¢ défini ci-dessus,
il existe un rayon argz = 6 tel que 0 € (—%, %) \ (F1UE4U EgU E;) (ou Eg et E; sont
définis comme dans le Lemme 2.2.3 et £; U E; U E5 U Eg est un ensemble de mesure linéaire
nulle) et satisfaisant

0 (a1z,0) >0, 6 (azz,0) <0

ou
d(a12,0) <0, 0 (azz,0) > 0.

Quand 6 (a12,0) > 0 et d (azz,0) < 0, pour r suffisamment grand, il vient immédiatement

|A1e™?| > exp{(1 —¢)d(a12,0) 1}, (3.3.8)
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| Age®?| < exp{(1 —¢)d(azz,0)r} < 1. (3.3.9)

Par (3.3.8) et (3.3.9), on en déduit

|A1e™® + Age®®| = |A1e®?] — |A2e®*| Z exp {(1 — €) 6 (a12,0) 1} — 1

>(1—-o0(1))exp{(1 —¢)d(arz,0)r}. (3.3.10)

De (3.3.2), on en déduit immeédiatement que

g(k) g(k_l) (k_2)
|Aje™* 4 Aze™*| < ‘? +|Bi—1 + Dy —1| +|Bjy—2 + By—1Dy—15—2 + Dy —2|
k—1 1Zi k—1 /
+-- 4+ |By+ Dyo+ ZBiDi,2 I + ||B1] |€7Z‘ + | Dy + ZBz’Di,l ‘g_‘
i=3 =2
k-1
+ ‘BlDl,O’ ‘e*z| + Z ‘B’LD’L,O‘ + ‘Dk,O‘ . (3311)
i=2
Etant donné que 0 € (—g, g), il s’ensuit que
|efz‘ — 677‘C059 <1.
En substituant (3.3.3), (3.3.4), (3.3.7) et (3.3.10) dans (3.3.11), on obtient donc
(1—o(1)exp{(1 —¢€)d(ar2,0)r} < Myr™exp {r*t}, (3.3.12)

ou M; > 0 et M, > 0 sont des certaines constantes.
Comme 6§ (a12,0) > 0 et «+ ¢ < 1, alors (3.3.12) est une contradiction.
Quand § (a12,0) < 0 et §(azz,0) > 0, en utilisant un raisonnement analogue a celui fait

précédemment, on peut aussi obtenir une contradiction.

(ii) Supposons que #; = 0,. D’aprés le Lemme 2.2.3, pour ¢ défini ci-dessus, il existe un rayon
arg z = 0 tel que 0 € (—g, g) \ (B4 UE,UEsUE;) et §(ayz,0) > 0.

Etant donné que |a;| < |az|, a1 # ag et 61 = 65, il s’ensuit que |a;| < |az|, donc
Jd (agz,0) > d (a12,0) > 0.
Pour r suffisamment grand, on a par le Lemme 3.2.2

|Aje™?| < exp{(l+¢)d(arz,0)r}, (3.3.13)
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|Ase®*| > exp{(1 — &) d (azz,0)r}. (3.3.14)
Par (3.3.13) et (3.3.14), on en déduit que
|Alea1z +A26agz| > |A2€a2z| . |Alea1z|
>exp{(l—¢)d(azz,0)r} —exp{(1+¢)d(arz,0)r}
=exp{(1+¢)d(arz,0)r}[exp{nr} —1], (3.3.15)
ou
n=(1-¢)d(azz,0)—(1+¢)d(a1z,0).
Comme
0<e< —|a2| — |
|az| + |aa|’
il s’ensuit que
n=(1—c¢)l|as|cos (024 0) — (1 +¢€) |as| cos (01 + 0)
= (1 —¢) |az|cos (01 + 0) — (1 +€) |ay| cos (61 + )
= [(1 =) az| = (1 + &) |as] cos (61 + 0)
= [|ag| — |a1| — € (|az| + |a1])] cos (61 + 8) > 0.
Ainsi, d’aprés (3.3.15), on obtient
|Aje™® + Age®*| = (1 —o0(1))exp{[(1 +¢)0 (a12,0) +n|r}. (3.3.16)
Etant donné que 0 € (—%, g), il s’ensuit que
|€—z‘ — e—rcos¢9 < 1.
En substituant (3.3.3), (3.3.4), (3.3.7) et (3.3.16) dans (3.3.11), on obtient
(1—o0(1)exp{[(1+¢€)d(arz,0) +n]r} < Myr™ exp {r**<}. (3.3.17)

Comme 6 (a12,6) >0, 71> 0et a+¢ < 1, alors (3.3.17) est une contradiction.

Cas 2 : a; < —1, c’est-a-dire #; = 7.

(i) Supposons que 67 # 03, donc 6 # .
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D’apres le Lemme 2.2.3, pour ¢ défini ci-dessus, il existe un rayon argz = 60 tel que 0 €

(=2,2) \ (Ey U B, U Eg U Ex) et 6 (azz,6) > 0.

Comme cosf > 0, on a
d(a12,0) = |ay| cos (01 + 0) = — |a1| cos 6 < 0.
Pour r suffisamment grand, on a par le Lemme 3.2.2

A1 < exp{(1— )8 (@12, 0)r} < 1,

|A2e®*| > exp{(1 —€)d (azz,0) r}.

Par (3.3.18) et (3.3.19), on en déduit que

|A1e™ 4+ Age®?| > |Age™?| — |A1e™?| = exp{(1 —€) d (azz,0)r} — 1

>(1—o(1))exp{(1 —¢)0d (azz,0)r}.

Etant donné que 0 € (—%, g), il s’ensuit que

En substituant (3.3.3), (3.3.4), (3.3.7) et (3.3.20) dans (3.3.11), on obtient donc
(1—o(1)exp {(1 —¢) b (azz,0) r} < Myr™ exp {r**<}.

Comme § (azz,0) > 0 et a4+ ¢ < 1, alors (3.3.21) est une contradiction.

(ii) Supposons que 01 = 0, donc 0 = 0 = .

(3.3.18)

(3.3.19)

(3.3.20)

(3.3.21)

D’aprés le Lemme 2.2.3, pour ¢ défini ci-dessus, il existe un rayon argz = 6 tel que 6 €

(E 3_77) \ (F1 U E;UEgU E7), donc cosf < 0,

27 2

d(arz,0) = |az| cos (61 +6) = —|as| cosf > 0

et
0 (agz,0) = |ag|cos (02 + 0) = — |ag| cos 6 > 0.

Etant donné que |a1| < |az|, a1 # ag et 07 = 05, il S’ensuit que |a;| < |as], ainsi

d (agz,0) > d(a12,0) > 0,
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pour 7 suffisamment grand, les relations (3.3.13), (3.3.14) et (3.3.16) sont vérifiées.

Comme 6 € (g, 37”), il s’ensuit que
En substituant (3.3.3), (3.3.4), (3.3.7) et (3.3.16) dans (3.3.11), on obtient
(1—o0(1))exp{[(1+¢)d(a12,0) +n]r} < Myr™ exp {rote} e s, (3.3.22)

Par conséquent

(1—o0(1))exp {yr} < Myr'2exp {r**°}, (3.3.23)
ou
v=(1+¢)d(arz,0) +n+ cosb.
Comme 7 > 0, cos < 0, § (a12,0) = — |ay| cosf et a; < —1, il s’ensuit que

v=—(1+¢)|ar|cosd +cos@+n=—[(1+¢)|a;| — 1] cosd +n

> —[(14+¢)—1]cosf +n=—ccosh+n>0.

Comme a+¢ < 1, alors (3.3.23) est une contradiction. On conclut de la preuve ci-dessus que

La preuve du Théoreme 3.1.1 est achevée.

3.4 Preuve du Théoréme 3.1.2

Supposons que f (£ 0) est une solution méromorphe ayant une multiplicité des poles uni-
formément bornée de 1’équation différentielle (3.1.3), donc o (f) = +oo par le Théoréme
3.1.1.

Posons
90(2) = [ (2) — 2,
alors z est un point fixe de f (2) si et seulement si gy (2) = 0.

On sait que g (2) est une fonction méromorphe et

7 (90) = o (f) = o0

En substituant f = gy + z dans (3.1.3), on a donc

90"+ Bioagy " oo Bag o Bre gy (Are™ + Aoe™) gy



3.4 Preuve du Théoréme 3.1.2 34
= — [Ble’z + zAeM + zA26“2Z] ) (3.4.1)
On peut écrire (3.4.1) sous la forme suivante
(k) h (k—1) 1" ! _
9o +hor—19y + -+ ho2gy + hoagy + hoogo = ho, (3.4.2)

ou
ho = — [h071 —I— ZhO,O] — —Ble_z _ ZAlealz _ ZA26a2Z.

Montrons maintenant que hg Z 0. Supposons que
—Bie * — zA1eM* — 2 A5 =0,

donc
zA @D 4y A et — By

Ainsi, d’apres le Lemme 3.2.8, on a A; =0, Ay =0 et B; = 0, c’est une contradiction.

D’apreés le Lemme 3.2.6, on sait que

Algo) =7 (f) = o0

est vérifiée.

Maintenant, montrons que 7 (') = co. Posons

donc z est un point fixe de f’(z) si et seulement si g; (z) = 0.

On sait que g1 (z) est une fonction méromorphe et

o (9) =0 (f) =0 (f) = .

Posons
R (2) = Aje™* + Aye™?,

alors
R, = (All + alAl) e + (A/2 + (lgAQ) e™?*,

En dérivant les deux membres de 'équation différentielle (3.1.3), on obtient

FED 4 B f® 4+ (B)_y + Bys) f*V + (Bi_s + Bi—3) fE?
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++ (By+ Ba) f" + (By + Bie ™) f" + [(Ble*Z)’ + R] f+Rf=0. (3.4.3)

Par I'équation (3.1.3), on a donc
1
f=-% [f® + By f* D 4 oo 4 Bof” + Bie " f'] . (3.4.4)

En substituant (3.4.4) dans (3.4.3), on trouve

R R
FERD 4 (Bkl - —) O+ <B;’C_1 + B2 — Bk1_> fE
R R
R R
+ (BI/€2 + B3 — Bk2§) FE=2 4y (Bg + By — B?’E) F
’ —z R " —z\/ -z R !
+ | By + Bie —B2E "+ [ (Bie™?) + R — Bye 5 f =0. (3.4.5)
On peut écrire I'équation (3.4.5) sous la forme suivante
FED 4 hy o f® 4 hapafY o R f 4 b f7 4 haof =0, (3.4.6)
ot hy; (j=0,1,--- ,k—1) sont des fonctions méromorphes définies par I’équation (3.4.5).

En substituantf’ = g, + z, f” = ¢, + 1, fU) = g (j=2,--,k) dans (3.4.6), on obtient

immédiatement que
A+ hpea gl + hpeagl" P o+ hiagl + haagh + hiogy = ha, (3.4.7)

ou
hl = — (hl,l + Zhl,())

/

/ —zZ R/ —Z/ —ZR
= — | B, + Bie —BQE—FZ(Ble )—I—zR—zBle -

1
=% {BYR — BoR' + 2R* + [BiR + z (B} — B1) R — 2B, R']e %} .

Montrons que hy # 0. Supposons que h; = 0, un calcul immédiat donne
[B1A; + 2 (B} — B1) A1 — 2By (A] + a1 41)] plar—1)z

+ [B1As + 2 (Bi — By) Ay — 2By (A’2 + ay4s)] plaz—1)z
+ [Béz‘h — By (A,1 + a1A1)] e 4 [BéA2 — B, (A’2 + agAg)} 0027

+22A) Apelta2)7 4 420202 4 5 A2p2027 — (), (3.4.8)
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Posons :
[1 = {al - 170’2 - 17a17a27a1 + a272a2}7
]2 = {al - ]-70/1’&27@1 + a2, 2@1},

]3 = {al - ]-; Ay — ]-7 ai, a1 + az, 2@1}.
D’apres les conditions du Théoréeme 3.1.1, on constate

(i) Si 2ay # B € I, alors on écrit (3.4.8) sous la forme

2APME 4 ) age =0, (3.4.9)

Belry

ouly C I et ag (B €T'1) sont des fonctions méromorphes avec o (ag) < 1.

D’aprés le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A; = 0, c’est une contradiction.

(ii) Si2a; = ap — 1, alors 2ay # ( € I, ainsi on écrit (3.4.8) sous la forme

z A3 4 Z age’ =0, (3.4.10)
Bels

oul's C Ir et ag (B €I'y) sont des fonctions méromorphes avec o (ag) < 1.

D’aprés le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient Ay = 0, ¢’est une contradiction.

(iii) Si 2a; = ag, alors 2ay # B € I3, ainsi on écrit (3.4.8) sous la forme

2A3* 4+ ) " age =0, (3.4.11)

Berl's

oul's C I3 et ag (B € I'3) sont des fonctions méromorphes avec o (ag) < 1.
D’aprés le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient Ay = 0, c’est une contradiction.

Par (3.4.7) et le Lemme 3.2.6 on sait que
M) =X (' —2) =7 () =0 (91) =0 () = o0
Montrons maintenant que 7 (f”) = oo. Posons
92 (2) = f"(2) — 2,

donc z est un point fixe de f” (z) si et seulement si g2 (2) = 0.

On sait que g5 (z) est une fonction méromorphe et

0 (92) = o (f") = o (f) = o0.
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Posons
G (Z) = Blefz.

En dérivant les deux membres de I’équation différentielle (3.4.3), on trouve
FED 4 B f&Y) (2B + Bioo) f® + (B, +2B;_y + Bj_s) f*&7

+ (By_y +2Bj_3+ By—a) f* 2 + -+ (B) + 2B} + By) f¥

+(BY +2By+G) f" + (BY +2G' + R) f" + (G" +2R) f' + R"f = 0. (3.4.12)

Par (3.4.4) et (3.4.12), on obtient

/!

R R//
fED LB fED (2312—1 + B2 — E) O+ (BZ_l +2B)_5 + By_s — By E) FE

R R

/!

R R/l
+ | By +2G"+ R — Bz—) "+ (G” + 2R — GE) f =0. (3.4.13)

RII RII
ot (Bg + 2By + By — B4—) 4 <Bg + 2By + G — Bg—) ik
( 7

Montrons que
R/
G +R—-G— #0.
+ 7 *

Supposons que

R/
G+R-G—=0
+ A ,
un calcul immeédiat donne
frel® ™7 4 frelemD7 4 9 A Apel@1o2)z 4 ATe2mz 4 AT = ), (3.4.14)

ou f; (j =1,2) sont des fonctions méromorphes avec o (f;) < 1.

Posons K = {a; — 1,as — 1, a1 + as, 2a;,2as}. Par les conditions du Théoréme 3.1.1, il est

clair que 2a; # a1 — 1, a1 + as, 2as.

(i) Si 2a; # as — 1, alors on écrit (3.4.14) sous la forme

A%e%lz + Z aﬁeﬁz =0,
Berl:

ouly € K\ {2a1} et ap (8 € I'1) sont des fonctions méromorphes avec o (ag) < 1.
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D’apres le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A; = 0, c’est une contradiction.

(ii) Si2a; = ay — 1, alors 2ay # a1 — 1, as — 1, a1 + asg, 2a;.
Ainsi, on écrit (3.4.14) sous la forme
Aze?®2% Z age’ =0,
Bels

oul's C K\ {2as} et ap (58 € I'y) sont des fonctions méromorphes avec o (ag) < 1.
D’aprés le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient Ay = 0, c’est une contradiction.

Par conséquent,
R/
G+R-—G—=#0
R
est prouvée. Posons

¥ (z) =G'R+R*—GR et ¢(2) = G'"R+2R'R— GR’". (3.4.15)

Par (3.4.5) et (3.4.15), on trouve

P= s e (B = ) 1 (B s B ) 10

R R
(Bk o+ Bi—3 — Bj— 2R)fk_2)+"'+(3§+32 B3R>fm

+ (B’ +G — BQIZ> I } (3.4.16)

En substituant (3.4.15) et (3.4.16) dans (3.4.13), on obtient donc

Nﬂwimq—ﬂf%ﬂ+qu+m2—%~g(&1—5ﬂfw

R/l ¢ R/ o1
" / _

R ¢ R/

/! /
+{B”+QB’+G Bg%—g(ngLBg Bgi)}f”’

R ¢

On écrit I'équation (3.4.17) sous la forme suivante

+ {B;'HG’ +R-BIL ( La- BT )} f=0. (3.4.17)

FER 4 by fOY by o f®) o byt f7 A+ B f” =0, (3.4.18)
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ott hy; (j=0,1,--- ,k— 1) sont des fonctions méromorphes définies par ’équation (3.4.17).
En substituant [ = gy + 2, " = gh+1, fU+?) = géj)(j =2,---,k) dans (3.4.18), on obtient

937 + hag198 )+ hapoagd ™ + o+ haagh + haogs = ha, (3.4.19)
ou
—hy = ha1 + zhay,
R ¢(2) i
hoo= Bl 4+2G'+ R — By— — B+ G — By—
2,0 5 + + 2 v () o+ 2B )
R ¢(2) i
hoy = B! + 2B, + G — Bs— — B+ By — B3— | .
2,1 3 + 205, + 3R v (2) 3+ Do 3R
Posons

D1 = Bg—f—?B; et D2 = Bé+B2

Evidemment, D; (j = 1,2) sont des fonctions méromorphes avec o (D;) < 1.

On peut obtenir

~ Li(») _ Lo(2)
ho1 = 0 () hao = 0 () (3.4.20)
“he L 4 ha, (3.4.21)
z z

ou

Ly (z) = D1G'R+ DR* — DGR + G'GR+ GR*> — G’R' — BsG'R"

—BsR'R — D;G"R + BsG"R' — 2D;R'R + 2B3R* + D,GR”, (3.4.22)
Lo (2) = ByG'R + ByR®> — BYGR +2G”R + 3G'R* - 2GG'R’ + R®

—3GR'R — ByG'R" — BaR"R — B5G"R — G"GR + B:G"R'

—2BLYR'R+ 2By R?* + ByGR" + G*R". (3.4.23)
Par conséquent, par (3.4.20) et (3.4.21), on a

—h _ ! 1 z z
e [le( )+ Lo ( )] . (3.4.24)

Montrons maintenant que hy # 0. En effet, si ho = 0, alors la relation (3.4.24) donne

%Ll (2) + Lo (2) = 0. (3.4.25)
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Par (3.4.22) et (3.4.23), on peut écrire (3.4.25) sous la forme
fle(alfl)z + fze(azfl)z + fge(ale)z + f46(a272)z + f5€2a1z + f6€2a2z

+f7e(a1+a2)z +f8€(2a171)z +f9€(2a271)z_i_floe(aﬁ»agfl)z

+AZBME p ASeP2® 3 A2 A, Peta)z g A) AZp(art2e2)z — () (3.4.26)

ou fj (j =1,---,10) sont des fonctions méromorphes avec o (f;) < 1.

Posons J ={a; — 1, as — 1, a1 — 2, ay — 2, 2a41, 2as, a1 + ag, 2a; — 1, 2as — 1, a; + as — 1, 3ay,
3(12, 2CL1 + Ao, 7 + 2&2}.
Par les conditions du Théoréme 3.1.1, il est clair que 3a; # a1 — 1, a; — 2, 2ay, 2a; — 1, 3as,

2a1 + ag, a1 + 2as et 3as # 2as, 3ai, 2a1 + as, a; + 2as.

(i) Si 3a; # as — 1, ag — 2, 2a9, aj + ag, 2a3 — 1, a; + as — 1, alors on écrit (3.4.26) sous la
forme

Aedn® 4 Z age’ =0,
Bel

ouly CJ\{3a1} et ag (B € I'1) sont des fonctions méromorphes avec o (ag) < 1.

D’apreés le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A; = 0, c’est une contradiction.

(i) Si3a; =y ouy €{az — 1, ay — 2, 2a9, a; + as, 2a3 — 1, ay + ay — 1}, alors 3as # 3 pour
tout 8 € J \ {3a2}.

Par conséquent, on écrit (3.4.26) sous la forme
AjeP®2% Z age’ =0,
BEL2

oul's C J\ {3as} et ag (B € I'y) sont des fonctions méromorphes avec o (ag) < 1.

D’apres le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient Ay = 0, c’est une contradiction. Ainsi,
hs # 0 est prouvée.

Par le Lemme 3.2.6 et (3.4.19), on sait que

Mg2) =X =2) =7 (") =0 (g) = 0 (f) = 0.

La preuve du Théoreme 3.1.2 est achevée.



Chapitre 4

Croissance des solutions de quelques
équations différentielles linéaires
d’ordre deux a coefficients fonctions
entiéres

4.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, on étudie les propriétés des solutions de certaines équations différentielles

linéaires d’ordre deux, en particulier la croissance et 1’oscillation de ces solutions.

Dans ([40]), Peng et Chen ont étudié I'ordre et I’hyper-ordre des solutions de certaines équa-

tions différentielles linéaires d’ordre deux (voir [Théoréme A, chapitre 2]).

Le but principal est d’étendre et d’améliorer les résultats du théoréme de Peng et Chen (voir
[Théoreme A, chapitre 2]) a quelques équations différentielles linéaires d’ordre deux. En effet,

on va montrer les résultats suivants.

Théoréme 4.1.1 (voir [§]) Soient n > 2 un entier, A; (z) (£ 0)(j =1,2) des fonctions
entiéres avec max{o (A;) :j=1,2} <1, Q(2) = gnz™ + ... + @12 + qo un polynéme non
constant et ay, as des nombres complexes tels que ajay # 0, a3 # ag. Si (1) arga; # 7
et arga; # argas ou (2) argay # w, arga; = argas et |ag] > nlar| ou (3) a1 < 0 et
arga; # argas ou (4) —= (lao] —m) < a1 < 0, |as| > m et arga; = argas, alors toute

solution f # 0 de ’équation différentielle

f// + Q (e—z) f/ + (Alealz + A2€a22)”f =0 (411)



4.2 Lemmes préliminaires 42

vérifie o (f) = +oo et o9 (f) = 1.

Théoréme 4.1.2 (voir [4]) Sous les hypothéses du Théoréme 4.1.1, soit p # 0 une fonction

entiére d’ordre fini, alors toute solution f # 0 de ’équation (4.1.1) satisfait
AMf=9)=A(f—¢) =0 (f) = +oo,
X2(]"1—90):>\2(JC—<P):(72(f) =1

Théoréme 4.1.3 (voir [4]) Sous les hypothéses du Théoréme 4.1.1, soit ¢ Z 0 une fonction
entiére d’ordre o (@) < 1, alors toute solution f # 0 de l’équation (4.1.1) satisfait

Af=@) =A(f' =) = +o0.

De plus, si (i) (2n+2)a; # (2—p)ay+pazs—k (p=0,1,2;k=0,1,....2m), (n+2 —p)a; +
pas—k (p=0,1,...n+2; k=0,1,...m) ou (ii) (2n+2)as # (2 — p) a1 +pas—k (p =0, 1,2;
k=0,1,...2m), (n+2—p)ay +pas—k (p=0,1,...n+2; k=0,1,...,m), alors

A(f" =) = +o0.
Corollaire 4.1.1 (voir [j|]) Sous les hypothéses du Théoréme 4.1.1, soit f % 0 une solution
de Uéquation (4.1.1), alors f, f' ont une infinité de points fixes et satisfont

T(f)=7(f) = .

De plus, si (i) (2n+2)a; # (2 —p)ay+pas—k (p=0,1,2; k=0,1,....,2m), (n+2 — p)a; +
pas—Fk (p=0,1,...n+2; k=0,1,....,m) ou (i1) (2n+2)as # (2 —p)ar+paz—k (p =0,1,2;
k=0,1,....2m), (n+2—p)a; +pas —k (p=0,1,....n+2; k=0,1,....m), alors f" a une
infinité de points fixes et satisfait

7(f") = oc.

4.2 Lemmes préliminaires

On utilise les Lemmes 2.2.1-2.2.5 (voir [chapitre 2]), les Lemmes 3.2.6-3.2.8 (voir [chapitre

3]) et le Lemme suivant pour les démonstrations de nos résultats.

Lemme 4.2.1 (voir [2]) Soient Ay, Ay, ..., Ax_1, F Z 0 des fonctions méromorphes d’ordre

fini. Si f est une solution méromorphe de l’équation
FR L A fSD o A+ Agf = F, (4.2.1)
avec 0 (f) = +oo et o5 (f) = o, alors [ vérifie

A2 (f) = X2 (f) = oa(f) = 0.
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4.3 Preuve du Théoréme 4.1.1

Supposons que f (# 0) est une solution de I’équation différentielle (4.1.1).

Premiére étape : Montrons que o (f) = +00. Supposons que o (f) = 0 < 4o0.

L’équation (4.1.1) devient

7 ’ n—1
f? +Q(e7) fy + Apem T 4 Agen 2t 4y " CPAT el PNE ARereat — ), (4.3.1)
p=1

D’aprés le Lemme 2.2.1, pour tout € donné,

lag| — n |a] 1
2[(2n — 1) |as] + n|as]]” 2 (2n — 1)

O<5<min{

il existe un ensemble F; C [—g —“) de mesure linéaire nulle, si 0 € [—’—2’, 7) \ Fy, alors

2
il existe une constante Ry = Ry (f) > 1 telle que pour tout z satisfaisant argz = 6 et

|z| =7 > Ry, on a

‘M <Pl (j = 1,9). (4.3.2)

f(2)

= |a;| € et ay = |ay| €2 o1 01,0, € [—% 7“) On sait que

Soient z = re', a

d (paiz,0) = po (a12,0) et & (pazz,0) = pd (azz,0), oup > 0.
Cas 1 : Supposons que arga; # 7 et arga; # arg as, c’est-a-~dire 0, # w et 01 # 0.
D’apreés le Lemme 2.2.2 et le Lemme 2.2.3, pour € défini ci-dessus, il existe un rayon arg z = 6

tel que § € (—Z,2)\ (E1 U Eg U Ex) (ot Eg and E; sont définis comme dans le Lemme 2.2.3

et By U Eg U E; est un ensemble de mesure linéaire nulle) et satisfaisant
d(a12,0) >0, 0 (azz,0) <0

ou

d(a12,0) <0, 0 (azz,0) > 0.

a) Quand 0 (a1z,60) > 0 et d (azz,0) < 0, pour r suffisamment grand, on obtient par le Lemme
2.2.2
|ATe™™?| > exp{(1 — &) nd (a12,0)r}, (4.3.3)

|AZe™*??| < exp{(1 —¢e)nd (azz,0)r} <1, (4.3.4)
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|A7f_pe(”_p)alzl <exp{(l1+¢)(n—p)d(arz,0)r}
<exp{(1+¢e)(n—1)(a12,0)r},p=1,...,n—1, (4.3.5)

| AbeP®??| < exp{(1 —e)pd (azz,0)r} <1,p=1,..,n—1. (4.3.6)
Pour 0 € (—%, %), il vient
1Q (e77)| = |gme™ + ... + ;e + qo

< |gml [e7™*] + . + |l [e 7| + a0l

< |qm|€—mrcos€ o+ ’q1|€—rcoso9_'_ ‘q()’ < M, (437)

ou M > 0 est une certaine constante.
Par les relations (4.3.1)-(4.3.7), on obtient

exp{(1 —¢e)nd (a1z,0) r} < |ATe™?|

" n—1
f_ L+ |Agenazz| + ch ‘A?—pe(n—p)a1z| |A12?6pa2z|

f f =1

< 7’2(0_1+6) + MTU_H—E + on exp {(1 + g) (n — 1) ) (alz, 49) 7”}

f/
<

+]Q (7]

<M exp{(1+¢)(n—1)6(a12,0)r}, (4.3.8)

ou M; > 0 et My > 0 sont des certaines constantes.
Par

I<e< ———
S o@n-1)

et (4.3.8), on déduit immédiatement que
1 M
exp 55 (a12,0)r p < Myr'™2. (4.3.9)

Comme 0 (ayz,0) > 0, alors (4.3.9) est une contradiction.

b) Quand 0 (a;z,6) < 0 et 6 (azz,0) > 0, en utilisant un raisonnement analogue a celui fait

précédemment, on peut aussi obtenir une contradiction.
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Cas 2 : Supposons que arg a; # 7, arg a; = arg as et |as| > nay|, c’est-a-dire 0y # 7, 6, = 0

et |as| > nlay.

D’apres le Lemme 2.2.3, pour ¢ défini ci-dessus, il existe un rayon argz = 6 tel que 6 €

(—Z,5)\ (E1 U Eg U Ex) et 6 (a12,0) > 0.

Etant donné |as| > n |ay| et n > 2, alors |ag| > |as|, donc
d (azz,0) > 0 (a12,0) > 0.
Pour r suffisamment grand, d’aprés le Lemme 2.2.2, on a donc

A3 | > exp {(1 — &) nd (as2,0) 7},

|ATe" | < exp{(1+¢)nd(a1z,0)r},
|A’f*pe(”’p)alz‘ <exp{(l+e)(n—1)6(a12,0)r},p=1,...,n—1,

|ABeP?®| <exp{(1+¢)(n—1)0(azz,0)r},p=1,...,n—1.

Par (4.3.1), (4.3.2), (4.3.7) et (4.3.10)-(4.3.13), on obtient

exp {(1 —e)nd (azz,8)r} < |Aje"*?|

n—

1
A 4 3 OB ATl | Agerea
p=1

!/

f_/l
f

S

< T2(0'71+€) + MTU*PFE + exp {(1 + 6) no (@127 9) T}

<

+1Q ()]

+2"exp{(1+¢e)(n—1)d(ar12,0)r}exp{(1+¢)(n—1)0 (azz,0)r}

< M2 exp {(1 +¢)nd (a12,0) ryexp{(14+¢)(n —1)0 (azz,0) r}.
Par conséquent, d’apres (4.3.14), on obtient

exp {ar} < MMz

a=[1-e(2n—1)]0(azz,0) — (1 +¢)nd(a1z,0).

(4.3.10)

(4.3.11)

(4.3.12)

(4.3.13)

(4.3.14)

(4.3.15)
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Comme
|a2| —n |a1|

O<e<
2[(2n — 1) |ag| + naq|]

, 01 =05 et cos (6 +6) >0,

alors
a=[1—-ec(2n—1)]|az|cos (02 +68) — (1 +¢)nlas|cos(6; +0)

= {laz| — nla1| —e[(2n — 1) |az| + n|a;|]} cos (61 + 0)
|az| — n|ai]

cos (61 +6) > 0.

Ainsi (4.3.15) est une contradiction.
Cas 3 : Supposons que a; < 0 et arga; # argas, c’est-a-dire 01 = 7 et 0y # 7.

D’aprés le Lemme 2.2.3, pour ¢ défini ci-dessus, il existe un rayon argz = 6 tel que 6 €
(—g, %) \ (El U Fg U E7) et & (CLQZ,Q) > 0.

Puisque cos# > 0, on sait que
0 (a12,0) = |ay|cos (01 + 0) = — |ay| cos 6 < 0.

Pour r suffisamment grand, on obtient par le Lemme 2.2.2

|AZe™?*| > exp {(1 — &) nd (azz,0) 1}, (4.3.16)

|ATe™™? < exp{(1l —¢)nd (a12,0)r} <1, (4.3.17)

}A?_pe(”_p)“lz’ <exp{(1—¢)(n—p)o(amz,0)r}<1l,p=1,...,n—1, (4.3.18)
|AbeP®??| < exp{(1+¢e)(n—1)d(azz,0)r},p=1,....,n— 1. (4.3.19)

En utilisant le méme raisonnement du cas 1 (a), on peut obtenir une contradiction.

Cas 4 : Supposons que —1 (Jas| —m) < a; < 0, |as| > m et arga; = argay, cest-a-dire

01 =05 =7 et |a1]| < L (|ag| —m), donc |ag| > nlay| + m, ainsi |as| > n|ay].

D’aprés le Lemme 2.2.3, pour ¢ défini ci-dessus, il existe un rayon argz = 6 tel que 6 €
(Z,%5) \ (E\ U Eg U Ex), alors cosf < 0,

27 2

d(arz,0) = |ay| cos (61 +6) = —|az| cosf > 0
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et
0 (azz,0) = |ag| cos (A2 + 0) = — |az| cos 6 > 0.
Etant donné |as| > n|ai| et n > 2, alors |ag| > |a1|, donc
d (azz,0) > d(a12,0) > 0,
pour r suffisamment grand, les relations (4.3.10)-(4.3.13) sont vérifiées.
Pour 6 € (7—5, 37”), on a donc
Q (e7%)| < Memmm e’ (4.3.20)
Par (4.3.1), (4.3.2), (4.3.10)-(4.3.13) et (4.3.20), on en déduit que
exp{(1 — &) nod (agz,0) r} < |A7e™*??|
f// f/ n—1
<=+ |Q (e79) ||| + |ATe™ | + Z Cc? ‘A?fpe("_p)“ﬂ | A ePa2?|
7 7 2
L rAotre) o pppo—iteemmreost L oxn {(1+ €) nd (ar2,0) 7}
+2%exp{(1+¢)(n—1)6(a12,0)r}exp{(1+¢)(n—1)d(azz,0)r}
< Myr™2 e exp {(1 4 €) nd (ar2,0) 1}
xexp{(l+¢)(n—1)0(agz,0)r}. (4.3.21)
Par conséquent, d’apres (4.3.21), on obtient immédiatement que
exp {pr} < Myr'2, (4.3.22)

ou
B=1[1—-e2n—1)]6(azz,0) — (1 +¢)nd (a1z,6) +mcosb.

Comme |az| — nay| —m > 0, alors
2[(2n — 1) |as| + nla1]] > |az] — nlas| — m > 0.

Par conséquent,
|az| — nlai| —m

<1
2[(2n — 1) [az| + nai]

Ensuite, en choisissant
|as| — nai[ —m
2[(2n — 1) |as| +n |as]’

O<e<
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et comme 01 = 0, = 7w et cosf < 0, alors
B =—cosb{|as| —nlar] —m —e[(2n — 1) |as| + n|a1|]}

1
>3 [laz| — n|a1| — m]cos@ > 0.

Et, par suite, (4.3.22) est une contradiction. On conclut de la preuve ci-dessus que o (f) =

—+00.

Deuxiéme étape : Montrons que o5 (f) = 1. Par
max {0 [Q (e7%)] , o [(A1e™" + Axe™*)"]} =1

et d’aprés le Lemme 2.2.4, on obtient o5 (f) < 1.
D’apres le Lemme 2.2.5, on sait qu'il existe un ensemble Eg C (1,+00) de mesure logarith-
mique finie et une constante B > 0 telle que pour tout z satisfaisant |z| = ¢ [0,1] U Eg, on

a

f(j)(z)
bE
Cas 1: 0, # met 01 # 05. Dans la premiére étape, on a prouvé qu’il existe un rayon arg z = 6
oud e (—%,2)\ (E1U Eg U Ey) satisfaisant

<B[TEr AP (j=1,2). (4.3.23)

d(a1z,0) > 0,6 (azz,0) < 0oud(a1z,0) < 0,6 (axz,6) > 0.

a) Quand 9§ (a;z,0) > 0 et 0 (azz,0) < 0, pour r suffisamment grand, les relations (4.3.3)-
(4.3.7) sont vérifiées.
Par (4.3.1), (4.3.3)-(4.3.7) et (4.3.23), on peut obtenir

exp{(1 —¢)nd (a1z,0) r} < |ATe™?|

n—1

< + ‘Q (e_z)} 'f? + |A;L€TL(Z2Z| + Z Cg ‘A?*pe(n—p)alﬂ |A12)6pa22|
p=1

f_//
f

< B[T 2r, /)] + MB[T (2r, )]? + 2" exp{(1+¢) (n —1)6 (a12,0) r}

< Myexp{(1+¢)(n—1)d(arz,0)r} [T (2r, ). (4.3.24)

Par

I<e<< ——
S 9n-1)
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et (4.3.24), on a donc
1
exp {55 (a12,0) 7‘} <M [T (2r, ). (4.3.25)

Par § (a1z,0) > 0 et (4.3.25), on déduit que o (f) > 1, dot o5 (f) = 1.

b) Quand ¢ (a;z,0) < 0 et ¢ (azz,0) > 0, en utilisant un raisonnement analogue a celui fait

précédemment, on peut aussi obtenir oo (f) = 1.

Cas 2 : 01 # 7, 01 = 05 et |az| > nla;|. Dans la premiére étape, on a prouvé qu’il existe un
rayon argz =0 ou § € (—%,%) \ (E1 U Eg U E7) satisfaisant
d (agz,0) > d(ay2,0) > 0,
et pour r suffisamment grand, les relations (4.3.7) et (4.3.10)-(4.3.13) sont vérifiées.
Par (4.3.1), (4.3.7), (4.3.10)-(4.3.13) et (4.3.23), on obtient

exp {ar} < M, [T (2, f)]°, (4.3.26)

a=[1-e2n—1)]0(azz,0) — (1 +¢)nd(arz,6) > 0.

Par a > 0 et (4.3.26), on déduit que o5 (f) > 1, dou o5 (f) = 1.
Cas 3 : a; < 0 et #; # 6. Dans la premiére étape, on a prouvé qu’il existe un rayon arg z = 6
oufe (—%,2)\ (E1U Es U Er) satisfaisant

d(azz,0) > 0et d(ar2,6) <0,

et pour r suffisamment grand, les relations (4.3.16)-(4.3.19) sont vérifiées. En utilisant le

méme raisonnement du cas 1 (a) de la deuxiéme étape, on peut obtenir o5 (f) = 1.

Cas 4 : —% (laz| —m) < a3 < 0, |ag| > m et 6; = O5. Dans la premiére étape, on a prouvé
qu’il existe un rayon argz = 6 ot 6 € (Z,%) \ (Ey U Eg U E;) satisfaisant
d (azz,0) > d(a12,0) > 0,
et pour r suffisamment grand, les relations (4.3.10)-(4.3.13) sont vérifiées.
Par (4.3.1), (4.3.10)-(4.3.13), (4.3.20) et (4.3.23), on obtient

exp{Br} < My [T (2r, f)]?, (4.3.27)
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ou
B=[1—-e2n—1)]6(azz,0) — (1 +¢)nd(a1z,6)+mcosb > 0.

Par 5 > 0 et (4.3.27), on trouve o5 (f) > 1, d’'ou o5 (f) = 1. En concluant de la preuve

ci-dessus, on obtient ainsi o9 (f) = 1. La preuve du Théoréme 4.1.1 est achevée.

Exemple 4.3.1 Considérons I’équation différentielle
F 4 (463 —die ™ — 1) f' + (i +2¢7%)" f =0, (4.3.28)

ouQ(z)=—-42~diz—1,a1=1,a,=—1, A (2) =i et Ay (2) = 2.
Evidemment, les conditions du Théoréme 4.1.1 (1) sont satisfaites. La fonction entiére f (z) =

e® d’ordre o (f) = +oo et d’hyper-ordre oo (f) = 1 est une solution de l’équation (4.3.28).

Exemple 4.3.2 Considérons l’équation différentielle
- o 2 1.\3
it (—86_2Z _12eiFer —1 - 6el?> o (613652 n 26_§Z) F=o0, (4.3.29)

ot Q(z) = =822 —12¢'52 — 1 — 66’5, ay = 2oap =3 Ai(2) =€'5 et Ay (2) = 2.

Evidemment, les conditions du Théoréme 4.1.1 (1) sont satisfaites. La fonction entiére f (z) =

e d’ordre o (f) = +o0 et d’hyper-ordre o5 (f) = 1 est une solution de l’équation (4.3.29).
Exemple 4.3.3 Considérons l’équation différentielle
s - 37 -7 4
"+ <—6_3Z —defie™ — Gie " — 1 — 46137> f+ <e_%z + ezzeéz> f=0, (4.3.30)

OaQ(z):—23—46%2’2—6@2—1—4&3{7 alz%l’ G/QZ%’ Al (Z):l etAQ(Z):ei%,

Evidemment, les conditions du Théoréme 4.1.1 (3) sont satisfaites. La fonction entiére f (z) =

e® d’ordre o (f) = 400 et d’hyper-ordre oo (f) =1 est une solution de l’équation (4.3.30).

4.4 Preuve du Théoréme 4.1.2

Montrons que

Mf=9)=Af-p)=0(f) =+o0
et

Ao (f=@)=Xa(f—¢)=02(f) =1.

Tout d’abord, Posons w = f — ¢. Etant donné o (¢) < 0o, alors on a
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De (4.1.1), on a donc
W'+ Q (e77) W + (A1e™* + Are™*)"w = H, (4.4.1)

ou
H=—[g"+Q(e7) ¢ + (A1e"” + Ape™)" ] .

Montrons maintenant que H # 0. En effet, si H = 0, alors
QD” + Q (e—z) S0/ + (Alemz + A2€a2z)n © = 0. (442>

Ainsi ¢ est une solution de 1’équation (4.1.1) d’ordre o (¢) = oo par le Théoréme 4.1.1, c’est
une contradiction.

Etant donné o (f) = o0, 0 (¢) < o0 et oo (f) = 1, on obtient

or(w) =02(f—p)=02(f) =1.

D’apres le Lemme 3.2.6 et le Lemme 4.2.1, on a

et
A2 (w) = Ae (W) = 09(w) = 02 (f) = 1,
AMf=@)=A(f-p)=0(f) = +o0
et

X2(f—90):/\2(f—<ﬂ):02(f):1‘

4.5 Preuve du Théoréme 4.1.3

Supposons que f Z 0 est une solution de I’équation différentielle (4.1.1), donc o (f) = +o0
par le Théoréme 4.1.1.

Etant donné o () < 1, alors d’aprés le Théoréme 4.1.2, on a
Af =) = +oo.

Montrons maintenant que A (f' — ¢) = oo. Posons
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donc
o(g)=0(f)=0(f) =0
Posons aussi
B(2) = Q(e7%) et R(2) = Aje™* + Ape,
alors

B'(z) = —e7Q (e77) et R = (A] + a1 4y) €™ + (A} + ap Ay) €%,

En dérivant les deux membres de ’équation différentielle (4.1.1), on trouve

f"+Bf'+[B+Rf +nRR"f=0. (4.5.1)
La relation (4.1.1) donne
f= a4+ BS. (152)
En substituant (4.5.2) dans (4.5.1), on a
"+ (B — n%) I+ [B’ + R" — nB%/ f'=o. (4.5.3)

En substituant f' =g, + ¢, " =91+ ¢, " = g{ + ¢ dans (4.5.3), on a donc

91 + Ergy + Eogr = E, (4.5.4)
ou ™ J
ElzB—nE, EOZBI—FRn—TLBE,
R R
E=—-<¢"+|B-n—|¢ + |B +R*"—nB— :
R R G 1l
Montrons maintenant que E # 0. En effet, si F = 0, alors on obtient
(p// (p/
"R+ [BR—-nR])+ B'R—nBR + R"™ =0. (4.5.5)
¥ ¥

. . 1 / . , " /
Evidemment %, % sont des fonctions méromorphes avec o (%) <l1l,0 <%) < 1.

On peut écrire (4.5.5) sous la forme

k=0

=0 p=1

_’_A;H-le(n—i-l)alz + Ag+1€(n+1)a22 — 07 (456)

ou fr (k=0,1,....m) et hy (I=0,1,...,m) sont des fonctions méromorphes avec o (fy) < 1
et o (hl) < 1.
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Posons I ={a; — k (k=0, 1,...., m), a2 =1l ({ =0, 1,...., m), (n+1—p)a; +pas (p =1, 2,...,
n), (n+1)ay, (n+1)as}.

Par les conditions du Théoreme 4.1.1, il est clair que (n 4+ 1) a; # a1, (n + 1) ag, (n + 1 — p) ay+
pasy (p=1, 2,..., n).

(1) Si(n+1)a; #a;—k (k=1,...m), as — 1 (Il =0,1,...,m), alors on écrit (4.5.6) sous la
forme
A711+1€(n+1)a12 + Z Oé/@@ﬁz _ 07
BeT

oul'y CI\{(n+1)ai} et ag (B € I'1) sont des fonctions méromorphes avec o (ag) < 1.

D’aprés le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A; = 0, c’est une contradiction.

(i) Si(n+1)ag =~vouy ef{ai—k(k=1,....m),as—1 (I =0,1,...,m)}, alors (n + 1) as # 8
pour tout 5 € I\ {(n+1)as}.

Par conséquent, on écrit (4.5.6) sous la forme

AgL—O—le(n—l—l)agz + Z 065662 _ O,
Bels

oul's CI\{(n+1)as} et ag (B € I'z) sont des fonctions méromorphes avec o (ag) < 1.
D’aprés le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A = 0, c’est une contradiction. Ainsi,
E # 0 est prouvée.

On sait que les fonctions E,, Fy et E sont d’ordre fini. Par le Lemme 3.2.6 et (4.5.4), on a

Xg1) =A(f" =) = 0.

Montrons maintenant que X (f” — ¢) = co. Posons

donc
0(g2) =0 (") =0 (f) = o0.

En dérivant les deux membres de 'équation (4.1.1), on peut obtenir

f(4) —l—Bf”’—l— <2Bl —i—Rn) f// + (B//_'_QnR/Rnfl) f/

+n [R"R" '+ (n—1)R*R"7?] f =0. (4.5.7)
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En combinant (4.5.2) avec (4.5.7), on trouve

R// R/2
f@O 4+ Bf" + <2B’ + R —n— —n(n—1) —) i

R2
R R/2
+ (B” +2nR' R — an —n(n—1) Bﬁ) f=0. (4.5.8)
Montrons que
R/
Supposons que
/! n R/
ainsi
B'R+ R"™' —nBR =0. (4.5.9)

En utilisant (4.5.9) et un raisonnement analogue a celui fait précédemment, on peut obtenir

une contradiction. Posons

Y (2) = BR+ R""' —nBR/, (4.5.10)

S =2B'R*+ R"™ —nR'R—n(n—1)R? (4.5.11)

Sy = B"R>+ 2nR'R"** —nBR"R —n(n — 1) BR"?, (4.5.12)
Sy = BR—nR' (4.5.13)

Par (4.5.3), (4.5.10) et (4.5.13), on obtient

. _% { Fan % f”} | (4.5.14)
Et par (4.5.14), (4.5.11), (4.5.12) et (4.5.8), on obtient aussi
om {B _ %2(2)} Fn {% _ Rfjp%;)} =0 (4.5.15)
En substituant f” = gy + ¢, " = gh + ¢, f* = g + ¢ dans (4.5.15), on obtient donc
95 + Higs + Hogo = H, (4.5.16)
ou
S Sh S953

H =B -

R TR R ()
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On peut obtenir

, Hy = (4.5.17)

ou
Li(z) = BBR* + BR""> —nB’R'R — B"R* — 2nR'R"**

+nBR'"R+n(n—1) BR?, (4.5.18)
Lo (2) =2B”R*> 4+ 3B'R""* - 2nB'BR'R + R*"" — 3nBR'R"™*
—nB'R'R—nR'R"' —n(n—1)B'R?+ (n’ +n) R’R" — B"BR?

+nB?’R'R+n(n—1) B> R”? + nB"R'R. (4.5.19)
Par conséquent
—H 1 WN S0/ )
= —RY(2)+ —L1(2)+ Lo (2) ), 4.5.20
H e (EmE+ Sne e (4.5.20)
Ry (2) = BR* + R"** —nBR'R. (4.5.21)

Montrons que —H # 0. En effet, si —H = 0, alors % = 0. Ainsi, (4.5.20) nous donne

/1

/
Z R (2) + 2Ly (2) + Lo () = 0. (4.5.22)
¥ ¥
Evidemment, %/ et % sont des fonctions méromorphes avec o (%) <1l,0 (%) < 1.

Par (4.5.18), (4.5.19) et (4.5.21), on peut écrire (4.5.22) sous la forme

2n+1
2n+2 (2n+2)a;z 2n+2 (2n+2)azz p 2n+2—p 2p_[(2n+2—p)ai+paz]z
A" e + A" e + Con 2 Ase
p=1
+ § : fopel@Plartpaa=hlz 4 E : hy pelTt2Plartpaa—hlz — o (4.5.23)
0<p<2 0<p<n+2
0<k<2m 0<k<m

ot fore (0<p<2,0<k<2m) et hyr (0<p<n+2,0<k<m)sont des fonctions méro-
morphes avec o (fpr) <1 et o (h,x) < 1.

Posons J ={(2n+2) a1, (2n+2)as, 2n+2—p)a; +pay (p=1,2,...,2n+ 1), (2—p)a, +
pas—k (p=0,1,2;k=0,..,2m), (n+2—play+pas—k (p=0,1, ... n+2; k=0, 1,
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Par les conditions du Théoréeme 4.1.3, il est clair que (2n + 2) a1 # (2n 4+ 2) az, (2n + 2 — p) a1+
pas (p =1, 2,..., 2n+ 1), 2a1, (n+2)ay et 2n+2)as # (2n+2) a1, (2n+ 2 —p)ay + pas
(p=1,2,...,2n+ 1), 2ay, (n + 2) as.

(1) Par les conditions du Théoréme 4.1.3 (i), on obtient (2n+2)a; # [ pour tout [ €
J\ {(2n + 2) a,}, ainsi on écrit (4.5.23) sous la forme

A%n+2e(2n+2)a1z + Z 045652 =0,
Belry

oul'y CJ\{(2n+2)a,} et ag (6 € I'1) sont des fonctions méromorphes avec o (ag) < 1.

D’apreés le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A; = 0, ¢’est une contradiction.

(2) Par les conditions du Théoreme 4.1.3 (i7), on obtient (2n + 2)ay # [ pour tout 3 €
J\{(2n + 2) as}, ainsi on écrit (4.5.23) sous la forme

Agn—&-?e(?n—k?)azz + Z Ofﬁeﬁz =0,
Bels

oul's CJ\{(2n+2)as} et ag (6 € I'y) sont des fonctions méromorphes avec o (ag) < 1.
D’aprés le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A = 0, c’est une contradiction. Ainsi,
H # 0 est prouvée. On sait que les fonctions Hy, Hy et H sont d’ordre fini. Par le Lemme
3.2.6 et (4.5.16), on a

Ag2) = A(f" = ) = o0.

La preuve du Théoréme 4.1.3 est achevée.

4.6 Preuve du Corollaire 4.1.1

En utilisant le méme raisonnement du Théoréme 4.1.3, on peut obtenir le Corollaire 4.1.1.



Chapitre 5

Croissance des solutions des équations
différentielles linéaires non homogénes
a coeflicients fonctions entiéres de
méme ordre

5.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, on va étudier le probléme de la croissance et 'oscillation des solutions
de certaines équations différentielles linéaires non homogénes d’ordre supérieur a coefficients

fonctions entiéres d’ordre fini.

Dans ([45]), Wang et Laine ont étudié la croissance des solutions des équations différentielles

linéaires non homogenes d’ordre supérieur et ils ont obtenu le résultat suivant.

Théoréme A (voir [45]) Supposons que A; (z) = hj () efi® (j=0,1,...k—1) ot P;(2) =
ajn2" + ...+ ajo (j = 0,1,....k — 1) sont des polynomes de degré n > 1 et h;(z)(#0)
(7 =0,1,..,k—1), H(2)(#0) sont des fonctions entiéres d’ordre inférieur & n. Si aj,
(j=0,1,....k—1) sont des nombres complexes distincts, alors toute solution f de l’équation
différentielle

O A () Y 4 A () 4+ A (2) f=H(2)

est d’ordre infini.

Plus tard, dans ([40]), Peng et Chen ont étudié l'ordre et I’hyper-ordre des solutions de

certaines équations différentielles linéaires d’ordre deux (voir [Théoréme A, chapitre 2]).
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Le but principal de ce chapitre est d’étendre et d’améliorer le Théoréme A de Wang et
Laine et le Théoréme de Peng et Chen (voir [Théoréme A, chapitre 2]) & certaines équations

différentielles linéaires d’ordre supérieur. En effet, on va montrer les résultats suivants.

Théoréme 5.1.1 (voir [3]) Soient k > 2 un entier, [; CN (j =0,1,...,k—1) des ensembles

k-1
finis tels que [; N L, =0 (j # m) et I = U_fj. Supposons que B; = ZAZBPZ'(Z) (j =
=0 icl,

0,1,....k—1) ou A; (2) (£ 0) (i € I) sont des fonctions entiéres avec max {o (A;),1 € I} <n,
Pi(2) = ainz" + ... + ay (i € I) sont des polynomes de degré n > 1 et F (z) (£ 0) est une
fonction entiére avec o (F) < n. Si a;, (i € 1) sont des nombres complezes distincts, alors

toute solution f de l’équation différentielle
f® 4B f* Y4 4+ BfO+ 4B f +Byf=F (5.1.1)
vérifie o (f) = +o0.

Théoréme 5.1.2 (voir [5]) Sous les hypothéses du Théoréme 5.1.1, supposons en outre que
¢ (2) (Z 0) est une fonction entiére d’ordre fini, alors toute solution f # 0 de (5.1.1) satisfait

AMf=@)=A(f—) =0(f) = +oo.

5.2 Lemmes Préliminaires

On utilise le Lemme 2.2.2 (voir [chapitre 2]), le Lemme 3.2.6 (voir [chapitre 3]) et les lemmes

suivants pour les démonstrations de nos résultats.

Lemme 5.2.1 (voir [16]) Soient Py, Ps, ...,P, (n > 1) des polynémes non constants de

degrés, dy, dy, ..., d,, respectivement, tels que deg (P, — P;) = max{d,;,d;} pour i # j.

Posons A(2) = 3" B; (2) efi®, o B; (2) (£ 0) sont des fonctions entiéres avec o (B;) < d;.
j=1

Alors 0 (A) =max{dj : j =1,...,n}.

Lemme 5.2.2 (voir [18]) Soit f une fonction méromorphe transcendante avec o (f) = o <
+00. Soient € > 0 une constante donnée et k, j des entiers positifs satisfaisant k > j > 0.
Alors, on a
(i) Il existe un ensemble Ey C (1,+00) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z
satisfaisant |z| ¢ E1 U [0,1], on a

f¥ (2)

(k—j)(c—1+¢)
)| < E . (5.2.1)
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(i1) Il existe un ensemble E5 C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si 6 € [0,2m)\ E2, alors
il existe une constante R = R (0) > 0 telle que (5.2.1) soit vérifiée pour tout z satisfaisant

argz =0 et |z] > R.

Lemme 5.2.3 (voir [{5]) Soient f (z) une fonction entiére et p > 0 une constante. Suppo-

sSons que

log" [ f®) (2)]
a |2|”

est mon bornée sur un certain rayon argz = 6. Alors il exviste une suite infinie de points

G(2): (5.2.2)

2y =rpe? (n=1,2,...), o r, — +oo, telle que G (2,) — oo et

f(j) (2n) 1

h—j . B

quand n — +00.

Lemme 5.2.4 (voir [{5]) Soit f (z) une fonction entiére avec o (f) = o < +00. Supposons
qu’il eziste un ensemble E3 C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que log™ ! f (rew)‘ < MrP
pour tout rayon argz = 0 € [0,27) \ E3, ou M est une constante positive dépendante de 0,

tandis que p est une constante positive indépendante de 0. Alors o (f) < p.

5.3 Preuve du Théoréme 5.1.1

Tout d’abord, montrons que toute solution f de I’équation différentielle (5.1.1) satisfait
o (f) = n. Supposons que o (f) < n.
L’équation différentielle (5.1.1) devient

D AFEIE YA 1Y A fe ) = F — f ), (5.3.1)
1€l _1 i€l i€lp

Puisque a;;, (i € I) sont des nombres complexes distincts, en appliquant le Lemme 5.2.1 pour

la relation (5.3.1), on a ainsi

n=o Z A feDeh® g ZAifePi(z)f =o{F - f(k)} <n,
i€l _1 iclp
c’est une contradiction.
Par conséquent, o (f) > n. Donc f est une solution transcendante de I’équation différentielle
(5.1.1).
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Montrons maintenant que o (f) = +00. Supposons que o (f) = 0 < +00.

Etant donné que o (F') < n, alors pour tout ¢ donné,
0 <2 <min{l,n—0o(F)},
et pour r suffisamment grand, on a donc
|F (2)] < exp {r7t¥e} (5.3.2)

D’aprés le Lemme 2.2.2, il existe un ensemble E C [0,27) de mesure linéaire nulle, si § €
[0,27) \ E alors 0 (P;,0) # 0 pour tout i € I et 6 (P;,0) # 6 (P, 0) pour tout ¢, m avec m < i
(i,m e I).
Si z = re et r est assez grand, alors A; (2) e7(*) satisfait (2.2.4) ou (2.2.5).
D’apres le Lemme 5.2.2; il existe un ensemble Fy C [0,27) de mesure linéaire nulle, si 6 €
[0,27) \ E» alors il existe une constante R = R (f) > 1 telle que pour tout z satisfaisant
argz =0 et |z| > R, on a
U (2)
f@(2)

Puisque a;, (i € I) sont des nombres complexes distincts, alors pour tout 6 fixé ou 6 €

<z, 0<i<j <k (5.3.3)

[0,27) \ (E' U E,) il existe exactement un seul s € I tel que
0 (Ps,0) =0 =max{d(P;,0),i €I}

et il existe [ € {0,1,...,k — 1} tel que s € 1.
Posons

01 =max {0 (P,0):i#s,i€l},
alors 6, < 0 et 0 # 0.

Discutons maintenant deux cas séparément.

Cas 1 : Supposons que 6 > 0. D’aprés le Lemme 2.2.2, pour tout € donné avec

0<2€<min{5_651,n—0(F)},

on obtient
1A, (2) ePS(z)‘ >exp{(l—¢)dr"}, s eI, (5.3.4)

|A; (2) ePZ’(Z)| <exp{(1+¢)dr"} (5.3.5)
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pour @ # s et pour r suffisamment grand.

Montrons maintenant que
log" | f® (2)] /|27

est bornée sur le rayon arg z = 6.

Supposons que
log™ | £ (2)] / |27

est non bornée sur le rayon arg z = 6.

Donc, d’aprés le Lemme 5.2.3, il existe une suite de points 2, = 7,,¢ telle que r,, — 400 et

logt | F® (2,
= rg”*(j ) — 100, (5.3.6)
9 (z,) 1 Lo

Des relations (5.3.2) et (5.3.6), on obtient,

‘f ¥ ’ =0 (5.3.8)

quand m — +o0.

De (5.1.1), on déduit immédiatement que

f®

AsPS(Zm)\‘
[Ae™ < |

| 32 e[|

i€l _1

fl—l—l )
oD Aelilm) ‘—) +

€141 i€l iFs
U (2m) f' (zm)
AyePin) ‘f w4 3 Al m ’
ie;l f@® (Zm) ; fo (%m)
F (2m)
ZA ei(zm) ' f () ‘ + ‘ . (5.3.9)
70 Cnd | 70 o)
En substituant (5.3.3)-(5.3.5), (5.3.7) et (5.3.8) dans (5.3.9), on a donc
exp{(1—¢)dr™} < Myexp {(1+¢)dr™ )}t (5.3.10)

ou My > 0 et M; > 0 sont des certaines constantes.
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Par 0 < e < % et (5.3.10), on peut obtenir

5 —6,)°
exp {%7{;} < Mor),

c’est une contradiction.

Par conséquent,
log™ | £ (2)] /2|7

est bornée, et par suite on a

|fO(2)| < Mexp {770}

sur le rayon arg z = 6.

Par le méme raisonnement du Lemme 3.1 dans ([33]), on conclut immédiatement que
IF () < @+o@)r'|fO ()] < (1+0(1) Mr'exp {r)*<}
< Mexp {rot)+2}

sur le rayon arg z = 6.

Cas 2 : Supposons maintenant que § < 0.

De I'équation différentielle (5.1.1), on obtient

B fU=1) f f F
D’aprés le Lemme 2.2.2, pour tout € donné avec
0<2 <min{l,n—o(F)},
on a
|A; (2) ePi(z)’ <exp{(l—¢g)or},iel (5.3.12)

pour r suffisamment grand.

Montrons maintenant que
log" |/ (2)] / |7

est bornée sur le rayon arg z = 6.

Supposons que
log™ | £ (2)] / |7
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est non bornée sur le rayon arg z = 6.

Donc, d’aprés le Lemme 5.2.3, il existe une suite de points z,, = e telle que r,, — 400 et

log™* [ ™ (2m)]

o(F)+e - +OO7 (5313)
T'm
F9 (zm) e
G| S oy Er e =0,k =1). (5.3.14)
Des relations (5.3.2) et (5.3.13), on a
Zm
FE (z) — 0 (5.3.15)

quand m — +o00.
En substituant (5.3.12), (5.3.14) et (5.3.15) dans (5.3.11), on obtient

<D Al ‘f(k) ‘+ Y Al

e

i€l _1 i€l
(2m) [ (zm) F (2n)
e FoieniMdverey
< Myexp {(1 —¢)ér" } rMs, (5.3.16)

ou My > 0 et M3 > 0 sont des certaines constantes.
Comme § < 0, on a
Myexp{(1—¢e)ér"}rMs -0

quand r,, — 40o0.
De (5.3.16), on trouve 1 < 0 quand r,, — +00, c’est une contradiction.

Par conséquent, on a
|f(k) (z)l < Mexp {TJ(F)—i-a}
sur le rayon arg z = 6. Ceci implique

| (2)] < Mexp {r7)>} (5.3.17)

Par conséquent, pour tout # donné ou 6 € [0,27) \ (F U E»), on a obtenu la relation (5.3.17)
sur le rayon arg z = 6 pour r assez grand.

Alors, d’apreés le Lemme 5.2.4, on a
o(f) <o(F)+ 2 <n,

c’est une contradiction. Ainsi, toute solution transcendante f de (5.1.1) est d’ordre infini.
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5.4 Preuve du Théoréme 5.1.2

Supposons que f est une solution de I’équation (5.1.1). Alors, d’apres le Théoréme 5.1.1, on
ao(f)=+oo.

Posons

En utilisant f = g + ¢ dans I’équation différentielle (5.1.1), on obtient
g% + By_1g% VY + ..+ B¢ + Byg = D, (5.4.1)

ou
D=F—[o®™ + By_1p% D + .+ By + Byl .

Montrons que D # 0. En effet, si D = 0, alors
"™ + By_19" Y + .+ Big/ + Bop = F.

Ainsi o (p) = +00, c’est une contradiction. Par conséquent D # 0.
On sait que les fonctions B; (j =0, ...,k — 1) et D sont d’ordre fini. Par le Lemme 3.2.6 et
(5.4.1), on déduit

Par conséquent,
Mf=9)=A(f =) =0a(f) = +oo,

ce qui achéve la démonstration.



Chapitre 6

Croissance des solutions des équations
différentielles linéaires d’ordre
supérieur a coeflicients fonctions
entiéres

6.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, nous étudions la croissance et 'oscillation des solutions entiéres de certaines
équations différentielles linéaires d’ordre supérieur a coefficients fonctions entiéres. Sous cer-
taines conditions, nous prouvons que toute solution non triviale f de ces équations est d’ordre
infini. Ensuite, nous obtenons une estimation de ’hyper-ordre. Enfin, nous donnons une es-
timation de 1’exposant de convergence des zéros distincts des fonctions f() — o (j = 0,1,2),
ol ¢ (# 0) est une fonction entiére d’ordre o () < 1, tandis que la solution f de I’équation
différentielle est d’ordre infini. Nos résultats généralisent les résultats précédents dus a Chen,

Peng et Chen et autres.

En 2002, Chen ([12]) a étudié le probléme de croissance des solutions de certaines équations
différentielles linéaires d’ordre deux a coefficients fonctions entiéres de méme ordre 1 et il a

obtenu le résulat suivant.

Théoréme A ([12]) Soient A; (2) (#0) (j = 1,2) des fonctions entiéres avec o (A;) < 1, a,
b des nombres complexes tels que ab # 0 et a # b. Alors toute solution f # 0 de I’équation
différentielle

fr+ A (2) e f + Ay (2) e f =0
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est d’ordre infini.

Dans ([40]), Peng et Chen ont étudié I'ordre et I’hyper-ordre des solutions de certaines équa-
tions différentielles linéaires d’ordre deux et ils ont prouvé que toute solution non triviale de

ces équations est d’ordre infini et d’hyper-ordre est égal a 1 (voir [Théoréme A, chapitre 2]).

Récemment, dans ([22]), les auteurs étendent et améliorent les résultats du Théoréme A de
Peng et Chen & certaines équations différentielles linéaires d’ordre supérieur & coefficients

fonctions entiéres (voir [Théoreme 2.1.1, chapitre 2]).

Dans ce chapitre, nous continuons la recherche dans ce type de problémes, le but principal
de ce chapitre est d’étendre et d’améliorer les résultats du Théoréme A de Peng et Chen et
du Théoréeme 2.1.1 a certaines équations différentielles linéaires d’ordre supérieur. En effet,

nous allons démontrer les résultats suivants.

Théoréme 6.1.1 (voir [23]) Soient k > 2 un entier positif, A; (z) (#0) (j =1,2) et B; (2)
(#0), Dj(2) (£0) (j=1,....k — 1) des fonctions entiéres avec

max{c(4;)(j=1,2),0(B;)(j=1,...k—=1),0(D;)(j=1,...k—1)} <1,

ai, ay des nombres complexes tels que ajas # 0, a1 # ag, dj # 0 (j=1,...,k—1) des
nombres complexes et b; (j =1,....,k — 1) des nombres réels tels que b; < 0. Supposons qu’il
existe aj, B; (j=1,...,k—=1) ou 0 <a; <1,0<B; <1 etd; = aja + [;a. Posons o =
max{a;:j=1,...,k—1}, f = max{ﬁj cj=1,..k— 1} etb=min{b;:j=1,...,k—1}.
Si

(1) arga; # m et arga; # argas ; ou

(2) arga; # w, argay = argay et (i) |as| > 1“11}3 ou (it) las] < (1 — a)laq|; ou
(3) a1 <0 et arga; # argas ; ou

(4) (i) (1—=pB)ag—b<a; <0, a2<ﬁ ou (ii) a1 < 222 et ay <0,
alors toute solution f (% 0) de l’équation différentielle

k—1
F® 4 " (Bjeh™ + Dje*) fO) 4 (A1e™* + Ape™*) f =0 (6.1.1)

J=1

vérifie o (f) = +oo et o2 (f) = 1.

Posons
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I ={2a4, 2as, a1 + ag, ay, ag, a; + by, as + by, a1 +d;, as +d; (i =1,...,k—1)},

I, ={2ay, 2as, a1 + as, a1 + by, as + by, ay + dy, as +dy },

I3 ={3a4, 3as, 2a1 + az, a1 + 2as, 2ay, 2as, ay + az, a1 + by, az + by, ay +dy, as +dy, 2a; +b;,
2ay + by, 2a1 + di, 2a3 + d;, ay + az + by, a1 + az +d;, ay + by + by, ag + by + by, a1 + dy + d,
as+di+d;, a1+by+d;, as+bi+d; (i =1,.. k—1),a1+dy +b;, as+dy +b; (1 =2,....k—1)}.
Théoréme 6.1.2 (voir [23]) Sous les hypothéses du Théoréme 6.1.1, si p (Z 0) est une fonc-
tion entiére d’ordre o () < 1, alors toute solution f (# 0) de l’équation (6.1.1) satisfait

A(f —¢) = +o0.
De plus, on a
1) Si(2a1) ¢ I \ {2a1} ou (2a2) ¢ I \ {2a2}, alors
A(f = ¢) = +oo.

2) Si (1) (2a1) ¢ 12\{2a1} ou (2a2) ¢ I\ {2as} et (i1) (3a1) ¢ I3\{3a1} ou (3az) & I3\ {3as},

alors

X(f" ~ ) = +oo.

Posons maintenant

J1 ={2a1, 2as, a1 + az, a1 + b, as + b, a1 + d;, ax +d; (i =1,2)},

Jo ={3aq, 3as, 2a;1 + as, ay + 2as, 2a1 + b, 2as + by, 2a1 + d;, 2a9 + d;, a1+ azs + by, a; +as + d;,
a; + by + by, ag + by + by, ay +dy +diy as +dy +diy, a1 + b1+ di, az + by +d; (i =1,2,3),
a; +dy + by, as +dy +b; (i =2,3)}.

En posant ¢ (z) = z dans le Théoréme 6.1.2, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 6.1.1 (voir [23]) Sous les hypothéses du Théoréme 6.1.1, si f (£ 0) est une so-

lution de l’équation (6.1.1), alors f a une infinité de points fizes et satisfait

7 (f) = oc.

De plus, on a
1) Si (2a1) ¢ J1\{2a1} ou (2a2) ¢ J1\{2az2}, alors f’ a une infinité de points fizes et satisfait

7(f) = .
2) 8i (i) (2a1) ¢ I2\{2a1} ou (2a2) ¢ I2\{2as} et (ii) (3a1) ¢ J2\{3a1} ou (3az2) ¢ Jo\{3az},

alors " a une infinité de points fixes et satisfait

7(f") = oc.
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6.2 Lemmes préliminaires

On utilise les Lemmes 2.2.2-2.2.6 (voir [chapitre 2]) et les Lemmes 3.2.1, 3.2.6-3.2.8 (voir

[chapitre 3]) pour les démonstrations de nos résultats.

6.3 Preuve du Théoréme 6.1.1

Supposons que f (# 0) est une solution de I’équation (6.1.1).

Premiére étape : Montrons que o (f) = +o00. Supposons que o (f) = 0 < +00.

On écrit I'équation (6.1.1) comme suit

k‘

o) _ F@
T —|— <Bj€bjz -+ ng(agal—i-ﬁjaz)z) T —+ Alealz + A2€a2z =0. (631)

1

<.
Il

Posons
y=max{o(B;)(j=1,...,k—1)} < 1.

Alors, pour tout £ donné (0 < € < 1 —7) et pour r suffisamment grand, on a
1B (z)] <exp{r"*} (j=1,---,k—1). (6.3.2)

D’aprés le Lemme 3.2.1, pour tout € (0 < e <1—+) donné, il existe un ensemble F; C

[—%, 7) de mesure linéaire nulle, si 0 € [—%, 7) \ E; alors il existe une constante Ry =

Ry (0) > 1 telle que pour tout z satisfaisant argz = 6 et |z] =r > Ry, on a

<) (G =1,.k). (6.3.3)

Soient z = re?, a; = |a;| €1, ay = |as| €2, 01,0, € [ z 7”) On sait que

2
6 (ajarz,0) = ;6 (a12,0), 6 (8ja22,0) = 58,6 (azz,0) (j=1,....k—1)
eta<l1, f<1.

Cas 1 : Supposons que arga; # 7 et arga; # arg as, c’est-a-~dire 0, # w et 01 # 0s.

D’aprés le Lemme 2.2.2 et le Lemme 2.2.3, pour tout € donné tel que

11—« 1-p3 }

D<ex< i 1—
c mm{ T o0 ta)y2(1+h)
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il existe un rayon argz = 6 tel que 0 € (—%, %) \ (E1 U EgU E7) (ou Eg et E7 sont définis
comme dans le Lemme 2.2.3 et E; U Eg U E; est un ensemble de mesure linéaire nulle) et

satisfaisant
0 (a1z,0) >0, 6 (azz,0) <0

ou
d(ar12,0) <0, d(azz,0) > 0.

a) Quand ¢ (ayz,0) > 0, d (azz,0) < 0, pour r suffisamment grand, on obtient par le Lemme
6.2.2
|A1e?| Z exp{(1 —¢) 6 (a12,0)r}, (6.3.4)

|Aze®®| < exp{(l —¢€)d (azz,0)r} <1, (6.3.5)

|Dje % < exp{(l+¢) ;0 (a1z,0)r}
<exp{(l1+¢e)ad(mz,0)r} (j=1,....k—1), (6.3.6)

%1% <exp{(1—¢)B,0 (a22,0) 7} <1 (j=1,..k—1). (6.3.7)
Par (6.3.6) et (6.3.7), on obtient donc

‘Dje("‘j“*ﬁj“?)z

= |D;e "% ‘eﬁfa?z‘ <exp{(1+e¢)ad(a1z,0)r}, (6.3.8)

onj=1,.. k1.
Pour 6 € (—%,%) et par (6.3.2) on a

|Bje"?| = | By| |%*| < exp {r7*} e Lexp {r1*°}, (6.3.9)

car b <Oetcos® >0 (j=1,.,k—1).
D’apres (6.3.1), on obtient
—1

+ Z (}Bjebjz‘ + ‘Dje(o‘f““rﬁja?)z

1

f) £
|Aen?| < ‘7 ) 7‘ + | Age®| . (6.3.10)

e

En substituant (6.3.3)-(6.3.5), (6.3.8) et (6.3.9) dans (6.3.10), on obtient facilement que

exp{(1 —¢)d (a1z,0)r} < |A1e™?|

< My exp {r"*} exp {(1 + &) ad (a12,0) 1}, (6.3.11)
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ou M; > 0 et My > 0 sont des certaines constantes.

l1—«

Par 0 <e < 5(1ta)

et (6.3.11), on déduit immeédiatement que

1—
exp{ 5 %5 (a12,0) T} < Myr™exp {r1te}. (6.3.12)

Comme § (a12,0) > 0 et v+ ¢ < 1, donc (6.3.12) est une contradiction.

b) Quand ¢ (a;z,0) < 0, 0 (azz,d) > 0, pour r suffisamment grand, on obtient par le Lemme
2.2.2

|Ase®?| > exp{(1 —€) d (azz,0) 1}, (6.3.13)
|A1e®?| < exp{(l—¢€)d(ar1z,0)r} <1, (6.3.14)
|Dje®*| <exp{(l—¢)a;d(mz,0)r} <1 (j=1,...,k—1), (6.3.15)

‘eﬁj(mz‘ < exp {(1 + 5) 6]6 <a2Z7 0) T}

<exp{(1+¢)B6(azz,0)r} (j=1,....k—1). (6.3.16)
Des relations (6.3.15) et (6.3.16), on a ainsi

‘Dje(ajm-i-ﬁjaz)Z = |D;e""%| }eﬁjaQZ‘ <exp{(l+¢)pB6(azz,0)r}, (6.3.17)

ot j=1,..k—1.
En utilisant (6.3.1), il vient

f(j)
) ‘—‘ + A (6.3.18)

f(k)
A, e%2? < |
| Age| \ - -

k—1
+ (}Bjebjz‘ + ’Dje(o‘f“1+3j“2)z
j=1

En substituant (6.3.3), (6.3.9), (6.3.13), (6.3.14) et (6.3.17) dans (6.3.18), on obtient

exp{(1 —¢)0 (agz,0)r} < |Aze™?|

< Myr™ exp {r"*} exp {(1 + €) 86 (azz,0) r} . (6.3.19)

Par 0 < e < 2(11;% et (6.3.19), on en déduit que

exp {%5 (asz,0) r} < Myr™2 exp {r7*e}. (6.3.20)
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Comme § (azz,0) > 0 et v+ ¢ < 1, alors (6.3.20) est une contradiction.

Cas 2 : Supposons que arga; # 7 et arga; = arg as, c’est-a-dire 0; # 7 et 0, = 0.
D’apres le Lemme 2.2.3, pour tout ¢ donné tel que

(1 = @) |as| — |ay| (1—5)|a2|—|a1|}
2[(1+ a) fas| +[azl] " 2[(1 + B) laz| + |aa]] ]~

0<5<min{1—7,

il existe un rayon arg z = 6 tel que § € (—%,%) \ (E1 U Eg U E7) et 6 (a12,0) > 0.
Comme 6 = 05, alors ¢ (ayz,6) > 0.

(i) |ag| > % Pour r suffisamment grand, les relations (6.3.6), (6.3.13), (6.3.16) sont vérifiées

et on a

|Aje™?| < exp{(l+¢€)d(arz,0)r}. (6.3.21)

Par (6.3.6) et (6.3.16), on déduit que
Dje(o‘jaﬁﬁjaz)z <exp{(l+e¢)ad(a1z,0)r}exp{(1+¢) B0 (azz,0)r}, (6.3.22)

ot =1, k—1.
En substituant (6.3.3), (6.3.9), (6.3.13),(6.3.21) et (6.3.22) dans (6.3.18), on obtient immé-
diatement que
exp{(1 —¢)d (az,0)r} < |Aye™|
< kexp {TW‘E} exp {(1 +¢) ad (ar2,0) r}exp {(1 + ) 86 (a2, 0) r} r*=119)

+exp {(1+¢)d(ar2,0)r}

< Mir™ exp {r"*}exp{(1+¢) 6 (ar2,0) r}exp {(1 + ) B85 (azz,0) r}. (6.3.23)

Selon (6.3.23), il vient

exp {mr} < Myr™ exp {r7*°}, (6.3.24)
ou

n = (1—¢)d(azz,0) — (1+¢)d(a12,0) — (1 +¢€) 5 (azz,0).

e (1= ) |as] o]

- Ao — |

0<e< , 01 =05 et cos(6;+0) >0,
201+ B) ] ] 71 P2 )

alors

n=[1-08—¢ec(l1+75)]0(azz,0)— (14+¢)d(arz,0)
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=[1—-p—e(1+4p)]|az|cos (01 +8) — (1+¢€)|ai|cos(0; + 0)
=cos(1+){[1=p—c(1+)]|az| — (14¢)|ar]}

= cos (01 4 0) {(1 — B) |as| — |a1]| — e [(1 + B) |as| + |a1|]}

> (1-5) |;2| =l cos (6, +6) > 0.

Comme 7, > 0 et v+ ¢ < 1, alors (6.3.24) est une contradiction.

(ii) |as] < (1 — @) |ay]. Pour r suffisamment grand, les relations (6.3.4), (6.3.6), (6.3.16) et

(6.3.22) sont vérifiées et on obtient

|Aze®*| < exp{(1+¢)d(axz,0)r}. (6.3.25)
En substituant (6.3.3), (6.3.4), (6.3.9), (6.3.22) et (6.3.25) dans (6.3.10), on a donc

exp{(1 —¢)d (arz,0)r} < |Aje™?|

<kexp {r™}exp{(1+¢)ad (a12,0)r}exp {(1 + ) 86 (a2, 0) r} r*—119)

+exp{(1 +¢)d(az,0)r}

< Myr™ exp {r"*}exp {(1 + &) ad (a12,0) r}exp {(1 + €) § (azz,6) 7} . (6.3.26)

De (6.3.26), on en déduit que

exp {nyr} < Myr™ exp {r’*e}, (6.3.27)
ou
ny=(1-¢)d(a12,0) — (1 +¢e)ad(ar1z,0) — (1 +¢)0 (azz,0).

comme (1= a)|ar]  Jas

1—a)lai]| — |as

0<e< , 01 =05 et cos (0, +6) >0,
2+ o) faa] g 1 =2 0

alors

1y = cos (01 + 0) {(1 — ) laa| — [az| — e [(1 + a) |ax] + [az]]}
(1 = a)las| — |a|
2
Puisque 7, > 0 et 7 + & < 1, alors (6.3.27) est une contradiction.

cos (61 +6) > 0.

Cas 3 : Supposons que a; < 0 et arga; # argas, c’est-a-dire 01 = 7 et 0y # 7.
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D’apres le Lemme 2.2.2; pour € défini ci-dessus, il existe un rayon argz = 6 tel que 0 €
(=%2,2) \ (E1 U Eg U E7) et 6 (azz,0) > 0.

Puisque cosf > 0, alors
d(arz,0) = |az| cos (61 + 0) = —|ay| cosf < 0.

En utilisant le méme raisonnement du cas 1 (b), on peut obtenir une contradiction.

Cas 4 : Supposons que (i) (1 —5)as —b < a3 <0etay < ﬁ ou (ii) a1 < 2% et ay < 0,
c’est-a-dire 0; = 0, = 7.

D’apreés le Lemme 2.2.2, pour tout € donné tel que

(1= a)far] = las| +b (1= B) Jas| — |as] +b}
21+ a) Jar] + lazl]  2[(L+ B) lag] + laa]] |

O<6<min{1—%

il existe un rayon arg z = 6 tel que 0 € (z 3—“) \ (Ey U Eg U Ex), alors cosf < 0,

272
d(arz,0) = |ai| cos (61 +6) = —|a1| cosf > 0,
et
d (azz,0) = |ag| cos (85 + 0) = — |ag| cosf > 0.

(i) (1—=P)ag—b < a3 <0etay < ﬁ Pour r suffisamment grand, les relations (6.3.6),

(6.3.13), (6.3.16), (6.3.21) et (6.3.22) sont vérifiées.

Pour 6 € (%,2F) et par (6.3.2) on a ainsi
‘Bjebjz| _ ‘BJ’ ‘ebjz| < exp {r’y+€} ebjrcosa < exp {T’y+€} 6brcos6’7 (6328)

carb<b;j<Oetcosf <0 (j=1,...,k—1).
En substituant (6.3.3), (6.3.13), (6.3.21), (6.3.22) et (6.3.28) dans (6.3.18), on obtient

exp{(1 —¢)0 (agz,0)r} < |Are™?|

< Myr™2e <% exp {r*} exp {(1 +£) § (a12,0) r}

xexp{(1+¢) 86 (azz,0)r}. (6.3.29)

De (6.3.29), on en déduit que

exp {ngr} < Myr' exp {r7**}, (6.3.30)
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ou
Ny =(1—¢)d(azz,0) — (1+¢)d(a12,0) — (1 +¢€) B (azz,6) — bcosb.

Comme (1 — 3)ay — b < a1, as = — |az| et a; = — |ay], alors
(1= p)laz| — |ai| +b > 0.
On peut voir que
0 < (1=p)laz| —lar[ +b < (1= B)laz| = |as| < 2[(1 + ) |az| + |asl] .
Par conséquent

(1 —0) las| = faa| +b

201+ ) laz] ]

0<

Par
(1 —5)lag| —Jas| +b

<< ia+8) |ml+ ]’

0y = 0, = 7 et cos < 0,
Ny =[1—B—c(1+8)]6(azz,0) — (1+¢)d(arz,0) —bcos
— —[1=B—e(1+8)]|as|cosf + (1 + &) |as| cos @ — bcos b
= (—cosO) {[1 = B —e(1+B)]|az| — (1 +¢) |as| + b}
= (—cos0) {(1 = P) [az| — |as| + b — e [(1 + B) [az] + |aa[]}
1

> _7[(1 — ) |as| — |a1| 4 b cos @ > 0.

Puisque 75 > 0 et v+ ¢ < 1, alors (6.3.30) est une contradiction.

(ii) a1 < 2 et ay < 0. Pour r suffisamment grand, les relations (6.3.4), (6.3.6), (6.3.16),
(6.3.22) et (6.3.25) sont vérifiées.
En substituant (6.3.3), (6.3.4), (6.3.22), (6.3.25) et (6.3.28) dans (6.3.10), on obtient donc

exp{(1 —¢)d (arz,0)r} < |Aje™?|

< M1TM2€bTC059 exp {TW+5} exp {(]_ + 5) ad (CL127 0) T’}

xexp{(1+¢)d(azz,0)r}. (6.3.31)
D’ou
exp {n,r} < Myr* exp {7}, (6.3.32)
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ou
ny=1—-¢)d(a12,0) — (1 4+¢)ad (a12,0) — (1 +€) 0 (azz,8) — beos .

as+b
11—«

Comme a; < , ag = — |as] et a; = — |ay|, alors

(1 —a)lay| — |as| +b> 0.
On peut voir que
0<(l1—a)l|a]—las] +b<(1—a)lar| —las] <2[(1+ ) |ai| + |az]] .
Par conséquent

(1 —a)lai| —|as| +b

201+ ) far] + Jaal]

0<

Par
(1—a)lai| —las] + 0

O<e< ,
2[(1 + @) |as| + [az]

0, =05 =met cost <O,
Ny = (=cos0){(1 = a)|a] — |az[ + b —e[(1 + ) |ar] + |az[]}
-1
> —[(1 — ) |a1| — |az| + b] cosf > 0.

2
Puisque 1, > 0 et v+ ¢ < 1, alors (6.3.32) est une contradiction. On conclut de la preuve

ci-dessus que o (f) = +o0.
Deuxiéme étape : Montrons que o5 (f) = 1. Par

max {U (Bjebjz + Djedjz) (] = 17 sy k — 1) O (Alealz + AQ@GQZ)} =1

et d’aprés le Lemme 2.2.4, on obtient o5 (f) < 1.
D’apres le Lemme 2.2.5, il existe un ensemble Fg C (1, +00) de mesure logarithmique finie

et une constante C' > 0 telle que pour tout z satisfaisant |z| =r ¢ [0,1] U Eg, on a

Cas 1 : arga; # 7 et arga; # argas. Dans la premiére étape, on a prouvé qu’il existe un
rayon arg z = 6 ot 6 € (—%,5) \ (E1 U Eg U Er) satisfaisant

d(a12,0) > 0,0 (azz,0) < 0 ou d(arz,0) < 0,0 (azz,0) > 0.
a) Quand § (a12,0) > 0 et § (agz,0) < 0, pour r suffisamment grand, les relations (6.3.4)-
(6.3.8) sont vérifiées.
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En substituant (6.3.4), (6.3.5), (6.3.8), (6.3.9) et (6.3.33) dans (6.3.10), on obtient pour tout
z = re'’ satisfaisant 2| =r ¢ [0,1] U Es, 0 € (—3,%) \ (E1 U Eg U Er)

exp{(1 —¢)d (ar2z,0)r} < |Aje™?|

< Mexp {r""*}exp{(1 +¢) ad (a12,0) r} [T (2r, HPF (6.3.34)

ou M > 0 est une certaine constante.

De (6.3.34) et 0 < e < ﬁ, on a donc

exp { ! ; ) (a12,0) 7’} < Mexp {r7"°} [T (2r, DI (6.3.35)

Comme 0 (a;2,0) > 0 et v+ ¢ < 1, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (6.3.35), on trouve
09 (f) 2 1, d’ou 09 (f) =1.

b) Quand ¢ (a1z,0) < 0 et 6 (azz,0) > 0, pour r suffisamment grand, les relations (6.3.13)-
(6.3.17) sont vérifiées. En utilisant un raisonnement analogue a celui fait précédemment, on

peut aussi obtenir o5 (f) = 1.

Cas 2 : arga; # w et arga; = argas. Dans la premiére étape, on a prouvé qu’il existe un

rayon arg z = 6 ot 6 € (—2,%) \ (Ey U Eg U Ey) satisfaisant
d(a1z,0) > 0 et d (azz,0) > 0.

(i) |ag| > 1'“_—1)3 Pour r suffisamment grand, les relations (6.3.6), (6.3.13), (6.3.16), (6.3.21) et
(6.3.22) sont vérifiées.

En substituant (6.3.9),(6.3.13), (6.3.21), (6.3.22) et (6.3
tout z = re' satisfaisant |[z| =r ¢ [0,1] U Es, 0 € (%, 2

.33) dans (6.3.18), on obtient pour
)\ (E1U Eg U Er)

exp {(1 —¢) 0 (azz,0)r} < |Age™|

< Mexp {r"*}exp{(1+¢€)6(ar1z,0)r}exp{(1+¢) B0 (arz,0)r}

x [T (2r, A (6.3.36)

De (6.3.36), on en déduit que

exp {mr} < Mexp {r"*} [T (2r, I (6.3.37)
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n = 1—-¢)d(agz,0) — (14+¢)d(a12z,0) — (1 +¢) 5 (asz,0) .

Comme 7, > 0 et y+¢ < 1, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (6.3.37), on trouve oq (f) > 1,
d’ou 09 (f) = 1.

(ii) |as] < (1 — @) lay|. Pour r suffisamment grand, les relations (6.3.4), (6.3.6), (6.3.16),
(6.3.22) et (6.3.25) sont vérifices. En utilisant un raisonnement analogue a celui fait précé-

demment, on peut aussi obtenir oo (f) = 1.

Cas 3 : a1 < 0 et arga; # argay. Dans la premiére étape, on a prouvé qu’il existe un rayon
argz =0 ouf € (—%,%) \ (E1UEg U Ey) satisfaisant

d (azz,0) > 0et d(arz,0) <0

En utilisant le méme raisonnement du cas 1 (b) de la deuxiéme étape, on peut obtenir

o2 (f) =1.

Cas4:(i) (1-pF)az—b<ar<0etay < B ou (ii) a; < 2% et ay < 0. Dans la premiére

étape, on a prouvé qu’il existe un rayon argz = 6 ou 0 € (%, 7) \ (F1 U Eg U E7) satisfaisant
d (azz,0) >0et d(a12z,0) >0

i) (1—=PB)ag—b<a <0etay < m Pour r suffisamment grand, les relations (6.3.6),

(6.3.13), (6.3.16), (6.3.21) et (6.3.22) sont vérifiées.
En substituant (6.3.13), (6.3.21), (6.3.22), (6.3.28) et (6.3.33) dans (6.3.18), on obtient pour
tout z = re’ satisfaisant |z| =r ¢ [0,1]U Eg, 6 € (3,2) \ (E1 U Eg U Er)

exp {(1 —¢) 0 (azz,0)r} < |Age®®|

< Me" P exp {r"*} exp {(1 4+ ¢) § (a12,0) r} exp {(1 + €) B0 (azz,0) }

x [T (2r, A (6.3.38)

De (6.3.38), on en déduit que

exp {nyr} < Mexp {r" =} [T (2r, )], (6.3.39)

ou
Ny =(1—¢)d(azz,0) — (1 +¢)d(ar2,0) — (1 +¢€) 5 (azz,0) — bcosb.
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Comme 75 > 0 et v+ ¢ < 1, en utilisant le Lemme 2.2.6 et (6.3.39), on trouve o5 (f) > 1,
dod oy (f) = 1.

(ii) a1 < 2% et ay < 0. Pour r suffisamment grand, les relations (6.3.4), (6.3.6), (6.3.16),

(6.3.22) et (6.3.25) sont vérifices. En utilisant un raisonnement analogue & celui fait précé-
demment, on peut aussi obtenir o9 (f) = 1.
On conclut que pour toute solution f (# 0) de (6.1.1) satisfait o2 (f) = 1. La preuve du

Théoréme 6.1.1 est achevée.

6.4 Preuve du Théoréme 6.1.2

Posons
RO (Z) = Alealz -+ A2€a22

et
Ri (Z) = Biebiz + Diediz (’l = 1, ey k— 1) .

Supposons que f (# 0) est une solution de 'équation (6.1.1), donc o (f) = +oo par le Théo-
reme 6.1.1.

Posons

et par suite
0 (90) = o (f) = o0.
En substituant f = gy + ¢ dans (6.1.1), on trouve

_1)

gék) + Rk—19(()k + ...+ Ragy + Rig) + Rogo

= — [® + Re_10® ™V + .+ Rog” + Ry’ + Roy] - (6.4.1)
On peut écrire (6.4.1) sous la forme suivante
(k) (k=1) " ! _
9o + hor-190 + ... + ho2gg + ho19o + hoogo = ho, (6.4.2)

ou
ho = — [SO(k) + Rio19W VL Ry + Rig + Ro] .

Montrons maintenant que hg Z 0. En effet, si hy = 0 alors

™ + Ry 10" 4+ Roy” + Rig + Ry = 0.
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Par conséquent, ¢ # 0 est une solution d’ordre infini de I’équation (6.1.1) par le Théoréme
6.1.1, c’est une contradiction. Ainsi, hg # 0 est prouvée.

D’apres le Lemme 3.2.6 et (6.4.2), on sait que

X(Q(J)ZX(JP—SD):U(QO)ZU(f):OO-

Montrons maintenant que \ (f' — ¢) =

Posons

on obtient donc
o(g) =0 (f) = o (f) = .

En dérivant les deux membres de I’équation différentielle (6.1.1), on trouve

FED 4 Ry f® 4 (Ry_y + Ry—a) f&D + (R)_y + Rys) [

+..+ (Ry+ Ry) f" + (R, + Ry) f" + (R, + Ro) [+ Ry f = 0. (6.4.3)
Par I’équation (6.1.1), on a donc

]_ 1 !/
f= — [f(k) + kalf(kil) + o+ Rof' + le} ) (6.4.4)
0

En substituant (6.4.4) dans (6.4.3), on trouve

(h+1) | Ry / Ry (k—1)
f Ry I_E f Ry |+ Ry_o — Ry 1§ f
0 0

R}, R/
+ (R, g+ Rz — R o2 ) f* 2 4 4 (R, + Ry — Rs—=" ) "
Ro RO
/ R/ 1 / R/ !
+<R2+R1 R)f —i—(R +R0—R1R)f:0. (6.4.5)
0 0
On peut écrire I’équation (6.4.5) sous la forme suivante
FED L hy o f O by g o fRY b Ry f” i f F haof =0, (6.4.6)
ou
R/
hi= Rl + R = Rin 2 (1= 0,1,k = 2),
0
R/
hijg—1 = Ryp—1 — 2

Ry
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En substituant fU+) = ¢ 4 @) (j =0, ..., k) dans (6.4.6), on obtient immédiatement que

(k

ggk) + hig—19q b + h1,k729§k72)

+ oo+ hi2gy + h11g) + hiog1 = ha, (6.4.7)

ou

hi = — [‘P(k) + hio19% Y+ b0 L+ hag” + hiag + hiop] -

On peut obtenir

hii(2) = =0,1,...,k—1), 6.4.8

10(2) = oy G ) (6:4.8)
ou

No = R|Ry + Ry — R\ Ry, (6.4.9)

Ni=Ri  Ry+RiRy— R Ry (i=1,2,....k—2), (6.4.10)

Ny1 = Ry 1Ry — Rj. (6.4.11)

Montrons que h; Z 0. En effet, si hy = 0 alors % = 0. Ainsi, par (6.4.8), on a

(k—-1) (k—2) "
Ni-1+ ’

®) ,
L4 L NH+W+?M+%M+M:0 (6.4.12)

Y Ro+
o

Evidemment, % (j =1,...,k) sont des fonctions méromorphes avec o (%) < 1.

D’apres les relations (6.4.9)-(6.4.11), on peut écrire (6.4.12) sous la forme
Afe*™® 4 A3 + > fie? =0, (6.4.13)
Nelf

ou I1 =11 \ {2a1,2as2} et f\ (A € I]) sont des fonctions méromorphes d’ordre inférieur stric-

tement a 1.

1) Si (2a;) ¢ I; \ {2a4}, ainsi on écrit (4.13) sous la forme

AT+ 3 g™ =0,
el
ouly C I1\{2a1}, g1, (A € T'1) sont des fonctions méromorphes d’ordre inférieur strictement
alet 2a;, A (A €I'1) sont des nombres complexes distincts.

D’aprés le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A; = 0, ¢’est une contradiction.
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2) Si (2az) ¢ I \ {2a2}, ainsi on écrit (6.4.13) sous la forme

Ale?®® 4 Z gane™ =0,

XS

ou 'y € I1\{2as}, g2\ (A € I'y) sont des fonctions méromorphes d’ordre inférieur strictement
a1 et 2az, A (A € T'g) sont des nombres complexes distincts.

D’aprés le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient As = 0, c’est une contradiction. Ainsi,
hi # 0 est prouvée.

Par le Lemme 3.2.6 et (6.4.7) on sait que

Mg) =A(f' =) =0 (g) =0 (f) = oo

Montrons maintenant que X (f” — ¢) = oo.

Posons

donc
o (92) = o (f") = o (f) = 0%,

En dérivant les deux membres de ’équation différentielle (6.1.1), on trouve
FE2 4 Ry f%D 4 (2R, + Ry—a) fY + (R + 2R}, + Ry—3) f*°Y

+ (Rl + 2R+ Ry—a) f* 2 + .+ (RY + 2Ry + Ry) 1"

+ (Ry + 2R} + Ro) f" + (RY +2Ry) f' + Ry f = 0. (6.4.14)
Des relations (6.4.4) et (6.4.14) on obtient

R//
f(k+2) +Rk—1f(k+1 <2R/ L +Rk 5 — R )f )
0

R//
<R" 1+ 2R, 5+ Rp—3 — Ry 1R>fk Y
0

R// R//
4o+ (BRI 4+ 2Ry + Ry — Ry=2 ) f™ 4 ( RY + 2R, + Ry — Ry=2 ) "
Ro RO
R// R//
# (B om o RS ) g (R4 2R - RS ) £ =0 (6.4.15)
0 0

Prouvons que

R+ R —RR—6¢0
1 0 1R .
0
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Supposons que

Ry
R +Ry—Ri— =0
]. _|_ 0 1 RO )
un calcul immeédiat donne
Afe*™® 4 A3+ fre? =0, (6.4.16)
el

ou I = I\ {2a41,2a5} et f\ (A € I}) sont des fonctions entiéres d’ordre inférieur strictement
al.
En utilisant le méme raisonnement ci-dessus, on peut obtenir une contradiction. Ainsi,
R/
R, + Ry — Ry 0 ¢ 0
est prouvée. Posons

En utilisant (6.4.5) et (6.4.17), on trouve

R/
Ry
En substituant (6.4.17) et (6.4.18) dans (6.4.15), on obtient donc

¢ , B0 (R
f(k+2) + |:Rk1 _ E:| f(k-i—l) + |:2Rk‘—1 —+ Rk 9 — EO — E (Rk 1 — R_O):| f(k)

R/
(R; o+ Rp_3 — Rj_y=2 >f(k2) + ...+ <R’2+R1 Ry—= )f } (6.4.18)

Ry

R// R/
+[g—1+2R ot Ryp3— Rp1—- QS(R;cl‘f‘Rk o — Ry 1—- )1]0(]61)

RO w Ro
R/I ¢ R/
4o+ |Ry+2Ry+ Ry — R _(R'+R_R_o)]
[ ’ P 3Ro N T /
R// R/

+ [Ré’ + 2R + Ry — R2E - % (R’ + Ry — )} f"=0. (6.4.19)

0
On écrit I'équation (6.4.19) sous la forme suivante
f(k—f—?) + h2,k—1f(k+1) + h?,k—Qf(k) + .+ h272f(4) + h271f//l + h270f” =0, (6420)

ou
//

hai =Ry + 2Ry + Ri — Riyo—-
Ro



6.4 Preuve du Théoréme 6.1.2 83

_z((z)) (ng + Ryt — RM%) (i=0,1,..k—3),
En substituant fU+2) = géj) + W) (j =0,..., k) dans (6.4.20), on obtient
95" + hog 198 + hojagd ™ + o+ haagh + haogs = b, (6.4.21)

ou

hy = — [‘P(k) + hz,k—lsp(k_l) + hz,k—290(k_2) + oo+ hoo@” + hony' + h27090} :

On peut obtenir

(i=0,1,...k—1), (6.4.22)

ou

Lo (2) = RyR, Ry + RYR: — RYR Ry + 2R?Ry + 3R, R} — 2R\ R, R}, + R}

—3R1RyRy — RyR, R/ — RyRI!Ry — RyR!Ro — 2R, Ry Ry + RyR1 R.!

—R/RiRy + RiRy + RoR{Ry + 2Ro Ry, (6.4.23)
Li = R}, R\ Ro + R, R§ — R yRa Ry + 2R R\ Ro + 2R} Ry — 2R, Ri R

+R,R, Ry + RiR2 — R;R\R) — Ris R, Rl — Ri s R! Ry — R, R/ R

—2R; ,RyRy + R} ,R1 Ry — Ri 1 R{Ry — 2R; 1 RyRo + Ri 1 R1Ry

+RiyoRYRy 4+ 2R o RY (i =1,2,...,k —3), (6.4.24)
Ly_o=2R, R\Ry+ 2R, R} —2R) RiR)+ Ry_oR,Ry+ Rj_oR2

— Ry oRiR) — R\R! — RIRy — Ri_1R/ Ry — 2Ry 1 Ry Ry

+Ry1 Ri Ry + R{ Ry + 2R, (6.4.25)

Li1 = Re 1R,Ro+ Ry 1R — Ry 1RiR) — R!'Ro — 2Ry Ry + Ry Rl (6.4.26)
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Par conséquent

—h 1 (k) (k—1) " !
T Y e Lt L+ DL+ Lo] . (6.4.27)
N @ @ @
Montrons maintenant que hy Z 0. Si hy = 0 alors _T}}z = 0, et par suite
(k) (k—1) " /
gp@ M Ay %LQ + %Ll 4 Lo =0. (6.4.28)

Evidemment, 5"%) (j =1,...,k) sont des fonctions méromorphes avec o (5‘7:7])> < 1.
Par (6.4.17) et (6.4.23)-(6.4.26), on peut écrire (6.4.28) sous la forme

AlePn® 4 A3ePr” 4 Z fre¥ =0, (6.4.29)
AT,

ou I = I3\ {3a1,3a2} et f (A € I}) sont des fonctions méromorphes d’ordre inférieur stric-

tement a 1.

1) Si (3a1) ¢ I3\ {3a1}, alors on écrit (6.4.29) sous la forme

A?@galz + Z gme’\z = O,
ael'y
ouly C I3\ {3a1}, g1, (A € T'1) sont des fonctions méromorphes d’ordre inférieur strictement
alet 3a;, A (A €T) sont des nombres complexes distincts.

D’aprés le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A; = 0, ¢’est une contradiction.

2) Si (3ag) ¢ I3\ {3az}, alors on écrit (6.4.29) sous la forme

Aje2® Z gare™ =0,
A€Ts
ou 'y C I3\ {3az}, g2\ (A € I'z) sont des fonctions méromorphes d’ordre inférieur strictement
a 1 et 3az, A (A € T'y) sont des nombres complexes distincts.
D’aprés le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient As = 0, c’est une contradiction. Ainsi,
he # 0 est prouvée.
Par le Lemme 3.2.6 et (4.21), on sait que

Mg2) =A(f" =) =0(g2) = 0 (f) = 0.

La preuve du Théoréeme 6.1.2 est achevée.
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6.5 Preuve du corollaire 6.1.1

En posant ¢ (z) = z et en utilisant la méme démonstration du Théoréme 6.1.2, on peut

obtenir le Corollaire 6.1.1.
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