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Introduction

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par le célèbre

mathématicien Rolf Nevanlinna est devenue un outil indispensable dans l�étude des propriétés

des solutions des équations di¤érentielles complexes, en particulier la croissance et l�oscillation

des solutions. Il y�a beaucoup de résultats des recherches jusqu�à maintenant concernant

l�oscillation et les applications de la théorie de Rolf Nevanlinna aux équations di¤érentielles

linéaires à coe¢ cients fonctions entières ou méromorphes.

I. Laine et B. Bank (voir [30]) sont parmi les premiers mathématiciens qui se sont intéressés

à l�oscillation des solutions des équations di¤érentielles linéaires d�ordre deux à coe¢ cients

fonctions entières. En 1982, ils ont étudié la distribution des zéros des solutions de l�équation

di¤érentielle linéaire

f 00 + A(z)f = 0;

où A(z) est un polynôme ou une fonction entière transcendante.

En 1996, K. H. Kwon (voir [29]) a étudié l�hyper-ordre des solutions de l�équation di¤érentielle

f 00 + A (z) f 0 +B (z) f = 0;

où A (z), B (z) 6� 0 sont des fonctions entières d�ordre �ni.

Récemment, les mathématiciens Li et Wang (voir [35]), Cao (voir [7]), Wang et Laine (voir

[46]) ont étudié les équations non homogènes d�ordre deux et les équations linéaires d�ordre

supérieur et ils ont prouvé que toute solution de ces équations est d�ordre in�ni.

De nombreux résultats importants ont été obtenus sur les points �xes des fonctions méro-

morphes transcendantes pendant près de quatre décennies (voir [50]). En 2000, Chen (voir

[11]) est le premier qui a souligné la relation entre l�exposant de convergence des points

�xes distincts et l�ordre de croissance des solutions des équations di¤érentielles linéaires

d�ordre deux à coe¢ cients fonctions entières. En 2006, Chen (voir [10]) a étudié les zéros

de f (j) (z) � ' (z) (j = 0; 1; 2) où ' (z) 6� 0 est une fonction entière d�ordre �ni et f (z) est
une solution non triviale de l�équation di¤érentielle

f 00 + A1 (z) e
azf 0 + A2 (z) e

bzf = 0;

où Aj (z) 6� 0 (j = 1; 2) sont des fonctions entières d�ordre �ni et a, b sont des nombres com-
plexes non nuls. Jusqu�à présent, de nombreux résultats sur les points �xes des solutions des



TABLE DES MATIÈRES v

équations di¤érentielles à coe¢ cients fonctions entières ont été obtenus (voir [32, 36, 43, 47]).

Dans l�article ([36]), Liu et Zhang ont étudié les points �xes et l�hyper-ordre des solutions

de certaines équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur à coe¢ cients fonctions mé-

romorphes et leurs dérivées. Récemment, Belaïdi (voir [2, 3]) a donné une extension des

résultats de ([36]).

Dans cette thèse, on a donné des extensions des résultats de Peng et Chen et aussi des

résultats de Wang et Laine.

Cette thèse est composée de six chapitres.

Le premier chapitre contient des rappels et dé�nitions sur la théorie de R. Nevanlinna qu�on

aura besoin par la suite.

Le deuxième chapitre est consacré à l�étude de l�ordre et l�hyper-ordre de croissance des

solutions de l�équation di¤érentielle linéaire

f (k) +
�
Dk�1 +Bk�1e

bk�1z
�
f (k�1) + :::+

�
D1 +B1e

b1z
�
f 0 + (D0 + A1e

a1z + A2e
a2z) f = 0;

où Aj (z) (6� 0) (j = 1; 2), Bl (z) (6� 0) (l = 1; :::; k � 1), Dm (m = 0; :::; k � 1) sont des
fonctions entières d�ordre �ni, a1, a2, bl (l = 1; :::; k � 1) sont des nombres complexes. Sous
certaines conditions, on prouve que toute solution non nulle f de l�équation ci-dessus est

d�ordre in�ni et d�hyper-ordre est égal à 1.

Dans le troisième chapitre, on va étudier la croissance et l�oscillation complexe des solutions

et leurs dérivées de l�équation di¤érentielle

f (k) +Bk�1f
(k�1) + :::+B2f

00 +B1e
�zf 0 + (A1e

a1z + A2e
a2z) f = 0;

où Aj (z) (6� 0) (j = 1; 2), B1 (z) ( 6� 0) et Bl (z) (l = 2; � � � ; k � 1) sont des fonctions méro-
morphes d�ordre �ni, a1, a2 sont des nombres complexes. En e¤et, sous certaines conditions,

on montre que toute solution non nulle f de l�équation ci-dessus est d�ordre in�ni et l�exposant

de convergence des points �xes distincts de chacune des fonctions f , f 0, f 00 est in�ni.

Le but du quatrième chapitre est d�étudier les propriétés des solutions de l�équation di¤éren-

tielle linéaire

f 00 +Q
�
e�z
�
f 0 + (A1e

a1z + A2e
a2z)n f = 0;

où n > 2 est un entier positif, Aj (z) (6� 0) (j = 1; 2) sont des fonctions entières d�ordre �ni,
Q (z) est un polynôme de degré m > 1 et a1, a2 sont des nombres complexes. En e¤et, on va
étudier la croissance et l�oscillation des solutions non nulles de cette équation di¤érentielle.
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Dans le cinquième chapitre, on va étudier le problème de la croissance et l�oscillation des

solutions de certaines équations di¤érentielles linéaires non homogènes d�ordre supérieur à

coe¢ cients fonctions entières de même ordre.

Et en�n, dans le dernier chapitre, nous discutons l�ordre et l�hyper-ordre des solutions de

l�équation di¤érentielle linéaire

f (k) +
k�1X
j=1

�
Bje

bjz +Dje
djz
�
f (j) + (A1e

a1z + A2e
a2z) f = 0;

où A1 (z), A2 (z), Bj (z), Dj (z) sont des fonctions entières (6� 0) et a1, a2 sont des nombres
complexes (6= 0), et bj sont des nombres réels. Sous certaines conditions, nous prouvons que
toute solution f 6� 0 de l�équation ci-dessus est d�ordre in�ni. Ensuite, nous obtenons une

estimation de l�hyper-ordre. En�n, nous donnons une estimation de l�exposant de convergence

des zéros distincts des fonctions f (j) � ' (j = 0; 1; 2), où ' (6� 0) est une fonction entière
d�ordre � (') < 1, tandis que la solution f de l�équation di¤érentielle est d�ordre in�ni. Nos

résultats généralisent les résultats précédents dus à Chen, Peng et Chen et autres.



Chapitre 1

Rappels et dé�nitions

1.1 La théorie de R. Nevanlinna

1.1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Théorème 1.1.1 (voir [31]) (Formule de Jensen) Soient f une fonction méromorphe telle

que f (0) 6= 0;1, et a1; a2; ::: (resp. b1; b2; :::) ses zéros (resp. ses pôles), chacun étant compté
avec son ordre de multiplicité. Alors

log jf (0)j = 1

2�

2�Z
0

log
��f �rei'��� d'+ X

jbj j<r

log
r

jbjj
�
X
jaij<r

log
r

jaij
:

Dé�nition 1.1.1 (voir [31]) Pour tout nombre réel � > 0, on dé�nit

log+ � = max (0; log�) :

Les propriétés de bases du logarithme tronqué sont contenues dans le lemme suivant :

Lemme 1.1.1 (voir [31]) Soient �, �, �1, �2, ..., �n des nombres réels strictement positifs.

Alors on a

log� 6 log+ �;

log+ � 6 log+ � pour � 6 �;

log� = log+ �� log+ 1
�
;

jlog�j = log+ �+ log+ 1
�
;

log+

 
nY
i=1

�i

!
6

nX
i=1

log+ �i;
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log+

 
nX
i=1

�i

!
6 log n+

nX
i=1

log+ �i:

Dé�nition 1.1.2 (voir [31]) Soit f une fonction méromorphe non constante. Soit i (z; a; f)

désignant la multiplicité de a-points de f à z. Ainsi, on dé�nit

n (r; a; f) = n

�
r;

1

f � a

�
=
X
jzj�r
f(z)=a

i (z; a; f) ;

c�est à-dire, n (r; a; f) est le nombre de racines de f (z) = a dans jzj 6 r, chaque racine étant

compté avec son ordre de multiplicité. Pour les pôles de f , on dé�nit pareillement

n (r;1; f) = n (r; f) =
X
jzj�r
f(z)=1

i (z;1; f) :

Dé�nition 1.1.3 (voir [31]) (fonction a-points). Pour la fonction méromorphe f , on dé�nit

N (r; a; f) = N

�
r;

1

f � a

�
=

rZ
0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt+ n (0; a; f) log r; a 6=1

et

N (r;1; f) = N (r; f) =

rZ
0

n (t;1; f)� n (0;1; f)

t
dt+ n (0;1; f) log r:

N (r; a; f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque jzj 6 r:

Dé�nition 1.1.4 (voir [24, 25]) (fonction de proximité). Pour la fonction méromorphe f ,

on dé�nit

m (r; a; f) = m

�
r;

1

f � a

�
=
1

2�

2�Z
0

log+
���� 1

f (rei')� a

���� d' ; a 6=1

et

m (r;1; f) = m (r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+
��f �rei'��� d':

m (r; a; f) est appelée fonction de proximité de la fonction f au point a.

Dé�nition 1.1.5 (voir [27]) (Fonction caractéristique). La fonction caractéristique de la

fonction méromorphe f est dé�nie comme suit

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) :
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Exemple 1.1.1 Pour la fonction f (z) = eaz (a 6= 0), on a

m (r; f) =
jaj r
�

; N (r; f) = 0:

D�où

T (r; f) =
jaj r
�
:

Lemme 1.1.2 (voir [31]) Soit f une fonction méromorphe avec a-points �1; :::; �n dans jzj 6
r tels que 0 < j�1j < j�2j < ::: < j�n j 6 r, chacun étant compté avec son ordre de

multiplicité. Alors

rZ
0

n (t; a; f)

t
dt =

rZ
0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt =

X
0<j�ij�r

log
r

j�ij
:

Lemme 1.1.3 (voir [31]) Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent

f (z) =

1X
i=m

ciz
i; cm 6= 0; m 2 Z

à l�origine. Alors

log jcmj =
1

2�

2�Z
0

log
��f �rei'��� d'+N (r; f)�N

�
r;
1

f

�
:

Théorème 1.1.2 (voir [31]) (Premier théorème fondamental) Soient f une fonction méro-

morphe, a 2 C et

f (z)� a =

1X
i=m

ciz
i; cm 6= 0; m 2 Z

le développement de Laurent de la fonction f � a à l�origine. Alors

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� log jcmj+ ' (r; a) ;

où

j' (r; a)j 6 log 2 + log+ jaj :

Remarque 1.1.1 Le premier théorème fondamental peut être exprimé comme suit

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f) +O (1)

pour tout a 2 C: On note que O (1) dépend de a 2 C:
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Lemme 1.1.4 (voir [31]) Soient f , f1, :::, fn des fonctions méromorphes et �, �, 
, � des

nombres complexes tels que �� � �
 6= 0. Alors on a

m

 
r;

nX
i=1

fi

!
6

nX
i=1

m (r; fi) + log n;

m

 
r;

nY
i=1

fi

!
6

nX
i=1

m (r; fi) ;

N

 
r;

nX
i=1

fi

!
6

nX
i=1

N (r; fi) ;

N

 
r;

nY
i=1

fi

!
6

nX
i=1

N (r; fi) ;

T

 
r;

nX
i=1

fi

!
6

nX
i=1

T (r; fi) + log n;

T

 
r;

nY
i=1

fi

!
6

nX
i=1

T (r; fi) ;

T (r; fn) = nT (r; f) ; n 2 N�;

T

�
r;
�f + �


f + �

�
= T (r; f) +O (1) :

1.1.2 L�exposant de convergence des zéros

Dé�nition 1.1.6 (voir [24, 31]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant et

l�hyper exposant de convergence des zéros de la fonction f respectivement par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

;

�2 (f) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1
f

�
log r

;

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
0;
1

f

�
log r;

et n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque jzj 6 t:
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Dé�nition 1.1.7 (voir [13, 31]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant et

l�hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f respectivement par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

;

�2 (f) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1
f

�
log r

;

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
0;
1

f

�
log r;

et n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque jzj 6 t:

Exemple 1.1.2 L�exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f (z) = ez � 1
est égal à 1:

Exemple 1.1.3 L�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonc-

tion f(z) = ee
z
+ 2 sont égaux respectivement à 1 et 1:

Dé�nition 1.1.8 (voir [11, 31]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant et

l�hyper exposant de convergence des points �xes de la fonction f respectivement par

� (f) = � (f � z) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f�z

�
log r

;

� 2 (f) = �2 (f � z) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1
f�z

�
log r

;

où

N

�
r;

1

f � z

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f�z

�
� n

�
0; 1

f�z

�
t

dt+ n

�
0;

1

f � z

�
log r;

et n
�
t; 1
f�z

�
désigne le nombre des points �xes de la fonction f situés dans le disque jzj 6 t.

Dé�nition 1.1.9 (voir [11, 31]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant et

l�hyper exposant de convergence des points �xes distincts de la fonction f respectivement par

� (f) = � (f � z) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f�z

�
log r

;
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� 2 (f) = �2 (f � z) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1
f�z

�
log r

;

où

N

�
r;

1

f � z

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f�z

�
� n

�
0; 1

f�z

�
t

dt+ n

�
0;

1

f � z

�
log r;

et n
�
t; 1
f�z

�
désigne le nombre des points �xes distincts de la fonction f situés dans le disque

jzj 6 t.

Exemple 1.1.4 L�exposant de convergence des points �xes distincts de la fonction

f (z) = ez + z � 1

est égal à 1:

Exemple 1.1.5 L�exposant et l�hyper exposant de convergence des points �xes de la fonction

f (z) = cos (ez)

sont égaux respectivement à 1 et 1.

1.1.3 L�ordre de croissance d�une fonction

Dé�nition 1.1.10 (voir [24, 38]) Soit f une fonction entière. Alors l�ordre et l�hyper-ordre

de f sont dé�nis respectivement par

� (f) = lim
r!+1

log logM (r; f)

log r

et

�2 (f) = lim
r!+1

log log logM (r; f)

log r
;

où M (r; f) = max
jzj=r

jf (z)j. Si f est une fonction méromorphe, alors l�ordre et l�hyper-ordre
de f sont dé�nis respectivement par

� (f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r

et

�2 (f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
;

où T (r; f) est la fonction caractéristique de f .
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Exemple 1.1.6 La fonction

f (z) = exp fexp zg

est d�ordre � (f) =1 et d�hyper ordre �2 (f) = 1:

Lemme 1.1.5 (voir [24]) Soient f une fonction méromorphe transcendante et k > 1 un

entier positif. Alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O (log (rT (r; f)))

pour jzj = r =2 E où E � [0;+1) est un ensemble exceptionnel de mesure linéaire �nie. Si f
est d�ordre �ni, alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O (log r) :

1.2 La densité des ensembles

Dé�nition 1.2.1 (voir [25]) La mesure linéaire d�un ensemble E � [0;1) est dé�nie par

m (E) =

Z +1

0

�E (t) dt

où �E (t) est la fonction caractéristique de l�ensemble E et la mesure logarithmique d�un

ensemble F � [1;1) est dé�nie par

lm (F ) =

Z +1

1

�F (t)

t
dt:

Dé�nition 1.2.2 (voir [25]) La densité inférieur d�un sous-ensemble H � [0;+1) est dé�-
nie par

densH = lim
r!1

inf

0@ rZ
0

�H (t) dt

1A =r

et la densité supérieur de H est dé�nie par

densH = lim
r!1

sup

0@ rZ
0

�H (t) dt

1A =r:

Dé�nition 1.2.3 (voir [25]) La densité logarithmique inférieur log densH d�un sous-ensemble

H � [1;+1) est dé�nie par

log densH = lim
r!1

inf

0@ rZ
1

�H (t)

t
dt

1A = log r
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et la densité logarithmique supérieur log densH d�un sous-ensemble H � (1;+1) est dé�nie
par

log densH = lim
r!1

sup

0@ rZ
1

�H (t)

t
dt

1A = log r

où �H (t) est la fonction caractéristique de l�ensemble H.

Exemple 1.2.1 Soit E = [1; 2]. Alors

m (E) = 1 ; lm (E) = ln 2 ; densE = densE = log densE = log densE = 0:



Chapitre 2

Croissance des solutions de certaines
équations di¤érentielles linéaires
d�ordre supérieur à coe¢ cients
fonctions entières

2.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre on s�intéresse à l�étude de l�ordre et l�hyper-ordre de croissance des solutions

des équations di¤érentielles linéaires homogènes d�ordre supérieur.

Pour l�équation di¤érentielle linéaire d�ordre deux

f 00 + e�zf 0 +B (z) f = 0; (2.1.1)

où B (z) est une fonction entière, on sait que chaque solution f de l�équation (2:1:1) est une

fonction entière, et si f1, f2 sont deux solutions linéairement indépendantes de (2:1:1), alors

f1 ou f2 est d�ordre in�ni (voir [14]). Par conséquent, la majorité des solutions de (2:1:1) sont

d�ordre in�ni. Mais l�équation (2:1:1) avec B (z) = � (1 + e�z) possède la solution d�ordre
�ni f (z) = ez.

Une question naturelle se pose : Quelles sont les conditions sur B (z) qui garantissent que

toute solution f 6� 0 de (2:1:1) est d�ordre in�ni ? Les auteurs, Frei (voir [15]), Ozawa (voir
[39]), Amemiya (voir [1]), Gundersen (voir [20]) et Langley (voir [34]) ont étudié ce problème.

Ils ont prouvé que toute solution f 6� 0 de (2:1:1) est d�ordre in�ni lorsque B (z) est un

polynôme non constant ou une fonction entière transcendante avec � (B) 6= 1. Dans ([12]),
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Chen a étudié l�équation (2:1:1) et il a obtenu des résultats di¤érents concernant la croissance

de ses solutions quand � (B) = 1.

Récemment, dans ([40]), Peng et Chen ont étudié l�ordre et l�hyper-ordre des solutions de

certaines équations di¤érentielles linéaires d�ordre deux et ils ont prouvé le résultat suivant.

Théorème A (voir [40]) Soient Aj (z) (6� 0) (j = 1; 2) des fonctions entières avec � (Aj) < 1,
a1, a2 des nombres complexes tels que a1a2 6= 0, a1 6= a2 (supposons que ja1j 6 ja2j). Si
arg a1 6= � ou a1 < �1, alors toute solution f 6� 0 de l�équation

f 00 + e�zf 0 + (A1e
a1z + A2e

a2z) f = 0

est d�ordre in�ni et �2 (f) = 1.

Dans ce chapitre, on continue la recherche dans ce type de problèmes, le but principal est

de généraliser et d�améliorer les résultats du Théorème A à certaines équations di¤érentielles

linéaires d�ordre supérieur. En e¤et, on va prouver les résultats suivants.

Théorème 2.1.1 (voir [22]) Soient Aj (z) ( 6� 0) (j = 1; 2), Bl (z) ( 6� 0) (l = 1; :::; k � 1),
Dm (m = 0; :::; k � 1) des fonctions entières avec max f� (Aj) ; � (Bl) ; � (Dm)g < 1, bl (l =
1; :::; k � 1) des constantes complexes telles que (i) arg bl = arg a1 et bl = cla1 (0 < cl < 1)

(l 2 I1) et (ii) bl (l 2 I2) sont des constantes réelles telles que bl 6 0 où I1 6= ;, I2 6= ;,
I1 \ I2 = ;, I1 [ I2 = f1; 2; :::; k � 1g, et soient a1, a2 deux nombres complexes tels que
a1a2 6= 0, a1 6= a2 (supposons que ja1j 6 ja2j). Si arg a1 6= � ou a1 est un nombre réel tel

que a1 < b
1�c , où c = max fcl : l 2 I1g et b = min fbl : l 2 I2g, alors toute solution f 6� 0 de

l�équation di¤érentielle

f (k) +
�
Dk�1 +Bk�1e

bk�1z
�
f (k�1) + :::+

�
D1 +B1e

b1z
�
f 0 + (D0 + A1e

a1z + A2e
a2z) f = 0

(2.1.2)

véri�e � (f) = +1 et �2 (f) = 1.

Corollaire 2.1.1 (voir [22]) Soient Aj (z) ( 6� 0) (j = 1; 2), Bl (z) (6� 0) (l = 1; :::; k � 1),
Dm (m = 0; :::; k � 1) des fonctions entières avec max f� (Aj) ; � (Bl) ; � (Dm)g < 1, bl (l =
1; :::; k � 1) des constantes complexes telles que arg bl = arg a1 et bl = cla1 (0 < cl < 1)

(l = 1; :::; k � 1), et soient a1, a2 deux nombres complexes tels que a1a2 6= 0, a1 6= a2

(supposons que ja1j 6 ja2j). Si arg a1 6= � ou a1 est un nombre réel tel que a1 < 0, alors toute

solution f 6� 0 de l�équation (2:1:2) véri�e � (f) = +1 et �2 (f) = 1.
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Corollaire 2.1.2 (voir [22]) Soient Aj (z) (6� 0) (j = 1; 2), Bl (z) ( 6� 0) (l = 1; :::; k � 1),
Dm (m = 0; :::; k � 1) des fonctions entières avec max f� (Aj) ; � (Bl) ; � (Dm)g < 1, bl (l =
1; :::; k�1) des constantes complexes telles que bl 6 0, et soient a1, a2 deux nombres complexes
tels que a1a2 6= 0, a1 6= a2 (supposons que ja1j 6 ja2j). Si arg a1 6= � ou a1 est un nombre

réel tel que a1 < b où b = min fbl : l = 1; :::; k � 1g, alors toute solution f 6� 0 de l�équation
(2:1:2) véri�e � (f) = +1 et �2 (f) = 1.

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 (voir [18]) Soient f une fonction méromorphe transcendante avec � (f) =

� < +1, H = f(k1; j1) ; (k2; j2) ; :::; (kq; jq)g un ensemble �ni de distinctes paires de nombres
entiers véri�ant ki > ji > 0 (i = 1; :::; q) et soit " > 0 une constante. Alors, on a
(i) Il existe un ensemble E1 �

�
��
2
; 3�
2

�
de mesure linéaire nulle, tel que si  2

�
��
2
; 3�
2

�
nE1,

alors il existe une constante R0 = R0 ( ) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg z =  ,

jzj > R0 et pour tout (k; j) 2 H, on a����f (k) (z)f (j) (z)

���� 6 jzj(k�j)(��1+") : (2.2.1)

(ii) Il existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z
satisfaisant jzj =2 E2 [ [0; 1] et pour tout (k; j) 2 H, on a����f (k) (z)f (j) (z)

���� 6 jzj(k�j)(��1+") : (2.2.2)

(iii) Il existe un ensemble E3 � (0;+1) de mesure linéaire �nie tel que pour tout z satisfai-
sant jzj =2 E3 et pour tout (k; j) 2 H, on a����f (k) (z)f (j) (z)

���� 6 jzj(k�j)(�+") : (2.2.3)

Lemme 2.2.2 (voir [12]) Supposons que P (z) = (�+ i�) zn + ::: (�; � sont des nombres

réels, j�j+ j�j 6= 0) est un polynôme de degré n > 1, et A (z) (6� 0) est une fonction entière
avec � (A) < n. Posons g (z) = A (z) eP (z), z = rei�, � (P; �) = � cosn� � � sinn�. Alors,

pour tout " > 0 donné, il existe un ensemble E4 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que

pour tout � 2 [0; 2�)� (E4 [ E5), il existe R > 0 telle que pour jzj = r > R, on a

(i) Si � (P; �) > 0, alors

exp f(1� ") � (P; �) rng 6
��g �rei���� 6 exp f(1 + ") � (P; �) rng ; (2.2.4)
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(ii) Si � (P; �) < 0, alors

exp f(1 + ") � (P; �) rng 6
��g �rei���� 6 exp f(1� ") � (P; �) rng ; (2.2.5)

où E5 = f� 2 [0; 2�) : � (P; �) = 0g est un ensemble �ni.

Lemme 2.2.3 (voir [40]) Supposons que n > 1 est un nombre entier positif. Soient Pj (z) =
ajnz

n + ::: (j = 1; 2) des polynômes non constants, où ajq (q = 1; :::; n) sont des nombres

complexes et a1na2n 6= 0. Posons z = rei�, ajn = jajnj ei�j , �j 2
�
��
2
; 3�
2

�
, � (Pj; �) =

jajnj cos (�j + n�), alors il existe un ensemble E6 �
�
� �
2n
; 3�
2n

�
de mesure linéaire nulle. Si

�1 6= �2, alors il existe un rayon arg z = �, � 2
�
� �
2n
; �
2n

�
n (E6 [ E7) tel que

� (P1; �) > 0 , � (P2; �) < 0 (2.2.6)

ou

� (P1; �) < 0 , � (P2; �) > 0; (2.2.7)

où E7 =
�
� 2

�
� �
2n
; 3�
2n

�
: � (Pj; �) = 0

	
est un ensemble �ni ayant une mesure linéaire nulle.

Remarque 2.2.1 (voir [40]) Si on remplace � 2
�
� �
2n
; �
2n

�
n (E6 [ E7) par � 2

�
�
2n
; 3�
2n

�
n

(E6 [ E7) dans le Lemme 2.2.3, alors on obtient le même résultat.

Lemme 2.2.4 (voir [9]) Supposons que k > 2 est un nombre entier positif. Soient B0, B1,
..., Bk�1 des fonctions entières d�ordre �ni et soit � = max f� (Bj) : j = 0; :::; k � 1g. Alors
toute solution f de l�équation di¤érentielle

f (k) +Bk�1f
(k�1) + :::+B1f

0 +B0f = 0 (2.2.8)

satisfait �2 (f) 6 �.

Lemme 2.2.5 (voir [18]) Soient f(z) une fonction méromorphe transcendante et � > 1 une

constante donnée. Alors, il existe un ensemble E8 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie
et une constante B > 0 qui dépend uniquement que � et i; j (0 6 i < j 6 k), tels que pour

tout z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E8, on a����f (j)(z)f (i)(z)

���� 6 B

�
T (�r; f)

r
(log� r) log T (�r; f)

�j�i
: (2.2.9)

Lemme 2.2.6 (voir [19]) Soient ' : [0;+1) ! R et  : [0;+1) ! R des fonctions

croissantes telles que ' (r) 6  (r) pour tout r =2 E9 [ [0; 1], où E9 � (1;+1) est un
ensemble de mesure logarithmique �nie. Soit 
 > 1 une constante donnée. Alors il existe

r1 = r1 (
) > 0 tel que ' (r) 6  (
r) pour tout r > r1.
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2.3 Preuve du Théorème 2.1.1

Supposons que f (6� 0) est une solution de l�équation (2:1:2).

Première étape : Montrons que � (f) = +1. Supposons que � (f) = � < +1.
Posons

max f� (Aj) ; � (Bl) ; � (Dm)g = � < 1;

où (j = 1; 2), (l = 1; :::; k � 1), (m = 0; :::; k � 1).
Pour tout " (0 < " < 1� �) et pour r su¢ samment grand, on a

jAj (z)j 6 exp
�
r�+"

	
, jBl (z)j 6 exp

�
r�+"

	
, jDm (z)j 6 exp

�
r�+"

	
. (2.3.1)

D�après le Lemme 2.2.1 (i), pour " dé�ni ci-dessus, il existe un ensemble E1 �
�
��
2
; 3�
2

�
de

mesure linéaire nulle, si � 2
�
��
2
; 3�
2

�
nE1, alors il existe une constante R0 = R0 (�) > 1 telle

que pour tout z satisfaisant arg z = � et jzj = r > R0 on a����f (j) (z)f (z)

���� 6 rj(��1+") (j = 1; :::; k) : (2.3.2)

Soient z = rei�, a1 = ja1j ei�1 et a2 = ja2j ei�2 où �1; �2 2
�
��
2
; 3�
2

�
. On sait que

� (blz; �) = � (cla1z; �) = cl� (a1z; �) (l 2 I1):

Cas 1 : arg a1 6= �, c�est-à-dire �1 6= �.

(i) Supposons que �1 6= �2. D�après le Lemme 2.2.3, pour " donné,

0 < " < minfja2j � ja1jja2j+ ja1j
; 1� �;

1� c

2 (1 + c)
g;

il existe un rayon arg z = � tel que � 2
�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) (où E6 et E7 sont dé�nis

comme dans le Lemme 2.2.3 et E1 [E6 [E7 ayant une mesure linéaire nulle), et satisfaisant

� (a1z; �) > 0, � (a2z; �) < 0 ou � (a1z; �) < 0, � (a2z; �) > 0:

a) Quand � (a1z; �) > 0, � (a2z; �) < 0, pour r su¢ samment grand, on obtient par le Lemme

2.2.2

jA1ea1zj > exp f(1� ") � (a1z; �) rg ; (2.3.3)

jA2ea2zj 6 exp f(1� ") � (a2z; �) rg < 1: (2.3.4)
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Par (2:3:3) et (2:3:4), on obtient

jA1ea1z + A2e
a2zj > jA1ea1zj � jA2ea2zj

> exp f(1� ") � (a1z; �) rg � 1

> (1� o (1)) exp f(1� ") � (a1z; �) rg : (2.3.5)

De l�équation di¤érentielle (2:1:2), on en déduit immédiatement que

jA1ea1z + A2e
a2zj 6

����f (k) (z)f (z)

����+ �jDk�1j+
��Bk�1 (z) ebk�1z��� ����f (k�1) (z)f (z)

����
+:::+

�
jD1j+

��B1 (z) eb1z��� ����f 0 (z)f (z)

����+ jD0 (z)j : (2.3.6)

Pour l 2 I1, on a��Bl (z) eblz�� 6 exp f(1 + ") cl� (a1z; �) rg 6 exp f(1 + ") c� (a1z; �) rg ; (2.3.7)

et pour l 2 I2, on a aussi��Bl (z) eblz�� = jBl (z)j ��eblz�� 6 exp�r�+"	 exp fblr cos �g 6 exp�r�+"	 (2.3.8)

parce que bl 6 0 et cos � > 0.
En substituant (2:3:1), (2:3:2), (2:3:5), (2:3:7) et (2:3:8) dans (2:3:6), on obtient

(1� o (1)) exp f(1� ") � (a1z; �) rg

6 rk(��1+") +
�
exp

�
r�+"

	
+
��Bk�1 (z) ebk�1z��� r(k�1)(��1+")

+:::+
�
exp

�
r�+"

	
+
��B1 (z) eb1z��� r��1+" + exp�r�+"	

6M0r
k(��1+") exp

�
r�+"

	
exp f(1 + ") c� (a1z; �) rg ; (2.3.9)

où M0 > 0 est une certaine constante.

De (2:3:9) et

0 < " <
1� c

2 (1 + c)
;

il vient immédiatement

(1� o (1)) exp

�
1� c

2
� (a1z; �) r

�
6M0r

k(��1+") exp
�
r�+"

	
: (2.3.10)
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Comme � (a1z; �) > 0 et � + " < 1, alors (2:3:10) est une contradiction.

b) Quand � (a1z; �) < 0, � (a2z; �) > 0, pour r su¢ samment grand, on obtient par le Lemme

2.2.2

jA1ea1zj 6 exp f(1� ") � (a1z; �) rg < 1; (2.3.11)

jA2ea2zj > exp f(1� ") � (a2z; �) rg : (2.3.12)

Par (2:3:11) et (2:3:12), on obtient

jA1ea1z + A2e
a2zj > (1� o (1)) exp f(1� ") � (a2z; �) rg : (2.3.13)

Pour l 2 I1, on a ��Bl (z) eblz�� 6 exp f(1 + ") cl� (a1z; �) rg < 1: (2.3.14)

En substituant (2:3:1), (2:3:2), (2:3:8), (2:3:13) et (2:3:14) dans (2:3:6), on obtient

(1� o (1)) exp f(1� ") � (a2z; �) rg 6M0r
k(��1+") exp

�
r�+"

	
: (2.3.15)

Comme � (a2z; �) > 0 et � + " < 1, alors (2:3:15) est une contradiction.

(ii) Supposons que �1 = �2. D�après Lemme 2.2.3, pour " dé�ni ci-dessus, il existe un rayon

arg z = � tel que � 2
�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) et � (a1z; �) > 0. Puisque ja1j 6 ja2j, a1 6= a2

et �1 = �2 alors ja1j < ja2j, ainsi

� (a2z; �) > � (a1z; �) > 0:

Pour r su¢ samment grand, on obtient par le Lemme 2.2.2

jA1ea1zj 6 exp f(1 + ") � (a1z; �) rg ; (2.3.16)

jA2ea2zj > exp f(1� ") � (a2z; �) rg (2.3.17)

et les relations (2:3:7), (2:3:8) sont véri�ées.

Par (2:3:16) et (2:3:17), on en déduit

jA1ea1z + A2e
a2zj > jA2ea2zj � jA1ea1zj

> exp f(1� ") � (a2z; �) rg � exp f(1 + ") � (a1z; �) rg
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= exp f(1 + ") � (a1z; �) rg [exp f�rg � 1] ; (2.3.18)

où

� = (1� ") � (a2z; �)� (1 + ") � (a1z; �) :

Comme

0 < " <
ja2j � ja1j
ja2j+ ja1j

;

alors

� = (1� ") ja2j cos (�2 + �)� (1 + ") ja1j cos (�1 + �)

= cos (�1 + �) [(1� ") ja2j � (1 + ") ja1j]

= cos (�1 + �) [ja2j � ja1j � " (ja2j+ ja1j)] > 0:

Selon (2:3:18) et � > 0, on en déduit

jA1ea1z + A2e
a2zj > (1� o (1)) exp f(1 + ") � (a1z; �) rg exp f�rg : (2.3.19)

En substituant (2:3:1), (2:3:2), (2:3:7), (2:3:8) et (2:3:19) dans (2:3:6), on obtient

(1� o (1)) exp f(1 + ") � (a1z; �) rg exp f�rg

6M1r
k(��1+") exp

�
r�+"

	
exp f(1 + ") c� (a1z; �) rg ; (2.3.20)

où M1 > 0 est une certaine constante.

De (2:3:20), il vient immédiatement

(1� o (1)) exp f[(1 + ") (1� c) � (a1z; �) + �] rg 6M1r
k(��1+") exp

�
r�+"

	
: (2.3.21)

Comme � (a1z; �) > 0, � > 0 et � + " < 1, alors (2:3:21) est une contradiction.

Cas 2 : a1 < b
1�c , c�est-à-dire �1 = �:

(i) Supposons que �1 6= �2, donc �2 6= �. D�après le Lemme 2.2.3, pour " dé�ni ci-dessus,

il existe un rayon arg z = � tel que � 2
�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) et � (a2z; �) > 0. Comme

cos � > 0, alors

� (a1z; �) = ja1j cos (�1 + �) = � ja1j cos � < 0:

Pour r su¢ samment grand, on obtient par le Lemme 2.2.2

jA1ea1zj 6 exp f(1� ") � (a1z; �) rg < 1; (2.3.22)
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jA2ea2zj > exp f(1� ") � (a2z; �) rg (2.3.23)

et les relations (2:3:8), (2:3:14) sont véri�ées.

Des deux relations (2:3:22) et (2:3:23), on en déduit

jA1ea1z + A2e
a2zj > jA2ea2zj � jA1ea1zj

> exp f(1� ") � (a2z; �) rg � 1

> (1� o (1)) exp f(1� ") � (a2z; �) rg : (2.3.24)

En utilisant le même raisonnement du cas 1 (i), on peut obtenir une contradiction.

(ii) Supposons que �1 = �2, donc �1 = �2 = �. D�après le Lemme 2.2.3, pour " dé�ni ci-dessus,

il existe un rayon arg z = � tel que � 2
�
�
2
; 3�
2

�
n (E1 [ E6 [ E7), alors cos � < 0,

� (a1z; �) = ja1j cos (�1 + �) = � ja1j cos � > 0

et

� (a2z; �) = ja2j cos (�2 + �) = � ja2j cos � > 0:

Comme ja1j 6 ja2j, a1 6= a2 et �1 = �2, alors ja1j < ja2j, ainsi

� (a2z; �) > � (a1z; �) > 0:

Pour r su¢ samment grand, les relations (2:3:7), (2:3:16), (2:3:17) et (2:3:19) sont véri�ées.

Pour l 2 I2, on a donc��Bl (z) eblz�� = jBl (z)j ��eblz�� 6 exp�r�+"	 exp fblr cos �g
6 exp

�
r�+"

	
exp fbr cos �g ; (2.3.25)

car bl 6 0, b = min fbl : l 2 I2g et cos � < 0.
En substituant (2:3:1), (2:3:2), (2:3:7), (2:3:19) et (2:3:25) dans (2:3:6), on obtient

(1� o (1)) exp f(1 + ") � (a1z; �) rg exp f�rg

6M2r
k(��1+") exp

�
r�+"

	
exp f(1 + ") c� (a1z; �) rg exp fbr cos �g ;
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où M2 > 0 est une certaine constante. Ainsi

(1� o (1)) exp f
rg 6M2r
k(��1+") exp

�
r�+"

	
; (2.3.26)

où


 = (1 + ") (1� c) � (a1z; �) + �� b cos �:

Comme

� > 0; cos � < 0; � (a1z; �) = � ja1j cos �; a1 <
b

1� c
et b 6 0;

alors


 = � (1 + ") (1� c) ja1j cos � � b cos � + �

= � [(1 + ") (1� c) ja1j+ b] cos � + �

> �
�
(1 + ") (1� c)

jbj
1� c

+ b

�
cos � + �

= � [� (1 + ") b+ b] cos � + � = �+ b" cos � > 0:

Comme � + " < 1 et 
 > 0, alors (2:3:26) est une contradiction.

On conclut de la preuve ci-dessus que � (f) = +1.

Deuxième étape : Montrons que �2 (f) = 1. Par

max
�
�
�
Dl +Ble

blz
�
(l = 1; :::; k � 1) ; � (D0 + A1e

a1z + A2e
a2z)
	
= 1

et d�après le Lemme 2.2.4, on obtient �2 (f) 6 1.
D�après le Lemme 2.2.5, on sait qu�il existe un ensemble E8 � (1;+1) de mesure logarith-
mique �nie et une constante B > 0 telle que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [E8, on
a ����f (j)(z)f(z)

���� 6 B [T (2r; f)]j+1 (j = 1; :::; k) : (2.3.27)

Cas 1 : arg a1 6= �:

(i) (�1 6= �2). Dans la première étape, on a prouvé qu�il existe un rayon arg z = � où � 2�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) satisfaisant

� (a1z; �) > 0; � (a2z; �) < 0 ou � (a1z; �) < 0; � (a2z; �) > 0:

a) Quand � (a1z; �) > 0 et � (a2z; �) < 0, pour r su¢ samment grand, la relation (2:3:5) est

véri�ée.
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En substituant (2:3:1), (2:3:5), (2:3:7), (2:3:8) et (2:3:27) dans (2:3:6), on obtient pour tout

z = rei� satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E8, � 2
�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7)

(1� o (1)) exp f(1� ") � (a1z; �) rg

6 B [T (2r; f)]k+1 +B
�
exp

�
r�+"

	
+
��Bk�1 (z) ebk�1z��� [T (2r; f)]k

+:::+B
�
exp

�
r�+"

	
+
��B1 (z) eb1z��� [T (2r; f)]2 + exp�r�+"	

6M0 exp
�
r�+"

	
exp f(1 + ") c� (a1z; �) rg [T (2r; f)]k+1 ; (2.3.28)

où M0 > 0 est une certaine constante.

De (2:3:28) et

0 < " <
1� c

2 (1 + c)
;

on déduit

(1� o (1)) exp

�
1� c

2
� (a1z; �) r

�
6M0 exp

�
r�+"

	
[T (2r; f)]k+1 : (2.3.29)

Etant donné que � (a1z; �) > 0 et � + " < 1, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2:3:29) on

obtient �2 (f) > 1, d�où �2 (f) = 1.

b) Quand � (a1z; �) < 0 et � (a2z; �) > 0, pour r su¢ samment grand, la relation (2:3:13) est

véri�ée.

En substituant (2:3:1), (2:3:8), (2:3:13), (2:3:14) et (2:3:27) dans (2:3:6), on obtient pour tout

z = rei� satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E8, � 2
�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7)

(1� o (1)) exp f(1� ") � (a2z; �) rg 6M0 exp
�
r�+"

	
[T (2r; f)]k+1 ; (2.3.30)

où M0 > 0 est une certaine constante.

Etant donné que � (a2z; �) > 0 et � + " < 1, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2:3:30) on

obtient �2 (f) > 1, d�où �2 (f) = 1.

(ii) (�1 = �2). Dans la première étape, on a démontré qu�il existe un rayon arg z = � où

� 2
�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) satisfaisant

� (a2z; �) > � (a1z; �) > 0;

et pour r su¢ samment grand, la relation (2:3:19) est véri�ée.
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En substituant (2:3:1), (2:3:7), (2:3:8), (2:3:19) et (2:3:27) dans (2:3:6), on obtient pour tout

z = rei� satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E8, � 2
�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7)

(1� o (1)) exp f(1 + ") � (a1z; �) rg exp f�rg

6M1 exp
�
r�+"

	
exp f(1 + ") c� (a1z; �) rg [T (2r; f)]k+1 ; (2.3.31)

où M1 > 0 est une certaine constante.

Par (2:3:31), on a donc

(1� o (1)) exp f[(1 + ") (1� c) � (a1z; �) + �] rg 6M1 exp
�
r�+"

	
[T (2r; f)]k+1 : (2.3.32)

Etant donné que � (a1z; �) > 0, � > 0 et � + " < 1, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et

(2:3:32) on obtient �2 (f) > 1, d�où �2 (f) = 1.

Cas 2 : a1 < b
1�c :

(i) (�1 6= �2). Dans la première étape, on a démontré qu�il existe un rayon arg z = � où

� 2
�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) satisfaisant

� (a2z; �) > 0 et � (a1z; �) < 0;

et pour r su¢ samment grand, la relation (2:3:24) est véri�ée.

En utilisant le même raisonnement du cas 1 (i) de la deuxième étape, on peut obtenir

�2 (f) = 1.

(ii) (�1 = �2). Dans la première étape, on a démontré qu�il existe un rayon arg z = � où

� 2
�
�
2
; 3�
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) satisfaisant

� (a2z; �) > � (a1z; �) > 0;

et pour r su¢ samment grand, la relation (2:3:19) est véri�ée.

En substituant (2:3:1), (2:3:7), (2:3:19), (2:3:25) et (2:3:27) dans (2:3:6), on obtient pour tout

z = rei� satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E8, � 2
�
�
2
; 3�
2

�
n (E1 [ E6 [ E7)

(1� o (1)) exp f(1 + ") � (a1z; �) rg exp f�rg

6M2 exp
�
r�+"

	
exp f(1 + ") c� (a1z; �) rg exp fbr cos �g [T (2r; f)]k+1 ;
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où M2 > 0 est une certaine constante.

Par conséquent

(1� o (1)) exp f
rg 6M2 exp
�
r�+"

	
[T (2r; f)]k+1 ; (2.3.33)

où


 = (1 + ") (1� c) � (a1z; �) + �� b cos �:

Comme 
 > 0 et �+" < 1, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2:3:33), on obtient �2 (f) > 1,
d�où �2 (f) = 1.

On conclut de la preuve ci-dessus que toute solution f 6� 0 de l�équation di¤érentielle (2:1:2)
satisfait �2 (f) = 1. La preuve du Théorème 2.1.1 est achevée.

2.4 Preuve du Corollaire 2.1.1 et Corollaire 2.1.2

En utilisant le même raisonnement du Théorème 2.1.1, on peut obtenir le Corollaire 2.1.1 et

le Corollaire 2.1.2.



Chapitre 3

Croissance et points �xes des
solutions méromorphes des équations
di¤érentielles linéaires d�ordre
supérieur

3.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, on étudie l�ordre de croissance et les points �xes des solutions méromorphes

et leurs dérivées des équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur à coe¢ cients fonctions

méromorphes.

Nos résultats généralisent les résultats précédents dus à Peng et Chen (voir [40]).

Considérons l�équation di¤érentielle linéaire d�ordre deux

f 00 + A1 (z) e
P (z)f 0 + A0 (z) e

Q(z)f = 0; (3.1.1)

où P (z), Q (z) sont des polynômes non constants, A1 (z), A0 (z) (6� 0) sont des fonctions
entières telles que � (A1) < degP (z), � (A0) < degQ (z).

Dans ([19], p. 419), Gundersen a montré que si degP (z) 6= degQ (z), alors toute solution

non constante de (3:1:1) est d�ordre in�ni. Si degP (z) = degQ (z), alors (3:1:1) peut avoir

des solutions non constantes d�ordre �ni.

Par exemple

f (z) = ez + 1

satisfait

f 00 + ezf 0 � ezf = 0:
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Dans ([8]), Chen et Shon ont étudié le cas où degP (z) = degQ (z) et ils ont prouvé les

résultats suivants.

Théorème A (voir [8]) Soient Aj (z) ( 6� 0) (j = 0; 1) des fonctions méromorphes avec � (Aj)
< 1 (j = 0; 1), a, b des nombres complexes tels que ab 6= 0 et arg a 6= arg b ou a = cb

(0 < c < 1). Alors, toute solution méromorphe f (z) 6� 0 de l�équation

f 00 + A1 (z) e
azf 0 + A0 (z) e

bzf = 0 (3.1.2)

est d�ordre in�ni.

Dans le même article ([8]), Chen et Shon ont étudié les points �xes des solutions de l�équation

(3:1:2), leurs dérivées premières et deuxièmes et les polynômes di¤érentiels, et ils ont obtenu

le résultat suivant.

Théorème B (voir [8]) Sous les hypothèses du Théorème A, soient d0, d1, d2 des constantes

complexes qui ne sont pas toutes nulles. Si f (z) 6� 0 est une solution méromorphe de l�équa-
tion (3:1:2), alors

(i) f , f 0, f 00 ont une in�nité de points �xes et satisfont

� (f � z) = � (f 0 � z) = � (f 00 � z) =1:

(ii) Le polynôme di¤érentiel

g (z) = d2f
00 + d1f

0 + d0f

a une in�nité de points �xes et satisfait

� (g � z) =1:

Récemment, dans ([40]), Peng et Chen ont étudié l�ordre et l�hyper-ordre des solutions de

certaines équations di¤érentielles linéaires d�ordre deux (voir [Théorème A, chapitre 2]).

Le but principal de ce chapitre est d�étendre et d�améliorer les résultats du théorème de Peng

et Chen (voir [Théorème A, chapitre 2]) à certaines équations di¤érentielles linéaires d�ordre

supérieur. En e¤et, on va montrer les résultats suivants.



3.1 Introduction et résultats 24

Théorème 3.1.1 (voir [21]) Soient Aj (z) (6� 0) (j = 1; 2), B1 (z) (6� 0) et Bl (z) (l =
2; � � � ; k � 1) des fonctions méromorphes avec

max f� (Aj) (j = 1; 2) ; � (Bl) (l = 1; � � � ; k � 1)g < 1;

a1, a2 des nombres complexes tels que a1a2 6= 0, a1 6= a2 (supposons que ja1j 6 ja2j). Si
arg a1 6= � ou a1 < �1, alors toute solution méromorphe f (6� 0) ayant une multiplicité des
pôles uniformément bornée de l�équation

f (k) +Bk�1f
(k�1) + � � �+B2f

00 +B1e
�zf 0 + (A1e

a1z + A2e
a2z) f = 0 (3.1.3)

véri�e � (f) = +1.

Exemple 3.1.1 Considérons l�équation di¤érentielle

f 000 +
4

z
f 00 +

�
�1
z
� 1
2
z � 1

�
e�zf 0 +

��
1

z
� 1
2
z + 2

�
e�2z + e�3z

�
f = 0; (3.1.4)

où B2 (z) = 4
z
, B1 (z) = �1

z
� 1

2
z � 1, A1 (z) = 1

z
� 1

2
z + 2, a1 = �2, A2 (z) = 1 et a2 = �3.

Évidemment, les conditions du Théorème 3.1.1 sont satisfaites. La fonction méromorphe

f (z) = 1
z2
ee

�z
d�ordre � (f) = +1 est une solution de l�équation (3:1:4).

On sait que toutes les solutions d�une équation di¤érentielle linéaire à coe¢ cients fonctions

entières sont des fonctions entières. Ainsi on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.1.1 Soient Aj (z) ( 6� 0) (j = 1; 2), B1 (z) ( 6� 0) et Bl (z) (l = 2; � � � ; k�1) des
fonctions entières avec

max f� (Aj) (j = 1; 2) ; � (Bl) (l = 1; � � � ; k � 1)g < 1;

a1, a2 des nombres complexes tels que a1a2 6= 0, a1 6= a2 (supposons que ja1j 6 ja2j). Si
arg a1 6= � ou a1 < �1, alors toute solution f (6� 0) de l�équation (3:1:3) véri�e � (f) = +1.

Théorème 3.1.2 (voir [21]) Sous les hypothèses du Théorème 3.1.1, soit f (6� 0) une solu-
tion méromorphe ayant une multiplicité des pôles uniformément bornée de l�équation (3:1:3),

alors f , f 0, f 00 ont une in�nité de points �xes et satisfont

� (f) = � (f 0) = � (f 00) =1:

Corollaire 3.1.2 Sous les hypothèses du Corollaire 3.1.1, soit f (6� 0) une solution de l�équa-
tion (3:1:3), alors f , f 0, f 00 ont une in�nité de points �xes et satisfont

� (f) = � (f 0) = � (f 00) =1:
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3.2 Lemmes préliminaires

On utilise le Lemme 2.2.3 (voir [chapitre 2]) et les Lemmes suivants pour les démonstrations

de nos résultats.

Lemme 3.2.1 (voir [18]) Soient f une fonction méromorphe transcendante avec � (f) =

� < +1, " > 0 une constante donnée, et soient k; j deux entiers véri�ant k > j > 0. Alors,
il existe un ensemble E1 �

�
��
2
; 3�
2

�
de mesure linéaire nulle, tel que si  2

�
��
2
; 3�
2

�
n E1,

alors il existe une constante R0 = R0 ( ) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg z =  et

jzj > R0, on a ����f (k) (z)f (j) (z)

���� 6 jzj(k�j)(��1+") : (3.2.1)

Lemme 3.2.2 (voir [8, 37]) Considérons g (z) = A (z) eaz où A (z) 6� 0 est une fonction

méromorphe d�ordre � (A) = � < 1, a est une constante complexe avec a = jaj ei' et ' 2
[0; 2�). Posons E2 = f� 2 [0; 2�) : cos ('+ �) = 0g, donc E2 est un ensemble �ni. Alors, pour
tout " donné (0 < " < 1� �), il existe un ensemble E3 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle tel
que si z = rei�, � 2 [0; 2�)� (E2 [ E3) et pour r su¢ samment grand, on a
(i) Si cos ('+ �) > 0, alors

exp f(1� ") r� (az; �)g 6 jg (z)j 6 exp f(1 + ") r� (az; �)g : (3.2.2)

(ii) Si cos ('+ �) < 0, alors

exp f(1 + ") r� (az; �)g 6 jg (z)j 6 exp f(1� ") r� (az; �)g ; (3.2.3)

où � (az; �) = jaj cos ('+ �) :

Lemme 3.2.3 (voir [8]) Soit f (z) une fonction méromorphe transcendante d�ordre � (f) =

� < +1. Donc, pour tout " > 0 donné, il existe un ensemble E4 �
�
��
2
; 3�
2

�
de mesure

linéaire nulle, tel que si � 2
�
��
2
; 3�
2

�
�E4, alors il existe une constante R1 = R1 (�) > 1 telle

que pour tout z satisfaisant arg z = � et jzj > R1, on a

exp
�
�r�+"

	
6 jf (z)j 6 exp

�
r�+"

	
: (3.2.4)

Lemme 3.2.4 (voir [16], p. 30) Soient n > 1 un nombre entier positif, P1; P2; � � � ; Pn
des polynômes non constants de degrés, d1; d2:::; dn; respectivement, tels que deg (Pi � Pj) =

max fdi; djg pour i 6= j. Posons A (z) =
nP
j=1

Bj (z) e
Pj(z), où Bj (z) 6� 0 sont des fonctions

méromorphes avec � (Bj) < dj. Alors � (A) = maxfdj : j = 1; :::; ng:
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En utilisant le raisonnement par récurrence, on peut obtenir le lemme suivant.

Lemme 3.2.5 Soit f (z) = g (z) =d (z), où g (z) est une fonction entière transcendante et

d (z) est le produit canonique (ou polynômiale) formé des pôles non nuls de f (z). Alors

f (n) =
1

d

�
g(n) +Dn;n�1g

(n�1) +Dn;n�2g
(n�2) + � � �+Dn;1g

0 +Dn;0g
�

(3.2.5)

et
f (n)

f
=
g(n)

g
+Dn;n�1

g(n�1)

g
+Dn;n�2

g(n�2)

g
+ � � �+Dn;1

g0

g
+Dn;0; (3.2.6)

où Dn;j est la somme d�un nombre �ni de termes du typeX
(j1���jn)

Cjj1���jn

�
d0

d

�j1
� � �
�
d(n)

d

�jn
;

Cjj1���jn sont des constantes et j + j1 + 2j2 + � � �+ njn = n:

Lemme 3.2.6 (voir [13]) Soient A0, A1, ..., Ak�1, F 6� 0 des fonctions méromorphes d�ordre
�ni. Si f est une solution méromorphe d�ordre in�ni de l�équation di¤érentielle

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A1f

0 + A0f = F; (3.2.7)

alors f véri�e

� (f) = � (f) = � (f) =1:

Le lemme suivant, due à Gross (voir [17]), joue un rôle important dans ce chapitre.

Lemme 3.2.7 (voir [17, 49]) Supposons que f1 (z), f2 (z), ...,fn (z) (n > 2) sont des fonc-
tions méromorphes et g1 (z), g2 (z), ..., gn (z) sont des fonctions entières satisfaisant les

conditions suivantes :

(i)
nP
j=1

fj (z) e
gj(z) � 0 ;

(ii) gj (z)� gk (z) ne sont pas constantes pour 1 6 j < k 6 n ;

(iii) Pour 1 6 j 6 n, 1 6 h < k 6 n, T (r; fj) = o
�
T
�
r; egh(z)�gk(z)

�	
(r ! 1; r =2 E), où

E est un ensemble de mesure linéaire �nie.

Alors fj (z) � 0 (j = 1; � � � ; n).

Lemme 3.2.8 (voir [48]) Supposons que f1 (z), f2 (z), ...,fn (z) (n > 2) sont des fonctions
méromorphes et g1 (z), g2 (z), ..., gn (z) sont des fonctions entières satisfaisant les conditions

suivantes :

(i)
nP
j=1

fj (z) e
gj(z) � fn+1 ;

(ii) Si 1 6 j 6 n + 1, 1 6 k 6 n, l�ordre de fj est inférieur à l�ordre de egk(z). Si n > 2,

1 6 j 6 n+ 1, 1 6 h < k 6 n, l�ordre de fj est inférieur à l�ordre de egh�gk .

Alors fj (z) � 0 (j = 1; 2; � � � ; n+ 1).
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3.3 Preuve du Théorème 3.1.1

Tout d�abord, on prouve que l�équation di¤érentielle (3:1:3) n�admet pas une solution mé-

romorphe f 6� 0 avec � (f) < 1. Supposons que f 6� 0 est une solution méromorphe avec

� (f) < 1.

On peut écrire l�équation (3:1:3) comme suit

B1f
0e�z + A1fe

a1z + A2fe
a2z = �

�
f (k) +Bk�1f

(k�1) + � � �+B2f
00	 : (3.3.1)

Pour a2 6= �1; en appliquant le Lemme 3.2.4 pour la relation (3:3:1), on a

1 = �
�
B1f

0e�z + A1fe
a1z + A2fe

a2z
	

= �
�
�
�
f (k) +Bk�1f

(k�1) + � � �+B2f
00	� < 1:

C�est une contradiction.

Pour a2 = �1, en appliquant le Lemme 3.2.4 pour la relation (3:3:1), on a
(i) Si

B1f
0 + A2f 6� 0;

alors

1 = �
�
(B1f

0 + A2f) e
�z + A1fe

a1z
	

= �
�
�
�
f (k) +Bk�1f

(k�1) + � � �+B2f
00	� < 1:

C�est une contradiction.

(ii) Si

B1f
0 + A2f � 0;

alors

1 = � fA1fea1zg = �
�
�
�
f (k) +Bk�1f

(k�1) + � � �+B2f
00	� < 1:

C�est une contradiction.

Par conséquent � (f) > 1.

Maintenant, montrons que � (f) = +1. Supposons que f 6� 0 est une solution méromorphe
ayant une multiplicité des pôles uniformément bornée de l�équation di¤érentielle (3:1:3) avec

1 6 � (f) = � < +1:
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D�après l�équation (3:1:3), on sait que les pôles de f (z) peuvent se produire uniquement des

pôles de Aj (j = 1; 2) et Bl (l = 1; � � � ; k � 1). Ainsi, on obtient

N (r; f) 6M1N (r; f) 6M1

 
2X
j=1

N (r; Aj) +

k�1X
l=1

N (r; Bl)

!

6M max fN (r; Aj) (j = 1; 2) ; N (r; Bl) (l = 1; :::; k � 1)g

où M1 et M sont des constantes positives. On en déduit que

�

�
1

f

�
6 � = max f� (Aj) (j = 1; 2) ; � (Bl) (l = 1; :::; k � 1)g < 1:

Soit f = g=d, où d est le produit canonique formé des pôles non nuls de f (z), avec

� (d) = � (d) = �

�
1

f

�
= � 6 � < 1

et g est une fonction entière avec

1 6 � (g) = � (f) = � <1:

En substituant f = g=d dans (3:1:3), d�après le Lemme 3.2.5, on peut obtenir

g(k)

g
+ [Bk�1 +Dk;k�1]

g(k�1)

g
+ [Bk�2 +Bk�1Dk�1;k�2 +Dk;k�2]

g(k�2)

g

+ � � �+
"
B2 +Dk;2 +

k�1X
i=3

BiDi;2

#
g00

g
+

"
B1e

�z +Dk;1 +
k�1X
i=2

BiDi;1

#
g0

g

+B1D1;0e
�z +

k�1X
i=2

BiDi;0 +Dk;0 + A1e
a1z + A2e

a2z = 0: (3.3.2)

D�après le Lemme 3.2.3, pour tout " donné (0 < " < 1� �), il existe un ensemble E4 ��
��
2
; 3�
2

�
de mesure linéaire nulle, si � 2

�
��
2
; 3�
2

�
�E4, alors il existe une constante R1 =

R1 (�) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg z = � et jzj > R1, on a

jBl (z)j 6 exp
�
r�+"

	
(l = 1; � � � ; k � 1). (3.3.3)

D�après le Lemme 3.2.1, pour tout " donné,

0 < " < min

�
ja2j � ja1j
ja2j+ ja1j

; 1� �

�
;
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il existe un ensemble E1 �
�
��
2
; 3�
2

�
de mesure linéaire nulle, si � 2

�
��
2
; 3�
2

�
n E1, alors

il existe une constante R0 = R0 (�) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg z = � et

jzj = r > R0, on a ����g(j) (z)g (z)

���� 6 rk(��1+"); j = 1; � � � ; k; (3.3.4)

����d(j) (z)d (z)

���� 6 rk(��1+"); j = 1; � � � ; k (3.3.5)

et

jDk;jj =

������
X
(j1���jk)

Cjj1���jk

�
d0

d

�j1 �d00
d

�j2
� � �
�
d(k)

d

�jk������
6
X
(j1���jk)

jCjj1���jk j
����d0d
����j1 ����d00d

����j2 � � � ����d(k)d
����jk

6
X
(j1���jk)

jCjj1���jk j rj1(��1+")r2j2(��1+") � � � rkjk(��1+")

=
X
(j1���jk)

jCjj1���jk j r(j1+2j2+���+kjk)(��1+"): (3.3.6)

Par j1 + � � �+ kjk = k � j 6 k et (3:3:6), on obtient

jDk;jj 6Mrk(��1+"); (3.3.7)

où M > 0 est une certaine constante.

Soient z = rei�, a1 = ja1j ei�1 et a2 = ja2j ei�2 où �1; �2 2
�
��
2
; 3�
2

�
.

Cas 1 : arg a1 6= �, c�est-à-dire �1 6= �:

(i) Supposons que �1 6= �2. D�après le Lemme 3.2.2 et le Lemme 2.2.3, pour " dé�ni ci-dessus,

il existe un rayon arg z = � tel que � 2
�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E4 [ E6 [ E7) (où E6 et E7 sont

dé�nis comme dans le Lemme 2.2.3 et E1 [E4 [E5 [E6 est un ensemble de mesure linéaire
nulle) et satisfaisant

� (a1z; �) > 0, � (a2z; �) < 0

ou

� (a1z; �) < 0, � (a2z; �) > 0:

Quand � (a1z; �) > 0 et � (a2z; �) < 0, pour r su¢ samment grand, il vient immédiatement

jA1ea1zj > exp f(1� ") � (a1z; �) rg ; (3.3.8)
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jA2ea2zj 6 exp f(1� ") � (a2z; �) rg < 1: (3.3.9)

Par (3:3:8) et (3:3:9), on en déduit

jA1ea1z + A2e
a2zj > jA1ea1zj � jA2ea2zj > exp f(1� ") � (a1z; �) rg � 1

> (1� o (1)) exp f(1� ") � (a1z; �) rg : (3.3.10)

De (3:3:2), on en déduit immédiatement que

jA1ea1z + A2e
a2zj 6

����g(k)g
����+jBk�1 +Dk;k�1j

����g(k�1)g

����+jBk�2 +Bk�1Dk�1;k�2 +Dk;k�2j
����g(k�2)g

����
+ � � �+

�����B2 +Dk;2 +
k�1X
i=3

BiDi;2

�����
����g00g
����+
"
jB1j

��e�z��+ �����Dk;1 +
k�1X
i=2

BiDi;1

�����
# ����g0g

����
+ jB1D1;0j

��e�z��+ k�1X
i=2

jBiDi;0j+ jDk;0j : (3.3.11)

Etant donné que � 2
�
��
2
; �
2

�
, il s�ensuit que��e�z�� = e�r cos � < 1:

En substituant (3:3:3), (3:3:4), (3:3:7) et (3:3:10) dans (3:3:11), on obtient donc

(1� o (1)) exp f(1� ") � (a1z; �) rg 6M1r
M2 exp

�
r�+"

	
; (3.3.12)

où M1 > 0 et M2 > 0 sont des certaines constantes.

Comme � (a1z; �) > 0 et �+ " < 1, alors (3:3:12) est une contradiction.

Quand � (a1z; �) < 0 et � (a2z; �) > 0, en utilisant un raisonnement analogue à celui fait

précédemment, on peut aussi obtenir une contradiction.

(ii) Supposons que �1 = �2. D�après le Lemme 2.2.3, pour " dé�ni ci-dessus, il existe un rayon

arg z = � tel que � 2
�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E4 [ E6 [ E7) et � (a1z; �) > 0.

Etant donné que ja1j 6 ja2j, a1 6= a2 et �1 = �2, il s�ensuit que ja1j < ja2j, donc

� (a2z; �) > � (a1z; �) > 0:

Pour r su¢ samment grand, on a par le Lemme 3.2.2

jA1ea1zj 6 exp f(1 + ") � (a1z; �) rg ; (3.3.13)
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jA2ea2zj > exp f(1� ") � (a2z; �) rg : (3.3.14)

Par (3:3:13) et (3:3:14), on en déduit que

jA1ea1z + A2e
a2zj > jA2ea2zj � jA1ea1zj

> exp f(1� ") � (a2z; �) rg � exp f(1 + ") � (a1z; �) rg

= exp f(1 + ") � (a1z; �) rg [exp f�rg � 1] ; (3.3.15)

où

� = (1� ") � (a2z; �)� (1 + ") � (a1z; �) :

Comme

0 < " <
ja2j � ja1j
ja2j+ ja1j

;

il s�ensuit que

� = (1� ") ja2j cos (�2 + �)� (1 + ") ja1j cos (�1 + �)

= (1� ") ja2j cos (�1 + �)� (1 + ") ja1j cos (�1 + �)

= [(1� ") ja2j � (1 + ") ja1j] cos (�1 + �)

= [ja2j � ja1j � " (ja2j+ ja1j)] cos (�1 + �) > 0:

Ainsi, d�après (3:3:15), on obtient

jA1ea1z + A2e
a2zj > (1� o (1)) exp f[(1 + ") � (a1z; �) + �] rg : (3.3.16)

Etant donné que � 2
�
��
2
; �
2

�
, il s�ensuit que��e�z�� = e�r cos � < 1:

En substituant (3:3:3) ; (3:3:4), (3:3:7) et (3:3:16) dans (3:3:11), on obtient

(1� o (1)) exp f[(1 + ") � (a1z; �) + �] rg 6M1r
M2 exp

�
r�+"

	
: (3.3.17)

Comme � (a1z; �) > 0, � > 0 et �+ " < 1, alors (3:3:17) est une contradiction.

Cas 2 : a1 < �1, c�est-à-dire �1 = �:

(i) Supposons que �1 6= �2, donc �2 6= �.
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D�après le Lemme 2.2.3, pour " dé�ni ci-dessus, il existe un rayon arg z = � tel que � 2�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E4 [ E6 [ E7) et � (a2z; �) > 0.

Comme cos � > 0; on a

� (a1z; �) = ja1j cos (�1 + �) = � ja1j cos � < 0:

Pour r su¢ samment grand, on a par le Lemme 3.2.2

jA1ea1zj 6 exp f(1� ") � (a1z; �) rg < 1; (3.3.18)

jA2ea2zj > exp f(1� ") � (a2z; �) rg : (3.3.19)

Par (3:3:18) et (3:3:19), on en déduit que

jA1ea1z + A2e
a2zj > jA2ea2zj � jA1ea1zj > exp f(1� ") � (a2z; �) rg � 1

> (1� o (1)) exp f(1� ") � (a2z; �) rg : (3.3.20)

Etant donné que � 2
�
��
2
; �
2

�
, il s�ensuit que��e�z�� = e�r cos � < 1:

En substituant (3:3:3), (3:3:4), (3:3:7) et (3:3:20) dans (3:3:11), on obtient donc

(1� o (1)) exp f(1� ") � (a2z; �) rg 6M1r
M2 exp

�
r�+"

	
: (3.3.21)

Comme � (a2z; �) > 0 et �+ " < 1, alors (3:3:21) est une contradiction.

(ii) Supposons que �1 = �2, donc �1 = �2 = �.

D�après le Lemme 2.2.3, pour " dé�ni ci-dessus, il existe un rayon arg z = � tel que � 2�
�
2
; 3�
2

�
n (E1 [ E4 [ E6 [ E7), donc cos � < 0,

� (a1z; �) = ja1j cos (�1 + �) = � ja1j cos � > 0

et

� (a2z; �) = ja2j cos (�2 + �) = � ja2j cos � > 0:

Etant donné que ja1j 6 ja2j, a1 6= a2 et �1 = �2, il s�ensuit que ja1j < ja2j, ainsi

� (a2z; �) > � (a1z; �) > 0;
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pour r su¢ samment grand, les relations (3:3:13), (3:3:14) et (3:3:16) sont véri�ées.

Comme � 2
�
�
2
; 3�
2

�
, il s�ensuit que ��e�z�� = e�r cos � > 1:

En substituant (3:3:3), (3:3:4), (3:3:7) et (3:3:16) dans (3:3:11), on obtient

(1� o (1)) exp f[(1 + ") � (a1z; �) + �] rg 6M1r
M2 exp

�
r�+"

	
e�r cos �: (3.3.22)

Par conséquent

(1� o (1)) exp f
rg 6M1r
M2 exp

�
r�+"

	
; (3.3.23)

où


 = (1 + ") � (a1z; �) + � + cos �:

Comme � > 0; cos � < 0, � (a1z; �) = � ja1j cos � et a1 < �1, il s�ensuit que


 = � (1 + ") ja1j cos � + cos � + � = � [(1 + ") ja1j � 1] cos � + �

> � [(1 + ")� 1] cos � + � = �" cos � + � > 0:

Comme �+ " < 1, alors (3:3:23) est une contradiction. On conclut de la preuve ci-dessus que

� (f) = � (g) = +1:

La preuve du Théorème 3.1.1 est achevée.

3.4 Preuve du Théorème 3.1.2

Supposons que f (6� 0) est une solution méromorphe ayant une multiplicité des pôles uni-
formément bornée de l�équation di¤érentielle (3:1:3), donc � (f) = +1 par le Théorème

3.1.1.

Posons

g0 (z) = f (z)� z;

alors z est un point �xe de f (z) si et seulement si g0 (z) = 0.

On sait que g0 (z) est une fonction méromorphe et

� (g0) = � (f) =1:

En substituant f = g0 + z dans (3:1:3), on a donc

g
(k)
0 +Bk�1g

(k�1)
0 + � � �+B2g

00
0 +B1e

�zg00 + (A1e
a1z + A2e

a2z) g0
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= �
�
B1e

�z + zA1e
a1z + zA2e

a2z
�
: (3.4.1)

On peut écrire (3:4:1) sous la forme suivante

g
(k)
0 + h0;k�1g

(k�1)
0 + � � �+ h0;2g

00
0 + h0;1g

0
0 + h0;0g0 = h0; (3.4.2)

où

h0 = � [h0;1 + zh0;0] = �B1e�z � zA1e
a1z � zA2e

a2z:

Montrons maintenant que h0 6� 0. Supposons que

�B1e�z � zA1e
a1z � zA2e

a2z = 0;

donc

zA1e
(a1+1)z + zA2e

(a2+1)z = �B1:

Ainsi, d�après le Lemme 3.2.8, on a A1 � 0, A2 � 0 et B1 � 0, c�est une contradiction.
D�après le Lemme 3.2.6, on sait que

� (g0) = � (f) =1

est véri�ée.

Maintenant, montrons que � (f 0) =1. Posons

g1 (z) = f 0 (z)� z;

donc z est un point �xe de f 0 (z) si et seulement si g1 (z) = 0.

On sait que g1 (z) est une fonction méromorphe et

� (g1) = � (f 0) = � (f) =1:

Posons

R (z) = A1e
a1z + A2e

a2z;

alors

R0 = (A01 + a1A1) e
a1z + (A02 + a2A2) e

a2z:

En dérivant les deux membres de l�équation di¤érentielle (3:1:3), on obtient

f (k+1) +Bk�1f
(k) +

�
B0
k�1 +Bk�2

�
f (k�1) +

�
B0
k�2 +Bk�3

�
f (k�2)
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+ � � �+ (B0
3 +B2) f

000 +
�
B0
2 +B1e

�z� f 00 + h�B1e�z�0 +R
i
f 0 +R0f = 0: (3.4.3)

Par l�équation (3:1:3) ; on a donc

f = � 1
R

�
f (k) +Bk�1f

(k�1) + � � �+B2f
00 +B1e

�zf 0
�
: (3.4.4)

En substituant (3:4:4) dans (3:4:3) ; on trouve

f (k+1) +

�
Bk�1 �

R0

R

�
f (k) +

�
B0
k�1 +Bk�2 �Bk�1

R0

R

�
f (k�1)

+

�
B0
k�2 +Bk�3 �Bk�2

R0

R

�
f (k�2) + � � �+

�
B0
3 +B2 �B3

R0

R

�
f 000

+

�
B0
2 +B1e

�z �B2
R0

R

�
f 00 +

��
B1e

�z�0 +R�B1e
�zR

0

R

�
f 0 = 0: (3.4.5)

On peut écrire l�équation (3:4:5) sous la forme suivante

f (k+1) + h1;k�1f
(k) + h1;k�2f

(k�1) + � � �+ h1;2f
000 + h1;1f

00 + h1;0f
0 = 0; (3.4.6)

où h1;j (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des fonctions méromorphes dé�nies par l�équation (3:4:5).
En substituantf 0 = g1 + z, f 00 = g01 + 1, f

(j+1) = g
(j)
1 (j = 2; � � � ; k) dans (3:4:6), on obtient

immédiatement que

g
(k)
1 + h1;k�1g

(k�1)
1 + h1;k�2g

(k�2)
1 + � � �+ h1;2g

00
1 + h1;1g

0
1 + h1;0g1 = h1; (3.4.7)

où

h1 = � (h1;1 + zh1;0)

= �
�
B0
2 +B1e

�z �B2
R0

R
+ z

�
B1e

�z�0 + zR� zB1e
�zR

0

R

�
= � 1

R

�
B0
2R�B2R

0 + zR2 + [B1R + z (B0
1 �B1)R� zB1R

0] e�z
	
:

Montrons que h1 6� 0. Supposons que h1 � 0, un calcul immédiat donne

[B1A1 + z (B0
1 �B1)A1 � zB1 (A

0
1 + a1A1)] e

(a1�1)z

+ [B1A2 + z (B0
1 �B1)A2 � zB1 (A

0
2 + a2A2)] e

(a2�1)z

+ [B0
2A1 �B2 (A

0
1 + a1A1)] e

a1z + [B0
2A2 �B2 (A

0
2 + a2A2)] e

a2z

+2zA1A2e
(a1+a2)z + zA21e

2a1z + zA22e
2a2z = 0: (3.4.8)
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Posons :

I1 = fa1 � 1; a2 � 1; a1; a2; a1 + a2; 2a2g,
I2 = fa1 � 1; a1; a2; a1 + a2; 2a1g,
I3 = fa1 � 1; a2 � 1; a1; a1 + a2; 2a1g.

D�après les conditions du Théorème 3.1.1, on constate

(i) Si 2a1 6= � 2 I1, alors on écrit (3:4:8) sous la forme

zA21e
2a1z +

X
�2�1

��e
�z = 0; (3.4.9)

où �1 � I1 et �� (� 2 �1) sont des fonctions méromorphes avec � (��) < 1.
D�après le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A1 � 0, c�est une contradiction.

(ii) Si 2a1 = a2 � 1, alors 2a2 6= � 2 I2, ainsi on écrit (3:4:8) sous la forme

zA22e
2a2z +

X
�2�2

��e
�z = 0; (3.4.10)

où �2 � I2 et �� (� 2 �2) sont des fonctions méromorphes avec � (��) < 1.
D�après le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A2 � 0, c�est une contradiction.

(iii) Si 2a1 = a2, alors 2a2 6= � 2 I3, ainsi on écrit (3:4:8) sous la forme

zA22e
2a2z +

X
�2�3

��e
�z = 0; (3.4.11)

où �3 � I3 et �� (� 2 �3) sont des fonctions méromorphes avec � (��) < 1.
D�après le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A2 � 0, c�est une contradiction.
Par (3:4:7) et le Lemme 3.2.6 on sait que

� (g1) = � (f 0 � z) = � (f 0) = � (g1) = � (f) =1:

Montrons maintenant que � (f 00) =1. Posons

g2 (z) = f 00 (z)� z;

donc z est un point �xe de f 00 (z) si et seulement si g2 (z) = 0.

On sait que g2 (z) est une fonction méromorphe et

� (g2) = � (f 00) = � (f) =1:



3.4 Preuve du Théorème 3.1.2 37

Posons

G (z) = B1e
�z:

En dérivant les deux membres de l�équation di¤érentielle (3:4:3), on trouve

f (k+2) +Bk�1f
(k+1) +

�
2B0

k�1 +Bk�2
�
f (k) +

�
B00
k�1 + 2B

0
k�2 +Bk�3

�
f (k�1)

+
�
B00
k�2 + 2B

0
k�3 +Bk�4

�
f (k�2) + � � �+ (B00

4 + 2B
0
3 +B2) f

(4)

+(B00
3 + 2B

0
2 +G) f 000 + (B00

2 + 2G
0 +R) f 00 + (G00 + 2R0) f 0 +R00f = 0: (3.4.12)

Par (3:4:4) et (3:4:12), on obtient

f (k+2)+Bk�1f
(k+1)+

�
2B0

k�1 +Bk�2 �
R00

R

�
f (k)+

�
B00
k�1 + 2B

0
k�2 +Bk�3 �Bk�1

R00

R

�
f (k�1)

+ � � �+
�
B00
4 + 2B

0
3 +B2 �B4

R00

R

�
f (4) +

�
B00
3 + 2B

0
2 +G�B3

R00

R

�
f 000

+

�
B00
2 + 2G

0 +R�B2
R00

R

�
f 00 +

�
G00 + 2R0 �G

R00

R

�
f 0 = 0: (3.4.13)

Montrons que

G0 +R�G
R0

R
6� 0:

Supposons que

G0 +R�G
R0

R
� 0;

un calcul immédiat donne

f1e
(a1�1)z + f2e

(a2�1)z + 2A1A2e
(a1+a2)z + A21e

2a1z + A22e
2a2z = 0; (3.4.14)

où fj (j = 1; 2) sont des fonctions méromorphes avec � (fj) < 1.

Posons K = fa1 � 1; a2 � 1; a1 + a2; 2a1; 2a2g. Par les conditions du Théorème 3.1.1, il est
clair que 2a1 6= a1 � 1, a1 + a2, 2a2.

(i) Si 2a1 6= a2 � 1, alors on écrit (3:4:14) sous la forme

A21e
2a1z +

X
�2�1

��e
�z = 0;

où �1 � K n f2a1g et �� (� 2 �1) sont des fonctions méromorphes avec � (��) < 1.
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D�après le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A1 � 0, c�est une contradiction.

(ii) Si 2a1 = a2 � 1, alors 2a2 6= a1 � 1, a2 � 1, a1 + a2, 2a1.

Ainsi, on écrit (3:4:14) sous la forme

A22e
2a2z +

X
�2�2

��e
�z = 0;

où �2 � K n f2a2g et �� (� 2 �2) sont des fonctions méromorphes avec � (��) < 1.
D�après le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A2 � 0, c�est une contradiction.
Par conséquent,

G0 +R�G
R0

R
6� 0

est prouvée. Posons

 (z) = G0R +R2 �GR0 et � (z) = G00R + 2R0R�GR00: (3.4.15)

Par (3:4:5) et (3:4:15), on trouve

f 0 =
�R
 (z)

�
f (k+1) +

�
Bk�1 �

R0

R

�
f (k) +

�
B0
k�1 +Bk�2 �Bk�1

R0

R

�
f (k�1)

+

�
B0
k�2 +Bk�3 �Bk�2

R0

R

�
f (k�2) + � � �+

�
B0
3 +B2 �B3

R0

R

�
f 000

+

�
B0
2 +G�B2

R0

R

�
f 00
�
: (3.4.16)

En substituant (3:4:15) et (3:4:16) dans (3:4:13), on obtient donc

f (k+2) +

�
Bk�1 �

�

 

�
f (k+1) +

�
2B0

k�1 +Bk�2 �
R00

R
� �

 

�
Bk�1 �

R0

R

��
f (k)

+

�
B00
k�1 + 2B

0
k�2 +Bk�3 �Bk�1

R00

R
� �

 

�
B0
k�1 +Bk�2 �Bk�1

R0

R

��
f (k�1)

+ � � �+
�
B00
4 + 2B

0
3 +B2 �B4

R00

R
� �

 

�
B0
4 +B3 �B4

R0

R

��
f (4)

+

�
B00
3 + 2B

0
2 +G�B3

R00

R
� �

 

�
B0
3 +B2 �B3

R0

R

��
f 000

+

�
B00
2 + 2G

0 +R�B2
R00

R
� �

 

�
B0
2 +G�B2

R0

R

��
f 00 = 0: (3.4.17)

On écrit l�équation (3:4:17) sous la forme suivante

f (k+2) + h2;k�1f
(k+1) + h2;k�2f

(k) + � � �+ h2;1f
000 + h2;0f

00 = 0; (3.4.18)
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où h2;j (j = 0; 1; � � � ; k � 1) sont des fonctions méromorphes dé�nies par l�équation (3:4:17).
En substituant f 00 = g2+ z, f 000 = g02+1, f

(j+2) = g
(j)
2 (j = 2; � � � ; k) dans (3:4:18), on obtient

g
(k)
2 + h2;k�1g

(k�1)
2 + h2;k�2g

(k�2)
2 + � � �+ h2;1g

0
2 + h2;0g2 = h2; (3.4.19)

où

�h2 = h2;1 + zh2;0;

h2;0 = B00
2 + 2G

0 +R�B2
R00

R
� � (z)

 (z)

�
B0
2 +G�B2

R0

R

�
;

h2;1 = B00
3 + 2B

0
2 +G�B3

R00

R
� � (z)

 (z)

�
B0
3 +B2 �B3

R0

R

�
:

Posons

D1 = B00
3 + 2B

0
2 et D2 = B0

3 +B2:

Évidemment, Dj (j = 1; 2) sont des fonctions méromorphes avec � (Dj) < 1.

On peut obtenir

h2;1 =
L1 (z)

 (z)
; h2;0 =

L0 (z)

 (z)
; (3.4.20)

�h2
z
=
1

z
h2;1 + h2;0; (3.4.21)

où

L1 (z) = D1G
0R +D1R

2 �D1GR
0 +G0GR +GR2 �G2R0 �B3G

0R00

�B3R00R�D2G
00R +B3G

00R0 � 2D2R
0R + 2B3R

02 +D2GR
00; (3.4.22)

L0 (z) = B00
2G

0R +B00
2R

2 �B00
2GR

0 + 2G02R + 3G0R2 � 2GG0R0 +R3

�3GR0R�B2G
0R00 �B2R

00R�B0
2G

00R�G00GR +B2G
00R0

�2B0
2R

0R + 2B2R
02 +B0

2GR
00 +G2R00: (3.4.23)

Par conséquent, par (3:4:20) et (3:4:21), on a

�h2
z
=

1

 (z)

�
1

z
L1 (z) + L0 (z)

�
: (3.4.24)

Montrons maintenant que h2 6� 0. En e¤et, si h2 � 0, alors la relation (3:4:24) donne

1

z
L1 (z) + L0 (z) = 0: (3.4.25)
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Par (3:4:22) et (3:4:23), on peut écrire (3:4:25) sous la forme

f1e
(a1�1)z + f2e

(a2�1)z + f3e
(a1�2)z + f4e

(a2�2)z + f5e
2a1z + f6e

2a2z

+f7e
(a1+a2)z + f8e

(2a1�1)z + f9e
(2a2�1)z + f10e

(a1+a2�1)z

+A31e
3a1z + A32e

3a2z + 3A21A2e
(2a1+a2)z + 3A1A

2
2e
(a1+2a2)z = 0; (3.4.26)

où fj (j = 1; � � � ; 10) sont des fonctions méromorphes avec � (fj) < 1.

Posons J ={a1� 1, a2� 1, a1� 2, a2� 2, 2a1, 2a2, a1+ a2, 2a1� 1, 2a2� 1, a1+ a2� 1, 3a1,
3a2, 2a1 + a2, a1 + 2a2}.

Par les conditions du Théorème 3.1.1, il est clair que 3a1 6= a1 � 1, a1 � 2, 2a1, 2a1 � 1, 3a2,
2a1 + a2, a1 + 2a2 et 3a2 6= 2a2, 3a1, 2a1 + a2, a1 + 2a2.

(i) Si 3a1 6= a2 � 1, a2 � 2, 2a2, a1 + a2, 2a2 � 1, a1 + a2 � 1, alors on écrit (3:4:26) sous la
forme

A31e
3a1z +

X
�2�1

��e
�z = 0;

où �1 � J n f3a1g et �� (� 2 �1) sont des fonctions méromorphes avec � (��) < 1.
D�après le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A1 � 0, c�est une contradiction.

(ii) Si 3a1 = 
 où 
 2{a2 � 1, a2 � 2, 2a2, a1 + a2, 2a2 � 1, a1 + a2 � 1}, alors 3a2 6= � pour

tout � 2 J n f3a2g.
Par conséquent, on écrit (3:4:26) sous la forme

A32e
3a2z +

X
�2�2

��e
�z = 0;

où �2 � J n f3a2g et �� (� 2 �2) sont des fonctions méromorphes avec � (��) < 1.
D�après le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A2 � 0, c�est une contradiction. Ainsi,
h2 6� 0 est prouvée.
Par le Lemme 3.2.6 et (3:4:19), on sait que

� (g2) = � (f 00 � z) = � (f 00) = � (g2) = � (f) =1:

La preuve du Théorème 3.1.2 est achevée.



Chapitre 4

Croissance des solutions de quelques
équations di¤érentielles linéaires
d�ordre deux à coe¢ cients fonctions
entières

4.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, on étudie les propriétés des solutions de certaines équations di¤érentielles

linéaires d�ordre deux, en particulier la croissance et l�oscillation de ces solutions.

Dans ([40]), Peng et Chen ont étudié l�ordre et l�hyper-ordre des solutions de certaines équa-

tions di¤érentielles linéaires d�ordre deux (voir [Théorème A, chapitre 2]).

Le but principal est d�étendre et d�améliorer les résultats du théorème de Peng et Chen (voir

[Théorème A, chapitre 2]) à quelques équations di¤érentielles linéaires d�ordre deux. En e¤et,

on va montrer les résultats suivants.

Théorème 4.1.1 (voir [4]) Soient n > 2 un entier, Aj (z) ( 6� 0) (j = 1; 2) des fonctions
entières avec max f� (Aj) : j = 1; 2g < 1, Q (z) = qmz

m + ::: + q1z + q0 un polynôme non

constant et a1, a2 des nombres complexes tels que a1a2 6= 0, a1 6= a2. Si (1) arg a1 6= �

et arg a1 6= arg a2 ou (2) arg a1 6= �, arg a1 = arg a2 et ja2j > n ja1j ou (3) a1 < 0 et

arg a1 6= arg a2 ou (4) � 1
n
(ja2j �m) < a1 < 0, ja2j > m et arg a1 = arg a2, alors toute

solution f 6� 0 de l�équation di¤érentielle

f 00 +Q
�
e�z
�
f 0 + (A1e

a1z + A2e
a2z)n f = 0 (4.1.1)
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véri�e � (f) = +1 et �2 (f) = 1.

Théorème 4.1.2 (voir [4]) Sous les hypothèses du Théorème 4.1.1, soit ' 6� 0 une fonction
entière d�ordre �ni, alors toute solution f 6� 0 de l�équation (4:1:1) satisfait

� (f � ') = � (f � ') = � (f) = +1;

�2 (f � ') = �2 (f � ') = �2 (f) = 1:

Théorème 4.1.3 (voir [4]) Sous les hypothèses du Théorème 4.1.1, soit ' 6� 0 une fonction
entière d�ordre � (') < 1, alors toute solution f 6� 0 de l�équation (4:1:1) satisfait

� (f � ') = � (f 0 � ') = +1:

De plus, si (i) (2n+ 2) a1 6= (2� p) a1+pa2�k (p = 0; 1; 2; k = 0; 1; :::; 2m), (n+ 2� p) a1+

pa2�k (p = 0; 1; :::; n+2; k = 0; 1; :::;m) ou (ii) (2n+ 2) a2 6= (2� p) a1+pa2�k (p = 0; 1; 2;
k = 0; 1; :::; 2m), (n+ 2� p) a1 + pa2 � k (p = 0; 1; :::; n+ 2; k = 0; 1; :::;m), alors

� (f 00 � ') = +1:

Corollaire 4.1.1 (voir [4]) Sous les hypothèses du Théorème 4.1.1, soit f 6� 0 une solution
de l�équation (4:1:1), alors f , f 0 ont une in�nité de points �xes et satisfont

� (f) = � (f 0) =1:

De plus, si (i) (2n+ 2) a1 6= (2� p) a1+pa2�k (p = 0; 1; 2; k = 0; 1; :::; 2m), (n+ 2� p) a1+

pa2�k (p = 0; 1; :::; n+2; k = 0; 1; :::;m) ou (ii) (2n+ 2) a2 6= (2� p) a1+pa2�k (p = 0; 1; 2;
k = 0; 1; :::; 2m), (n+ 2� p) a1 + pa2 � k (p = 0; 1; :::; n + 2; k = 0; 1; :::;m), alors f 00 a une

in�nité de points �xes et satisfait

� (f 00) =1:

4.2 Lemmes préliminaires

On utilise les Lemmes 2.2.1-2.2.5 (voir [chapitre 2]), les Lemmes 3.2.6-3.2.8 (voir [chapitre

3]) et le Lemme suivant pour les démonstrations de nos résultats.

Lemme 4.2.1 (voir [2]) Soient A0, A1, ..., Ak�1, F 6� 0 des fonctions méromorphes d�ordre
�ni. Si f est une solution méromorphe de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A1f

0 + A0f = F; (4.2.1)

avec � (f) = +1 et �2 (f) = �, alors f véri�e

�2 (f) = �2 (f) = �2(f) = �:
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4.3 Preuve du Théorème 4.1.1

Supposons que f (6� 0) est une solution de l�équation di¤érentielle (4:1:1).

Première étape : Montrons que � (f) = +1. Supposons que � (f) = � < +1.
L�équation (4:1:1) devient

f 00

f
+Q

�
e�z
� f 0
f
+ An1e

na1z + An2e
na2z +

n�1X
p=1

CpnA
n�p
1 e(n�p)a1zAp2e

pa2z = 0: (4.3.1)

D�après le Lemme 2.2.1, pour tout " donné,

0 < " < min

�
ja2j � n ja1j

2 [(2n� 1) ja2j+ n ja1j]
;

1

2 (2n� 1)

�
,

il existe un ensemble E1 �
�
��
2
; 3�
2

�
de mesure linéaire nulle, si � 2

�
��
2
; 3�
2

�
n E1, alors

il existe une constante R0 = R0 (�) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg z = � et

jzj = r > R0, on a ����f (j) (z)f (z)

���� 6 rj(��1+") (j = 1; 2) : (4.3.2)

Soient z = rei�, a1 = ja1j ei�1 et a2 = ja2j ei�2 où �1; �2 2
�
��
2
; 3�
2

�
. On sait que

� (pa1z; �) = p� (a1z; �) et � (pa2z; �) = p� (a2z; �) , où p > 0:

Cas 1 : Supposons que arg a1 6= � et arg a1 6= arg a2, c�est-à-dire �1 6= � et �1 6= �2.

D�après le Lemme 2.2.2 et le Lemme 2.2.3, pour " dé�ni ci-dessus, il existe un rayon arg z = �

tel que � 2
�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) (où E6 and E7 sont dé�nis comme dans le Lemme 2.2.3

et E1 [ E6 [ E7 est un ensemble de mesure linéaire nulle) et satisfaisant

� (a1z; �) > 0, � (a2z; �) < 0

ou

� (a1z; �) < 0, � (a2z; �) > 0:

a) Quand � (a1z; �) > 0 et � (a2z; �) < 0, pour r su¢ samment grand, on obtient par le Lemme

2.2.2

jAn1ena1zj > exp f(1� ")n� (a1z; �) rg ; (4.3.3)

jAn2ena2zj 6 exp f(1� ")n� (a2z; �) rg < 1; (4.3.4)
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��An�p1 e(n�p)a1z
�� 6 exp f(1 + ") (n� p) � (a1z; �) rg

6 exp f(1 + ") (n� 1) � (a1z; �) rg , p = 1; :::; n� 1; (4.3.5)

jAp2epa2zj 6 exp f(1� ") p� (a2z; �) rg < 1, p = 1; :::; n� 1: (4.3.6)

Pour � 2
�
��
2
; �
2

�
, il vient ��Q �e�z��� = ��qme�mz + :::+ q1e

�z + q0
��

6 jqmj
��e�mz��+ :::+ jq1j

��e�z��+ jq0j
6 jqmj e�mr cos � + :::+ jq1j e�r cos � + jq0j 6M; (4.3.7)

où M > 0 est une certaine constante.

Par les relations (4:3:1)-(4:3:7), on obtient

exp f(1� ")n� (a1z; �) rg 6 jAn1ena1zj

6
����f 00f
����+ ��Q �e�z��� ����f 0f

����+ jAn2ena2zj+ n�1X
p=1

Cpn
��An�p1 e(n�p)a1z

�� jAp2epa2zj
6 r2(��1+") +Mr��1+" + 2n exp f(1 + ") (n� 1) � (a1z; �) rg

6M1r
M2 exp f(1 + ") (n� 1) � (a1z; �) rg ; (4.3.8)

où M1 > 0 et M2 > 0 sont des certaines constantes.

Par

0 < " <
1

2 (2n� 1)
et (4:3:8), on déduit immédiatement que

exp

�
1

2
� (a1z; �) r

�
6M1r

M2 : (4.3.9)

Comme � (a1z; �) > 0, alors (4:3:9) est une contradiction.

b) Quand � (a1z; �) < 0 et � (a2z; �) > 0, en utilisant un raisonnement analogue à celui fait

précédemment, on peut aussi obtenir une contradiction.
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Cas 2 : Supposons que arg a1 6= �, arg a1 = arg a2 et ja2j > n ja1j, c�est-à-dire �1 6= �, �1 = �2

et ja2j > n ja1j.

D�après le Lemme 2.2.3, pour " dé�ni ci-dessus, il existe un rayon arg z = � tel que � 2�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) et � (a1z; �) > 0.

Étant donné ja2j > n ja1j et n > 2, alors ja2j > ja1j, donc

� (a2z; �) > � (a1z; �) > 0:

Pour r su¢ samment grand, d�après le Lemme 2.2.2, on a donc

jAn2ena2zj > exp f(1� ")n� (a2z; �) rg ; (4.3.10)

jAn1ena1zj 6 exp f(1 + ")n� (a1z; �) rg ; (4.3.11)

��An�p1 e(n�p)a1z
�� 6 exp f(1 + ") (n� 1) � (a1z; �) rg , p = 1; :::; n� 1; (4.3.12)

jAp2epa2zj 6 exp f(1 + ") (n� 1) � (a2z; �) rg , p = 1; :::; n� 1: (4.3.13)

Par (4:3:1), (4:3:2), (4:3:7) et (4:3:10)-(4:3:13), on obtient

exp f(1� ")n� (a2z; �) rg 6 jAn2ena2zj

6
����f 00f
����+ ��Q �e�z��� ����f 0f

����+ jAn1ena1zj+ n�1X
p=1

Cpn
��An�p1 e(n�p)a1z

�� jAp2epa2zj
6 r2(��1+") +Mr��1+" + exp f(1 + ")n� (a1z; �) rg

+2n exp f(1 + ") (n� 1) � (a1z; �) rg exp f(1 + ") (n� 1) � (a2z; �) rg

6M1r
M2 exp f(1 + ")n� (a1z; �) rg exp f(1 + ") (n� 1) � (a2z; �) rg : (4.3.14)

Par conséquent, d�après (4:3:14), on obtient

exp f�rg 6M1r
M2 ; (4.3.15)

où

� = [1� " (2n� 1)] � (a2z; �)� (1 + ")n� (a1z; �) :
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Comme

0 < " <
ja2j � n ja1j

2 [(2n� 1) ja2j+ n ja1j]
; �1 = �2 et cos (�1 + �) > 0;

alors

� = [1� " (2n� 1)] ja2j cos (�2 + �)� (1 + ")n ja1j cos (�1 + �)

= fja2j � n ja1j � " [(2n� 1) ja2j+ n ja1j]g cos (�1 + �)

>
ja2j � n ja1j

2
cos (�1 + �) > 0:

Ainsi (4:3:15) est une contradiction.

Cas 3 : Supposons que a1 < 0 et arg a1 6= arg a2, c�est-à-dire �1 = � et �2 6= �.

D�après le Lemme 2.2.3, pour " dé�ni ci-dessus, il existe un rayon arg z = � tel que � 2�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) et � (a2z; �) > 0.

Puisque cos � > 0, on sait que

� (a1z; �) = ja1j cos (�1 + �) = � ja1j cos � < 0:

Pour r su¢ samment grand, on obtient par le Lemme 2.2.2

jAn2ena2zj > exp f(1� ")n� (a2z; �) rg ; (4.3.16)

jAn1ena1zj 6 exp f(1� ")n� (a1z; �) rg < 1; (4.3.17)

��An�p1 e(n�p)a1z
�� 6 exp f(1� ") (n� p) � (a1z; �) rg < 1, p = 1; :::; n� 1; (4.3.18)

jAp2epa2zj 6 exp f(1 + ") (n� 1) � (a2z; �) rg , p = 1; :::; n� 1: (4.3.19)

En utilisant le même raisonnement du cas 1 (a), on peut obtenir une contradiction.

Cas 4 : Supposons que � 1
n
(ja2j �m) < a1 < 0, ja2j > m et arg a1 = arg a2, c�est-à-dire

�1 = �2 = � et ja1j < 1
n
(ja2j �m), donc ja2j > n ja1j+m, ainsi ja2j > n ja1j.

D�après le Lemme 2.2.3, pour " dé�ni ci-dessus, il existe un rayon arg z = � tel que � 2�
�
2
; 3�
2

�
n (E1 [ E6 [ E7), alors cos � < 0,

� (a1z; �) = ja1j cos (�1 + �) = � ja1j cos � > 0
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et

� (a2z; �) = ja2j cos (�2 + �) = � ja2j cos � > 0:

Étant donné ja2j > n ja1j et n > 2, alors ja2j > ja1j, donc

� (a2z; �) > � (a1z; �) > 0;

pour r su¢ samment grand, les relations (4:3:10)-(4:3:13) sont véri�ées.

Pour � 2
�
�
2
; 3�
2

�
, on a donc ��Q �e�z��� 6Me�mr cos �: (4.3.20)

Par (4:3:1), (4:3:2), (4:3:10)-(4:3:13) et (4:3:20), on en déduit que

exp f(1� ")n� (a2z; �) rg 6 jAn2ena2zj

6
����f 00f
����+ ��Q �e�z��� ����f 0f

����+ jAn1ena1zj+ n�1X
p=1

Cpn
��An�p1 e(n�p)a1z

�� jAp2epa2zj
6 r2(��1+") +Mr��1+"e�mr cos � + exp f(1 + ")n� (a1z; �) rg

+2n exp f(1 + ") (n� 1) � (a1z; �) rg exp f(1 + ") (n� 1) � (a2z; �) rg

6M1r
M2e�mr cos � exp f(1 + ")n� (a1z; �) rg

� exp f(1 + ") (n� 1) � (a2z; �) rg : (4.3.21)

Par conséquent, d�après (4:3:21), on obtient immédiatement que

exp f�rg 6M1r
M2 ; (4.3.22)

où

� = [1� " (2n� 1)] � (a2z; �)� (1 + ")n� (a1z; �) +m cos �:

Comme ja2j � n ja1j �m > 0, alors

2 [(2n� 1) ja2j+ n ja1j] > ja2j � n ja1j �m > 0:

Par conséquent,
ja2j � n ja1j �m

2 [(2n� 1) ja2j+ n ja1j]
< 1:

Ensuite, en choisissant

0 < " <
ja2j � n ja1j �m

2 [(2n� 1) ja2j+ n ja1j]
;
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et comme �1 = �2 = � et cos � < 0, alors

� = � cos � fja2j � n ja1j �m� " [(2n� 1) ja2j+ n ja1j]g

> �1
2
[ja2j � n ja1j �m] cos � > 0:

Et, par suite, (4:3:22) est une contradiction. On conclut de la preuve ci-dessus que � (f) =

+1.

Deuxième étape : Montrons que �2 (f) = 1. Par

max
�
�
�
Q
�
e�z
��
; � [(A1e

a1z + A2e
a2z)n]

	
= 1

et d�après le Lemme 2.2.4, on obtient �2 (f) 6 1.
D�après le Lemme 2.2.5, on sait qu�il existe un ensemble E8 � (1;+1) de mesure logarith-
mique �nie et une constante B > 0 telle que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [E8, on
a ����f (j)(z)f(z)

���� 6 B [T (2r; f)]j+1 (j = 1; 2) : (4.3.23)

Cas 1 : �1 6= � et �1 6= �2. Dans la première étape, on a prouvé qu�il existe un rayon arg z = �

où � 2
�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) satisfaisant

� (a1z; �) > 0; � (a2z; �) < 0 ou � (a1z; �) < 0; � (a2z; �) > 0:

a) Quand � (a1z; �) > 0 et � (a2z; �) < 0, pour r su¢ samment grand, les relations (4:3:3)-

(4:3:7) sont véri�ées.

Par (4:3:1), (4:3:3)-(4:3:7) et (4:3:23), on peut obtenir

exp f(1� ")n� (a1z; �) rg 6 jAn1ena1zj

6
����f 00f
����+ ��Q �e�z��� ����f 0f

����+ jAn2ena2zj+ n�1X
p=1

Cpn
��An�p1 e(n�p)a1z

�� jAp2epa2zj
6 B [T (2r; f)]3 +MB [T (2r; f)]2 + 2n exp f(1 + ") (n� 1) � (a1z; �) rg

6M1 exp f(1 + ") (n� 1) � (a1z; �) rg [T (2r; f)]3 : (4.3.24)

Par

0 < " <
1

2 (2n� 1)
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et (4:3:24), on a donc

exp

�
1

2
� (a1z; �) r

�
6M1 [T (2r; f)]

3 : (4.3.25)

Par � (a1z; �) > 0 et (4:3:25), on déduit que �2 (f) > 1, d�où �2 (f) = 1.

b) Quand � (a1z; �) < 0 et � (a2z; �) > 0, en utilisant un raisonnement analogue à celui fait

précédemment, on peut aussi obtenir �2 (f) = 1.

Cas 2 : �1 6= �, �1 = �2 et ja2j > n ja1j. Dans la première étape, on a prouvé qu�il existe un
rayon arg z = � où � 2

�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) satisfaisant

� (a2z; �) > � (a1z; �) > 0;

et pour r su¢ samment grand, les relations (4:3:7) et (4:3:10)-(4:3:13) sont véri�ées.

Par (4:3:1), (4:3:7), (4:3:10)-(4:3:13) et (4:3:23), on obtient

exp f�rg 6M1 [T (2r; f)]
3 ; (4.3.26)

où

� = [1� " (2n� 1)] � (a2z; �)� (1 + ")n� (a1z; �) > 0:

Par � > 0 et (4:3:26), on déduit que �2 (f) > 1, d�où �2 (f) = 1.

Cas 3 : a1 < 0 et �1 6= �2. Dans la première étape, on a prouvé qu�il existe un rayon arg z = �

où � 2
�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) satisfaisant

� (a2z; �) > 0 et � (a1z; �) < 0;

et pour r su¢ samment grand, les relations (4:3:16)-(4:3:19) sont véri�ées. En utilisant le

même raisonnement du cas 1 (a) de la deuxième étape, on peut obtenir �2 (f) = 1.

Cas 4 : � 1
n
(ja2j �m) < a1 < 0, ja2j > m et �1 = �2. Dans la première étape, on a prouvé

qu�il existe un rayon arg z = � où � 2
�
�
2
; 3�
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) satisfaisant

� (a2z; �) > � (a1z; �) > 0;

et pour r su¢ samment grand, les relations (4:3:10)-(4:3:13) sont véri�ées.

Par (4:3:1), (4:3:10)-(4:3:13), (4:3:20) et (4:3:23), on obtient

exp f�rg 6M1 [T (2r; f)]
3 ; (4.3.27)
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où

� = [1� " (2n� 1)] � (a2z; �)� (1 + ")n� (a1z; �) +m cos � > 0:

Par � > 0 et (4:3:27), on trouve �2 (f) > 1, d�où �2 (f) = 1. En concluant de la preuve

ci-dessus, on obtient ainsi �2 (f) = 1. La preuve du Théorème 4.1.1 est achevée.

Exemple 4.3.1 Considérons l�équation di¤érentielle

f 00 +
�
�4e�3z � 4ie�z � 1

�
f 0 +

�
iez + 2e�z

�2
f = 0; (4.3.28)

où Q (z) = �4z3 � 4iz � 1, a1 = 1, a2 = �1, A1 (z) = i et A2 (z) = 2.

Évidemment, les conditions du Théorème 4.1.1 (1) sont satisfaites. La fonction entière f (z) =

ee
z
d�ordre � (f) = +1 et d�hyper-ordre �2 (f) = 1 est une solution de l�équation (4:3:28).

Exemple 4.3.2 Considérons l�équation di¤érentielle

f 00 +
�
�8e�2z � 12ei�3 e�z � 1� 6ei 2�3

�
f 0 +

�
ei

�
3 e

2
3
z + 2e�

1
3
z
�3
f = 0; (4.3.29)

où Q (z) = �8z2 � 12ei�3 z � 1� 6ei 2�3 , a1 = 2
3
, a2 = �1

3
, A1 (z) = ei

�
3 et A2 (z) = 2.

Évidemment, les conditions du Théorème 4.1.1 (1) sont satisfaites. La fonction entière f (z) =

ee
z
d�ordre � (f) = +1 et d�hyper-ordre �2 (f) = 1 est une solution de l�équation (4:3:29).

Exemple 4.3.3 Considérons l�équation di¤érentielle

f 00 +
�
�e�3z � 4ei�4 e�2z � 6ie�z � 1� 4ei 3�4

�
f 0 +

�
e�

1
2
z + ei

�
4 e

1
2
z
�4
f = 0; (4.3.30)

où Q (z) = �z3 � 4ei�4 z2 � 6iz � 1� 4ei 3�4 , a1 = �1
2
, a2 = 1

2
, A1 (z) = 1 et A2 (z) = ei

�
4 .

Évidemment, les conditions du Théorème 4.1.1 (3) sont satisfaites. La fonction entière f (z) =

ee
z
d�ordre � (f) = +1 et d�hyper-ordre �2 (f) = 1 est une solution de l�équation (4:3:30).

4.4 Preuve du Théorème 4.1.2

Montrons que

� (f � ') = � (f � ') = � (f) = +1

et

�2 (f � ') = �2 (f � ') = �2 (f) = 1:

Tout d�abord, Posons ! = f � '. Étant donné � (') <1, alors on a

� (!) = � (f) = +1:
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De (4:1:1), on a donc

!00 +Q
�
e�z
�
!0 + (A1e

a1z + A2e
a2z)n ! = H; (4.4.1)

où

H = �
�
'00 +Q

�
e�z
�
'0 + (A1e

a1z + A2e
a2z)n '

�
:

Montrons maintenant que H 6� 0. En e¤et, si H � 0, alors

'00 +Q
�
e�z
�
'0 + (A1e

a1z + A2e
a2z)n ' = 0: (4.4.2)

Ainsi ' est une solution de l�équation (4:1:1) d�ordre � (') =1 par le Théorème 4.1.1, c�est

une contradiction.

Étant donné � (f) =1, � (') <1 et �2 (f) = 1, on obtient

�2 (!) = �2 (f � ') = �2 (f) = 1:

D�après le Lemme 3.2.6 et le Lemme 4.2.1, on a

� (!) = � (!) = �(!) = � (f) = +1

et

�2 (!) = �2 (!) = �2(!) = �2 (f) = 1;

i.e.,

� (f � ') = � (f � ') = � (f) = +1

et

�2 (f � ') = �2 (f � ') = �2 (f) = 1:

4.5 Preuve du Théorème 4.1.3

Supposons que f 6� 0 est une solution de l�équation di¤érentielle (4:1:1), donc � (f) = +1
par le Théorème 4.1.1.

Étant donné � (') < 1, alors d�après le Théorème 4.1.2, on a

� (f � ') = +1:

Montrons maintenant que � (f 0 � ') =1. Posons

g1 (z) = f 0 (z)� ' (z) ;
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donc

� (g1) = � (f 0) = � (f) =1:

Posons aussi

B (z) = Q
�
e�z
�
et R (z) = A1e

a1z + A2e
a2z;

alors

B0 (z) = �e�zQ0
�
e�z
�
et R0 = (A01 + a1A1) e

a1z + (A02 + a2A2) e
a2z:

En dérivant les deux membres de l�équation di¤érentielle (4:1:1), on trouve

f 000 +Bf 00 + [B0 +Rn] f 0 + nR0Rn�1f = 0: (4.5.1)

La relation (4:1:1) donne

f = � 1

Rn
[f 00 +Bf 0] : (4.5.2)

En substituant (4:5:2) dans (4:5:1), on a

f 000 +

�
B � n

R0

R

�
f 00 +

�
B0 +Rn � nB

R0

R

�
f 0 = 0: (4.5.3)

En substituant f 0 = g1 + ', f 00 = g01 + '0, f 000 = g001 + '00 dans (4:5:3), on a donc

g001 + E1g
0
1 + E0g1 = E; (4.5.4)

où

E1 = B � n
R0

R
; E0 = B0 +Rn � nB

R0

R
;

E = �
�
'00 +

�
B � n

R0

R

�
'0 +

�
B0 +Rn � nB

R0

R

�
'

�
:

Montrons maintenant que E 6� 0. En e¤et, si E � 0, alors on obtient

'00

'
R +

'0

'
[BR� nR0] +B0R� nBR0 +Rn+1 = 0: (4.5.5)

Évidemment '
00

'
, '

0

'
sont des fonctions méromorphes avec �

�
'00

'

�
< 1, �

�
'0

'

�
< 1.

On peut écrire (4:5:5) sous la forme

mX
k=0

fke
(a1�k)z +

mX
l=0

hle
(a2�l)z +

nX
p=1

Cpn+1A
n+1�p
1 Ap2e

[(n+1�p)a1+pa2]z

+An+11 e(n+1)a1z + An+12 e(n+1)a2z = 0; (4.5.6)

où fk (k = 0; 1; :::;m) et hl (l = 0; 1; :::;m) sont des fonctions méromorphes avec � (fk) < 1

et � (hl) < 1.
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Posons I ={a1 � k (k = 0, 1,..., m), a2 � l (l = 0, 1,..., m), (n+ 1� p) a1 + pa2 (p = 1, 2,...,

n), (n+ 1) a1, (n+ 1) a2}.

Par les conditions du Théorème 4.1.1, il est clair que (n+ 1) a1 6= a1, (n+ 1) a2, (n+ 1� p) a1+

pa2 (p = 1, 2,..., n).

(i) Si (n+ 1) a1 6= a1 � k (k = 1; :::;m), a2 � l (l = 0; 1; :::;m), alors on écrit (4:5:6) sous la

forme

An+11 e(n+1)a1z +
X
�2�1

��e
�z = 0;

où �1 � I n f(n+ 1) a1g et �� (� 2 �1) sont des fonctions méromorphes avec � (��) < 1.
D�après le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A1 � 0, c�est une contradiction.

(ii) Si (n+ 1) a1 = 
 où 
 2{a1�k (k = 1; :::;m), a2� l (l = 0; 1; :::;m)}, alors (n+ 1) a2 6= �

pour tout � 2 I n f(n+ 1) a2g.
Par conséquent, on écrit (4:5:6) sous la forme

An+12 e(n+1)a2z +
X
�2�2

��e
�z = 0;

où �2 � I n f(n+ 1) a2g et �� (� 2 �2) sont des fonctions méromorphes avec � (��) < 1.
D�après le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A2 � 0, c�est une contradiction. Ainsi,
E 6� 0 est prouvée.
On sait que les fonctions E1, E0 et E sont d�ordre �ni. Par le Lemme 3.2.6 et (4:5:4), on a

� (g1) = � (f 0 � ') =1:

Montrons maintenant que � (f 00 � ') =1. Posons

g2 (z) = f 00 (z)� ' (z) ;

donc

� (g2) = � (f 00) = � (f) =1:

En dérivant les deux membres de l�équation (4:1:1), on peut obtenir

f (4) +Bf 000 + (2B0 +Rn) f 00 +
�
B00 + 2nR0Rn�1

�
f 0

+n
�
R00Rn�1 + (n� 1)R02Rn�2

�
f = 0: (4.5.7)
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En combinant (4:5:2) avec (4:5:7), on trouve

f (4) +Bf 000 +

�
2B0 +Rn � n

R00

R
� n (n� 1) R

02

R2

�
f 00

+

�
B00 + 2nR0Rn�1 � nB

R00

R
� n (n� 1)BR

02

R2

�
f 0 = 0: (4.5.8)

Montrons que

B0 +Rn � nB
R0

R
6� 0:

Supposons que

B0 +Rn � nB
R0

R
� 0;

ainsi

B0R +Rn+1 � nBR0 = 0: (4.5.9)

En utilisant (4:5:9) et un raisonnement analogue à celui fait précédemment, on peut obtenir

une contradiction. Posons

 (z) = B0R +Rn+1 � nBR0; (4.5.10)

S1 = 2B
0R2 +Rn+2 � nR00R� n (n� 1)R02; (4.5.11)

S2 = B00R2 + 2nR0Rn+1 � nBR00R� n (n� 1)BR02; (4.5.12)

S3 = BR� nR0: (4.5.13)

Par (4:5:3), (4:5:10) et (4:5:13), on obtient

f 0 = � R

 (z)

�
f 000 +

S3
R
f 00
�
: (4.5.14)

Et par (4:5:14), (4:5:11), (4:5:12) et (4:5:8), on obtient aussi

f (4) +

�
B � S2

R (z)

�
f 000 +

�
S1
R2
� S2S3
R2 (z)

�
f 00 = 0: (4.5.15)

En substituant f 00 = g2 + ', f 000 = g02 + '0, f (4) = g002 + '00 dans (4:5:15), on obtient donc

g002 +H1g
0
2 +H0g2 = H; (4.5.16)

où

H1 = B � S2
R (z)

; H0 =
S1
R2
� S2S3
R2 (z)

;
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�H = '00 + '0H1 + 'H0:

On peut obtenir

H1 =
L1 (z)

R (z)
, H0 =

L0 (z)

R (z)
; (4.5.17)

où

L1 (z) = B0BR2 +BRn+2 � nB2R0R�B00R2 � 2nR0Rn+1

+nBR00R + n (n� 1)BR02; (4.5.18)

L0 (z) = 2B
02R2 + 3B0Rn+2 � 2nB0BR0R +R2n+2 � 3nBR0Rn+1

�nB0R00R� nR00Rn+1 � n (n� 1)B0R02 +
�
n2 + n

�
R02Rn �B00BR2

+nB2R00R + n (n� 1)B2R02 + nB00R0R: (4.5.19)

Par conséquent
�H
'

=
1

R (z)

�
'00

'
R (z) +

'0

'
L1 (z) + L0 (z)

�
; (4.5.20)

R (z) = B0R2 +Rn+2 � nBR0R: (4.5.21)

Montrons que �H 6� 0. En e¤et, si �H � 0, alors �H
'
� 0. Ainsi, (4:5:20) nous donne

'00

'
R (z) +

'0

'
L1 (z) + L0 (z) = 0: (4.5.22)

Évidemment, '
00

'
et '

0

'
sont des fonctions méromorphes avec �

�
'00

'

�
< 1, �

�
'0

'

�
< 1.

Par (4:5:18), (4:5:19) et (4:5:21), on peut écrire (4:5:22) sous la forme

A2n+21 e(2n+2)a1z + A2n+22 e(2n+2)a2z +
2n+1X
p=1

Cp2n+2A
2n+2�p
1 Ap2e

[(2n+2�p)a1+pa2]z

+
X
0�p�2
0�k�2m

fp;ke
[(2�p)a1+pa2�k]z +

X
0�p�n+2
0�k�m

hp;ke
[(n+2�p)a1+pa2�k]z = 0; (4.5.23)

où fp;k (0 6 p 6 2; 0 6 k 6 2m) et hp;k (0 6 p 6 n+ 2; 0 6 k 6 m) sont des fonctions méro-

morphes avec � (fp;k) < 1 et � (hp;k) < 1.

Posons J ={(2n+ 2) a1, (2n+ 2) a2, (2n+ 2� p) a1 + pa2 (p = 1, 2,..., 2n+ 1), (2� p) a1 +

pa2 � k (p = 0, 1, 2 ; k = 0, ..., 2m), (n+ 2� p) a1 + pa2 � k (p = 0, 1, ..., n + 2 ; k = 0, 1,

..., m)}.
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Par les conditions du Théorème 4.1.3, il est clair que (2n+ 2) a1 6= (2n+ 2) a2, (2n+ 2� p) a1+

pa2 (p = 1, 2,..., 2n + 1), 2a1, (n+ 2) a1 et (2n+ 2) a2 6= (2n+ 2) a1, (2n+ 2� p) a1 + pa2

(p = 1, 2,..., 2n+ 1), 2a2, (n+ 2) a2.

(1) Par les conditions du Théorème 4.1.3 (i), on obtient (2n+ 2) a1 6= � pour tout � 2
J n f(2n+ 2) a1g, ainsi on écrit (4:5:23) sous la forme

A2n+21 e(2n+2)a1z +
X
�2�1

��e
�z = 0;

où �1 � J n f(2n+ 2) a1g et �� (� 2 �1) sont des fonctions méromorphes avec � (��) < 1.
D�après le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A1 � 0, c�est une contradiction.

(2) Par les conditions du Théorème 4.1.3 (ii), on obtient (2n+ 2) a2 6= � pour tout � 2
J n f(2n+ 2) a2g, ainsi on écrit (4:5:23) sous la forme

A2n+22 e(2n+2)a2z +
X
�2�2

��e
�z = 0;

où �2 � J n f(2n+ 2) a2g et �� (� 2 �2) sont des fonctions méromorphes avec � (��) < 1.
D�après le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A2 � 0, c�est une contradiction. Ainsi,
H 6� 0 est prouvée. On sait que les fonctions H1, H0 et H sont d�ordre �ni. Par le Lemme

3.2.6 et (4:5:16), on a

� (g2) = � (f 00 � ') =1:

La preuve du Théorème 4.1.3 est achevée.

4.6 Preuve du Corollaire 4.1.1

En utilisant le même raisonnement du Théorème 4.1.3, on peut obtenir le Corollaire 4.1.1.



Chapitre 5

Croissance des solutions des équations
di¤érentielles linéaires non homogènes
à coe¢ cients fonctions entières de
même ordre

5.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, on va étudier le problème de la croissance et l�oscillation des solutions

de certaines équations di¤érentielles linéaires non homogènes d�ordre supérieur à coe¢ cients

fonctions entières d�ordre �ni.

Dans ([45]), Wang et Laine ont étudié la croissance des solutions des équations di¤érentielles

linéaires non homogènes d�ordre supérieur et ils ont obtenu le résultat suivant.

Théorème A (voir [45]) Supposons que Aj (z) = hj (z) e
Pj(z) ( j = 0; 1; :::; k�1) où Pj (z) =

ajnz
n + ::: + aj0 ( j = 0; 1; :::; k � 1) sont des polynômes de degré n > 1 et hj (z) ( 6� 0)

( j = 0; 1; :::; k � 1), H (z) ( 6� 0) sont des fonctions entières d�ordre inférieur à n. Si ajn
( j = 0; 1; :::; k�1) sont des nombres complexes distincts, alors toute solution f de l�équation
di¤érentielle

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ A1 (z) f

0 + A0 (z) f = H (z)

est d�ordre in�ni.

Plus tard, dans ([40]), Peng et Chen ont étudié l�ordre et l�hyper-ordre des solutions de

certaines équations di¤érentielles linéaires d�ordre deux (voir [Théorème A, chapitre 2]).
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Le but principal de ce chapitre est d�étendre et d�améliorer le Théorème A de Wang et

Laine et le Théorème de Peng et Chen (voir [Théorème A, chapitre 2]) à certaines équations

di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur. En e¤et, on va montrer les résultats suivants.

Théorème 5.1.1 (voir [5]) Soient k > 2 un entier, Ij � N (j = 0; 1; :::; k�1) des ensembles

�nis tels que Ij \ Im = ; (j 6= m) et I =
k�1[
j=0

Ij. Supposons que Bj =
X
i2Ij

Aie
Pi(z) (j =

0; 1; :::; k�1) où Ai (z) ( 6� 0) (i 2 I) sont des fonctions entières avec max f� (Ai) ; i 2 Ig < n,

Pi (z) = ainz
n + ::: + ai0 (i 2 I) sont des polynômes de degré n > 1 et F (z) ( 6� 0) est une

fonction entière avec � (F ) < n. Si ain (i 2 I) sont des nombres complexes distincts, alors

toute solution f de l�équation di¤érentielle

f (k) +Bk�1f
(k�1) + :::+Blf

(l) + :::+B1f
0 +B0f = F (5.1.1)

véri�e � (f) = +1.

Théorème 5.1.2 (voir [5]) Sous les hypothèses du Théorème 5.1.1, supposons en outre que

' (z) ( 6� 0) est une fonction entière d�ordre �ni, alors toute solution f 6� 0 de (5:1:1) satisfait

� (f � ') = � (f � ') = �(f) = +1:

5.2 Lemmes Préliminaires

On utilise le Lemme 2.2.2 (voir [chapitre 2]), le Lemme 3.2.6 (voir [chapitre 3]) et les lemmes

suivants pour les démonstrations de nos résultats.

Lemme 5.2.1 (voir [16]) Soient P1, P2, ...,Pn (n > 1) des polynômes non constants de

degrés, d1, d2, ..., dn; respectivement, tels que deg (Pi � Pj) = max fdi; djg pour i 6= j.

Posons A (z) =
nP
j=1

Bj (z) e
Pj(z), où Bj (z) ( 6� 0) sont des fonctions entières avec � (Bj) < dj.

Alors � (A) = maxfdj : j = 1; :::; ng.

Lemme 5.2.2 (voir [18]) Soit f une fonction méromorphe transcendante avec � (f) = � <

+1. Soient " > 0 une constante donnée et k, j des entiers positifs satisfaisant k > j > 0.
Alors, on a

(i) Il existe un ensemble E1 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z
satisfaisant jzj =2 E1 [ [0; 1], on a����f (k) (z)f (j) (z)

���� 6 jzj(k�j)(��1+") : (5.2.1)
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(ii) Il existe un ensemble E2 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que si � 2 [0; 2�)nE2, alors
il existe une constante R = R (�) > 0 telle que (5:2:1) soit véri�ée pour tout z satisfaisant

arg z = � et jzj > R.

Lemme 5.2.3 (voir [45]) Soient f (z) une fonction entière et � > 0 une constante. Suppo-

sons que

G (z) :=
log+

��f (k) (z)��
jzj� (5.2.2)

est non bornée sur un certain rayon arg z = �. Alors il existe une suite in�nie de points

zn = rne
i� (n = 1; 2; :::), où rn ! +1, telle que G (zn)!1 et����f (j) (zn)f (k) (zn)

���� 6 1

(k � j)!
(1 + o (1)) rk�jn , j = 0; 1; :::; k � 1 (5.2.3)

quand n! +1.

Lemme 5.2.4 (voir [45]) Soit f (z) une fonction entière avec � (f) = � < +1. Supposons
qu�il existe un ensemble E3 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, tel que log+

��f �rei���� 6 Mr�

pour tout rayon arg z = � 2 [0; 2�) n E3, où M est une constante positive dépendante de �,

tandis que � est une constante positive indépendante de �. Alors � (f) 6 �.

5.3 Preuve du Théorème 5.1.1

Tout d�abord, montrons que toute solution f de l�équation di¤érentielle (5:1:1) satisfait

� (f) > n. Supposons que � (f) < n.

L�équation di¤érentielle (5:1:1) devientX
i2Ik�1

Aif
(k�1)ePi(z) + :::+

X
i2I1

Aif
0ePi(z) +

X
i2I0

Aife
Pi(z) = F � f (k): (5.3.1)

Puisque ain (i 2 I) sont des nombres complexes distincts, en appliquant le Lemme 5.2.1 pour
la relation (5:3:1), on a ainsi

n = �

8<: X
i2Ik�1

Aif
(k�1)ePi(z) + :::+

X
i2I0

Aife
Pi(z)f

9=; = �
�
F � f (k)

	
< n;

c�est une contradiction.

Par conséquent, � (f) > n. Donc f est une solution transcendante de l�équation di¤érentielle

(5:1:1).
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Montrons maintenant que � (f) = +1. Supposons que � (f) = � < +1.
Etant donné que � (F ) < n, alors pour tout " donné,

0 < 2" < min f1; n� � (F )g ;

et pour r su¢ samment grand, on a donc

jF (z)j 6 exp
�
r�(F )+"

	
: (5.3.2)

D�après le Lemme 2.2.2, il existe un ensemble E � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, si � 2
[0; 2�)nE alors � (Pi; �) 6= 0 pour tout i 2 I et � (Pi; �) 6= � (Pm; �) pour tout i, m avec m < i

(i;m 2 I).
Si z = rei� et r est assez grand, alors Ai (z) ePi(z) satisfait (2:2:4) ou (2:2:5).

D�après le Lemme 5.2.2, il existe un ensemble E2 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, si � 2
[0; 2�) n E2 alors il existe une constante R = R (�) > 1 telle que pour tout z satisfaisant

arg z = � et jzj > R, on a ����f (j) (z)f (i) (z)

���� 6 jzjk� , 0 6 i < j 6 k: (5.3.3)

Puisque ain (i 2 I) sont des nombres complexes distincts, alors pour tout � �xé où � 2
[0; 2�) n (E [ E2) il existe exactement un seul s 2 I tel que

� (Ps; �) = � = max f� (Pi; �) ; i 2 Ig

et il existe l 2 f0; 1; :::; k � 1g tel que s 2 Il.
Posons

�1 = max f� (Pi; �) : i 6= s; i 2 Ig ;

alors �1 < � et � 6= 0.
Discutons maintenant deux cas séparément.

Cas 1 : Supposons que � > 0. D�après le Lemme 2.2.2, pour tout " donné avec

0 < 2" < min

�
� � �1
�

; n� � (F )

�
;

on obtient ��As (z) ePs(z)�� > exp f(1� ") �rng , s 2 Il; (5.3.4)

��Ai (z) ePi(z)�� 6 exp f(1 + ") �1rng (5.3.5)
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pour i 6= s et pour r su¢ samment grand.

Montrons maintenant que

log+
��f (l) (z)�� = jzj�(F )+"

est bornée sur le rayon arg z = �.

Supposons que

log+
��f (l) (z)�� = jzj�(F )+"

est non bornée sur le rayon arg z = �.

Donc, d�après le Lemme 5.2.3, il existe une suite de points zm = rme
i� telle que rm ! +1 et

log+
��f (l) (zm)��
r
�(F )+"
m

! +1; (5.3.6)

����f (j) (zm)f (l) (zm)

���� 6 1

(l � j)!
(1 + o (1)) rl�jm , (j = 0; :::; l � 1) : (5.3.7)

Des relations (5:3:2) et (5:3:6), on obtient���� F (zm)f (l) (zm)

����! 0 (5.3.8)

quand m! +1.
De (5:1:1), on déduit immédiatement que

��AsePs(zm)�� 6 ����f (k) (zm)f (l) (zm)

����+
������
X
i2Ik�1

Aie
Pi(zm)

������
����f (k�1) (zm)f (l) (zm)

����
+:::+

������
X
i2Il+1

Aie
Pi(zm)

������
����f (l+1) (zm)f (l) (zm)

����+
����� X
i2Il;i6=s

Aie
Pi(zm)

�����
+

������
X
i2Il�1

Aie
Pi(zm)

������
����f (l�1) (zm)f (l) (zm)

����+ :::+

�����X
i2I1

Aie
Pi(zm)

�����
���� f 0 (zm)f (l) (zm)

����
+

�����X
i2I0

Aie
Pi(zm)

�����
���� f (zm)f (l) (zm)

����+ ���� F (zm)f (l) (zm)

���� : (5.3.9)

En substituant (5:3:3)-(5:3:5), (5:3:7) et (5:3:8) dans (5:3:9), on a donc

exp f(1� ") �rnmg 6M0 exp f(1 + ") �1rnmg rM1
m ; (5.3.10)

où M0 > 0 et M1 > 0 sont des certaines constantes.
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Par 0 < " < ���1
2�

et (5:3:10), on peut obtenir

exp

(
(� � �1)

2

2�
rnm

)
6M0r

M1
m ;

c�est une contradiction.

Par conséquent,

log+
��f (l) (z)�� = jzj�(F )+"

est bornée, et par suite on a ��f (l) (z)�� 6M exp
�
r�(F )+"

	
sur le rayon arg z = �.

Par le même raisonnement du Lemme 3.1 dans ([33]), on conclut immédiatement que

jf (z)j 6 (1 + o (1)) rl
��f (l) (z)�� 6 (1 + o (1))Mrl exp

�
r�(F )+"

	
6M exp

�
r�(F )+2"

	
sur le rayon arg z = �:

Cas 2 : Supposons maintenant que � < 0.

De l�équation di¤érentielle (5:1:1), on obtient

�1 = Bk�1
f (k�1)

f (k)
+ :::+B1

f 0

f (k)
+B0

f

f (k)
� F

f (k)
: (5.3.11)

D�après le Lemme 2.2.2, pour tout " donné avec

0 < 2" < min f1; n� � (F )g ;

on a ��Ai (z) ePi(z)�� 6 exp f(1� ") �rng , i 2 I (5.3.12)

pour r su¢ samment grand.

Montrons maintenant que

log+
��f (k) (z)�� = jzj�(F )+"

est bornée sur le rayon arg z = �.

Supposons que

log+
��f (k) (z)�� = jzj�(F )+"
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est non bornée sur le rayon arg z = �.

Donc, d�après le Lemme 5.2.3, il existe une suite de points zm = rme
i� telle que rm ! +1 et

log+
��f (k) (zm)��
r
�(F )+"
m

! +1; (5.3.13)

����f (j) (zm)f (k) (zm)

���� 6 1

(k � j)!
(1 + o (1)) rk�jm , (j = 0; :::; k � 1) : (5.3.14)

Des relations (5:3:2) et (5:3:13), on a ���� F (zm)f (k) (zm)

����! 0 (5.3.15)

quand m! +1.
En substituant (5:3:12), (5:3:14) et (5:3:15) dans (5:3:11), on obtient

1 6

������
X
i2Ik�1

Aie
Pi(zm)

������
����f (k�1) (zm)f (k) (zm)

����+ :::+

�����X
i2I1

Aie
Pi(zm)

�����
���� f 0 (zm)f (k) (zm)

����
+

�����X
i2I0

Aie
Pi(zm)

�����
���� f (zm)f (k) (zm)

����+ ���� F (zm)f (k) (zm)

����
6M2 exp f(1� ") �rnmg rM3

m ; (5.3.16)

où M2 > 0 et M3 > 0 sont des certaines constantes.

Comme � < 0, on a

M2 exp f(1� ") �rnmg rM3
m ! 0

quand rm ! +1.
De (5:3:16), on trouve 1 6 0 quand rm ! +1, c�est une contradiction.
Par conséquent, on a ��f (k) (z)�� 6M exp

�
r�(F )+"

	
sur le rayon arg z = �. Ceci implique

jf (z)j 6M exp
�
r�(F )+2"

	
: (5.3.17)

Par conséquent, pour tout � donné où � 2 [0; 2�) n (E [ E2), on a obtenu la relation (5:3:17)
sur le rayon arg z = � pour r assez grand.

Alors, d�après le Lemme 5.2.4, on a

� (f) 6 � (F ) + 2" < n;

c�est une contradiction. Ainsi, toute solution transcendante f de (5:1:1) est d�ordre in�ni.
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5.4 Preuve du Théorème 5.1.2

Supposons que f est une solution de l�équation (5:1:1). Alors, d�après le Théorème 5.1.1, on

a � (f) = +1.
Posons

g (z) = f (z)� ' (z) ;

on sait que g (z) est une fonction entière et

� (g) = � (f) = +1:

En utilisant f = g + ' dans l�équation di¤érentielle (5:1:1), on obtient

g(k) +Bk�1g
(k�1) + :::+B1g

0 +B0g = D; (5.4.1)

où

D = F �
�
'(k) +Bk�1'

(k�1) + :::+B1'
0 +B0'

�
:

Montrons que D 6� 0. En e¤et, si D � 0, alors

'(k) +Bk�1'
(k�1) + :::+B1'

0 +B0' = F:

Ainsi � (') = +1, c�est une contradiction. Par conséquent D 6� 0.
On sait que les fonctions Bj (j = 0; :::; k � 1) et D sont d�ordre �ni. Par le Lemme 3.2.6 et

(5:4:1), on déduit

� (g) = � (g) = �(g) = �(f) = +1:

Par conséquent,

� (f � ') = � (f � ') = �(f) = +1;

ce qui achève la démonstration.



Chapitre 6

Croissance des solutions des équations
di¤érentielles linéaires d�ordre
supérieur à coe¢ cients fonctions
entières

6.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, nous étudions la croissance et l�oscillation des solutions entières de certaines

équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur à coe¢ cients fonctions entières. Sous cer-

taines conditions, nous prouvons que toute solution non triviale f de ces équations est d�ordre

in�ni. Ensuite, nous obtenons une estimation de l�hyper-ordre. En�n, nous donnons une es-

timation de l�exposant de convergence des zéros distincts des fonctions f (j) � ' (j = 0; 1; 2),

où ' (6� 0) est une fonction entière d�ordre � (') < 1, tandis que la solution f de l�équation
di¤érentielle est d�ordre in�ni. Nos résultats généralisent les résultats précédents dus à Chen,

Peng et Chen et autres.

En 2002, Chen ([12]) a étudié le problème de croissance des solutions de certaines équations

di¤érentielles linéaires d�ordre deux à coe¢ cients fonctions entières de même ordre 1 et il a

obtenu le résulat suivant.

Théorème A ([12]) Soient Aj (z) (6� 0) (j = 1; 2) des fonctions entières avec � (Aj) < 1, a,
b des nombres complexes tels que ab 6= 0 et a 6= b. Alors toute solution f 6� 0 de l�équation
di¤érentielle

f 00 + A1 (z) e
azf 0 + A2 (z) e

bzf = 0
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est d�ordre in�ni.

Dans ([40]), Peng et Chen ont étudié l�ordre et l�hyper-ordre des solutions de certaines équa-

tions di¤érentielles linéaires d�ordre deux et ils ont prouvé que toute solution non triviale de

ces équations est d�ordre in�ni et d�hyper-ordre est égal à 1 (voir [Théorème A, chapitre 2]).

Récemment, dans ([22]), les auteurs étendent et améliorent les résultats du Théorème A de

Peng et Chen à certaines équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur à coe¢ cients

fonctions entières (voir [Théorème 2.1.1, chapitre 2]).

Dans ce chapitre, nous continuons la recherche dans ce type de problèmes, le but principal

de ce chapitre est d�étendre et d�améliorer les résultats du Théorème A de Peng et Chen et

du Théorème 2.1.1 à certaines équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur. En e¤et,

nous allons démontrer les résultats suivants.

Théorème 6.1.1 (voir [23]) Soient k > 2 un entier positif, Aj (z) ( 6� 0) (j = 1; 2) et Bj (z)
(6� 0), Dj (z) (6� 0) (j = 1; :::; k � 1) des fonctions entières avec

max f� (Aj) (j = 1; 2) ; � (Bj) (j = 1; :::; k � 1) ; � (Dj) (j = 1; :::; k � 1)g < 1;

a1, a2 des nombres complexes tels que a1a2 6= 0, a1 6= a2, dj 6= 0 (j = 1; :::; k � 1) des
nombres complexes et bj (j = 1; :::; k � 1) des nombres réels tels que bj < 0. Supposons qu�il
existe �j, �j (j = 1; :::; k � 1) où 0 < �j < 1, 0 < �j < 1 et dj = �ja1 + �ja2. Posons � =

max f�j : j = 1; :::; k � 1g, � = max
�
�j : j = 1; :::; k � 1

	
et b = min fbj : j = 1; :::; k � 1g.

Si

(1) arg a1 6= � et arg a1 6= arg a2 ; ou
(2) arg a1 6= �, arg a1 = arg a2 et (i) ja2j > ja1j

1�� ou (ii) ja2j < (1� �) ja1j ; ou
(3) a1 < 0 et arg a1 6= arg a2 ; ou
(4) (i) (1� �) a2 � b < a1 < 0, a2 < b

1�� ou (ii) a1 <
a2+b
1�� et a2 < 0,

alors toute solution f (6� 0) de l�équation di¤érentielle

f (k) +

k�1X
j=1

�
Bje

bjz +Dje
djz
�
f (j) + (A1e

a1z + A2e
a2z) f = 0 (6.1.1)

véri�e � (f) = +1 et �2 (f) = 1.

Posons
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I1 ={2a1, 2a2, a1 + a2, a1, a2, a1 + bi, a2 + bi, a1 + di, a2 + di (i = 1; :::; k � 1)},
I2 ={2a1, 2a2, a1 + a2, a1 + b1, a2 + b1, a1 + d1, a2 + d1},

I3 ={3a1, 3a2, 2a1 + a2, a1 + 2a2, 2a1, 2a2, a1 + a2, a1 + b1, a2 + b1, a1 + d1, a2 + d1, 2a1 + bi,

2a2 + bi, 2a1 + di, 2a2 + di, a1 + a2 + bi, a1 + a2 + di, a1 + b1 + bi, a2 + b1 + bi, a1 + d1 + di,

a2+d1+di, a1+b1+di, a2+b1+di (i = 1; :::; k�1), a1+d1+bi, a2+d1+bi (i = 2; :::; k�1)}.

Théorème 6.1.2 (voir [23]) Sous les hypothèses du Théorème 6.1.1, si ' (6� 0) est une fonc-
tion entière d�ordre � (') < 1, alors toute solution f (6� 0) de l�équation (6:1:1) satisfait

� (f � ') = +1:

De plus, on a

1) Si (2a1) =2 I1 n f2a1g ou (2a2) =2 I1 n f2a2g, alors

� (f 0 � ') = +1:

2) Si (i) (2a1) =2 I2nf2a1g ou (2a2) =2 I2nf2a2g et (ii) (3a1) =2 I3nf3a1g ou (3a2) =2 I3nf3a2g,
alors

� (f 00 � ') = +1:

Posons maintenant

J1 ={2a1, 2a2, a1 + a2, a1 + bi, a2 + bi, a1 + di, a2 + di (i = 1; 2)},

J2 ={3a1, 3a2, 2a1+a2, a1+2a2, 2a1+ bi, 2a2+ bi, 2a1+di, 2a2+di, a1+a2+ bi, a1+a2+di,

a1 + b1 + bi, a2 + b1 + bi, a1 + d1 + di, a2 + d1 + di, a1 + b1 + di, a2 + b1 + di (i = 1; 2; 3),

a1 + d1 + bi, a2 + d1 + bi (i = 2; 3)}.

En posant ' (z) = z dans le Théorème 6.1.2, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 6.1.1 (voir [23]) Sous les hypothèses du Théorème 6.1.1, si f (6� 0) est une so-
lution de l�équation (6:1:1), alors f a une in�nité de points �xes et satisfait

� (f) =1:

De plus, on a

1) Si (2a1) =2 J1nf2a1g ou (2a2) =2 J1nf2a2g, alors f 0 a une in�nité de points �xes et satisfait

� (f 0) =1:

2) Si (i) (2a1) =2 I2nf2a1g ou (2a2) =2 I2nf2a2g et (ii) (3a1) =2 J2nf3a1g ou (3a2) =2 J2nf3a2g,
alors f 00 a une in�nité de points �xes et satisfait

� (f 00) =1:
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6.2 Lemmes préliminaires

On utilise les Lemmes 2.2.2-2.2.6 (voir [chapitre 2]) et les Lemmes 3.2.1, 3.2.6-3.2.8 (voir

[chapitre 3]) pour les démonstrations de nos résultats.

6.3 Preuve du Théorème 6.1.1

Supposons que f (6� 0) est une solution de l�équation (6:1:1).

Première étape : Montrons que � (f) = +1. Supposons que � (f) = � < +1.
On écrit l�équation (6:1:1) comme suit

f (k)

f
+

k�1X
j=1

�
Bje

bjz +Dje
(�ja1+�ja2)z

� f (j)
f
+ A1e

a1z + A2e
a2z = 0: (6.3.1)

Posons


 = max f� (Bj) (j = 1; :::; k � 1)g < 1:

Alors, pour tout " donné (0 < " < 1� 
) et pour r su¢ samment grand, on a

jBj (z)j 6 exp
�
r
+"

	
(j = 1; � � � ; k � 1) : (6.3.2)

D�après le Lemme 3.2.1, pour tout " (0 < " < 1� 
) donné, il existe un ensemble E1 ��
��
2
; 3�
2

�
de mesure linéaire nulle, si � 2

�
��
2
; 3�
2

�
n E1 alors il existe une constante R0 =

R0 (�) > 1 telle que pour tout z satisfaisant arg z = � et jzj = r > R0, on a����f (j) (z)f (z)

���� 6 rj(��1+") (j = 1; :::; k) : (6.3.3)

Soient z = rei�, a1 = ja1j ei�1, a2 = ja2j ei�2, �1; �2 2
�
��
2
; 3�
2

�
. On sait que

� (�ja1z; �) = �j� (a1z; �) ; �
�
�ja2z; �

�
= �j� (a2z; �) (j = 1; :::; k � 1)

et � < 1, � < 1.

Cas 1 : Supposons que arg a1 6= � et arg a1 6= arg a2, c�est-à-dire �1 6= � et �1 6= �2.

D�après le Lemme 2.2.2 et le Lemme 2.2.3, pour tout " donné tel que

0 < " < min

�
1� 
;

1� �

2 (1 + �)
;
1� �

2 (1 + �)

�
;
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il existe un rayon arg z = � tel que � 2
�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) (où E6 et E7 sont dé�nis

comme dans le Lemme 2.2.3 et E1 [ E6 [ E7 est un ensemble de mesure linéaire nulle) et
satisfaisant

� (a1z; �) > 0, � (a2z; �) < 0

ou

� (a1z; �) < 0, � (a2z; �) > 0:

a) Quand � (a1z; �) > 0, � (a2z; �) < 0, pour r su¢ samment grand, on obtient par le Lemme

6.2.2

jA1ea1zj > exp f(1� ") � (a1z; �) rg ; (6.3.4)

jA2ea2zj 6 exp f(1� ") � (a2z; �) rg < 1; (6.3.5)

jDje
�ja1zj 6 exp f(1 + ")�j� (a1z; �) rg

6 exp f(1 + ")�� (a1z; �) rg (j = 1; :::; k � 1) ; (6.3.6)

��e�ja2z�� 6 exp�(1� ") �j� (a2z; �) r
	
< 1 (j = 1; :::; k � 1) : (6.3.7)

Par (6:3:6) et (6:3:7), on obtient donc���Dje
(�ja1+�ja2)z

��� = jDje
�ja1zj

��e�ja2z�� 6 exp f(1 + ")�� (a1z; �) rg ; (6.3.8)

où j = 1; :::; k � 1.
Pour � 2

�
��
2
; �
2

�
et par (6:3:2) on a��Bjebjz�� = jBjj ��ebjz�� 6 exp�r
+"	 ebjr cos � 6 exp�r
+"	 ; (6.3.9)

car bj < 0 et cos � > 0 (j = 1; :::; k � 1).
D�après (6:3:1), on obtient

jA1ea1zj 6
����f (k)f

����+ k�1X
j=1

���Bjebjz��+ ���Dje
(�ja1+�ja2)z

���� ����f (j)f
����+ jA2ea2zj : (6.3.10)

En substituant (6:3:3)-(6:3:5), (6:3:8) et (6:3:9) dans (6:3:10), on obtient facilement que

exp f(1� ") � (a1z; �) rg 6 jA1ea1zj

6M1r
M2 exp

�
r
+"

	
exp f(1 + ")�� (a1z; �) rg ; (6.3.11)
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où M1 > 0 et M2 > 0 sont des certaines constantes.

Par 0 < " < 1��
2(1+�)

et (6:3:11), on déduit immédiatement que

exp

�
1� �

2
� (a1z; �) r

�
6M1r

M2 exp
�
r
+"

	
: (6.3.12)

Comme � (a1z; �) > 0 et 
 + " < 1, donc (6:3:12) est une contradiction.

b) Quand � (a1z; �) < 0, � (a2z; �) > 0, pour r su¢ samment grand, on obtient par le Lemme

2.2.2

jA2ea2zj > exp f(1� ") � (a2z; �) rg ; (6.3.13)

jA1ea1zj 6 exp f(1� ") � (a1z; �) rg < 1; (6.3.14)

jDje
�ja1zj 6 exp f(1� ")�j� (a1z; �) rg < 1 (j = 1; :::; k � 1) ; (6.3.15)��e�ja2z�� 6 exp�(1 + ") �j� (a2z; �) r	

6 exp f(1 + ") �� (a2z; �) rg (j = 1; :::; k � 1) : (6.3.16)

Des relations (6:3:15) et (6:3:16), on a ainsi���Dje
(�ja1+�ja2)z

��� = jDje
�ja1zj

��e�ja2z�� 6 exp f(1 + ") �� (a2z; �) rg ; (6.3.17)

où j = 1; :::; k � 1.
En utilisant (6:3:1), il vient

jA2ea2zj 6
����f (k)f

����+ k�1X
j=1

���Bjebjz��+ ���Dje
(�ja1+�ja2)z

���� ����f (j)f
����+ jA1ea1zj : (6.3.18)

En substituant (6:3:3), (6:3:9), (6:3:13), (6:3:14) et (6:3:17) dans (6:3:18), on obtient

exp f(1� ") � (a2z; �) rg 6 jA2ea2zj

6M1r
M2 exp

�
r
+"

	
exp f(1 + ") �� (a2z; �) rg : (6.3.19)

Par 0 < " < 1��
2(1+�)

et (6:3:19), on en déduit que

exp

�
1� �

2
� (a2z; �) r

�
6M1r

M2 exp
�
r
+"

	
: (6.3.20)
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Comme � (a2z; �) > 0 et 
 + " < 1, alors (6:3:20) est une contradiction.

Cas 2 : Supposons que arg a1 6= � et arg a1 = arg a2, c�est-à-dire �1 6= � et �1 = �2.

D�après le Lemme 2.2.3, pour tout " donné tel que

0 < " < min

�
1� 
;

(1� �) ja1j � ja2j
2 [(1 + �) ja1j+ ja2j]

;
(1� �) ja2j � ja1j
2 [(1 + �) ja2j+ ja1j]

�
;

il existe un rayon arg z = � tel que � 2
�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) et � (a1z; �) > 0.

Comme �1 = �2, alors � (a2z; �) > 0.

(i) ja2j > ja1j
1�� . Pour r su¢ samment grand, les relations (6:3:6), (6:3:13), (6:3:16) sont véri�ées

et on a

jA1ea1zj 6 exp f(1 + ") � (a1z; �) rg : (6.3.21)

Par (6:3:6) et (6:3:16), on déduit que���Dje
(�ja1+�ja2)z

��� 6 exp f(1 + ")�� (a1z; �) rg exp f(1 + ") �� (a2z; �) rg ; (6.3.22)

où j = 1; :::; k � 1.
En substituant (6:3:3), (6:3:9), (6:3:13),(6:3:21) et (6:3:22) dans (6:3:18), on obtient immé-

diatement que

exp f(1� ") � (a2z; �) rg 6 jA2ea2zj

6 k exp
�
r
+"

	
exp f(1 + ")�� (a1z; �) rg exp f(1 + ") �� (a2z; �) rg rk(��1+")

+exp f(1 + ") � (a1z; �) rg

6M1r
M2 exp

�
r
+"

	
exp f(1 + ") � (a1z; �) rg exp f(1 + ") �� (a2z; �) rg : (6.3.23)

Selon (6:3:23), il vient

exp f�1rg 6M1r
M2 exp

�
r
+"

	
; (6.3.24)

où

�1 = (1� ") � (a2z; �)� (1 + ") � (a1z; �)� (1 + ") �� (a2z; �) :

Comme

0 < " <
(1� �) ja2j � ja1j
2 [(1 + �) ja2j+ ja1j]

; �1 = �2 et cos (�1 + �) > 0;

alors

�1 = [1� � � " (1 + �)] � (a2z; �)� (1 + ") � (a1z; �)
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= [1� � � " (1 + �)] ja2j cos (�1 + �)� (1 + ") ja1j cos (�1 + �)

= cos (�1 + �) f[1� � � " (1 + �)] ja2j � (1 + ") ja1jg

= cos (�1 + �) f(1� �) ja2j � ja1j � " [(1 + �) ja2j+ ja1j]g

>
(1� �) ja2j � ja1j

2
cos (�1 + �) > 0:

Comme �1 > 0 et 
 + " < 1, alors (6:3:24) est une contradiction.

(ii) ja2j < (1� �) ja1j. Pour r su¢ samment grand, les relations (6:3:4), (6:3:6), (6:3:16) et
(6:3:22) sont véri�ées et on obtient

jA2ea2zj 6 exp f(1 + ") � (a2z; �) rg : (6.3.25)

En substituant (6:3:3), (6:3:4), (6:3:9), (6:3:22) et (6:3:25) dans (6:3:10), on a donc

exp f(1� ") � (a1z; �) rg 6 jA1ea1zj

6 k exp
�
r
+"

	
exp f(1 + ")�� (a1z; �) rg exp f(1 + ") �� (a2z; �) rg rk(��1+")

+exp f(1 + ") � (a2z; �) rg

6M1r
M2 exp

�
r
+"

	
exp f(1 + ")�� (a1z; �) rg exp f(1 + ") � (a2z; �) rg : (6.3.26)

De (6:3:26), on en déduit que

exp f�2rg 6M1r
M2 exp

�
r
+"

	
; (6.3.27)

où

�2 = (1� ") � (a1z; �)� (1 + ")�� (a1z; �)� (1 + ") � (a2z; �) :

Comme

0 < " <
(1� �) ja1j � ja2j
2 [(1 + �) ja1j+ ja2j]

; �1 = �2 et cos (�1 + �) > 0;

alors

�2 = cos (�1 + �) f(1� �) ja1j � ja2j � " [(1 + �) ja1j+ ja2j]g

>
(1� �) ja1j � ja2j

2
cos (�1 + �) > 0:

Puisque �2 > 0 et 
 + " < 1, alors (6:3:27) est une contradiction.

Cas 3 : Supposons que a1 < 0 et arg a1 6= arg a2, c�est-à-dire �1 = � et �2 6= �.
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D�après le Lemme 2.2.2, pour " dé�ni ci-dessus, il existe un rayon arg z = � tel que � 2�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) et � (a2z; �) > 0.

Puisque cos � > 0, alors

� (a1z; �) = ja1j cos (�1 + �) = � ja1j cos � < 0:

En utilisant le même raisonnement du cas 1 (b), on peut obtenir une contradiction.

Cas 4 : Supposons que (i) (1� �) a2 � b < a1 < 0 et a2 < b
1�� ou (ii) a1 <

a2+b
1�� et a2 < 0,

c�est-à-dire �1 = �2 = �.

D�après le Lemme 2.2.2, pour tout " donné tel que

0 < " < min

�
1� 
;

(1� �) ja1j � ja2j+ b

2 [(1 + �) ja1j+ ja2j]
;
(1� �) ja2j � ja1j+ b

2 [(1 + �) ja2j+ ja1j]

�
;

il existe un rayon arg z = � tel que � 2
�
�
2
; 3�
2

�
n (E1 [ E6 [ E7), alors cos � < 0,

� (a1z; �) = ja1j cos (�1 + �) = � ja1j cos � > 0;

et

� (a2z; �) = ja2j cos (�2 + �) = � ja2j cos � > 0:

(i) (1� �) a2 � b < a1 < 0 et a2 < b
1�� . Pour r su¢ samment grand, les relations (6:3:6),

(6:3:13), (6:3:16), (6:3:21) et (6:3:22) sont véri�ées.

Pour � 2
�
�
2
; 3�
2

�
et par (6:3:2) on a ainsi��Bjebjz�� = jBjj ��ebjz�� 6 exp�r
+"	 ebjr cos � 6 exp�r
+"	 ebr cos �; (6.3.28)

car b 6 bj < 0 et cos � < 0 (j = 1; :::; k � 1).
En substituant (6:3:3), (6:3:13), (6:3:21), (6:3:22) et (6:3:28) dans (6:3:18), on obtient

exp f(1� ") � (a2z; �) rg 6 jA2ea2zj

6M1r
M2ebr cos � exp

�
r
+"

	
exp f(1 + ") � (a1z; �) rg

� exp f(1 + ") �� (a2z; �) rg : (6.3.29)

De (6:3:29), on en déduit que

exp f�3rg 6M1r
M2 exp

�
r
+"

	
; (6.3.30)
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où

�3 = (1� ") � (a2z; �)� (1 + ") � (a1z; �)� (1 + ") �� (a2z; �)� b cos �:

Comme (1� �) a2 � b < a1, a2 = � ja2j et a1 = � ja1j, alors

(1� �) ja2j � ja1j+ b > 0:

On peut voir que

0 < (1� �) ja2j � ja1j+ b < (1� �) ja2j � ja1j < 2 [(1 + �) ja2j+ ja1j] :

Par conséquent

0 <
(1� �) ja2j � ja1j+ b

2 [(1 + �) ja2j+ ja1j]
< 1:

Par

0 < " <
(1� �) ja2j � ja1j+ b

2 [(1 + �) ja2j+ ja1j]
;

�1 = �2 = � et cos � < 0,

�3 = [1� � � " (1 + �)] � (a2z; �)� (1 + ") � (a1z; �)� b cos �

= � [1� � � " (1 + �)] ja2j cos � + (1 + ") ja1j cos � � b cos �

= (� cos �) f[1� � � " (1 + �)] ja2j � (1 + ") ja1j+ bg

= (� cos �) f(1� �) ja2j � ja1j+ b� " [(1 + �) ja2j+ ja1j]g

>
�1
2
[(1� �) ja2j � ja1j+ b] cos � > 0:

Puisque �3 > 0 et 
 + " < 1, alors (6:3:30) est une contradiction.

(ii) a1 < a2+b
1�� et a2 < 0. Pour r su¢ samment grand, les relations (6:3:4), (6:3:6), (6:3:16),

(6:3:22) et (6:3:25) sont véri�ées.

En substituant (6:3:3), (6:3:4), (6:3:22), (6:3:25) et (6:3:28) dans (6:3:10), on obtient donc

exp f(1� ") � (a1z; �) rg 6 jA1ea1zj

6M1r
M2ebr cos � exp

�
r
+"

	
exp f(1 + ")�� (a1z; �) rg

� exp f(1 + ") � (a2z; �) rg : (6.3.31)

D�où

exp f�4rg 6M1r
M2 exp

�
r
+"

	
; (6.3.32)
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où

�4 = (1� ") � (a1z; �)� (1 + ")�� (a1z; �)� (1 + ") � (a2z; �)� b cos �:

Comme a1 < a2+b
1�� , a2 = � ja2j et a1 = � ja1j, alors

(1� �) ja1j � ja2j+ b > 0:

On peut voir que

0 < (1� �) ja1j � ja2j+ b < (1� �) ja1j � ja2j < 2 [(1 + �) ja1j+ ja2j] :

Par conséquent

0 <
(1� �) ja1j � ja2j+ b

2 [(1 + �) ja1j+ ja2j]
< 1:

Par

0 < " <
(1� �) ja1j � ja2j+ b

2 [(1 + �) ja1j+ ja2j]
;

�1 = �2 = � et cos � < 0,

�4 = (� cos �) f(1� �) ja1j � ja2j+ b� " [(1 + �) ja1j+ ja2j]g

>
�1
2
[(1� �) ja1j � ja2j+ b] cos � > 0:

Puisque �4 > 0 et 
 + " < 1, alors (6:3:32) est une contradiction. On conclut de la preuve

ci-dessus que � (f) = +1.

Deuxième étape : Montrons que �2 (f) = 1. Par

max
�
�
�
Bje

bjz +Dje
djz
�
(j = 1; :::; k � 1) ; � (A1ea1z + A2e

a2z)
	
= 1

et d�après le Lemme 2.2.4, on obtient �2 (f) 6 1.
D�après le Lemme 2.2.5, il existe un ensemble E8 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie
et une constante C > 0 telle que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E8, on a����f (j)(z)f(z)

���� 6 C [T (2r; f)]j+1 (j = 1; :::; k) : (6.3.33)

Cas 1 : arg a1 6= � et arg a1 6= arg a2. Dans la première étape, on a prouvé qu�il existe un
rayon arg z = � où � 2

�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) satisfaisant

� (a1z; �) > 0; � (a2z; �) < 0 ou � (a1z; �) < 0; � (a2z; �) > 0:

a) Quand � (a1z; �) > 0 et � (a2z; �) < 0, pour r su¢ samment grand, les relations (6:3:4)-

(6:3:8) sont véri�ées.
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En substituant (6:3:4), (6:3:5), (6:3:8), (6:3:9) et (6:3:33) dans (6:3:10), on obtient pour tout

z = rei� satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E8, � 2
�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7)

exp f(1� ") � (a1z; �) rg 6 jA1ea1zj

6M exp
�
r
+"

	
exp f(1 + ")�� (a1z; �) rg [T (2r; f)]k+1 ; (6.3.34)

où M > 0 est une certaine constante.

De (6:3:34) et 0 < " < 1��
2(1+�)

, on a donc

exp

�
1� �

2
� (a1z; �) r

�
6M exp

�
r
+"

	
[T (2r; f)]k+1 : (6.3.35)

Comme � (a1z; �) > 0 et 
 + " < 1, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (6:3:35), on trouve

�2 (f) > 1, d�où �2 (f) = 1.

b) Quand � (a1z; �) < 0 et � (a2z; �) > 0, pour r su¢ samment grand, les relations (6:3:13)-

(6:3:17) sont véri�ées. En utilisant un raisonnement analogue à celui fait précédemment, on

peut aussi obtenir �2 (f) = 1.

Cas 2 : arg a1 6= � et arg a1 = arg a2. Dans la première étape, on a prouvé qu�il existe un

rayon arg z = � où � 2
�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) satisfaisant

� (a1z; �) > 0 et � (a2z; �) > 0:

(i) ja2j > ja1j
1�� . Pour r su¢ samment grand, les relations (6:3:6), (6:3:13), (6:3:16), (6:3:21) et

(6:3:22) sont véri�ées.

En substituant (6:3:9),(6:3:13), (6:3:21), (6:3:22) et (6:3:33) dans (6:3:18), on obtient pour

tout z = rei� satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E8, � 2
�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7)

exp f(1� ") � (a2z; �) rg 6 jA2ea2zj

6M exp
�
r
+"

	
exp f(1 + ") � (a1z; �) rg exp f(1 + ") �� (a2z; �) rg

� [T (2r; f)]k+1 : (6.3.36)

De (6:3:36), on en déduit que

exp f�1rg 6M exp
�
r
+"

	
[T (2r; f)]k+1 ; (6.3.37)
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où

�1 = (1� ") � (a2z; �)� (1 + ") � (a1z; �)� (1 + ") �� (a2z; �) :

Comme �1 > 0 et 
+" < 1, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (6:3:37), on trouve �2 (f) > 1,
d�où �2 (f) = 1.

(ii) ja2j < (1� �) ja1j. Pour r su¢ samment grand, les relations (6:3:4), (6:3:6), (6:3:16),
(6:3:22) et (6:3:25) sont véri�ées. En utilisant un raisonnement analogue à celui fait précé-

demment, on peut aussi obtenir �2 (f) = 1.

Cas 3 : a1 < 0 et arg a1 6= arg a2. Dans la première étape, on a prouvé qu�il existe un rayon
arg z = � où � 2

�
��
2
; �
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) satisfaisant

� (a2z; �) > 0 et � (a1z; �) < 0:

En utilisant le même raisonnement du cas 1 (b) de la deuxième étape, on peut obtenir

�2 (f) = 1.

Cas 4 : (i) (1� �) a2 � b < a1 < 0 et a2 < b
1�� ou (ii) a1 <

a2+b
1�� et a2 < 0. Dans la première

étape, on a prouvé qu�il existe un rayon arg z = � où � 2
�
�
2
; 3�
2

�
n (E1 [ E6 [ E7) satisfaisant

� (a2z; �) > 0 et � (a1z; �) > 0:

(i) (1� �) a2 � b < a1 < 0 et a2 < b
1�� . Pour r su¢ samment grand, les relations (6:3:6),

(6:3:13), (6:3:16), (6:3:21) et (6:3:22) sont véri�ées.

En substituant (6:3:13), (6:3:21), (6:3:22), (6:3:28) et (6:3:33) dans (6:3:18), on obtient pour

tout z = rei� satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E8, � 2
�
�
2
; 3�
2

�
n (E1 [ E6 [ E7)

exp f(1� ") � (a2z; �) rg 6 jA2ea2zj

6Mebr cos � exp
�
r
+"

	
exp f(1 + ") � (a1z; �) rg exp f(1 + ") �� (a2z; �) rg

� [T (2r; f)]k+1 : (6.3.38)

De (6:3:38), on en déduit que

exp f�3rg 6M exp
�
r
+"

	
[T (2r; f)]k+1 ; (6.3.39)

où

�3 = (1� ") � (a2z; �)� (1 + ") � (a1z; �)� (1 + ") �� (a2z; �)� b cos �:



6.4 Preuve du Théorème 6.1.2 78

Comme �3 > 0 et 
 + " < 1, en utilisant le Lemme 2.2.6 et (6:3:39), on trouve �2 (f) > 1,
d�où �2 (f) = 1.

(ii) a1 < a2+b
1�� et a2 < 0. Pour r su¢ samment grand, les relations (6:3:4), (6:3:6), (6:3:16),

(6:3:22) et (6:3:25) sont véri�ées. En utilisant un raisonnement analogue à celui fait précé-

demment, on peut aussi obtenir �2 (f) = 1.

On conclut que pour toute solution f (6� 0) de (6:1:1) satisfait �2 (f) = 1. La preuve du

Théorème 6.1.1 est achevée.

6.4 Preuve du Théorème 6.1.2

Posons

R0 (z) = A1e
a1z + A2e

a2z

et

Ri (z) = Bie
biz +Die

diz (i = 1; :::; k � 1) :

Supposons que f (6� 0) est une solution de l�équation (6:1:1), donc � (f) = +1 par le Théo-

rème 6.1.1.

Posons

g0 (z) = f (z)� ' (z) ;

et par suite

� (g0) = � (f) =1:

En substituant f = g0 + ' dans (6:1:1), on trouve

g
(k)
0 +Rk�1g

(k�1)
0 + :::+R2g

00
0 +R1g

0
0 +R0g0

= �
�
'(k) +Rk�1'

(k�1) + :::+R2'
00 +R1'

0 +R0'
�
: (6.4.1)

On peut écrire (6:4:1) sous la forme suivante

g
(k)
0 + h0;k�1g

(k�1)
0 + :::+ h0;2g

00
0 + h0;1g

0
0 + h0;0g0 = h0; (6.4.2)

où

h0 = �
�
'(k) +Rk�1'

(k�1) + :::+R2'
00 +R1'

0 +R0'
�
:

Montrons maintenant que h0 6� 0. En e¤et, si h0 � 0 alors

'(k) +Rk�1'
(k�1) + :::+R2'

00 +R1'
0 +R0' = 0:
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Par conséquent, ' 6� 0 est une solution d�ordre in�ni de l�équation (6:1:1) par le Théorème
6.1.1, c�est une contradiction. Ainsi, h0 6� 0 est prouvée.
D�après le Lemme 3.2.6 et (6:4:2), on sait que

� (g0) = � (f � ') = � (g0) = � (f) =1:

Montrons maintenant que � (f 0 � ') =1.
Posons

g1 (z) = f 0 (z)� ' (z) ;

on obtient donc

� (g1) = � (f 0) = � (f) =1:

En dérivant les deux membres de l�équation di¤érentielle (6:1:1), on trouve

f (k+1) +Rk�1f
(k) +

�
R0k�1 +Rk�2

�
f (k�1) +

�
R0k�2 +Rk�3

�
f (k�2)

+:::+ (R03 +R2) f
000 + (R02 +R1) f

00 + (R01 +R0) f
0 +R00f = 0: (6.4.3)

Par l�équation (6:1:1), on a donc

f = � 1

R0

�
f (k) +Rk�1f

(k�1) + :::+R2f
00 +R1f

0� : (6.4.4)

En substituant (6:4:4) dans (6:4:3), on trouve

f (k+1) +

�
Rk�1 �

R00
R0

�
f (k) +

�
R0k�1 +Rk�2 �Rk�1

R00
R0

�
f (k�1)

+

�
R0k�2 +Rk�3 �Rk�2

R00
R0

�
f (k�2) + :::+

�
R03 +R2 �R3

R00
R0

�
f 000

+

�
R02 +R1 �R2

R00
R0

�
f 00 +

�
R01 +R0 �R1

R00
R0

�
f 0 = 0: (6.4.5)

On peut écrire l�équation (6:4:5) sous la forme suivante

f (k+1) + h1;k�1f
(k) + h1;k�2f

(k�1) + :::+ h1;2f
000 + h1;1f

00 + h1;0f
0 = 0; (6.4.6)

où

h1;i = R0i+1 +Ri �Ri+1
R00
R0

(i = 0; 1; :::; k � 2) ;

h1;k�1 = Rk�1 �
R00
R0
:
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En substituant f (j+1) = g
(j)
1 + '(j) (j = 0; :::; k) dans (6:4:6), on obtient immédiatement que

g
(k)
1 + h1;k�1g

(k�1)
1 + h1;k�2g

(k�2)
1 + :::+ h1;2g

00
1 + h1;1g

0
1 + h1;0g1 = h1; (6.4.7)

où

h1 = �
�
'(k) + h1;k�1'

(k�1) + h1;k�2'
(k�2) + :::+ h1;2'

00 + h1;1'
0 + h1;0'

�
:

On peut obtenir

h1;i (z) =
Ni (z)

R0 (z)
(i = 0; 1; :::; k � 1) ; (6.4.8)

où

N0 = R01R0 +R20 �R1R
0
0; (6.4.9)

Ni = R0i+1R0 +RiR0 �Ri+1R
0
0 (i = 1; 2; :::; k � 2) ; (6.4.10)

Nk�1 = Rk�1R0 �R00: (6.4.11)

Montrons que h1 6� 0. En e¤et, si h1 � 0 alors h1' � 0. Ainsi, par (6:4:8), on a

'(k)

'
R0 +

'(k�1)

'
Nk�1 +

'(k�2)

'
Nk�2 + :::+

'00

'
N2 +

'0

'
N1 +N0 = 0: (6.4.12)

Évidemment, '
(j)

'
(j = 1; :::; k) sont des fonctions méromorphes avec �

�
'(j)

'

�
< 1.

D�après les relations (6:4:9)-(6:4:11), on peut écrire (6:4:12) sous la forme

A21e
2a1z + A22e

2a2z +
X
�2I01

f�e
�z = 0; (6.4.13)

où I 01 = I1 n f2a1; 2a2g et f� (� 2 I 01) sont des fonctions méromorphes d�ordre inférieur stric-
tement à 1.

1) Si (2a1) =2 I1 n f2a1g, ainsi on écrit (4:13) sous la forme

A21e
2a1z +

X
�2�1

g1;�e
�z = 0;

où �1 � I1nf2a1g, g1;� (� 2 �1) sont des fonctions méromorphes d�ordre inférieur strictement
à 1 et 2a1, � (� 2 �1) sont des nombres complexes distincts.
D�après le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A1 � 0, c�est une contradiction.
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2) Si (2a2) =2 I1 n f2a2g, ainsi on écrit (6:4:13) sous la forme

A22e
2a2z +

X
�2�2

g2;�e
�z = 0;

où �2 � I1nf2a2g, g2;� (� 2 �2) sont des fonctions méromorphes d�ordre inférieur strictement
à 1 et 2a2, � (� 2 �2) sont des nombres complexes distincts.
D�après le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A2 � 0, c�est une contradiction. Ainsi,
h1 6� 0 est prouvée.
Par le Lemme 3.2.6 et (6:4:7) on sait que

� (g1) = � (f 0 � ') = � (g1) = � (f) =1:

Montrons maintenant que � (f 00 � ') =1.
Posons

g2 (z) = f 00 (z)� ' (z) ;

donc

� (g2) = � (f 00) = � (f) =1:

En dérivant les deux membres de l�équation di¤érentielle (6:1:1), on trouve

f (k+2) +Rk�1f
(k+1) +

�
2R0k�1 +Rk�2

�
f (k) +

�
R00k�1 + 2R

0
k�2 +Rk�3

�
f (k�1)

+
�
R00k�2 + 2R

0
k�3 +Rk�4

�
f (k�2) + :::+ (R003 + 2R

0
2 +R1) f

000

+(R002 + 2R
0
1 +R0) f

00 + (R001 + 2R
0
0) f

0 +R000f = 0: (6.4.14)

Des relations (6:4:4) et (6:4:14) on obtient

f (k+2) +Rk�1f
(k+1) +

�
2R0k�1 +Rk�2 �

R000
R0

�
f (k)

+

�
R00k�1 + 2R

0
k�2 +Rk�3 �Rk�1

R000
R0

�
f (k�1)

+:::+

�
R004 + 2R

0
3 +R2 �R4

R000
R0

�
f (4) +

�
R003 + 2R

0
2 +R1 �R3

R000
R0

�
f 000

+

�
R002 + 2R

0
1 +R0 �R2

R000
R0

�
f 00 +

�
R001 + 2R

0
0 �R1

R000
R0

�
f 0 = 0: (6.4.15)

Prouvons que

R01 +R0 �R1
R00
R0

6� 0:
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Supposons que

R01 +R0 �R1
R00
R0

� 0;

un calcul immédiat donne

A21e
2a1z + A22e

2a2z +
X
�2I02

f�e
�z = 0; (6.4.16)

où I 02 = I2 n f2a1; 2a2g et f� (� 2 I 02) sont des fonctions entières d�ordre inférieur strictement
à 1.

En utilisant le même raisonnement ci-dessus, on peut obtenir une contradiction. Ainsi,

R01 +R0 �R1
R00
R0

6� 0

est prouvée. Posons

 (z) = R01R0 +R20 �R1R
0
0 et � (z) = R001R0 + 2R

0
0R0 �R1R

00
0: (6.4.17)

En utilisant (6:4:5) et (6:4:17), on trouve

f 0 =
�R0
 (z)

�
f (k+1) +

�
Rk�1 �

R00
R0

�
f (k) +

�
R0k�1 +Rk�2 �Rk�1

R00
R0

�
f (k�1)

+

�
R0k�2 +Rk�3 �Rk�2

R00
R0

�
f (k�2) + :::+

�
R02 +R1 �R2

R00
R0

�
f 00
�
: (6.4.18)

En substituant (6:4:17) et (6:4:18) dans (6:4:15), on obtient donc

f (k+2) +

�
Rk�1 �

�

 

�
f (k+1) +

�
2R0k�1 +Rk�2 �

R000
R0
� �

 

�
Rk�1 �

R00
R0

��
f (k)

+

�
R00k�1 + 2R

0
k�2 +Rk�3 �Rk�1

R000
R0
� �

 

�
R0k�1 +Rk�2 �Rk�1

R00
R0

��
f (k�1)

+:::+

�
R003 + 2R

0
2 +R1 �R3

R000
R0
� �

 

�
R03 +R2 �R3

R00
R0

��
f 000

+

�
R002 + 2R

0
1 +R0 �R2

R000
R0
� �

 

�
R02 +R1 �R2

R00
R0

��
f 00 = 0: (6.4.19)

On écrit l�équation (6:4:19) sous la forme suivante

f (k+2) + h2;k�1f
(k+1) + h2;k�2f

(k) + :::+ h2;2f
(4) + h2;1f

000 + h2;0f
00 = 0; (6.4.20)

où

h2;i = R00i+2 + 2R
0
i+1 +Ri �Ri+2

R000
R0



6.4 Preuve du Théorème 6.1.2 83

�� (z)
 (z)

�
R0i+2 +Ri+1 �Ri+2

R00
R0

�
(i = 0; 1; :::; k � 3) ;

h2;k�2 = 2R
0
k�1 +Rk�2 �

R000
R0
� � (z)

 (z)

�
Rk�1 �

R00
R0

�
;

h2;k�1 = Rk�1 �
� (z)

 (z)
:

En substituant f (j+2) = g
(j)
2 + '(j) (j = 0; :::; k) dans (6:4:20), on obtient

g
(k)
2 + h2;k�1g

(k�1)
2 + h2;k�2g

(k�2)
2 + :::+ h2;1g

0
2 + h2;0g2 = h2; (6.4.21)

où

h2 = �
�
'(k) + h2;k�1'

(k�1) + h2;k�2'
(k�2) + :::+ h2;2'

00 + h2;1'
0 + h2;0'

�
:

On peut obtenir

h2;i =
Li (z)

 (z)
(i = 0; 1; :::; k � 1) ; (6.4.22)

où

L0 (z) = R002R
0
1R0 +R002R

2
0 �R002R1R

0
0 + 2R

02
1 R0 + 3R

0
1R

2
0 � 2R01R1R00 +R30

�3R1R00R0 �R2R
0
1R

00
0 �R2R

00
0R0 �R02R

00
1R0 � 2R02R00R0 +R02R1R

00
0

�R001R1R0 +R21R
00
0 +R2R

00
1R

0
0 + 2R2R

02
0 ; (6.4.23)

Li = R00i+2R
0
1R0 +R00i+2R

2
0 �R00i+2R1R

0
0 + 2R

0
i+1R

0
1R0 + 2R

0
i+1R

2
0 � 2R0i+1R1R00

+RiR
0
1R0 +RiR

2
0 �RiR1R

0
0 �Ri+2R

0
1R

00
0 �Ri+2R

00
0R0 �R0i+2R

00
1R0

�2R0i+2R00R0 +R0i+2R1R
00
0 �Ri+1R

00
1R0 � 2Ri+1R00R0 +Ri+1R1R

00
0

+Ri+2R
00
1R

0
0 + 2Ri+2R

02
0 (i = 1; 2; :::; k � 3) ; (6.4.24)

Lk�2 = 2R
0
k�1R

0
1R0 + 2R

0
k�1R

2
0 � 2R0k�1R1R00 +Rk�2R

0
1R0 +Rk�2R

2
0

�Rk�2R1R00 �R01R
00
0 �R000R0 �Rk�1R

00
1R0 � 2Rk�1R00R0

+Rk�1R1R
00
0 +R001R

0
0 + 2R

02
0 ; (6.4.25)

Lk�1 = Rk�1R
0
1R0 +Rk�1R

2
0 �Rk�1R1R

0
0 �R001R0 � 2R00R0 +R1R

00
0: (6.4.26)
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Par conséquent

�h2
'

=
1

 

�
'(k)

'
 +

'(k�1)

'
Lk�1 + :::+

'00

'
L2 +

'0

'
L1 + L0

�
: (6.4.27)

Montrons maintenant que h2 6� 0. Si h2 � 0 alors �h2' � 0, et par suite

'(k)

'
 +

'(k�1)

'
Lk�1 + :::+

'00

'
L2 +

'0

'
L1 + L0 = 0: (6.4.28)

Evidemment, '
(j)

'
(j = 1; :::; k) sont des fonctions méromorphes avec �

�
'(j)

'

�
< 1.

Par (6:4:17) et (6:4:23)-(6:4:26), on peut écrire (6:4:28) sous la forme

A31e
3a1z + A32e

3a2z +
X
�2I03

f�e
�z = 0; (6.4.29)

où I 03 = I3 n f3a1; 3a2g et f� (� 2 I 03) sont des fonctions méromorphes d�ordre inférieur stric-
tement à 1.

1) Si (3a1) =2 I3 n f3a1g, alors on écrit (6:4:29) sous la forme

A31e
3a1z +

X
�2�1

g1;�e
�z = 0;

où �1 � I3nf3a1g, g1;� (� 2 �1) sont des fonctions méromorphes d�ordre inférieur strictement
à 1 et 3a1, � (� 2 �1) sont des nombres complexes distincts.
D�après le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A1 � 0, c�est une contradiction.

2) Si (3a2) =2 I3 n f3a2g, alors on écrit (6:4:29) sous la forme

A32e
3a2z +

X
�2�2

g2;�e
�z = 0;

où �2 � I3nf3a2g, g2;� (� 2 �2) sont des fonctions méromorphes d�ordre inférieur strictement
à 1 et 3a2, � (� 2 �2) sont des nombres complexes distincts.
D�après le Lemme 3.2.7 et le Lemme 3.2.8, on obtient A2 � 0, c�est une contradiction. Ainsi,
h2 6� 0 est prouvée.
Par le Lemme 3.2.6 et (4:21), on sait que

� (g2) = � (f 00 � ') = � (g2) = � (f) =1:

La preuve du Théorème 6.1.2 est achevée.
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6.5 Preuve du corollaire 6.1.1

En posant ' (z) = z et en utilisant la même démonstration du Théorème 6.1.2, on peut

obtenir le Corollaire 6.1.1.
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