REPUE AUBLIQLGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE

LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE ABDELHAMID IBN BADIS MOSTAGANEM
Faculté des Sciences Exactes et Sciences de la Nature et de la vie

Département de Mathématiques

THESE DE MASTER
=—=—=—=—=—=—=—=—90 () 0—-=—=—=—=—=—=—=—=
Option : Analyse Fonctionnelle
Intitulée
la croissance des solutions de certaines équations dif férentielles linéaires non

homogenes

Présentée par : Saidane Amina

Soutenue le : 05/2017

devant le jury composé de :

Encadreur Pr U. MOSTAGANEM.
Examinatrice U. MOSTAGANEM.
Président U. MOSTAGANEM.

Année Universitaire 2015-2016



Table des matiéres

[ Résuméd i
[ Dédicaces| ii
[ Remerciments| iii
iv
[__Introduction v
(1 Notions de bases et préliminaires| 2
(1.1  Notions sur le produit de kronecker| . . . . . . ... ... ... ... ..... 2
(1.1.1  Propriétés du produit de kronecker| . . . . . . .. ... ... ... ... 3

(1.2 Vectorisation d’une matricel . . . . . . . . . ... ... 4
[1.2.1  Quelques propriétés| . . . . . . . . ..o 4

(1.3 La transtormée de Laplace | . . . . . .. . . ... . L. )
(3.1 Lalinéaritd . . . . . . . . oo 5

[1.3.2 La transformée inverse de Laplace L™ . . . . . ... ... ... ... 5

(1.3.3  Dérivation de Laplacel . . . . . . . . ... oo 6

(.34 Convolutionl . . . . . . . . . . e 6

(1.4 Outils d’algebre linéaire] . . . . . . . . . . .. ... L 7

[1.4.1 Polynoéme caractéristique|. . . . . . . . . ... 0oL 7




TABLE DES MATIERES 3
(1.5 Rappels sur les exponentielles des matrices| . . . . . . ... ... .. ... ... 7
(1.5.1 Quelques méthodes de calcul de I'exponentielle d'une matrice{. . . . . . 8

(1.6 Notion de systeme| . . . . . . . . . . . L 11
[1.6.1 Systeme et représentation d’état|. . . . . . . .. .. ... ... 11

(1.7 La fonction de transfertl . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 11

[2 Systémes linéaires a Temps Invariant Standards| 14
2.1 Description d’'un systeme LT standard en temps continu| . . . . . . ... ... 14
[2.2  Description d’un systeme LT standard en temps discret| . . . . .. ... ... 15
[2.3  Solution des systemes LTI standards en temps continu| . . . . ... ... ... 16
[2.4  Solution des systemes LTI standards en temps discret| . . . . . . . .. ... .. 17
2.5 Notion sur contrélabilitd . . . . . . .. .. .. oo 18
2.5.1  Critere de controlabilité de Kalmanl . . . . . . . ... ... ... ... 18

[3 Systéeme linéaire de Lyapunov en temps continul 23
[3.1  Trajectoire d’états et réponse du systeme de Lyapunov en temps continu | 24
[3.2  Analyse et propriétés des systemes linéaires de Lyapunov| . . . . . . . . . . .. 26
[3.2.1  Contréolabilitél . . . . . .. ... o 27
L___Conclusionl 31
[  Bibliographie| 32




RESUME

Notre objet d’étude dans ce mémoire est “Controlabilité des systémes linéaires de Lyapunov”.
Tout d’abord, nous fournissons des conditions nécéssaires et suffisantes pour la controlabilité
des systemes linéaires standards, tout en basant sur les critéres de contrélabilité. Dans un
second temps, nous présentons une classe des systémes de Lyapunov, ensuite nous étudions

la controlabilité de cette classe de systéeme a l'aide des systémes linéaires standards.
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Notation

® Produit de Kronecker.

R Corps des nombres réels.

R"™ Espace des vecteurs a n entiers réelles.

R™>m Espace des matrices carées de dimension n.
R™>" Espace des matrices réelles de dimension m x n.
ai;] Matrice dont le coefficient de la i"¢ ligne et la j¥™° colonne est a;;.
AT Transposée de matrice.

At Matrice inverse de A.

det (A) Déterminant de la matrice A.

I, Matrice identité d’ordre n

F(s) Transformée de Laplace.

rg(A) Rang de la matrice A.

i (t) =49  Dérivée temporelle

IR Norme enclidienne.

Abréviations

LTI  Linéaire invariant dans le temps
TH  Transformée de Laplace

C.H Cayley-Hamilton



INTRODUCTION

En mathématiques, le controle désigne la théorie qui vise a comprendre la facon dont une
commande permet aux humains d’agir sur un systéme qu’ils souhaitent maitriser. Cette
définition recouvre naturellement de trés nombreux champs d’applications; les sciences de
I'ingénieur, la physique, électronique, biologie, chimie, économie, ... etc. Il est intéressant de
noter que, malgré la diversité des situations concrétes qui peuvent étre appréhendées ainsi, la
théorie du contréle fournit un cadre commun & tous ces univers. Il est donc remarquable que
I’on parvienne a obtenir des résultats généraux, qui pourront s’appliquer dans de nombreux
domaines.

L’objectif de ce mémoire est 1’étude de la controlabilité des systémes linéaires de Lyapunov &
temps continu, la contrélabilité qui nous intéresse est I’étude des systémes commandés, c’est-
a~dire des systémes dynamiques (dépendant du temps noté t) sur lesquels on agit a 'aide
d’une commande (ou controle).

La notion de la controélabilité est d’une grande importance dans la théorie du controle, c’est
une propriété de base dans I’analyse des systémes dynamiques. De nombreux problémes fon-
damentaux de la théorie du controdle ( stabilité et stabilisation, controle optimal) ne peuvent
étre résolus que sous I’hypothése que le systéme soit controlable.

Tout au long de ce travail, une analogie entre un systéme linéaire standard et un systéme
linéaire de Lyapunov tous deux & temps continu a été faire pour déduire que tous les résultats
sur le controle des systémes linéaires standards sont étendus au cas des systémes linéaires de
Lyapunov.

Le mémoire que nous présentons est rédigé comme suit :

le premier chapitre est consacré & donner quelques notions de bases et des définitions quand
aurra besoin dans notre travail.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons des systémes linéaires a temps invariant standard
dans le cas continu et discret, ensuite on donne des notions et des principales méthodes d’étude

de la controlabilité de ces systémes.



Le troisieme chapitre aborde une étude, sur la controlabilité des systémes linéaires de Lya-

punov, en appliquant des critéres et des résultats obtenus dans les deux premiers chapitres.



Chapitre 1

Notions de bases et préliminaires

Ce chapitre a essentiellement pour objectif de présenter quelques rappels sur les systémes
linéaires en temps continu. Nous fournissons au début de ce chapitre des notions préliminaires

qu’on va utiliser. Pour ce faire, nous nous basons sur les références suivantes [3], [4], et [8].

1.1 Notions sur le produit de kronecker
Le produit de kronecker est un opérateur portant sur les matrices, il se note par le symbole
®.

Définition 1.1.1 Soient A une matrice mxn et B une matrice pxq. Le produit de kronecker

de A et B est la matrice A® B € R"P*™ donnée par :

A® B = |a;;Bli=1,..,m € R™"M, (1.1.1)

Jj=1,...,n

Exemple 1.1.1 Soient A = [ 103 } et B= [ 05 }

2 15 2 4
On obtient : ) } } _ _ _
05 05 05
L_24_0_24—3.24—
A® B =
05 [0 5] 0 5|
209 4| b 24_5 2 4 |
Dot :

05 00 0 15

2 4 00 6 12

A®B=14 105 0 2

4 8 2 4 10 20
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1.1.1 Propriétés du produit de kronecker
P1: 1e produit de kronecker est associatif : pour tout triplet de matrices A, B et C':

(A®B)®C=A®(B®C). (1.1.2)

P2 : Le produit de kronecker est distributif par rapport a ’addition : pour tout quadruplet
A, B, C et D tel que (A+ B) et (C + D) existent, on obtient :

(A+B)@(C+D)=(AC)+(A®D)+(B®C)+ (B®D). (1.1.3)

P3 : 1e produit de kronecker est également distributif par rapport au produit matriciel

standard : pour tout quadruplet : A, B, C et D tel que (AB), (CD) existent, on obtient :

(A C)(B® D)= (AB) ® (CD). (1.1.4)

P4 : si A e R™™ et B € RP*? sont deux matrices non singuliéres, alors la matrice A ® B

Pest aussi et

(A B '=A1t@ B (1.1.5)

P5 : Pour tout matrice A et B ,ona:

(A B)" = AT @ BY. (1.1.6)

P6 : Le produit de kronecker n’est pas commutatif :

A® B+ B® A (1.1.7)

P7 : On a aussi :

L,®1,=1,, (1.1.8)

P8 :siAermmet Be RP*P alors :

det (A® B) =det (A)’ det (B)" =det (B® A). (1.1.9)
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1.2 Vectorisation d’une matrice

La vectorisation d’une matrice est une transformation qui convertit la matrice dans un vecteur

de colonne.

Définition 1.2.1 Soit A = [a,j] une matrice m X n, on associe a A le vecteur noté vec (A),

obtenue en empilant les colonnes de la matrice A ['une sur l’autre,

vec (A) = (a11, Q21 1y Q12 ooy G2y ooy Alpy oy amn)T. (1.2.1)
‘ 1 =2 o
Exemple 1.2.1 Soit A = 0 , la vectorisation de A est :
1
0
vec(A) = 9
3

1.2.1 Quelques propriétés

P1: L’opérateur vec est linéaire, pour tout A, B et a, 5 € R :

vec (@A + SB) = avec (A) + Bvec (B) . (1.2.2)

P2 : Soient A, B et X des matrices de dimensions n X m, m X [ et [ X k respectivement, on

a alors,

vec (AXB) = (B" @ A) vec(X). (1.2.3)

P3 . On a aussi deux autres formules :

vec (AX) = (I ® A)vec(X). (1.2.4)

vec(XA) = (A" ®@ I) vec (X). (1.2.5)

Tel que I est la matrice identité de dimension appropriée.
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1.3 La transformée de Laplace

La transformée de Laplace est un outil important et trés puissant pour résoudre les équations

et les systémes différentiels linéaires en temps continu.

Définition 1.3.1 Soit f une fonction de la variable t, sa transformée de Laplace notée

L(f(t)) est donnée par :
“+oo

L(f(t)=F(s)= f(t)e*dt, Vs € C, (1.3.1)

0

Exemple 1.3.1 Soit f la fonction Echlon unité

f(t):{ol sit>0

st t<O0

1.3.1 La linéarité

La transformée de Laplace est linéaire car

—+00

Vh ts € Ri, Va, BER, Llaf () + Bf (t2)] = F (s) = /e—sf lf (t1) + B (t2)) dt

0
“+oo —+00

= ao/e—stf (tl)dt+ﬁo/e‘stf (ty) dt

= aL[f(t)]+ BL[f (t2)].
1.3.2 La transformée inverse de Laplace 7L~}

Si T'L désigne la transformation de Laplace, on note F' = TL (f) et alors f = TL™! (F).
On dit que F est la transformée de f tel que f est l'origine de F. Nous rappelons que la

transformée inverse de Laplace est aussi linéaire.
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1.3.3 Dérivation de Laplace

Nous rappelons quelques propriétés pour tout fonction f dérivable n fois. on a :
LTL(f (t)) = sF(s) — f(0).

2.TL (f" (t)) = s*F (s) — sf (0) — f(0).

3.TL(f™ (1) =s"F(s) — [s"Vf(0)+ ...+ fOD(0)].

1.3.4 Convolution

Théoréme 1.3.1 Soient f et g deux fonctions de L' (R), la convolée de f par g notée f x g

est définie par :

(f*g) ()= /f (y) g (t —y)dy. (1.3.2)

Tableau résumé de la transformation de Laplace de quelques fonc-
tions usuelles

Les fonctions | Les transformés de Laplace
a 2, a€R

at =

e—at 84%1

sin (wt) o7 WER

sinh (wt) s

cos (wt) e

cosh (wt) ==

e~ sin (wt) (sz)%

Exemple 1.3.2 Soit f une fonction définit par :

2
(s+1)(s+2)

F(s) =

F (s) peut se décomposer en éléments simples ,

a b (a+b)s+2a+0b

+
(s+1) (s+2) (s+1)(s+2)
Par identification avec 'expression de F (s), on obtient :

Pl— 2 _ 2

s+1 s+2°
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Par la transformée de Laplace inverse, on obtient :

f(t)=2e"—2e2,

1.4 Outils d’algébre linéaire

Dans cette section, nous proposons quelques outils d’algébre linéaire qui sont trés utiles dans

notre travail.

1.4.1 Polynoéme caractéristique

On définit le polynéme caractéristique d’une matrice A € R"*" par

Py (A) = det (A, — A). (1.4.1)

Théoréme 1.4.1 (Cayley- Hamilton) Soit P4 ()\) le polynéme caractéristique de la ma-
trice A, alors

P4 (A) = 0.

1.5 Rappels sur les exponentielles des matrices

Définition 1.5.1 Soit M une matrice carée de dimension n, l’exponentielle de M se définit

par son développement en série entiére :

+oo
1. . 1 1
eXp(M):ZHM:In+M+5M2+§M3+ ....... : (1.5.1)
=0

ot I,, est la matrice identité de dimension n.

Quelques propriétés importants concernant I’exponentielle d’'une matrice.
#Pour toutes M et N deux matrices de dimensions n qui commutent, i.e. MN = NM, on

a

#Pout toute matrice carrée M de dimension n, on a :

(@)t e
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1.5.1 Quelques méthodes de calcul de I’exponentielle d’'une ma-
trice

Plusieurs techniques existent pour calculer e, parmis elles, citons les méthodes suivantes :

Le cas d’une matrice diagonale

Si D une matrice diagonale, c’est a dire :

d 0 ... 0
0 do ... O
0 0 ... d,

Alors son exponentielle est obtenue en calculant ’exponentielle de chacun des termes de la

diagonale principale :

e 0 0
0 e® 0
el = )
0 0 efn

Le cas d’une matrice diagonalisable

Soit A une matrice diagonalisable,i.e. (il existe une matrice inversible P et une matrice
diagonale D = diag (\;), Vi = 1,...,n tel que : A s’écrit sous la forme : A= PDP~! ) | alors
son exponentielle est donnée par;

et = pe” P!
Exemple 1.5.1 Soit

Pour calculer les valeurs propres de cette matrice on doit d’abord calculer son polynéme

caractéristique .

det (A — M) = (A —2) (N2 — 3).

Apres le calcul des valeurs propres et leurs vecteurs propres associés, on obtient la matrice

(12 (-1 2
(i)

de passage et son inverse;
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Donc,
1 2 e 0 -1 2 —e? 4 2e3 2e% — 2e3t
At __ Dt p—1 __ _
¢r =Pl _(1 1)(0 e3t)(1 —1)_<—e2t+e3t 22 — ¢
Le cas d’une matrice nilpotente

Soit A une matrice nilpotente d’indice de nilpotence m,i.e. A™ = [0], alors :

A¥ =10], pour k > m.

Si on revient a la formule (1.4.1), on s’apercoit alors que cette derniére ne contient qu’'un

nombre fini de termes, et on a donc

1 1 Am-l T g
A 2 3
=1, +A+=-A —A e ——— = —.
‘ AT T T T %;ﬂ
Exemple 1.5.2 Soit
1 1 -1
A=| -3 -3 3
-2 =2 2

La matrice A est nilpotente d’indice de nilpotence 2, alors son exponentielle est donnée par :

2 1 -1
er=I+A=| -3 -2 3
-2 -2 3

Par transformation de Laplace inverse

On utilise I'inverse de la transformée de laplace pour calculer e, alors la formule est donnée

par :
et = L7 (s, — A)fl] ,

Exemple 1.5.3 Soit

Donc,

det (sI, —A)=(s+3)(s+1).
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L’inverse de la matrice (sl,, — A) est donnée par :
1

—= 0
(Sjn - A)_l - ( Sj_43 1 > .
(s+1)(s+3)  (s+1)

On applique la TL inverse, on obtient :

eA B 673t 0
T\ 2e7t =273t et

Par l’utilisation du théoréme de Cayley-Hamilton

Comme
A? 2 A
A _ - — i
et =1,+ A+ o1 —l—...—; T
D’aprés le théoréme de C.H, on peut réecrire e? par :
et = apl, + a1 A+ apA? + .+ a, AT (1.5.2)

n la dimention de la matrice carrée A.
Et les scalaires (c;)yc;,_; de I'équation (1.4.2) sont solutions du systéme formé par les
équations :

M =g+ aihi oA+ Fa, ATV e {1,2,..,n}. (1.5.3)

Avec \; les valeurs propres de la matrice A.

= (7))

Les valeurs propres de cette matrice sont : \y = —3 et Ay = —1. D’aprés le théoréme de CH,

Exemple 1.5.4 On considére

on a :

e = ag.1, + ap.A

ot o et oy sont solutions de :

Ce qui donne :

3 1

a = —et—-e?
2 2

I T
o = 26 26
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Finalement, on trouve :

eAt o 673 0
T\ 2t —2e3 et )

1.6 Notion de systéme

Définition 1.6.1 Un systéme est un ensemble de piéces ou objets qui réalisent une opéra-
tion spécifique, il ya donc une notion d’action sur l’environnement en fonction d’excitation

extérieure.

ult) Y(¢)

Systeme

Systéme mono variable

Un systéme est ainsi défini par ses entrées et ses sorties qui le relient a l’environnement

extérieur.

Remarque 1.6.1 Un systéme monovariable SISO : i.e une seule entrée-une seule sortie.

1.6.1 Systéme et représentation d’état

Tout systéme dynamique peut étre représenté par ses équations d’état définies comme un
ensemble d’équations différentielles du premier ordre appelées équations dynamiques et un

ensemble d’équations algébriques appelées équations de sortie ou de mesure :

T(t)=f(x(t),u(t),t) équation dynamique
y(t)=h(z(t),u(t),t) équation de mesure

Dans notre cas, on intéresse au cas linéaire des systémes dynamiques.

1.7 La fonction de transfert

Représente un modeéle & comportement entrée-sortie, qui s’obtient a partir d’une équation

différentielle a coefficient constant.
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Comme, il s’agit de déterminer un modele, nous considérons les conditions initiales nulles et
on applique tous simplement la transformation de Laplace.

Comment ’obtenir ? Considérons le systeme standard suivant :

& (t) = Az (t) + Bu(t)
y(t)=Cx(t) + Du(t) (1.7.1)
z(0) =20=0

On applique la transformation de Laplace T'L, ce qui donne,

{ TL[i(t)] = ATL [z (t)] + BT L [u(t)]
TLy(t)] = CTL[x (t)] + DTL[u(t)]

On pose,
ey
( ) =Y (s) (1.7.2)
seC
Or,
TL[E(t)] =sX(s) —2(0) =sX(s) (1.7.3)

Maintenant on remplace (1.7.2) et (1.7.3) dans (1.7.1), il s’ensuit,

{ sX (s) = AX (s) + BU (s)
Y (s) =CX (s)+ DU (s)

D’ou

Y (s) =CX (s)+ DU (s)

Le systéme est régulier donc, (sI — A) est inversible, par conséquent

{ (sI —A) X (s) = BU (s)

{ X (s) = (sI — A) BU (s)
= (C(sI — A)” 'B+ D) U (s)
Soit

1
H(s)=C(sI—A)'B+D C’det(sj_A)adj(SI A)B+D.

Donc

H (s) est appelée la matrice de transfert .
D’ou
TL'Y (s)]=TL ' [H (s)U (s)].
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On trouve la réponse du systéme (1.7.1 )
y(t)=h(t)xu(t), tel que TL™'[H (s)] = h(t).

Remarque 1.7.1 1. La transformé de Laplace permet de relier la matrice d’entrée et la

matrice de réponse par :

Y (s)=H(s)U (s).

2. Le concept de matrice de transfert permet de représenter le comportement dynamique du

systéme de maniére algébrique.



Chapitre 2

Systémes linéaires & Temps Invariant
Standards

Ce chapitre présente la description du systéme, il est basé sur un systéme des équations

différentielles linéaires du premier ordre.

2.1 Description d’un systéme LTI standard en temps
continu

Définition 2.1.1 La représentation d’état d’un systéme LTI en temps continu est représentée

o & (t) = Az (t) + Bu ()
y(t) = Cx (t) + Du(t) (2.1.1)
z (0) = xg
Ou :

x (t) € R" :le vecteur d’état, y (t) € RP :le vecteur de sortie.
u (t) € R™ :le vecteur de commande (entrée).

Et : A e R™™ : la matrice d’état.

B e R™™ : la matrice d’entrée.

C € RP*™ : la matrice de sortie.

D € RP*™ : la matrice de transmission et t est le temps.
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2.2 Description d’un systéme LTI standard en temps
discret

Définition 2.2.1 La représentation d’état d’un systéme LTI o temps discret est de la forme,

Th+1 (t) = Al’k (t) + Buk (t)
yr (t) = Cxy (t) + Duy (1) (2.2.1)
x (0) =z, VE €RT, k> ko =0.

Oou :

xy (t) € R™ :le vecteur d’état, yy, (t) € RP :le vecteur de sortie.

uy (t) € R™ :le vecteur de commande(entrée).

Et : A e R™" : la matrice d’état.

B € R™™ : la matrice d’entrée.

C € RP*™ : la matrice de sortie.

D € RP*™ : [a matrice de transmission et t est le temps.

x Les deuz équations du systéme (2.2.1) construisent la description d’un systéme linéaire en

temps fini discret.

Exemple 2.2.1 (Ezxemple d’application) On considére le systéme formé d’une masse m liée

a un ressort de raideur k et soumise a l'action d’une force u.

**l

Oscillateur harmonique commandé

Si z désigne lécart o la position d’équilibre du centre de gravité de la masse (z = 0 est l’abs-
cisse du systéme au repos, ressort non tendus), alors le principe fondamental de la dynamique
fournit ’équation :

mzZ = —kz + u.
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Soit le vecteur x =[xy ,xQ]T, appellé vecteur [’état du systéme.
ry =z
To = z "’
.fl =z= i)
ip=%=="z+Lu

. (0 1> <o)
T = __k0x+ 1| u.

Remarque 2.2.1 La représentation d’état n’est pas unique pour le méme systéme physique.

On pose :

Aprés dérivation, on obtient :

Ce qui peut s’écrire :

2.3 Solution des systémes LTI standards en temps continu

Plusieurs techniques sont établies pour la recherche de la solution du(2.1.1) . On citera parmi
eux, l'utilisation de la transformée de Laplace.

Notre systéme d’écrit par les équations

x(t) = Az (t) + Bu (t)
y(t) = Cx (t) + Du(t) (2.3.1)
z (0) = o

Dans un premier temps, on considére I’équation homogeéne corespondante a (2.3.1) ,
T (t) = Ax (t)
Et considérons que le systeme est régulier, autrement dit,
det (sI — A) #0, Vs € C.
L’application de la transformation de Laplace de cette équation donne,
sX (s) —x(0) = AX (s).
Remarque 2.3.1 Ici X (s) représente le vecteur des T'L des x;.

On aura donc

X (s) = (s — A~z (0) (2.3.2)
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Puis on applique la transformation de Laplace inverse sur (2.3.2),
TL X (s)] =TL ' [(sI — A) ']z (0)
Ceci implique que,
x(t)y=TL " [(s] - A)_l] x (0)

Or,
eM=TL [(sI —A)7'].

Qui représente la matrice de transition du systéme, par conséquent,
z (t) = ez (0)
L’équation d’évolution de x sera,
sX (s) —x(0) = AX (s) + BU (s) = X (s) = (s] — A) "z (0) + (sI — A)"" BU (s)

Par la transformée inverse TL~!, on trouve,

z (t) = ez (0) + /eA(t_T)Bu (1)dr. (2.3.3)

Et la sortie sera donc,

t
y (t) = CeMag + C/eA(tT)Bu (1)dr + Du(t) . (2.3.4)
0

2.4 Solution des systémes LTI standards en temps dis-
cret

Considérons le systéme LTI standard en temps discet suivant,

Tpp1 = Axy, + Buy,
Y = Cl’k + Duk

T (0) = ZL’kO
La solution du systéme est,
k—1
xp, (t) = APz + Y A0 Bu, k> 0. (2.4.1)

=0
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Par suite,
k—1

yp (1) = CAFzo + Z CAF I Bu; + Duy, k>0
=0

Le premier membre de cette équation correspond au régime libre, le deuxieme au régime

force.

Définition 2.4.1 (La réponse libre)
La réponse libre d’un systéme est la réponse du systéme a ses seules conditions initiales. Dans

le cas d’un systéme LTI, elle est donnée par la forme,
z (t) = eMag.

Définition 2.4.2 (La réponse forcée)
La réponse forcé d’un systéme est la réponse du systéme au seul signal d’entrée et pour des
conditions initiales nulles. Dans le cas d’un systéme LTI, elle est décrite par :

t

z(t) = /eA(tT)Bu (1)dr.

0

2.5 Notion sur contrélabilité
Dans cette section, on va définir quelques concepts de controlabilité du systéme (2.1.1) .

Définition 2.5.1 Le systéme est dit controlable si on peut ’amener, en un temps fini, d’un
état initial x (ty) = xo vers un état final v (t;) = x désiré au moyen d’un controle.
Autrement dit, pour tout xo, vy € R", il existe un controle u telque la trajectoire associée
relie xo a x5 en temps t, i.e.

ry=x(t,x0,u).

2.5.1 Critére de controlabilité de Kalman

Il existe une caractérisation algébrique de la controlabilité d’un systéme linéaire due a Kal-

main.
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Théoréme 2.5.1 Le systéme linéaire (2.1.1) est controlable (ou commandable) si et seule-
ment si la matrice

C = (B,AB, ..., A" 'B) (2.5.1)

est de rang n.On dit alors que la paire (A, B) est commandable.
La matrice C' est appelée matrice de Kalman, et la condition rang (C') = n est appelée condi-

tion de Kalman.

Exemple 2.5.1 Soit le systéme suivant :

T = Az + Bu.
O
0 1
=0
0
b [t

La matrice de Kalman est :

Qui est de rang,

rgC =2
Donc le systéme est controlable.

Définition 2.5.2 Le Grammien de controlabilité est la matrice symétrique définie positive
noté W, € R"*" définie par :
ty
W, = /eATBBTeATTdT.
0

Le controle qui transfére xy en 1 = x (t,x0,u(.)) est simplement donné par :
Ut) = —BTe AW . (2.5.2)
Proposition 2.5.1 La paire (A, B) est dit controlable si et seulement si

ty
W, = /e‘ATBBTe_ATTdT,
0

soit tnversible.
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Preuve. Supposons que W, est inversible, alors le controle défini par (2.5.2) existe. donc,

¢
z(t) = eMgy+ /eA(t_T)B (—BTe_ATTWC_lx()) dr

0
t

_ _AT _
= ety — /eAte ArBBTe=4 W Leodr
0
= e (vg — W.W,  xo)

= 0

donc la paire (A, B) est controlable.
Inversement, supposons que le systéme (2.3.1) est controlable, alors nous devons montrer que
W. est inversible.

Si on suppose que W, n’est pas inversible i.e;
)

37 #+£ 0tqW,.Z=0

= Z"W.Z=0
ty
= 77 / e A"BBTe A Tar | Z =0
0
ty
= / ZTe A" BBT AT Zdr = 0

0
ty

= /||ZT6_ATZ||2dT =0
0

= |Z%eZ)? =0

= ZTe M7 =0 (%)
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On a la paire(A, B) est controlable < Vzo3du tq x (t) =0

t
z(t) = et (0) + /eA(tT)Bu (1)dr =0

0
t

& e :Bo—i—/e_ATBu(T)dT =0

0

e A Bu (1) dr = —¢

wde ™ Bu (1) dr = —atxg

o L O~

si on pose : o = Z, alors
¢

/ZTe_ATBu (r)dr =-27Z7
0
d’apres (),
—Z"Z =0

ceci est vrai si Z = 0 (contradiction avec la supposition)

donc, la gramienn W, est inversible. U

Exemple 2.5.2 On considére le systéeme L.T.I a temps continue décrit par ’équation sui-
vante :

X = AX + BU.

- (33)
- (1)

On caleule At *T), on remarque que A est une matrice nilpotente d’indice de nilpotence 2,

Oon

alors

€A(tf77)zf2+f4(tf—7): <(1) tf1_7>'
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D’ou,
ty
o 1 tf—T O 1 0
W.(0,tf) = /(0 ) )(1)(0 1)(tf_7 1)d7’
0
ty
tf—T
= 1 (tf—T 1)d7’
0
tf 5
_ /((tf—T) tf—T)dT
tf—T 1
0
1 1
- (1),
2ty Uy
Donc,

1
det W, (0,tf) = Et;% # 0.

D’ou, le systéeme est controlable.



Chapitre 3

Systéme linéaire de Lyapunov en
temps continu

Dans ce chapitre, on va etudier le systéme linéaire de Lyapunov en temps continu. Dans un
premier temps nous aurons a réécrire le systéeme de Lyapunov sous forme d’un systéeme LTI
pour faciliter I’étude des propriétés de cette classe de systéme par la suite, nous nous basons
pour ce faire sur les références suivantes : [7] , [9] et [10]

définition

Un systéme décrit par les deux equations suivantes :

{ X(t)=AX (t)+ X (t) B+ FU (t) (3.0.1)

Y (t) = CX (¢)
est appelé systéme linéaire de Lyapunov a temps continu, ou X (t) € R™" est ’état, U (t) €
R™*™ est le controle, Y (t) € RP*™ est la sortie, A € R"*" B € R™" F € R""™ et C' € RP*"
sont des matrices de dimensions appropriées.

La technique utilisée pour étudier le systéme de Lyapunov en temps continu est la vecto-
risation moyennant le produit de kronecker. Cette technique nous permettra de réécrire le
systéme sous forme d’un systéme LTI.

Maintenant, en appliquant 1'opérateur vec au systéme de Lyapunov (3.0.1), nous aurons :

vec (X (t)) = wvec(AX (t)) + vec(X (t) B) +wvec (FU (t))
= (I, ®@ A)vec(X (t)) + (B" @ I,,) vec (X (t)) + (I, ® F)vec (U (t)).

Aprés simplification, on obtient :
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I (t) = Az (t) + Bu(t)
gchﬂﬂ (3.0.2)
f& to == 530

Ou & (t) e R™, a(t) e R™, jj(t) € R, A e R*" B e R"*" ot € R"*™ tel que :

T(t) = wvec(X (1), a(t) =vec(U (1)),
yt) = wec(Y (1))
f@::m4X@)

A= 1,A+B"®I,,

B =1,oF C=1,8C.

3.1 Trajectoire d’états et réponse du systéme de Lya-
punov en temps continu

Notre objectif est d’analyser cette classe de systéme.

Proposition 3.1.1 On appelle une matrice de transition, 'unique solution du systéme dif-
férentiel

7 (t) = A% (t) (3.1.1)

satisfaisant la condition initiale T (ty), et qui est donnée par :
D (t,t0) = 1 (t,t0) P2 (L, 0) -
Avec

®y (t,t0) = exp((ln®@A)(t = to))

D, (t,tg) = exp((B"®@1,) (t—to)).

Les matrices de transition du systéme z (t) = (I, @ A)Z (t) et Z (t) = (BT @ I,,) & (t) respec-
t,t

tivement, et toute solution de (3.1.1) est de la forme T (t) = ® (t,1) T (to) avec T (to) est un

vecteur constant d’ordre n?.
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Propriétés de la matrice de transition
La matrice de transition ® vérifie :

*O(t,t) = 1.

(@ (t ) =D (to, 1)

* D (t,t) = AD (t,t0) .

P (tg, t1) D (ty,t). = P (to, t) V(tg,t1,t) € R3.
Preuve On considere

D(t,tg) = Dy (tto) Py (t,to) + Py (¢, 1) Py (t,t0)
= (L, ® A) D (t,t) Bo (t,to) + (BT @ I,) @1 (t,t0) Bo (t, to)

= (L@ A+ B"®1I,) ®1 (t,to) D2 (t,to)
Par conséquent ® = A®, de plus
D (t,t) = Dy (t,1) Do (t,t) = I2l2 = 2.

Alors @ est la matrice de transition de (3.1.1), et chaque solution de (3.1.1) est de cette

forme.

Théoréme 3.1.1 [9]Soit D (t,ty) la matrice de transition de (3.0.2), alors la solution unique
de (3.0.2) satisfisant la condition initiale T (to) = To est :

7 (t) = ® (L, to) jz(to)Jr/(I)(to,r)([n@F)zl(r)dr . (3.1.2)

to
Preuve. Nous passons par deux étapes.

La premiere étape : la solution de 1’équation homogeéne qui est donnée par,
T(t)=d(t to) T (to)
La deuxiéme étape : la solution de I’équation compléte (non homogene),
i (t) = Az (t) + Bu (t) (3.1.3)

Par la méthode de la variation de la constante, on a donc Z (t) = ® (¢,to) h(t) avec h(t)

= (to)
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par dérivation, on obtient :

I’équation (3.1.3) devient :

(I, @ A+ BT @ L,) ® (t,t0) h (t) + @ (t, o) h(t) = AD (t,to) h(t) + Bi(t).

Apres simplification,

d(t,to) h(t)= Bu(t).

On obtient, alors,

h(t) = ® (to,t) B (t)

et aprés intégration, nous obtenons :

D’ou

Tt) = ®(tto) h(to)+/®(t0,T)Ba(r)dT

= ®(tto) :‘é(to)+/q>(to,r)Ba(r)dr

La réponse du systéme(3.0.2) est donnée par :

g(t)= I, C)P(t,ty) |T(to) + /(I> (to,7) (I, @ F)u(r)dr| . (3.1.4)

to

g

3.2 Analyse et propriétés des systémes linéaires de Lya-
punov

Les définitions et les résultats consernant les notions de contrélabilité pour les systémes

linéaires en temps continu restent valables dans le cas des systémes linéaires de Lyapunov.
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3.2.1 Controélabilité

Etant donné un point xg, existe t-il un controle u : [to;T] — R™" tel que la trajectoire

associée a ce controle joigne xy & x; en un temps fini 7'7 ,c’est le probléme de controlabilité.

Définition 3.2.1 Le systéme (3.0.2) est dit contrélable en temps T , pour tous xo, T3 € R™,
il existe un controle u tel que la trajectoire associée relie xo & x1, i.e; Ju(.) : [0;T] — R™

tel que xy = x (T, o, u (.)) .

o L1

Controlabilité

Définition 3.2.2 Le systéme (2.1) est dit complétement controlable si et seulement si tout

les états sont controlables.

Théoréme 3.2.1 (Le critére de Kalman) Le systéme est controlable si et seulement si

la matrice ¢ définie par :
o= |B AB A2B.. A”Q—lé] (3.2.1)
est de rang plein, i.e. rg (@) =n?, avec A=1, @ A+ BT ®1, et B=1,® F.

La mtrice ¢ est appelée la matrice de contrdlabilité, dans ce cas, la paire ([LB) est dite

controlable.

Exemple 3.2.1 On considére le systéme linéaire de Lyapunov suivant :

{ X (t)=AX (t)+ X (t) B+ FU (t)

Y (1) = CX (1), (32.2)

Avec

10
wc = [10]re]
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Les matrices du systéme standard équivalent a des matrices suivantes :

—4 2 0 0
Ao [ro) f-t2], [-3 0] [ro]_|1 —20 o0
~ |01 0 1 1 -2 01 1 0 -3 2

2 1 0 0
- 10 2 1 2.0 0 0
B_[01]®{—20}_ 0 0 2 1
0 0 -2 0
1000
; 10 10 0100
¢ {0 1}®{0 1}_ 0010
0001

La matrice de Kalman est donnée par :

o = [B AB A*B A°B]

21 0 0 —-12 -4 O 0 60 18 0 0 —288 -84 O 0
- -2 0 0 0 6 1 0 0 -24 -6 0 0 108 30 0 0
n o 0 2 1 2 1 -10 -3 —-22 -7 34 9 142 41 -—-106 -—-27

0 0 -20 -2 0 2 0 8 1 -2 0 =32 -7 2 0

Le rang de la matrice p est :
rg(p) =4
D’ou, le systéme est controlable.

Par conséquent, le systéme de Lyapunov (3.2.2) est controlable.

Proposition 3.2.1 Le systéme (3.0.2) est controlable si et seulement si la matrice de com-

mandabilité de dimension n? x n?

W (to t/) = /cp (to, 7) (I, ® F) (I, ® F)T ®7 (to, 7) dr

to
est inversible.

La matrice W est appelée grammien de contrélabilité. Dans ce cas, le contrdle est
i(t) = — (I, ® F)T ®F (to, t) W (to, t5) {Zo — @ (to, t5) s} (3.2.3)

définie sur ty <t <ty, et transférant 7 (ty) = To en T (ty) = Zy.
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Preuve Supposons que W (g, t5) est inversible, alors le controle défini par (3.2.3) existe.
Maintenant en remplace (3.2.3) dans (3.1.1) avec ¢ = ¢, nous avons,

t

F(ty) = ®(ts,to) aé(to)—/cb(to,r)(In®F)(In®F)T<I)T(tO,T)W—1(to,tf){:io—@(to,tf)j:f}dr

- (I>(tf7t0)q)(t0>tf)a~jf :ff'

Donc, (3.0.2) est controlable.
Inversement, supposons que le systéme (3.0.2) est controlable, alors nous motrons que W (¢o, t5)
est inversible.

W est symétrique, nous pouvons construire la forme quadratique

tr
oTWa = / 67 (7.t9) 0 (7. to) dr (3.2.4)
to

y
_ /Wﬁmzo
to

ol « est un vecteur constante arbitraire de dimension n? et
0(7,t) = (I, @ F)" &7 (to, 1) cv.

De (3.2.4), W (to, ts) est semi définie positive. Supposons qu’il existe un certain 5 # 0 tel que
BT W (to, tr) 8 =0, puis a partir de 'équation (3.2.4) avec § = ) quand « = 3, ceci implique

tf
[tz =o.
to

D’apres les propriétés des normes, nous aurons
T](T,t()):O, toSTStf

Comme (3.0.2) est controlable, alors il existe un controle U (t) rendant # (t7) = 0si Z (to) = 3.
D’ou, a partir de (3.1.1) , nous aurons

ty

5:—/@(150,7)(In®F)U(T)dT.

to
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On consideére,

ty

1812 = 676 =— / 07 () (I, ® F)" ® (to, 7) fdr

to
ty

= —/UT(T)U(T,tO)dT:().

to
D’ou 8 = 0, contradiction avec notre supposition, donc W (o, t7) symétrique et définie posi-

tive, par conséquent elle est inversible.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons étudié la controlabilité des systéemes linéaires de Lyapunov a
temps continu standards, on basons sur deux critéres importants : critére de Kalman et le
Gramien de controlabilité et une intention particuliére était donnée au une classe des systémes
linéaire de Lyapunov a temps continu.

Tout au long de ce travail, des exemples d’applications on été introduit pour mieux illustré

cette étude.
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