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INTRODUCTION

L’insertion de réseaux de communication dans les chaines d’action et de mesure des
systemes controlés en réseau, rend leur analyse complexe, en induisant des problémes
spécifiques. Ces problémes relévent, entre autres, des inéluctables délais de communica-
tion au temps de transmission et au temps de propagation des informations comme est
étudié dans [1].

De possibles pertes de données pouvant survenir durant leurs transferts, voir [2], [3].

D’un point de vue Analyse et synthése des systémes controlés en réseau, ménent a
I'instabilité [4].

De ce fait I’étude de tels systémes ne cesse d’attirer I’attention de nombreux chercheurs.

La prise en compte des retards de communication qui sont définis comme les intervalles
de temps entre 'instant sous traité pour remettre une donnée et le moment de son arrivée
effective au destinataire.

Beaucoup d’autres applications aboutissent & des différents types de modeéles a retards.

Dans notre mémoire, on traite le probléme de solvabilité des systémes a retards en
utilisant une approche différente de celles existantes dans la littérature.

Pour ce faire, nous proposons une résolution du systéme moyennant 1’outil transformé
de Laplace.

Dans le premier chapitre, nous exposons une synthése de la transformée de Laplace
comme outil servant & répondre a notre problématique.

Le chapitre qui suit est cependant consacré a la recherche de la solution pour les
trois types de systémes a retards considérés. Pour ensuite dériver des résultats sur La
Positivité. Enfin, le probleme de la stabilité & la Lyapunov a été considéré.

Le mémoire se termine ainsi par la traditionnelle conclusion.



Chapitre 1

Notion de bases

1.1 Transformation de Laplace

La transformée de Laplace est un outil important et trés puissant pour résoudre les
équations et les systémes différentiels linéaires en temps continu-
Nous proposerons dans ce chapitre une bréve étude sur la transformée de Laplace,
tout en s’intéressant taux principales propriétés.
Nous utiliserons ce formalisme pour déterminer la solution des différents types de
systémes a retards considérés.
Nous exposerons dans ce qui suit, les principales définitions et propriétés de la trans-

formée de Laplace tout en s’appuiant sur [5] .
Définition 1.1.1 Une fonction [ est dite causale, si elle est nulle pour t < 0-

Définition 1.1.2 Soit f(t) une fonction définie pour t > 0, la transformée de Laplace
de f (t) notée L{f (t)}; est définie par:

LLFOY = F(s) = /OOO F(8) exp(—st) dt (1.1.1)

ol nous supposons que le paramétre s est réel-



1.1.1 Propriétés

Linéarité:
Si a et b sont des constantes quelconques et f(t), g(t) sont des fonctions dont les

transformées sont respectivement F'(t) et G(t), alors,

LAaf(t) +bg(t)y = aL{f(t)} +0L{g(t)} (1.1.2)
= aF(s)+ bG(s)

Dérivation:
r {dfd—ﬂ — sF(s) + F(0) (1.1.3)
Intégration:
s [/tf(t)dt} - Fis) (1.1.4)
Retard temporel:
L[f(t—7)] =exp(—sT)F(s) (1.1.5)
Convolution:
LIF() - g(t)] = F(s) - Gls) (1.16)

Théoréme de la valeur initiale:

lim f(t) = f(07) = lim sf(s) (1.1.7)

t—0t s—0

Théoréme de la valeur finale:



lim f(t) = limsf(s) (1.1.8)

t—o00 s—0

1.2 Transformation de Laplace inverse

Définition 1.2.1 La transformée de Laplace étant un opérateur bijectif, sa bijection in-

verse existe. Flle est unique et on l’appelle originale de F', elle est définie par:

L7 (F(s) = [ (t) (1.2.1)

1.2.1 Propriétés

Linéarité:
Si Cy et Cy sont des constantes quelconques et F'(s), G(s) les transformées de Laplace

de f(t) et g(t), respectivement alors,
L7H{C1F(s) + C2G(s)} = CLf (t) + Cog (1) (1.2.2)

Propriété de changement d’échelle:

Si
LT(F(s) = f ()
alors,
L1 (F (ks)) = % f G) (1.2.3)
avec k € R

Propriété de translation:

Si



alors,

L7 (F(s—a))=exp(at) f (1) (1.2.4)

avec a € R
Transformée inverse de dérivées:

Si

alors,

LHEM(s) = £ {d—nF (s)} (1.2.5)

et n entier positif.
Multiplication par pavées:

Si

et f(0) = 0 alors,
L7 (sF ()= f'(t) (1.2.6)

1.3 Quelques outils d’algébre linéaire

Dans cette petite section, nous proposons quelques outils d’algébre linéaire qui sont treés

utiles dans notre travail. Pour ce faire, nous nous basons sur les références suivantes|6] , [7] , [8] .

Définition 1.3.1 (Matrice transposée) Si A est une matrice, alors, la matrice notée
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AT est sa matrice transposée, et est définie par,
(A")ij = ajs.
Définition 1.3.2 (Matrice symétrique) Une matrice A est dite symétrique si
AT = A

Définition 1.3.3 (Matrice définie positive) Une matrice symétrique A dont les élé-
ments sont des nombres réels, est définie positive si pour tout vecteur xr € R™ non nul
on a:

2T Az >0

1.4 Polyndme caractéristique
Soit k un corps commutatif et n € N* un entier non nul. On définit le polynéme carac-
téristique d’une matrice A € M (k) comme le polynome,

X4 = det (X1, — A) (1.4.1)

tel que x4 annule A, i.e.

Xa=0

Remarque 1 Attention au raisonnement naif et faux évidement qui consiste & dire, on

remplace X par A dans la formule, ce qui donne,
Xa(A) =det (Al, — A) =det(A — A) =0,

donc, on écrit les choses proprement comme,

Xa(A) = [det (XI,, — A)](A) (1.4.2)

11



On calcule le déterminant dans l'anneau k[z], puis on évalue ce polynome en la matrice

A dans l'anneau M, (k).

1.5 Matrices non-négatives, positives et de Metzler

Soient A = (a;j), ; et B = (bi;), ; € R"™™ des matrices a coefficients réels.

Par la suite, nous notons I,,, la matrice identité d’ordre n ou plus briévement I, A7 la

transposée d’une matrice A, N est 'ensemble des n premiers entiers naturels, 1, ...... M.

Définition 1.5.1 A est une matrice non-négative si Vi € n, Vj € m : a;; > 0,
autrement dit toutes ses entrées sont mon-négatives. Nous noterons une telle matrice

par: A >0 ou encore, A € R™ .

Définition 1.5.2 A est une matrice positive si A est non-négative et
dken,dem:ay >0

c’est a dire toutes ses entrées sont non négatives avec au moins une entrée (strictement)

positive. Nous noterons une telle matrice par:
A>0
Définition 1.5.3 A est une matrice strictement positive si
Vien, Vjem:a; >0
i.e. toutes ses entrées sont (strictement) positives. Nous noterons une telle matrice par:
A>>0

Ces définitions et notations seront également valables pour des vecteurs de dimension n,

12



n > 2. Cependant, pour les scalaires, la propriété strictement positif « >> 0 coincide

avec o« > 0

Définition 1.5.4 A est une matrice de Metzler si,

Vien, Viem, Vi#j:a; >0

1.e toutes ses entrées hors diagonales sont non négatives.

Exemple 1 La matrice A suivante est une matrice de Metzler,

-1 0 4 1

0 -2 1 1
A—

1 1 -1 O

1 3 0 -1

Le résultat suivant est immédiat,

Proposition 1.5.1 A est une matrice de Metzler si et seulement si
Vt >0, exp (At) € R

ou de maniére équivalente, ¥t > 0, Uorthant positif, R’} , est exp (At)-invariant, c’est &
dire

Vt >0, Vo € R, exp(At)x € RY}-

Nécessité :
Supposons que A est une matrice de Metzler, on peut trouver un réel A > 0

tel que (A + A,,) > 0. on,
(A+AL) + (=AL) = (=AL) + (A4 \)

. .
il s’ensuit que,

13



exp (At) = exp (A+ ML)t + (—AL,)t

= exp(A+ A,)texp (—Al,)t € RY"

du fait que: exp(A + A,,)t € R} "et exp (—Al,)t € R}
Suffisance :

Supposons que V¢ > 0, exp (At) > 0. Ainsi, puisque:

A= % (exp (At))t:() = lim M

t—0t t

ime

Prenons comme e; le j"¢ vecteur de la base canonique, nous obtenons pour @ # j,

0 — lim (exp (At)e; — ej.€i)
J t—0+ t

_ { lim (exp (At) ejiei) € ,ei}

t—0t+ t t

— lim (exp (At) e;,e;)
t—0t t

>0

puisque (ej,e;) = 0. Dés lors, a;; > 0 pour ¢ # j et la matrice A est donc une matrice

de Metzler.
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Chapitre 2

Systémes positifs (sans retards)

Un systéme positif est un systéme qui a une entrée (controle) positive associe une sortie
positive.
En gros, une représentation d’état avec les mémes conditions que pour les systémes

standards entraine un état positif si I'état initial est positif.

2.1 Quelques applications

Systémes a variables physique positives par nature (niveaux, débits,.....);

Modeles & compartiments: Applications en médecine , cinétique chimique;

e Modeles économique (Leontieff);

Circuits RLC;

Sciences de la communication et de 'information;

e Processus industriels impliquant des réacteurs chimiques.

15



2.2 Principales Propriétés

Si I’état initial est positif (ou au moins non-négatif), alors la trajectoire d’état se situe
entiéerement dans I’orthant non-négatif.
Notons que les systémes linéaires positifs sont définis dans des cones et non pas dans

des espaces linéaires.

2.3 Positivité de systémes linéaires sans retard en
temps continus

Considérons le systéme linéaire standard en temps invariant suivant,

(2.3.1)

pour tout ¢ > tg, nous obtenons,

Trajectoire d’état :

x (t) = exp (At) xo + /0 exp (A (t — 7)) Bu(7)dr

Réponse du systeme :

y(t) = Cexp (At) xo + C’/O exp (A (t — 7)) Bu (1) dr + Du (1)

Considérons a présent les définitions et quelques résultats de positivité en temps
continu.

Nous nous basons dans notre étude, sur [6] et [9] -
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2.3.1 Positivité externe

Tout d’abord, donnons la premiére définition de positivité de systémes linéaires, la posi-

tivité externe.

Définition 2.3.1 Un systéme linéaire standard est dit externement positif si la sortie
correspondant a l’état initial nul est non-négative pour chaque entrée non-négative, t.e.

pour xo = x(0) = 0 et pour tout u (t) € R, t >0, on ay(t) € RE, pourt> 0.

2.3.2 Positivité interne

A présent, nous pouvons donner la seconde définition de positivité, qui peut étre appelée

positivité interne.

Définition 2.3.2 Le systéme est dit internement positif si pour tout xy € R et tout

controle u (t) € R pourt >0 on ax(t) € R} ety(t) € R pourt > 0-

Cette définition indique que toutes les trajectoires émanant de n’importe quel point
dans l'orthant non-négatif R’} (frontiéres incluses) de l'espace d’état R, obtenues en
appliquant une entrée non-négative au systéme, demeurent dans I'orthant non-négatif et

meénent & une sortie non-négative.

.....

Remarque 2 La positivité interne implique la positivité externe mais linverse n’est pas

vrat.

Nous allons alors caractériser la positivité interne des systéemes linéaires standards

sans retards en temps continu.

Théoréme 2.3.1 Le systéme est internement positif si et seulement si A est une matrice

de Metzler et B € R™, C € RE™ et D € RE*™

Nécessité :

Si le systéme est internement positif,
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alors,

z(t) e R et y(t) € R

pour
ro € RY et u(t) € R
tel que,
t
x (t) = exp (At) xo + / exp (A(t— 7)) Bu(r)dr
0
et

y (t) = Cexp (At) xo + C/Otexp (A(t — 7)) Bu(1)dr + Du (t)

L’idée est de considérer la "¢ composante de la matrice A, B et C' respectivement
et faire étendre pour toutes les composentes. Pour cela, on se refére a [3] et [4], d’ou le
résultat.

Suffisance :

Si on suppose que la matrice A est de Metzler et les matrices B, C' et D sont positives,
alors exp (At) est positif d’apreés la proposition (1.5.1) et cela montre que z(t) € R™ et
y(t) e RE, vVt >0,

L’objectif est d’étendre cette notion importante dans la pratique qui est la positivite

aux systémes différentiels avec retards.
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Chapitre 3

Stabilité des systémes linéaires sans

retard a temps continu

3.1 Généralités:

La notion de stabilité constitue une problématique centrale de la théorie du controle.
Souvent liée a la fagon d’appréhender un systéme, Dans ce chapitre, nous nous in-

téressons a quelques notions particuliéres de stabilité. En particulier, on cite la stabilité

au sens de Lyapunov, pour démontrer des propriétés de stabilité des systémes a retards

étudiés. Nos principales références sont [5], [6] .

3.2 Notions fondamentales de la stabilité:

On considére un systéme non linéaire non autonome de la forme suivante :

o= f(ta), t>t (3.2.1)
fﬂ(t) = X, t:t[)

z(t) = ¢o(t)eC, to—7<t<t
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avec f: Ry x R" — R" une fonction continue en ¢, localement Lipchitzienne en x
et telle que f (t, 0) = 0, pour tout ¢t > 0, de sorte que 'origine soit un point d’équilibre.
On désigne tout au long de ce mémoire la condition initiale z(¢y) par xy. Le paragraphe

suivant est dédié a la définition de quelques concepts fondamentaux de stabilité.

Définition 3.2.1 (Stabilité): On dit que x = 0 est un point d’équilibre stable, si
Vit >0, Ve >0, 30 = (Lo, €) = 0, telque: ||zol| < 6= ||z (V)|| <&, VEt >ty (3.2.2)

Autrement dit, la stabilité au sens de Lyapunov de l'origine du systéme veut dire que
Vit > to, la solution de condition initiale (to, xo) reste au voisinage de l'origine si o
est au voisinage de lorigine. FEn d’autres termes, Yt > tg, une petite perturbation de
la condition initiale xo autour de 'origine donne naissance & une solution x(t) qui reste

proche de origine.

Définition 3.2.2 (Attractivité): On dit que lorigine v = 0 est :

un point d’équilibre attractif, s’il existe un voisinage de 'origine U(0), tel que:

Vro € U(0), lim z(t) = xg (3.2.3)

t—+00

un point d’équilibre globalement attractif si :

Vo € R, tlim x(t) = xo (3.2.4)

——+00

Définition 3.2.3 (Stabilité asymptotique): On dit que l'origine x = 0 est :
un point d’équilibre asymptotiquement stable, s’il est stable et attractif.
un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable, s’il est stable et globalement

attractif.

20



3.3 Théorie de Lyapunov:

L’utilisation des fonctions définies positives est une technique parmi les plus efficaces pour

analyser la stabilité d’un systéme gouverné par une équation différentielle ordinaire.

Définition 3.3.1 (Fonction de classe k):
Une fonction continue: «:[0, a[— [0, + oo| est dite de classe k, si elle est strictement
croissante et o (0) = 0, Elle est dite de classe ko, si de plus, on a, a = 00 et a(r) —

+00 quand r — +00

Définition 3.3.2 Une fonction continue V : R, x R — R, est dite:

définie positive, s’il existe une fonction de classe k, telle que :
Vit >0,Ve e R", V(t, 2) > a(||z]|)- (3.3.1)

Définition 3.3.3 (Fonction de Lyapunov): On considére le systéme (3.2.1). Soit
U(0) un voisinage de zéro et V : Ry x U(0) — R une fonction continue et différentiable
sur U(0).

On dit que V' est une fonction de Lyapunov au sens large en 0, si elle vérifie les deux
propriétés suivantes:

1. V est définie positive.

ii. V(t, ) <0 pour tout x € U(0)

On dit que V est une fonction de Lyapunov stricte en 0, si elle vérifie les deux
propriétés suivantes:

1. V est définie positive.

ii. V(t, ) <0 pour tout x € U(0) \ {0}

21



3.4 Condition de Lyapunov

On considére le probléme suivant
= Ax + Bu

Dans cette section, on va énoncer les conditions de Lyapunov servant a étudier la

stabilité des différents systemes. On va s’intéresser au systéme linéaire continu suivant

&= Az, A€ R"" (systéme sans controle) . (1)

Pour cela, notre intérét portera sur l'analyse de la stabilité par la méthode de Lya-
punov.

On considére la fonction condidate de Lyapunov définie par:
v(z):=a2"Px, PR, ou P" =P

En se basant des références [14], [13] . Une condition majeure pour garantir la stabilité
asymptotique est que la fonction dérivée de v (z) soit définie négative.

on calcule alors,

v(z) : =iTPx+ 2" Pi
= 2T ATPx + 2" PAx
Q
——N—
= g7 (ATP + PA)a:

et si on pose

Q=ATP+PA QT =Q (3.4.1)

Notons que Q est réelle et que Q7 = Q. Le systéme d’équations (3.4.1) est dit Equation

22



matricielle de Lyapunov

Cela se caractérise par le résultat suivant,

Théoréme 3.4.1 Le systéme (1) est asymptotiquement stable s’il existe une matrice P
réelle symétrique de taille n X n définie positive telle que la matrice QQ dans (3.4.1) est

définie négative.

3.5 Test par les valeurs propres

3.5.1 Stabilité des Systémes Dynamiques
Soit le systeme:

@ (t) = Az (¢)

a type continu, et sans controle.
Le systéme homogene est stable s'il existe une norme ||z (¢)|| qui décroisse strictement
avec le temps.

Preuve.

On veut donc que

P(x(t)) <0Vt Va(0), 2)

Ce qui permet d’imposer une condition & la matrice P.

Pour cela il suffit d’insérer (1), (2).

P(z(t)) = i*(t)Px(t)+z*(t) Pi(t)
= 2" (t)[A"P+ PA]x(t)
= 2" (t)[-Q]z (1)

puisque P (z (t)) doit étre strictement négatif pour tout ¢, il faut donc que Q soit une
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matrice définie positive

= A*P+ PA=—(@Q eq. de Lyapunov. (3)

= si P et () sont définies positives, A est stable.

Nous passerons, dans ce qui suit a I’établissement du test par les valeurs propres:

Théoréme 3.5.1 Si A satisfait I’équation (3) avec P >0, Q > 0,

alors Re \; (A) < 0 pour toute valeur propre de A.

Preuve. Soit x; un vecteur propre correspondant a \;,

alors,

riQu; = z; (A*P+ PA)x;

(2

Puisque z;Qz; et z7 Px; sont strictement positifs, il s’ensuit,

Re)\i <0

3.6 Cas d’un systéme a temps discret

considérons maintenant le cas d’un systéme discret non controlé,

Th+1 = Az,

24



qui est dit stable (on contractif) si les valeurs propres de A sont de module inférieur
al.

L’équivalent de 1’équation de Lyapunov est I’équation de Stein:
P —A*PA=Q (4)

Le théoréme suivant analyse la stabilité "discrete" de la matrice A.

Théoréme 3.6.1 Si A satisfait (4) avec P >0 et @ >0
alors |\; (A)| < 1 pour toute valeur propre \; de A.
Preuve. Soit x; vecteur propre correspandant o la valeur propre \;,

alors

1} Qu; = (P — A*PA)z; = 2} Px; (1 — \\)

sont strictement positifs, d’ot |\;| <1 =
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Chapitre 4

Solvabilité des systémes a retards

Nous utiliserons dans ce chapitre I'outil transformée de Laplace pour résoudre cette classe
de systémes.

Il s’agit d’outils servant a répondre & la question de solvabilité des systémes dif-
férentiels notamment avec retards. Leurs applications aux systémes, décrit une méthode
mathématique ayant pour objectif de

1: Contourner la diffculté de résolution des équations et des systéemes différentiels;

2: D’offrir une résolution algébrique;

3: Elle est tres bien adapté a 'automatique et a ’electronique.

Nous allons donc introduire cette transformation, pour ensuite 'appliquer aux sys-
temes différentiels a retards pour les trois types suivant:

1. Systémes différentiels & retard temporel dans la commande;

2. Systéme différentiel a retard temporel dans ’état;

3. Systeémes différentiels a retard temporel dans 1’état et la commande.

4.1 Généralités sur les systémes a retards

Cette section vise & présent certaines notions fondamentales relatives aux systémes a

retard, avec un regard porté notamment sur les principaux modeéles mathématiques de
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tels systémes.
Nons commencgons notre section par décrire la forme générale d’un systéme avec re-

tards.

Définition 4.1.1 Un systéme a retard est un systéme régi par un systéme d’équations

différentielles fonctionnelles de la forme:

j:(t):f<t’ $t(0))7 tzt(]

(4.1.1)
Ltg (9) =0 (0) , 0 € [_7-70]

oux (t) € R"™ est I’état du systéeme (4.1.1) a l'instant t, et f une fonction supposée con-

tinue, localement Lipschitzienne par rapport a la seconde variable et telle que f (t, 0) = 0.

4.2 Modéles de systémes a retard

Le modele constitue une représentation générale, qui peut étre déclinée sous plusieurs
formes, en fonction des classes de systémes concernées.

Les sections suivantes présentent alors les trois classes citées plus haut et qui sont les
plus usuellement considérées

1. Systemes différentiels a retard temporel dans la commande;

2. Systéme différentiel a retard temporel dans 1’état;

3. Systémes différentiels a retard temporel dans I’état et la commande.

4.3 Systémes différentiels linéaires & Retard-Description
et résolution

Dans ce chapitre on va résoudre trois types de systémes différentiels par la transformée de
Laplace, on considére par la suite le cas d’un faisceau de matrices régulier qu’on définit

par,
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Définition 4.3.1 un faisceau de matrice est une matrice dout les coefficients sont des

polynomes de degré 1.

Définition 4.3.2 Un faisceau de matrices est dit réqulier si son déterminant est non nul

pour un certain s dans C. Dans le cas contraire, il est dit singulier.

4.3.1 Systémes différentiels a retard temporel dans la com-

mande

Un systeéme différentiel a retard temporel dans le temps est un systéme de forme générale:
t(t) = Az (t) + Bu(t — h) (1)
ou A e R"™ z(t) € R"; B e R™™; u(t) € R™, avec conditions initiales.

Résolution:

Utilisons la transformée de Laplace:
L(t)= ALz (t)]+ BL[u(t — h)]

il vient,

sX (s) —x(0) = AX (s) + Bexp (—sh) U (s)

donc

sX (s) —AX (s) =z (0) + Bexp (—sh) U (s)

et si pour z (0) =z # 0

(sI — A)X (s) =x9+ Bexp(—sh) U (s)
Supposons que le faisceau est régulier i.e: det(sI — A) # 0 c-a-d I(sI — A)~!
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par suite,

X (s) = (sI — A)twg+ (sI — A)'Bexp (—sh) U (s)

alors,

) = L7X(s)
= L7 [(s] —A) o] + L7 [(sI — A)'Bexp (—sh) U (s)]

et par 'utilisation du théoréme de convolution et la transformée inverse, on aura,
L7 [(sI — A)"'Bexp (—sh) U (s)]
or pour,

F(s) = (sI—A)" = L[F(s)] = f(t) = exp (A1)
G(s) = Bexp(—sh)U(s)= L [G(s)]=g(t) = Bu(t—h)

alors,
frg = £FE-GEI= [ ft-ng)ir
= /Otexp(A(t—T))-Bu(T—h)dT

Nous caractérisons donc cela par le théoréme suivant,

Théoréme 4.3.1 Etant donné le systéme de forme (1) a faisceau réqulier de condition

witiale xg, alors la solution de ce systéme est de la forme suivante:
t
z(t) = exp (At) xo + / exp (A(t—7))Bu(r — h)dr
0
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4.3.2 Systémes différentiels & retard temporel dans I’état

La forme générale d’un systéme a retard temporel dans ’état est,

1 (t) = Aoz (t) + A1z (t — 7) + Bu (t) (2)

avec Ag, Ay € R™™; z(t) € R*; B € R™™; u (t) € R™, avec conditions initiales.

Résolution:

L’application de la transformée de Laplace, aboutit &,

L(3) = AgL(z) + AL (t — 7)) + BL(u (1))

d’oll

sX (s) — 2z (0) = Ao X (s) + Arexp (—s7) X (s) + BU (s)

qui donne

sX (s) —AX (s) =2 (0) + Ayexp (—s7) X (s) + BU (s)

et pour z (0) = zg # 0, et que le faisceau est régulier
(sI — Ag)X (s) =x0+ Ajexp (—s7) X (s) + BU (s)

il s’ensuit,

X (8) = (sI — Ag) o+ (sI — Ag) tArexp (—s7) X (8) + (sI — Ag) "' BU (s)
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z(t) = LT[X(s)]

= L7 [(s] — Ag)'wo] + L7V [(sI — Ao) T Arexp (—s7) X ()] + L7 [(s] — Ao) ' BU (s)]

et par I'utilisation de la convolution et la transformée inverse pour
L7 [(sI — Ag) " Arexp (—s7) X ()]
et si on pose:

F(s) = (sI—Ay) ' = L[F(s)] = f(t) = exp (Aot)
G(s) = Ajexp(—s7)X(s)=LG(8)]=9g@) =Ax(t—1)

alors,

f*gzﬁ1 /ft—v

I
S—

exp (Ao (t —v)) - Ayx (v —7)dv

et pour les mémes raisons

pour,
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alors,

D’ou ,
x(t) = exp (Aot) zo + /0 exp (Ao (t —v)) Az (v — 1) dv + /0 exp (Ao (t —v)) Bu (v) dv

On résume alors, ceci dans le théoréme suivant.

Théoréme 4.3.2 FEtant donné le systéme de forme (2) a faisceau régulier de condition

witiale xg, alors la solution de ce systéme est de la forme suivante:
t t
x(t) = exp (Aot) o + / exp (Ao (t —v)) A1z (v —7)dv + / exp (Ao (t —v)) Bu (v) dv
0 0

4.3.3 Systémes différentiels a retard temporel dans I’état et la

commande

Forme générale:
(t) = Agx (t) + A1z (t —7) + Bu (t — 1) (3)
avec Ag, Ay € R™™: z(t) € R*; B € R™™;u (t) € R™, avec condition initiale
Solution:

L’application de la transformée de Laplace, aboutit a,

L(1) = AoL(x)+ A L(x(t — 7))+ BL(u(t — 7))
d’ou,
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sX (s) —x(0) = Ao X (s) + Arexp (—s7) X (s) + Bexp (—sT1) U (s)

qui donne

sX (s) — AX (s) =z (0) + Ajexp (—s7) X (s) + Bexp (—s7) U (s)

et pour z (0) = zg # 0, et que le faisceau est régulier
(sI —Ap)X (s) =x0+ Arexp (—s7) X (s) + Bexp (—s7) U (s)

il s’ensuit,

X (8) = (sI — Ag) o + (sI — Ag) tArexp (—s7) X (8) + (sI — Ag) 'Bexp (—s7) U (s)
alors,
z(t) = L7HX ()]

= L7 [(s] — Ag) 'wo| + L7 [(sI — Ag) " Ajexp (—5T) X ()]
+L7" [(sI — Ag) ' Bexp (—s7) U (s)]

et par 'utilisation du théoréme de convolution et la transformée inverse, on obtient,

L7 [(sI — Ag) " Ay exp (—s7) X ()]

33



et si on pose:

F(s) = (sI —Ay) = L[F(s)] = f(t) =exp(Agt)
G(s) = Ajexp(—s7)X(s)=LG(s)] =g =Ax(t—71)

alors,

fxg = L7Y'[F /ft—v

= /exp (t—v)) Az (v—7)dv
0
et pour les mémes raisons

L7 [(sI — Ao) 'Bexp (—s7) U (s)]

et,
F(s)=(sI =A™ = LTF (s)] = f (1) = exp (At)
G (s)=Bexp(—sT)U(s) = L 1[G (s)] =g (t) = Bu(t — 1)
par suite,
frg = LTF(s)-G(s)] = i f=7)g(r)dr
= Otexp(A(t—v)) - Bu(v—71)dv
D’ou,

t t
x(t) = exp (Apt) $o+/ exp (Ag (t —v)) A1z (v —7) dv+/ exp (Ag (t —v)) Bu (v — 1) dv
0 0
En résumeé il s’ensuit le théoréme suivant.
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Théoréme 4.3.3 Etant donné le systéme de forme (3) a faisceau régulier de condition

witiale xg, alors la solution de ce systéme est de la forme suivante :
t t
x(t) = exp (Aot) 3:0+/ exp (Ao (t —v)) Ay (v —7) dv—l—/ exp (Ao (t —v)) Bu (v —7)dv
0 0

4.3.4 Généralisation:
On considére le systéme linéaire général de la forme:
m k

(1) = Aoz (t) + > A (t—hi)+ Y _ Bju(t —75) (4)

i=1 =0
avec Ag € R™™ A, e R ™ pouri = 1,....,m; z (t) € R"; B; € R"™™ pour j =0, ..., k;

u (t) € R™, avec conditions initiales.

Approche de résolution:

L’application de la transformée de Laplace: nous permet d’avoir,

L(i) = AoL(z (1)) + Z AL [ (t = h)] + > BiL(u(t —75))

=0
d’ou,
m k
sX (s) —z(0) = Ao X (s) + Z A;exp (—sh;) X (s) + Z Bjexp (—s7;) U (s)
i=1 =0
qui donne,

= sX (s) — A X (s) =2 (0) + Z A;exp (—sh;) X (s) + Z Bjexp (—s7;) U (s)

7=0
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et pour x (0) = z¢ # 0, et que le faisceau est régulier

(sI —Ag)X (s) =x0+ Z Ajexp (—sh;) X (s) + Z Bjexp (—s7;) U (s)

i=1 §=0

il s’ensuit,

X (8) = (sI—Ag) ao+(sI—Ag)~ ZA exp (—shi) X (s)+(s]—Ao)~ ZB exp (—s7;) U (s)

v(t) = LTX(s)]

+L71 | (sT — Ag)” ZB exp (—s7) U (s)

et par I'utilisation du théoréme de convolution et la transformée inverse pour

L1 [s[ Ag)” ZA exp (—s7) ()]
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alors,

Le théoréeme de convolution nous permet,donc d’avoir,

£ [sl Ao)” ZBeXp —sT) U (s)

F(s) = (s —Ay)) = L7[F(s)] = f(t) = exp (Agt)

G(s) = Z Bjexp (—st)U(s) = LG (s)] =g (t) = Z Bju(t — 1)

alors
fro = LFE-GOI= [ J¢-ng(dr
_ Otexp(Ao(t—v))-ji;Bu(v—r)dv

D’ou,

x(t) = exp(Aot)xo+ Z Ai/o exp (Ap (t —v)) -z (v—T)dv

—i—ZB/exp (Ao (t — v)) - u (v — ) dv

On caractérise, ceci dans le théoréme suivant,

Théoréme 4.3.4 Etant donné le systéme de forme (4) a faisceau régulier de condition
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wmitiale xg, alors la solution de ce systéme est de la forme suivante :

o) = eXp(Aot):U0+ZAZ«/ eXp(Ag(t—v))~x(v—7)dv+ZBj/ exp (Ao (t — v)) -

t
i=1 0 0

u(v—7)dv

4.4 Application:

4.4.1 Reéaction chimique avec recirculation

On considére un réacteur chimique ot se produit la réaction
A — B. (1)

Au fur et & mesure de I'avancement de la réaction, on admet & I’entrée une solution
de réactif A, dont la concentration est notée Ay. Si on note A (¢) la concentration en le

produit A au temps ¢, un modéle mathématique simple s’écrit
A (t) =alA)— A@t)] - KA (1), (2)

ou k est la constante de la réaction (1) et @ un parameétre lié au débit d’admission. La
transformation du réactif A en le produit B n’est pas instantanée, si bien qu’a la sortie
du réacteur, on retrouve une partie du produit A, non transformée. Afin d’améliorer
le rendement de la réaction, on procéde a une recirculation, comme l'indique la figure

suivante

Figure 1 Un réacteur chimique avec recirculation.
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Le modele (2) régissant I’évolution de A (t) devient

A)=all=XNAg+ NA(t—71)— A1) — kA1)

(3)

ou A € [0,1] désigne le taux de recirculation et 7 le retard da au transport dans la

boucle de recirculation.

Lorsque 7 est strictement positif, I’équation différentielle (3) ne reléve pas de la théorie

générale des équation différentielles ordinaires (EDO) car elle comporte le terme de retard

A (t — 1) .Toutefois, on peut utiliser les résultats sur les EDO pour étudier I’équation (3) .

A'(t) = all=NAg+MN({t—1)— A@t)] —KkA(t)
= a(l=XNAg+arA(t—7)—aA(t) — kA(t)
= a(l-XNAg+a A{t—7)— (a+k)A(t)

Nous proposerons une résolution par le biais de la transformée de Laplace.

4.4.2 Recherche de la solution:

Utilisons la transformée de Laplace a ’equation (4):

soit, alors,

LA (1) = Lla(l— ) Ag] + aAL[A(t — )] — (a+ k) L[A ()]

d’ou,

sA(s) —a(0) =a(l—=X)Ag+alexp(—s7) A(s) — (o + k) A(s)

on aura,
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sA(s)+ (a+k)A(s) =a(0)+a(l—X) A+ aXexp (—sT) A(s)

Supposons: a (0) = ag # 0

(sI + (a+k))A(s) =ag+ a(l —XN)Ag+ alexp (—s7) A(s)

et que le faisceau est régulier i.e: det(sl + (a+ k)) # 0 c-a-d (sl + (a+ k))™*

il s’ensuit alors,

A(s) = (sI+ (a+k)Fag+a(l—N)Ag+ (sI + (a+ k) ralexp (—s7) A(s)
par suite,

A(t) = L7HA(s)]
= LI+ (a+k) ag) + L7 [(s[ +(a+ k) (1l - )\))AU] + L1 [(5[ + (a4 k) tadexy

On a a utiliser la propriété du produit de convolution de la transformée inverse pour
L7 [(sI+ (a+ k) arexp (—sT) A(s)]
On pose pour cela,

F(s) = (sI+(a+k)*=L1[F(s)]=f(t)=exp(—(a+k)t)
G(s) = alexp(—sT)A(s) = L[G(s)]=g(t) =ala(t—7)
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En conséquence,
t
frg = LUFE-GE) = [ Ft-wgad
0
t
_ / exp (— (o + k) (t — w)) ada (u — 7) du
0
On résume alors, ceci dans le théoréme suivant.

Théoréme 4.4.1 Etant donné le systéme de forme (4) a faisceau régulier de condition

witiale ag , alors la solution de ce systéme est de la forme suivante :

a(t) = exp (= (+ k) £) apt+exp (— (o + k) ¢) AO/O exp (= (0 + k) (£ — w))-ada (u— 7) du

4.5 Autres approches:

4.5.1 Approche du pas a pas

I) On se donne le systéme suivant,
&= Agz (t) + Az (t — h) + Bu (t) (1)

avec,
t>0,h>=0,z(t) e R", u(t) e R™; A,, Ay € R™"
z(0) =x¢ et z(t) = ¢ (t) pour —h <t <0

Pour t € [0, A],

{ &= Aoz (1) + Ay (t — h) + Bu (t)
x(0) = zg

et si on pose:

f(t)= Az (t—h)+ Bu(t)
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le systéme devient,

&= Aoz (t) + f (1)

La solution de (2) sera alors,
t
x1 (t) = exp (Aot) zg + / exp (Ao (t— 7)) f(r)dr pour 0 <t <h
0

Pour ¢ € [h, 2h]

et nous allons vers la construction de la solution z (t) pas a pas.

IT) Prenons maintenant le systéme

x (0) = o (3)
x(t)=p(t),site[—h,0]

Notre probléme est de trouver la solution globale de (3) On cherche ce qu’on appelle

solution formelle on posera pour cela, f (t) = 0 et ¢ (t) &= 0 et on considére 1’équation

&= Az (t)+ Az (t — h)
2 (0) = xo (4)
z(t)=0,t<0

Recherche de la solution formelle de (4)

Soit F'(t) une matrice telle que:

F(t) = AgF () + A F (t — 1)
F(0)=1
F(t)=0,t<0
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Alors la solution de (4) est donnée par:

x(t)=F(t)zo

ou F' (t)=1[fi(t),...., fn(t)], chaque colonne vérifie (4)
1
0
F(0)=1,soitalors fy () = | - |, e

vérifions le:

Pour cela on dérive et on aura

&= Apx (t) + Az (t — h)
z(0) = F(0)xg = xo

La solution du probléme est donnée par: ’expression suivante;
t t
x (t) —F(t)I0+/ F(t—h)gp(t—h)dh—l—/ Ft—r1)f(r)dr
0 0

qui se vérifie par dérivation.

4.6 Positivé des systémes a retard

4.6.1 Systéme a temps continu a retard

Considérous le systéme multivariable a temps continu avec retard définie par:

k

E(t) = Y Ajx(t—id)+> Bju(t—jd) (4.6.1)

J=0

y(t) = Cx(t)+ Du(t)
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ou z(t) € R, u(t) € R™, y(t) € RP sont les vecteurs d’états, d’entrées, sorties,
respectivement, A, € R"*" ¢=0,----,h, B; e R, j=0,---,q,C € R D e RP>™
et d > 0 est le retard-

Les conditions initiales sont donneés par:

zo (t) pour t € [—hd, 0] et ug(t) pourt € [—hg, 0]

La solution z (t) de (4.6.1) peut étre trouvé par 'utilisation du la méthode de pas ou
par Laplace-
Nous poserons dans ce qui suit quelques définitions et caractérisations des systémes

positifs avec retards.

Définition 4.6.1 Le systéme (4.6.1) est dit internement positif si pour tout z, (t) € R,
t € [—hd,0] et uy(t) € R}, t € [—hq,0] et toutes entrées u(t) € Ry, t > 0, alors
z(t) e R ety(t) € Ry pourt >0

On note par M, I’ensemble des matrices de Metzler, qui sont des n X n matrices réelles

a coefficients positifs hors diagonales non négatifs-

Proposition 4.6.1 Le systéme (4.6.1) est positif si et seulement si Ay est une matrice

de Metzler et les matrices A;, i =1, -« - - .q; Bj, 5 =20,---,¢;C; D ont des coefficients
positifs Ay € M,, A, € RY" i =1,--- h; B € RY™ j=0,]1,---,q; C € RE";
D e RE™.

Preuve. Pour simplifier les notations, on donnera ’essentiel de la preuve. Pour cela,
on prend le cas on h =g = 1.

Le systeme devient alors,

T = Agz (t) + A1z (t — d) + Box (t) + Bix (t — d)

on pose cependant
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x (t) u (t) Ay (t—d)+ Biu(t —d)
z (t+d) u(t+d) 0
T (t) = , u(t) , 2o (t)
x (t + kd) u(t+ kd) 0
on obtient, les équations suivantes:
T = Az(t)+Bu(t)+2 telo,d,

Du (t).

y(t) =

Il est donc possible d’appliquer les résultats sur la positivité des systémes standards

du chapitre (2)

A est donc une matrice de Metzler, B, C et D sont non négatives. m

45



Chapitre 5

Stabilité des systémes linéaires avec

retard a temps continu

5.1 Stabilité asymptotique

Considérons le systéme linéaire a temps continu avec retard décrit par ’équation ho-

mogene

B(t)=Aoz () + Y Aix(t—i), i€y

i=1

ou h est un entier positif et A; € R7*" (i =0,----,h),

on procede a un passage aux systémes standards, pour cela, on pose,

z (t)
x(t—1)

&I
I

_x(t—h)_

ER™ i=(h+1) et A=
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on peut alors traonsformer le systéme (5.1.1) en un systéme de la forme:

Une premiére définition de stabilité pour les systémes a retard est:

Définition 5.1.1 Le systéme
&= Az (t)

positive est appelé asymptotiquement stable si sa solution
T = exp (At) T

satisfait lim z (t) = 0 pour chaque Ty € R -

Une autre caractérisation est alors déduite,

(5.1.3)

Théoréme 5.1.1 Le systéme positif est asymptotiquement stable si et seulement si toutes

les valeurs propres de la matrice A sont & parties réelles négatives.

Preuve. Une application directe du théoréme (3.6.1) et du théoréme (3.6.2) au sys-

téme (5.1.3) =

5.2 Stabilité des systémes a retards par la seconde

méthode de Lyapunov

Dans cette partie, nous allons rappeler quelques résultats concernant la stabilité asymp-

totique des systémes a retards en se focalisant sur ’approche temporelle liée & la seconde

méthode de Lyapunov
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5.2.1 Seconde méthode de Lyapunov

La seconde méthode de Lyapunov concerne I'analyse de la stabilité interne d’un systeme
dynamique (5.1.1). L’originalité de la méthode directe de Lyapunov consiste a étudier
la convergence de I’état x(t) vers l'origine a travers une fonction scalaire V' de D’état.
V' est appelée fonction candidate de Lyapunov, qui peut étre appréhendée comme une
représentation énergétique du systeme.

Bien que la méthode soit abstraite, on concoit naturellement qu’en “mouvement”,
le systéme posséde une certaine quantité d’énergie mesurée par V et qu’a ’équilibre,
en phase statique, celle-ci soit minimale. Sommairement, dans le cas des systémes sans

retard, ceci se traduit mathématiquement par les conditions :

— V(l‘(t)) > 0, vt > 0, VCL‘(t) 7& Tequilibre;
— V(z(t) = 0siz(t) = Tequitibre

—  |lz@®)|| — oo implique V(z(t)) — oo.

Intuitivement, on comprend alors que si I’énergie totale d’un systéme se dissipe con-

tinuement avec le temps alors ce systeme tend a rejoindre sa position d’équilibre.

W <0, Vt =0, Vz(t) # Tequitibre, (5.2.1)
Enfin, si la fonction candidate V' (z(t)) vérifie le long des trajectoires du systéme x(¢)
alors 'origine est un point d’équilibre asymptotiquement stable et V' est une fonction de
Lyapunov pour le systeme.
La seconde méthode de Lyapunov, ainsi énoncée, n’est pas directement applicable
aux systéemes héréditaires d’état x;. Deux extensions ont alors été développées dans le

cadre des équations différentielles & retards: la méthode de Lyapunov-Krasovskii et la

méthode de Lyapunov-Razumiklin.
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5.3 Condition de Lyapunov

On s’intéresse a 1’ extension des résultats (théoréme (3.4.1), chapitre 3), pour les sys-
témes a retards

On considére pour cela le probléme suivant
h k
#(t)=Y Ajx(t—id)+ > Bju(t—jd)

i=0 §=0

Dans cette section on va donc énoncer les conditions de Lyapunov servant & étudier la
stabilité des différents systémes avec retards. On va s’intéresser tout d’abord au systéme

linéaire continu suivant

()= Aoz (t) + Y _ Aix(t—i),i€Zy (1)

La polynome caractéristique est représenté par:

K
B(s) =det [Is — Ay — ZAi exp (s7;)

=1

Théoréme 5.3.1 le systéme est asymptotiquement stable si il existe deux matrices symetriques

et définies positives Py, P, € R™"™ telles que
K
AP+ PAy+> P+ P AP Py < 0 (5.3.1)
i=1

alors: La fonction condidate de lyapunov est donnée par:

V)=o) P )+ /t 0 ()" Pals)ds (5.3.2)

et c’est la condition suffisante de la stabilité
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Wi (lz (@®)]) <V (2) < Wa (o)

V(@) < ~Ws (|.])

On a Wy, W5 deux fonctions vérifiant

Wi (2 (8)]) = Amin (Po) |2 (1) < V()

V() < [ Amax (Fo) + ZTMmax ()] |z (0)]F = We (|.])

et puisque, .
Viz)=x(t) Px(t)+ Z /t_ z(s)" P (s)ds
V) = i) P (t)+a®) Poi(t) + Z [x ) Pa(t) -z (t — )" P (t — n)]

= [Afz ()" + ) Alw(t—7) TR (t) +x () Po

=1

Aoz + Z Az (t — 7'2)]

=1
K K
+> )= > x(t—7) Pa(t—m)
=1 =1
k
z(t) + Z x(t — ;)" AT Pz (1)

=1

= z(t)"

AT Py + PyAg + Z P

=1

k K
—1—2 () PoAix (t —1;) — th—ﬂ P (t—1;)
] i=1

alors:

V)" MV (t)<0



K
AP+ PAy+ Y P RA - - - RAg
i=1
A{Pg —P 0
et: M =
i AII;PO 0 _PK ]

Utilisant un Théoréme de base sur les matrices partitionnées symmétriques Kreinller

et Jamesou (1572) out constaté que pour les matrices Uyy, U, Uss avec:

Un U
o G

U21 U22

= Uy <0 et Uy — UpUyxp'Ul, <0

On applique a la matrice M et on aura,

K
= ATP+PA +> P <0

i=1

et
K

A5P+PA0+ZB+PQA1P1_1A5PO <0

=1

Donc il existe une constante C3 Telle que:

V() < =Cs (fa])

o1



CONCLUSION GENERALE

Ce mémoire est balayé rapidement sur les concepts de base de 'automatique des
systémes linéaires dans 1’espace d’état.

L’intérét est porté sur une classe trés spéciale qui est la classe des systémes linéaires
avec retard. Trois grands systémes ont été abordés.

1. Les systemes différentiels a retard temporel dans la commande;

2. Les systéme différentiel a retard temporel dans ’état;

3. Les systémes différentiels & retard temporel dans 1’état et la commande.

Nous avons mis en évidence une méthode de résolution différente de celles existante
dans la lifférature. L’application de la transformée de Laplace a été cependant utilisée.
L’approche peut étre adapté au cas des systémes discréts, avec retards dans ces trois
catégories.

La classe des systémes positifs est de méme étudiée aux cas des systémes a retards,
Pour enfin établir le certificat de garantie de la stabilité de cette classe de systémes.

Les tests de stabilité par les valeurs propres et & la Lyapunov ont été cependant
dérivés.

La classe des systémes a retards positifs a été de méme initiée
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