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Introduction
On étudie dans ce travail deux problèmes de type Bitsadze-Samarskii, plus précisément on
considère l�équation opérationnelle du second ordre suivante

� u00(x) + (L�M)u0(x)� LMu(x) = f(x) p.p. x 2]0; 1[; (0.0.1)

avec :
� pour le premier problème les conditions aux limites non locales généralisées suivantes :�

u(0) = u0;
u(1)�Hu(x0) = u1;x0 ;

(0.0.2)

� pour le second problème les conditions aux limites non locales généralisées suivantes :�
u(0) = u0;
u(1)�Hu0(x0) = u1;x0 :

(0.0.3)

Ici X est un espace de Banach complexe, f 2 Lp(0; 1;X) où p 2]1;+1[, u0; u1;x0 2 X. De
plus L;M et H sont des opérateurs linéaires fermés dans X.
On cherche deux types de solutions (stricte, semi-stricte) : (voir Hammou et al. [28])

1. La solution stricte est une fonction u véri�ant le problème, tel que

u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(LM)) et u0 2 Lp(0; 1;D(L�M)):

2. La solution semi-stricte est une fonction u véri�ant le problème, tel que pour tout
" 2]0; 1[; on a

u 2 W 2;p(0; 1�";X)\Lp(0; 1�";D(LM)) et u0 2 Lp(0; 1�";D(L�M))\Lp(0; 1;X):

L�objectif est de trouver des conditions nécessaires et su¢ santes sur les données pour obtenir
l�existence et l�unicité de telles solutions. La méthode utilisée est basée sur la recherche d�une
formule de représentation de la solution dans chaque cas en utilisant les semi-groupes et les
puissances fractionnaires des opérateurs. Ensuite une analyse de cette réprésentation est faite
pour trouver des résultats de régularité de la solution à l�aide des espaces d�interpolation et
la théorie des sommes d�opérateurs de Dore et Venni.

0.1 Historique

0.1.1 Conditions aux limites de type Sturm-Liouville

Parmi les premiers travaux sur les EDA d�ordre 2, on trouve celui de Krein en 1967, qui a
étudié le problème

@2u

@t2
= Au+ f(t) (0 � t � T );

avec des conditions aux limites de type Sturm-Liouville, voir [29]; p. 249, iciA est un opérateur
elliptique, Krein a donné une représentation de la solution en utilisant la méthode de la
réduction de l�ordre qui porte son nom, et les propriétés de la racine carrée

p
A. En 1975, les

auteurs Da Prato et Grisvard, voir [15], ont étudié le même problème en utilisant la théorie
des sommes d�opérateurs, le calcul fonctionnel de Dunford et les espaces d�interpolation.
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0.1.2 Conditions aux limites de type Dirichlet

A partir de 2004, dans une série d�articles, les auteurs Favini, Labbas, Maingot, Tanabe et
Yagi se sont interessés à l�équation di¤érentielle complète

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x) = f(x); x 2 (0; 1); (0.1.1)

avec des conditions aux limites de type Dirichlet, où X est un espace de Banach complexe,
A et B sont des opérateurs linéaires fermés sur X, les auteurs ont traités ce problème pour
plusieurs cas, par exemple

� Dans le cadre des fonctions continues, i.e. le cas où f 2 C([0; 1];X), l�opérateur B2 � A
est un opérateur elliptique et B génère un groupe fortement continu, voir Favini et al
[19].

� Dans le cadre des des espaces Lp, i.e. le cas où f 2 Lp(0; 1;X), les opérateurs �B� (B2�
A)1=2 génèrent des semi-groupes analytiques, voir Favini et al [20] et [21].

0.1.3 Conditions aux limites de type Robin

Les auteurs Cheggag, Favini, Labbas, Maingot et Medeghri, à partir de 2008, se sont interessés
à l�équation (0:1:1), avec des conditions aux limites de type Robin généralisé�

u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1;

(0.1.2)

(généralisé c�est à dire les coe¢ cient sont des opérateurs), ici H est un opérateur linéaire
fermé sur X. Cheggag et ses co-auteurs ont traité le problème [(0:1:1); (0:1:2)] dans le cadre
des espaces de Banach UMD, i.e. f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < +1, et dans le cadre des espaces
de Hölder i.e. f 2 C�([0; 1];X); 0 < � < 1, et ont considéré le cas B génère un groupe
fortement continu sur X, et celui où les opérateurs �B � (B2 � A)1=2 génèrent des semi-
groupes analytiques sur X, voir [9]� [12].

0.1.4 Conditions aux limites de type non local

Beaucoup d�auteurs se sont interessés à l�étude des équations di¤érentielles elliptiques avec
des conditions aux limites non locales. La première recherche dans ce domaine est due à
Carleman [8], voir aussi Tamarkin [40]. Plus de références sur ce topic et des applications
concrètes sont données dans la monographie de Skubachevski [39]. L�équation non linéaire
avec des conditions aux limites non locales peut aussi être considérée, voir, par exemple,
Wang [42].
Quelques papiers récents ont étudié l�équation di¤érentielle opérationnelle de deuxième ordre
avec des conditions aux limites non locales, et ont fourni une représentation de la solution,
voir Aibeche et al. [1], [2] et Hammou et al. [27], [28].
Bitsadze et Samarskii ont présenté dans [6], quelques problèmes aux limites à conditions non
locales venant de la théorie du plasma. Beaucoup d�auteurs ont étudié le problème de type
Bitsadze-Samarskii, voir par exemple Ashyralyev [3], Ashyraliev et Ozturk [4] et récemment
Ruzhansky, Tokmagambetov et Torebek [36], [37].
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0.1.5 Le cas non commutatif

Dans tout ce qui précède, pour le cas B 6= 0, les auteurs ont fait l�hpothèse de commutativité
LM =ML, avec

L = B � (B2 � A)1=2 et M = �B � (B2 � A)1=2:

En 2012, les auteurs Favini, Labbas, Maingot et Meisner ont réécrit l�équation

u00(x) + 2Bu0(x) + A!u(x) = f(x);

sous la forme

u00(x) + (L! �M!)u
0(x) +

1

4
[(L! �M!)

2 � (L! +M!)
2]A!u(x) = f(x);

avec �
L! �M! � 2B;

�1
2
(M!L! + L!M!) � A!;

ici M!L! 6= L!M! et L!, M! sont dé�nis comme suit :

L = B � (B2 � A+ !I)1=2 et M = �B � (B2 � A+ !I)1=2:

Pour plus de détails, voir [22] et [23], voir aussi [13].
On cite aussi le travail fait par Cheggag, Labbas, Maingot et Kaid, ces auteurs ont considéré
dans [14], le problème traité par Hammou et al. [27] et [28], mais sans faire l�hypothèse de
commutativité suivante :

8� 2 D(H) : A�1H� = HA�1�:

Ils ont donné une représentation de la solution adaptée, et des conditions nécessaires et
su¢ santes plus naturelles pour que le problème traité admet une solution stricte et semi-
stricte.
Toujours dans le cadre non commutatif, le cas B = 0 et A variable, Da Prato et Grisvard ont
traité l�équation non autonome

u00(x) + A(x)u(x) = f(x) x 2 (0; 1);

avec des conditions aux limites de type Sturm-Liouville, et (�A(x))x2[0;1] est une famille
d�opérateurs véri�ant l�hypothèse d�ellipticité de Krein et des hypothèses de di¤érentiabilité
sur la résolvante de type Tanabe et Yagi, voir [15], p. 373 et 375. Le même cas a été étudié
par Labbas en 1986, avec une autre hypothèse sur les opérateurs elliptiques (�A(x))x2[0;1],
sans supposer la di¤érentiabilité de la résolvante, voir [31].

0.2 Le plan de ce travail

Ce travail est composé de quatre chapitres :

Chapitre 1 On rappelle quelques notions et outils mathématiques utilisés dans ce travail :
les opérateurs fermés, les puissances fractionnaires des opérateurs, les semi-groupes, les es-
paces d�interpolation, la théorie des sommes d�opérateurs. On donne aussi quelques lemmes
techniques utiles pour l�étude de la régularité de la solution.
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Chapitre 2 On détaille le cas L =M et donc en posant A = L2, on est amené à étudier les
deux problèmes : 8<:

�u00(x) + Au(x) = f(x) p.p. x 2]0; 1[
u(0) = u0

u(1)�Hu(x0) = u1;x0 x0 2 [0; 1[;
(0.2.1)

et 8<:
�u00(x) + Au(x) = f(x) p.p. x 2]0; 1[

u(0) = u0
u(1)�Hu0(x0) = u1;x0 x0 2 [0; 1[:

(0.2.2)

Dans la section 1, on fera les hypothèses suivantes :

Hypothèse UMD
X est espace UMD, (0.2.3)

(on rappelle que X est un espace de Banach UMD si et seulement si pour p > 1, la
transformée de Hilbert est continue de Lp(0; 1;X) dans lui même).

Hypothèse d�ellipticité(
A est un opérateur linéaire fermé sur X :]�1; 0] � �(A) et

9c > 0;8� � 0 : k(A+ �I)�1kL(X) �
c

1 + �
;

(0.2.4)

(de l�hypothèse (0:2:4) on déduit que l�opérateur Q := �(A) 12 existe et génère un semi-
groupe analytique borné, noté (exQ)x�0 (voir Balakrishnan [5]).

Hypothèse BIP �
8s 2 R : Ais 2 L(X) et
9c > 1;9�A 2]0; �[: 8s 2 R; kAiskL(X) � ce�Ajsj:

(0.2.5)

Hypothèse d�inclusion

9k0 2 N�f0g : D(Qk0) � D(H): (0.2.6)

Hypothèse de commutativité�
8� 2 D(H);8� � 0 :
(A+ �I)�1� 2 D(H) et (A+ �I)�1H� = H(A+ �I)�1�:

(0.2.7)

Hypothèse sur les déterminants �1;�2
Pour le problème 0:2:1, on va supposer que

0 2 �(�1): (0.2.8)

où �1 := I � e2Q +H(e(1+x0)Q � e(1�x0)Q).
Pour le problème 0:2:2, on suppose que

0 2 �(�2): (0.2.9)

où �2 := I � e2Q +HQ(e(1+x0)Q + e(1�x0)Q).
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Dans la section 2, en supposant l�inversibilité de ses opérateurs, on construit la représentation
de la solution en utilisant le semi-groupe analytique (exQ)x�0:
La section 3 est consacrée aux principaux résultats obtenus, voir Hamdi et al. [26]. Pour les
solutions semi-strictes on obtient :

Théorème 0.2.1 Sous les hypothèses (0:2:3) � (0:2:8). Soient u0 2 X; u1;x0 2 X et f 2
Lp(0; 1;X) avec 1 < p <1, alors le problème (0:2:1) admet une unique solution semi-stricte
u si et seulement si :8><>:

(i) u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p

(ii) ex0Q (u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 D(H) et
u1;x0 +H

�
ex0Q (u0 � J0) + Ix0 + Jx0

�
2 (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p:

(0.2.10)

Notons que :
� si x0 6= 0 alors (ii) est équivalent à

Ix0 + Jx0 2 D(H) et u1;x0 +H(Ix0 + Jx0) 2 (D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p

car
ex0QHu0; e

x0QHJ0 2 D (Q) � (D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p:

� si x0 = 0 alors (ii) devient u0 2 D(H) et u1;0 +Hu0 2 (D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p car I0 = 0.

Théorème 0.2.2 Sous les hypothèses (0:2:3) � (0:2:7) et (0:2:9). Soient u0 2 X; u1;x0 2 X et
f 2 Lp(0; 1;X) avec 1 < p <1. Le problème (2:1:2) admet une unique solution semi-stricte
si et seulement si :8><>:

(i) u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p;

(ii) Q
�
ex0Q (u0 � J0) + Ix0 � Jx0

�
2 D(H) et

u1;x0 +HQ
�
ex0Q (u0 � J0) + Ix0 � Jx0

�
2 (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p

(0.2.11)

De plus, dans ce cas, u est donnée par (2:4:4), notons que :
� si x0 6= 0 alors (2:5:6) est équivalent à8><>:

u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p;

Q (Ix0 � Jx0) 2 D(H) et
u1;x0 +HQ(Ix0 � Jx0) 2 (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p:

� si x0 = 0 alors (2:5:6) devient8><>:
u0 2 (D(A); X) 1

2p
;p;

Q(u0 � 2J0) 2 D(H) et
u1;0 +HQ(u0 � 2J0) 2 (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p:

Des résultats similaires (Théorèmes 2.5.2 et 2.5.4) sont obtenus pour le cas des solutions
strictes.
Dans la section 4, on s�intéresse aux hypothèses d�inversibilité 0:2:8 et 0:2:9, on considère
d�abord des cas particuliers d�opérateurs H pour lesquelles elles sont véri�ées :
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� Pour le problème (0:2:1), H = I et

H = �� (�Q)k ; � 2 C�f0g;Re� � 0; k 2 N: (0.2.12)

� Pour le problème (0:2:2),

H = �� (�Q)k ; � 2 C�f0g;Re� � 0; k 2 N: (0.2.13)

En particulier, dans les cas (0:2:12) et (0:2:13), on utilise le calcul fonctionnel des opérateurs
sectoriels pour inverser les déterminants opérationnels correspondants.
On considère ensuite, les problèmes (0:2:1) et (0:2:2) avec un paramètre spectral ! > 0 dans
l�équation. On montre que les hypothèses d�inversibilité sont véri�ées pour ! assez grand. On
obtient alors des résultats similaires, à ceux décrits ci-dessus, pour les solutions semi-strictes
et strictes.
Finalement, dans la section 5, on donne des exemples d�applications à des problèmes concrets
d�EDP.
Chapitre 3 On considère A et B deux opérateurs linéaires fermés (avec une hypothèse de

commutation adéquate) pour lesquels on peut dé�nir
p
B2 + A. En posant

L = �B �
p
B2 + A;M = B �

p
B2 + A;

l�équation (0:0:1) s�écrit :

� u00(x)� 2Bu0(x) + Au(x) = f(x) p.p. 0 < x < 1: (0.2.14)

On étudie alors les problèmes aux limites [(0:2:14); (0:0:2)] et [(0:2:14); (0:0:3)]. On suppose
que A + B2 est BIP et que B génère un groupe fortement continu. On obtient alors des
résultats similaires (voir section 3:4) pour le cas des solutions strictes et semi-stricte. On
applique ces résultats à des exemples concrets d�EDP.
chapitre 4 On étudie les problèmes gérnéraux [(0:0:1); (0:0:2)] et [(0:0:1); (0:0:3)] sous les
hypothèses suivantes :

Hypothèse UMD
X est un espace UMD; (0.2.15)

Hypothèses sur L et M �
D(L) = D(M);
D(ML) = D(LM);

(0.2.16)

ML = LM; (0.2.17)

9�L; �M 2]0; �
2
[: �L 2 BIP (�L; X);�M 2 BIP (�M ; X); (0.2.18)

(de l�hypothèse (0:2:18), on déduit que L et M génèrent des semi-groupes analytiques
dans X).

(L+M)�1 2 L(X); (0.2.19)

Hypothèse sur M en lien avec H�
8� 2 �(�M);8� 2 D(H);

(M + �I)�1� 2 D(H) et H(M + �I)�1� = (M + �I)�1H�;
(0.2.20)
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Hypothèse sur L en lien avec H�
8� 2 �(�L);8� 2 D(H);

(L+ �I)�1� 2 D(H) et H(L+ �I)�1� = (L+ �I)�1H�;
(0.2.21)

et
9k0 2 N�f0g : D(Lk0) � D(H); (0.2.22)

Hypothèse sur les déterminants �1;�2
Pour le problème [(0:0:1); (0:0:2)]

0 2 �(�1): (0.2.23)

où �1 = �H(�ex0LeM + e(1�x0)M) + (�eLeM + I);

Pour le problème [(0:0:1); (0:0:3)]
0 2 �(�2): (0.2.24)

où �2 = H(Lex0LeM +Me(1�x0)M) + (�eLeM + I);

On construit une représentation de la solution pour chaque problème en utilisant les semi-
groupes (exL)x�0; (exM)x�0: On trouve les résultats suivants (pour la solution semi-stricte) :

Théorème 0.2.3 Soient u0; u1;x0 2 X; f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < +1; sous les hypothèses
(0:2:15) � (0:2:23), le problème [(0:0:1); (0:0:2)] admet une unique solution semi-stricte si et
seulement si : 8><>:

(i) u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p et

(ii) ex0L(u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 D(H) et
u1;x0 +H(ex0L(u0 � J0) + Ix0 + Jx0) 2 (D(LM); X) 1

2p
+ 1
2
;p ;

De plus,
� si x0 6= 0 alors (ii) est équivalent à

Ix0 + Jx0 2 D(H) et u1;x0 +H(Ix0 + Jx0) 2 (D(LM); X) 1
2p
+ 1
2
;p

car
ex0LHu0; e

x0LHJ0 2 D(L) � (D(LM); X) 1
2p
+ 1
2
;p:

� si x0 = 0 alors (ii) devient u0 2 D(H) et u1;0 +Hu0 2 (D(LM); X) 1
2p
+ 1
2
;p car I0 = 0:

Théorème 0.2.4 Soient u0; u1;x0 2 X; f 2 Lp(0; 1;X) avec 1 < p < +1; sous les hypothèses
(0:2:15) � (0:2:23), le problème [(0:0:1); (0:0:3)] admet une unique solution semi-stricte si et
seulement si :8><>:

(i) u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p et

(ii) Lex0L(u0 � J0) + LIx0 �MJx0 2 D(H) et
u1;x0 +H(Lex0L(u0 � J0) + LIx0 �MJx0) 2 (D(LM); X) 1

2p
+ 1
2
;p :

(0.2.25)

De plus,
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� si x0 6= 0 alors (ii) est équivalent à

LIx0 �MJx0 2 D(H) et u1;x0 +H(LIx0 �MJx0) 2 (D(LM); X) 1
2p
;p

car
ex0LHLu0; e

x0LHLJ0 2 D(L2) � (D(LM); X) 1
2p
;p:

� si x0 = 0 alors (ii) devient L(u0 � J0) �MJ0 2 D(H) et u1;0 + H[L(u0 � J0) �MJ0] 2
(D(LM); X) 1

2p
;p car I0 = 0:

Des résultats similaires (Théorèmes 4.1.2 et 4.1.4) sont obtenus pour le cas des solutions
strictes.
On s�intéresse aussi dans ce chapitre au problème avec un paramètre spectral, à la placee de
L et M on considère L! et M! avec8<:

L! = �B � (B2 + A!)
1
2 ;

M! = B � (B2 + A!)
1
2 ;

et A! = A� !I:

Où A;B et H sont des opérateurs linéaires fermés sur X: Nos problèmes deviennent :8<:
�u00(x) + (L! �M!)u

0(x) + L!M!u(x) = f(x); p.p. x 2]0; 1[
u(0) = u0
u(1)�Hu(x0) = u1;x0 ; x0 2 [0; 1[;

(0.2.26)

8<:
�u00(x) + (L! �M!)u

0(x) + L!M!u(x) = f(x); p.p. x 2]0; 1[
u(0) = u0
u(1)�Hu0(x0) = u1;x0 ; x0 2 [0; 1[:

(0.2.27)

Sous de bonnes hypothèses on obtient (pour les solutions semi-strictes et strictes) :

Théorème 0.2.5 Soient u0; u1;x0 2 X; f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < +1; sous les hypothèses
(0:2:15) et (4:3:2) � (4:3:8), le problème (0:2:26) admet une unique solution
� semi-stricte si et seulement si :8><>:

(i) u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p; et

(ii) ex0L!(u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 D(H) et
u1;x0 +H(ex0L!(u0 � J0) + Ix0 + Jx0) 2 (D(LM); X) 1

2p
+ 1
2
;p ;

(0.2.28)

� stricte si et seulement si :8><>:
(i) u0 2 (D(A); X) 1

2p
;p; et

(ii) ex0L!(u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 D(H) et
u1;x0 +H(ex0L!(u0 � J0) + Ix0 + Jx0) 2 (D(LM); X) 1

2p
;p;

(0.2.29)

ici Ix = �(L! +M!)
�1

xZ
0

e(x�s)L!f(s)ds et Jx = (L! +M!)
�1

1Z
x

e(s�x)M!f(s)ds:
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Théorème 0.2.6 Soient u0; u1;x0 2 X; f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < +1; sous les hypothèses
(0:2:15) et (4:3:2) � (4:3:8), le problème (0:2:27) admet une unique solution
� semi-stricte si et seulement si :8><>:

(i) u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p; et

(ii) L!e
x0L!(u0 � J0) + L!Ix0 �M!Jx0 2 D(H) et

u1;x0 +H(L!e
x0L!(u0 � J0) + L!Ix0 �M!Jx0) 2 (D(LM); X) 1

2p
+ 1
2
;p:

(0.2.30)

� stricte si et seulement si :8><>:
(i) u0 2 (D(A); X) 1

2p
;p; et

(ii) L!e
x0L!(u0 � J0) + L!Ix0 �M!Jx0 2 D(H) et

u1;x0 +H(L!e
x0L!(u0 � J0) + L!Ix0 �M!Jx0) 2 (D(LM); X) 1

2p
;p:

(0.2.31)

ici Ix = �(L! +M!)
�1

xZ
0

e(x�s)L!f(s)ds et Jx = (L! +M!)
�1

1Z
x

e(s�x)M!f(s)ds:

Finalement, on présente des exemples d�applications à des problèmes concrets d�EDP.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Les opérateurs linéaires

Soient (X; k:kX); (Y; k:kY ) deux espaces de Banach complexes.

Dé�nition 1.1.1 On dit que A est un opérateur linéaire de X dans Y , si A est une ap-
plication linéaire dé�nie sur un sous espace vectoriel D(A) � X, à valeurs dans Y: (D(A)
s�appelle domaine de A).

Dé�nition 1.1.2 Soit A un opérateur linéaire de D(A) � X dans Y , alors :

1. On dit que A est à domaine dense si D(A) = X:

2. On appelle image de A le sous espace vectoriel Im(A), dé�ni par

Im(A) = fy 2 Y : 9x 2 D(A); y = Axg :

3. On appelle graphe de A le sous espace vectoriel G(A) de X � Y , dé�ni par :

f(x; y) 2 X � Y : x 2 D(A); y = Axg

4. On dit que A est un opérateur linéaire sur X si Y = X.

Dé�nition 1.1.3 Soient A et B deux opérateurs linéaires de X dans Y . On dit que B est
une extension de A, et on note A � B si :

1. D(A) � D(B);

2. 8x 2 D(A); Ax = Bx:

Dé�nition 1.1.4 On dit qu�un opérateur A de X dans Y est borné si :

1. D(A) = X;

2. supkxkX�1 kAxkY < +1:

On note L(X; Y ) l�espace des opérateurs linéaires et bornés de X dans Y . si X = Y on pose
L(X) = L(X;X):
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Proposition 1.1.1 Si Y est un espace de Banach, alors l�espace L(X; Y ) est un espace de
Banach avec la norme

kAkL(X;Y ) = sup
kxkX�1

kAxkY :

Dé�nition 1.1.5 Soit A un opérateur linéaire sur X, si A est injectif, on peut dé�nir l�in-
verse de A, noté A�1, par

A�1 : Im(A) �! X
v 7�! A�1v = u;

où u 2 D(A) et Au = v:

Proposition 1.1.2 Soit A 2 L(X) tel que kAkL(X) < 1, alors I � A est inversible dans
L(X):

Dé�nition 1.1.6 Soit A un opérateur linéaire sur X, on dé�nit l�ensemble résolvant �(A)
de A par :

�(A) :=
�
� 2 C : R(�;A) = (�I � A)�1 2 L(X)

	
:

L�ensemble �(A) = C��(A) s�appelle le spectre de A.

Dé�nition 1.1.7 1. On dit qu�un opérateur linéaire A de X dans Y est fermé si pour
tout (x; y) 2 X � Y et pour toute suite (xn)n�0 � D(A) telle que xn �! x dans X et
Axn �! y dans Y , alors x 2 D(A) et Ax = y:

2. On dit que A est fermable si et seulement s�il admet une extension fermée.

Remarque 1.1.1 Si A est un opérateur linéaire fermé et bijectif, alors A�1 2 L(X).

Dé�nition 1.1.8 Soient A et B deux opérateurs linéaires sur X. On dé�nit l�opérateur A+B
et AB par �

D(A+B) = D(A) \D(B);
(A+B)u = Au+Bu; u 2 D(A+B);

et �
D(AB) = fu 2 D(B) : Bu 2 D(A)g ;
(AB)u = A(Bu); u 2 D(AB):

Proposition 1.1.3 Soient A un opérateur linéaire fermé sur X et B 2 L(X). Alors les deux
opérateurs A+B et AB sont fermés.

Théorème 1.1.1 (Graphe fermé) Soit A un opérateur linéaire fermé de D(A) = X dans Y .
Alors A est borné.

Corollaire 1.1.1 Soient A : D(A) � X �! X un opérateur linéaire fermé et B 2 L(X),
avec Im(B) � D(A). Alors

AB 2 L(X):
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1.2 Calcul et intégrale de Dunford

Le calcul fonctionnel classique de Dunford-Riesz s�appuie sur la formule de Cauchy pour
construire f(A) où A est un opérateur linéaire borné et f est holomorphe.
Soit U un ouvert de C, on désigne par H(U) l�espace des fonctions holomorphes de U dans
C.

Dé�nition 1.2.1 Soient f 2 H(U), K un compact à bord de U et z0 à l�intérieur de K,
alors la formule de Cauchy nous donne

f(z0) =
1

2i�

Z
�

f(z)

z � z0
dz;

avec � est le bord positivement orienté de K:

Dé�nition 1.2.2 Soient A 2 L(X) et U un voisinage ouvert de �(A). Alors pour f 2 H(U),
on dé�nit l�intégrale de Dunford-Riesz par

f(A) =
1

2i�

Z
�

f(�)(�I � A)�1d�;

où � est le bord positivement orienté de d�un compact à bord K tel que �(A) �
�
K � U:

1.2.1 Calcul fonctionnel pour les opérateurs sectoriels

Calcul fonctionnel borné

Dé�nition 1.2.3 Soit ! 2 [0; �], on dé�nit l�ensemble S! par

S! =

�
fz 2 C : z 6= 0 et jarg zj < !g
]0;+1[

si 0 < ! � �;
si ! = 0:

Si ! 6= 0, S! désigne le secteur ouvert, symétrique autour de l�axe réel positif, d�angle !.

Dé�nition 1.2.4 Soient ! 2 [0; �[ et A un opérateur linéaire sur X. Alors A est dit secto-
riel d�angle !, noté A 2 Sect(!), si
1. �(A) � S!;

2. 8!0 2]!; �[;9M > 0; supfk�(�I � A)�1kL(X) : � 2 C�S!0g �M:

Dans la suite, on suppose que A 2 Sect(!A); !A 2 [0; �[:

Dé�nition 1.2.5 Soit f 2 H(S!) avec ! > !A, on suppose que f véri�e :

1. supfjf(z)j : z 2 S!g < +1 et

2. 9s � 0; supfmax
�
jzjs ; jzj�s

�
jf(z)j : z 2 S!g < +1:
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Alors, on dé�nit l�opérateur linéaire borné f(A) par

f(A) :=
1

2i�

Z


�

f(z)(zI � A)�1dz

avec 

�
est le bord positivement orienté du secteur S� et � 2]!A; ![:

Notons que, d�après les conditions 1. et 2., l�intégrale est convergente.

Dé�nition 1.2.6 Soit f 2 H(S!) avec ! > !A, on suppose que

9s > 0; jf j = O(jzj�s) au voisinage de l�in�ni. (1.2.1)

Et on suppose que 0 2 �(A), donc il existe R > 0 tel que B(0; R) � �(A): Alors, on dé�nit
l�opérateur linéaire borné f(A) par

f(A) :=
1

2i�

Z


�;R0

f(z)(zI � A)�1dz

avec 

�;R0

est le bord positivement orienté du secteur S��B(0; R0) et � 2]!A; ![, R0 2]0; R[:

Dé�nition 1.2.7 Soit f 2 H(S!) avec ! > !A, on suppose que f admet un prolongement
holomorphe sur B(0; R) et véri�e

9s > 0; jf j = O(jzj�s) au voisinage de l�in�ni.

Alors, on dé�nit l�opérateur linéaire borné f(A) par

f(A) :=
1

2i�

Z
��;R0

f(z)(zI � A)�1dz

avec ��;R0 est le bord positivement orienté du secteur S� [B(0; R0) et � 2]!A; ![, R0 2]0; R[:

Extension du calcul fonctionnel

Dans cette partie f(A) est un opérateur linéaire fermé n�est pas nécessairement borné.

Dé�nition 1.2.8 Soit  la fonction dé�nie sur C�f�1g par

 (z) =
1

1 + z
;

et soit f 2 H(S!) avec ! 2]!A; �[ tel que pour tout n 2 N �xé,  nf véri�e
1. supfj( nf) (z)j : z 2 S!g < +1 et

2. 9s � 0; supfmax
�
jzjs ; jzj�s

�
j( nf) (z)j : z 2 S!g < +1:

On dé�nit l�opérateur f(A) par

f(A) := (I + A)n( nf)(A):

Il est clair que f(A) est un opérateur fermé puisque on a ( nf)(A) 2 L(X) et (I + A)n est
un opérateur fermé.
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Dé�nition 1.2.9 Soient � une fonction dé�nie sur C�f�1g par

�(z) =
z

(1 + z)2
;

et f 2 H(S!) avec ! 2]!A; �[tel que pour n 2 N �xé, �nf véri�e
1. supfj(�nf) (z)j : z 2 S!g < +1 et

2. 9s > 0; supfmax
�
jzjs ; jzj�s

�
j(�nf) (z)j : z 2 S!g < +1:

On suppose que A est un opérateur injectif et on dé�nit l�opérateur linéaire fermé f(A) par

f(A) := (I + A)2nA�n(�nf)(A):

1.3 Puissances complexes d�opérateurs

Dans cette partie, on veut dé�nir l�opérateur A�; � 2 C, en utilisant la fonction f(z) = z�, il
est clair que f 2 H(S!) avec ! 2]0; �[. Alors on considère trois cas
� Soient � 2 C; 0 2 �(A) et Re� < 0, alors on a A� = f(A) 2 L(X), on utilise la Dé�nition
1:2:6, on obtient

A� = f(A) :=
1

2i�

Z
��;R0

z�(zI � A)�1dz

� Soit � 2 C, on a la fonction f véri�e les conditions 1. et 2. de la Dé�nition 1:2:8, si on
suppose que Re� > 0, alors l�opérateur A� est fermé et on a

A� = f(A) :=
1

2i�
(I + A)n

Z


�

z�

(1 + z)n
(zI � A)�1dz

avec n 2 N tel que n > j�j, et 

�
est le bord positivement orienté du secteur S� et

� 2]!A; ![:
� Soit � 2 C, on suppose que A est injective, on utilise la Dé�nition 1:2:9 pour dé�nir
l�opérateur linéaire fermé A� = f(A) par

A� = f(A) :=
1

2i�
(I + A)2nA�n

Z


�

znz�

(1 + z)2n
(zI � A)�1dz

avec 

�
est le bord positivement orienté du secteur S� et � 2]!A; ![; et n 2 N; n > j�j :

1.4 Semi-groupes

1.4.1 Semi-groupes fortement continus

Dé�nition 1.4.1 On appelle semi-groupe d�opérateurs linéaires toute famille fS(t)gt�0
dans L(X) véri�ant :
1. S(0) = I;
2. S(t+ s) = S(t)S(s) pour tout t; s � 0:
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De plus, si pour tout x 2 X
lim
t!0+

kS(t)x� xk = 0;

on dit que le semi-groupe fS(t)gt�0 est fortement continu (ou encore C0-semi-groupe).

Exemple 1.4.1 Soit X = Lp(R), alors l�opérateur A dé�ni par :�
D(A) =W 1;p(R);
Au = u0

est le générateur in�nitésimal du C0-semi-groupe

[S(t)f ](x) = f(t+ x); t � 0 et f 2 X:

Proposition 1.4.1 Soit fS(t)gt�0 un C0-semi-groupe, alors il existe M � 1, et ! 2 R tel
que

kS(t)kL(X) �Me!t; pour tout t � 0:
Ici fS(t)gt�0 s�appelle C0-semi-groupe de type (M;!), si (M;!) = (1; 0) le semi-groupe
fS(t)gt�0 s�appelle C0-semi-groupe de contraction.

Dé�nition 1.4.2 On appelle générateur in�nitésimal du semi-groupe fS(t)gt�0 l�opéra-
teur linéaire A dé�ni par :(

D(A) =
n
x 2 X : limt!0+

S(t)x�x
t

existe
o
6= ;;

Ax = limt!0+
S(t)x�x

t
:

Théorème 1.4.1 Soit fS(t)gt�0 un C0-semi-groupe de générateur in�nitésimal A, alors
1. pour tout x 2 X et t � 0

lim
h!0+

1

h

Z t+h

t

S(s)xds = S(t)x;

2. pour tout x 2 X et t � 0 :
Z t

0

S(s)xds 2 D(A) et

A

�Z t

0

S(s)xds

�
= S(t)x� x;

3. pour tout x 2 D(A) et t � 0 : S(t)x 2 D(A) et

d

dt
(S(t)x) = AS(t)x = S(t)Ax;

4. pour tout x 2 D(A) et t1; t2 � 0Z t2

t1

AS(s)xds = S(t2)x� S(t1)x:
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Théorème 1.4.2 (Hille-Yoshida) Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A)
dense dansX. Alors A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe de contraction fS(t)gt�0
sur X si et seulement si

R+ � �(A) et


(A� �I)�1




L(X) �

1

�
pour tout � > 0:

Théorème 1.4.3 (Feller-Miyadera-Phillips) Soit A un opérateur linéaire fermé de do-
maine D(A) dense dans X. Alors A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe fS(t)gt�0
de type (M;!) sur X, si et seulement si

]!;+1[� �(A) et 8� > !;8n 2 N�;


(A� �I)�n




L(X) �

M

(�� !)n
:

Dé�nition 1.4.3 On appelle groupe d� opérateurs linéaires toute famille fG(t)gt�0 dans
L(X) véri�ant :
1. G(0) = I;

2. G(t+ s) = G(t)G(s) pour tout t; s 2 R:
De plus, si pour tout x 2 X

lim
t!0

kG(t)x� xk = 0

on dit que le groupe fG(t)gt�0 est fortement continu.

1.4.2 Semi-groupes di¤érentiables

Dé�nition 1.4.4 Soit fS(t)gt�0 un C0-semi-groupe, on dit que fS(t)gt�0 est di¤érentiable
si pour tout x 2 X, la fonction t 7�! S(t)x est di¤érentiable de ]0;+1[ dans X:

Proposition 1.4.2 Soient fS(t)gt�0 un C0-semi-groupe di¤érentiable, et A son générateur
in�nitésimal. Alors pour k 2 N et x 2 X, on a
1. 8t 2]0;+1[; S(t)x 2 D(Ak):
2. 8t 2]0;+1[; S(t)x 2 D(Ak) et la fonction t 7�! S(t)x est k fois di¤érentiable de
]0;+1[ dans X et véri�e

8t 2]0;+1[; S(k)(t)x = AkS(t)x:

3. 8t 2]0;+1[; S(k)(t) 2 L(X):
4. t 7�! S(k)(t) est di¤érentiable de ]0;+1[ dans L(X):

1.4.3 Semi-groupes analytiques

Dé�nition 1.4.5 Soit � un ensemble de C dé�ni par

� = fz 2 C : '1 < arg z < '2; '1 < 0 < '2g

On appelle semi-groupe analytique toute famille fS(z)gz2� dans L(X) véri�ant :
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1. S(0) = I;

2. S(z1 + z2) = S(z1)S(z2) pour tout z1; z2 2 �;
3. lim

z!0;z2�
G(z)x = x pour tout x 2 X;

4. l�application z 2 ��f0g 7�! S(z)x 2 X est holomorphe pour tout x 2 X:

Exemple 1.4.2 Soit X = Lp(0; 1); 1 � p � +1, on pose�
D(A) = fu 2 W 2;p(0; 1) : u(0) = u(1) = 0g;
Au = u00;

alors l�opérateur A est générateur d�un semi-groupe analytique. On a

�(A) = f�k2�2 : k = 1; 2; :::g

et
8� 2 CnR :



(A� �I)�1



L(X) �

1

j�j cos �
2

; � = arg �:

Théorème 1.4.4 (Kato) Soit A : D(A) � X �! X un opérateur linéaire fermé non borné
de domaine dense et véri�e

�(A) � f� 2 C� : Re� � 0g et 9L > 0;8� 2 �(A) :


(�� A)�1




L(X) �

L

j�j :

Alors A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe tel que :
� 9M > 0;8t > 0 : kS(t)kL(X) �M:
� 8t > 0 : S(t) 2 L(X;D(A)) et

kAS(t)kL(X) �
M

t
:

Remarque 1.4.1 Le semi-groupe fS(t)gt�0 obtenu dans le Théorème de Kato se prolonge
analytiquement en un semi-groupe holomorphe.

Maintenant on va donner la notion des semi-groupes analytiques généralisés, voir [38], ici le
semi-groupe n�est pas supposé fortement continu et l�opérateur linéaire A : D(A) � X �! X
n�est pas necessairement de domaine dense dans X:

Dé�nition 1.4.6 Soient ! 2 R; �
2
< � < � < �; r > 0 et A un opérateur linéaire fermé sur

X tel que (
�(A) � S�;! = f� 2 C�! : arg(�� !) < �g ;
sup
�2S�;!

k(�� !)R(�;A)kL(X) < +1:

Alors on dé�nit le semi-groupe analytique généralisé
�
etA
�
t�0 par

etA =

8<:
I; si t = 0;Z

�;!;r

et�R(�;A)d�; si t > 0;

avec 
�;!;r est le bord négativement orienté de S�;!�B(!; r):
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Proposition 1.4.3 Le générateur in�nitésimal de
�
etA
�
t�0 est un opérateur linéaire B � A,

tel que (
D(B) =

n
u 2 D(A) : Bu 2 D(A)

o
Bu = Au; u 2 D(B):

Si D(A) = X, alors D(B) = D(A) et B = A.

Proposition 1.4.4 Le semi-groupe analytique
�
etA
�
t�0 est fortement continu si et seulement

si D(A) est dense dans X.

1.5 Les espaces d�interpolation

Dé�nition 1.5.1 Soient X un espace de Banach et p 2 [1;+1], on dé�nit l�espace de
Banach Lp�(R+;X) par

Lp�(R+;X) = ff : R+ �! X fortement mesurable; kfkLp�(R+;X) < +1g

avec

kfkLp�(R+;X) =

8><>:
�Z +1

0

kf(t)kpX dt
t

�1=p
si p 2 [1;+1[;

sup ess
0�t<+1

kf(t)kX < +1 si p = +1:

Dé�nition 1.5.2 Soient p 2 [1;+1]; � 2]0; 1[ et (X0; k:k0); (X1; k:k1) deux espaces de Ba-
nach, tout deux contenus dans un espace topologique séparé X:
Alors l�espace d�interpolation (X0; X1)�;p est un espace intermédiaire entre X0\X1 et X0+X1,
dé�ni par :
x 2 (X0; X1)�;p si et seulement si�

8t > 0;9'0(t) 2 X0;9'1(t) 2 X1 : x = '0(t) + '1(t);
t��'0 2 Lp�(R+;X0); t

1��'1 2 Lp�(R+;X1):

Proposition 1.5.1 L�espace ((X0; X1)�;p; k:k�;p) est un espace de Banach, avec

kxk�;p = inf
'0; '1

x = '0(t) + '1(t)



t��'0

Lp�(R+;X0) + 

t1��'1

Lp�(R+;X1) :
De plus, on a

X0 \X1 � (X0; X1)�;p � X0 +X1;

avec injections continues.

Notons que X0 \X1 et X0 +X1 sont deux espaces de Banach avec la norme

kxkX0\X1 = kxkX0 + kxkX1
et

kxkX0+X1 = inf
xi2Xi;x0+x1=x

�
kx0kX0 + kx1kX1

�
respectivement.
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Proposition 1.5.2 Soient p 2 [1;+1] et � 2]0; 1[: Alors

(X0; X1)�;p = (X1; X0)1��;p:

Dans notre travail on s�intéresse à l�espace d�interpolation (D(A); X)�;p, où A est un opéra-
teur linéaire fermé de domaine D(A) dans X, et véri�e certaines hypothèses. On va donner
quelques caractérisations de cet espace dans la proposition suivante :

Proposition 1.5.3 Soient p 2 [1;+1]; � 2]0; 1[: Alors
1. Si l�opérateur A véri�e

R�+ � �(A) et 9C > 0 : 8t > 0;


t(A� tI)�1




L(X) � C;

donc on a

(D(A); X)�;p =
�
x 2 X : t1��A(A� tI)�1x 2 Lp�(R+;X)

	
:

Voir Grisvard [24]:

2. Si A génère un semi-groupe fortement continu et borné dans X, alors

(D(A); X)�;p =
�
x 2 X : t��1(etA � I)x 2 Lp�(R+;X)

	
:

Voir Lions [33].

3. Si A génère un semi-groupe analytique borné dans X, alors

(D(A); X)�;p =
�
x 2 X : t�AetAx 2 Lp�(R+;X)

	
:

Voir Butzer et Berens [7].

Proposition 1.5.4 (Réitération) Soient p 2 [1;+1]; � 2]0; 1[ et k 2 N tels que k� =2 N.
Alors on a :

(X;D(Ak))�;p = (X;D(A))k�;p:

A�n d�obtenir des résultats concernant la régularité de la solution on a besoin du lemme
suivant, qui est prouvé dans Triebel [41].

Lemme 1.5.1 (Triebel) Soient ' 2 X et Q le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe
analytique borné sur X. Alors pour p 2]1;+1[ et n 2 N on a�

x 7�! QnexQ'
�
2 Lp(0; 1;X) () ' 2 (D(Qn); X) 1

np
;p:

1.6 La théorie des sommes d�opérateurs

Soit X un espace de Banach, dans cette section on va résoudre l�équation Au + Bu = g
en utilisant l�approche de Dore et Venni, avec A et B deux opérateurs linéaires fermés, de
domaines D(A) et D(B) respectivement dans X et g 2 Lp(R;X); p 2]1;+1[:
D�abord on donne la notion des espaces UMD et des opérateurs BIP puis on va donner le
théorème de Dore et Venni.
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1.6.1 Espaces UMD

A�n d�utiliser le résultat de Dore et Venni il faut que l�espace de Banach X soit UMD
(Unconditional Martingale Di¤erences):

Dé�nition 1.6.1 Soient " 2]0; 1[ et p 2]1;+1[, on dé�nit l�opérateur H" 2 L(Lp(R;X));
par

8f 2 Lp(R;X); (H"f)(x) =
1

�

Z
"<jsj<1="

f(x� s)

s
ds; p:p: x 2 R;

si lim
"!0
H"f existe dans Lp(R;X) cette limite est notée Hf et s�appelle la transformée de Hilbert

de f sur Lp(R;X):
Dé�nition 1.6.2 On dit que X est un espace UMD s�il existe p 2]1;+1[ tel que

8f 2 Lp(R;X) : lim
"!0
H"f existe dans Lp(R;X)

et l�opérateur
H : Lp(R;X) �! Lp(R;X);

f 7�! Hf = lim
"!0
H"f

est un opérateur linéaire borné sur Lp(R;X) et s�appelle la transformée de Hilbert sur Lp(R;X):
Proposition 1.6.1 Soit 
 un espace mesuré �-�ni, et p 2]1;+1[
1. Tout espace UMD est ré�exif.
2. Si X est un espace UMD, alors Lp(
;X) est un espace UMD:

3. Si 
 est un ouvert de Rn, alors Lp(
) est un espace UMD:

Remarque 1.6.1 Comme les espaces L1 et L1 ne sont pas ré�exifs, donc ils ne sont pas
UMD.

1.6.2 Résultat de Dore et Venni

Dé�nition 1.6.3 Soit � 2 [0; �[. On dit que A 2 BIP (X; �), si
1. A est injectif,
2. 9! 2 [0; �[; A 2 Sect(!);
3. D(A) = Im(A) = X;

4. 8s 2 R; Ais 2 L(X) et 9C > 0;8s 2 R; kAiskL(X) � Cejsj�:

Notons que BIP veut dire que la puissance imaginaire de l�opérateur est borné (Bounded
Imaginary Powers).

Théorème 1.6.1 (Dore-Venni) Soient X un espace UMD, �A; �B 2 [0; �[; �A + �B < �
et A 2 BIP (X; �A); B 2 BIP (X; �B): Si on suppose que A et B commutent au sens des
résolvantes, alors l�opérateur L = A+B est fermé et inversible et L�1 2 L(X):
De plus L�1 est dé�ni par l�intégrale

L�1 =
1

i�

Z



A�zB1�z

sin �z
dz

où 
 est une courbe verticale contenue dans la bande fz 2 C : 0 < Re z < 1g et orientée de
1e�i

�
2 vers 1ei

�
2 :
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1.6.3 Application du théorème de Dore et Venni au problème de
Cauchy

Soit X un espace de Banach UMD: On considère le problème de Cauchy suivant :�
v0(t)�Qv(t) = f(t), t 2 [0; 1]
v(0) = 0;

(1.6.1)

où f 2 Lp(0; 1;X) et Q est un opérateur linéaire fermé de domaine D(Q) dense dans X. On
suppose que

9C > 0;8� � 0 :


(Q� �I)�1




L(X) �

C

1 + �
;

et
8s 2 R; (�Q)is 2 L(X) et 9C > 0; �Q 2 [0;

�

2
[:


(�Q)is

L(X) � Ce�Qjsj;

c�est à dire �Q 2 BIP (X; �Q):
On écrit l�équation de notre problème (1:6:1) sous forme de somme de deux opérateurs, pour
cela on dé�nit un opérateur P par�

D(P ) = fv 2 W 1;p(0; 1;X) : v(0) = 0g;
Pv = v0; v 2 D(P )

d�après le Théorème 3:1, p. 195 dans Dore et Venni [16], l�opérateur P véri�e

]�1; 0] � �(P ) et 8� � 0 :


(P + �I)�1




L(X) �

C

1 + �
;

et
8s 2 R; P is 2 L(Lp(0; 1;X)) et



P is

L(X) � C(1 + s2)e
�
2
jsj:

On suppose que l�hypothèse suivante est véri�ée

8 � 2 �(P ); � 2 �(Q) : (P � �I)�1(Q� �I)�1 = (Q� �I)�1(P � �I)�1;

maintenant on peut appliquer le Théorème 1:6:1 pour trouver le résultat suivant :

Théorème 1.6.2 Soient X un espace UMD, f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < +1 et �Q 2
BIP (X; �Q) avec �Q 2 [0; �

2
[: Alors le problème de Cauchy (1:6:1) a une unique solution

v 2 W 1;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(Q)), donnée par

v(x) =

Z x

0

e(x�s)Qf(s)ds:

De plus, v; v0 et Qv dépendent continûment de f dans Lp:

Corollaire 1.6.1 Soit f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < +1. On pose F (x; f) = Q

Z x

0

e(x�s)Qf(s)ds,

alors

F (:; f) = x 7! Q

Z x

0

e(x�s)Qf(s)ds = Qv 2 Lp(0; 1;X);
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on peut aussi déduire que

x 7! Q

Z 1

x

e(s�x)Qf(s)ds = F (1� :; f(1� :)) 2 Lp(0; 1;X);

et

x 7! Q

Z 1

0

e(x+s)Qf(s)ds = F (:; e2Qf) + e2(:)QF (1� :; f(1� :)) 2 Lp(0; 1;X):

Proposition 1.6.2 Soit f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < +1, on pose

J0 = �
1

2
Q�1

Z 1

0

esQf(s)ds et I1 = �
1

2
Q�1

Z 1

0

e(1�s)Qf(s)ds:

Alors J0; I1 2 (D(Q2); X) 1
2p
;p:

Preuve. D�après le Corollaire 1:6:1, on a

x 7! Q

Z 1

0

e(x+s)Qf(s)ds = Qe:Q
Z 1

0

esQf(s)ds 2 Lp(0; 1;X);

d�après leLemme 1:5:1, on déduit queZ 1

0

esQf(s)ds 2 (D(Q); X) 1
p
;p = (D(Q

2); X) 1
2p
+ 1
2
;p: (1.6.2)

De (1:6:2), on a

QJ0 = �1
2

Z 1

0

esQf(s)ds 2 (D(Q); X) 1
p
;p = (X;D(Q))1� 1

p
;p

= (X;D(Q2)) 1
2
� 1
2p
;p

donc J0 2 (X;D(Q2))1� 1
2p
;p = (D(Q

2); X) 1
2p
;p:

Pour I1, on a I1 = 1
2
Q�1

Z 1

0

etQf(1� t)dt, et comme f(1� :) 2 Lp(0; 1;X), donc

I1 2 (D(Q2); X) 1
2p
;p: �

Théorème 1.6.3 Soient X un espace UMD, f 2 Lp(0; 1;X) avec 1 < p < +1 et
�Q 2 BIP (X; �Q); �Q 2 [0; �2 [: Alors le problème de Cauchy�

v0(t)�Qv(t) = f(t), t 2 [0; 1]
v(0) = v0;

a une unique solution v 2 W 1;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(Q)), donnée par

v(x) = exQv0 +

Z x

0

e(x�s)Qf(s)ds;

si et seulement seulement si, v0 2 (D(Q); X) 1
p
;p:



Chapitre 2

Problème à conditions aux limites non
locales généralisées de type
Bitsadze-Samarskii dans le cadre des
espaces Lp

2.1 Position du problème

Soit x0 2 [0; 1[ �xé. On considère les deux problèmes suivants :8<:
�u00(x) + Au(x) = f(x); p.p. x 2]0; 1[
u(0) = u0
u(x0) 2 D (H) et u(1)�Hu(x0) = u1;x0 ;

(2.1.1)

et 8<:
�u00(x) + Au(x) = f(x); p.p. x 2]0; 1[
u(0) = u0
u0(x0) 2 D (H) et u(1)�Hu0(x0) = u1;x0 ;

(2.1.2)

avec X est un espace de Banach complexe, f 2 Lp(0; 1;X) où 1 < p < +1, u0; u1;x0 2 X et
A;H sont des opérateurs linéaires fermés sur X.

2.2 Hypothèses

- Hypothèse UMD

X est un espace UMD. (2.2.1)

- Hypothèse d�ellipticité
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(
A est un opérateur linéaire fermé sur X :]�1; 0] � �(A) et

9c > 0;8� � 0 : k(A+ �I)�1kL(X) �
c

1 + �
:

(2.2.2)

De l�hypothèse (2:2:2) on déduit que l�opérateur Q := �(A) 12 existe et génère un semi-groupe
analytique borné, noté (exQ)x�0, voir Balakrishnan [5].

- Hypothèse BIP

�
8s 2 R : Ais 2 L(X) et
9c > 1;9�A 2 ]0; �[ : 8s 2 R; kAiskL(X) � ce�Ajsj:

(2.2.3)

- Hypothèse d�inclusion

9k0 2 N�f0g : D(Qk0) � D(H): (2.2.4)

- Hypothèse de commutativité�
8� 2 D(H);8� � 0 :
(A+ �I)�1� 2 D(H) et (A+ �I)�1H� = H(A+ �I)�1�:

(2.2.5)

- Hypothèse sur les déterminants �1;�2

Pour le problème (2:1:1), on va supposer que

0 2 �(�1): (2.2.6)

où �1 := I � e2Q +H(e(1+x0)Q � e(1�x0)Q)
Pour le problème (2:1:2), on suppose que

0 2 �(�2): (2.2.7)

où �2 := I � e2Q +HQ(e(1+x0)Q + e(1�x0)Q).

Remarque 2.2.1

1. Sous l�hypothèse (2:2:2), on a pour x > 0 et k 2 N

exQ(X) � D
�
Qk
�
et QkexQ 2 L(X):

car Q génère un semi-groupe analytique borné.

2. Pour j = 0; 1; on a Qj(e(1+x0)Q � (�1)je(1�x0)Q) 2 L(X) avec

Qj(e(1+x0)Q � (�1)je(1�x0)Q)(X) � D(Qk0):

Alors de l�hypothèse (2:2:4) on a Qj(e(1+x0)Q � (�1)je(1�x0)Q)(X) � D(H), donc�
�1 = I � e2Q +H(e(1+x0)Q � e(1�x0)Q) 2 L(X);
�2 = I � e2Q +HQ(e(1+x0)Q + e(1�x0)Q) 2 L(X):
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3. De l�hypothèse (2:2:4), on a

D(Ak0) = D(Q2k0) � D(Qk0) � D(H):

4. Sous les hypothèses (2:2:2); (2:2:4) et (2:2:5) on donne deux cas, pour chaque cas l�hy-
pothèse (2:2:5) peut être simpli�ée.
Premier cas : k0 2 f1; 2g: Puisque on a D(A) � D(H); il est facile de voir que (2:2:5)
et les assertions suivantes sont équivalentes

� 8� 2 D(H) : A�1H� = HA�1�;

� D(AH) � D(HA) et 8� 2 D(AH); AH� = HA�;

� 8� 2 D(H);8� 2 �(�A) : (A+ �I)�1H� = H(A+ �I)�1�:

Deuxième cas : �(H) 6= ;: Il existe �0 2 �(H); alors l�hypothèse (2:2:5) et les asser-
tions suivantes sont équivalentes

� A�1(H � �0I)
�1 = (H � �0I)

�1A�1;

� 8� 2 �(�A);8� 2 �(H) :

(A+ �I)�1(H � �I)�1 = (H � �I)�1(A+ �I)�1;

� 8� 2 �(�A);8� 2 D(H) : (A+ �I)�1H� = H(A+ �I)�1�:

En particulier, dans les deux cas l�hypothèse (2:2:5) est équivalente à

8� 2 D(H) : A�1H� = HA�1�;

qui est exactement l�hypothèse (2:6) donnée dans Hammou et al [28].

5. Sous les hypothèses (2:2:2); (2:2:4) et (2:2:5); on a pour � 2 �(Q); � 2 D(H) et x � 0;�
(i) (Q� �I)�1H� = H(Q� �I)�1�;
(ii) HexQ� = exQH�:

Pour (i), d�abord on écrit

(Q� �I)�1 =
�1
�

Z +1

0

t1=2

t+ �2
(A+ tI)�1dt;

(voir Fattorini [18], Sect. 6.4 p. 371). Maintenant l�intégrale

�1
�

Z +1

0

H
t1=2

t+ �2
(A+ tI)�1dt;

est convergente puisque



H t1=2

t+ �2
(A+ tI)�1�






X

� t1=2

jt+ �2j (t+ 1) kH�kX ; t � 0
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ainsi (Q� �I)�1� 2 D(H) et

H(Q� �I)�1� =
�1
�

Z +1

0

H
t1=2

t+ �2
(A+ tI)�1�dt;

=
�1
�

Z +1

0

t1=2

t+ �2
(A+ tI)�1H�dt;

= (Q� �I)�1H�:

Pour (ii), on utilisera

8x � 0; exQ = lim
n!+1

�
I � x

n
Q
��n

(voir Kato [30], p. 481) alors pour x > 0 et � 2 D(H), on trouve

HexQ� = lim
n!+1

H
�
I � x

n
Q
��n

�

= lim
n!+1

�n
x

�n
H
�n
x
I �Q

��n
�

= lim
n!+1

�n
x

�n �n
x
I �Q

��n
H�

= exQH�:

6. Sous les hypothèses (2:2:2) et (2:2:3) on a A 2 BIP (X; �A) et 0 2 �(A); de plus on a

�Q = A
1
2 2 BIP (X; �A=2);

voir [34]; [25].

2.3 Lemmes techniques

Dans la suite on va utiliser r0 =
1� x0
2

2 ]0; 1=2].

Lemme 2.3.1 Sous les hypothèses (2:2:2)� (2:2:6), si on pose

W1 := �
�1
1

�
H(e(r0+2x0)Q � er0Q)� e(2�r0)Q

�
;

alors W1 2 L(X);W1Q
�1 = Q�1W1et

��11 = I � er0QW1:

Preuve. H est un opérateur linéaire fermé sur X, e(r0+2x0)Q � er0Q 2 L(X) avec�
e(r0+2x0)Q � er0Q

�
(X) � D

�
Qk0

�
� D (H), donc W1 2 L(X). De l�hypothèse (2.2.5) on

déduit que W1Q
�1 = Q�1W1. De plus

�1(I � er0QW1) = �1 � er0Q
�
H(e(r0+2x0)Q � er0Q)� e(2�r0)Q

�
= �1 �H(e(1+x0)Q � e(1�x0)Q) + e2Q

= I;

et de façon similaire (I � er0QW1)�1 = I. �
En utilisant la même méthode on trouve :
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Lemme 2.3.2 Sous les hypothèses (2:2:2)� (2:2:5) et (2:2:7), si on pose

W2 := �
�1
1

�
HQ(e(r0+2x0)Q + er0Q)� e(2�r0)Q

�
;

alors W2 2 L(X); W2Q
�1 = Q�1W2 et

��12 = I � er0QW2:

Dé�nition 2.3.1 On dé�nit deux types de solutions (la solution stricte, et semi-stricte) du
problème (2:1:1) (où (2:1:2)) :

1. La solution stricte est une fonction u véri�ant le problème, et

u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A)):

2. La solution semi-stricte est une fonction u véri�ant le problème, et 8" 2]0; 1[

u 2 W 2;p(0; 1� ";X) \ Lp(0; 1� ";D(A)) et u0 2 Lp(0; 1;X):

2.4 Représentation de la solution

2.4.1 Premier problème

Sous les hypothèses (2:2:2) � (2:2:6). Si u est une solution semi-stricte du problème (2:1:1)
alors pour x 2 [0; 1]

u(x) = exQ�0 + e(1�x)Q�1 + Ix + Jx;

avec

Ix = �
1

2
Q�1

Z x

0

e(x�s)Qf(s)ds et Jx = �
1

2
Q�1

Z 1

x

e(s�x)Qf(s)ds:

Il reste à trouver l�expression de �0 et �1. En tenant compte des conditions aux limites de
notre problème : �

u(0) = u0
u(x0) 2 D(H) et u(1)�Hu(x0) = u1;x0 :

On a 8<:
u(0) = �0 + eQ�1 + J0 = u0;
u(1) = eQ�0 + �1 + I1;
u(x0) = ex0Q�0 + e(1�x0)Q�1 + Ix0 + Jx0 2 D(H):

Donc si on pose v0 = u0 � J0, on a �0 = v0 � eQ�1;

u(1) = eQ(v0 � eQ�1) + �1 + I1 = eQv0 + I1 + (I � e2Q)�1;

et

u(x0) = ex0Q�0 + e(1�x0)Q�1 + Ix0 + Jx0
= ex0Q(v0 � eQ�1) + e(1�x0)Q�1 + Ix0 + Jx0
= ex0Qv0 + Ix0 + Jx0 + T0�1;
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où T0 = e(1�x0)Q � e(1+x0)Q. Comme T0�1 2 D(Qk0) � D(H); alors de u(x0) 2 D(H) on
trouve

ex0Qv0 + Ix0 + Jx0 2 D(H);
donc

u1;x0 = u(1)�Hu(x0)

= ex0Qv0 + I1 + (I � e2Q)�1 �H[ex0Qv0 + Ix0 + Jx0 + T0�1]

=
�
I � e2Q �HT0

�
�1 + eQv0 + I1 �H

�
ex0Qv0 + Ix0 + Jx0

�
= �1�1 + eQv0 + I1 �H

�
ex0Qv0 + Ix0 + Jx0

�
;

alors, si on prend v1 = u1;x0 � I1 +H
�
ex0Qv0 + Ix0 + Jx0

�
, on trouve

�1�1 = v1 � eQv0;

et
�1 = �

�1
1 v1 � eQ��11 v0 = v1 � er0QW1v1 � eQ��11 v0 = v1 + er0Qw1;

où w1 = �W1v1 � e(1�r0)Q��11 v0. De plus

�0 = v0 � eQ(v1 + er0Qw1) = v0 + eQw1;

où w1 = �v1 � er0Qw1. Finalement pour x 2 [0; 1], u(x) s�écrit

u(x) = exQv0 + e(1�x)Qv1 + Ix + Jx + exQeQw1 + e(1�x)Qer0Qw1:

Maintenant, on pose pour x 2 [0; 1] et ' 2 X

S(x; '; f) = exQ'� 1
2
Q�1

Z x

0

e(x�s)Qf(s)ds;

donc S(x; v0; f) = exQv0 + Ix et S(1� x; v1; f(1� �)) = e(1�x)Qv1 + Jx.
En résumant l�étude précédente on obtient le résultat :

Proposition 2.4.1 Sous les hypothèses (2:2:2) � (2:2:6). Si u est une solution semi-stricte
du problème (2:1:1) alors

ex0Qv0 + Ix0 + Jx0 2 D(H); (2.4.1)

et u est uniquement determinée par la représentation suivante

u(x) = S(x; v0; f) + S(1� x; v1; f(1� �)) +R1(x); x 2 [0; 1]; (2.4.2)

où
v0 = u0 � J0; v1 = u1;x0 � I1 +H

�
ex0Qv0 + Ix0 + Jx0

�
;

et R1 est la partie régulière de u, caractérisée par8>>>><>>>>:
R1 (x) = exQeQw1 + e(1�x)Qer0Qw1 avec
w1 = �W1v1 � e(1�r0)Q��11 v0;
w1 = �v1 � er0Qw1;
W1 = �

�1
1

�
H(e(r0+2x0)Q � er0Q)� e(2�r0)Q

�
;

�1 = I � e2Q +H(e(1+x0)Q � e(1�x0)Q):
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2.4.2 Deuxième problème

On procède comme pour le premier problème. Sous les hypohèses (2:2:2) � (2:2:5) et (2:2:7).
Si u est une solution semi-stricte du problème (2:1:2) alors

u(x) = exQ�0 + e(1�x)Q�1 + Ix + Jx;

avec �
u(0) = u0
u0(x0) 2 D(H) et u(1)�Hu0(x0) = u1;x0 :

Pour tout x 2 [0; 1[; on a

u0(x) = QexQ�0 �Qe(1�x)Q�1 +QIx �QJx

alors 8<:
u(0) = �0 + eQ�1 + J0 = u0;
u(1) = eQ�0 + �1 + I1;
u0(x0) = Qex0Q�0 �Qe(1�x0)Q�1 +QIx0 �QJx0 2 D(H):

Encore, si on pose v0 = u0 � J0, on a �0 = v0 � eQ�1, et

u(1) = eQv0 + I1 + (I � e2Q)�1;

et

u0(x0) = Qex0Q(v0 � eQ�1)�Qe(1�x0)Q�1 +QIx0 �QJx0
= �Q(e(1+x0)Q + e(1�x0)Q)�1 +Qex0Qv0 +QIx0 �QJx0
= Qex0Qv0 +QIx0 �QJx0 + U0�1;

où U0 = �Q(e(1+x0)Q + e(1�x0)Q). Comme U0�1 2 D(Qk0) � D(H); alors de u0(x0) 2 D(H)
on trouve

Qex0Qv0 +QIx0 �QJx0 2 D(H);
donc

u1;x0 = u(1)�Hu0(x0)

= eQv0 + I1 + (I � e2Q)�1
�H[Qex0Qv0 +QIx0 �QJx0 + U0�1]

= [HQ(e(1+x0)Q + e(1�x0)Q) + (I � e2Q)]�1
+eQv0 + I1 �HQ

�
ex0Qv0 + Ix0 � Jx0

�
= �2�1 + eQv0 + I1 �HQ

�
ex0Qv0 + Ix0 � Jx0

�
;

alors, si on prend v2 = u1;x0 � I1 +HQ
�
ex0Qv0 + Ix0 � Jx0

�
on trouve

�2�1 = v2 � eQv0;
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alors de (2:2:7) et le Lemme 2:3:2

�1 = �
�1
2 v2 � eQ��12 v0 = v2 � er0QW2v2 � eQ��12 v0 = v2 + er0Qw2;

où w2 = �W2v2 � e(1�r0)Q��12 v0. De plus

�0 = v0 � eQ(v2 + er0Qw2) = v0 + eQw2;

avec w2 = �v2 � er0Qw2. Finalement u s�écrit

u(x) = exQv0 + e(1�x)Qv2 + Ix + Jx + exQeQw2 + e(1�x)Qer0Qw2:

En résumant l�étude précédente on obtient :

Proposition 2.4.2 Sous les hypothèses (2:2:2) � (2:2:5) et (2:2:7). Si u est une solution
semi-stricte du problème (2:1:2) alors

Qex0Qv0 +QIx0 �QJx0 2 D(H); (2.4.3)

et u est uniquement determinée par la formule suivante :

u(x) = S(x; v0; f) + S(1� x; v2; f(1� �)) +R2(x); (2.4.4)

où
v0 = u0 � J0; v2 = u1;x0 � I1 +HQ

�
ex0Qv0 + Ix0 � Jx0

�
et R2 est la partie régulière de u, caractérisée par8>>>><>>>>:

R2 (x) = exQeQw2 + e(1�x)Qer0Qw2 avec
w2 = �W2v2 � e(1�r0)Q��12 v0;
w2 = �v2 � er0Qw2;
W2 = �

�1
1

�
HQ(e(r0+2x0)Q + er0Q)� e(2�r0)Q

�
;

�2 = I � e2Q +HQ(e(1+x0)Q + e(1�x0)Q):

2.5 Résultats principaux

2.5.1 Premier problème

Dans la suite, il est important de noter que

(D(A); X) 1
2p
;p � D(Q) � (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p;

cela est due à la propriété de réitération :
� (D(A); X) 1

2p
;p = (X;D(A))1� 1

2p
;p = (X;D(Q

2))1� 1
2p
;p

= (X;D(Q))2� 1
p
;p =

n
� 2 D (Q) : Q� 2 (X;D(Q))1� 1

p
;p

o
:

� (D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p = (X;D(A)) 1

2
� 1
2p
;p = (X;D(Q

2)) 1
2
� 1
2p
;p

= (X;D(Q))1� 1
p
;p = (D(Q); X) 1

p
;p:
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Voir Proposition 1:5:4 et Proposition 1:5:2.

Théorème 2.5.1 Sous les hypothèses (2:2:1) � (2:2:6). Soient u0 2 X; u1;x0 2 X et f 2
Lp(0; 1;X) avec 1 < p < +1, alors le problème (2:1:1) admet une unique solution semi-
stricte u si et seulement si :8><>:

(i) u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p;

(ii) ex0Q (u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 D(H) et
u1;x0 +H

�
ex0Q (u0 � J0) + Ix0 + Jx0

�
2 (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p:

(2.5.1)

De plus, dans ce cas u est donnée par (2:4:2).
Notons que :
� si x0 6= 0 alors (ii) est équivalente à

Ix0 + Jx0 2 D(H) et u1;x0 +H(Ix0 + Jx0) 2 (D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p

comme

Hex0Q(u0 � J0) = e(x0=2)QHe(x0=2)Q(u0 � J0) 2 D (Q) � (D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p:

� si x0 = 0 alors (ii) sera u0 2 D(H) et u1;0 +Hu0 2 (D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p car I0 = 0.

Preuve. Si (2.1.1) admet une solution semi-stricte u, alors, de la Proposition 2.4.1, on a

ex0Qv0 + Ix0 + Jx0 2 D(H);

u est donnée par (2.4.2). Mais, grâce aux termes régularisants eQ et er0Q, on a pour tout
k 2 N :

R1(:) 2 Lp(0; 1;D
�
Qk
�
) \W k;p(0; 1;X): (2.5.2)

alors u et w ont la même régularité, avec

w(x) = S(x; v0; f) + S(1� x; v1; f(1� :)): (2.5.3)

Comme u est une solution semi-stricte, on a Q2u 2 Lp(0; 1�";X), ainsi Q2w 2 Lp(0; 1�";X)
et de 6. de la Proposition 3.4 dans [28] p. 1675,(

v0 = u0 � J0 2 (D(A); X) 1
2p
;p;

v1 = u1;x0 � I1 +H
�
ex0Qv0 + Ix0 + Jx0

�
2 (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p;

mais, I1; J0 2 (D(A); X) 1
2p
;p, voir Proposition 1:6:2, donc8><>:

u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p

ex0Qv0 + Ix0 + Jx0 2 D(H)
u1;x0 +H

�
ex0Qv0 + Ix0 + Jx0

�
2 (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p:

(2.5.4)



2.5 Résultats principaux 35

Inversement, sous l�hypothèse (2.5.1), on utilise encore (2.5.2), on obtient que u donnée par
(2.4.2) a la régularité de w de�nie par (2.5.3). Mais (2.5.1) implique que v0 2 (D(A); X) 1

2p
;p

et v1 2 (D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p et de 2. et 6. de la Proposition 3.4 dans [28] p. 1675, on a�

w0(�) = QS(�; v0; f)�QS(1� �; v1; f(1� �)) 2 Lp(0; 1;X)
et donc u0(�) 2 Lp(0; 1;X);

et pour tout " 2]0; 1[�
w 2 W 2;p(0; 1� ";X) \ Lp(0; 1� ";D(A)) \W 1;p(0; 1;X)
et donc u 2 W 2;p(0; 1� ";X) \ Lp(0; 1� ";D(A)) \W 1;p(0; 1;X):

et de plus, de (2.4.2)

u(0) = S(0; v0; f) + S(1; v1; f(1� :)) +R1(0)

= v0 + eQv1 + J0 + eQw1 + eQer0Qw1

= u0 + eQ
�
v1 + w1 + er0Qw1

�
= u0;

Pour u(x0) on utilise encore (2.4.2) :

u(x0) = S(x0; v0; f) + S(1� x0; v1; f(1� �)) + ex0QeQw1 + e(1�x0)Qer0Qw1

= ex0Qv0 �
1

2
Q�1

Z x0

0

e(x0�s)Qf(s)ds+ e(1�x0)Qv1

�1
2
Q�1

Z 1

x0

e(s�x0)Qf(s)ds+ ex0QeQw1 + e(1�x0)Qer0Qw1

= ex0Qv0 + Ix0 + Jx0 + e(1�x0)Qv1 + ex0QeQw1 + e(1�x0)Qer0Qw1;

alors de (ii), on déduit que u(x0) 2 D(H) et

u(1)�Hu(x0) = S(1; v0; f) + S(0; v1; f(1� :)) +R1(1)

�H [S(x0; v0; f) + S(1� x0; v1; f(1� �)) +R (x0)]
= eQv0 + I1 + v1 + e2Q

�
�v1 � er0Qw1

�
+ er0Qw1

�H
�
ex0Qv0 + Ix0 + Jx0

�
�H

�
e(1�x0)Qv1

�
�H

�
e(1+x0)Q

�
�v1 � er0Qw1

�
+ e(1�x0)Qer0Qw1

�
;

mais v1 + I1 �H
�
ex0Qv0 + Ix0 + Jx0

�
= u1;x0 alors

u(1)�Hu(x0) = eQv0 + u1;x0 + e2Q (�v1)
�He(1�x0)Qv1 +He(1+x0)Qv1

+
�
I � e2Q +He(1+x0)Q �He(1�x0)Q

�
er0Qw1

= eQv0 + u1;x0 + (�1 � I) v1

��1er0Q
�
W1v1 + e(1�r0)Q��11 v0

�
= u1;x0 +

�
�1
�
I � er0QW1

�
� I

�
v1

= u1;x0 :

Finalement u donnée par (2.4.2) est la solution semi-stricte de (2.1.1). �
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Théorème 2.5.2 Sous les hypothèses (2:2:1) � (2:2:6). Soient u0 2 X; u1;x0 2 X et f 2
Lp(0; 1;X) avec 1 < p < +1, alors le problème (2:1:1) admet une unique solution stricte si
et seulement si :8><>:

(i) u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p;

(ii) ex0Q (u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 D(H) et
u1;x0 +H

�
ex0Q (u0 � J0) + Ix0 + Jx0

�
2 (D(A); X) 1

2p
;p:

(2.5.5)

Notons que :
� si x0 6= 0 alors (ii) est équivalente à

Ix0 + Jx0 2 D(H) et u1;x0 +H(Ix0 + Jx0) 2 (D(A); X) 1
2p
;p:

� si x0 = 0 alors (ii) sera

u0 2 D(H) et u1;0 +Hu0 2 (D(A); X) 1
2p
;p:

Preuve. On procède comme dans la preuve précédente, on utilise 3. de la Proposition 3.4
dans [28], p. 1675 au lieu de 6. �

Remarque 2.5.1 Si x0 = 0 alors le problème (2:1:1) s�écrit sous forme d�un problème à
conditions aux limites de Dirichlet :8<:

�u00(x) + Au(x) = f(x); p.p. x 2]0; 1[
u(0) = u0
u(1) = u1;x0 +Hu0;

où u0 dans D (H). Dans ce cas, on n�a pas besoin de (2:2:5) et (2:2:6), de plus il est clair
que �1 := I � e2Q 2 L(X) a un inverse borné donc on peut supprimer (2:2:6), et le problème
(2:1:1) admet une solution stricte si et seulement si

u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p \D (H) et u1;0 +Hu0 2 (D(A); X) 1

2p
;p:

Ce resultat est connu, voir [20].

Remarque 2.5.2 On considère le cas particulier k0 = 1. L�hypothèse (2:2:4) sera D(Q) �
D(H) et (2:5:1) s�écrit(

(i) u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p;

(ii) u1;x0 +H
�
ex0Q (u0 � J0) + Ix0 + Jx0

�
2 (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p:

Comme u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p � D(Q) � D(H) et J0; Ix0 ; Jx0 2 D(Q) � D(H):

De façon similaire (2:5:5) s�écrit(
(i) u0 2 (D(A); X) 1

2p
;p;

(ii) u1;x0 +H
�
ex0Q (u0 � J0) + Ix0 + Jx0

�
2 (D(A); X) 1

2p
;p:
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2.5.2 Deuxième problème

Théorème 2.5.3 Sous les hypothèses (2:2:1) � (2:2:5) et (2:2:7). Soient u0 2 X; u1;x0 2 X
et f 2 Lp(0; 1;X) avec 1 < p < +1. Le problème (2:1:2) admet une unique solution semi-
stricte si et seulement si :8><>:

u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p;

Q
�
ex0Q (u0 � J0) + Ix0 � Jx0

�
2 D(H) et

u1;x0 +HQ
�
ex0Q (u0 � J0) + Ix0 � Jx0

�
2 (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p

(2.5.6)

De plus, dans ce cas, u est donnée par (2:4:4).
Notons que :
� si x0 6= 0 alors (2:5:6) est équivalente à8><>:

u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p;

Q (Ix0 � Jx0) 2 D(H) et
u1;x0 +HQ(Ix0 � Jx0) 2 (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p:

� si x0 = 0 alors (2:5:6) sera8><>:
u0 2 (D(A); X) 1

2p
;p;

Q(u0 � 2J0) 2 D(H) et
u1;0 +HQ(u0 � 2J0) 2 (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p:

Preuve. On considère le cas x0 6= 0 (HQ
�
ex0Qv0

�
2

1T
k=1

D
�
Qk
�
). On utilise la même

méthode de la preuve du Théorème 2.5.1. Si (2.1.2) admet une solution semi-stricte u, alors,
de la Proposition 2.4.2, on a

Q
�
ex0Qv0 + Ix0 � Jx0

�
2 D(H);

et u est donnée par (2.4.4). la régularité de u est la même avec ! où

!(x) = S(x; v0; f) + S(1� x; v2; f(1� :)):

Comme u est une solution semi-stricte, on aQ2u 2 Lp(0; 1�";X), ainsi Q2! 2 Lp(0; 1�";X),
et de 6. de la Proposition 3.4 dans [28] p. 1675,(

v0 = u0 � J0 2 (D(A); X) 1
2p
;p;

v2 = u1;x0 � I1 +HQ
�
ex0Qv0 + Ix0 � Jx0

�
2 (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p;

mais I1; J0 2 (D(A); X) 1
2p
;p, voir Proposition 1:6:2, de plus, de la Remarque 2.2.1, assertion

1. et (2.2.4) 8>><>>:
Q
�
ex0Qv0

�
2

1T
k=1

D
�
Qk
�
� D (H) ;

HQ
�
ex0Qv0

�
2

1T
k=1

D
�
Qk
�
� (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p;
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donc Q (Ix0 � Jx0) 2 D (H) et(
u0 2 (D(A); X) 1

2p
;p;

u1;x0 +HQ (Ix0 � Jx0) 2 (D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p:

Inversement, de (2.5.6), comme dans la preuve du Théorème 2.5.1, il est facile de voir que u
donnée par (2.4.4) est une solution semi-stricte du (2.1.2). �

Théorème 2.5.4 Sous les hypothèses (2:2:1) � (2:2:5) et (2:2:7). Soient u0 2 X; u1;x0 2 X
et f 2 Lp(0; 1;X) avec 1 < p <1. Le problème (2:1:2) admet une unique solution stricte si
et seulement si :8><>:

u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p;

Q
�
ex0Q (u0 � J0) + Ix0 � Jx0

�
2 D(H) et

u1;x0 +HQ
�
ex0Q (u0 � J0) + Ix0 � Jx0

�
2 (D(A); X) 1

2p
;p

(2.5.7)

Notons que :
� si x0 6= 0 alors (2:5:7) est équivalente à8><>:

u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p � D(Q);

Q (Ix0 � Jx0) 2 D(H) et
u1;x0 +HQ(Ix0 � Jx0) 2 (D(A); X) 1

2p
;p:

� si x0 = 0 alors (2:5:7) sera8><>:
u0 2 (D(A); X) 1

2p
;p;

Q(u0 � 2J0) 2 D(H) et
u1;0 +HQ(u0 � 2J0) 2 (D(A); X) 1

2p
;p:

Preuve. On peut adapter la preuve du Théorème précédent. �

Remarque 2.5.3 Si on suppose que x0 = 0; on obtient les mêmes resultats obtenus par
Hammou et al [28], voir Theorem 3:6 et 3:7, p: 1677.

2.6 Inversibilité de déterminant

On décrit des situations classiques variées dans lesquelles l�inversibilté de �1 et �2 est dé-
montré.

2.6.1 Premier problème

Cas particulier

Le cas H = I: Notre Problème sera :8<:
�u00(x) + Au(x) = f(x); p.p. x 2]0; 1[
u(0) = u0
u(1)� u(x0) = u1;x0 :

(2.6.1)



2.6 Inversibilité de déterminant 39

De plus

�1 = e(1+x0)Q � e(1�x0)Q � e2Q + I

= e(1+x0)Q(I � e(1�x0)Q) + I � e(1�x0)Q

= (I + e(1+x0)Q)(I � e(1�x0)Q);

et il est connu que I+e(1+x0)Q; I�e(1�x0)Q sont inversibles (voir par exemple (5:9) dans
[32]) donc 0 2 � (�1).

Théorème 2.6.1 Sous les hypothèses (2:2:1) � (2:2:3). Soient u0 2 X; u1;x0 2 X et
f 2 Lp(0; 1;X), alors le problème (2:6:1) admet :

1. une unique solution semi-stricte u si et seulement si(
(i) u0 2 (D(A); X) 1

2p
;p;

(ii) u1;x0 2 (D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p:

2. une unique solution stricte u si et seulement si(
(i) u0 2 (D(A); X) 1

2p
;p;

(ii) u1;x0 2 (D(A); X) 1
2p
;p:

En utilisant la Proposition 3.5 dans Hammou [28] on trouve

J0; Ix0 ; Jx0 2 (D(A); X) 1
2p
;p � D(Q);

cela nous permet de simpli�er (ii) dans 1: et 2:

Remarque 2.6.1 1. Ashyralyev [3] a étudié le problème (2:6:1) dans le cadre des
espaces de Hölder, et il a démontré que ce problème est bien posé en utilisant
l�inégalité de coercivité.

2. On traite de la même manière8<:
�u00(x) + Au(x) = f(x); p.p. x 2]0; 1[
u(0) = u0
u(1) + u(x0) = u1;x0 :

avec

�1 = �e(1+x0)Q + e(1�x0)Q � e2Q + I = (I � e(1+x0)Q)(I + e(1�x0)Q):

Le cas H = �� (�Q)k ; � 2 C�f0g;Re� � 0; k 2 N
On étudie le problème 8<:

�u00(x) + Au(x) = f(x) p.p. x 2]0; 1[
u(0) = u0
u(1) + � (�Q)k u(x0) = u1;x0 :

(2.6.2)
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On a besoin d�une nouvelle hypothèse(
A est un opérateur linéaire fermé sur X, �(A) �]0;+1[ et
pour tout � 2]0; �[: sup

�2S�
k�(A+ �I)�1kL(X) < +1; (2.6.3)

où S� := fz 2 C�f0g : jarg(z)j < �g:
On va utiliser le calcul fonctionnel des opérateurs sectoriels pour inverser l�opérateur

�1 = I � e2Q � � (�Q)k (e(1+x0)Q � e(1�x0)Q):

Pour cela on étudie les fonctions F;G dé�nies sur C par8<:
F (z) = 1 +G(z)
G(z) = ��zk(e�(1+x0)z � e�(1�x0)z)� e�2z

= �zk(e�(1�x0)z � e�(1+x0)z)� e�2z;

alors �1 = F (�Q) :
On �xe "0 > 0 tel que B(0; 4"20) � �(A) et on peut adapter le Lemme 15, p. 21 dans [27] pour
obtenir :

Lemme 2.6.1 On pose S = S�=4 alors

1. F;G sont des fonctions holomorphes au voisinage de S:

2. x > 0 implique que jF (x)j > 0:
3. lim

Re z!+1;z2S
� �zk(e�(1+x0)z � e�(1�x0)z)� e�2z = 0 et alors

a. il existe x0 > 0 tel que z 2 S et Re z � x0 implique que

2 � jF (z)j � 1=2:

b. F est bornée sur S:

4. Il existe �0 2]0; �=4[ tel que F (z) 6= 0 sur

�0 = fz 2 C : Re z � "0 et jarg(z)j � �0g ;

et min
z2�0

jF (z)j = r > 0:

Preuve. Voir la preuve du Lemme 15, dans [27], on indique les petits changements dans la
preuve de l�assertion 2. et 3.
Pour l�assertion 2., on a pour x > 0

e�(1�x0)x � e�(1+x0)x � 0;

alors, comme Re� � 0, on trouve

ReF (x) =
�
1� e�2x

�
+ (Re�)xk(e�(1�x0)x � e�(1+x0)x) > 0:
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Pour l�assertion 3, on a pour z 2 S���zk(e�(1�x0)z � e�(1+x0)z)� e�2z
��

� j�j jzjk (
��e�(1+x0)z��+ ��e�(1�x0)z��) + ��e�2z��

� j�j
�p
2Re z

�k
(e�(1+x0)Re z + e�(1�x0)Re z) + e�2Re z( puisque jImzj � Rez sur S):

Comme dans [27], Lemme 16, p. 22, on déduit : �

Lemme 2.6.2 Sous l�hypothèse (2:6:3), l�opérateur �1 a un inverse borné, et

��11 = I �	(�Q) avec 	(z) = G(z)

1 +G(z)
:

Théorème 2.6.2 Sous les hypothèses (2:2:1) � (2:2:3) et (2:6:3). Soient u0 2 X; u1;x0 2 X
et f 2 Lp(0; 1;X) avec 1 < p <1. Alors le problème (2:6:2) admet :
1. une unique solution semi-stricte u si et seulement si8><>:

(i) u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p;

(ii) ex0Q (u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 D(Qk) et
u1;x0 � � (�Q)k (ex0Q (u0 � J0) + Ix0 + Jx0) 2 (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p:

Notons que, si k = 0, alors (i) et (ii) seront

u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p et u1;x0 2 (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p:

2. une unique solution stricte u si et seulement si8><>:
(i) u0 2 (D(A); X) 1

2p
;p;

(ii) ex0Q (u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 D(Qk) et
u1;x0 � � (�Q)k (ex0Q (u0 � J0) + Ix0 + Jx0) 2 (D(A); X) 1

2p
;p:

On note ici que (2:2:4) est véri�ée pour k0 = k:

Problème avec un paramètre spectral

On considère pour ! � !0 (!0 � 0 �xé), le problème :8<:
�u00(x) + Au(x) + !u(x) = f(x); p.p. x 2]0; 1[
u(0) = u0
u(1)�Hu(x0) = u1;x0

(2.6.4)

On pose A! = A+ !I et on suppose que :(
A!0 est un opérateur linéaire fermé sur X :]�1; 0] � �(A!0) et
sup
��0

k�(A!0 + �I)�1kL(X) � +1; (2.6.5)
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� 8s 2 R : (A!0)is 2 L(X) et
9c � 1; �A!0 2 ]0; �[ : k(A!0)

iskL(X) � ce�A!0 jsj;
(2.6.6)

H est un opérateur linéaire fermé sur X; (2.6.7)

�
8� 2 D(H);8� � !0 :

(A+ �I)�1� 2 D(H) et (A+ �I)�1H� = H(A+ �I)�1�;
(2.6.8)

9k0 2 N�f0g : D(Qk0!0) � D(H); (2.6.9)

où Q!0 = �(A!0)
1
2 :

Remarque 2.6.2 Pour tout ! � !0

1. A! est un opérateur linéaire fermé sur X

]�1; 0] �]�1; ! � !0] �]�1; !] � �(A!);

et
sup
��0



�(A! + �I)�1



L(X) � c0 < +1;

où c0 := sup
��0

k�(A!0 + �I)�1kL(X), ne dépend pas de !.

2. Q! = �(A!)
1
2 génère un semi-groupe analytique sur X.

3. D(Q!) = D(Q!0) et (D(A); X) 1
2p
;p = (D(A!); X) 1

2p
;p, p 2]1;+1[:

4. Grâce à Prüss et Sohr [34], Théorème 3 p. 437, l�hypothèse (2:6:6) implique que pour
tout s 2 R, (A!)is 2 L(X) et

9c � 1 : 8s 2 R;


(A!)is

L(X) � ce�A!0 jsj;

où �Aw0 (dé�ni dans (2:6:6)) et c ne dépend pas de !. De plus (A!)
1
2 2 BIP (X; �

A!0
=2):

Maintenant, on montre que �1;! = I � e2Q! + H(e(1+x0)Q! � e(1�x0)Q!), admet un inverse
borné pour ! assez grand.

Lemme 2.6.3 On suppose (2:6:5) � (2:6:9), alors il existe !� � !0 tel que pour ! � !�

l�opérateur �1;! admet un inverse borné.

Preuve. On peut adapter la preuve du lemme 4.3, p. 1680 dans [28]. On peut écrire
�1;! = I � T1;! avec T1;! = e2Q! �H(e(1+x0)Q! � e(1�x0)Q!):
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On a pour ! � !0,


Q2k0!0

Q�2k0!




L(X) � 1 + c0, alors

kT1;!kL(X)
=



H(e(1+x0)Q! + e(1�x0)Q!)� e2Q!



L(X)

=


HQ�2k0!0

Q2k0!0
Q�2k0! Q2k0! (e(1+x0)Q! + e(1�x0)Q!)� e2Q!




L(X)

=


HQ�2k0!0

Q2k0!0
Q�2k0! Q2k0! e(1+x0)Q! +HQ�2k0!0

Q2k0!0
Q�2k0! Q2k0! e(1�x0)Q! � e2Q!




L(X)

�


HQ�2k0!0




L(X)



Q2k0!0
Q�2k0!




L(X)



Q2k0! e(1+x0)Q!



L(X)

+


HQ�2k0!0




L(X)



Q2k0!0
Q�2k0!




L(X)



Q2k0! e(1�x0)Q!



L(X) +



e2Q!

L(X)
�



HQ�2k0!0




L(X) (1 + c0)



Q2k0! e(1+x0)Q!



L(X)

+


HQ�2k0!0




L(X) (1 + c0):



Q2k0! e(1�x0)Q!



L(X) +



e2Q!

L(X) ;
mais il existe c > 0 et l > 0, tel que pour tout ! � !0;m 2 f0; 2k0g ; et t 2 f1 + x0; 1� x0; 2g ;
on a 

Qm! etQ!

L(X) � ce�l

p
!;

(voir le Lemme 2.6, p. 103 dans [17]), alors il existe !� � !0 tel que pour ! � !� :

kT1;!kL(X) < 1:

et �1;! = I � T1;! admet un inverse borné. �

Théorème 2.6.3 On suppose (2:2:1) et (2:6:5) � (2:6:9). Soient u0 2 X; u1;x0 2 X et
f 2 Lp(0; 1;X) avec 1 < p < 1. Alors il existe !� � !0 tel que pour tout ! � !�; le
problème (2:6:4) admet :

1. une unique solution semi-stricte u si et seulement si8><>:
(i) u0 2 (D(A); X) 1

2p
;p;

(ii) ex0Q (u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 D(H) et
u1;x0 +H

�
ex0Q (u0 � J0) + Ix0 + Jx0

�
2 (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p,

2. une unique solution stricte u si et seulement si8><>:
(i) u0 2 (D(A); X) 1

2p
;p;

(ii) ex0Q (u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 D(H) et
u1;x0 +H

�
ex0Q (u0 � J0) + Ix0 + Jx0

�
2 (D(A); X) 1

2p
;p:

2.6.2 Deuxième problème

Cas particulier

On étudie le cas particulier H = �� (�Q)k ; � 2 C�f0g;Re� � 0; k 2 N:8<:
�u00(x) + Au(x) = f(x); p.p. x 2]0; 1[
u(0) = u0
u(1) + � (�Q)k u0(x0) = u1;x0 :

(2.6.10)
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On suppose (2:2:1); (2:6:3) et (2:2:3) et on procède comme pour le premier problème en
utilisant le calcul fonctionnel des opérateurs sectoriels pour inverser l�opérateur

�2 = I � e2Q + � (�Q)k+1 (e(1+x0)Q + e(1�x0)Q);

on pose

F2(z) = 1 +G2(z) avec G2(z) = �zk+1(e�(1+x0)z + e�(1�x0)z)� e�2z;

et encore pour x > 0 :

ReF (x) =
�
1� e�2x

�
+ (Re�)xk+1(e�(1+x0)x + e�(1�x0)x) > 0:

Finalement on trouve :

Théorème 2.6.4 On suppose (2:2:1) � (2:2:3) et (2:6:3). Soient u0 2 X; u1;x0 2 X et
f 2 Lp(0; 1;X) avec 1 < p < +1. Alors le problème (2:6:10) admet :
1. une unique solution semi-stricte u si et seulement si8><>:

(i) u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p;

(ii) ex0Qu0 � ex0QJ0 + Ix0 � Jx0 2 D(Qk+1) et
u1;x0 + � (�Q)k+1 (ex0Qu0 � ex0QJ0 + Ix0 � Jx0) 2 (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p

2. une unique solution stricte u si et seulement si8><>:
(i) u0 2 (D(A); X) 1

2p
;p;

(ii) ex0Qu0 � ex0QJ0 + Ix0 � Jx0 2 D(Qk+1) et
u1;x0 + � (�Q)k+1 (ex0Qu0 � ex0QJ0 + Ix0 � Jx0) 2 (D(A); X) 1

2p
;p

Problème avec un paramètre spectral

On considère pour ! � !0 (!0 � 0 �xé), le problème suivant :8<:
�u00(x) + Au(x) + !u(x) = f(x); p.p. x 2]0; 1[
u(0) = u0
u(1)�Hu0(x0) = u1;x0 :

(2.6.11)

Maintenant, on montre que �2;! = HQ!(e
(1+x0)Q! + e(1�x0)Q!)� e2Q! + I, admet un inverse

borné pour ! assez grand.

Lemme 2.6.4 On suppose (2:6:5) � (2:6:9), alors il existe !� � !0 tel que pour ! � !�

l�opérateur �2;! admet un inverse borné.
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Preuve. On pose T2;! = �HQ!(e(1+x0)Q! + e(1�x0)Q!) + e2Q! et on procède comme dans le
Lemme 2.6.3. On a

kT2;!kL(X)
=



HQ!(e(1+x0)Q! + e(1�x0)Q!)� e2Q!



L(X)

=


HQ�2k0!0

Q2k0!0
Q�2k0! Q2k0+1! (e(1+x0)Q! + e(1�x0)Q!)� e2Q!




L(X)

�


HQ�2k0!0




L(X) :



Q2k0!0
Q�2k0!




L(X) :



Q2k0+1! e(1+x0)Q!



L(X)

+


HQ�2k0!0




L(X) :



Q2k0!0
Q�2k0!




L(X) :



Q2k0+1! e(1�x0)Q!



L(X) +



e2Q!

L(X)
�



HQ�2k0!0




L(X) :(1 + c0)



Q2k0+1! e(1+x0)Q!



L(X)

+


HQ�2k0!0




L(X) :(1 + c0):



Q2k0+1! e(1�x0)Q!



L(X) +



e2Q!

L(X)
alors il existe !� � !0 tel que pour ! � !�; kT2;!kL(X) < 1 ce qui montre que �2;! = I � T2;!
admet un inverse borné. �

Théorème 2.6.5 Sous les hypothèses (2:2:1) et (2:6:5) � (2:6:9). Soient u0 2 X; u1;x0 2 X
et f 2 Lp(0; 1;X) avec 1 < p < +1. Alors il existe !� � !0 tel que pour ! � !�; le problème
(2:6:11) admet :

1. une unique solution semi-stricte u si et seulement si8><>:
(i) u0 2 (D(A); X) 1

2p
;p;

(ii) Q!(ex0Q!u0 � ex0Q!J0 + Ix0 � Jx0) 2 D(H) et
u1;x0 +HQ!(e

x0Q!u0 � ex0Q!J0 + Ix0 � Jx0) 2 (D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p,

2. une unique solution stricte u si et seulement si8><>:
(i) u0 2 (D(A); X) 1

2p
;p;

(ii) Q!(ex0Q!u0 � ex0Q!J0 + Ix0 � Jx0) 2 D(H) et
u1;x0 +HQ!(e

x0Q!u0 � ex0Q!J0 + Ix0 � Jx0) 2 (D(A); X) 1
2p
;p:

2.7 Applications

2.7.1 Exemple :

On considère l�espace UMD X = Lq(R); 1 < q < +1 et on dé�nit les deux opérateurs
linéaires fermés A et H comme suit :�

D(A) =W 2;q(R);
Au = ��u00; u 2 D(A); et

�
D(H) =W 1;q(R);
Hu = �u0; u 2 D(H):

avec � > 0; � 2 C:
On �xe !0 � 0 alors A!0 = A + !0I véri�e les deux hypothèses (2:6:5) et (2:6:6) (voir le
Théorème C, p. 167, dans Prüss et Sohr [35]).
De plus l�hypothèse (2:6:9) est véri�ée pour k0 = 2, et aussi (2:6:8).
Alors on peut appliquer le Théorème 2:6:3, pour trouver :
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Théorème 2.7.1 Soient u0; u1;x0 2 Lq(R) et f 2 Lp(0; 1;Lq(R)) avec 1 < p; q < +1:
Alors, il existe !� � !0 tel que pour tout ! � !� le problème8>><>>:

�@
2u

@2x
(x; y)� �

@2u

@y2
(x; y) + !u(x; y) = f(x; y); p.p. x 2]0; 1[; y 2 R

u(0; y) = u0(y); p.p. y 2 R
u(1; y)� � @u

@y
(x0; y) = u1;x0(y); p.p. y 2 R;

(2.7.1)

admet :

1. une unique solution semi-stricte si et seulement si8><>:
(i) u0 2 (W 2;q(R); Lq(R)) 1

2p
;p;

(ii) ex0Q(u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 W 1;q(R) et
u1;x0 +H(ex0Q(u0 � J0) + Ix0 + Jx0) 2 (W 2;q(R); Lq(R)) 1

2p
+ 1
2
;p,

2. une unique solution stricte si et seulement si8><>:
(i) u0 2 (W 2;q(R); Lq(R)) 1

2p
;p;

(ii) ex0Q(u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 W 1;q(R) et
u1;x0 +H(ex0Q(u0 � J0) + Ix0 + Jx0) 2 (W 2;q(R); Lq(R)) 1

2p
;p.

De façon similaire on peut appliquer le Théorème 2:6:5, on trouve

Théorème 2.7.2 Soient u0; u1;x0 2 Lq(R) et f 2 Lp(0; 1;Lq(R)) avec 1 < p; q < +1:
Alors, il existe !� � !0 tel que pour tout ! � !� le problème8>><>>:

�@
2u

@2x
(x; y)� �

@2u

@y2
(x; y) + !u(x; y) = f(x; y); p.p. x 2]0; 1[; y 2 R

u(0; y) = u0(y); p.p. y 2 R
u(1; y)� � @2u

@y@x
(x0; y) = u1;x0(y); p.p. y 2 R;

(2.7.2)

admet :

1. une unique solution semi-stricte si et seulement si8><>:
(i) u0 2 (W 2;q(R); Lq(R)) 1

2p
;p;

(ii) Q!(ex0Q!(u0 � J0) + Ix0 � Jx0) 2 W 1;q(R) et
u1;x0 +HQ!(e

x0Q!(u0 � J0) + Ix0 � Jx0) 2 (W 2;q(R); Lq(R)) 1
2p
+ 1
2
;p.

2. une unique solution stricte si et seulement si8><>:
(i) u0 2 (W 2;q(R); Lq(R)) 1

2p
;p;

(ii) Q!(ex0Q!(u0 � J0) + Ix0 � Jx0) 2 W 1;q(R) et
u1;x0 +HQ!(e

x0Q!(u0 � J0) + Ix0 � Jx0) 2 (W 2;q(R); Lq(R)) 1
2p
;p.

On note ici que l�espace d�interpolation (W 2;q(R); Lq(R)) 1
2p
;p coincide avec l�espace de

Besov B2�1=pq;p (R), voir Grisvard [24], Teorema 7, p. 681 et aussi (W 2;q(R); Lq(R)) 1
2p
+ 1
2
;p =

B1�1=pq;p (R):



Chapitre 3

Problème aux limites (cas B génère
un groupe)

3.1 Position du problème

Soit x0 2 [0; 1[; on considère les deux problèmes suivants dans un espace de Banach complexe
X : 8<:

�u00(x)� 2Bu0(x) + Au(x) = f(x) p.p. x 2]0; 1[
u(0) = u0
u(x0) 2 D(H) et u(1)�Hu(x0) = u1;x0 ;

(3.1.1)

8<:
�u00(x)� 2Bu0(x) + Au(x) = f(x) p.p. x 2]0; 1[
u(0) = u0
u0(x0) 2 D(H) et u(1)�Hu0(x0) = u1;x0 ;

(3.1.2)

avec f 2 Lp(0; 1;X), u0; u1;x0 2 X, A;B et H sont des opérateurs linéaires fermés sur X.

3.2 Hypothèses

� Hypothèse UMD
X est un espace UMD: (3.2.1)

� Hypothèse d�ellipticité8<:
A+B2 est un opérateur linéaire fermé dans X,
]�1; 0] � �(A+B2) et
9C > 0 : 8� 2 �(�(A+B2)); k�(�I + A+B2)�1kL(X) � C:

(3.2.2)

� Hypothèse BIP �
Pour tout s 2 R : (A+B2)is 2 L(X) et
9c > 1;9� 2 ]0; �[ : k(A+B2)iskL(X) � ce�jsj:

(3.2.3)
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� Hypothèses de commutativité�
8� 2 D(H);8� 2 �(�(A+B2)) : (A+B2 + �I)�1� 2 D(H) et
(A+B2 + �I)�1H� = H(A+B2 + �I)�1�;

(3.2.4)

8� 2 � (B) ;
�
A+B2

��1
(B � �I)�1 = (B � �I)�1

�
A+B2

��1
; (3.2.5)

�
8� 2 D(H);8� 2 � (B) : (B � �I)�1� 2 D(H) et
(B � �I)�1H� = H(B � �I)�1�:

(3.2.6)

� Hypothèse sur B

B génère un groupe fortement continu (G(x))x2R dans X: (3.2.7)

� Hypothèses d�inclusion
D((A+B2)

1
2 ) � D(B): (3.2.8)

9k1 2 N : D((A+B2)k1) � D(H): (3.2.9)

� Hypothèse sur l�opérateur �1 et �2
On dé�nit les opérateurs �1 et �2 par�

�1 = HG(1� x0)(e
(1+x0)Q � e(1�x0)Q)� e2Q + I;

�2 = HG(1� x0)Q(e(1+x0)Q + e(1�x0)Q)� e2Q + I;

avec Q = �(A+B2)
1
2 , et on suppose que

0 2 �(�1); (3.2.10)

et

0 2 �(�2): (3.2.11)

Remarque 3.2.1

1. Si �(H) 6= ; ou D(A+B2) � D(H) alors on peut remplacer (3:2:4) par l�une des deux
assertions suivantes :

� 8� 2 D(H);9�0 2 �(�(A+B2)) : (A+B2 + �0I)
�1� 2 D(H) et

(A+B2 + �0I)
�1H� = H(A+B2 + �0I)

�1�:

� 8� 2 D(H) : (A+B2)�1� 2 D(H) et (A+B2)�1H� = H(A+B2)�1�:

2. On peut remplacer l�hypothèse (3:2:5) par l�une des deux assertions suivantes :

� 8� 2 � (B) ;8� 2 � (�(A+B2)) :�
A+B2 + �I

��1
(B � �I)�1 = (B � �I)�1

�
A+B2 + �I

��1
:
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� 9�0 2 �(B) : (A+B2)
�1
(B � �0I)

�1 = (B � �0I)
�1 (A+B2)

�1
:

3. Soient � 2 D(A+B2) et y 2 R, alors G(y)� 2 D(A+B2) et

(A+B2)G(y)� = G(y)(A+B2)�:

4. Sous les hypothèses (3:2:2); (3:2:4); (3:2:6) et (3:2:7) on a pour � 2 D(H); x � 0 et
y 2 R �

(i) HexQ� = exQH�;
(ii) HG(y)� = G(y)H�:

Pour (i), on utilisera

8x � 0; exQ = lim
n!+1

�
I � x

n
Q
��n

(voir Kato [30], p. 481) alors pour x > 0 et � 2 D(H), on trouve

exQH� = lim
n!+1

�
I � x

n
Q
��n

H�

= lim
n!+1

�n
x

�n �n
x
I �Q

��n
H�

= lim
n!+1

H
�n
x

�n �n
x
I �Q

��n
�;

on pose yn =
�
n
x

�n �n
x
I �Q

��n
� donc on a�

yn �! exQ�;
Hyn �! exQH�;

et comme l�opérateur H est fermé donc lim
n!+1

Hyn = HexQ� = exQH�:

Pour (ii) on a (G(y))y�0 est un semi-groupe fortement continu de générateur in�nité-
simal B, donc

G(y)H� = lim
n!+1

�
I � y

n
B
��n

H�; y > 0

= lim
n!+1

�
n

y

�n�
n

y
I �B

��n
H�; y > 0

= lim
n!+1

H

�
n

y

�n�
n

y
I �B

��n
�; y > 0

= HG(y)�; y > 0;

puisque H est un opérateur fermé.
Et on a (G(�y))y�0 est un semi-groupe fortement continu de générateur in�nitésimal
�B, on utilise les même étapes on trouve

G(�y)H� = HG(�y)�; y � 0:

Finalement, on obtient
G(y)H� = HG(y)�; y 2 R:
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5. Sous les hypothèses (3:2:2) et (3:2:3) on a A + B2 2 BIP (X; �) et 0 2 �(A + B2), de
plus on a

�Q = (A+B2)
1
2 2 BIP (X; �=2):

Lemme 3.2.1 Soient � 2 D(H) et � 2 �(�(A+B2)), alors

(�I + A+B2)�1HG(1� x0)� = HG(1� x0)(�I + A+B2)�1�:

Preuve. Soit � 2 D(H), alors on a G(1� x0)� 2 D(H) et

(�I + A+B2)�1HG(1� x0)�

= H(�I + A+B2)�1G(1� x0)� d�après l�hypothèse (3.2.4)

= HG(1� x0)(�I + A+B2)�1� d�après l�hypothèse (3.2.5).

�
Pour les deux lemmes suivants, on pose r0 = 1�x0

2
:

Lemme 3.2.2 Sous les hypothèses (3:2:2)� (3:2:10), on pose

W1 = �
�1
1 [HG(1� x0)(e

(r0+2x0)Q � er0Q)� e(2�r0)Q];

alors W1 2 L(X), W1Q�1 = Q�1W1et ��11 = I � er0QW1.

Lemme 3.2.3 Sous les hypothèses (3:2:2)� (3:2:9) et (3:2:11), on pose

W2 = �
�1
2 [HG(1� x0)Q(e(r0+2x0)Q + er0Q)� e(2�r0)Q];

alors W2 2 L(X), W2Q�1 = Q�1W2et ��12 = I � er0QW2.

Dé�nition 3.2.1 On dit que la solution u de notre problème (le problème (3:1:1) où (3:1:2))
est :

1. Stricte si : u véri�e notre problème, et

u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A)) et u0 2 Lp(0; 1;D(B)):

2. Semi-stricte si : u véri�e notre problème, et 8" 2]0; 1[:

u 2 W 2;p(0; 1� ";X) \ Lp(0; 1� ";D(A)) et u0 2 Lp(0; 1� ";D(B)) \ Lp(0; 1;X):

3.3 Représentation de la solution

3.3.1 Premier problème

Remarque 3.3.1 Soit h 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < +1. On pose

h1 (x) = G (x)h (x) et h2 (x) = G (�x)h (x) ; p.p. x 2]0; 1[;

alors h1; h2 2 Lp(0; 1;X), en e¤et, vu l�hypothèse (3:2:7) on a

9C > 0;9� � 0;8x 2 R : kG(x)k � Ce�jxj:

d�où �
kh1 (x)k = kG(x)h(x)k � Ce�x kf(x)k ; p.p. x 2]0; 1[
kh2 (x)k = kG(�x)h(x)k � Ce�x kf(x)k ; p.p. x 2]0; 1[:
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Lemme 3.3.1

1. Si v est une solution semi-stricte (resp. stricte) du problème8<:
�v00(x) +Av(x) = g(x) p.p. x 2]0; 1[
v(0) = u0
v(x0) 2 D(H) et v(1)�Hv(x0) = v1;x0 ;

(3.3.1)

où 8>><>>:
g(x) = G(x)f(x);
A = A+B2;
H = HG(1� x0);
v1;x0 = G(1)u1;x0 :

alors u dé�nie par u(x) = G(�x)v(x) une solution semi-stricte (resp. stricte) du pro-
blème (3:1:1) satisfaisant de plus�

8" 2]0; 1[: u 2 Lp(0; 1� ";D(A+B2)) et Bu 2 Lp(0; 1;X)
(resp. u 2 Lp(0; 1;D(A+B2)))

(3.3.2)

(noter que si u 2 Lp(0; 1;D(A+B2)) alors Bu = B (A+B2)
�1
(A+B2)u 2 Lp(0; 1;X)).

2. Réciproquement, si u une solution semi-stricte (resp. stricte) du problème (3:1:1) satis-
faisant de plus (3:3:2) alors v dé�nie par v(x) = G(x)u(x) est une solution semi-stricte
(resp. stricte) du problème (3:3:1).

Preuve

1. Si v est une solution semi-stricte du problème (3:3:1) alors pour u dé�nie par

u(x) = G(�x)v(x);

on a �
u0(x) = �BG(�x)v(x) +G(�x)v0(x)
u00(x) = B2G(�x)v(x)� 2BG(�x)v0(x) +G(�x)v00(x); (3.3.3)

d�où

�u00(x)� 2Bu0(x) + Au(x) = �G(�x)[(B2v(x)� 2Bv0(x) + v00(x))
+2B(�Bv(x) + v0(x))� Av(x)]

= �G(�x) [v00(x)� (B2 + A)v(x)]
= �G(�x) [v00(x)�Av(x)]
= f(x):

(3.3.4)

De plus u (0) = G(0)v(0) = u0, et comme v(x0) 2 D(H) on déduit que u(x0) 2 D(H),
donc

u(1)�Hu(x0) = G(�1)v(1)�H(G(�x0)v(x0))
= G(�1)(G(1)u1;x0 +HG(1� x0)v(x0))�HG(�x0)v(x0)
= G(�1)(G(1)u1;x0 +Hv(x0))�G(�1)Hv(x0)
= u1;x0 :
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Donc formellement u est bien solution du Problème (3:1:1). Il reste và véri�er que u à
la bonne régularité.
Notons que comme dans le chapitre précédent, la solution du problème (3:3:1) s�écrit
sous la forme

v(x) = exQv0 + e(1�x)Qv1 + Ix + Jx + exQeQw1 + e(1�x)Qer0Qw1; (3.3.5)

avec 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

Q = �(A) 12
Ix = �1

2
Q�1 R x

0
e(x�s)Qg(s)ds et Jx = �1

2
Q�1 R 1

x
e(s�x)Qg(s)ds;

v0 = u0 � J0;
v1 = v1;x0 � I1 +H(ex0Qv0 + Ix0 + Jx0);
w1 = �W1v1 � e(1�r0)Q��11 v0;
w1 = �v1 � er0Qw1;
W1 = �

�1
1 [H(e(r0+2x0)Q � er0Q)� e(2�r0)Q]:

Puisque v est une solution semi-stricte de (3:3:1), on a pour " 2]0; 1[

v 2 W 2;p(0; 1� ";X) \ Lp(0; 1� ";D(A+B2)) \W 1;p(0; 1;X):

De plus, en étudiant (3:3:5) on voit que Qv0 et v00 sont composés (au signe près) des
mêmes termes et ont donc la même régularité d�où

Qv0 2 Lp(0; 1� ";X);

De même Qv et v0 ont la même régularité donc

Qv 2 Lp(0; 1;X):

En�n, d�après (3:2:8) on a BQ�1 2 L (X), on a aussi B2 (A+B2)
�1 2 L (X) donc8<:

Bv0 = BQ�1Qv0 2 Lp(0; 1� ";X)
Bv = BQ�1Qv 2 Lp(0; 1;X)
B2v = B2 (A+B2)

�1
(A+B2) v 2 Lp(0; 1� ";X):

En utilisant (3:3:3) et la Remarque 3:3:1, on déduit des régularités précédentes que :�
u 2 W 2;p(0; 1� ";X) \ Lp(0; 1� ";D(A+B2)) \W 1;p(0; 1;X)
Bu 2 Lp(0; 1;X); Bu0 2 Lp(0; 1� ";X))

Finalement u est une solution semi-stricte du problème (3:1:1) satisfaisant de plus
(3:3:2) :

Si v est une solution stricte de (3:3:1), on a

v 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A+B2)):

De plus, on peut déduire que
Qv0 2 Lp(0; 1;X):
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Et comme BQ�1; B2 (A+B2)
�1 2 L (X), on a�

Bv0 = BQ�1Qv0 2 Lp(0; 1;X);
B2v = B2 (A+B2)

�1
(A+B2) v 2 Lp(0; 1;X):

Donc d�après (3:3:3) et la Remarque 3:3:1, on trouve :

u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A+B2)); Bu0 2 Lp(0; 1;X))

Finalement, on obtient u est une solution stricte du problème (3:1:1) satisfaisant de
plus (3:3:2) :

2. Si u une solution semi-stricte du problème (3:1:1) satisfaisant de plus (3:3:2) alors on
montre comme au 1. que v dé�nie par

v(x) = G(x)u(x);

est solution formelle de (3:3:1) car on a�
v0(x) = BG(x)u(x) +G(x)u0(x)
v00(x) = B2G(x)u(x) + 2BG(x)u0(x) +G(x)u00(x):

De u 2 W 2;p(0; 1� ";X) on déduit

v 2 W 2;p(0; 1� ";X):

De u 2 Lp(0; 1� ";D(A+B2) on déduit, en utilisant le point 3 de la Remarque 3:2:1,
que

v 2 Lp(0; 1� ";D(A+B2)):

En�n u0; Bu 2 Lp(0; 1;X) donc v 2 W 1;p(0; 1;X):

Finalement v est une solution semi-stricte du problème (3:3:1).
On montre de même que si u une solution stricte du problème (3:1:1) satisfaisant de
plus (3:3:2) alors v est une solution stricte du problème (3:3:1).

3.3.2 Deuxième problème

Pour le problème (3:1:2), on fait les mêmes étapes pour éliminer le terme �Bu0 de l�équation.
Dans ce cas on ne peut pas ramener son étude à celle du problème (2:1:2), mais on peut le
ramener à un autre problème (un peut plus compliqué que (2:1:2)). On pose8<:

v(x) = G(x)u(x);
g(x) = G(x)f(x);
A = A+B2:

(3.3.6)

D�après (3:3:4) et (3:3:6), on a : u est une solution de l�équation �u00 � 2Bu0 +Au = f , si et
seulement si, v est une solution de l�équation �v00 +Av = g:
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Pour les conditions aux limites, on a v(0) = u(0) = u0, et on pose�
H = HG(1� x0);
v1;x0 = G(1)u1;x0 ;

donc u véri�e la condition aux limite u(1) �Hu0(x0) = u1;x0, si et seulement si, v véri�e la
condition v(1)�H[v0(x0)�Bv(x0)] = v1;x0, car sous l�hypothèse (3:2:6) et (3:2:7), on a

u(1)�Hu0(x0) = G(�1)v(1)�H[�BG(�x0)v(x0) +G(�x0)v0(x0)]
= G(�1) (v(1)�H [v0(x0)�Bv(x0)])

On trouve �nalement le problème suivant :8<:
�v00(x) +Av(x) = g(x) p.p. x 2]0; 1[

v(0) = u0
v(1)�H[v0(x0)�Bv(x0)] = v1;x0 x0 2 [0; 1[:

(3.3.7)

Sous les hypohèses (3:2:1)� (3:2:9) et (3:2:11), si v est une solution semi-stricte du problème
(3:3:7), alors

v(x) = exQ�0 + e(1�x)Q�1 + Ix + Jx;
avec

Ix = �
1

2
Q�1

Z x

0

e(x�s)Qg(s)ds et Jx = �
1

2
Q�1

Z 1

x

e(s�x)Qg(s)ds:

Et on a �
v(0) = u0
v0(x0)�Bv(x0) 2 D(H) et v(1)�H[v0(x0)�Bv(x0)] = v1;x0 :

Pour tout x 2 [0; 1[; on a

v0(x) = QexQ�0 �Qe(1�x)Q�1 +QIx �QJ x;

alors 8>><>>:
v(0) = �0 + eQ�1 + J0 = u0;
v(1) = eQ�0 + �1 + I1;
v(x0) = ex0Q�0 + e(1�x0)Q�1 + Ix0 + Jx0 ;
v0(x0) = Qex0Q�0 �Qe(1�x0)Q�1 +QIx0 �QJ x0 :

Si on pose v0 = u0 � J0, on a �0 = v0 � eQ�1, et

v(1) = eQv0 + I1 + (I � e2Q)�1;

et

v(x0) = ex0Q�0 + e(1�x0)Q�1 + Ix0 + Jx0
= ex0Q(v0 � eQ�1) + e(1�x0)Q�1 + Ix0 + Jx0
= ex0Qv0 + Ix0 + Jx0 + T0�1;
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où T0 = e(1�x0)Q � e(1+x0)Q. Et on a

v0(x0) = Qex0Q(v0 � eQ�1)�Qe(1�x0)Q�1 +QIx0 �QJ x0

= �Q(e(1+x0)Q + e(1�x0)Q)�1 +Qex0Qv0 +QIx0 �QJ x0

= Qex0Qv0 +QIx0 �QJ x0 + U0�1;

où U0 = �Q(e(1+x0)Q + e(1�x0)Q). Alors

v0(x0)�Bv(x0) = (Q�B)ex0Qv0 + (Q�B)Ix0 � (Q+B)Jx0 + (U0 �BT0)�1 2 D(H):

Comme on a (U0 �BT0)�1 2 D(H), donc

v1;x0 = v(1)�H[v0(x0)�Bv(x0)]

= eQv0 + I1 + (I � e2Q)�1
�H[(Q�B)ex0Qv0 + (Q�B)Ix0 � (Q+B)Jx0 + (U0 �BT0)�1]

= [�H(U0 �BT0) + (I � e2Q)]�1
+eQv0 + I1 �H[(Q�B)ex0Qv0 + (Q�B)Ix0 � (Q+B)Jx0 ]

= �2�1 + eQv0 + I1 �H[(Q�B)ex0Qv0 + (Q�B)Ix0 � (Q+B)Jx0 ];

avec

�2 = [�H(U0 �BT0) + (I � e2Q)]

= HG(1� x0)Q(e(1+x0)Q + e(1�x0)Q)� e2Q + I;

si on prend

v2 = v1;x0 � I1 +H[(Q�B)ex0Qv0 + (Q�B)Ix0 � (Q+B)Jx0 ];

on trouve
�2�1 = v2 � eQv0;

alors de l�hypothèse (3:2:11) et le Lemme 3:2:3 , on a

�1 = �
�1
2 v2 � eQ��12 v0 = v2 � er0QW2v2 � eQ��12 v0 = v2 + er0Qw2;

où w2 = �W2v2 � e(1�r0)Q��12 v0. De plus

�0 = v0 � eQ(v2 + er0Qw2) = v0 + eQw2;

avec w2 = �v2 � er0Qw2. Alors v s�écrit

v(x) = exQv0 + e(1�x)Qv2 + Ix + Jx + exQeQw2 + e(1�x)Qer0Qw2:

Finalement on trouve le résultat :
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Proposition 3.3.1 Sous les hypothèses (3:2:2) � (3:2:9) et (3:2:11). Si v est une solution
semi-stricte du problème (3:3:7) alors

(Q�B)ex0Qv0 + (Q�B)Ix0 � (Q+B)Jx0 2 D(H); (3.3.8)

et v est uniquement determinée par la formule suivante :

v(x) = S(x; v0; g) + S(1� x; v2; g(1� �)) +R2(x); (3.3.9)

où

v0 = u0 � J0; v2 = v1;x0 � I1 +H[(Q�B)ex0Qv0 + (Q�B)Ix0 � (Q+B)Jx0 ]

et R2 est la partie regulière de u, charactérisée par8>>>><>>>>:
R2 (x) = exQeQw2 + e(1�x)Qer0Qw2 avec
w2 = �W2v2 � e(1�r0)Q��12 v0;
w2 = �v2 � er0Qw2;
W2 = �

�1
2

�
HG(1� x0)Q(e(r0+2x0)Q + er0Q)� e(2�r0)Q

�
;

�2 = I � e2Q +HG(1� x0)Q(e(1+x0)Q + e(1�x0)Q):

3.4 Résultats principaux

3.4.1 Premier problème

Théorème 3.4.1 Sous les hypothèses (3:2:1) � (3:2:10), le problème (3:1:1) admet une
unique solution semi-stricte avec u 2 Lp(0; 1 � ";D(A + B2));8" 2]0; 1[ si et seulement
si : 8><>:

(i) u0 2 (D(A+B2); X) 1
2p
;p;

(ii) ex0Qu0 � ex0QJ0 + Ix0 + Jx0 2 D(H) et
G(1)u1;x0 +HG(1� x0)(e

x0Qu0 � ex0QJ0 + Ix0 + Jx0) 2 (D(A+B2); X) 1
2p
+ 1
2
;p:

(3.4.1)
De plus

� si x0 6= 0, alors (ii) devient Ix0 + Jx0 2 D(H) et G(1)u1;x0 +HG(1 � x0)(Ix0 + Jx0) 2
(D(A+B2); X) 1

2p
+ 1
2
;p:

� si x0 = 0, alors (ii) devient u0 2 D(H) et G(1)u1;0 +HG(1)u0 2 (D(A+B2); X) 1
2p
+ 1
2
;p:

Preuve. D�après le Théorème (2.5.1) du chapitre 2, le problème (3.3.1) admet une solution
semi-stricte v (c-à-d v 2 W 2;p(0; 1� ";X) \ Lp(0; 1� ";D(A + B2)) et v 2 W 1;p(0; 1;X)) si
et seulement si, la condition (3.4.1) est véri�ée.
D�après le lemme 3.3.1, on a u dé�nie par u(x) = G(�x)v(x) est une solution semi-stricte du
problème (3.1.1) satisfaisant de plus, 8" 2]0; 1[

u 2 Lp(0; 1� ";D(A+B2)) et Bu 2 Lp(0; 1;X):

�
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Remarque 3.4.1 Si on a le Théorème 3:4:1, alors l�unique solution semi-stricte véri�e de
plus

Qu0 2 Lp(0; 1� ";X):

Théorème 3.4.2 Sous les hypothèses (3:2:1) � (3:2:10), le problème (3:1:1) admet une
unique solution stricte avec u 2 Lp(0; 1;D(A+B2)) si et seulement si :8><>:

(i) u0 2 (D(A+B2); X) 1
2p
;p;

(ii) ex0Qu0 � ex0QJ0 + Ix0 + Jx0 2 D(H) et
G(1)u1;x0 +HG(1� x0)

�
ex0Qu0 � ex0QJ0 + Ix0 + Jx0

�
2 (D(A+B2); X) 1

2p
;p:

(3.4.2)

De plus

� si x0 6= 0, alors (ii) devient Ix0 + Jx0 2 D(H) et G(1)u1;x0 +HG(1 � x0) (Ix0 + Jx0) 2
(D(A+B2); X) 1

2p
;p:

� si x0 = 0, alors (ii) devient u0 2 D(H) et G(1)u1;0 +HG(1)u0 2 (D(A+B2); X) 1
2p
;p:

Preuve. D�après le Théorème (2.5.2) du chapitre 2, le problème (3.3.1) admet une solution
stricte (c-à-d v 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A+B2))) si et seulement si, la condition (3.4.2)
est véri�ée.
D�après le Lemme 3.3.1, on a u dé�nie par u(x) = G(�x)v(x) est une solution stricte du
problème (3.1.1) satisfaisant de plus

u 2 Lp(0; 1;D(A+B2)):

�

Remarque 3.4.2 Si on a le Théorème 3:4:2, alors l�unique solution stricte véri�e de plus

Qu0 2 Lp(0; 1;X):

3.4.2 Deuxième problème

Théorème 3.4.3 Sous les hypothèses (3:2:1) � (3:2:9) et (3:2:11), soient f 2 Lp(0; 1;X); 1 <
p <1 et u0 2 (D(A); X) 1

2p
;p, alors le problème (3:3:7) admet une unique solution :

- Semi-stricte si et seulement si : (Q�B)ex0Q(u0�J0)+ (Q�B)Ix0 � (Q+B)Jx0 2 D(H)
et

v1;x0 +H
�
(Q�B)ex0Q(u0 � J0) + (Q�B)Ix0 � (Q+B)Jx0

�
2 (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p:

(3.4.3)

- Stricte si et seulement si : (Q�B)ex0Q(u0 � J0) + (Q�B)Ix0 � (Q+B)Jx0 2 D(H) et

v1;x0 +H
�
(Q�B)ex0Q(u0 � J0) + (Q�B)Ix0 � (Q+B)Jx0

�
2 (D(A); X) 1

2p
;p:

(3.4.4)

De plus,
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� si x0 6= 0, alors (Q�B)Ix0 � (Q+B)Jx0 2 D(H) et (3:4:3) devient

v1;x0 +H [(Q�B)Ix0 � (Q+B)Jx0 ] 2 (D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p:

� si x0 = 0, alors (Q�B)u0 � 2QJ 0 2 D(H) et (3:4:3) devient

v1;0 +HG(1) [(Q�B)u0 � 2QJ 0] 2 (D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p:

La même chose pour (3:4:4).

Preuve. On considère le cas x0 6= 0 (HQ
�
ex0Qv0

�
2

1T
k=1

D
�
Qk
�
). La même méthode comme

dans la preuve du Théorème 2.5.1. Si (3.3.7) admet une solution semi-stricte v, alors, de la
Proposition 3.3.1, on a

(Q�B)ex0Qv0 + (Q�B)Ix0 � (Q+B)Jx0 2 D(H);

et v est donnée par (3.3.9). la régularité de v est la même avec !, où

!(x) = S(x; v0; g) + S(1� x; v2; g(1� :)):

Comme u est une solution semi-stricte, on aQ2v 2 Lp(0; 1�";X), ainsiQ2! 2 Lp(0; 1�";X),
et de 6. de la Proposition 3.4 dans [28] p. 1675,(

v0 = u0 � J0 2 (D(A); X) 1
2p
;p;

v2 = v1;x0 � I1 +H[(Q�B)
�
ex0Qv0 + Ix0

�
� (Q+B)Jx0 ] 2 (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p;

mais I1; J0 2 (D(A); X) 1
2p
;p, voir Proposition 3.5 dans Hammou [28] p. 1676, de plus, de

(3.2.9), (3.2.8), (3.2.4) et (3.2.5), on a8>><>>:
(Q�B)

�
ex0Qv0

�
2

1T
k=1

D
�
Qk
�
� D (H) ;

H(Q�B)
�
ex0Qv0

�
2

1T
k=1

D
�
Qk
�
� (D(A); X) 1

2p
+ 1
2
;p;

donc [(Q�B)Ix0 � (Q+B)Jx0 ] 2 D (H) et(
u0 2 (D(A); X) 1

2p
;p;

v1;x0 +H[(Q�B)Ix0 � (Q+B)Jx0 ] 2 (D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p:

Inversement, de (3.4.3), comme dans la preuve du Théorème 2.5.1, il est facile de voir que u
donnée par (3.3.9) est une solution semi-stricte du (3.3.7).
Pour la solution stricte, de la même manière, ici on utilise 3. de la Proposition 3.4, p. 1675
dans Hammou [28]. �

Lemme 3.4.1 Soit v une solution semi-stricte (resp. stricte) du problème (3:3:7), alors :

Qv0 2 Lp(0; 1� ";X) et Qv 2 Lp(0; 1;X) (resp. Qv0 2 Lp(0; 1;X)):
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Preuve. On peut utiliser la Proposition 3.4 dans [28]. �

Théorème 3.4.4 Sous les hypothèses (3:2:1) � (3:2:9) et (3:2:11), soient f 2 Lp(0; 1;X),1 <
p < +1, u0 2 (D(A+B2); X) 1

2p
;p et

(Q�B)ex0Q(u0 � J0) + (Q�B)Ix0 � (Q+B)Jx0 2 D(H);

alors le problème (3:1:2) admet une unique solution semi-stricte avec u 2 Lp(0; 1� ";D(A+
B2));8" 2]0; 1[ si et seulement si la condition (3:4:3) est véri�ée.

Preuve. D�après le Théorème 3.4.3, le problème (3.3.7) admet une solution semi-stricte
(c-à-d v 2 W 2;p(0; 1 � ";X) \ Lp(0; 1 � ";D(A + B2)) et v 2 W 1;p(0; 1;X)) si et seulement
si, la condition (3.4.3) est véri�ée.
Pour montrer que la solution du problème (3.1.2) est semi-stricte il su¢ t de montrer que
Au 2 Lp(0; 1� ";X), u0 2 Lp(0; 1� ";D(B)) et u0 2 Lp(0; 1;X): Et on a

(A+B2)u(:) = G(�:)(A+B2)v(:) 2 Lp(0; 1� ";X):

D�autre part
B2v(x) = B2Q�2(A+B2)v(x) 2 Lp(0; 1� ";X);

puisque B2Q�2 2 L(X); et v 2 Lp(0; 1� ";D(A+B2)), donc

Au 2 Lp(0; 1� ";X):

Et on a
u0 = G(�:)(�Bv + v0);

et
Bv0(x) = BQ�1Qv0(x);

comme BQ�1 2 L(X); et d�après le Lemme 3.4.1, on a Qv0 2 Lp(0; 1� ";X); on trouve donc
Bv0 2 Lp(0; 1� ";X); donc

Bu0 = G(�:)(�B2v +Bv0) 2 Lp(0; 1� ";X):

Maintenant on montre que u0 2 Lp(0; 1;X), on a

u0 = G(�:)(�Bv + v0);

d�autre part on a v0 2 Lp(0; 1;X), donc il su¢ t de montrer que Bv 2 Lp(0; 1;X)

Bv = BQ�1Qv 2 Lp(0; 1;X);

puisque BQ�1 2 L(X); et Qv 2 Lp(0; 1;X) (voir le Lemme 3.4.1) , donc

u0 2 Lp(0; 1;X):

Alors u 2 W 2;p(0; 1� ";X) \ Lp(0; 1� ";D(A)), u0 2 Lp(0; 1� ";D(B)) et u0 2 Lp(0; 1;X);
donc u est une solution semi-stricte du problème (3.1.2). �



3.5 Problème avec un paramètre spectral 60

Remarque 3.4.3 Si on a le Théorème 3:4:4, alors l�unique solution semi-stricte véri�e de
plus

Qu0 2 Lp(0; 1� ";X):

Théorème 3.4.5 Sous les hypothèses (3:2:1) � (3:2:9) et (3:2:11), soient f 2 Lp(0; 1;X),1 <
p < +1, u0 2 (D(A+B2); X) 1

2p
;p et

(Q�B)ex0Q(u0 � J0) + (Q�B)Ix0 � (Q+B)Jx0 2 D(H);

alors le problème (3:1:2) admet une unique solution stricte avec u 2 Lp(0; 1;D(A + B2)) si
et seulement si la condition (3:4:4) est véri�ée.

Preuve. D�après le Théorème 3.4.3, le problème (3.3.7) admet une solution stricte (c-à-d
v 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A+B2))) si et seulement si, la condition (3.4.4) est véri�ée.
Pour montrer que la solution du problème (3.1.2) est stricte il su¢ t de montrer que Au 2
Lp(0; 1;X) et u0 2 Lp(0; 1;D(B)): Et on a (A+B2)u(:) = G(�:)(A+B2)v(:) 2 Lp(0; 1;X):
D�autre part

B2v(x) = B2Q�2(A+B2)v(x) 2 Lp(0; 1;X)
et de l�hypothèse (3.2.8) on a B2Q�2 2 L(X); et Q2v 2 Lp(0; 1;X), on trouve B2v 2
Lp(0; 1;X); donc

Au 2 Lp(0; 1;X):
Et on a

u0 = G(�:)(�Bv + v0);

et
Bv0(x) = BQ�1Qv0(x);

comme BQ�1 2 L(X); et d�après le Lemme 3.4.1, on a Qv0 2 Lp(0; 1;X); on trouve donc
Bv0 2 Lp(0; 1;X); donc

Bu0 = G(�:)(�B2v +Bv0) 2 Lp(0; 1;X);

alors u 2 W 2;p(0; 1;X)\Lp(0; 1;D(A)) et u0 2 Lp(0; 1;D(B)); donc u est une solution stricte
du problème (3.1.2). �

Remarque 3.4.4 Si on a le Théorème 3:4:5, alors l�unique solution stricte véri�e de plus

Qu0 2 Lp(0; 1;X):

3.5 Problème avec un paramètre spectral

3.5.1 Premier problème

On considère (pour ! � 0) le problème suivant dans un espace de Banach complexe X :8<:
�u00(x)� 2Bu0(x) + Au(x) + !u(x) = f(x) p.p. x 2]0; 1[
u(0) = u0
u(x0) 2 D(H) et u(1)�Hu(x0) = u1;x0 ;

(3.5.1)
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avec f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < +1, u0; u1;x0 2 X et A;B et H sont des opérateurs linéaires
fermés sur X.
On pose A! = A + !I et Q! = �(A! + B2)

1
2 et on suppose qu�il existe !0 � 0 tel que

l�opérateur A!0 +B2 véri�e les hypothèses

� Hypothèse d�ellipticité8<:
A!0

+B2 est un opérateur linéaire fermé dans X;
]�1; 0] � �(A!0

+B2) et 9C > 0 : 8� � 0;
k�(�I + A!0

+B2)�1kL(X) � C:
(3.5.2)

� Hypothèse BIP �
8s 2 R; (A!0

+B2)is 2 L(X) et 9� 2]0; �[;
9c > 0 : k(A!0

+B2)iskL(X) < ce�jsj:
(3.5.3)

� Hypothèses de commutativité�
8� 2 D(H);8� 2 �(�(A!0

+B2)) : (A!0
+B2 + �I)�1� 2 D(H) et

(A!0
+B2 + �I)�1H� = H(A!0

+B2 + �I)�1�;
(3.5.4)

8� 2 � (B) ;
�
A!0

+B2
��1

(B � �I)�1 = (B � �I)�1
�
A!0

+B2
��1

; (3.5.5)�
8� 2 D(H);8� 2 � (B) : (B � �I)�1� 2 D(H) et
(B � �I)�1H� = H(B � �I)�1�:

(3.5.6)

� Hypothèses d�inclusion

D((A!0
+B2)

1
2 ) � D(B): (3.5.7)

9k1 2 N : D((A!0
+B2)k1) � D(H): (3.5.8)

Le déterminant de ce problème devient (on remplace Q par Q! dans �1 et on le note �1;!) :�
�1;! = HG(1� x0)(e

(1+x0)Q! � e(1�x0)Q!)� e2Q! + I

avec Q! = �(A! +B2)
1
2

Lemme 3.5.1 Sous les hypothèses (3:5:2) � (3:5:8), il existe !? � !0 tel que pour tout
! � !?, l�opérateur �1;! est inversible.

Preuve. On peut adapter la preuve du Lemme 4.3, p. 1680 dans [28]. On peut écrire
�1;! = I � T1;! avec T1;! = e2Q! �HG(1� x0)(e

(1+x0)Q! � e(1�x0)Q!):
On a pour ! � !0,



Q2k1
!0
Q�2k1
!




L(X) � 1 + c0, et 9K > 0; kG(1� x0)kL(X) < K alors

kT1;!kL(X)
=



HG(1� x0)(e
(1+x0)Q! + e(1�x0)Q!)� e2Q!




L(X)

=


HQ�2k1

!0
G(1� x0)Q2k1

!0
Q�2k1
! Q2k1

! (e(1+x0)Q! + e(1�x0)Q!)� e2Q!



L(X)

�


HQ�2k1

!0




L(X) kG(1� x0)kL(X)



Q2k1
!0
Q�2k1
!




L(X)



Q2k1
! e(1+x0)Q!




L(X)

+


HQ�2k1

!0




L(X) kG(1� x0)kL(X)



Q2k1
!0
Q�2k1
!




L(X)



Q2k1
! e(1�x0)Q!




L(X) +



e2Q!

L(X)
�



HQ�2k1
!0




L(X)K(1 + c0)



Q2k1
! e(1+x0)Q!




L(X)

+


HQ�2k1

!0




L(X)K(1 + c0):



Q2k1
! e(1�x0)Q!




L(X) +



e2Q!

L(X) ;



3.5 Problème avec un paramètre spectral 62

mais il existe c > 0 et k > 0, tel que pour tout ! � !0;m 2 f0; 2k1g ; et t 2 f1 + x0; 1 + x0; 2g ;
on a 

Qm

! e
tQ!



L(X) � ce�k

p
!;

(voir Lemma 2.6, p. 103 dans [17]) alors il existe !� � !0 tel que pour ! � !� :

kT1;!kL(X) < 1:

et �1;! = I � T1;! admet un inverse borné. �

Théorème 3.5.1 On suppose que les hypothèses (3:2:1); (3:2:7) et (3:5:2) � (3:5:8), sont
véri�ées. Alors le problème (3:5:1) admet une unique solution :

� Semi-stricte avec u 2 Lp(0; 1� ";D(A+B2));8" 2]0; 1[ si et seulement si :
(i) u0 2 (D(A+B2); X) 1

2p
;p;

(ii) ex0Q!u0 � ex0Q!J0 + Ix0 + Jx0 2 D(H) et

G(1)u1;x0 +HG(1� x0)
�
ex0Q!u0 � ex0Q!J0 + Ix0 + Jx0

�
2 (D(A+B2); X) 1

2p
+ 1
2
;p:

� Stricte avec u 2 Lp(0; 1;D(A+B2)) si et seulement si :

(i) u0 2 (D(A+B2); X) 1
2p
;p;

(ii) ex0Q!u0 � ex0Q!J0 + Ix0 + Jx0 2 D(H) et

G(1)u1;x0 +HG(1� x0)
�
ex0Q!u0 � ex0Q!J0 + Ix0 + Jx0

�
2 (D(A+B2); X) 1

2p
;p:

avec Ix0 = �1
2
Q�1
!

R x0
0
e(x0�s)Q!g(s)ds et Jx0 = �1

2
Q�1
!

R 1
x0
e(s�x0)Q!g(s)ds:

3.5.2 Deuxième problème

On considère (pour ! � 0) le problème suivant dans un espace de Banach complexe X :8<:
�u00(x)� 2Bu0(x) + Au(x) + !u(x) = f(x) p.p. x 2]0; 1[
u(0) = u0
u0(x0) 2 D(H) et u(1)�Hu0(x0) = u1;x0 ;

(3.5.9)

avec f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < +1, u0; u1;x0 2 X et A;B et H sont des opérateurs linéaires
fermés sur X.
On pose A! = A+ !I et Q! = �(A! +B2)

1
2 :

Le déterminant de ce problème devient (on remplace Q par Q! dans �2 et on le note �2;!) :�
�2;! = HG(1� x0)Q!(e

(1+x0)Q! + e(1�x0)Q!)� e2Q! + I

avec Q! = �(A! +B2)
1
2

Lemme 3.5.2 Sous les hypothèses (3:5:2) � (3:5:8), il existe !? � !0 tel que pour tout
! � !?, l�opérateur �2;! est inversible.
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Preuve. On peut adapter la preuve du Lemme 4.3, p. 1680 dans [28]. On peut écrire
�2;! = I � T2;! avec T2;! = e2Q! �HG(1� x0)Q!(e

(1+x0)Q! + e(1�x0)Q!):
On a pour ! � !0,



Q2k1
!0
Q�2k1
!




L(X) � 1 + c0, et 9K > 0; kG(1� x0)kL(X) < K alors

kT2;!kL(X)
=



HG(1� x0)Q!(e
(1+x0)Q! + e(1�x0)Q!)� e2Q!




L(X)

=


HQ�2k1

!0
G(1� x0)Q2k1

!0
Q�2k1
! Q2k1+1

! (e(1+x0)Q! + e(1�x0)Q!)� e2Q!



L(X)

�


HQ�2k1

!0




L(X) kG(1� x0)kL(X)



Q2k1
!0
Q�2k1
!




L(X)



Q2k1+1
! e(1+x0)Q!




L(X)

+


HQ�2k1

!0




L(X) kG(1� x0)kL(X)



Q2k1
!0
Q�2k1
!




L(X)



Q2k1+1
! e(1�x0)Q!




L(X) +



e2Q!

L(X)
�



HQ�2k1
!0




L(X)K(1 + c0)



Q2k1+1
! e(1+x0)Q!




L(X)

+


HQ�2k1

!0




L(X)K(1 + c0):



Q2k1+1
! e(1�x0)Q!




L(X) +



e2Q!

L(X) ;
mais il existe c > 0 et k > 0, tel que pour tout ! � !0;m 2 f0; 2k1; 2k1 + 1g ; et t 2
f1� x0; 1 + x0; 2g ; on a 

Qm

! e
tQ!



L(X) � ce�k

p
!;

(voir Lemma 2.6, p. 103 dans [17]) alors il existe !� � !0 tel que pour ! � !� :

kT2;!kL(X) < 1:

et �2;! = I � T2;! admet un inverse borné. �

Théorème 3.5.2 On suppose que les hypothèses (3:2:1); (3:2:7) et (3:5:2) � (3:5:8), sont
véri�ées. Alors le problème (3:5:9) admet une unique solution :

� Semi-stricte avec u 2 Lp(0; 1� ";D(A+B2));8" 2]0; 1[ si et seulement si :
(i) u0 2 (D(A); X) 1

2p
;p;

(ii) (Q! �B)ex0Q!v0 + (Q! �B)Ix0 � (Q! +B)Jx0 2 D(H) et

G(1)u1;x0+HG(1�x0)[(Q!�B)ex0Qv0+(Q!�B)Ix0�(Q!+B)Jx0 ] 2 (D(A); X) 1
2p
+ 1
2
;p:

� Stricte avec u 2 Lp(0; 1;D(A+B2)) si et seulement si :

(i) u0 2 (D(A); X) 1
2p
;p;

(ii) (Q! �B)ex0Q!v0 + (Q! �B)Ix0 � (Q! +B)Jx0 2 D(H) et

G(1)u1;x0+HG(1�x0)[(Q!�B)ex0Q!v0+(Q!�B)Ix0�(Q!+B)Jx0 ] 2 (D(A); X) 1
2p
;p:

où
A = A+B2;Q! = �(A!)

1
2 avec A! = A! +B2;

et

Ix0 = �
1

2
Q�1
!

Z x0

0

e(x0�s)Q!g(s)ds;Jx0 = �
1

2
Q�1
!

Z 1

x0

e(s�x0)Q!g(s)ds:
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3.6 Application

3.6.1 Exemple :

On considère l�espace UMD X = Lq(R); 1 < q < +1 et on dé�nit les opérateurs linéaires
fermés A;B et H par :8<:

D(A) =W 2;q(R); Au = ��u00 + cu; u 2 D(A);
D(B) =W 1;q(R); Bu = ��u0; u 2 D(B);
D(H) =W 1;q(R); Hu = 
u0; u 2 D(H):

où � > �2 > 0, c > 0 et 
 2 C:
L�opérateur B génère un groupe fortement continu noté (G(x))x2R, voir Fattorini [18], p.
74-75:
on �xe !0 > 0 et on pose A!0 = A+ !0I;A!0 = A!0 +B2 et Q! = (A!0 +B2)

1
2 , donc�

D(A!0) =W 2;q(R);
A!0u = (��+ �2)u00 + (c+ !0)u:

Grâce à Prüss et Sohr [35], le Théorème C, p. 166-167, l�opérateur A!0 véri�e l�hypothèse
(3:5:2) et (3:5:3).
De plus l�hypothèse (3:5:8) est véri�ée pour k1 = 1, et on a D(Q!0) =W 1;q(R) � D(B):
Finalement on a les hypothèses de commutativité (3:5:4)� (3:5:6) sont véri�ées.
Alors, on peut appliquer le Théorème 3:5:1, pour obtenir :

Théorème 3.6.1 Soit u0; u1;x0 2 Lq(R) et f 2 Lp(0; 1;Lq(R)) avec 1 < p; q < 1. Alors, il
existe !� � !0 tel que pour tout ! � !�; le problème8>>>>>><>>>>>>:

�@
2u

@x2
(x; y) + 2�

@2u

@y@x
(x; y)� �

@2u

@y2
(x; y) + (c+ !)u(x; y)

= f(x; y); p.p. x 2]0; 1[; y 2 R
u(0; y) = u0(y); p.p. y 2 R
u(1; y)� 


@u

@y
(x0; y) = u1;x0(y); p.p. y 2 R

(3.6.1)

admet :

1. une unique solution semi-stricte u si et seulement si8><>:
(i) u0 2 (D(A+B2); Lq(R)) 1

2p
;p = (W

2;q(R); Lq(R)) 1
2p
;p:

(ii) ex0Q! (u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 W 1;q(R) et
G(1)u1;x0 +HG(1� x0)

�
ex0Q! (u0 � J0) + Ix0 + Jx0

�
2 (W 2;q(R); Lq(R)) 1

2p
+ 1
2
;p.

2. une unique solution stricte u si et seulement si8><>:
(i) u0 2 (W 2;q(R); Lq(R)) 1

2p
;p:

(ii) ex0Q! (u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 W 1;q(R) et
G(1)u1;x0 +HG(1� x0)

�
ex0Q! (u0 � J0) + Ix0 + Jx0

�
2 (W 2;q(R); Lq(R)) 1

2p
;p:
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Similairement, on peut appliquer le Théorème 3:5:2 pour trouver :

Théorème 3.6.2 Soit u0; u1;x0 2 Lq(R) et f 2 Lp(0; 1;Lq(R)) avec 1 < p; q < 1. Alors, il
existe !� � !0 tel que pour tout ! � !�; le problème8>>>>>><>>>>>>:

�@
2u

@x2
(x; y) + 2�

@2u

@y@x
(x; y)� �

@2u

@y2
(x; y) + (c+ !)u(x; y)

= f(x; y); p.p. x 2]0; 1[; y 2 R
u(0; y) = u0(y); p.p. y 2 R

u(1; y)� 

@2u

@y@x
(x0; y) = u1;x0(y); p.p. y 2 R

admet :

1. une unique solution semi-stricte u si et seulement si8><>:
(i) u0 2 (W 2;q(R); Lq(R)) 1

2p
;p:

(ii) Q!

�
ex0Q!u0 � ex0Q!J0 + Ix0 � Jx0

�
2 W 1;q(R) et

G(1)u1;x0 +HG(1� x0)Q!

�
ex0Q!u0 � ex0Q!J0 + Ix0 � Jx0

�
2 (W 2;q(R); Lq(R)) 1

2p
+ 1
2
;p.

2. une unique solution stricte u si et seulement si8><>:
(i) u0 2 (W 2;q(R); Lq(R)) 1

2p
;p:

(ii) Q!

�
ex0Q!u0 � ex0Q!J0 + Ix0 � Jx0

�
2 W 1;q(R) et

G(1)u1;x0 +HG(1� x0)Q!

�
ex0Q!u0 � ex0Q!J0 + Ix0 � Jx0

�
2 (W 2;q(R); Lq(R)) 1

2p
;p:

On note ici que l�espace d�interpolation (W 2;q(R); Lq(R)) 1
2p
;p coïncide avec l�espace de Besov

B2�1=pq;p (R), voir Grisvard [24], Teorema 7, p. 681 et aussi (W 2;q(R); Lq(R)) 1
2p
+ 1
2
;p = B

1�1=p
q;p (R).



Chapitre 4

Problème aux limites pour une
équation complète (approche L et M)

Notre but dans ce chapitre est d�étudier les deux problèmes précédents (3:1:1) et (3:1:2) sous
des hypothèses n�imposant pas que B est un groupe. Pour cela on traite d�abord les deux
problèmes annexes suivants :8<:

�u00(x) + (L�M)u0(x) + LMu(x) = f(x); p.p. x 2]0; 1[
u(0) = u0
u(x0) 2 D(H) et u(1)�Hu(x0) = u1;x0 ; x0 2 [0; 1[

(4.0.1)

8<:
�u00(x) + (L�M)u0(x) + LMu(x) = f(x); p.p. x 2]0; 1[
u(0) = u0
u0(x0) 2 D(H) et u(1)�Hu0(x0) = u1;x0 ; x0 2 [0; 1[

(4.0.2)

avec f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < +1, u0; u1;x0 2 X, L et M sont des opérateurs linéaires fermés
de domaine D(L) et D(M) dans X, et H est un opérateur linéaire fermé de domaine D(H)
dans X:
L�étude de ces problèmes annexes permettra de résoudre sous des bonnes hypothèses les
problèmes (3:1:1) et (3:1:2) en considérant�

L = �B � (B2 + A)
1
2 ;

M = B � (B2 + A)
1
2 :

4.1 Etude des Problèmes annexes (4.0.1) et (4.0.2)

4.1.1 Hypothèses

On suppose que :

� Hypothèse UMD
X est un espace UMD: (4.1.1)
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� Hypothèses sur la relation entre L et M�
D(L) = D(M);
D(ML) = D(LM);

(4.1.2)

ML = LM: (4.1.3)

� Hypothèse BIP

9�L; �M 2]0; �
2
[: �L 2 BIP (�L; X);�M 2 BIP (�M ; X): (4.1.4)

� Hypothèse d�inversibilité de L+M

(L+M)�1 2 L(X); (4.1.5)

donc l�opérateur L+M est fermé.

� Hypothèse sur M en lien avec H�
8� 2 �(�M);8� 2 D(H) :
(M + �I)�1� 2 D(H) et H(M + �I)�1� = (M + �I)�1H�:

(4.1.6)

� Hypothèse sur L en lien avec H�
8� 2 �(�L);8� 2 D(H) :
(L+ �I)�1� 2 D(H) et H(L+ �I)�1� = (L+ �I)�1H�:

(4.1.7)

� Hypothèse d�inclusion
9k0 2 N� : D(Lk0) � D(H): (4.1.8)

� Hypothèse sur le déterminant �1
On pose �1 = �H(�ex0LeM + e(1�x0)M) + (�eLeM + I); et on suppose que

0 2 �(�1): (4.1.9)

� Hypothèse sur le déterminant �2
On pose �2 = H(Lex0LeM +Me(1�x0)M) + (�eLeM + I); alors on suppose que

0 2 �(�2): (4.1.10)

Remarque 4.1.1 1. Sous l�hypothèse (4:1:4), L et M génèrent des semi-groupes analy-
tiques, noté

fexLgx�0 et fexMgx�0:
(Voir Prüss et Sohr [34]).

2. Sous l�hypothèse (4:1:4) et d�après (voir Prüss et Sohr [34], Théorème 5., p. 443), on
obtient pour tout " > 0

�(L+M) 2 BIP (X; �); avec � = max(�M ; �L) + ":

Donc l�opérateur L+M génère un semi groupe analytique sur X:
Notons que si �M 6= �L on peut prendre " = 0:
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3. Comme on a D(L) = D(M) (de l�hypothèse (4:1:2)), et �(L) 6= ;; �(M) 6= ; (de
l�hypothèse (4:1:4)), alors on a les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) LM =ML;

(ii) 8� 2 �(L);8� 2 �(M) : (L� �I)�1(M � �I)�1 = (M � �I)�1(L� �I)�1:

4. De 2. et l�hypothèse (4:1:3), on déduit que

8x � 0; exLexM = ex(L+M):

5. Grâce aux hypothèses (4:1:2); (4:1:4) et Corollaire 2., p. 443 dans [34], on trouve

L(L+M)�1 et M(L+M)�1 admettent des extensions bornées à tout X:

De plus, si l�hypothèse (4:1:5) est véri�ée, alors

L(L+M)�1;M(L+M)�1 2 L(X):

6. L�hypothèse (4:1:2) est équivalente à�
D(L) = D(M);
D(L2) = D(M2):

7. Sous les hypothèses (4:1:2)� (4:1:3), pour tout p; q 2 N, on a

D(LpM q) = D(Lp+q) = D(Mp+q) = D(MpLq):

Rappelons que r0 =
1� x0
2

2]0; 1=2].

Lemme 4.1.1 Sous les hypothèses (4:1:2)� (4:1:9), si on pose

W1 = �
�1
1 [�H(�ex0Le(1�r0)M + er0M)� eLe(1�r0)M ];

alors W1 2 L(X);W1(L+M)�1 = (L+M)�1W1 et

��11 = I � er0MW1:

Preuve. On a �ex0Le(1�r0)M + er0M 2 L(X) et l�opérateur H est fermé, donc de l�hypothèse
(4:1:8) on déduit que W1 2 L(X): Et de l�hypothèse (4:1:6), (4:1:7) et (4:1:3) on a W1(L +
M)�1 = (L+M)�1W1: De plus

�1(I � er0MW1) = (I � er0MW1)�1 = I:

On obtient le lemme suivant de la même manière.

Lemme 4.1.2 Sous les hypothèses (4:1:2)� (4:1:8) et (4:1:10), si on pose

W2 = �
�1
2 [H(Le

x0Le(1�r0)M +Mer0M)� eLe(1�r0)M ];

alors W2 2 L(X);W2(L+M)�1 = (L+M)�1W2 et

��12 = I � er0MW2:
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Lemme 4.1.3 Sous les hypothèses (4:1:1)� (4:1:8), pour x � 0 on a l�égalité

8� 2 D(H) : Hex(M+L)� = ex(M+L)H�:

Preuve. On procède comme au chapitre précédent, voir 4. de la Remarque 3:2:1: �

Dé�nition 4.1.1 On dit que la solution u du problème (4:0:1) (resp. (4:0:2)) est :

1. stricte si : u véri�e le problème (4:0:1)(resp. (4:0:2)) et

u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(LM)) et u0 2 Lp(0; 1;D(L�M));

2. semi-stricte si : u véri�e le problème (4:0:1)(resp. (4:0:2)) et

u 2 W 2;p(0; 1�";X)\Lp(0; 1�";D(LM)) et u0 2 Lp(0; 1�";D(L�M))\Lp(0; 1;X):

Remarque 4.1.2 Pour montrer que la solution u du problème (4:0:1) (ou bien du problème
(4:0:2)) est stricte il su¢ t de montrer que

(L�M)u0; LMu 2 Lp(0; 1;X);

et pour que la solution soit semi-stricte il su¢ t de montrer que

(L�M)u0; LMu 2 Lp(0; 1� ";X) et u0 2 Lp(0; 1;X):

Lemme 4.1.4 On pose que h(x) = Ix + Jx; avec

Ix = �(L+M)�1
xZ
0

e(x�s)Lf(s)ds et Jx = �(L+M)�1
1Z
x

e(s�x)Mf(s)ds:

Alors on a :
LMh 2 Lp(0; 1;X);

de plus on a h0(x) = LIx �MJx et

h0; Lh0;Mh0; (L�M)h0 2 Lp(0; 1;X):

Preuve. On a h(:) 2 Lp(0; 1;X) et

h0(:) = �(L+M)�1L
R :
0
e(:�s)Lf(s)ds| {z }
2Lp(0;1;X)

+ (L+M)�1M
R 1
:
e(s�:)Mf(s)ds| {z }
2Lp(0;1;X)

donc h0(:) 2 Lp(0; 1;X):
Et aussi Lh0;Mh0 2 Lp(0; 1;X) car L(L+M)�1;M(L+M)�1 2 L(X):
En�n

LMh(:) = �M(L+M)�1L
R :
0
e(:�s)Lf(s)ds| {z }
2Lp(0;1;X)

� L(L+M)�1M
R 1
:
e(s�:)Mf(s)ds| {z }
2Lp(0;1;X)

donc LMh(:) 2 Lp(0; 1;X): �
De même qu�au chapitre 2, en utilisant l�e¤et régularisant de eL; eM etWi; i = 1; 2, on obtient :
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Lemme 4.1.5 On pose pour i = 1; 2

Ri(x) = exLeM'+ e(1�x)MeL � e(1�x)Mer0MWi;

alors on a
(L�M)R0i; LMRi 2 Lp(0; 1;X) et Ri 2 Lp(0; 1;X):

avec R0i(x) = LexLeM'�Me(1�x)MeL +Me(1�x)Mer0MWi:

Lemme 4.1.6 Soient u0; u1;x0 2 X et " 2 [0; 1[, alors on a :
1. v0 2 (D(LM); X) 1

2p
;p , (L�M)Le:Lv0 2 Lp(0; 1� ";X):

2. v0 2 (D(LM); X) 1
2p
;p , LMe:Lv0 2 Lp(0; 1� ";X):

3. vi + I1 2 (D(LM); X) 1
2p
;p; i = 1; 2, (L�M)Me(1�x)Mvi 2 Lp(0; 1;X):

4. vi + I1 2 (D(LM); X) 1
2p
;p; i = 1; 2, LMe(1�x)Mvi 2 Lp(0; 1;X):

5. v0 2 (D(LM); X) 1
2p
+ 1
2
;p , LexLv0 2 Lp(0; 1;X):

6. vi + I1 2 (D(LM); X) 1
2p
+ 1
2
;p; i = 1; 2,Me(1�x)Mvi 2 Lp(0; 1;X):

7. (C � I)CexC� 2 Lp(0; 1� ";X), � 2 (D(C2); X) 1
2p
;p avec C = L ou M: voir Lemme

3. page 171 dans [21].
avec 8<:

v0 = u0 � J0;
v1 = �I1 + u1;x0 +H(ex0L(u0 � J0) + Ix0 + Jx0);
v2 = �I1 + u1;x0 +H(Lex0L(u0 � J0) + LIx0 �MJx0):

Lemme 4.1.7 Soit ' 2 X, alors 8" 2]0; 1[ on a :
1. (L�M)Me(1�x)M' 2 Lp(0; 1� ";X):

2. LMe(1�x)M' 2 Lp(0; 1� ";X):

4.1.2 Représentation de la solution

Premier problème

La solution de l�équation �u00(x) + (L�M)u0(x) + LMu(x) = f(x) s�écrit :

u(x) = exL�0 + e(1�x)M�1 + Ix + Jx;

avec

Ix = �(L+M)�1
xZ
0

e(x�s)Lf(s)ds;

et

Jx = �(L+M)�1
1Z
x

e(s�x)Mf(s)ds:
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D�après les conditions aux limites de notre problème on a8<:
u(0) = �0 + eM�1 + J0;
u(1) = eL�0 + �1 + I1;
u(x0) = ex0L�0 + e(1�x0)M�1 + Ix0 + Jx0 ;

et comme �0 = u0 � eM�1 � J0, on a

u(1) = eL�0 + �1 + I1

= eL(u0 � eM�1 � J0) + �1 + I1

= (�eLeM + I)�1 + eL(u0 � J0) + I1;

et

u(x0) = ex0L�0 + e(1�x0)M�1 + Ix0 + Jx0
= ex0L(u0 � eM�1 � J0) + e(1�x0)M�1 + Ix0 + Jx0
= (�ex0LeM + e(1�x0)M)�1 + ex0L(u0 � J0) + Ix0 + Jx0 :

Vu les hypothèses (4:1:2) et (4:1:8), on a pour x0 2 [0; 1[ on a (�ex0LeM + e(1�x0)M)�1 2
D(Lk0) � D(H), et comme on a u(x0) 2 D(H) on conclut que

ex0L(u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 D(H):

Donc

u1;x0 = u(1)�Hu(x0)

= �H(�ex0LeM + e(1�x0)M)�1 �H[ex0L(u0 � J0) + Ix0 + Jx0 ]

+(�eLeM + I)�1 + eL(u0 � J0) + I1

= [�H(�ex0LeM + e(1�x0)M) + (�eLeM + I)]�1 �H[ex0L(u0 � J0)

+Ix0 + Jx0 ] + eL(u0 � J0) + I1;

on rappelle que �1 = �H(�ex0LeM + e(1�x0)M) + (�eLeM + I), et on pose�
v0 = u0 � J0;
v1 = �I1 + u1;x0 +H(ex0L(u0 � J0) + Ix0 + Jx0);

on trouve donc
u1;x0 = �1�1 �H[ex0Lv0 + Ix0 + Jx0 ] + eLv0 + I1;

ce qui imlique que

�1 = ��11
�
u1;x0 +H[ex0Lv0 + Ix0 + Jx0 ]� I1

�
���11 eLv0

= ��11 v1 + eL 1;

avec  1 = ���11 v0: On a aussi

�0 = v0 � eM�1 = v0 � eM
�
��11 v1 + eL 1

�
= v0 + eM'1;
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avec '1 = ���11 v1 � eL 1: Donc d�après le Lemme 4:1:1, on obtient�
�1 = �

�1
1 v1 + eL 1 = v1 � er0MW1v1 + eL 1;

�0 = v0 + eM'1:

Donc la solution u du problème (4:0:1) s�écrit :

u(x) = exLv0 + e(1�x)Mv1 + Ix + Jx + exLeM'1 + e(1�x)MeL 1 � e(1�x)Mer0MW1v1;

avec 8<:
v0 = u0 � J0;
v1 = �I1 + u1;x0 +H(ex0L(u0 � J0) + Ix0 + Jx0);
W1 = �

�1
1 [�H(�ex0Le(1�r0)M + er0M)� eLe(1�r0)M ]:

Deuxième problème

La solution de l�équation �u00(x) + (L�M)u0(x) + LMu(x) = f(x) s�écrit :

u(x) = exL�0 + e(1�x)M�1 + Ix + Jx;

avec

Ix = �(L+M)�1
xZ
0

e(x�s)Lf(s)ds;

et

Jx = �(L+M)�1
1Z
x

e(s�x)Mf(s)ds:

D�après les conditions aux limites de notre problème on a8<:
u(0) = �0 + eM�1 + J0;
u(1) = eL�0 + �1 + I1;
u0(x0) = Lex0L�0 �Me(1�x0)M�1 + LIx0 �MJx0 :

On a donc �0 = u0 � eM�1 � J0, et

u(1) = eL�0 + �1 + I1

= eL(u0 � eM�1 � J0) + �1 + I1

= (�eLeM + I)�1 + eL(u0 � J0) + I1;

et

u0(x0) = Lex0L�0 �Me(1�x0)M�1 + LIx0 �MJx0
= Lex0L(u0 � eM�1 � J0)�Me(1�x0)M�1 + LIx0 �MJx0
= (�Lex0LeM �Me(1�x0)M)�1 + Lex0L(u0 � J0) + LIx0 �MJx0 :

Des hypothèses (4:1:2) et (4:1:8) on a, pour x0 2 [0; 1[

(�Lex0LeM �Me(1�x0)M)�1 2 D(Lk0) � D(H);
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et comme on a u0(x0) 2 D(H) on conclut que

Lex0L(u0 � J0) + LIx0 �MJx0 2 D(H):

Donc

u1;x0 = u(1)�Hu0(x0)

= �H(�Lex0LeM �Me(1�x0)M)�1 �H[Lex0L(u0 � J0) + LIx0 �MJx0 ]

+(�eLeM + I)�1 + eL(u0 � J0) + I1

= [H(Lex0LeM +Me(1�x0)M) + (�eLeM + I)]�1 �H[Lex0L(u0 � J0)

+LIx0 �MJx0 ] + eL(u0 � J0) + I1;

on a posé �2 = H(Lex0LeM +Me(1�x0)M) + (�eLeM + I), maintenant on pose�
v0 = u0 � J0;
v2 = �I1 + u1;x0 +H(Lex0L(u0 � J0) + LIx0 �MJx0);

donc
u1;x0 = �2�1 �H[Lex0Lv0 + LIx0 �MJx0 ] + eLv0 + I1:

Et par suite

�1 = ��12
�
u1;x0 +H[Lex0Lv0 + LIx0 �MJx0 ]� I1

�
���12 eLv0

= ��12 v2 + eL 2;

avec  2 = ���12 v0:
Et

�0 = v0 � eM�1 = v0 � eM
�
��12 v2 + eL 2

�
= v0 + eM'2;

avec '2 = ���12 v2 � eL 2: Donc d�après le Lemme 4:1:2, on a�
�1 = �

�1
2 v2 + eL 2 = v2 � er0MW2v2 + eL 2;

�0 = v0 + eM'2:

Donc la solution u du problème (4:0:2) s�écrit :

u(x) = exLv0 + e(1�x)Mv2 + Ix + Jx + exLeM'2 + e(1�x)MeL 2 � e(1�x)Mer0MW2v2;

avec 8<:
v0 = u0 � J0;
v2 = �I1 + u1;x0 +H(Lex0L(u0 � J0) + LIx0 �MJx0);
W2 = �

�1
2 [H(Le

x0Le(1�r0)M +Mer0M)� eLe(1�r0)M ]:
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4.1.3 Résultats principaux

Premier problème

Théorème 4.1.1 Soient u0; u1;x0 2 X; f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < 1; sous les hypothèses
(4:1:1) � (4:1:9), le problème (4:0:1) admet une unique solution semi-stricte si et seulement
si : 8><>:

(i) u0 2 (D(LM); X) 1
2p
;p;

(ii) ex0L(u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 D(H) et
u1;x0 +H(ex0L(u0 � J0) + Ix0 + Jx0) 2 (D(LM); X) 1

2p
+ 1
2
;p ;

(4.1.11)

de plus
� si x0 6= 0 alors (ii) est équivalent à

Ix0 + Jx0 2 D(H) et u1;x0 +H(Ix0 + Jx0) 2 (D(LM); X) 1
2p
+ 1
2
;p;

car
ex0LHu0; e

x0LHJ0 2 D(L) � (D(LM); X) 1
2p
+ 1
2
;p:

� si x0 = 0 alors (ii) devient

u0 2 D(H) et u1;0 +Hu0 2 (D(LM); X) 1
2p
+ 1
2
;p;

car I0 = 0:

Preuve. Si la condition (4.1.11) est véri�ée, alors d�après le Lemme 4.1.4, 4.1.5 et 4.1.6 il
existe une solution semi-stricte.
Réciproquement s�il existe une solution semi-stricte alors

u(x) = exLv0 + e(1�x)Mv1 + h(x) +R1(x);

et d�après le Lemme 4.1.4 et 4.1.5, u a la même régularité avec

w(x) = exLv0 + e(1�x)Mv1:

On a, d�après 4.1.6
a) (L�M)u0 2 Lp(0; 1� ";X) =) (L�M)Le:Lv0; (L�M)Me(1�:)Mv1 2 Lp(0; 1� ";X).
b) LMu 2 Lp(0; 1� ";X) =) LMe:Lv0 2 Lp(0; 1� ";X).
De a) et b) on déduit que L2e:Lv0; LMe:Lv0 2 Lp(0; 1� ";X), et on a

L2e:Lv0; LMe:Lv0 2 Lp(0; 1� ";X)() v0 2 (D(L2); X) 1
2p
;p:

De plus, LMe:Lv0 = M(L � I)�1(L � I)Le:Lv0, et comme l�opérateur M(L � I)�1 2 L(X),
et

(L� I)Le:Lv0 2 Lp(0; 1� ";X)() v0 2 (D(L2); X) 1
2p
;p:

D�où u0 2 (D(L2); X) 1
2p
;p, puisque on a v0 = u0 � J0 et J0 2 (D(L2); X) 1

2p
;p.

En�n u est une solution semi-stricte implique (i).
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Pour (ii), on a si u est une solution semi-stricte, alors

u0 2 Lp(0; 1; X) =) Me(1�:)v1 2 Lp(0; 1;X)
=) v1 + I1 2 (D(L2); X) 1

2p
+ 1
2
;p

=) u1;x0 +H(ex0L(u0 � J0) + Ix0 + Jx0) 2 (D(L2); X) 1
2p
+ 1
2
;p:

Donc u est une solution semi-stricte implique (ii). �

Théorème 4.1.2 Soient u0; u1;x0 2 X; f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < 1; sous les hypothèses
(4:1:1) � (4:1:9), le problème (4:0:1) admet une unique solution stricte si et seulement si :8><>:

(i) u0 2 (D(LM); X) 1
2p
;p;

(ii) ex0L(u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 D(H) et
u1;x0 +H(ex0L(u0 � J0) + Ix0 + Jx0) 2 (D(LM); X) 1

2p
;p ;

(4.1.12)

de plus
� si x0 6= 0 alors (ii) est équivalent à

Ix0 + Jx0 2 D(H) et u1;x0 +H(Ix0 + Jx0) 2 (D(LM); X) 1
2p
;p:

� si x0 = 0 alors (ii) devient

u0 2 D(H) et u1;0 +Hu0 2 (D(LM); X) 1
2p
;p:

Preuve. D�après le Lemme 4.1.4, 4.1.5 et 4.1.6, si la condition (4.1.12) est véri�ée, alors il
existe une solution stricte.
Réciproquement s�il existe une solution stricte alors

u(x) = exLv0 + e(1�x)Mv1 + h(x) +R1(x);

d�après le Lemme 4.1.4 et 4.1.5, u a la même régularité avec

w(x) = exLv0 + e(1�x)Mv1:

Et on a
a) (L�M)u0 2 Lp(0; 1; X) =) (L�M)Le:Lv0; (L�M)Me(1�:)v1 2 Lp(0; 1;X).
b) LMu 2 Lp(0; 1; X) =) LMe:Lv0; LMe(1�x)Mv1 2 Lp(0; 1;X).
De a) et b) on déduit que L2e:Lv0; LMe:Lv0;M

2e(1�x)Mv1; LMe(1�x)Mv1 2 Lp(0; 1;X), et on
a

L2e:Lv0; LMe:Lv0 2 Lp(0; 1;X) () v0 2 (D(L2); X) 1
2p
;p

() u0 2 (D(L2); X) 1
2p
;p:

Et
M2e(1�:)Mv1; LMe(1�:)Mv1 2 Lp(0; 1;X)
() v1 2 (D(L2); X) 1

2p
;p

() u1;x0 +H(ex0L(u0 � J0) + Ix0 + Jx0) 2 (D(L2); X) 1
2p
;p:

Donc u est une solution stricte, alors (i) et (ii) sont véri�ées. �



4.1 Etude des Problèmes annexes (4.0.1) et (4.0.2) 76

Deuxième problème

Théorème 4.1.3 Soient u0; u1;x0 2 X; f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < 1; sous les hypothèses
(4:1:1) � (4:1:8) et (4:1:10), le problème (4:0:2) admet une unique solution semi-stricte si et
seulement si :8><>:

(i) u0 2 (D(LM); X) 1
2p
;p;

(ii) Lex0L(u0 � J0) + LIx0 �MJx0 2 D(H) et
u1;x0 +H(Lex0L(u0 � J0) + LIx0 �MJx0) 2 (D(LM); X) 1

2p
+ 1
2
;p:

(4.1.13)

De plus
� si x0 6= 0 alors (ii) est équivalent à

LIx0 �MJx0 2 D(H) et u1;x0 +H(LIx0 �MJx0) 2 (D(LM); X) 1
2p
+ 1
2
;p

car
ex0LHLu0; e

x0LHLJ0 2 D(L) � (D(LM); X) 1
2p
+ 1
2
;p:

� si x0 = 0 alors (ii) devient L(u0 � J0)�MJ0 2 D(H) et
u1;0 +H[L(u0 � J0)�MJ0] 2 (D(LM); X) 1

2p
+ 1
2
;p;

car I0 = 0:

Preuve. D�après (4.1.13) et le Lemme 4.1.4, 4.1.5 et 4.1.6 on déduit qu�il existe une solution
semi-stricte.
Réciproquement s�il existe une solution semi-stricte alors

u(x) = exLv0 + e(1�x)Mv2 + h(x) +R2(x);

grâce aux Lemmes 4.1.4 et 4.1.5, u et ! ont la même régularité, avec

!(x) = exLv0 + e(1�x)Mv2:

Et on a
a) (L�M)u0 2 Lp(0; 1� ";X) =) (L�M)Le:Lv0; (L�M)Me(1�:)v2 2 Lp(0; 1� ";X).
b) LMu 2 Lp(0; 1� ";X) =) LMe:Lv0 2 Lp(0; 1� ";X).
De a) et b) on déduit que L2e:Lv0; LMe:Lv0 2 Lp(0; 1� ";X), et on a

L2e:Lv0 2 Lp(0; 1� ";X)() v0 2 (D(L2); X) 1
2p
;p:

Et LMe:Lv0 =M(L� I)�1(L� I)Le:Lv0, et comme l�opérateur M(L� I)�1 2 L(X), et
(L� I)Le:Lv0 2 Lp(0; 1� ";X)() v0 2 (D(L2); X) 1

2p
;p:

D�où u0 2 (D(L2); X) 1
2p
;p, puisque on a v0 = u0 � J0 et J0 2 (D(L2); X) 1

2p
;p.

En�n u est une solution semi-stricte implique (i).
Pour (ii), on a si u est une solution semi-stricte, alors

u0 2 Lp(0; 1; X) =) Me(1�:)v2 2 Lp(0; 1;X)
=) v2 + I1 2 (D(L2); X) 1

2p
+ 1
2
;p

=) u1;x0 +H(Lex0L(u0 � J0) + LIx0 �MJx0) 2 (D(L2); X) 1
2p
+ 1
2
;p:

Donc u est une solution semi-stricte implique (ii). �
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Théorème 4.1.4 Soient u0; u1;x0 2 X; f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < 1; sous les hypothèses
(4:1:1) � (4:1:8) et (4:1:10), le problème (4:0:2) admet une unique solution stricte si et
seulement si :8><>:

(i) u0 2 (D(LM); X) 1
2p
;p;

(ii) Lex0L(u0 � J0) + LIx0 �MJx0 2 D(H) et
u1;x0 +H(Lex0L(u0 � J0) + LIx0 �MJx0) 2 (D(LM); X) 1

2p
;p:

(4.1.14)

De plus
� Si x0 6= 0 alors (ii) est équivalent à

LIx0 �MJx0 2 D(H) et u1;x0 +H(LIx0 �MJx0) 2 (D(LM); X) 1
2p
;p:

� Si x0 = 0 alors (ii) devient

L(u0 � J0)�MJ0 2 D(H) et u1;0 +H[L(u0 � J0)�MJ0] 2 (D(LM); X) 1
2p
;p:

Preuve. De la même manière, on utilise ici les assertions 1., 2., 3., 4. et 7. du Lemme 4.1.6,
on trouve que u est une solution stricte si et seulement si la condition (4.1.14) est véri�ée. �

4.2 Retour aux problèmes (3.1.1) et (3.1.2)

Sous les hypothèses 8<:
A+B2 est un opérateur linéaire fermé sur X :
R� � �(A+B2) et 9C > 0 :
8� � 0; k(�I + A+B2)�1kL(X) � C

1+�
;

(4.2.1)

D((A+B2)
1
2 ) � D(B); (4.2.2)

8y 2 D(B) : B(A+B2)�1y = (A+B2)�1By (4.2.3)

On pose L = �B � (B2 + A)
1
2 ;M = B � (B2 + A)

1
2 ; et on suppose que�

8s 2 R; (�M)is 2 L(X) et
9C > 1;9�M 2]0; �

2
[: k(�M)iskL(X) � Ce�M jsj;

(4.2.4)�
8s 2 R; (�L)is 2 L(X) et
9C > 1;9�L 2]0; �2 [: k(�L)

iskL(X) � Ce�Ljsj;
(4.2.5)

H est un opérateur linéaire fermé, (4.2.6)

Soit T 2 fL;Mg, donc on suppose que�
8� 2 D(H);8� 2 �(T ) : (T � �I)�1� 2 D(H) et
H(T � �I)�1� = (T � �I)�1H�;

(4.2.7)

9k2 2 N�f0g : D
�
(A+B2)k2

�
� D(H): (4.2.8)
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Remarque 4.2.1 Sous les hypothèses (4:2:1) � (4:2:3), on a

1. D(L) = D(M) = D
�
(A+B2)

1
2

�
:

2. D(L2) = D(M2) = D(ML) = D(LM) = D (A+B2) :

3. D�après 7: de la remarque 4:1:1, et l�hypothèse (4:2:8), on a

D(L2k2) = D(M2k2) = D
�
(A+B2)k2

�
� D(H):

4. ML = LM � A:

5. L�M � 2B:

En utilisant les résultats précédents (le Théorème 4:1:1 et 4:1:2), on obtient :

4.2.1 Premier problème

Théorème 4.2.1 Soient u0; u1;x0 2 X; f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < 1; sous les hypothèses
(4:1:1); (4:1:9) et (4:2:1) � (4:2:8), le problème (3:1:1) admet une unique solution semi-stricte
si et seulement si :

(i) u0 2 (D(A+B2); X) 1
2p
;p;

(ii) ex0L(u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 D(H) et
u1;x0 +H(ex0L(u0 � J0) + Ix0 + Jx0) 2 (D(A+B2); X) 1

2p
+ 1
2
;p ;

avec L = �B � (B2 + A)
1
2 ;M = B � (B2 + A)

1
2 :

Théorème 4.2.2 Soient u0; u1;x0 2 X; f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < 1; sous les hypothèses
(4:1:1); (4:1:9) et (4:2:1) � (4:2:8), le problème (3:1:1) admet une unique solution stricte si
et seulement si :

(i) u0 2 (D(A+B2); X) 1
2p
;p;

(ii) ex0L(u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 D(H) et
u1;x0 +H(ex0L(u0 � J0) + Ix0 + Jx0) 2 (D(A+B2); X) 1

2p
;p;

avec L = �B � (B2 + A)
1
2 ;M = B � (B2 + A)

1
2 :

Et en utilisant le Théorème 4:1:3 et 4:1:4, on obtient :

4.2.2 Deuxième problème

Théorème 4.2.3 Soient u0; u1;x0 2 X; f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < 1; sous les hypothèses
(4:1:1); (4:1:10) et (4:2:1) � (4:2:8), le problème (3:1:2) admet une unique solution semi-
stricte si et seulement si :

(i) u0 2 (D(A+B2); X) 1
2p
;p;

(ii) Lex0L(u0 � J0) + LIx0 �MJx0 2 D(H) et
u1;x0 +H(Lex0L(u0 � J0) + LIx0 �MJx0) 2 (D(A+B2); X) 1

2p
+ 1
2
;p;
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avec L = �B � (B2 + A)
1
2 ;M = B � (B2 + A)

1
2 :

Théorème 4.2.4 Soient u0; u1;x0 2 X; f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < 1; sous les hypothèses
(4:1:1); (4:1:10) et (4:2:1) � (4:2:8), le problème (3:1:2) admet une unique solution stricte si
et seulement si :

(i) u0 2 (D(A+B2); X) 1
2p
;p;

(ii) Lex0L(u0 � J0) + LIx0 �MJx0 2 D(H) et
u1;x0 +H(Lex0L(u0 � J0) + LIx0 �MJx0) 2 (D(A+B2); X) 1

2p
;p;

avec L = �B � (B2 + A)
1
2 ;M = B � (B2 + A)

1
2 :

4.3 Problème avec un paramètre spectral

4.3.1 Premier problème

On considère pour ! � 0 le problème suivant :8<:
�u00(x)� 2Bu0(x) + Au(x) + !u(x) = f(x) p.p. x 2]0; 1[
u(0) = u0
u(1)�Hu(x0) = u1;x0 ;

avec u0; u1;x0 2 X; f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < +1, et A;B et H sont des opérateurs linéaires
fermés sur X:
Qui peut s�écrire8<:

�u00(x) + (L! �M!)u
0(x) + L!M!u(x) = f(x); p.p. x 2]0; 1[

u(0) = u0
u(1)�Hu(x0) = u1;x0 ; x0 2 [0; 1[

(4.3.1)

en posant 8<:
L! = �B � (B2 + A!)

1
2 ;

M! = B � (B2 + A!)
1
2 ;

avec A! = A� !I:

On suppose que 9!0 � 0 tel que A!0 véri�e les hypothèses :8<:
A!0 +B2 est un opérateur linéaire fermé sur X :

R� � �(A!0 +B2) et 9C > 0 :
8� � 0; k(�I + A!0 +B2)�1kL(X) � C

1+�
;

(4.3.2)

D((A!0 +B2)
1
2 ) � D(B); (4.3.3)

8y 2 D(B) : B(A!0 +B2)�1y = (A!0 +B2)�1By (4.3.4)

�
8s 2 R;8! � !0 : (�M!)

is 2 L(X) et
9C > 1;9�1 2

�
0; �

2

�
: k(�M!)

iskL(X) � Ce�M jsj;
(4.3.5)
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�
8s 2 R;8! � !0 : (�L!)is 2 L(X) et
9C > 1;9�2 2

�
0; �

2

�
: k(�L!)iskL(X) � Ce�Ljsj:

(4.3.6)

Soit ! � !0; T 2 fL;Mg; donc on suppose que�
8� 2 D(H);8� 2 �(T!) : (T! � �I)�1� 2 D(H) et
H(T! � �I)�1� = (T! � �I)�1H�;

(4.3.7)

9k2 2 N�f0g : D((A!0 +B2)k2) � D(H): (4.3.8)

Remarque 4.3.1 1. Pour ! � !0 et d�après l�hypothèse (4:3:2), on déduit que l�opérateur

�(A! +B2)
1
2 génère un semi-groupe analytique noté fe�x(A!+B2)

1
2 gx�0; et

(L! +M!)
�1 = �2(A! +B2)�

1
2 2 L(X):

2. Sous les hypothèses (4:3:5); (4:3:6) et grâce à Prüss et Sohr [34], Théorème 5., p. 443,
pour ! � !0 et " > 0

�(L! +M!) = 2(A! +B2)
1
2 2 BIP (�;X); avec � = max(�1; �2) + ":

Remarque 4.3.2 Sous les hypothèses (4:3:2) � (4:3:4), et pour ! � !0, on a :(
D
�
(A! +B2)

1
2

�
� D(B);

8� 2 D(B); B(A! +B2)�
1
2 � = (A! +B2)�

1
2B�:

Remarque 4.3.3 Sous les hypothèses (4:3:2) � (4:3:4), pour tout ! � !0, on a

1. D(L!) = D(M!) = D
�
(A+B2)

1
2

�
:

2. D(L2!) = D(M2
!) = D(M!L!) = D(L!M!) = D (A+B2) : De plus, de l�hypothèse

(4:3:8), on a
D(L2k2! ) = D(M2k2

! ) = D
�
(A! +B2)k2

�
� D(H):

3. M!L! = L!M! � A:

4. L! �M! � 2B:

Lemme 4.3.1 Sous les hypothèses (4:3:2) � (4:3:8), il existe !� � !0 tel que pour tout
! � !�; l�opérateur

�1;! = �H(�ex0L!eM! + e(1�x0)M!) + (�eL!+M! + I)

admet un inverse borné.
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Preuve. On a

�1;! = [�H(�ex0L!eM! + e(1�x0)M!)(�eL!+M! + I)�1 + I](�eL!+M! + I)

pour montrer que �1;! est inversible il su¢ t de montrer que kT1;!kL(X) < 1 pour ! assez

grand, avec T1;! = �H(�ex0L!eM! + e(1�x0)M!)(�eL!+M! + I)�1:
on peut écrire T1;! sous la forme

T1;! = (HL
�2k2
!0

L2k2!0
L�2k2! L2k2! ex0L!eM! �HM�2k2

!0
M2k2
!0
M�2k2
! M2k2

! e(1�x0)M!)(�eL!+M! + I)�1

On a d�après le Théorème du graphe fermé HL�2k2!0
; HM�2k2

!0
2 L(X); et on peut montrer

que


L2k2!0

L�2k2!




L(X) < c1;



M2k2
!0
M�2k2
!




L(X) < c2:

Pour les opérateurs L2k2! ex0L! ; eM! ;M2k2
! e(1�x0)M! on utilise le Lemme 2.6, p. 103 dans [17].

On peut montrer que l�opérateur �eL!+M! + I est inversible.
Donc

9C; k > 0; kT1;!kL(X) � Ce�k
p
!:

Donc
9!� > !0;8! � !�; kT1;!kL(X) < 1:

�

Théorème 4.3.1 Soient u0; u1;x0 2 X; f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < 1; sous les hypothèses
(4:1:1) et (4:3:2) � (4:3:8), le problème (4:3:1) admet une unique solution
� semi-stricte si et seulement si :8><>:

(i) u0 2 (D(LM); X) 1
2p
;p;

(ii) ex0L!(u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 D(H) et
u1;x0 +H(ex0L!(u0 � J0) + Ix0 + Jx0) 2 (D(LM); X) 1

2p
+ 1
2
;p;

� stricte si et seulement si :8><>:
(i) u0 2 (D(LM); X) 1

2p
;p;

(ii) ex0L!(u0 � J0) + Ix0 + Jx0 2 D(H) et
u1;x0 +H(ex0L!(u0 � J0) + Ix0 + Jx0) 2 (D(LM); X) 1

2p
;p;

ici Ix = �(L! +M!)
�1

xZ
0

e(x�s)L!f(s)ds et Jx = �(L! +M!)
�1

1Z
x

e(s�x)M!f(s)ds:

4.3.2 Deuxième problème

On considère le problème suivant :8<:
�u00(x) + (L! �M!)u

0(x) + L!M!u(x) = f(x); p.p. x 2]0; 1[
u(0) = u0
u(1)�Hu0(x0) = u1;x0 ; x0 2 [0; 1[

(4.3.9)
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avec u0; u1;0 2 X; f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < +1; H est un opérateur linéaire fermé, et8<:
L! = �B � (B2 + A!)

1
2 ;

M! = B � (B2 + A!)
1
2 ;

avec A! = A� !I:

avec A et B sont des opérateurs linéaires fermés sur X:

Lemme 4.3.2 Sous les hypothèses (4:3:2) � (4:3:8), il existe !� � !0 tel que pour tout
! � !�; l�opérateur

�2;! = H(L!e
x0L!eM! +M!e

(1�x0)M!) + (�eL!+M! + I)

admet un inverse borné.

Preuve. On a

�2;! = [H(L!e
x0L!eM! +M!e

(1�x0)M!)(�eL!+M! + I)�1 + I](�eL!+M! + I)

pour montrer que �2;! est inversible il su¢ t de montrer que kT2;!kL(X) < 1 pour ! assez

grand, avec T2;! = H(L!e
x0L!eM! +M!e

(1�x0)M!)(�eL!+M! + I)�1:
On peut écrire T2;! sous la forme

T2;! = (HL
�2k2
!0

L2k2!0
L�2k2! L2k2+1! ex0L!eM!+HM�2k2

!0
M2k2
!0
M�2k2
! M2k2+1

! e(1�x0)M!)(�eL!+M!+I)�1

Comme dans le Lemme 4.3.1, et d�après le Théorème du graphe fermé et le Lemme 2.6, p.
103 dans [17], on trouve

9C; k > 0 : kT2;!kL(X) � Ce�k
p
!:

Donc
9!� � !0 : 8! � !� : kT2;!kL(X) < 1:

�

Théorème 4.3.2 Soient u0; u1;x0 2 X; f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < 1; sous les hypothèses
(4:1:1) et (4:3:2)� (4:3:8), le problème (4:3:9) admet une unique solution
� semi-stricte si et seulement si :8><>:

(i) u0 2 (D(LM); X) 1
2p
;p;

(ii) L!ex0L!(u0 � J0) + L!Ix0 �M!Jx0 2 D(H) et
u1;x0 +H(L!e

x0L!(u0 � J0) + L!Ix0 �M!Jx0) 2 (D(LM); X) 1
2p
+ 1
2
;p;

� stricte si et seulement si :8><>:
(i) u0 2 (D(LM); X) 1

2p
;p;

(ii) L!ex0L!(u0 � J0) + L!Ix0 �M!Jx0 2 D(H) et
u1;x0 +H(L!e

x0L!(u0 � J0) + L!Ix0 �M!Jx0) 2 (D(LM); X) 1
2p
;p;

avec Ix = �(L! +M!)
�1

xZ
0

e(x�s)L!f(s)ds et Jx = �(L! +M!)
�1

1Z
x

e(s�x)M!f(s)ds:
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4.4 Application

L�exemple suivant est inspiré de l�Exemple 2, p. 180, dans Favini et al [20]:

4.4.1 Exemple :

Soit A un opérateur auto-adjoint dé�ni positif dans un espace de Hilbert X, et B = �A1=2; �
un nombre réel. Alors les deux opérateurs L et M dé�nis par

L = (��� (�2 + 1)1=2)A1=2;M = (�� (�2 + 1)1=2)A1=2

véri�ent les hypothèses (4:1:2)� (4:1:5).
On suppose que l�opérateur A véri�e(

A est un opérateur linéaire fermé sur X, �(A) �]0;+1[ et
pour tout � 2]0; �[: sup

�2S�
k�(A+ �I)�1kL(X) < +1;

où S� := fz 2 C�f0g : jarg(z)j < �g:
On pose H = ��

�
A1=2

�k
; � 2 C�f0g;Re � � 0; k 2 N, il est clair que les hypothèses

(4:1:6) � (4:1:7) sont véri�ées, de plus l�hypothèse (4:1:8) est véri�ée pour k0 = k. Alors le
déterminant �1 sera

�1 = �
�
A1=2

�k �
e��1A

1=2 � e��2A
1=2
�
� e�2(�

2+1)1=2)A1=2 + I:

avec �
�1 = (x0 � 1)�+ (1� x0)(�

2 + 1)1=2;
�2 = (x0 � 1)�+ (x0 + 1)(�2 + 1)1=2;

il est clair que �2 > �1 > 0:
On va utiliser le calcul fonctionnel des opérateurs sectoriels pour inverser l�opérateur �1, pour
cela on étudie les fonctions F;G dé�nis sur C par�

F (z) = 1 +G(z);

G(z) = �zk (e��1z � e��2z)� e�2(�
2+1)1=2z;

alors �1 = F
�
A1=2

�
:

On peut adapter le Lemme 15, p. 21 dans [27]:
Il est clair que F et G sont des fonctions holomorphe au voisinage de S.
Et on a pour l�assertion 2., si x > 0

e��1x � e��2x � 0;

comme Re � � 0, on trouve

ReF (x) = (Re �)xk (e��1x � e��2x) +
�
1� e�2(�

2+1)1=2)x
�
> 0;

donc jF (x)j > 0:
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Pour l�assertion 3., on a pour z 2 S

jG(z)j � j�j
���p2Re z���k �e��1 Re z + e��2 Re z

�
+ e�2(�

2+1)1=2)Re z:

Donc les assertions 1., 2., 3., et ainsi 4. du Lemme 15, p. 21 dans [27], sont véri�ées pour
les fonctions F et G, on déduit que l�opérateur �1 est inversible, donc on peut appliquer le
théorème 4:1:1 et 4:1:2.
La même chose pour l�opérateur �2 qui sera

�2 = �
�
A1=2

�k+1 h
((�2 + 1)1=2 � �)e��1A

1=2

+ ((�2 + 1)1=2 + �)e��2A
1=2
i

�e�2(�2+1)1=2)A1=2 + I:

On peut donc appliquer le Théorème 4:1:3 et 4:1:4.
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