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Introduction

On étudie dans ce travail deux problémes de type Bitsadze-Samarskii, plus précisément on
considére ’équation opérationnelle du second ordre suivante

—u"(z) + (L — M)u'(z) — LMu(z) = f(z) p.p- = €]0, 1], (0.0.1)

avec :
— pour le premier probléme les conditions aux limites non locales généralisées suivantes :

u(0) = uo,
{ u(1) — Hu(zo) = U1 4, (0.0.2)

— pour le second probléme les conditions aux limites non locales généralisées suivantes :

U(O) = Uy,
{ u(l) — Hu'(zo) = U1 z,- (0.0.3)

Ici X est un espace de Banach complexe, f € LP(0,1; X) ou p €]1, +00[, up, u1 4, € X. De

plus L, M et H sont des opérateurs linéaires fermés dans X.

On cherche deux types de solutions (stricte, semi-stricte) : (voir Hammou et al. [28])

1. La solution stricte est une fonction u vérifiant le probléme, tel que
u € W*P(0,1; X) N LP(0,1; D(LM)) et v’ € LP(0,1; D(L — M)).

2. La solution semi-stricte est une fonction u vérifiant le probléme, tel que pour tout
e €]0,1], on a

uw € W*(0,1—e; X)NLP(0,1—e; D(LM)) et o' € LP(0,1—e;: D(L—M))NLP(0,1; X).

L’objectif est de trouver des conditions nécessaires et suffisantes sur les données pour obtenir
I’existence et 'unicité de telles solutions. La méthode utilisée est basée sur la recherche d’une
formule de représentation de la solution dans chaque cas en utilisant les semi-groupes et les
puissances fractionnaires des opérateurs. Ensuite une analyse de cette réprésentation est faite
pour trouver des résultats de régularité de la solution a I'aide des espaces d’interpolation et
la théorie des sommes d’opérateurs de Dore et Venni.

0.1 Historique

0.1.1 Conditions aux limites de type Sturm-Liouville

Parmi les premiers travaux sur les EDA d’ordre 2, on trouve celui de Krein en 1967, qui a
étudié le probléme

G =A 0<t<<T

S = Au+ () (0t <T),
avec des conditions aux limites de type Sturm-Liouville, voir [29], p. 249, ici A est un opérateur
elliptique, Krein a donné une représentation de la solution en utilisant la méthode de la
réduction de 'ordre qui porte son nom, et les propriétés de la racine carrée v/ A. En 1975, les
auteurs Da Prato et Grisvard, voir [I5], ont étudié le méme probléme en utilisant la théorie

des sommes d’opérateurs, le calcul fonctionnel de Dunford et les espaces d’interpolation.
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0.1.2 Conditions aux limites de type Dirichlet

A partir de 2004, dans une série d’articles, les auteurs Favini, Labbas, Maingot, Tanabe et
Yagi se sont interessés a I’équation différentielle compléte

u"(z) + 2Bu'(x) + Au(x) = f(x), z€(0,1), (0.1.1)

avec des conditions aux limites de type Dirichlet, ou X est un espace de Banach complexe,
A et B sont des opérateurs linéaires fermés sur X, les auteurs ont traités ce probléme pour
plusieurs cas, par exemple

— Dans le cadre des fonctions continues, i.e. le cas ou f € C([0,1]; X), 'opérateur B? — A
est un opérateur elliptique et B génére un groupe fortement continu, voir Favini et al
[19].

— Dans le cadre des des espaces L?, i.e. le cas ou f € LP(0,1; X), les opérateurs +B — (B? —
A)1/? générent des semi-groupes analytiques, voir Favini et al [20] et [21].

0.1.3 Conditions aux limites de type Robin

Les auteurs Cheggag, Favini, Labbas, Maingot et Medeghri, a partir de 2008, se sont interessés
a l’équation (0.1.1)), avec des conditions aux limites de type Robin généralisé

(10 -e

(généralisé c’est a dire les coefficient sont des opérateurs), ici H est un opérateur linéaire
fermé sur X. Cheggag et ses co-auteurs ont traité le probleme [(0.1.1]), (0.1.2)] dans le cadre
des espaces de Banach UMD, i.e. f € LP(0,1; X),1 < p < 400, et dans le cadre des espaces
de Holder ie. f € C%([0,1];X),0 < 6 < 1, et ont considéré le cas B génére un groupe
fortement continu sur X, et celui ou les opérateurs £B — (B? — A)'Y/2 générent des semi-
groupes analytiques sur X, voir [9] — [12].

0.1.4 Conditions aux limites de type non local

Beaucoup d’auteurs se sont interessés & ’étude des équations différentielles elliptiques avec
des conditions aux limites non locales. La premiére recherche dans ce domaine est due a
Carleman [8], voir aussi Tamarkin [40]. Plus de références sur ce topic et des applications
concrétes sont données dans la monographie de Skubachevski [39]. I” équation non linéaire
avec des conditions aux limites non locales peut aussi étre considérée, voir, par exemple,
Wang [42].

Quelques papiers récents ont étudié I’équation différentielle opérationnelle de deuxiéme ordre
avec des conditions aux limites non locales, et ont fourni une représentation de la solution,
voir Aibeche et al. [1], [2] et Hammou et al. [27], [28].

Bitsadze et Samarskii ont présenté dans [6], quelques problémes aux limites & conditions non
locales venant de la théorie du plasma. Beaucoup d’auteurs ont étudié le probleme de type
Bitsadze-Samarskii, voir par exemple Ashyralyev [3], Ashyraliev et Ozturk [4] et récemment
Ruzhansky, Tokmagambetov et Torebek [36], [37].
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0.1.5 Le cas non commutatif

Dans tout ce qui précede, pour le cas B # 0, les auteurs ont fait I’hpothése de commutativité
LM = ML, avec
L=B—(B>—A)Y? et M =—-B—(B*— A)2

En 2012, les auteurs Favini, Labbas, Maingot et Meisner ont réécrit 1’équation
u"(z) + 2B/ (x) + Ayu(z) = f(x),
sous la forme
u'(2) + (Lo — Mo)u'(z) + %LKL” — M,)* = (Lo + Mo)"|Auu(z) = f(2),

avec

L, — M, C 2B,
—3 (ML, + L,M,,) C Ay,

ici M, L, # L,M, et L, M, sont définis comme suit :
L=B—(B>—A4+wlY?et M =—-B— (B> - A+ wIl)"2

Pour plus de détails, voir [22] et [23], voir aussi [13].

On cite aussi le travail fait par Cheggag, Labbas, Maingot et Kaid, ces auteurs ont considéré
dans [14], le probléme traité par Hammou et al. [27] et [28], mais sans faire I’hypothése de
commutativité suivante :

V(e DH): ATTHC = HAT'C.

Ils ont donné une représentation de la solution adaptée, et des conditions nécessaires et
suffisantes plus naturelles pour que le probléme traité admet une solution stricte et semi-
stricte.

Toujours dans le cadre non commutatif, le cas B = 0 et A variable, Da Prato et Grisvard ont
traité I’équation non autonome

u'(z) + A(x)u(z) = f(z) z € (0,1),

avec des conditions aux limites de type Sturm-Liouville, et (—A(x))zcp,1] est une famille
d’opérateurs vérifiant I’hypothese d’ellipticité de Krein et des hypothéses de différentiabilité
sur la résolvante de type Tanabe et Yagi, voir [I5], p. 373 et 375. Le méme cas a été étudié
par Labbas en 1986, avec une autre hypothese sur les opérateurs elliptiques (—A(x))ze0,1),
sans supposer la différentiabilité de la résolvante, voir [31].

0.2 Le plan de ce travail

Ce travail est composé de quatre chapitres :

On rappelle quelques notions et outils mathématiques utilisés dans ce travail :
les opérateurs fermés, les puissances fractionnaires des opérateurs, les semi-groupes, les es-
paces d’interpolation, la théorie des sommes d’opérateurs. On donne aussi quelques lemmes
techniques utiles pour I’étude de la régularité de la solution.
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Chapitre 2| On détaille le cas L = M et donc en posant A = L2, on est amené & étudier les
deux problémes :
—u'(z) + Au(z) = f(z) p.p.z€]0,1]
u(0) U (0.2.1)
u(l) — Hu(xg) = wuia, o€ [0,1],

—u"(x) + Au(z) = f(z) p.p.z €]0,1]
u(0) = wup (0.2.2)
uw(l) — Hu'(zg) = w1, o €[0,1].
Dans la section 1, on fera les hypothéses suivantes :

Hypothése UMD
X est espace UMD, (0.2.3)

(on rappelle que X est un espace de Banach UMD si et seulement si pour p > 1, la
transformée de Hilbert est continue de LP(0,1; X) dans lui méme).

Hypothése d’ellipticité

A est un opérateur linéaire fermé sur X :] — 0o0,0] C p(A) et ( )
: -1 ¢ 0.2.4
Je>0,YAZ0: [[(A+ M) px) < TN
(de 'hypothese (0.2.4) on déduit que Popérateur Q := —(A)z existe et géneére un semi-
groupe analytique borné, noté (¢*?),q (voir Balakrishnan []).
Hypothése BIP

Vs eR: A% € L(X) et 0.9.5
de> 1,304 €]0,7]: Vs € R, HA“HE(X) < celaldl, (0.2.5)
Hypothése d’inclusion
Jko € N\NJ{0} : D(Q™) c D(H). (0.2.6)
Hypothése de commutativité
V(e D(H),YA>0: (0.2.7)
(A+ X)) e D(H) et (A+N)TH(=H(A+ )¢ =
Hypothése sur les déterminants Aq, A
Pour le probleme [0.2.1], on va supposer que
0 € p(Ay). (0.2.8)
ot Ay =T — €29 4 H(e1F70)Q — o(1=20)Q)
Pour le probléme (0.2.2] on suppose que
0 € p(Ay). (0.2.9)

ott Ay := I — €@ + HQ(eH™0)Q 4 (1-20)@),
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Dans la section 2, en supposant l'inversibilité de ses opérateurs, on construit la représentation
de la solution en utilisant le semi-groupe analytique (€%),>o.

La section 3 est consacrée aux principaux résultats obtenus, voir Hamdi et al. [26]. Pour les
solutions semi-strictes on obtient :

Théoréme 0.2.1 Sous les hypothéses (0.2.3) ~ (0.2.8). Soient ug € X, w14, € X et f €
LP(0,1; X) avec 1 < p < 00, alors le probléeme (0.2.1)) admet une unique solution semi-stricte
u si et seulement si :

(i) wo € (D(4).X) 1,
(ii) €9 (ug — Jo) + Ly + Juy € D(H) et (0.2.10)
U1,z + H (eon (UO - JO) + ]wo + Jxo) € (D(A)7X) 1

Notons que :
— si xg # 0 alors (i1) est équivalent a

Loy + Joy € D(H) et wy gy + H(loy + o) € (D(A), X) 141,

2

bS]

car

™9 Hug, e™H.Jy € D(Q) C (D(A), X)1

2p

= st wg = 0 alors (ii) devient ug € D(H) et uyo+ Hug € (D(A), X)1 1

+3.p

1 car Iy =0.

Théoréme 0.2.2 Sous les hypothéses (0.2.3) ~ (0.2.7)) et (0.2.9). Soient ug € X, uy 4, € X et
feLP(0,1; X) avec 1 < p < oo. Le probléme (2.1.2) admet une unique solution semi-stricte
si et seulement si :

(i) o € (D(4),X) 1,

(i) Q (e™9 (uo — Jo) + Loy — Ju) € D(H) et (0.2.11)
Uty + HQ (€709 (ug — Jo) + Loy — Juy) € (D(A), X) 1

De plus, dans ce cas, u est donnée par (2.4.4)), notons que :
— si xg # 0 alors (2.5.6|) est équivalent a

Uy € (D(A)’X)QL,P’
Q Ly — Juy) € D(H) et
Uty + HQ(Lyy — Jup) € (D(A), X) 1 11

2p+§’p'
— st xg = 0 alors (2.5.6)) devient

u € (D(A), X) 1,

Q(UO — 2J0) S D(H) et

U1,0 + HQ(UO - 2J0) c (D(A), X)L—l-l P

2p T 20

Des résultats similaires (Théorémes 2.5.2 et 2.5.4) sont obtenus pour le cas des solutions
strictes.
Dans la section 4, on s’intéresse aux hypotheéses d’inversibilité [0.2.8] et [0.2.9] on considére
d’abord des cas particuliers d’opérateurs H pour lesquelles elles sont vérifiées :
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— Pour le probléeme (0.2.1), H = I et

H=—-a(-Q)",aeC \{0},Rea >0,k e N. (0.2.12)
— Pour le probléme ((0.2.2)),
H=—a(-Q)" aeC\{0},Rea >0,k e N. (0.2.13)

En particulier, dans les cas (0.2.12)) et (0.2.13)), on utilise le calcul fonctionnel des opérateurs
sectoriels pour inverser les déterminants opérationnels correspondants.

On considére ensuite, les problémes (0.2.1)) et (0.2.2) avec un parameétre spectral w > 0 dans
I’équation. On montre que les hypothéses d’inversibilité sont vérifiées pour w assez grand. On
obtient alors des résultats similaires, a ceux décrits ci-dessus, pour les solutions semi-strictes
et strictes.

Finalement, dans la section 5, on donne des exemples d’applications & des problémes concrets
d’EDP.

Chapitre 3| On considére A et B deux opérateurs linéaires fermés (avec une hypothese de
commutation adéquate) pour lesquels on peut définir /B? + A. En posant

L=-B-VB2+ A M=B—- VB2 + 4,

I’équation (0.0.1)) s’écrit :

—u"(z) — 2BY/(z) + Au(z) = f(z) pp.0<z <1 (0.2.14)

On étudie alors les problémes aux limites [(0.2.14)), (0.0.2))] et [(0.2.14]), (0.0.3))]. On suppose
que A + B? est BIP et que B génére un groupe fortement continu. On obtient alors des
résultats similaires (voir section pour le cas des solutions strictes et semi-stricte. On
applique ces résultats a des exemples concrets d’EDP.
On étudie les problémes gérnéraux [(0.0.1), (0.0.2))] et [(0.0.1)), (0.0.3])] sous les
hypothéses suivantes :

Hypothése UMD

X est un espace UMD, (0.2.15)
Hypotheéses sur L et M
D(L) = D(M),
{ D(ML) = D(LM), (0.2.16)
ML = LM, (0.2.17)
30,0, €0, g[ —L € BIP,,X),—M € BIP(0y,X), (0.2.18)

(de I’hypothese (0.2.18)), on déduit que L et M générent des semi-groupes analytiques
dans X).
(L+ M) e L(X), (0.2.19)

Hypothése sur M en lien avec H

{ VA € p(—=M),¥¢ € D(H);

(M + M)~ € D(H) et H(M + AI)~'¢ = (M + \)~LHE, (0.2.20)
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Hypothése sur L en lien avec H

(L+ M) e D(H) et HIL+ N)7'¢ = (L+ M) 'HE, o
et
ko € NN{0} : D(L™) c D(H), (0.2.22)
Hypothése sur les déterminants T, T,

Pour le probleme [(0201), (0:0.2)]

0 € p(Ty). (0.2.23)
ot Ty = —H(—e®beM 4 (0=20)My 4 (_eLeM 4 )
Pour le probléme [(0.0.1)), (0.0.3)]

0 € p(Ty). (0.2.24)

ot Ty = H(Le®okeM 4 Me(l=20M) 4 (_eleM 4 1)

On construit une représentation de la solution pour chaque probléme en utilisant les semi-
groupes (e"),>0, (6*M),>0. On trouve les résultats suivants (pour la solution semi-stricte) :

Théoréme 0.2.3 Soient ug,u1 ., € X, f € LP(0,1; X),1 < p < 400, sous les hypothéses
(0.2.15) ~ (0.2.23), le probléme [(0.0.1)), (0.0.2))] admet une unique solution semi-stricte si et
seulement si :

(1) up € (D(A),X)ﬁp et

(i1) et (ug — Jo) + Loy + Juy € D(H) et

Utz + H(e™  (uog — Jo) + Ly + Juy) € (D(LM),X)%JF%J) ,
De plus,

— sixg # 0 alors (i) est équivalent &

Ly + Juy € D(H) et g oy + H(Iny + Joy) € (D(LM), X) 1 , 1

2p §7p

car
""" Hug, e™"HJy € D(L) C (D(LM),X) 11,

1
2p T2

~ si kg = 0 alors (i) devient ug € D(H) et uy o+ Hug € (D(LM), X)1 1, car Iy = 0.

141
2p 3P

Théoréme 0.2.4 Soient ug, uy ., € X, f € LP(0,1; X) avec 1 < p < 400, sous les hypothéses
(0.2.15) ~ (0.2.23), le probléme [(0.0.1)), (0.0.3)] admet une unique solution semi-stricte si et

seulement si :

(i) uo € (D(A), X)1 , et

%7}7
(i1) Le*™*(ug — Jo) + LI, — M J,, € D(H) et (0.2.25)
Ul g T H(L@Z‘OL(UO — J(]) + leo — MJmO) € (D(LM)7X>2L+%J, .

De plus,



0.2 Le plan de ce travail 11

— si xg # 0 alors (ii) est équivalent a

Ll,, — MJ,, € D(H) et uyp, + H(LI,y — MJ,,) € (D(LM), X) 1

2p P

car
e™L H Lug, ™" HLJy € D(L?) C (D(LM),X) 1

2p7p.

— st xg = 0 alors (ii) devient L(ug — Jo) — MJy € D(H) et ui o+ H[L(up — Jo) — M Jy] €
(D(LM),X)ip car Iy = 0.

Des résultats similaires (Théoremes 4.1.2 et 4.1.4) sont obtenus pour le cas des solutions

strictes.

On s’intéresse aussi dans ce chapitre au probléme avec un parameétre spectral, & la placee de

L et M on considére L, et M, avec

L,=-B—(B2+ A,)?,
M, =B— (B*+ A,)z,
et A, = A—wl.
Ou A, B et H sont des opérateurs linéaires fermés sur X. Nos problémes deviennent :
—u"(x) + (Ly — My)u'(2) + LyMyu(z) = f(x), p.p. 2 €]0,1]

u(0) = g (0.2.26)
u(l) — Hu(xg) = U120, o € [0,1],

—u"(x) + (Ly — My)u/(x) + Ly Myu(x) = f(z), p.p.x €]0,1]
u(0) = g (0.2.27)
uw(l) — Hu'(z0) = 1,4, o € [0, 1].

Sous de bonnes hypothéses on obtient (pour les solutions semi-strictes et strictes) :

Théoréme 0.2.5 Soient ug,u1 ., € X, f € LP(0,1;X),1 < p < 400, sous les hypothéses
(10.2.15)) et (4.3.2) ~ (4.3.8), le probléeme (0.2.26) admet une unique solution

— semi-stricte si et seulement si :
(i) up € (D(A), X) 1, et
2p

(ii) el (ug — Jo) + Loy + Juy € D(H) et (0.2.28)
Utz + H(GIOLM<UU - ‘]0) + Lo + Jmo) € (D(LM)’ X)ﬁ'*‘%vp )

— stricte si et seulement si :

(i) up € (D(A), X) 1, et

2p°
(ii) el (ug — Jo) + Loy + Juy € D(H) et (0.2.29)
U1,z + H(ewoLw<UQ - J()) + ]J»‘O + J:co) S (D(LM), X)i’p’
z 1

ici I, = —(Ly + Mw)l/e(IS)LWf(s)ds et J, = (L, + Mw)l/e(sx)MWf(s)ds.

0 T
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Théoréme 0.2.6 Soient ug,u1,, € X, f € LP(0,1;X),1 < p < 400, sous les hypothéses

(0.2.15) et (4.3.2) ~ (4.3.8), le probléeme (0.2.27)) admet une unique solution
— semi-stricte si et seulement si :

(1) ug € (D<A>7X)i,p7 et

(i1) Loe™" (ug — Jo) + Lulsy — Mo, € D(H) et
Uy 2o T H(LwewoLw (UU — Jo) + Lwao — MwaO) € (D(LM),X)QL+1

— stricte si et seulement si :

(i) up € (D(A),X)%’p, et
(ii) Loe™t(uy — Jo) + Lylpy — MyJy, € D(H) et
Uy 2y + H(L,e™5 (ug — Jo) + Lylyy — M, Jy,) € (D(LM), X) 1

TR

T 1

ict I, = —(Ly, + Mw)_l/e(z_S)LWf(s)ds et J, = (L, + Mw)_lfe(s_"’)wa(s)ds.

0 T

§’p.

(0.2.30)

(0.2.31)

Finalement, on présente des exemples d’applications a des problémes concrets d’EDP.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Les opérateurs linéaires
Soient (X, |.||x), (Y, ].|ly) deux espaces de Banach complexes.

Définition 1.1.1 On dit que A est un opérateur linéaire de X dans Y, si A est une ap-
plication linéaire définie sur un sous espace vectoriel D(A) C X, a valeurs dans Y. (D(A)
s’appelle domaine de A).

Définition 1.1.2 Soit A un opérateur linéaire de D(A) C X dans Y, alors :

1. On dit que A est o domaine dense si D(A) = X.
2. On appelle image de A le sous espace vectoriel Im(A), défini par

Im(A) ={y €Y :3r € D(A),y = Ax}.
3. On appelle graphe de A le sous espace vectoriel G(A) de X x'Y, défini par :
{(z,y) e X xY :x € D(A),y = Az}

4. On dit que A est un opérateur linéaire sur X si Y = X.
Définition 1.1.3 Soient A et B deux opérateurs linéaires de X dans Y. On dit que B est
une extension de A, et on note A C B si :

1. D(A) C D(B),

2. Yoz € D(A), Az = Bu.

Définition 1.1.4 On dit qu’un opérateur A de X dansY est borné si :
1. D(A) = X,
2. sup|y <1 [[Az]ly < +o0.

On note L(X,Y) l'espace des opérateurs linéaires et bornés de X dansY. si X =Y on pose
L(X)=L(X,X).
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Proposition 1.1.1 Si Y est un espace de Banach, alors l'espace L(X,Y) est un espace de
Banach avec la norme

||A||L(X,Y): sup |[Az|ly .
ll=llx <1

Définition 1.1.5 Soit A un opérateur linéaire sur X, si A est injectif, on peut définir ’in-
verse de A, noté A, par

A7l Tm(A

N
v o— Ly = u,

X
A-

ot u € D(A) et Au = v.

Proposition 1.1.2 Soit A € L(X) tel que ||Al;x) < 1, alors I — A est inversible dans
L(X).

Définition 1.1.6 Soit A un opérateur linéaire sur X, on définit l’ensemble résolvant p(A)
de A par :
p(A):={XeC: R\ A) = —-A)"eL(X)}.

L’ensemble o(A) = C\p(A) s’appelle le spectre de A.

Définition 1.1.7 1. On dit qu’'un opérateur linéaire A de X dans Y est fermé si pour
tout (x,y) € X XY et pour toute suite (x,)n>0 C D(A) telle que x, — = dans X et
Az, — y dans Y, alors x € D(A) et Ax =y.

2. On dit que A est fermable si et seulement s’il admet une extension fermée.
Remarque 1.1.1 Si A est un opérateur linéaire fermé et bijectif, alors A™' € L(X).

Définition 1.1.8 Soient A et B deux opérateurs linéaires sur X . On définit l'opérateur A+ B
et AB par
D(A+ B) = D(A) N D(B),
{ (A+ B)u= Au+ Bu,u € D(A+ B),

{ D(AB)={u€e D(B): Buec D(A)},
(AB)u = A(Bu),u € D(AB).

Proposition 1.1.3 Soient A un opérateur linéaire fermé sur X et B € L(X). Alors les deux
opérateurs A+ B et AB sont fermés.

Théoréme 1.1.1 (Graphe fermé) Soit A un opérateur linéaire fermé de D(A) = X dans Y .
Alors A est borné.

Corollaire 1.1.1 Soient A : D(A) C X — X un opérateur linéaire fermé et B € L(X),
avec Im(B) C D(A). Alors
AB € L(X).
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1.2 Calcul et intégrale de Dunford

Le calcul fonctionnel classique de Dunford-Riesz s’appuie sur la formule de Cauchy pour
construire f(A) ou A est un opérateur linéaire borné et f est holomorphe.
Soit U un ouvert de C, on désigne par H(U) 'espace des fonctions holomorphes de U dans

C.

Définition 1.2.1 Soient f € H(U), K un compact & bord de U et zy a Uintérieur de K,
alors la formule de Cauchy nous donne

ERiOm

2im Jrz — 2o

f (Zo)
avec I' est le bord positivement orienté de K.

Définition 1.2.2 Soient A € L(X) et U un voisinage ouvert de o(A). Alors pour f € H(U),
on définit l’intégrale de Dunford-Riesz par

1
2

7(4) / SOV — A)~dn,

(e}

ou T' est le bord positivement orienté de d’un compact & bord K tel que o(A) C K C U.

1.2.1 Calcul fonctionnel pour les opérateurs sectoriels
Calcul fonctionnel borné

Définition 1.2.3 Soit w € [0, 7], on définit l’ensemble S,, par

g _ {z€eC:2#0c¢et Jargz| <w} si0<w<m,
“ 1 ]0,400] stw=0.

Siw # 0, S, désigne le secteur ouvert, symétrique autour de l’axe réel positif, d’angle w.

Définition 1.2.4 Soient w € [0, 7] et A un opérateur linéaire sur X. Alors A est dit secto-
riel d’angle w, noté A € Sect(w), si

1. o(A) C S,
2. V' €|w, w[,AM > 0, sup{||A\(A] — A)_lHL(X) AeC\ Sy} < M.

Dans la suite, on suppose que A € Sect(wa),ws € [0, 7[.

Définition 1.2.5 Soit f € H(S,,) avec w > w4, on suppose que f vérifie :

1. sup{|f(2)] : z € S, } < +0o0 et
2. 3s > 0,sup{max (|z|*, |2| *) | f(2)] : z € Su} < +o0.
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Alors, on définit lopérateur linéaire borné f(A) par
: Yzl — A)ldz
F(A) = o / FE)ET - A)

avec vy, est le bord positivement orienté du secteur Sp et 6 €lw 4, wl.
Notons que, d’aprés les conditions 1. et 2., l'intégrale est convergente.
Définition 1.2.6 Soit f € H(S,) avec w > w4, on suppose que

s > 0,|f| = O(|z]°) au voisinage de linfini. (1.2.1)
Et on suppose que 0 € p(A), donc il existe R > 0 tel que B(0,R) C p(A). Alors, on définit
lopérateur linéaire borné f(A) par

F(A ‘m/ f )z — A)Ndz

avec 7y, g est le bord positivement orienté du secteur SyN\B(0, R') et 0 €lwa,w[, R’ €]0, R|.

Définition 1.2.7 Soit f € H(S,,) avec w > w4, on suppose que [ admet un prolongement
holomorphe sur B(0, R) et vérifie

s > 0,|f]| = O(|2]°) au voisinage de Uinfini.

Alors, on définit l'opérateur linéaire borné f(A) par
: (2 — A)~'d
F(A) = 5 / ST - )
avec 'y g est le bord positivement orienté du secteur Sy U B(0, R') et 0 €|lwa,w|, R’ €]0, R|.

Extension du calcul fonctionnel

Dans cette partie f(A) est un opérateur linéaire fermé n’est pas nécessairement borné.

Définition 1.2.8 Soit ¢ la fonction définie sur C\{—1} par

1

1+2

et soit f € H(S,) avec w €|wa, 7| tel que pour tout n € N fizé, " f vérifie
1. sup{|(¥"f) (2)| : z € Su} < +00 et
2. 3s > 0,sup{max (|z|*, 2| ) |("f) (2)] : z € S} < +oc.

On définit Uopérateur f(A) par

¥(z) =

f(A) = (I + A" (" )(A).

Il est clair que f(A) est un opérateur fermé puisque on a (V" f)(A) € L(X) et (I + A)" est
un opérateur fermé.
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Définition 1.2.9 Soient ¢ une fonction définie sur C\{—1} par

z
(1+2)%

¢(2) =

et f € H(S,) avec w €|wa, w[tel que pour n € N fixé, ¢" f vérifie

1. sup{|(¢"f) (2)| : z € Su} < +00 et
2. 3s > 0,sup{max (|z|*, 2| *) [(¢"f) (z)| : z € S.} < +o0.

On suppose que A est un opérateur injectif et on définit l'opérateur linéaire fermé f(A) par

fA) = (I + A" AT(¢" f)(A).

1.3 Puissances complexes d’opérateurs

Dans cette partie, on veut définir 'opérateur A* o € C, en utilisant la fonction f(z) = 29, il
est clair que f € H(S,) avec w €]0,7[. Alors on considére trois cas
— Soient a € C,0 € p(A) et Rea < 0, alors on a A* = f(A) € L(X), on utilise la Définition

1.2.6, on obtient
1
A% = f(A) := — (2] — A) ldz
2im J
0,R!

— Soit @ € C, on a la fonction f vérifie les conditions 1. et 2. de la Définition [1.2.8] si on
suppose que Re o > 0, alors 'opérateur A® est fermé et on a

1

A% = f(A) := %(I"_ A)"/ ﬁ(zl — A ldz

avec n € N tel que n > |af, et v, est le bord positivement orienté du secteur Sy et
0 E]w A,w[.

— Soit @ € C, on suppose que A est injective, on utilise la Définition pour définir
lopérateur linéaire fermé A* = f(A) par

2" ze

1
Tr ot

A = f(A) = (I + A)Q"A‘”/

A% v,

2l — A)tdz
avec 7, est le bord positivement orienté du secteur Sy et 0 €Jwa,w|, et n € N,n > [af.

1.4 Semi-groupes

1.4.1 Semi-groupes fortement continus

Définition 1.4.1 On appelle semi-groupe d’opérateurs linéaires toute famille {S(t)}i>0
dans L(X) vérifiant :

1. 5(0) =1,

2. S(t+s) = S(t)S(s) pour tout t,s > 0.
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De plus, si pour tout x € X
iy 1Stz — ]| = 0,
t—0

on dit que le semi-groupe {S(t)}+>o est fortement continu (ou encore Cy-semi-groupe).

Exemple 1.4.1 Soit X = LP(R), alors l'opérateur A défini par :

Au =

{ D =W,

est le générateur infinitésimal du Cy-semi-groupe
[S@)fl(x) = ft+x),t=0et feX.

Proposition 1.4.1 Soit {S(t)}i>0 un Cy-semi-groupe, alors il existe M > 1, et w € R tel
que
HS(t)“g(X) < Me**, pour tout t > 0.

Ici {S(t)}i>0 s’appelle Cy-semi-groupe de type (M,w), si (M,w) = (1,0) le semi-groupe

{S(t)}i>0 $’appelle Cy-semi-groupe de contraction.

Définition 1.4.2 On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe {S(t)}1>o l'opéra-
teur linéaire A défini par :

{ D(A) = {x € X :limy o+ S(t)ffx exz'ste} # 0,

Az = limy_,o+ %

Théoréme 1.4.1 Soit {S(t)}1>0 un Cy-semi-groupe de générateur infinitésimal A, alors
1. pour tout x € X ett >0

t+h

.1
hli)lrél+ ) S(s)xds = S(t)z,

t
2. pour tout v € X ett>0: / S(s)xds € D(A) et
0

A < /0 tS(s)xds) — S(t)r -,

3. pour tout v € D(A) ett > 0:S(t)x € D(A) et

d

%(Sg)x) = AS(t)x = S(t)Ax,

4. pour tout x € D(A) et t1,t5 >0

/ ® AS(s)ads = S(t)r — S(t).

t1
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Théoréme 1.4.2 (Hille-Yoshida) Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A)
dense dans X . Alors A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction {S(t) }1>o
sur X si et seulement st

1
~1
R* C p(A) et |[(A—AI) HE(X) < T pour tout X > 0.
Théoréme 1.4.3 (Feller-Miyadera-Phillips) Soit A un opérateur linéaire fermé de do-
maine D(A) dense dans X . Alors A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {S(t)}+>0
de type (M,w) sur X, si et seulement si

M

Jw, +oo[C p(A) et VA > w,Vn € N "o < (A—w)n

(A=A~

Définition 1.4.3 On appelle groupe d’ opérateurs linéaires toute famille {G(t)}i>o dans
L(X) vérifiant :
1. G(0) =1,
2. G(t+s) = G(t)G(s) pour tout t,s € R.
De plus, si pour tout x € X
lim [|G(t)z — =[] =0

on dit que le groupe {G(t)}i>o est fortement continu.

1.4.2 Semi-groupes différentiables

Définition 1.4.4 Soit {S(t)}>0 un Cy-semi-groupe, on dit que {S(t)}i>o est différentiable
si pour tout x € X, la fonction t — S(t)x est différentiable de |0, 400 dans X.

Proposition 1.4.2 Soient {S(t)}i>0 un Co-semi-groupe différentiable, et A son générateur
infinitésimal. Alors pour k e N et x € X, on a

1. Vt €]0, +00[, S(t)x € D(AY).

2.Vt €]0,4+o00l,S(t)x € D(A*) et la fonction t — S(t)x est k fois différentiable de
10, +00[ dans X et vérifie

vt €]0, +-o00[, S® (t)x = A*S(t)x.
3.Vt €]0, +oo[, S (t) € L(X).
4. t — S®)(t) est différentiable de |0, +oo| dans L(X).

1.4.3 Semi-groupes analytiques

Définition 1.4.5 Soit A un ensemble de C défini par
A={zeC:p <argz < gy, ¢, <0<y}

On appelle semi-groupe analytique toute famille {S(z)}.ca dans L(X) vérifiant :
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S(0) =1,
S(z1 + 22) = S(21)S(22) pour tout z1, 2y € A,

lim G(z2)z =z pour tout x € X,
z—0,z€A

4. Vapplication z € AN{0} — S(2)z € X est holomorphe pour tout x € X.

Lo o M~

Exemple 1.4.2 Soit X = LP(0,1),1 < p < 400, on pose
{ D(A) = {u € W??(0,1) : u(0) = u(1) = 0},

Au =",
alors lopérateur A est générateur d’un semi-groupe analytique. On a
o(A)={-kKr*:k=12..}

et

VA€ C\R: |[(A—AI L0 = arg \.

) Hﬁ(X) = |A|cos g
Théoréme 1.4.4 (Kato) Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire fermé non borné
de domaine dense et vérifie

L

p(A) D {A€C":ReA>0} et 3L >0,YA € p(A): |[(A— A 3

)71HL’(X) <

Alors A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe tel que :
- dM > 0,Vt >0: ||S<t)||c(x) < M.

~Vt>0:5(t) € L(X,D(A)) et
M
”AS(t)HL(X) < o+

Remarque 1.4.1 Le semi-groupe {S(t)}+>o obtenu dans le Théoréme de Kato se prolonge
analytiquement en un semi-groupe holomorphe.

Maintenant on va donner la notion des semi-groupes analytiques généralisés, voir [38], ici le
semi-groupe n’est pas supposé fortement continu et 'opérateur linéaire A : D(A) C X — X
n’est pas necessairement de domaine dense dans X.

Définition 1.4.6 Soientw € R, 5 <a <0 < m,r >0 et A un opérateur linéaire fermé sur
X tel que

sup [[(A = w) RO Al gy < +oc.

)\ESQ’W

{ p(A) D Sy, ={) € C\w : arg(A —w) < 0},

Alors on définit le semi-groupe analytique généralisé (etA) >0 bar

I, sit =0,
oA — o ’
e*R(N, A)dN, sit >0,
gl

a,w,r

avec v, est le bord négativement orienté de S, ., \B(w,T).
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Proposition 1.4.3 Le générateur infinitésimal de (etA) >0 €5t un opérateur linéaire B C A,
tel que a

D(B) = {u € D(A): Bu e W}
Bu = Au,u € D(B).
Si D(A) = X, alors D(B) = D(A) et B = A.

Proposition 1.4.4 Le semi-groupe analytique (etA) >0 €St fortement continu si et seulement

si D(A) est dense dans X .

1.5 Les espaces d’interpolation

Définition 1.5.1 Soient X un espace de Banach et p € [1,+00], on définit l'espace de
Banach L2(R*; X) par
LR X) = {f:R" — X fortement mesurable, || f|| »g+.x) < +00}
avec
+oo 1/p

([ T g)  siven o
= 0

supess || f(t)||x < 400 sip= +o0.

0<t<+o0
Définition 1.5.2 Soient p € [1,+00],0 €]0,1] et (Xo, [|.|ly), (X1, -|l;) deuvx espaces de Ba-
nach, tout deux contenus dans un espace topologique séparé X.
Alors Uespace d’interpolation (Xo, X1)e, est un espace intermédiaire entre XoNX; et Xo+X,
défini par :
x € (Xo, X1)a, st et seulement si

Vit > 0,3p,(t) € Xo, Ty (t) € X112 = py(t) + ¢(1),
tia‘Po € Lﬁ(R+§XO)7t170901 € LQ(R+;X1)-

/]

LERT;X)

Proposition 1.5.1 L’espace ((Xo, X1)op, |||l5,) est un espace de Banach, avec

tlfﬁ

Hx”e,p = inf HtieSoo‘ 901‘
QDOatpl

z = py(t) + ¢1(t)

LY (R*;X0) + H LY(RT;Xq)

De plus, on a
XO N X1 C (Xo,Xl)@p C X() + Xl,

avec injections continues.

Notons que Xg N X7 et Xy + X; sont deux espaces de Banach avec la norme

12l xynx, = 12l x, + 2l x,
et

2z =, i (ool + 71l

respectivement.



1.6 La théorie des sommes d’opérateurs 22

Proposition 1.5.2 Soient p € [1,+0o0] et 0 €]0,1[. Alors
(Xo, X1)op = (X1, Xo)1-0,-

Dans notre travail on s’intéresse a I’espace d’interpolation (D(A), X)g,, ot A est un opéra-
teur linéaire fermé de domaine D(A) dans X, et vérifie certaines hypothéses. On va donner
quelques caractérisations de cet espace dans la proposition suivante :

Proposition 1.5.3 Soient p € [1,+00],0 €]0,1[. Alors
1. Si Uopérateur A vérifie

R% C p(A) et 3C > 0:Vt > 0,||t(A—tI <C,

—1
) HE(X)
donc on a
(D(A), X)op={z e X " PAA—tI) 'w € LX(R; X))} .
Voir Grisvard [27).
2. Si A génére un semi-groupe fortement continu et borné dans X, alors
(D(A), X)gp=f{z e X :t" (- DNr e LX(Ry; X)} .

Voir Lions [35).

3. Si A génére un semi-groupe analytique borné dans X, alors
(D(A), X)gp = {r € X :t?Ae"r € L*(R; X))} .
Voir Butzer et Berens [7].

Proposition 1.5.4 (Réitération) Soient p € [1,+00],0 €]0,1] et k € N tels que k6 ¢ N.
Alors on a :

(X, D(A*))op = (X, D(A))ro,p.

Afin d’obtenir des résultats concernant la régularité de la solution on a besoin du lemme
suivant, qui est prouvé dans Triebel [41].

Lemme 1.5.1 (Triebel) Soient ¢ € X et Q le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique borné sur X . Alors pour p €]1,4+00] et n € N on a
(z— Q™) € LP(0,1; X) < ¢ € (D(Q"),X)

1 ,.
np P

1.6 La théorie des sommes d’opérateurs

Soit X un espace de Banach, dans cette section on va résoudre ’équation Au + Bu = g
en utilisant I’approche de Dore et Venni, avec A et B deux opérateurs linéaires fermés, de
domaines D(A) et D(B) respectivement dans X et g € LP(R; X),p €]1, +o0].

D’abord on donne la notion des espaces UM D et des opérateurs BIP puis on va donner le
théoréme de Dore et Venni.
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1.6.1 Espaces UMD

Afin d’utiliser le résultat de Dore et Venni il faut que I’espace de Banach X soit UMD
(Unconditional Martingale Differences).

Définition 1.6.1 Soient ¢ €]0,1[ et p €]1,+00|, on définit l'opérateur H. € L(LP(R; X)),
par

1 _
v e r®X), 0@ == [ e ppser
T Je<|s|<1/e S
st lir%HE f existe dans LP(R; X)) cette limite est notée H f et s’appelle la transformée de Hilbert
de [ sur LP(R; X).
Définition 1.6.2 On dit que X est un espace UMD s’il existe p €]1,400] tel que

Ve LP(R; X) : liII(l)'Haf existe dans LP(R; X)
et opérateur
H: PR X) —  LP(R;X),
f — Hf=lmH.f

est un opérateur linéaire borné sur LP(R; X) et s’appelle la transformée de Hilbert sur LP(R; X).

Proposition 1.6.1 Soit Q un espace mesuré o-fini, et p €|1,+00]
1. Tout espace UM D est réflexif.
2. 51 X est un espace UMD, alors LP(2; X) est un espace UM D.
3. 51 Q) est un ouvert de R", alors LP()) est un espace UMD.

Remarque 1.6.1 Comme les espaces L' et L ne sont pas réflexifs, donc ils ne sont pas

UMD.

1.6.2 Reésultat de Dore et Venni

Définition 1.6.3 Soit 6 € [0, 7[. On dit que A € BIP(X,0), si

1. A est injectif,

2. dw € [0,7[, A € Sect(w),

3. D(A) =Im(A) = X,

4. Vs € R,A® € L(X) et 3C > 0,Vs € R, | A 1 (xy < Cell.
Notons que BIP wveut dire que la puissance imaginaire de ['opérateur est borné (Bounded
Imaginary Powers).

Théoréme 1.6.1 (Dore-Venni) Soient X un espace UMD, 04,05 € [0,7[,04 +0p < w
et A€ BIP(X,04),B € BIP(X,0p). Si on suppose que A et B commutent au sens des
résolvantes, alors l'opérateur L = A + B est fermé et inversible et L™ € L£(X).

De plus L1 est défini par l'intégrale

1 A—zBl—z
L t=—|"—— 4
1T y SIN T2

ou 7y est une courbe verticale contenue dans la bande {z € C: 0 < Rez < 1} et orientée de
ooe 'z vers ooels.



1.6 La théorie des sommes d’opérateurs 24

1.6.3 Application du théoréme de Dore et Venni au probléme de

Cauchy
Soit X un espace de Banach UM D. On consideére le probléme de Cauchy suivant :
v'(t) — Qu(t) = f(t), t€[0,1]
{ o(0) = 0. (1.6.1)

ou f € LP(0,1; X) et @ est un opérateur linéaire fermé de domaine D(Q) dense dans X. On
suppose que

3C>0,¥A 20 [[(Q = A7l ) < Y

et
Vs € R, (—Q)" € £L(X) et 3C' > 0,0¢ € [0, g[: 1(=Q)* ||y < Ce®e,
c’est a dire —Q) € BIP(X,f).
On écrit I’équation de notre probléme ((1.6.1)) sous forme de somme de deux opérateurs, pour
cela on définit un opérateur P par

{ D(P) = {v e W'(0,1; X) : v(0) = 0},
Pv=14';v € D(P)

d’apres le Théoréme 3.1, p. 195 dans Dore et Venni [16], opérateur P vérifie

C

J = 00,00 C p(P) et VA2 0 [(P+ A |y < 7o

et

Vs € R, P* € L(LP(0,1; X)) et || P* < C(1+ s%)ekll,

Hc(x)

On suppose que 'hypothése suivante est vérifiée
VA€ p(P)nep@Q): (P=A)THQ—pul)™ =(Q—pul)™ (P —AI)7",
maintenant on peut appliquer le Théoréme pour trouver le résultat suivant :

Théoréme 1.6.2 Soient X un espace UMD, f € LP(0,1;X),1 < p < 400 et —Q €
BIP(X,0q) avec 0g € [0,%[. Alors le probléme de Cauchy (1.6.1) a une unique solution

12

v e WP(0,1; X) N LP(0,1; D(Q)), donnée par

v(z) :/ @99 f(s)ds.
0
De plus, v,v" et Qu dépendent continiment de f dans LP.

Corollaire 1.6.1 Soit f € L*(0,1; X),1 < p < +o0. On pose F(x, f) = Q/ e@=9)Q f(s)ds,
0
alors

F(,f)y=2+— Q/Oxe(w_s)Qf(s)ds =Qu e LP(0,1; X),
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on peut ausst déduire que

T Q/le<”>Qf(s)ds =F(1—. f(1-.)¢eLr0,1;X),

et
1
T — Q/ IR f(s)ds = F(.,e*f) + 2V°F(1 — ., f(1—.)) € L?(0,1; X).
0

Proposition 1.6.2 Soit f € LP(0,1; X),1 < p < 400, on pose
Lo [ e Lot [ oa-va
Jo=—=Q e*“f(s)ds et Iy = —=Q e TIC f(s)ds.
2 0 2 0
Alors Jo, I € (D(Q?), X) 1 -

Preuve. D’apres le Corollaire [I.6.1], on a

1 1
T Q/ IR f(s)ds = Qe'Q/ e*Qf(s)ds € LF(0,1; X),
0 0

d’apres leLemme [1.5.1], on déduit que

1
/0 @ f(s)ds € (D(@), X)1, = (D(QQ),X)%?%@. (1.6.2)
De (1.6.2), on a
1 1
Qi = — [ (s € (DQ).X)y, = (X. D@,
0

= (X7 D(Q2))%—21—p,p

donc Jy € (X, D(QZ))l—%,p = (D(Q*),X)

1 .
%7]3

— 2

I € (D(Q¥).X) 1, O

1
Pour 1, on a I} = IQ_l/ e @ f(1 — t)dt, et comme f(1—.) € L?(0,1; X), donc
0

Théoréme 1.6.3  Soient X un espace UMD, f € LP(0,1;X) avec 1 < p < 400 et
—Q € BIP(X,0q),0¢ € [0,5[. Alors le probléme de Cauchy

{Uw—QdﬂzﬂthWM
v(0) = vy,

a une unique solution v € W?(0,1; X) N LP(0,1; D(Q)), donnée par

v(z) = ey +/ @) £ (5)ds,
0
si et seulement seulement si, vy € (D(Q), X)

1.
E7p



Chapitre 2

Probléme a conditions aux limites non
locales généralisées de type
Bitsadze-Samarskii dans le cadre des
espaces L”

2.1 Position du probléme

Soit xg € [0, 1] fixé. On considére les deux problémes suivants :

{ —u"(x) + Au(z) = f(z), p.p.  €]0,1]
u(0) = ug (2.1.1)
u(xg) € D(H) et u(l) — Hu(zg) = 1 4,

u(0) = wug (2.1.2)

{ —u"(x) + Au(z) = f(x), p.p. z €]0,1]
U (z9) € D(H) et u(l) — Hu'(z0) = U1 4,

avec X est un espace de Banach complexe, f € LP(0,1; X) ou 1 < p < 400, Ug, U1z, € X et
A, H sont des opérateurs linéaires fermés sur X.

2.2 Hypothéses

- Hypothese UMD

X est un espace UM D. (2.2.1)
- Hypothese d’ellipticité
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3o > 0.YA2 0+ [(A+AD) Y gy < 755 (2.2.2)

De I’ hypothese |) on déduit que 'opérateur Q) := ( )2 existe et génére un semi-groupe
analytique borné, noté (e*?),, voir Balakrishnan [5].

Hypothese BIP

{ A est un opérateur linéaire fermé sur X :] — 00,0] C p(A) et

Vs eR: A" € L(X) et 593
de> 1,304 €10, 7[: Vs € R, \|Ai3\|£(X) < celalsl, (2.2.3)
- Hypothese d’inclusion
Jko € NNJ{0} : D(Q™) c D(H). (2.2.4)
- Hypotheése de commutativité
V¢ e D(H),YA>0: (2.2.5)
(A+ M) CeDH)et (A+ X)) TH(=H(A+ )¢ =
- Hypotheése sur les déterminants Aq, Ay
Pour le probléme ([2.1.1)), on va supposer que
0 € p(Ay). (2.2.6)
oit Ay := 1 — 29 4 H(e(1+20)Q _ (1-20)Q)
Pour le probleme (2.1.2)), on suppose que
0 € p(Ag). (2.2.7)

ou Ay :=1— e2Q 4 HQ(e(l-i-xo)Q + 6(1—330)62)_

Remarque 2.2.1
1. Sous I’hypothése (2 , on apourx>0etkelN

e"?(X) C D (Q") et Q"™ € L(X).

car Q) génére un semi-groupe analytique borné.
2. Pour j = 0,1, on a Q7 (e+70)Q — (_1)1e(1=70)Q) ¢ £(X) avec

QM9 — (—1)7el ) (X) € D(QY).
Alors de Uhypothése (2.2.4) on a Q7 (e(T70)Q — (—1)7e(1=20)Q)(X) C D(H), donc

Ay =1 — e 4 H(e(Fm0)@ — ¢(1=20)Q) ¢ £(X),
Ay =1 — e 4 HQ(e1+20)Q 4 c(1-20)Q) ¢
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3. De Uhypotheése (2.2.4), on a
D(A™) = D(Q™) C D(Q™) C D(H).

4. Sous les hypothéses (2.2.2)), (2.2.4) et (2.2.5) on donne deuz cas, pour chaque cas U’hy-

pothése (2.2.5)) peut étre simplifiée.
Premier cas : ko € {1,2}. Puisque on a D(A) C D(H), il est facile de voir que ([2.2.5))

et les assertions suivantes sont équivalentes

o V(€ D(H): AVHC = HA'C,
e D(AH) C D(HA) etV¢ € D(AH), AHE = HAE,
o V(€ D(H),YA € p(—A) : (A+ A\)"1HC = H(A+ \)7IC.

Deuxiéme cas : p(H) # 0. Il existe py € p(H), alors Uhypothese (2.2.5)) et les asser-
tions suivantes sont équivalentes

o ATHH = poI)™t = (H — poI) 7P A7,
o VA€ p(—A),Vue€p(H):

(A+AX)"NH —pl) ™ = (H - p) 7 (A+ M)
e VA€ p(—A),V¢ e DH): (A+ ) N)"*H( = H(A+ XI)~C.
En particulier, dans les deuz cas Uhypothése (2.2.5)) est équivalente a
V¢e D(H): A'H( = HAT(,

qui est exactement l’hypothése (2.6) donnée dans Hammou et al [2§).
5. Sous les hypothéses (2.2.2)), (2.2.4)) et (2.2.5), on a pour p € p(Q),( € D(H) et x > 0,

{ (1) (Q — pI) "' HG = H(Q — pI)~'¢,
(ii) He"@¢ = e*@H(.

Pour (i), d’abord on écrit
1 [t 412
@-pn=— | S
(voir Fattorini [18], Sect. 6.4 p. 371). Maintenant l’intégrale

-1 +o00 tl/?

T Jo Ht + p? (A+ Dt
est convergente puisque
£1/2 £1/2
HHHMQ (A+tD7¢ S D) IHCle 120
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ainsi (Q — pul)~*¢ € D(H) et

. -1 +o0 f}l/2

H(Q—pl)" ¢ = o Ht+u2
0

LT e

= — t1)” t

= (Q—ul)T'HC.

(A+tD)~¢dt,

Pour (i), on utilisera
V> 0,6 = lim (I— r )

n—-+4o0o n

(voir Kato [30], p. 481) alors pour x > 0 et ( € D(H), on trouve

nevc — o n(1-%0) "
= Jim (3) #(Gr-e) ¢
= Jm (3) (5r-e) e
= e"CHC.

6. Sous les hypothéses (2.2.2)) et (2.2.3) on a A € BIP(X,04) et 0 € p(A), de plus on a
—Q = A% € BIP(X,04/2),

voir [34], [24].

2.3 Lemmes techniques

Dans la suite on va utiliser ry = €10,1/2].

Lemme 2.3.1 Sous les hypothéses (2.2.2)) — (2.2.6]), si on pose
Wy = At [H(e(mwxo)Q —en9) — 6(27T0)Q] ,
alors Wy € L(X),W1Q7' = Q™' Wet
AT =1 — 9w,

Preuve. H est un opérateur linéaire fermé sur X, e(ro+270)Q _ 1@ ¢ £(X) avec
(elrot220)@ — ro@) (X)) C D (Q™) C D(H), donc W; € L(X). De I'hypothese (2.2.5) on
déduit que W1Q~' = Q~'W;. De plus

Ay (I . emQW1) = A — e [H(e(erZ:co)Q . €T0Q> . 6(2770)Q]
= 1,
et de fagon similaire (I — e™9W,)A; = 1. O

En utilisant la méme méthode on trouve :
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Lemme 2.3.2 Sous les hypothéses (2.2.2)) — (2.2.5)) et (2.2.7)), si on pose
Wy = At [HQ( (ro+220)Q eToQ) (2—7’0)Q] ,
alors Wy € L(X), WoQ 1 = Q7 'W; et
Ayt =1 — W,

Définition 2.3.1 On définit deux types de solutions (la solution stricte, et semi-stricte) du
probléeme (2.1.1)) (ou (2.1.2)) :

1. La solution stricte est une fonction u vérifiant le probléme, et

u € WP(0,1; X) N LP(0,1; D(A)).
2. La solution semi-stricte est une fonction u vérifiant le probléme, et Ve €]0,1]

u € W?P(0,1—¢;X)NLP0,1—¢;D(A)) etu' € LP(0,1; X).

2.4 Représentation de la solution

2.4.1 Premier probléme

Sous les hypotheses (2.2.2) ~ (2.2.6)). Si u est une solution semi-stricte du probléme ([2.1.1])
alors pour x € [0, 1]

u(x) = "¢y + VI + 1, + T,
avec

1 v 1 '
I — _§Q_1/ e(iv—S)Qf(s)ds et J, = —§Q_1/ e(s_“”)Qf(s)ds
O X

Il reste a trouver l'expression de £, et &;. En tenant compte des conditions aux limites de
notre probléme :

{ u(0) = ug
u(zo) € D(H) et u(l) — Hu(zg) = Uy z,-

u(0) =&y + €&, + Jo = uo,
u(l) = €Q§0 + & + I,
u(zg) = €™, + 179, + [ + J,, € D(H).

Donc si on pose vy = uyg — Jp, on a {; = vy — eQ€,
u(1) = vy — €98) + & + I = v + [ + (I — €29)¢,,
et

u(zg) = exOng + 6(1%0)6251 + Loy + Jug
— ezOQ(vg — lel) + 6(1_9‘30)@51 + Ly + Jup
™ CQug + Iy, + Joy + Toéy,
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oit Ty = e(l770)@ — (1+20)Q " Comme Tpé, € D(Q™) C D(H), alors de u(z¢) € D(H) on
trouve
"%y + Iy + Joy € D(H),

donc
Uz = u(l) — Hu(xg)
= "%+ I + (I — )¢, — H[e™ g + Ly + Joy + Tob]
= ([ — 29— HTO) &+ Qv+ 1, — H (exOQvo + Iy, + cho)
= A& +e®vg+ I — H (€% + Ly + Jay )

alors, si on prend vy = uy 5, — 1 + H (exOQvo + 1, + Jxo), on trouve

A151 =V — GQUO,

et
& = AT vy — QAT g = vy — €Wy — e9ATT g = vy + %y,
ott wy; = —Wyvy — e A Ty, De plus
o =0 — eQ(vl + emel) =1y + eQw_l,
oll Wy = —v; — €"%w;. Finalement pour z € [0, 1], u(z) s’écrit

u(‘r) - 6mQUO + €(l_w)QU1 + Il« + Jm + ereQw_l —+ €(l_w)QeT0Qw1,
Maintenant, on pose pour z € [0,1] et p € X
1 x
S(z, 0, f) = e — §Q‘1/ @9 f(s)ds,
0

donc S(z, v, f) = €* vy + I, et S(1 —z, vy, f(1 —-)) = 2% + J,.
En résumant 1’étude précédente on obtient le résultat :

Proposition 2.4.1 Sous les hypothéses (2.2.2) — (2.2.6). Si u est une solution semi-stricte

du probléme (2.1.1)) alors

"%y + Iy + Joy € D(H), (2.4.1)
et u est uniquement determinée par la représentation sutvante
u(x) = S(x,v, f) + S(1 = z,v1, f(1 =) + Ri(z), v € [0,1], (2.4.2)
ot
Vg = Ug — Jo, V1 = ul,IO — II + H (exOQUO + Ixo —+ Jxo) s
et Ry est la partie réguliere de u, caractérisée par
Ry () = ey + e(177)Qer0Qy; avec
w, = —Wl?Jl — 6(1_TO)QAI1U0,
Wy = —v; — "%y,

Wy =A[? [H(e(ro+2xo)Q — @) — 6(2—7‘0)@] 7
Ay =1 — e*@ + H(e(H20)Q — ¢(1=70)Q)
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2.4.2 Deuxiéme probléme

On procéde comme pour le premier probléme. Sous les hypoheéses (2.2.2) ~ (2.2.5)) et (2.2.7)).
Si u est une solution semi-stricte du probléeme ((2.1.2)) alors

u(x) = "¢, 4+ eI + I + T,

avec

{ u(0) = ug
u'(xo) € D(H) et u(l) — Hu'(x9) = Uy.4,-

Pour tout = € [0, 1[; on a
u(z) = Qe — Qe 0 + QL — Q.

alors

I~

(0) = & + €9, + Jo = uo,
u(l) = ngo + & + I,
u/(z9) = Qe™2E, — Qe =), + QI — QJ,, € D(H).

Encore, si on pose vy = ug — Jy, on a &, = vy — e¥¢,, et
(1) = v + L + (I = 9)Ey,

et

UI(IO) - QexOQ(UO - ngl) - QG(I_CCO)le + leo - QJxO
—Q(e1H70)9 4 17+ Qe Vg + Qluy — Qe
= Q"%+ QL — QJuy + Uoky,

ot Uy = —Q(el1F20)Q 4 (1=20)Q)  Comme Uy, € D(Q*) C D(H), alors de u/(xo) € D(H)
on trouve

QexOQUO + Q-[:EO - QJ(EO S D(H)7

donc

Uz, = u(l) — Hu'(xo)
= ey + 1 + (I -9
—H[Qe™ vy + Qlyy — QJoy + Uy
= [HQ(M9 4 e0709) (T — 2],
+e®uy+ I, — HQ (e“OQvo + 1, — JIO)
= Ayéy+eCu+ 1, — HQ (emOQvo + 1, — Jxo) ,

alors, si on prend vy = g 4, — [1 + HQ (exOQvo + 1, — Jmo) on trouve

Ayé = vy — ero,
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alors de et le Lemme
& = A;lvg — eQAQ’lvO = Uy — "Wy — eQAglvo = vy + eTOQwQ,
olt wy = —Wavy — eI A 1y, De plus
£q = vo — €9 (vy + €™%wy) = vy + 3,
avec Wy = —v9 — €"%w,y. Finalement u s’écrit
u(z) = g + eIy + I, + J, + " ey + eIy,

En résumant 1’étude précédente on obtient :

Proposition 2.4.2 Sous les hypothéses (2.2.2) — (2.2.5)) et (2.2.7). Si u est une solution
semi-stricte du probleme (|2 alors

Qe™ %y + QI,, — QJ,, € D(H), (2.4.3)

et u est uniquement determinée par la formule suivante :
u(z) = S(x,vo, f) + S(1 — @, v2, f(1 =) + Ra(x), (2.4.4)

ol
vo = g — Jo, Vs = Utz — 1 + HQ (€% + Ly — Jop)

et Ry est la partie réguliére de u, caractérisée par

Ry () = ey + e(177)Qer0Quyy avec

wy = —Wovy — 6(17710)@/\2_11)0,

Wy = —vy — €"%wy,

Wy = Al_l [HQ(e(m-i-%o)Q + eToQ) — e(Q—TO)Q] ’
Ay =1 —e2@ + HQ(6(1+$0)Q + e(l—wo)Q).

2.5 Reésultats principaux

2.5.1 Premier probléme

Dans la suite, il est important de noter que
(D(4).X);, € D(Q) € (D(4), X)

cela est due a la propriété de réitération :

~(D(A).X) 1, = (X.D(A)), ., = (X.D(@),_

= (X.D(@Q)yr, = {6€D(Q): Q0 € (X, D))
~ (DU X1 = (X DU, = (X, D)
= (X.D@))_1, = (D(Q).X)1,

'E

‘»—t
[NIE

v
’d\'—‘ =

1
»P
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Voir Proposition [1.5.4] et Proposition [1.5.2]

Théoréme 2.5.1 Sous les hypothéses (2.2.1) ~ (2.2.6). Soient vy € X, u1,, € X et f €
LP(0,1; X) avec 1 < p < 400, alors le probléme (2.1.1) admet une unique solution semi-
stricte u si et seulement si :

(i) uo € (D(4), X) 1,
(i1) €79 (ug — Jo) + Loy + Juy € D(H) et (2.5.1)
Ut + H (€79 (uo — Jo) + Ly + Juy) € (D(A), X) 111,

De plus, dans ce cas u est donnée par (2.4.2)).
Notons que :
- sixg # 0 alors (i) est équivalente a

Ly + Juy € D(H) et ur gy + H(Lyy + Jup) € (D(A)vX)i+%,p

2p

comme
He®%(ug — Jo) = e®/2Q @0/ (yy — J3) € D (Q) C (D(A), X1,
— sixg = 0 alors (ii) sera ug € D(H) et uy o+ Hug € (D(A),X)ZLJF%JD car Iy = 0.

Preuve. Si (2.1.1)) admet une solution semi-stricte u, alors, de la Proposition [2.4.1] on a
"9y + Iy + Jyy € D(H),

u est donnée par l) Mais, grace aux termes régularisants e? et €9, on a pour tout
keN:
Ri(.) € LP(0,1; D (Q%)) n WHP(0, 1; X). (2.5.2)

alors u et w ont la méme régularité, avec
U)(ZL’) :S(x,vo,f)‘i‘S(l—I,Ul,f(]_—)) (253)

Comme u est une solution semi-stricte, on a Q*u € LP(0,1—¢; X), ainsi Q*w € LP(0,1—¢; X)
et de 6. de la Proposition 3.4 dans [28] p. 1675,

Vo = Ug — JO S (D(A),X)i’p,
V1 = U1,y — Il + H (emOQvo + [500 + ng) € (l)(z‘l),)()i+

1
2p §7p’

mais, I, Jo € (D(A), X) 1 , voir Proposition |1.6.2, donc

%7

Ug € (D(A),X) 1

ﬁ»p
eonUo + 1+ Ju € D(H) (254)
U e + H (€790 + Ly, + Ju) € (D(A), X) 2

1,.
%+§’p
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Inversement, sous 'hypothese (2.5.1)), on utilise encore (2.5.2)), on obtient que u donnée par

et v; € (D(A), X) et de 2. et 6. de la Proposition 3.4 dans [28] p. 1675, on a

255D
w/() = QS('av(]?f) - QS<1 -5, U1, f(l - )) S Lp(ov 17X)
et donc v'(+) € LP(0,1; X),
et pour tout € €]0, 1|
w € W2P(0,1 — e; X) N LP(0,1 — g D(A)) N WH2(0, 1; X)
et donc uw € W?P(0,1 —&; X) N LP(0,1 — &; D(A)) N WHr(0,1; X).
et de plus, de (2.4.2)
U(O) = S(O,Uo,f)+s(1,?)1,f(1—))+R1(0)
= g+ €%y + Jo + e¥Wy + %%,
= ug+e? [v1 + w71 + e”’le}
Uo,
Pour u(xg) on utilise encore (2.4.2)) :

U(flfo) = S(l’g, Vo, f) + S(l — Xp, V1, f(l — )) + QIOQeQw_l + 6(17$0)Q€T0Qw1

1 =
= - Q" / (@090 () s 4 =002y,
0

1 1
_§Q—1/ 6(8_I0)Qf(s)d8 + eﬂferQw—1+ e(l—xo)Qeronl
zo

= "% + Loy + Joy + 6(1_360)6’27}1 + "% + 6(1_$0)Q6T0Qw1,
alors de (ii), on déduit que u(xg) € D(H) et
u(l) = Hu(zo) = S(Lvo, )+ 50,00, F(1 =) + Ra(1)
—H [S(x0,v0, f) + S(1 — z0,v1, f(1 —-)) + R (20)]
= Qug+ I + v, +e* (—vl — eTOle) + "%y,
—H (eonUO + I, + on) _H (e(l—xo)Qvl)
—H [6(1+:v0)Q (_Ul _ eTonl) + 6(1_z0)Q6T0Qw1} 7

mais v; + [ — H (e”OQvo + I, + Jxo) = Uy 4, alors

u(l) — Hu(zg) = €%+ up g + €2 (—vy)
__]-_]6(1—3?0)@@1 + He(l-i-ﬂm)QU1
+ [[ — 2@ 1 He(ltz0)@ _ He(lfxo)Q] €%,
= v+ Uy, + (A —I)vy
—Ae@ (W1U1 + e(l’m)QAflfuo)
= Upg + [Al (I - eTOQWI) — I} U1
= Ulg,-

Finalement u donnée par (2.4.2)) est la solution semi-stricte de (2.1.1]).

2.4.2) a la régularité de w definie par (2.5.3). Mais (2.5.1]) implique que vy € (D(A),X)ziyp
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Théoréme 2.5.2 Sous les hypothéses (2.2.1) ~ (2.2.6). Soient ug € X, u1,, € X et f €
LP(0,1; X) avec 1 < p < 400, alors le probléme (2.1.1)) admet une unique solution stricte si
et seulement si :

(i) uo € (D(A), X) 1,
(ii) €29 (ug — Jo) + Lpy + Juy € D(H) et (2.5.5)
Uy + H (GIOQ (ug — Jo) + Iy + Jxo) € (D(A), X).

2pP°

Notons que :
— st xg # 0 alors (ii) est équivalente a
Iy + Juy € D(H) et uy gy + H(Lyy + Jzp) € (D(A), X) 2

Evp'

— si xg =0 alors (ii) sera

Ug € D(H) et U0 + Hug € (D(A)’X)Qip
p7
Preuve. On procéde comme dans la preuve précédente, on utilise 3. de la Proposition 3.4

dans [28], p. 1675 au lieu de 6. O

Remarque 2.5.1 Si xq = 0 alors le probléme (2.1.1) s’écrit sous forme d’un probléeme a
conditions aux limites de Dirichlet :

—u"(x) + Au(z) = f(z), p.p. © €]0,1]

u(0) = wug
u(l) = uy 4o + Huyg,

ot uy dans D (H). Dans ce cas, on n'a pas besoin de (2.2.5)) et (2.2.6), de plus il est clair
que Ay := I —e*@ € L(X) a un inverse borné donc on peut supprimer (2.2.6)), et le probléme
(2.1.1) admet une solution stricte si et seulement si

Uy € (D(A),X)%JJHD(H) et U1,0+HUO S (D(A)’X)zi,p

Ce resultat est connu, voir [20].

Remarque 2.5.2 On considére le cas particulier kg = 1. L’hypothése (2.2.4) sera D(Q) C
D(H) et (2.5.1)) s’écrit

(i) w € (D(4). X) 1.
(it) U1z + H (€79 (ug — Jo) + Ly + Joy) € (D(A), X) 2

Comme ug € (D(A), X)L, C D(Q) C D(H) et Jo, Iy, Jo, € D(Q) C D(H).
De fagon similaire (2.5.5)) s’écrit

(i) uo € (D(A),X) 1,
(i) w1y + H (€79 (uo — Jo) + Loy + Jup) € (D(A), X) 2

ﬁ’p'
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2.5.2 Deuxiéme probléme

Théoréme 2.5.3 Sous les hypothéses (2.2.1) ~ (2.2.5) et (2.2.7)). Soient ug € X, u1 4, € X
et f e LP(0,1;X) avec 1 < p < 4o0. Le probléme (2.1.2)) admet une unique solution semi-
stricte si et seulement si :

uo € (D(A), X) 1,

Q (€™ (ug — Jo) + Ly — Juy) € D(H) et (2.5.6)
Uy + HQ (e‘”OQ (wo — Jo) + Iy — JIO) € (D(A), X)

De plus, dans ce cas, u est donnée par (2.4.4]).

Notons que :

— st xg # 0 alors (2.5.6)) est équivalente a
u € (D(A), X) 1,

Q(Izy — Juy) € D(H) et

U1 zo + HQ(I:BO - Jﬂ?o) € (D(A)WX)QL—F

S5
— st xg = 0 alors (2.5.6) sera

u € (D(A), X) 1 .
Q(uo — 2J5) € D(H) et
U1 + HQ(UO — QJO) € (D(A),X) 1,1

2p 2P

Preuve. On considere le cas zo # 0 (HQ (e™9v) € () D (QF)). On utilise la méme
k=1

méthode de la preuve du Théoréme [2.5.1]. Si (2.1.2) admet une solution semi-stricte u, alors,
de la Proposition [2.4.2, on a

Q (eonUO + IQCO — J;m) S D(H),
et u est donnée par (2.4.4)). la régularité de u est la méme avec w ou
w(z) = S(x,v0, f) + S(1 =z, 02, f(1=.)).

Comme u est une solution semi-stricte, on a Q*u € LP(0,1—¢; X), ainsi Q?w € LP(0,1—¢; X),
et de 6. de la Proposition 3.4 dans [28] p. 1675,

Vg = Up — J(] S (D(A),X)%’p,
Vg = Ui gy — 1 + HQ (€"%g + Iy — Jyp) € (D(A), X) 2

mais I, Jy € (D(A),X)%p, voir Proposition [1.6.2], de plus, de la Remarque [2.2.1], assertion
p7

1. et 224)

Q (e%0%u,) € ,fjl D (Q¥) ¢ D(H),

HQ (eonUO) c kﬁlD (Qk) C (D<A)7X)L+%7p,
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donc Q (I, — Ju,) € D (H) et

w € (D(A4).X) 1,
Utz T+ HQ ([xo - JIO) € (D(A)aX) L1

T2l
Inversement, de (2.5.6]), comme dans la preuve du Théoreme [2.5.1] il est facile de voir que u
donnée par (2.4.4]) est une solution semi-stricte du (2.1.2)). O

Théoréme 2.5.4 Sous les hypothéses (2.2.1)) ~ (2.2.5) et (2.2.7). Soient ug € X, u14, € X
et f € LP(0,1; X) avec 1 < p < co. Le probléme (2.1.2) admet une unique solution stricte si
et seulement si :

up € (D(A)aX)i,pa

Q (€™ (ug — Jo) + Iy — Juy) € D(H) et (2.5.7)
Uty + HQ (709 (ug — Jo) + Loy — Juy) € (D(A), X) 2

ﬂ»p

Notons que :

— si xg # 0 alors est équivalente a

Q (Iay — )
ulzo+HQ(I Jxo

— st xg = 0 alors sera

uo € (D(A4), X) 1 .
Q(UQ — 2JU) € D(H) et
Ui1,0 + HQ(UO — 2J0) € (D(A),X) 1

%71).

g»g%

—_~

Ay
~— —

)

~

Preuve. On peut adapter la preuve du Théoréme précédent. Il

Remarque 2.5.3 Si on suppose que o = 0, on obtient les mémes resultats obtenus par
Hammou et al [28], voir Theorem 3.6 et 3.7, p. 1677.

2.6 Inversibilité de déterminant

On décrit des situations classiques variées dans lesquelles I'inversibilté de A; et Ay est dé-
montré.

2.6.1 Premier probléme
Cas particulier

Le cas H = I. Notre Probléme sera :
u(x) + Au(z) = [(z), pp. = €]0,1]
u(l) — u(xg) = Uy gp-
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De plus

A, = 6(1+$0)Q _ 6(1—360)@ _ e +7
eUFm0)Q([ _ (1=20)Q) 4 T _ o(1=70)Q
= (I+ 6(1”0)@)([ - e(l_xO)Q),

et il est connu que [ 4 e(1F70)Q [ — ¢(1=20)@ sont inversibles (voir par exemple (5.9) dans
[32]) donc 0 € p(Ay).

Théoréme 2.6.1 Sous les hypothéses (2.2.1) ~ (2.2.3). Soient uy € X, u1 ., € X et
f € Lr0,1; X), alors le probléme (2.6.1) admet :

1. une unique solution semi-stricte u si et seulement st

(i) w0 € (D(A), X) 1,
(1) uy o € (D(A), X) 2

1 .
%-ﬁ-@p

2. une unique solution stricte u si et seulement si

(i) o € (D(4), X) 1,
(1) U1z € (D(A), X)

2p P
En wutilisant la Proposition 3.5 dans Hammou [28] on trouve
Jos Lngs Jzy € (D(A),X)ip C D(Q),

cela nous permet de simplifier (i1) dans 1. et 2.

Remarque 2.6.1 1. Ashyralyev [3] a étudié le probléme (2.6.1) dans le cadre des
espaces de Holder, et il a démontré que ce probléme est bien posé en utilisant
["inégalité de coercivité.

2. On traite de la méme maniére
—u"(z) + Au(z) = f(z), p.p. v €]0,1]
u(0) = uo
(1) + u(xg) = Uq gy

avec

A = —e(1+x0)Q + e(1=20)Q _ 52Q +71= ([ _ 6(14‘1‘0)@)([ + 6(1_900)69).

Le cas H = —a(—Q)k,a € C\{0},Rea >0,k €N

On étudie le probléme
—(z) + Au(z) = f(z) pp- = €]0,1]
u(0) = ug (2.6.2)
u(1) 4+ a (=Q)F u(xy) = U1 zg-
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On a besoin d’une nouvelle hypothése

A est un opérateur linéaire fermé sur X, o(A) C|0, +oo et
pour tout 6 €]0, 7[: sup |[AN(A + /\I)_luﬁ(x) < 400, (2.6.3)
AESy

ol Sp:= {z € C\{0} : |arg(z)| < 6}.

On va utiliser le calcul fonctionnel des opérateurs sectoriels pour inverser I’'opérateur
A =1—e22 ¢ (_Q>k (e(1+wo)Q _ e(lf:vo)Q).
Pour cela on étudie les fonctions F, G définies sur C par

F(z) =1+G(2)
G(Z) — _azk(e—(l-l-zo)z _ e—(l—xo)z) — e 22
— a2k<€—(1—a}0)z o e—(l—i—xo)z) o 6_2Z,

alors Ay = F (—Q).
On fixe gy > 0 tel que B(0,4e2) C p(A) et on peut adapter le Lemme 15, p. 21 dans [27] pour
obtenir :

Lemme 2.6.1 On pose S = Sy/4 alors

1. F,G sont des fonctions holomorphes au voisinage de S.
2. x > 0 implique que |F(x)| > 0.

3. lim  — azF(e”(Hm0)z _ e=(1=20)2) _ =22 — () ¢t alors
Re z—+00,2z€S5

a. il existe ' > 0 tel que z € S et Rez > &' implique que
2> 1F(z)| >1/2.
b. F est bornée sur S.
4. 1l existe 0y €]0, /4] tel que F(z) # 0 sur
IIp ={z€C:Rez>¢g et |arg(z)| < b},

et min |F(2)] =7r > 0.
z€Ilg

Preuve. Voir la preuve du Lemme 15, dans [27], on indique les petits changements dans la
preuve de l'assertion 2. et 3.
Pour I'assertion 2., on a pour x > 0

ef(lf:rg)x . 67(1+mo)z Z 07

alors, comme Rea > 0, on trouve

Re F(gj‘) = (1 — 6721) + (Re a{>xk‘(67(1710)1‘ _ 67(1+$0)$) > 0.



2.6 Inversibilité de déterminant 41

Pour I’assertion 3, on a pour z € S
{azk(e—(l—a:o)z . 6—(1-{—:50)2) . e—22|
< ol fof" (e =] 4 emOe0%]) 4 e

k —
|a] (\@Re z) (e-(He)Rez 4 o=(-wo)Rezy 4 o=2Re2( pyisque |Imz| < Rez sur S).

A

Comme dans [27], Lemme 16, p. 22, on déduit : O

Lemme 2.6.2 Sous l’hypothése (2.6.3), l'opérateur Ay a un inverse borné, et

AT =T - U(-Q) avec ¥U(z) = %

Théoréme 2.6.2 Sous les hypothéses (2.2.1) ~ (2.2.3) et (2.6.3)). Soient ug € X, u1 4, € X
et f € LP(0,1; X) avec 1 < p < oo. Alors le probléeme (2.6.2)) admet :

1. une unique solution semi-stricte u si et seulement st

(i) uo € (D(4). X) 1,
(ii) e®09 (ug — Jo) + Loy + Joy € D(QF) et
Ulzg — (_Q)k <€IOQ (uO - JO) + Iy + ‘]170) € (D(A>’ X)ﬁ‘*‘%m‘

Notons que, si k =0, alors (i) et (ii) seront

Uy € (D(A),X)%’p et Uy 40 € (D(A),X)%+%7p.

2. une unique solution stricte u si et seulement st
(1) uo € (D(A), X)L,
2p’

(ii) e®09 (ug — Jo) + Loy + Joy € D(QF) et
Ut gy — 0 (—Q)F (€709 (ug — Jo) + Loy + Juy) € (D(A), X) 1 .

2p
On note ici que (2.2.4)) est vérifiée pour ko = k.

Probléme avec un parameétre spectral

On considére pour w > wy (wg > 0 fixé), le probléme :
—(2) + Au(x) + wu(z) = f(z), p-p. @ €)0,1]
u(0) = ug (2.6.4)
u(1l) — Hu(xg) = Uy 4

On pose A, = A+ wl et on suppose que :

A, est un opérateur linéaire fermé sur X :| — 00,0] C p(Ay,) et
sup || A(Aw, + /\])*1||L(X) < 400, (2.6.5)
A>0
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Vs €R: (A, € LX) et 5 6.6
e > 1,04, € 10,7 [[(Aun)ll ) < ce®2eal, (2.6.6)
H est un opérateur linéaire fermé sur X, (2.6.7)
V¢ e D(H),VA > wp: (2.6.8)
(A+ X)) Ce DH) et (A+ X)) TH(=H(A+ X)) ', "
Jko € N\{0} : D(Q¥) c D(H), (2.6.9)

N[

ot Q,, = —(Ay,)2.

Remarque 2.6.2 Pour tout w > wy

1. A, est un opérateur linéaire fermé sur X
| —00,0] C] — 00,w — wo| C] — c0,w] C p(Ay),
et
sup |[MA, + )71 < ¢y < 00,
Azlt? [JAC ) HL(X) 0
ot ¢o :=sup |[N( Ay, + )\I)*1||£(X), ne dépend pas de w.
A>0
2. Qu = —(Aw)% génére un semi-groupe analytique sur X.
5. DQ.) = D(Quy) e (D(A).X) 1, = (D(A.), X) 1 . p €]1 4o
4. Grace a Priiss et Sohr [34], Théoréme 3 p. 437, Uhypothése (2.6.6) implique que pour
tout s € R, (A,)" € L(X) et

Je>1:Vs €R,|[(A < cel ool

w)” HL’(X)

0t 04, (défini dans (2.6.6))) et c ne dépend pas de w. De plus (A,)? € BIP(X, 0,4.,/2)-

Maintenant, on montre que Ay, = I — Qv  H(e(1H#0)Qu _ o(1=20)Qu) " admet, un inverse
borné pour w assez grand.

Lemme 2.6.3 On suppose (2.6.5) — (2.6.9), alors il existe w* > wq tel que pour w > w*
Uopérateur Ay, admet un inverse borné.

Preuve. On peut adapter la preuve du lemme 4.3, p. 1680 dans [28]. On peut écrire
Ay, =1-T, avec Ty, = ?9« — H(el+20)Qu _ o(1-20)Qu),
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On a pour w > wo, [|QZeQ, %o

HTLWHL(X)
— HH 6(1+$0)Qw + 6(1—$0)Qw) _ €2Qw

||L(X <1+ ¢, alors

leex)
HHQ 2ko 2kOQ 2k0Q2k0( (14+20)Quw +6(1 -'L'())Qw) _62Qw

lzex)
HHQ 2ko 2koQ 2k0Q2k0 (1420)Qu —|—HQ Qk:OQZk:OQ 2k0Q2k0 (1—20)Qu _€2Qw

HL‘(X)

< HQE™ ) QEPQ | gy Q0% |,

+HQ, 2’“"\\,; ) Q26 QU |y Q2% | ey + 1629 iy
< NHQ™ | x) 1+CO Q%% |

+[HQ, 2’“°HL~(X) L+ o). Q20002 | g + (1€l oy

mais il existe ¢ > 0 et [ > 0, tel que pour tout w > wy,m € {0,2ko}, et t € {1+ 29,1 — z0,2},
on a
m tQuw —lVw
Qe HL(X) < ce

)

(voir le Lemme 2.6, p. 103 dans [17]), alors il existe w* > wy tel que pour w > w* :
[T1wll ) < 1-

et Ay, =1 — T, admet un inverse borné. O

Théoréme 2.6.3 On suppose (2.2.1) et (2.6.5) ~ (2.6.9). Soient vy € X,u1,, € X et
f € L”(O,l,X) avec 1 < p < oo. Alors il existe w* > wq tel que pour tout w > w*, le

probleme (|2 admet :

1. une unique solution semi-stricte u si et seulement si
(i) uo € (D(4), X) 1,

(i3) €09 (ug — Jo) + Ly + Juy € D(H) et

U1,z T+ H (emOQ (UO — J[)) + Ixo + J:):g) € (D(A),X)LJF%’W

2. une unique solution stricte u si et seulement st

(i) o € (D(A), X) 1,

(ii) €09 (ug — Jo) + Loy + Juy € D(H) et
umo + H (GIOQ (UQ — Jo) + ICEO + Jxo) € (D(A),X) 1

2.6.2 Deuxiéme probléme
Cas particulier

On étudie le cas particulier H = —a (—Q)*,a € C\{0},Rea > 0,k € N.
(@) + Auz) = [(z), pp. x €]0,1]
u(0) = uo (2.6.10)
w(1) + o (—Q)" u/(0) = uyay.
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On suppose (2.2.1)), (2.6.3) et (2.2.3) et on procéde comme pour le premier probléme en
utilisant le calcul fonctionnel des opérateurs sectoriels pour inverser ’opérateur

Ay =T — e 4 a(—Q) ! (e1F70Q 4 ((1=70)Q)
on pose

Fy(2) = 1 + Go(2) avec Ga(z) = azft(em(Hao)z 4 g=(1mz0)z) _ =22
et encore pour z > 0 :

Re F(z) = (1—e7) + (Req)a ! (e7(1Fm0)r 4 = (1700)7) >,

Finalement on trouve :

Théoréme 2.6.4 On suppose (2.2.1) ~ (2.2.3) et (2.6.3). Soient vy € X,u1,, € X et
H2.6.10

feLr(0,1; X) avec 1 < p < +oo. Alors le probléeme admet :

1. une unique solution semi-stricte u si et seulement st

(1) uo € (D(A), X)L,
(i1) e*@uy — e Jy + I,y — Juy € D(QF) et
Uy gy + @ (—Q) ! (€7Qug — ™9 Sy + I, — Juy) € (D(A), X)1i1,

2. une unique solution stricte u si et seulement si

(i) uo € (D(A), X) L .
(ii) e*@uy — 9 Jy + I,y — Juy € D(QF) et
Uy gy + 0 (—Q)* T (e7Qug — €709 Jy + I, — Jo,) € (D(A), X)

1
%ap

Probléme avec un parameétre spectral

On considére pour w > wy (wp > 0 fixé), le probléme suivant :

—u"(x) + Au(z) + wu(z) = f(x), p.p.  €]0,1]
u(0) = ug (2.6.11)
u(l) — Hu'(z0) = u1z,-

Maintenant, on montre que Ay, = HQ, (70 4 (1=70)CQuw) _ ¢2Qu 4 [ admet un inverse
borné pour w assez grand.

Lemme 2.6.4 On suppose (2.6.5) — (2.6.9), alors il existe w* > wq tel que pour w > w*
Dopérateur Ay, admet un inverse borné.
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Preuve. On pose Ty, = —HQ,, (170 4 ¢(1=70)Qu) 1 ¢2@w et on procéde comme dans le
Lemme 2.6.3] On a

”TQUJHE
HHQ 1+:vo )Quw 4 (1= IO)Qw) _ 2Qu

lzex)
HHQ 2ko QkOQ 2ICOQZICOJrl( (1420)Quw + 6(1 -%o)Qw) _ GZQW

ey

R R A e
Q20+ 8%
< Qg (1 ) Q2T

Q1+ ). Q2P 6

alors il existe w* > wq tel que pour w > w*, ||T27w||£(X) < 1 ce qui montre que Ay, = I — T3,
admet un inverse borné. O

Théoréme 2.6.5 Sous les hypothéses (2.2.1)) et (2.6.5) ~ (2.6.9)). Soient ug € X, u1 4, € X
et f € LP(0,1;X) avec 1 < p < 4o00. Alors il existe w* > wq tel que pour w > w*, le probléme

(2.6.11) admet :

1. une unique solution semi-stricte u si et seulement si

(i) uo € (D(A), X) L s
(i1) Q. (e%0%uy — exOQWJO + I, — Ju) € D(H) et
UL,z + HQ ( xOQWUO - exOQwJO + IZ‘O - ‘]1'0) € (D(A)aX)L_;'_l

2p §7p’

2. une unique solution stricte u si et seulement st

(i) o € (D(A), X) 1,

(i1) Q. (e®09=uy — €09 Jo + I, — Jo,) € D(H) et
Uy py + HQ, (€% ug — %09 Jo + I, — J) € (D(A), X) 1

2p P’

2.7 Applications

2.7.1 Exemple :

On considere l'espace UMD X = LY(R),1 < ¢ < 400 et on définit les deux opérateurs
linéaires fermés A et H comme suit :

(D =Tam) o { B
Au = —au",u € D(A), Hu = pu,u e D(H).

avec a > 0,3 € C.

On fixe wy > 0 alors A,, = A + wol vérifie les deux hypothéses (2.6.5)) et (2.6.6) (voir le
Théoréme C, p. 167, dans Priiss et Sohr [35]).

De plus I'hypothese est vérifiée pour ky = 2, et aussi .

Alors on peut appliquer le Théoréme [2.6.3], pour trouver :
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Théoréme 2.7.1 Soient ug,u; », € LY(R) et f € LP(0,1; LY(R)) avec 1 < p,q < +00.
Alors, il existe w* > wq tel que pour tout w > w* le probléme

2U 2U

@) — G +wuley) = f(50), pp w01y € R
u(0,y) = uo(y), p-p-y €R (27.1)
(1 ) 6%('%07 ) - ul,xo(y)a p.p.yE R>

admet :

1. une unique solution semi-stricte si et seulement si

(i) o € (W24(R), LU(R)) 1 .

(ii) €®9(ug — Jo) + Ly + Joy € WHI(R) et
ulm + H(e“”OQ(uo — J[)) + [330 + Jxo) € (WQ’Q(R>, LQ(R))L+1

2p E’p;
2. une unique solution stricte si et seulement si
(i) ug € (W?I(R), L(R)) 1,
p7

(i1) €209 (ug — Jo) + Ly + Juy € WHI(R) et
Utz + H(e%9(ug — Jo) + Ly + Juy) € (W24(R), LY(R)) 1

2p7p.

De facon similaire on peut appliquer le Théoréme|2.6.5|, on trouve

Théoréme 2.7.2 Soient ug,u; », € LY(R) et f € LP(0,1; LY(R)) avec 1 < p,q < +00.
Alors, il existe w* > wy tel que pour tout w > w* le probléme

0*u 0*u
——(a:,y) - aa_yg(xvy) + wu(x7y) = f(:c,y), b.p.x E]Oa 1[7y eR

22
u(0,y) = uoly), p-p.y €R
u(1,y) = Bangs (€0, y) = 4o (y), pp-y €R,

(2.7.2)

admet :

1. une unique solution semi-stricte si et seulement si
(i) ug € (W(R), L(R)) 1 .
(1i) Qu (%9 (ug — Jo) + Loy — Juy) € WH(R) et
Uy py + HQu (€% (ug — Jo) + Loy — Juy) € (WHI(R), Lq(R))%jL%,p.
2. une unique solution stricte si et seulement st
(i) uo € (W29(R), LI(R)) , ,,
(i1) Q. (€% (ug — Jo) + Lpy — Juy) € WH(R) et
Ut py + HQu (€209 (ug — Jo) + Ly — Juy) € (WHI(R), LY(R)) 1

2pp‘

On note ici que l’espace d’interpolation (W?%(R), LQ(R))%@

Besov Bap " (R), voir Grisvard [24), Teorema 7, p. 681 et aussi (W2(R), Li(R)) L Ly
Biyn'"(R).

cotncide avec l’espace de

2p



Chapitre 3

Probléme aux limites (cas B génére
un groupe)

3.1 Position du probléme
Soit xg € [0, 1], on considére les deux problémes suivants dans un espace de Banach complexe

X
{ —u(x) — 2B/ (z) + Au(z) = f(x) p.p. z €]0,1]
u(0) = ug (3.1.1)
u(zo) € D(H) et u(l) — Hu(zg) = Uy,
{ —u"(x) — 2B/ (z) + Au(z) = f(x) p.p. z €]0,1]
u(0) = ug (3.1.2)
u'(z9) € D(H) et u(l) — Hu'(x0) = Uy 4,

avec f € LP(0,1; X), up, u1 4, € X, A, B et H sont des opérateurs linéaires fermés sur X.

3.2 Hypothéses

e Hypothése UMD
X est un espace UMD. (3.2.1)

e Hypothese d’ellipticité

A + B2 est un opérateur linéaire fermé dans X,
] —00,0] C p(A+ B?) et (3.2.2)
30 > 0: YA € p(—(A+ B%), A + A + B2) Y|z < C.

e Hypothese BIP

. 2\is
{ Pour tout s e R: (A+ B*)"* € L(X) et (3.2.3)

Je>1,30 € )0, 7] : ||(A+ B2)™||zx) < ce?lsl.
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e Hypothéses de commutativité
V¢ e D(H),VA € p(—(A+ B?): (A+ B2+ X)"'( € D(H) et (3.2.4)
(A+ B2+ X)'HC = HA+ B>+ M)~ =
VA€ p(B),(A+ B (B=A)T=(B-A)"(A+ B, (3.2.5)
V(e D(H),VA€p(B):(B—X)'(e D(H) et (3.2.6)
(B—X)"'H(=H(B—X)"'. o
e Hypothese sur B
B génére un groupe fortement continu (G(z)),.p dans X. (3.2.7)
e Hypothéses d’inclusion .
D((A+ B*)z) C D(B). (3.2.8)
Ik € N: D((A+ B*)™) c D(H). (3.2.9)
e Hypothese sur 'opérateur II; et Il
On définit les opérateurs I1; et I, par
I, = HG(1 — z¢)(e1F70)Q — c(1=20)Q) _ £2Q 4 T
I, = HG(1 — 20) Q(e(1+20)Q 4 (1-20)Q) _ 2@ 4 |
avec Q@ = —(A+ BQ)%, et on suppose que
0 € p(I1y), (3.2.10)
et
0 € p(ILy). (3.2.11)

Remarque 3.2.1

1. Sip(H) # 0 ou D(A+ B?) C D(H) alors on peut remplacer (3.2.4) par l'une des deux

assertions suivantes :
o V¢ € D(H), 3N € p(—(A+ B2)) : (A+ B2+ X\oI)"'C € D(H) et
(A4 B?+ X\I) 'H¢ = HA+ B>+ \I)7'C.

e V(e D(H): (A+B*)"'Ce D(H) et (A+ B*)'H(=H(A+ B?)~(.

2. On peut remplacer Uhypothése (3.2.5) par l'une des deuz assertions suivantes :

e VA€ p(B),Vuep(—(A+ B?)):

(A+ B2+ ul) " (B=A)"'=(B-A)"(A+B>+ul)"".
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e I\ EpB): (A+ B2 (B=XI) ' =(B—=XI) " (A+BY)7".
3. Soient ( € D(A+ B?) ety € R, alors G(y)¢ € D(A + B?) et
(A+ B*)G(y)¢ = G(y)(A+ B*).

4. Sous les hypothéses (3.2.2)), (3.2.4)), (3.2.6) et (3.2.7) on a pour ( € D(H),x > 0 et
yelR

{ (i) He* ¢ = " H(,
(i) HG(y)¢ = G(y)H.

Pour (i), on utilisera
Vz >0, = lim (I—E )
n

n—-+o0o

(voir Kato [30], p. 481) alors pour x >0 et ( € D(H), on trouve

e - (1-20)
= () (G1-e)
() (0
On Pose Yy, = (%)n (g] — Q)_nC donc on a
Yn — "9,
{ Hy, — e*2H(,

et comme lopérateur H est fermé donc lim Hy, = He*2( = e*2H(.

n—-400
Pour (ii) on a (G(y))y>o0 est un semi-groupe fortement continu de générateur infinité-
stmal B, donc

Gy)HC = lim (I . %B) THC >0

n—-+o00

— lim (ﬁ> (5—3) HC,y > 0
n—-+oo y y

- limH(E> (EI—B> Cy>0
n—-4oo y y
= HG(y)¢,y >0,

puisque H est un opérateur fermé.

Et on a (G(—y))y>0 est un semi-groupe fortement continu de générateur infinitésimal
— B, on utilise les méme étapes on trouve

G(—y)HC = HG(-y)(,y = 0.

Finalement, on obtient
G(y)HC = HG(y)¢,y € R.
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5. Sous les hypothéses (3.2.2) et (3.2.3) on a A+ B? € BIP(X,0) et 0 € p(A+ B?), de
plus on a

—Q = (A+ B2 € BIP(X,0/2).
Lemme 3.2.1 Soient £ € D(H) et A € p(—(A + B?)), alors
(M + A+ B LHG(1 — 20)€ = HG(1 — 20)(M + A + B¢,
Preuve. Soit £ € D(H), alors on a G(1 — x¢)¢ € D(H) et
(M + A+ BT HG(1 — x0)¢
= H(\ +A+ B*)7'G(1 —x0)¢ d’aprés Phypothese (3.2.4)
HG(1 — 20)(M + A+ B¢ d’aprés Phypothese (B.2.5).

Lz
Lemme 3.2.2 Sous les hypothéses (3.2.2)) — (3.2.10), on pose
Wy =TI HG(1 — @) (el0F200)Q _ proQ) _ ((2-70)Q]
alors Wy € L(X), W1Q7' = Q 'Wyet II]1 = T — e™09W.
Lemme 3.2.3 Sous les hypothéses (3.2.2)) — (3.2.9) et (3.2.11)), on pose
Wy =TI, [HG(1 — 20) Q(e0270)2 4 ¢r0Q) — £(27r0)<]
alors Wy € L(X), WoQ 7t = Q 'Whet II;1 = T — ™09,

Définition 3.2.1 On dit que la solution v de notre probléme (le probléme (3.1.1)) on (3.1.2))
est :

Pour les deux lemmes suivants, on pose ro =

1. Stricte si : u vérifie notre probléme, et
u € W*P(0,1; X) N LP(0,1; D(A)) et u' € L*(0,1; D(B)).
2. Semi-stricte si : u vérifie notre probléme, et Ve €0, 1]:

u € W2(0,1 - X)NL0,1 -5 D(A)) etu’ € L7(0,1 - & D(B)) N L7(0, 1; X).

3.3 Représentation de la solution

3.3.1 Premier probléme
Remarque 3.3.1 Soit h € LP(0,1; X),1 < p < +00. On pose

hi(z) = G(x)h(z) et hy(x) =G (—x)h(z), p.p. v €]0,1],
alors hy, hy € LP(0,1; X), en effet, vu Uhypotheése (3.2.7)) on a

3C > 0,3a > 0,Vz € R : ||G(z)]| < Cell,
d’ot
|G (z)h(z)|| < Ce** | f(2)], p-p. x €]0,1]

= [|G(=2)h(@)|| < Ce** | f(2)||, p-p- = €]0,1[.
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Lemme 3.3.1
1. Si v est une solution semi-stricte (resp. stricte) du probléme
{ —v"(z) + Av(z) = g(z) p.p. © €]0,1]

v(0) = ug (3.3.1)
v(xg) € D(H) et v(1) — Hv(zo) = V1.4,

. 9(x) = G(2) f(x),
A=A+ B
H = HG(l - iL‘Q),

Ul,xo = G(l)ulm.

alors u définie par u(x) = G(—x)v(x) une solution semi-stricte (resp. stricte) du pro-
bleme (3.1.1)) satisfaisant de plus

{ Ve €]0,1[: u € LP(0,1 — g; D(A + B?)) et Bu € L*(0,1; X) (33.2)

(resp. u € LP(0,1; D(A + B?)))

(noter que siu € LP(0,1; D(A+B2)) alors Bu = B (A+ B?) ' (A+ B*)u e LP(0,1; X)).

2. Réciproquement, si u une solution semi-stricte (resp. stricte) du probléeme (3.1.1)) satis-
faisant de plus (3.3.2) alors v définie par v(z) = G(z)u(x) est une solution semi-stricte
(resp. stricte) du probléme (3.3.1)).

Preuve

1. Si v est une solution semi-stricte du probléme (3.3.1)) alors pour u définie par

one uw(x) = —=BG(—x)v(x) + G(—x)v'(x
{ W(z) = B2G(—2)0(x) — 2BG(—2)0/(x) + Cl—a)0"(x), (3.3.3)
d’ou
—u"(x) — 2Bu/(z) + Au(x) = —G(—=z)[(B?*v(x) —2Bv'(x) +v"(z))
+2B(—Bu(z) +v'(z)) — Av(z)]

= —G(—z)P"(z) — (B*+ A)v(z)] (3.3.4)
= —G(=2) [v"(z) — Av(z)]
= f(2).

De plus u (0) = G(0)v(0) = uyg, et comme v(xg) € D(H) on déduit que u(z) € D(H),

donc

u(l) — Hu(zg) = G(—=1)v(l) — H(G(—x0)v(x0))
G(—1)(G()uyz + HG(1 — xo)v(z0)) — HG(—20)v(20)
G(—1)(G(1)uyzy + Ho(zo)) — G(—1)Huv(x0)

U,zq-

—1
—1
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Donc formellement w est bien solution du Probléme . Il reste va vérifier que u a
la bonne régularité.

Notons que comme dans le chapitre précédent, la solution du probléme s’écrit
sous la forme

v(z) = vy + 1D + T, + T, + 72wy 4 1720y (3.3.5)
avec )
(9=}
Ix — _%Q—l fOCC e(z—s)Qg(S)dS et jm — -1 f (s— x)Q dS,

vy = ug — Jo,
V1 = ULIO — Il + H(e‘”ogvo + Ixo + jxo)a
wy = —Wivy — eATI9T My,
Wy = —vy — "%y,
[ W = I M [H(elro+2m0)Q erog) — 6(2—7"0)9].

Puisque v est une solution semi-stricte de , on a pour ¢ €0, 1]
v e W(0,1—¢e;X)NLP0,1—¢;D(A+ B*))NW(0,1; X).

De plus, en étudiant (3.3.5)) on voit que Qv’ et v" sont composés (au signe pres) des
mémes termes et ont donc la méme régularité d’ou

Qv' € LP(0,1 —¢; X),
De méme Qu et v' ont la méme régularité donc
Qu € LF(0,1; X).
Enfin, d’apres ona BQ e £(X), on aaussi B2(A+ B?)" € £(X) donc

Bv' = BQ'Qv € L*(0,1 — &; X)
Bv=BQQu e Lr(0,1; X)
B =B2(A+ B2 ' (A+ B v e LP(0,1—¢; X).

En utilisant (3.3.3)) et la Remarque [3.3.1] on déduit des régularités précédentes que :

u € W?P(0,1 - X)NLP0,1—¢e; D(A+ B?) nWHP(0,1; X)
Bu € L*(0,1; X), Bu € LP(0,1 — &; X))

Finalement u est une solution semi-stricte du probléme (3.1.1) satisfaisant de plus
(13-3.2) .
Si v est une solution stricte de , on a

v e W*(0,1; X)N LP(0,1; D(A + B?)).

De plus, on peut déduire que
Quv' € LP(0,1; X).
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Et comme BQ™*, B2(A+ B ' € £L(X), on a

Bv' = BQ'Qv' € L7(0,1; X),
B2 =B*(A+ B ' (A+ B v e L?0,1; X).

Donc d’apres (3.3.3)) et la Remarque [3.3.1], on trouve :
u € W*P(0,1; X) N LP(0,1; D(A + B?)), By € L(0,1; X))

Finalement, on obtient u est une solution stricte du probléme (3.1.1)) satisfaisant de

plus (3.3.2) .
2. Si u une solution semi-stricte du probleme (3.1.1) satisfaisant de plus (3.3.2)) alors on

montre comme au 1. que v définie par

est solution formelle de (3.3.1)) car on a

{ V'(x) = BG(z)u(z) + G(x)u/(x)
v"'(x) = B*G(z)u(z) + 2BG(x)u'(z) + G(x)u”(z).

De v € W??(0,1 — &; X) on déduit
veWH(0,1-¢X).

De u € L*(0,1 — &; D(A + B?) on déduit, en utilisant le point 3 de la Remarque [3.2.1]
que
ve LP(0,1—¢e; D(A+ B?).
Enfin «/, Bu € L?(0,1; X') donc v € WP(0, 1; X).
Finalement v est une solution semi-stricte du probléme (3.3.1)).

On montre de méme que si u une solution stricte du probléme (3.1.1]) satisfaisant de
plus (3.3.2)) alors v est une solution stricte du probléme ((3.3.1]).

3.3.2 Deuxiéme probléme

Pour le probléme (3.1.2)), on fait les mémes étapes pour éliminer le terme — Bu' de 1’équation.
Dans ce cas on ne peut pas ramener son étude a celle du probléme (2.1.2), mais on peut le
ramener a un autre probléme (un peut plus compliqué que (2.1.2)). On pose

v(r) = G(z)u(x),
9(x) = G(z)f (), (3.3.6)
A=A+ B2

D’apres (3.3.4)) et (3.3.6)), on a : u est une solution de I’équation —u” — 2B’ + Au = f, si et
seulement si, v est une solution de I’équation —v” + Av = g.
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Pour les conditions aux limites, on a v(0) = u(0) = uy, et on pose

{ H = HG(1 — xp),

UL"L"O = G(l)uljwo,

donc w vérifie la condition aux limite u(1) — Hu/(zg) = u1 4,, i et seulement si, v vérifie la
condition v(1) — H[v'(zg) — Bv(xo)] = v1.4,, car sous 'hypothese (3.2.6) et (3.2.7)), on a

u(l) — Hu'(zo) = G(=1)v(1) = H[=BG(=z)v(x0) + G(=0)V' (z0)]
G(=1) (v(1) = H[v'(xo) — Bu(xo)])

On trouve finalement le probléme suivant :

—v"(z) + Av(z) = g(z) p.p.z €]0,1]
v(0) = wg (3.3.7)
v(1) — H[v' (o) — Bu(xg)] = wvia, o € [0,1].

Sous les hypoheses (3.2.1)) — (3.2.9)) et (3.2.11]), si v est une solution semi-stricte du probléme

(3.3.7), alors

v(r) = emgfo + 6(1—x)Q§1 +1p + Tas
avec

=——Q / =9 (s)ds et J, = ——Q / =% (s)ds.

Et on a

v(0) = uy
{ v'(x9) — Bu(xg) € D(H) et v(1) — H[v'(x0) — Bu(xg)] = V1 40-

Pour tout = € [0, 1], on a
V' (x) = Qe"%, — Qe + 9T, — QT .,

alors
v

<

(0) = & + €2 + Jo = uo,

(1) =e% + & + T,

(:EU) = emoQ&J + 6(1710)951 +Iﬂco + jxm

/(900) = Qexoggo - Qe(lixo)ggl +97,, — ijo-

Si on pose vg = ug — Jp, on a fo = Vo — 6Q§17 et

S

v(1) = €% + Iy + (I — €29)¢,,
et

v(xg) = exogﬁo + 6(17350)951 +Zyy + Tap
= GIOQ('UD — egfl) + 6(1_$0)Q€1 +Iz0 + jxo
exOQUO + Loy + Tuo + Tk,
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ot Ty = e1=200Q _ o(1+20)Q Ft on a

V(zg) = Qe™2(vy — e2%,) — Qe L QT — QT .,
= —Q(ellFr0)Q o (mm0)@)e 4 Qe + QT — QT 4,
—= Q@xogvo + QIwO - ijo + U0£17

oit Uy = —Q(e1F70)Q 4 ¢(1=20)2) " Alors
v'(w0) — Bu(xo) = (Q = B)e™ % +(Q — B)Iuy — (Q+ B) T + (Uo — BTp)é, € D(H).
Comme on a (Up — BTp)&, € D(H), donc

Vigg = v(1) —H[v'(z0) — Bv(xo)]
= %+ I + (I — €9,
—H[(Q — B)e™ vy + (Q — B)T,, — (Q + B)Ts, + (Uo — BTy)]
= [-H(Uy — BTy) + (I — €*9)]¢,
+e2%vy + I — H[(Q — B)e™%vy + (Q — B)Z,, — (Q + B) Ty,
= TIp&; + €%+ Ty — H[(Q — B)e™ vy + (Q — B) Ly — (Q+ B)Tay,

avec

I, = [~H(Uy— BT,) + (I —¢*9)]
= HG(1- xo)Q(e(HxO)Q + 6(1*“’)9) — ey,

si on prend
Vg = Ul,xo - 1-1 + H[(Q - B)exOQUO + (Q - B)Il‘o - (Q + B)jxg]7

on trouve
_ Q
Hggl = Uy — €7,

alors de I'hypotheése (3.2.11)) et le Lemme ,on a

& = H2_1U2 — egﬂz_lvo = vy — " Wovy — egﬂz_lvo = vy + eTOng,

olt wy = —Wavy — e 709115 M. De plus
£o = vg — e2(vy + €%wy) = vy + %,
avec Wy = —vs — €"%w,. Alors v s’écrit

v(z) = g + 19, + T, + T, + "5 + 1020y,

Finalement on trouve le résultat :
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Proposition 3.3.1 Sous les hypothéses (3.2.2) ~ (3.2.9) et (3.2.11). Si v est une solution
semi-stricte du probléme (3.3.7) alors

(Q — B)e™%vy + (Q — B)L,, — (Q + B)J,, € D(H), (3.3.8)

et v est uniquement determinée par la formule suivante :
v(z) = S(x,v9,9) + S(1 —x,v9,9(1 — ) + Ra(x), (3.3.9)
ou
vo = g — Jo, Vg = V14 — L1 + H[(Q — B)e™%vy + (Q — B)L,, — (Q + B) Ty, ]

et Ry est la partie requliére de u, charactérisée par

iy

(z) = e*2e%wy + 17720, avec

o = —Wovy — e1770)90T g,

Wy = —vy — €%y,

Wy = H;l [HG(l — wo)Q(e(m"'QmO)Q + ETOQ) — 6(2_T°)Q} ,
Iy = 1 — €2 + HG(1 — 20) Q(e1F70)Q 4 (1-70)Q)

S

3.4 Reésultats principaux

3.4.1 Premier probléme

Théoréme 3.4.1 Sous les hypothéses (3.2.1) ~ (3.2.10), le probleme (3.1.1) admet une
unique solution semi-stricte avec uw € LP(0,1 — g; D(A + B?)),Ve €]0,1] si et seulement
8% :

(i) o € (D(A+ B2). X) 1,
(ii) e®%ug — €2y + Lpy + Juo € D(H) et
G(1)u1 + HG(1 — x0)(€™%ug — €™° Ty + Ly + Tu) € (D(A+ B?), X)Li1,

(3.4.1)
De plus

—si @ # 0, alors (ii) devient Z,, + J», € D(H) et G(1)u1py + HG(1 — 20)(Zzy + Tuo) €
(DA+BY,X),
— st xy =0, alors (ii) devient ug € D(H) et G(1)u1 0+ HG(1)up € (D(A + BQ),X)iJr%’p.
Preuve. D’apres le Théoreme du chapitre 2, le probleme admet une solution
semi-stricte v (c-a-d v € W2P(0,1 —&; X) N LP(0,1 — g; D(A + B?)) et v € WP(0,1; X)) si
et seulement si, la condition est vérifiée.
D’aprés le lemme on a u définie par u(x) = G(—=z)v(x) est une solution semi-stricte du
probleéme (3.1.1)) satisfaisant de plus, Ve €]0, 1]

we LP(0,1 —e; D(A+ B?)) et Bu € L*(0,1; X).
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Remarque 3.4.1 Si on a le Théoréme |[3.4.1), alors l'unique solution semi-stricte vérifie de

plus
Qu' € LP(0,1 —¢; X).

Théoréme 3.4.2 Sous les hypothéses (3.2.1) ~ (3.2.10), le probleme (3.1.1) admet une

unique solution stricte avec u € LP(0,1; D(A + B?)) si et seulement si :

(i) uo € (D(A+ B, X) 1,
(ii) e*%ug — e °Jy + Ly + Tuo € D(H) et (3.4.2)
Gz + HG(1 — x0) [€™%ug — €™°Ty + Lyy + Tuo| € (D(A+ B?),X) 1

2p P”

De plus

— st xg # 0, alors (ii) devient Z,, + J, € D(H) et G(1)u1 o + HG(1 — x0) (Zuy + To) €
(D(A+ BQ),X)%J).

~si o =0, alors (i) devient ug € D(H) et G(1)ur,o + HG(L)ug € (D(A+ B?), X) 1 .

Preuve. D’apres le Théoréeme du chapitre 2, le probleme admet une sofution

stricte (c-a-d v € W2?(0,1; X) N LP(0,1; D(A + B?))) si et seulement si, la condition (3.4.2)

est vérifiée.

D’apres le Lemme 3.3.1] on a u définie par u(z) = G(—z)v(x) est une solution stricte du

probléme satisfaisant de plus
u € LP(0,1; D(A + B?)).
O
Remarque 3.4.2 Si on a le Théoréme [3.4.2], alors l'unique solution stricte vérifie de plus

Qu' € I7(0,1; X).

3.4.2 Deuxiéme probléme

Théoréme 3.4.3 Sous les hypothéses (3.2.1) ~ (3.2.9) et (3.2.11), soient f € LP(0,1; X),1 <
p< oo etug € (D(A),X) alors le probleme (3.3.7)) admet une unique solution :

1
ﬂvp’

- Semi-stricte si et seulement si : (Q — B)e™2(ug — Jo) +(Q — B)I,, — (Q+ B)Jx, € D(H)
et

Vi + M [(Q = B)e™(ug — Jo) +(Q — B)ILyy — (Q+ B) T | € (D(A), X) 111,

2p

(3.4.3)
- Stricte si et seulement si : (Q — B)e™2(ug — Jo) + (Q — B)Z,, — (Q + B) T, € D(H) et

Vig +H [(Q — B)exog(uo - %) +(Q—-B)I,—(Q+ B)jxg} € (D(A), X) 1 .

2p?

(3.4.4)
De plus,
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—si w9 #0, alors (Q — B)Z,, — (Q+ B) Ty € D(H) et devient
Vigo + H[(Q — B)Zy, — (Q+ B)Ja) € (D(A),X)%JF%J).
— s x9=0, alors (Q — B)ug — 2970 € D(H) et devient
vio + HG() [(Q = Blug = 2QT0] € (D(A), X) 1,1,
La méme chose pour .

Preuve. On considére le cas zg # 0 (HQ (e™%vo) € () D (Q")). La méme méthode comme
k=1

dans la preuve du Théoreme [2.5.1. Si (3.3.7) admet une solution semi-stricte v, alors, de la
Proposition [3.3.1, on a

(Q — B)e"%v + (Q — B)L,, — (Q + B)J, € D(H),
et v est donnée par . la régularité de v est la méme avec w, ou
w(z) = S(z,vo,9) + S —z,v9,9(1 —.)).
Comme u est une solution semi-stricte, on a Q*v € LP(0,1—¢; X), ainsi Q?w € LP(0,1—¢; X),

et de 6. de la Proposition 3.4 dans [28] p. 1675,

P

Vg = Ug — \70 € (D(A)7X)%7P’
Vg = V14 — 1 + H[(Q — B) (€w°QU0 +Izo) —(@+ B)Jx] € (D(A), X)%+%’p’

mais Z;, Jo € (D(A),X)%vp, voir Proposition 3.5 dans Hammou [28] p. 1676, de plus, de
B29), B28), B-2.4) et (3.2.5), on a

(Q— B) (¢%%up) € ﬁ D(Q c D(H),

H(Q — B) (¢%%,) € ]fle (Q) C (D(A), X) 1,

%4—571)’
donc [(Q — B)Z,, — (Q+ B)Ju,) € D (H) et

up € (D(A), X) 1,
V1o + HI(Q — B) Ly — (Q+ B)Ta) € (D(A), X) 142

2p 2 P

Inversement, de (3.4.3), comme dans la preuve du Théoréeme [2.5.1] il est facile de voir que u
donnée par (3.3.9) est une solution semi-stricte du (3.3.7)).

Pour la solution stricte, de la méme maniére, ici on utilise 3. de la Proposition 3.4, p. 1675
dans Hammou [2§]. O
Lemme 3.4.1 Soit v une solution semi-stricte (resp. stricte) du probléeme (3.3.7)), alors :

Qv € LP(0,1—¢;X) et Qu e LP(0,1; X) (resp. Qu' € LP(0,1; X)).
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Preuve. On peut utiliser la Proposition 3.4 dans [28]. O

Théoréme 3.4.4 Sous les hypotheéses (3.2.1)) ~ (3.2.9)) et (3.2.11)), soient f € LP(0,1; X),1 <
p < +00, g € (D(A+B?),X) 1 , et

(Q = B)e™%(uo — Jo) + (Q = B)Ly, — (Q + B)Jo, € D(H),

alors le probléme (3.1.2) admet une unique solution semi-stricte avec u € LP(0,1 —e; D(A +

B?)),Ve €]0,1[ si et seulement si la condition (3.4.3) est vérifiée.

Preuve. D’aprés le Théoréme , le probléeme admet une solution semi-stricte
(c-a-d v € W2P(0,1 — ; X) N LP(0,1 — g; D(A + B?)) et v € WH?(0,1; X)) si et seulement
si, la condition (3.4.3)) est vérifiée.

Pour montrer que la solution du probléeme est semi-stricte il suffit de montrer que
Au e LP(0,1 - X), v € LP(0,1 —¢; D(B)) et v’ € LP(0,1; X). Et on a

(A+ B?u(.) = G(=)(A+ B(.) € IP(0,1 — &; X).

D’autre part
B*v(z) = B*Q (A + B*v(x) € LP(0,1 — ¢; X),

puisque B2Q7% € L(X), et v € LP(0,1 — &; D(A + B?)), donc
Au € LP(0,1 —&; X).

Et on a
u =G(—.)(—Bv+1'),

et
Bv'(r) = BQ'Qv/(x),

comme BQ™! € L(X), et d’aprés le Lemme 3.4.1, on a Qv’ € L?(0,1—¢; X), on trouve donc
Bv' € LP(0,1 —¢; X), donc

Bu' = G(—.)(=B* + Bv') € LP(0,1 — &; X).
Maintenant on montre que v’ € LP(0,1; X), on a
u'=G(=.)(=Bv + '),
d’autre part on a v’ € LP(0,1; X), donc il suffit de montrer que Bv € LP(0,1; X)
Bv=BQ 'Qu e LP(0,1; X),
puisque BQ™! € £L(X), et Qu € LP(0,1; X) (voir le Lemme 3.4.1) , donc
u' € LP(0,1; X).

Alors u € W?P(0,1 —&; X) N LP(0,1 — g; D(A)), v’ € LP(0,1 — g; D(B)) et v/ € LP(0,1; X),
donc u est une solution semi-stricte du probléme (3.1.2)). U
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Remarque 3.4.3 Si on a le Théoréme [3.4.4, alors l'unique solution semi-stricte vérifie de
plus
Qu' € LP(0,1 —¢; X).

Théoréme 3.4.5 Sous les hypotheéses (3.2.1]) ~ (3.2.9)) et (3.2.11)), soient f € LP(0,1; X),1 <
p < +00, uy € (D(A+B2),X)2L et

p7p

(Q = B)e™2(ug — Jo) + (Q — B)L,,, — (Q+ B) Ty, € D(H),
alors le probléeme (3.1.2) admet une unique solution stricte avec u € LP(0,1; D(A + B?)) si
et seulement si la condition (3.4.4) est vérifiée.

Preuve. D’apres le Théoreme le probleme admet une solution stricte (c-a-d
v e W?P(0,1; X) N LP(0,1; D(A + B?))) si et seulement si, la condition est vérifiée.
Pour montrer que la solution du probléme est stricte il suffit de montrer que Au €
L2(0,1; X) et o' € LP(0,1; D(B)). Et on a (A + B*)u(.) = G(—.)(A+ B*)v(.) € L?(0,1; X).
D’autre part

B*v(x) = B*Q *(A+ B*)v(z) € L*(0,1; X)

et de I'hypothese (3.2.8) on a B*Q2 € L(X), et Q*v € L?(0,1;X), on trouve B*v €
LP(0,1; X), donc
Au € LP(0,1; X).

Et on a
u' = G(—.)(=Bv + '),

et
Bv'(r) = BQ 'Qv/(n),

comme BQ™! € L(X), et d’aprés le Lemme 3.4.1, on a Qv’ € LP(0,1; X), on trouve donc
Bv' € L*(0,1; X), donc

Bu' = G(-.)(=B%* + Bv') € L*(0,1; X),

alors u € W2P(0,1; X)NLP(0,1; D(A)) et u' € L?(0,1; D(B)), donc u est une solution stricte

du probléme (3.1.2)). O

Remarque 3.4.4 Si on a le Théoréme [3.4.5], alors l'unique solution stricte vérifie de plus

Qu' € LP(0,1; X).

3.5 Probléme avec un paramétre spectral

3.5.1 Premier probléme

On considére (pour w > 0) le probléme suivant dans un espace de Banach complexe X :

—u"(z) — 2B/ (x) + Au(z) + wu(z) = f(z) p.p. z €]0,1]
u(0) = ug (3.5.1)
u(zo) € D(H) et u(l) — Hu(zg) = Uiz,
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avec f € LP(0,1;X),1 < p < 400, up, u14, € X et A, B et H sont des opérateurs linéaires
fermés sur X.
On pose A, = A+ wl et Q, = —(A, + BQ)% et on suppose qu'’il existe wg > 0 tel que
l'opérateur A, + B? vérifie les hypothéses
e Hypothese d’ellipticité
A, + B? est un opérateur linéaire fermé dans X,
] —00,0] C p(A,, +B?) et 3C >0:YA >0, (3.5.2)
A+ A, + B lx) < C.

e Hypotheése BIP

Vs € R, (A, + B*)" € L(X) et 30 €]0, 7], (35.3)
Je>0: (A, + B |cex) < cel. o
e Hypothéses de commutativité
V(€ D(H),VXA € p(—(A,, + B?)): (A, + B2+ \I)7'¢ € D(H) et (3.5.4)
(A,, + B>+ X)7'HC = H(A, + B*+ \I)7'C, o

1

YA€ p(B), (A, +BY) (B-A)"'= (B (A, + B, (3.5.5)

V(e D(H),VAX€p(B): (B—-X)"'¢ € D(H) et 356
(B—M)"YH( = H(B — \)™C. (3:56)
e Hypothéses d’inclusion
D((A,, + B*?) c D(B). (3.5.7)
3k € N: D((A,, + B*)"™) c D(H). (3.5.8)

Le déterminant de ce probléme devient (on remplace Q par Q,, dans II; et on le note II, ) :

I, = HG(1 — ) (eH70)Qw — (1=20)Qu) _ ¢2Qu 4 |
avec Q, = —(A, + BQ)%

Lemme 3.5.1 Sous les hypothéses (3.5.2) ~ (3.5.8), il existe w* > wq tel que pour tout
w > w*, Uopérateur 11, ,, est inversible.

Preuve. On peut adapter la preuve du Lemme 4.3, p. 1680 dans [28]. On peut écrire
I, =1-"T, avec T}, = €*% — HG(1 — z)(ell+20)Q _ ¢(1=20)Qu)
On a pour w > wy, || Q% Q%M <1+ co, et IK > 05 [G(1 — @)l z(x) < K alors

||T1,w||5(x)
HHG (1 — ) (ePFe0)Qw 4 p(1-20)Quy _ 2QWHL(X)

2k 2k —2k 2k 14+x0)Qw 1—x0)Q. 20,
[QL™ G(1 — o) QI QU2 QI (el 1010+ o ellm0)e) — ¢

ey

ooy

< ||HQ, 2k1H£ )||G( — 20l 2 HQEJ?Q—%IHE o HQ%I (1+0) Qng
P e S T R
< ||HQw()2k1HL(X) (14 ¢o) HQ% (1”0 QWHE(X)

+HHQ;02]€1H£(X)K(1+CO HQ%I (1= QwHﬁ +H62Qw”£(X)’
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mais il existe ¢ > 0 et k& > 0, tel que pour tout w > wg, m € {0,2k1},ett € {1 + xo, 1 + 0,2},

on a
HQgetQW“L(X) < ceTV

(voir Lemma 2.6, p. 103 dans [17]) alors il existe w* > wy tel que pour w > w* :
[T1wll ) < 1-

et I1,, = I — T}, admet un inverse borné. g

Théoréme 3.5.1 On suppose que les hypothéses (3.2.1), (3.2.7)) et (3.5.2) ~ (3.5.8)), sont
vérifiées. Alors le probléme (3 admet une unique solution :

~ Semi-stricte avec u € LP(0,1 — g; D(A + B?)),Ve €0, 1] si et seulement si :
(i) wo € (D(A+ B%), X) .

p7p’

(ii) e™9uy — ™% Ty + T,y + Juo € D(H) et

G(Dur g, + HG(1 — x9) (€% ug — €% Ty + Ly + Juy) € (D(A+ B?),X) 1 2

2p 2 P

— Stricte avec u € LP(0,1; D(A + B?)) si et seulement si :
(i) wo € (D(A+ B?),X)

2p P’
(ii) e*0%uy — €% o+ Tpy + Tuy € D(H) et
G(Dur g, + HG(1 — 20) (€% ug — €% Ty + Ly + Tuy) € (D(A+ B?),X) 1

2p7p'

avec Ty, = LT e g(s)ds et Ty, = —2Q1 leo e(5720)% g(s)ds.

3.5.2 Deuxiéme probléme

On considére (pour w > 0) le probléme suivant dans un espace de Banach complexe X :

—u"(x) — 2BY () + Au(z) + wu(z) = f(z) p.p. z €)0,1]
u(0) = ug (3.5.9)
u'(zg) € D(H) et u(l) — Hu'(x0) = ug 4,

avec f € LP(0,1;X),1 < p < 400, up, U1, € X et A, B et H sont des opérateurs linéaires
fermés sur X.

On pose A, = A+wl et Q,=—(A, + B2)%.

Le déterminant de ce probléme devient (on remplace Q par Q,, dans Il et on le note Il ,) :

H2,w — HG(l _ -T())Q ( (I+20)Qu 4 (1= IO)Qw) —e2Q T
avec Q, = —(A,, + B?)

NI

Lemme 3.5.2 Sous les hypotheéses (3.5.2) ~ (3.5.8), il existe w* > wq tel que pour tout
w > w*, Uopérateur 115, est inversible.
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Preuve. On peut adapter la preuve du Lemme 4.3, p. 1680 dans [28]. On peut écrire
Iy, = I — Ty, avec Ty, = €*% — HG(1 — 1) Q, (e1+70)Q 1 ¢(1=0)Qu)

On a pour w > wy, ||Q2’€1 leHﬁ < 1+co, et IK >0, [|G(1 — zo)][,(x) < K alors

120l 2x)
= ||HG(1 — 20) Q. (e 170 4 (1mm0)Quy _ 2Qw||£(X)

_ HHQ—leG(l . ZEO)Q?UIZI Q;%l Qikﬁ-l (6(1+x0)Qw + 6(1 xo)Qw) _ €2Qw Hﬁ(X)

< HHQ 2leﬁ(X) e(¢ _xO)HE(X) HQZ?Q_%IHL(X HQiMH@(HzO)QwHﬁ(x)

1 H QL™ | ) 1G (L = o)l 11 Q26 Q™ M oy 1927 1709 ey + [1€%%4 | oy
< [[HQ" |l gy KL+ <o H [ Qe ]

+ QU | ey B (14 co) Q1008 [ + [l

mais il existe ¢ > 0 et £ > 0, tel que pour tout w > wo,m € {0,2k;,2k; + 1}, et t €
{1 — 20,1+ 20,2}, 0na

9

m tQw —ky/w
195 | iy < e
(voir Lemma 2.6, p. 103 dans [17]) alors il existe w* > wy tel que pour w > w* :

et Iy, = I — T3, admet un inverse borné. O

Théoréme 3.5.2 On suppose que les hypothéses (3.2.1)), (3.2.7) et (3.5.2) ~ (3.5.8)), sont
vérifiées. Alors le probléme (3.5.9) admet une unique solution :

— Semi-stricte avec u € LP(0,1 — g; D(A + B?)), Ve €]0,1[ si et seulement si :
() uo € (D(A), X)

ﬂ:p’

(i) (Qu — B)e™% vy + (Qu — B) Ly, — (Qu + B)Ts, € D(H) et
G(l)u17x0+HG(1—JIO)[(QW—B)GJJOQUO‘F(Q(JJ_B)IJ?O_(Qw+B)jmo] S <D<~A)’X)i+%,p'

2

i

— Stricte avec u € LP(0,1; D(A + B?)) si et seulement si :
() uo € (D(A), X) 1

(i) (Qu — B)e vy + (Qu — B)Luy — (Qu + B) oy € D(H) et
G(l)u1,$o+HG(1_x0)[(Qw_B)BZEOQwUU_f—(Qw_B)IJCO_(Qw+B)x7xo] S (D('A)PX)L P

ol

D=

A=A+B%Q,=—(A,)? avec A, = A, + B,

et
L w (w0—35)Qu 1ot 1 (s—20)Qu
T, = _§Qw e g(s)ds, Tp, = —EQw € g(s)ds.
0 20
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3.6 Application

3.6.1 Exemple :

On considére 'espace UMD X = LI(R),1 < g < 400 et on définit les opérateurs linéaires
fermés A, B et H par :

D(A) = W*4(R), Au = —au” + cu,u € D(A),
D(B) = W'(R), Bu = —fu',u € D(B),
D(H) = WY (R), Hu = vu',u € D(H).

ota>pB2>0¢c>0etyeC.

L’opérateur B génére un groupe fortement continu noté (G(z))er, voir Fattorini [18], p.
74-75.

on fixe wy > 0 et on pose Ay, = A +wol, Ay, = Au, + B2 et Q,, = (A, + B2)?, donc

{ D(Auy) =W ()
Ao, :( a+ B2 u" + (¢ + wo)u.

Grace a Priiss et Sohr [35], le Théoréme C, p. 166-167, Popérateur A, vérifie ’hypothese
B5.2) et B5.9).

De plus I'hypothese (3 est vérifiée pour k; = 1, et on a D(Q,,,) = W(R) C D(B).
Finalement on a les hypotheses de commutativité (]3 5.4) — (3.5.6) sont vérifiées.

Alors, on peut appliquer le Théoréme pour obtenir :

Théoréme 3.6.1 Soit ug, u1 4, € LY(R) et f € LP(0,1; L4(R)) avec 1 < p,q < oco. Alors, il
existe w* > wq tel que pour tout w > w*, le probléme

( 82 2 2

U 0“u U

= f(z,y), pp. z €]0, 1y € R
u(0,y) = uo(y), p-p-y €R (3.6.1)

ou
u(l,y) — va—y(aso, Y) = U14,(y), p.p.-y €R

admet :

1. une unique solution semi-stricte u si et seulement si

(i) uo € (D(A+ B?), L'(R)) o, = (W*4(R), L(R)) 1.
(ii) €®% (ug — Jo) + Loy + Tuy € WHI(R) et
G(1)ur gz + HG(1 — z0) (€709 (ug — Jo) + Ly + Tay) € (W2(R), LI(R) 2 1

2. une unique solution stricte u si et seulement si

(i) uo € (W*9(R), L(R)) 1,
(i) €% (ug — Jo) + Lyy + Tuo € WHI(R) et
G(1)t1,z0 + HG(1 = o) (€2 (ug — Jo) + Loy + Tip) € (WH(R), LY(R)) 1

2p P
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Similairement, on peut appliquer le Théoréme pour trouver :

Théoréme 3.6.2 Soit ug, u1 ., € LY(R) et f € LP(0,1; LY(R)) avec 1 < p,q < oo. Alors, il
existe w* > wq tel que pour tout w > w*, le probléme

( 2U 2U 2u
)+ 205 ()  ag @) + e+ whula.y
= f(z,y), p.p. ¢ €]0,1[,y € R
uw(0,y) = uo(y), p.p-y €R
w1, ) = 12 (0, ) = s (9) R
) 8?/81’ 0,Y 1,z9 y), p.p- Yy

admet :

1. une unique solution semi-stricte u si et seulement si

(i) uo € (W>(R), L(R)) 1,
(it) Q. (%% ug — ™% Ty + Lpy — Toy) € WH(R) et
G(L)ur e, + HG(1 — 20) Q. (6% ug — €% Ty + Ly, — Top) € (WHU(R), Lq(R))%JF%’p.
2. une unique solution stricte u si et seulement si
(i) uo € (W29(R), L1(R)) 1,
(it) Qu (e™%ug — ™% Ty + Ly — Tp) € WHI(R) et
G(1)u1z, + HG(1 — 20) Q. (6% ug — €% Ty + Ly — Tuy) € (W?4(R), LI(R)) L

2p7p.

On note ici que I'espace d’interpolation (W?4(R), LY(R)) 1 , coincide avec I'espace de Besov

2p*

B2, /P(R), voir Grisvard [24], Teorema 7, p. 681 et aussi (W>9(R), LIR)) 241, = Bz "(R).



Chapitre 4

Probléme aux limites pour une
équation compléte (approche L et M)

Notre but dans ce chapitre est d’étudier les deux problémes précédents (3.1.1)) et (3.1.2]) sous
des hypothéses n’imposant pas que B est un groupe. Pour cela on traite d’abord les deux

problémes annexes suivants :

—u"(z) + (L — M)/ (z) + LMu(x) = f(z), p.p.-z €]0,1]

u(0) = g
u(xo) € D(H) et u(l) — Hu(zo) = u14,, o € [0,

—u"(x) + (L — M)u'(x) + LMu(x) = f(z), p.p.x
u(0) = ug

U (z9) € D(H) et u(l) — Hu'(xo) = u1,4,, o € [0,

1]
€]0,1]

1

(4.0.1)

(4.0.2)

avec f € LP(0,1; X),1 < p < 400, ug, U1 4, € X, L et M sont des opérateurs linéaires fermés
de domaine D(L) et D(M) dans X, et H est un opérateur linéaire fermé de domaine D(H)

dans X.

L’étude de ces probléemes annexes permettra de résoudre sous des bonnes hypotheses les

problémes (3.1.1]) et (3.1.2)) en considérant

L=—-B—(B2+ A,
M =B — (B*+ A)z.

4.1 Etude des Problémes annexes

4.0.1

4.1.1 Hypothéses

On suppose que :

e Hypothése UMD
X est un espace UM D.

et

4.0.2

(4.1.1)
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e Hypotheses sur la relation entre L et M

D(L) = D(M),
{ D(ML) = D(LM), (4.1.2)

ML = LM. (4.1.3)
e Hypotheése BIP
301,05 €], g[: —L € BIP(0,,X),—M € BIP(y, X). (4.1.4)
e Hypothese d’inversibilité de L + M
(L+ M) e L(X), (4.1.5)

donc l'opérateur L + M est fermé.

e Hypothése sur M en lien avec H

VA€ p(—M),V¢é € D(H) : (4.1.6)
(M +X\)7'¢ € D(H) et H(M + \I)~'¢ = (M + A\I)"'HE. -

e Hypothese sur L en lien avec H

VA€ p(—L),Vé € D(H) : (41.7)
(L+ M) € D(H) et H(L+ \)™*¢ = (L + M)t HE. -

e Hypothese d’inclusion

Jko € N*: D(L™) C D(H). (4.1.8)
e Hypothese sur le déterminant Y
On pose T = —H(—e®kreM 4 =20M) 1 (_cleM 4 ) et on suppose que
0€p(Ty). (4.1.9)

e Hypothése sur le déterminant Yo
On pose Ty = H(Le™EeM + Mel—20M) 4 (—eleM 1 [) alors on suppose que

0 € p(Ts). (4.1.10)

Remarque 4.1.1 1. Sous l’hypothése (4.1.4]), L et M génerent des semi-groupes analy-

tiques, noté
{e" Yazo et {e"™}ax0.
(Voir Priiss et Sohr [3)]).

2. Sous Uhypothese (4.1.4) et d’aprés (voir Priss et Sohr [3]], Théoréme 5., p. 443), on
obtient pour tout € > 0

—(L+ M) € BIP(X,0), avec 6 = max(0y,0r) + €.

Donc lopérateur L + M génére un semi groupe analytique sur X.
Notons que si 0y; # 01, on peut prendre € = 0.
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3. Comme on a D(L) = D(M) (de Uhypothése (4.1.2), et p(L) # O, p(M) # 0 (de
Uhypotheése (4.1.4) ), alors on a les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) LM = ML,
(ii) YA € p(L), Y € p(M) : (L — NI)""(M — pI)™ = (M — pI)"(L — AI)~.
4. De 2. et Uhypothése (4.1.3), on déduit que

Vo > 07633L6;BM — 633(L+M).

5. Grdce aux hypothéses , et Corollaire 2., p. 448 dans [3]], on trouve
L(L+ M) et M(L+ M)™* admettent des extensions bornées a tout X.
De plus, si I’hypotheése est vérifiée, alors
L(L+ M), M(L+ M) e L(X).
6. L’hypothése est équivalente a

{ D(L) = D(M),
D(L?) = D(M?).

7. Sous les hypothéses (4.1.2)) — (4.1.3)), pour tout p,q € N, on a

D(LPM?) = D(LP*9) = D(MP*?) = D(MPLY).

2

Lemme 4.1.1 Sous les hypothéses (4.1.2]) — (4.1.9)), si on pose

Rappelons que rg = €]0,1/2].

Wl _ Tl—l[_H(_ea}OLe(l—ro)M + eroM) . €L€(1_TO)M],
alors Wy € L(X),Wi(L+ M) = (L+ M) "W, et
Tt =1— MW,

Preuve. On a —e0kle(lmrOM 4 eroM ¢ £ X)) et I'opérateur H est fermé, donc de I'hypothése
(4.1.8)) on déduit que Wy € L(X). Et de 'hypothese (4.1.6)), (4.1.7) et (4.1.3) on a W;(L +
M)t = (L + M)~'W;. De plus

To(I —e™MWy) = (I — ™MW, = 1.

On obtient le lemme suivant de la méme maniére.

Lemme 4.1.2 Sous les hypothéses (4.1.2)) — (4.1.8)) et (4.1.10)), si on pose

Wy = Tgl[H(LewoLe(lfm)M + MeroMy — eLe(km)M],
alors Wy € L(X),Wa(L+ M) = (L+ M)"'Wy et
T;l =1- eTOMWQ.
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Lemme 4.1.3 Sous les hypothéses (4.1.1) — (4.1.8)), pour z > 0 on a l’égalité

Vé e D(H) : He"MFDg — =M+ L) e
Preuve. On procéde comme au chapitre précédent, voir 4. de la Remarque (3.2.1 Il

Définition 4.1.1 On dit que la solution u du probléme - resp. - ) est :
1. stricte si : u vérifie le probléeme (4.0.1))(resp. - et
u € W>P(0,1; X) N LP(0,1; D(LM)) etu' € LP(0,1; D(L — M)),

2. semi-stricte si : u vérifie le probléme - resp. -
u € WP(0,1—e; X)NLP(0,1—e; D(LM)) et v’ € LP(0,1—¢; D(L—M))NLP(0,1; X).

Remarque 4.1.2 Pour montrer que la solution u du probléme (4.0.1) (ou bien du probléme
(4.0.2) est stricte il suffit de montrer que

(L — M), LMu € L*(0,1; X),
et pour que la solution soit semi-stricte il suffit de montrer que
(L— M)u',LMu € LP(0,1 —&; X) et u' € L?(0,1; X).

Lemme 4.1.4 On pose que h(z) = I, + J,, avec

T 1

I, = —<L+M)_1/€($_S)Lf(8)d8 et J, = —(L+M)_1/6(S_$)Mf(s)d8.

0 T

Alors on a :
LMh € LP(0,1; X),

de plus on a h'(x) = LI, — M J, et
W, LK, MK, (L — M)l € LP(0,1; X).
Preuve. Onah(.) € LP(0,1; X) et
W()=—(L+ M)‘lLfde("s)Lf(s)d€ + (L + M)_lyfle(s_')Mf(s)d.sj

-~

Vv
€Lr(0,1;X) €Lr(0,1;X)

donc A'(.) € LP(0,1; X).
Et aussi LA/, Mh' € L*(0,1; X) car L(L+ M)~', M(L+ M)~! € L(X).
Enfin

LMh(.) = =M (L + M) L [;et =9 f(s)ds — L(L + M) M [1et=M f(s)ds

J/

-

TV
€LP(0,1;X) €Lr(0,1;X)

donc LMh(.) € LP(0,1; X). O
De méme qu’au chapitre 2, en utilisant 1’effet régularisant de e”, eM et W;, i = 1,2, on obtient :
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Lemme 4.1.5 On pose pour i = 1,2
Rz<l’): ILeMgo—i—el )M Lw 1mM TQMW

alors on a

(L — MR, LMR; € L(0,1; X) et R, € L(0,1; X).
avec Ri(z) = Le*leMp — Me(=mMely)y 4 N e(=2)MeroMyy/,

Lemme 4.1.6 Soient ug, uy ., € X et e € [0,1[, alors on a :

1. vy € (D(LM), )%JD@(L—M)LG'LU()ELP(O,l—E;X).

2. vg € (D(L ),X)% & LMetvy € LP(0,1 —¢; X).

8. vi+ I € (D(LM),X) s, i=1,24 (L - M)Med=Mqy, € 1P(0,1; X).
4ovi+ I € (D(LM), X) 1 i=12% LMeO=2My, ¢ IP(0,1; X).

5. vy € (D(LM), )% 11, & Lettug € LP(0,1; X).

6. vi +1, € (D(LM), )% ipi=1 2 & MMy, € [P(0,1; X).

7. 1—

(C —I)Ce™¢ € LP(0,
3. page 171 dans [21].

avec
vo = ug — Jo,
v = —I; +uy g + H(e®™E(ug — Jo) + Loy + Juy ),
vy = —Ij + uy 4y + H(Le®™E(ug — Jo) + LI, — M J,,).
Lemme 4.1.7 Soit ¢ € X, alors Ve €]0,1[ on a :
1. (L— M)Mel=2Mp e [P(0,1 —¢; X).
2. LMe(=9Mp ¢ [P(0,1 —e; X).

4.1.2 Représentation de la solution

Premier probléme
La solution de I’équation —u”(x) + (L — M)u/(z) + LMu(z) = f(x) s’écrit :
u(z) = e+ eMIME + I + s,

avec
x

I, =—(L+ M)_l/e(x_s)Lf(s)ds,

0

et
1

Jy=—(L+ M) / e=DM f(5)ds.

xT

X) & ¢ e (D(C?), )%m avec C = L ou M. voir Lemme
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D’apres les conditions aux limites de notre probléme on a

u(0) = & + eM&y + Uy,
u(l) =ebég+ &+ I,
u(zg) = e™olgy 4 e—20Me L1 4

et comme &, = ug — M — Jy, on a

u(l) = elég+&6,+14
6L(UO - €M§1 - JO) +&+ 14
(—e"e™ + D& + e (ug — Jo) + I,

et

u(rg) = emoLfo + 6(1_$0)M§1 + Ly + Juy
= eIOL<u0 - erl - JO) + e(lizO)Mgl + Iwo + on
= (—exoLeM + 6(1’IO)M)£1 + exOL(uo — Jo) + Loy + Jup-

Vu les hypotheses (4.1.2) et (4.1.8), on a pour zy € [0,1] on a (—e"kleM 4 e(=m)M)¢e ¢
D(L*) C D(H), et comme on a u(xg) € D(H) on conclut que

™ (ug — Jo) + Iy + Juy € D(H).
Donc
Urgy, = u(l)— Hu(xg)
= _H(_€IOL6M + 6(1_$0)M)§1 - H[€$OL(UO - JO) + I:co + Jxo]
+(—eFeM + DE + el (ug — Jo) + I
= [—H(—e®beM 4 UmmMy 4 (_eLeM oy ¢ — Hle™E (ug — Jo)
1y + Jop] + X (ug — Jo) + I,

on rappelle que T, = —H(—e™kreM 4 e(0=20M) 4 (_eleM 1 [) et on pose

vo = ug — Jo,
v = —[1 —+ U1 29 -+ H(€$0L<'LL0 — Jo) + LEO -+ JIO),

on trouve donc
Ul,zg = T151 - H[GmLUo + 1, + on] + eLvo + I,

ce qui imlique que

& = Tt (wiw + Hle™ 0 + Loy + Jo) — 1) — T1 ' e"0g
= YT7'v + MYy,

avec ¥, = — Y7 vp. On a aussi

Eo = Vo — eM§1 = vy —eM (Tflvl + eLwl) =+ eMcpl,
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avec p; = — Y v; — efep;. Donc d’aprés le Lemme [4.1.1} on obtient

& = Tl_lvl + eL¢1 = — "MW, + eLq/)l,
§o = vo + 6M901-

Donc la solution u du probleme (4.0.1]) s’écrit :
u(z) = e"uy + WMy 4 I+ J, + e LeMp, + emMelyy  — A=a)M groMyys g,

avec
vy = ug — Jo,
V] = —[1 + U,z + H(e“L(ug — Jo) + [;po + Jxo),
W, = Tl—l[_H<_ea;0Le(1—ro)M + eroM) _ eLe(l—ro)M].

Deuxiéme probléme
La solution de ’équation —u”(z) + (L — M)u'(xz) + LMu(z) = f(x) s’écrit :
(@) = ey + eTIMNE - L+ T

avec
x

I, =—(L+ M)_l/e(w_S)Lf(s)ds,

0

et
1

Jy=—(L+ M)l/e(sx)Mf(s)ds

T

D’apres les conditions aux limites de notre probléme on a

u(0) = &g + eM&; + o,
u(l) = e &+ & + 1,
u'(1g) = Le*ob&y — Mell—0M¢e L LT — MJ,,.

On a donc &, = ug — eM&; — Jo, et

u(l) = €L50+51+11
e"(up —eMé — Jo) + &+ 1
= (—eeM+ )& + e (ug — Jo) + I,

et

u'(rg) = Le™le, — MeU—Me L LT, — MJ,,
= Le™F(yy — Mg, — ) Melt=2Me L LT — MJ,,
= (—Le™leM — ppel=zoMye 4 [emol(yy — Jo) + LI, — MJ,,.

Des hypotheses (4.1.2)) et (4.1.8)) on a, pour z( € [0, 1]

(—Le™keM — Mell=20)Mye e D(LF) ¢ D(H),
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et comme on a u'(zg) € D(H) on conclut que
Le™*(ug — Jo) + LI, — M.J,, € D(H).
Donc
Uz, = u(l) — Hu'(xg)
= —H(—Le*LeM — MeO0M)e — H[Le*L(ug — Jo) 4+ LI, — MJ,,)]
+<_€L€M + [)él + GL(U() — Jo) + 1
= [H(Le*leM 4 Me=20M) 4 (—eleM 4 )¢, — H[Le™ (ug — Jp)
+ LIy — MJyy) + " (ug — Jo) + I,

on a posé Ty = H(Le*oleM  Me(=200M) 4 (—cLeM 4 [) maintenant on pose

vo = up — Jo,
Vo = —Il + ’U/LZO + H(L(?IOL(UO - Jo) + LIaco — MJxO),

donc
Uy g = Yol — H[Le™ vy + L1, — M J,,] + e"vo + 1.
Et par suite

& = T3' (wiw + H[Le™ vg + LI,y — MJ, ] — L) — T3 e vy
= Tyl'vy +efy,
avec ¥, = — Y5 'vp.
Et
Eo = Vo — eMSI =y — M (Tz_lvg + esz) = v+ eMapQ,
avec py = — Y5 vy — eL1h,. Donc d’apreés le Lemme 4.1.2} on a

{ 51 = T;lﬂg -+ €L¢2 = Vg — €T0MW2U2 + 6L¢2,
£o = vo +eMp,.

Donc la solution u du probleme (4.0.2)) s’écrit :
u(z) = Loy + DMy, + I + J, 4+ e*LeMp, + emDMely, — A=2)M groMyys g,
avec
vo = up — Jo,

Vo = —Il + U1,z + H(L€$OL<UO - Jg) + L-[zo — MJZO),
Wy = Y5 [H(Leobel=roM 4 pferoMy) — oLe(l=ro)M],
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4.1.3 Reésultats principaux
Premier probléme

Théoréme 4.1.1 Soient ug,u1,, € X, f € LP(0,1;X),1 < p < oo, sous les hypothéses
(4.1.1) ~ (4.1.9), le probléeme (4.0.1) admet une unique solution semi-stricte si et seulement
8% :

(i) uo € (D(LM), X) 1 ,,
(i1) e®X(ug — Jo) + Ipy + Juy € D(H) et (4.1.11)
(S H(610L<u0 — J()) + LEO + Jxo) S (D(LM),X)%+%7P ,

de plus
— sixg # 0 alors (ii) est équivalent a

Lo+ Juwy € D(H) et uy gy + H(Lyy + Ju) € (D(LM), X) 2 i

car
™" Hug, e HJy € D(L) C (D(LM), X) 1,1,
— si xg =0 alors (ii) devient
Ug € D(H) et U1,0 + Hug € (D(LM),X)L+1

2p §7p’

car Iy = 0.

Preuve. Si la condition (4.1.11]) est vérifiée, alors d’apres le Lemme |4.1.4} |4.1.5| et |4.1.6] il
existe une solution semi-stricte.
Réciproquement s’il existe une solution semi-stricte alors

u(z) = Lo + DMy + h(z) + Ry(x),

et d’apres le Lemme et 4.1.5], u a la méme régularité avec

(1—z)M

w(x) = ey + e 1.

On a, d’apres
a) (L — M)u' € LP(0,1 — &, X) = (L — M)Letwvy, (L — M)Me* =My, € LP(0,1 — ¢; X).
b) LMu € L*(0,1 —¢,X) = LMelv, € LP(0,1 — ¢; X).
De a) et b) on déduit que L?elvy, LMe*tvy € LP(0,1 —¢; X), et on a

Lretvg, LMetvy € LP(0,1 -, X) <= vy € (D(L?), X) 1,
De plus, LMetvy = M(L — I)7Y(L — I)Letvy, et comme lopérateur M (L — I)~! € L(X),
et

(L —I)Le*vy € LP(0,1 — £; X) <= vy € (D(L?), X) 1

2p’p.
D’ou uy € (D(LQ),X)%JD, puisque on a vy = ug — Jy et Jy € (D(L?), X)

Enfin u est une solution semi-stricte implique (i).

1 .
Tp7p
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Pour (ii), on a si u est une solution semi-stricte, alors

u' € LP(0,1,X) = Mel=)y, € LP(0,1; X)
— U1+11€<D(L2),X)2L+%7p
= U1z, + H(€m0L<U0 — Jo) + Ixo + Jxo) € (D(L2),X)L+1

2p 2 P

Donc u est une solution semi-stricte implique (ii). O

Théoréme 4.1.2 Soient ug,u1,, € X, f € LP(0,1;X),1 < p < oo, sous les hypothéses
(4.1.1) ~ (4.1.9), le probléme (4.0.1)) admet une unique solution stricte si et seulement si :

(i) w € (D(LM),X) 1.
(ii) e®X(ug — Jo) + Lpy + Jug € D(H) et (4.1.12)
U1z + H(e™F (ug — Jo) + Loy + Juy) € (D(LM), X) 1

2p7p ’

de plus
— si g # 0 alors (i) est équivalent &

Lo+ Juw € D(H) et uy gy + H(Lyy + Ju) € (D(LM), X) 1

2p P

— si xg = 0 alors (ii) devient

uo € D(H) et uy o+ Hug € (D(LM), X) 1

2p P’

Preuve. D’apres le Lemme [4.1.4) |4.1.5et |4.1.6] si la condition (4.1.12)) est vérifiée, alors il
existe une solution stricte.
Réciproquement s’il existe une solution stricte alors

u(z) = "Ly 4+ eTmHMy 4 h(z) + Ry(x),

d’apres le Lemme et 4.1.5], u a la méme régularité avec

w(z) = Loy + eI My,
Et on a
a) (L— M)u' € LP(0,1,X) = (L — M)Le*vy, (L — M)Me v, € LP(0,1; X).
b) LMu € LP(0,1,X) = LMe*vy, LM ="My, € LP(0,1; X).
De a) et b) on déduit que L2elwvy, LMetvg, M2eU=2My,  LMeA=2My, € [P(0,1; X), et on
a
L*etvy, LMetvy € LP(0,1; X) < v € (D(L?), X)
— wu € (D(L?),X)

P

7p‘

S S

Et
M?2e1=IMyy  LMe1=)My, € [2(0,1; X)

v € (D(L?), X)L,
= Urge + H(e™ (o — Jo) + Iy + Juy) € (D(L?), X) 2

ﬂ:p'

Donc u est une solution stricte, alors (i) et (ii) sont vérifiées. O
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Deuxiéme probléme

Théoréme 4.1.3 Soient ug,u1., € X, f € LP(0,1;X),1 < p < oo, sous les hypothéses
(4.1.1) ~ (4.1.8) et (4.1.10), le probléme (4.0.2)) admet une unique solution semi-stricte si et
seulement si :

(i) w € (D(LM), X) .,
(ii) Le**(ug — Jo) + LIy, — M J,, € D(H) et (4.1.13)
Utz T H(LQIOL(UQ — Jo) + L]mo — MJ%) c (D(LM)’X)QL-F%,}?

De plus
— si xg # 0 alors (ii) est équivalent a
LIy~ My, € D(H) et g, + H(LL, — MJ,) € (D(LM),X) 1 1,
car
e™" H Lug, e™"*HLJy € D(L) C (D(LM),X)1 1

2p §’p.
— si xg =0 alors (ii) devient L(ug — Jo) — M Jy € D(H
Ui1,0 + H[L(UO — Jo) — MJ()} € (D

et
LM)7X>L+1

2p §7p’

)
(
car Iy = 0.

Preuve. D’apres (4.1.13) et le Lemme4.1.4] [4.1.5et [4.1.6/on déduit qu’il existe une solution
semi-stricte.
Réciproquement s’il existe une solution semi-stricte alors

u(x) = e*Log + ™My, + h(z) + Ro(z),
grace aux Lemmes et [.1.5 u et w ont la méme régularité, avec
w(z) = e yg + =My,

Et on a

a) (L— M) € LP(0,1 —¢,X) = (L — M)Letvy, (L — M)Me* vy € LP(0,1 — &; X).
b) LMu € LP(0,1 — &, X) = LMelv, € LP(0,1 — &; X).

De a) et b) on déduit que L?elvg, LMetvy € LP(0,1 —¢; X), et on a

L?etvy € LP(0,1 — ;X)) <= v € (D(L?),X) 1

2p’p'

Et LMetvy = M(L — I)~Y(L — I)Letv, et comme 'opérateur M (L — I)~! € L(X), et
(L —I)Le*vy € LP(0,1 — &; X) <= 1 € (D(Lz),X)ip.

D'ott ug € (D(L?), X) 1 ,, puisque on a vy = ug — Jo et Jo € (D(L?), X)

Enfin u est une solution semi-stricte implique (i).
Pour (ii), on a si u est une solution semi-stricte, alors

1 .
7p7p

u' € LP(0,1,X) = Mel v, € LP(0,1; X)
= wvy+ 1 € (D(LQ),X)%JF%’;D

= Uiz, + H(LewoL(Uo — Jo) + leo — szo) & (D(L2), X)

Donc u est une solution semi-stricte implique (ii). O
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Théoréme 4.1.4 Soient ug,u1 ., € X, f € LP(0,1;X),1 < p < oo, sous les hypothéses
(4.1.1) ~ (4.1.8) et (4.1.10)), le probléeme (4.0.2) admet une unique solution stricte si et
seulement si :

(i) wo € (D(LM), X) 1,

(i) Le* (ug — Jo) + LI,y — M.J,, € D(H) et (4.1.14)
Ul g + H(LexoL(uO —Jo)+ LI, — MJ,,) € (D(LM), X)1

2p

7p.

De plus
— Sixg # 0 alors (ii) est équivalent

LIy~ MJs € D(H) et u gy + H(LLy — MJy) € (D(LM),X) 1 .
— St o =0 alors (ii) devient

L(ug — Jo) — MJy € D(H) et uyo+ H[L(ug — Jo) — MJg) € (D(LM), X) +

2p P’

Preuve. De la méme maniére, on utilise ici les assertions 1., 2., 3., 4. et 7. du Lemme [4.1.6]
on trouve que u est une solution stricte si et seulement si la condition (4.1.14]) est vérifiée. [J

4.2 Retour aux problémes (3.1.1) et (3.1.2

Sous les hypotheéses

A + B? est un opérateur linéaire fermé sur X :
R_Cp(A+B?)etdC>0: (4.2.1)

VA > 0, [|(A + A+ B2 1 < 155
D((A+ B?)32) c D(B), (4.2.2)
Yy € D(B): B(A+ B*) 'y = (A+ B*)™'By (4.2.3)

On pose L = —B — (B? + A)%, M=B-(B*+ A)%, et on suppose que

Vs € Ry (—M)* € L(X) et 194
30 > 1, 0 €10, 5 [(—M)|| o, < CePribl, (4.24)
Vs e R;(—L)* € L(X) et y
30 > 1,30, €)0, 3 (L)l < Ce?sl!, (4.25)
H est un opérateur linéaire fermé, (4.2.6)
Soit T' € {L, M}, donc on suppose que

V¢e DH),VAXep(T): (T —MN)'¢ e DH) et (4.2.7)

H(T — \I)~'¢ = (T — M)~ H, s

Fky € NN{0} : D [(A+ B*)™| c D(H). (4.2.8)
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Remarque 4.2.1 Sous les hypothéses (4.2.1) ~ (4.2.3), on a
1. D(L) = D(M) =D ((A + Bz)%> .
2. D(L?) = D(M?) = D(ML) = D(LM) = D (A + B?).
3. D’apreés 7. de la remarque et Uhypothese (4.2.8), on a

D(L*) = D(M***) = D [(A+ B*)*] c D(H).

4. ML =1LM C A.
5. L—M C 2B.

En utilisant les résultats précédents (le Théoréme et , on obtient :

4.2.1 Premier probléme

Théoréme 4.2.1 Soient ug,u1,, € X, f € LP(0,1;X),1 < p < oo, sous les hypothéses
(4.1.1)), (4.1.9) et (4.2.1) ~ (4.2.8), le probléme (3.1.1) admet une unique solution semi-stricte
st et seulement si :

(i) uo € (D(A+ B%),X) 1

p’p’
(ii) e (ug — Jo) + Loy + Juy € D(H) et
UL,z + H(6x0L<u0 - JO) + ]2?0 + Jﬂﬂo) S (D(A + B2)7X)i+1

2p §7p )

avec L= —B — (B2 + A)2, M = B — (B2 + A)a.

Théoréme 4.2.2 Soient ug,u1,, € X, f € LP(0,1;X),1 < p < oo, sous les hypothéses
(4.1.1)), (4.1.9) et (4.2.1) ~ (4.2.8), le probleme (3.1.1) admet une unique solution stricte si

et seulement si :

(i) uwo € (D(A+ B?),X) 1

2p’p,
(i) €™ (ug — Jo) + Ipy + Ju, € D(H) et
U1 2q + H(GIOLOLQ — J()) + ]J»‘o + Jmo) < (D(A + Bz),X) 1

3p°P’

avec L =—B — (B2 + A)z, M = B — (B2 + A)z.

Et en utilisant le Théoréme et [4.1.4] on obtient :

4.2.2 Deuxiéme probléme

Théoréme 4.2.3 Soient ug,u1., € X, f € LP(0,1;X),1 < p < oo, sous les hypothéses
(4.1.1), (4.1.10) et (4.2.1) ~ (4.2.8), le probléeme (3.1.2) admet une unique solution semi-
stricte si et seulement si :

(i) uo € (D(A+ B?),X)1

2p’p’
(i) Le™(ug — Jo) + LI, — MJ,, € D(H) et
Utz + H(Le™E (ug — Jo) + L1y — M Jy,) € (D(A+ B?),X)1 1

2p Evp’
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avec L = —B — (B2 + A)2, M = B — (B2 + A)z.

Théoréme 4.2.4 Soient ug,u1 ., € X, f € LP(0,1;X),1 < p < oo, sous les hypothéses
(4.1.1), (4.1.10) et (4.2.1)) ~ (4.2.8), le probléeme (3.1.2) admet une unique solution stricte si
et seulement si :

(i) wo € (D(A+ B?), X) .

(i) Le®™f(ug— Jo) + LI, — MJ,, € D(H) et
Uy 2o + H(Le®™" (ug — Jo) + L1, — M J,,) € (D(A+ B?),X) 1

2p

»p?

avec L =—B — (B2 + A)z, M = B — (B2 + A)z.

4.3 Probléme avec un parameétre spectral

4.3.1 Premier probléme

On considére pour w > 0 le probléme suivant :

—u"(z) — 2B/ (x) + Au(z) + wu(z) = f(z) p.p. z €]0,1]

u(0) = ug

u(l) — Hu(xg) = uq up,
avec ug, U1, € X, f € LP(0,1; X),1 < p < +oo, et A, B et H sont des opérateurs linéaires
fermés sur X.
Qui peut s’écrire

—u"(z) + (Ly — M,)u'(x) + LyMyu(x) = f(x), p.p.z €]0,1]
u(0) = ug (4.3.1)
u(l) — Hu(xg) = U140, 2o € [0,1]
en posant
L,=—-B—(B2+A,),
M, =B—(B2+A,)z,
avec A, = A — wl.

On suppose que Jwy > 0 tel que A,,, vérifie les hypotheses :

A, + B? est un opérateur linéaire fermé sur X :
R_Cp(A,, + B?) et 3C >0: (4.3.2)
VA > 0, (AL + Auy + B2 200 < 155

D((A, + B*)?) C D(B), (4.3.3)
Vy € D(B) : B(A,, + B*) 'y = (A, + B*) "' By (4.3.4)

> wo: (— s
{ Vs € R,Vw > wy : (—M,)™* € L(X) et (4.3.5)

30 > 1,301 € ]0, 5[« [[(—M) | o (xy < Cefrlsl,
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Vs € R,Vw > wp: (—Ly)* € L(X) et 136
90 > 1,30, €0, 5[+ [[(=Lo)i* ) < Cefrll (4.3.6)
Soit w > wy, T € {L, M}, donc on suppose que
V¢ € D(H), Y\ € p(TL,) : (T — AI)"'C € D(H) et 437
H(T, — \I)™'¢ = (T, — \XI)~“HC, i
3k, € NN{0} : D((A,, + B)*) Cc D(H). (4.3.8)

Remarque 4.3.1 1. Pourw > wq et d’aprés Uhypothése (4.3.2)), on déduit que l’opérateur
1
—(A, + BZ)% géneére un semi-groupe analytique noté {e=*(AwtB)? Yoo, €t

(L + M) = —2(A, + B?) 77 € L(X).

2. Sous les hypothéses (4.3.5)), (4.3.6)) et grace a Priiss et Sohr [34], Théoréme 5., p. 443,
pour w > wo et e >0

— (L, + M,) =2(A, + BQ)% € BIP(0,X), avec § = max(0y,0s) + ¢.

Remarque 4.3.2 Sous les hypothéses (4.3.2) ~ (4.3.4), et pour w > wy, on a :

{ D ((Aw + B?)%) c D(B),
V¢ € D(B), B(A, + B 26 = (A, + B?) 2 B¢,

Remarque 4.3.3 Sous les hypothéses (4.3.2) ~ (4.3.4), pour tout w > wq, on a

1. D(L,) = D(M,) = D ((A + B?)%) .

2. D(L?) = D(M?) = D(M,L,) = D(L,M,) = D(A+ B?). De plus, de I’hypothése

D(L2?) = D(M?*) = D [(A, + B*)*] c D(H).

3. M,L, = L,M, C A.
4. L, — M, C 2B.

Lemme 4.3.1 Sous les hypothéses (4.3.2) ~ (4.3.8)), il existe w* > wq tel que pour tout
w > w*, Uopérateur

T, = —H(_emoLweMw 4 e(lfmo)Mw) + (_eLerMw 4 )

admet un tnverse borné.
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Preuve. On a
Tl,w — [_H(_exOLweMw + e(l_IO)Mw>(_eLw+Mw + ])—1 + I](—eL”+M“ + [)

pour montrer que Y, est inversible il suffit de montrer que |77 || cx) < 1 pour w assez
grand, avec Ty, = —H(—e®olweMo 4 o(=20)Mu)(_elotMo 4 1)=1
on peut écrire T} ,, sous la forme

Tl,w — (HL;(?IQ LZIZQ L;QkQ LLQUIQ exoLw €M“’ _ HM;Oka Milgg M;ka M3k26(1_$0)M‘“)(—6L“+M“’ + I)_1

On a d’apres le Théoreme du graphe fermé HL_ 2 HM_?** € £(X), et on peut montrer
ks T —2k ks 1 [—2k

que ||LZ2 L 2H£(X) < e, || MZEM; 2H£(X) < Ca-

Pour les opérateurs L2F2e0bw Mo N2k2(1=20)Me on ytilise le Lemme 2.6, p. 103 dans [17].

On peut montrer que l'opérateur —eX~+Me 4 [ est inversible.

Donc
3C, k> ;|| Ty ol oy < Ce™2

Donc
Jw* > we; Yw > w ||T1,w||1:(x) <Ll

i

Théoréme 4.3.1 Soient ug,u1,, € X, f € LP(0,1;X),1 < p < oo, sous les hypothéses
(4.1.1) et (4.3.2) ~ (4.3.8), le probléeme (4.3.1]) admet une unique solution
— semi-stricte si et seulement si :

(i) uo € (D(LM), X) 1,
(ii) €™l (uy — Jo) + Ly + Joy € D(H) et
Uz + H (™" (ug — Jo) + Loy + Joy) € (D(LM), X) 1 41,

2p ' 2
— stricte si et seulement si :
(i) uo € (D(LM), X) 1,
(ii) €™t (ug — Jo) + Ly + Juy € D(H) et
Uy py + H(e™ (ug — Jo) + Loy + Juy) € (D(LM), X) 1

2p P?
T 1
ici I, = — (L, + Mw)_l/e(””_s)LWf(s)ds et J, = —(Ly, + Mw)_l/e(s_””)MWf(s)ds.
0 T
4.3.2 Deuxiéme probléme
On considére le probléme suivant :
(1) + (Lo — M) (z) + LoMou(x) = f(z), pp. = €)0,1]

u(0) = g (4.3.9)
u(l) — Hu'(x0) = U149, o € 1[0,1]
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avec ug, u10 € X, f € LP(0,1; X),1 < p < +00, H est un opérateur linéaire fermé, et

L,=—-B—(B2+A,)?,
M,=B—(B*+A,)z,
avec A, = A — wl.

avec A et B sont des opérateurs linéaires fermés sur X.

Lemme 4.3.2 Sous les hypothéses (4.3.2) ~ (4.3.8)), il existe w* > wq tel que pour tout
w > w*, Uopérateur
Ty, = H(L,e" M + M, et-20Moy o (_elotMe 4 )

admet un tnverse borné.

Preuve. On a
Yoo = [H(L,e™beMe + M,el Moy (—ebetMo y [)71 4 T](—ele Mo 4 1)

pour montrer que T, est inversible il suffit de montrer que |[To|;x) < 1 pour w assez
grand, avec Ty, = H (L e"0tveMe M, el-70)Mo)(_elotMo 4 1)=1,
On peut écrire 75, sous la forme

_ —2ko 1 2ko 1 —2ko 7 2ko+1 _xoLy M, —2ko 2ko —2ko 2ko+1 (1—x0) Mo Ly,+M,, -1
Ty, = (HL72s 2k [ 52 [ 2okl guolugMo y ] =2k |2k =2k pp2ketl )(—eketMay )

Comme dans le Lemme [£.3.1] et d’aprés le Théoréme du graphe fermé et le Lemme 2.6, p.
103 dans [17], on trouve

AC, k> 0 ¢ || Tawl gy < CeV2.
Donc
Jw* > wp : Vw > w* HT2,wH£(X) <1
O

Théoréme 4.3.2 Soient ug,u1,, € X, f € LP(0,1;X),1 < p < oo, sous les hypothéses
(4.1.1) et (4.3.2)) — (4.3.8), le probléeme (4.3.9) admet une unique solution
— semi-stricte si et seulement si :

(i) w € (DLM), X) |,
(ii) L,e™t (ug — Jo) + Lylpy — MyJa, € D(H) et
Uy + H(Loe™" (g — Jo) + LTy — MyJuy) € (D(LM),X) 1,1

Evp7

— stricte si et seulement si :

(i) w € (D(LM), X) .,

(ii) L,e™te(ug — Jo) + Lylpy — My Ja, € D(H) et

Ul + H(LwemoLw (ug — Jo) + LI, — MwaO) € (D(LM),X)%JD,
x 1

avec I, = —(L, + Mw)l/e(zs)LWf(s)ds et J, = —(Ly + Mw)l/e(sx)MWf(s)ds.

0 T
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4.4 Application

L’exemple suivant est inspiré de 'Exemple 2, p. 180, dans Favini et al [20].

4.4.1 Exemple :

Soit A un opérateur auto-adjoint défini positif dans un espace de Hilbert X, et B = a A2 a
un nombre réel. Alors les deux opérateurs L et M définis par

L=(—a—(a®>+1D)Y)HAY2 M = (a — (a® + 1)V/?) A2

vérifient les hypothéses (4.1.2)) — (4.1.5).
On suppose que 'opérateur A vérifie

A est un opérateur linéaire fermé sur X, o(A) C|0, +oof et
pour tout 6 €]0, w[: sup |[N(A+ )\I)_IHE(X) < +o00,
AESy

ou Sy :={z € C\{0} : |arg(z)| < 6}.

On pose H = —f3 (A1/2)k B € C\{0},Rep > 0,k € N, il est clair que les hypotheses
(4.1.6) — (4.1.7) sont vérifices, de plus ’hypothese est vérifice pour ky = k. Alors le
déterminant I'; sera

Dy = B (AV2)" (emond? — groadt®®)  male VAl

avec
oy = (zg — Da+ (1 — o) (a? + 1)1/2,
ay = (19 — V) + (mg + 1)(a? + 1)V/2

il est clair que ap > a;q > 0.
On va utiliser le calcul fonctionnel des opérateurs sectoriels pour inverser I'opérateur I'y, pour
cela on étudie les fonctions F, G définis sur C par

F(z) =14 G(z2),
G(Z) = ﬁzk (efoqz . efazz) - 672(a2+1)1/zz’
alors I'y = F (Al/z) ‘
On peut adapter le Lemme 15, p. 21 dans [27].

Il est clair que F et G sont des fonctions holomorphe au voisinage de S.
Et on a pour 'assertion 2., si x > 0

e~UT _ o—e2% > 0,
comme Re 3 > 0, on trouve
Re F(l‘) — (Re B)xk (efalx _ efaz:v) + (1 _ 672(a2+1)1/2)x> > O,

donc |F(x)| > 0.
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Pour I’assertion 3., on a pour z € S
k
‘ (e—oq Rez + e~ a2 Rez) + 6—2(a2+1)1/2)Rez

|G(2)] < |8] ‘\@Rez

Donc les assertions 1., 2., 3., et ainsi 4. du Lemme 15, p. 21 dans [27], sont vérifiées pour
les fonctions F' et GG, on déduit que l'opérateur I'; est inversible, donc on peut appliquer le

théoreme 1.7 et [4.1.2]
La méme chose pour 'opérateur I's qui sera
Dy = B(AY)"7 |((0® + DV2 = a)e 4 4 (0 + 1)/% + a)e—24™”

_ 2@ +)1/2) ALz + 1.

k+1 [

On peut donc appliquer le Théoréme et
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