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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intéresse a ’étude des inégalités g-intégrales de type Tchebychev et
de type Griiss d’ordre non entier, a ’aide de la g-intégrale fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville, en utilisant un seul parameétre factionnaire, deux parameétres fractionnaies et puis

deux parameétres de déformation.



Introduction

Le calcul fractionnaire a été introduit le 30 septembre 1695. Ce jour-la, Leibniz a écrit une
lettre a 'Hopital, ce qui a permis de généraliser la notion de la dérivation entiére (classique)
a la dérivation non-entiére. Si cet ordre est négatif, on parle d'une intégration non entiére
et s’il est positif, il s’agit d’une dérivation non entiére. La note de Leibniz a conduit a
I’apparition de la théorie des dérivées et des intégrales d’ordre fractionnaire qui est devenue un
sujet trés attractif pour les mathématiciens, et de nombreuses formes différentes d’opérateurs
différentiels fractionnaires ont été introduites par : Grunwald, Letnikow, Riemann, Liouville,
Hadamard, Caputo, Riesz, ...

Au cours des années, un interét considérable a été porté a I’étude du calcul sans limites
appelé calcul quantique ou g-calcul. Le célebre mathématicien Euler a initié ’étude g-calcul
au 18°™¢ siécle en introduisant un paramétre dans le travail de série infinie de Newton. Au
début du 20°™¢ siecle, Jackson (1910) a commencé une étude systématique du g-calcul et a
introduit la notion de g-dérivée et g-intégrale.

Le sujet du calcul quantique a de nombreuses applications dans divers domaines des mathé-
matiques et de la physique, comme la théorie des nombres, la combinatoire, les polynomes
orthogonaux, les fonctions hypergéométriques basiques, la théorie quantique et la mécanique.
Ce sujet a recu une attention remarquable, par conséquent, il est considéré comme un sujet
corporatif entre les mathématiques et la physique.

Une autre théorie se développe en paralléle est la théorie des inégalités fractionnaires qui
jouent un role fondamental dans la théorie des équations différentielles qui a de nombreuses
applications dans la description de nombreux événements dans le monde réel... On référe le
lecteur & [6, [7, O, [10].

Dans ce mémoire, on s’intéresse a étudier les inégalités g-intégrales de type Tchebychev
et de type Griiss d’ordre fractionnaire, en utilisant un seul parameétre fractionnaire, deux

parameétres fractionnaires et puis deux parameétres de déformation .



Ce mémoire se compose essentiellement de trois chapitres, et d’une conclusion.

Le premier chapitre comporte quelques notions de base du calcul fractionnaire, ainsi que les
propriétés des intégrales fractionnaires.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons énoncé tous les outils de base du g-calcul fractionnaire
que nous aurons besoin par la suite ainsi que les démonstrations détaillées tels que les fonctions
g-spéciales et la proprieté du semi-groupe pour les g-intégrales fractionnaires.

Le troisieme chapitre est consacré a 1’étude des inégalités g-intégrales fractionnaires telles que
I'inégalité de type g-Tchebyshev et de type g-Griiss, en utilisant un parameétre fractionnaire,
deux parameétres fractionnaires et deux parameétres de déformation ¢; et ¢s.

Nous terminons notre mémoire par une conclusion générale et une bibliographie sont données

a la fin de ce document.



Chapitre 1

Eléments De Base Du Calcul
Fractionnaire

Ce chapitre constitue une partie préliminaire, dans laquelle on rappelle des notions et des
résultats fondamentaux de la théorie du calcul fractionnaire, qui représentent un outil indis-
pensable dans notre étude. Dans la premiére section de ce chapitre, on présente les fonctions
spéciales (fonction Gamma d’Euler et fonction Béta d’Euler) et leurs propriétés (Voir [8, [12]).
Dans la deuxiéme section, on introduit la définition de l'intégrale fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville ainsi que ses propriétés (Voir [111, [14]).

1.1 Fonctions Spéciales
Les fonctions Gamma d’Euler et Béta d’Euler sont les joyaux des mathématiques.

1.1.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1.1.1 [7Z. La fonction Gamma d’Euler est définie par l'intégrale suivante :

['(z2)= /000 e '*7'dt ;  Re(z) > 0. (1.1.1)

Proposition 1.1.1 [72].
['(z+1)=2I'(2) ; Re(z)>0. (1.1.2)

En particulier, T' (1) =1
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1.1.2 Fonction Béta d’Euler

Définition 1.1.2 [7]]. La fonction Béta d’Euler est définie par l'intégrale suivante :

Blx,y) = /01 t" Y1 —t)¥"'dt ; Re(z) >0, Re(y) > 0. (1.1.3)

Proposition 1.1.2 [7]].

1. Le lien entre la fonction Gamma et la fonction Béta :

['(2)T ()

F(x—ky); Re(z) >0, Re(y) > 0.

Bla,y) =
2. La fonction Béta est symétrique :

Bz, y) = By, x);  Re(r)>0, Re(y) > 0.

1.2 Intégrale Fractionnaire au Sens de Riemann-Liouville

Définition 1.2.1 [71, [7]]. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On définit l’intégrale
fractionnaire au sens de Riemann-Liowville (notée par R-L) de f d’ordre o > 0 notée J& f (),

par :

JEf(x) = T /x(x — ) f(t)dt; a>0, x € [a,b]. (1.2.1)

Pour a« =0, on a

JOf (z) = f(z) (lopérateur identité).

Proposition 1.2.1 [71, [7]]. Soit f :[a,b] — R une fonction continue. On a pour tout
a, >0

1. Semi-groupe :

(Je D) f (2) = JetPf (2);  x € ab].
2. La commutativité :

(eI (@) = (JLIOf ()5 @ € [a,b].
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3. L’application de I'intégrale fractionnaire d’ordre o de Riemann-Liouville sur la fonction
f(x) = (z — a)” est donnée par :

I'p+1)

af. _ \B —
T =0 = T D

(x—a)*P; z>a, a, f>0.

1.3 Inégalités Intégrales Fractionnaires

Dans [2], Belarbi et Dahmani et Dahmani et al. [5] ont établi les inégalités intégrales frac-

tionnaires suivantes.

1.3.1 Inégalité de Tchebyshev

On considére la quantité :

T(f _a/f dx—(b_a f(x dx)(bia/bg(x)aM).
]

On va supposer que f et g sont synchrones sur [a, b

(f(z) = fw)(g(z) —g(y) = 0; 2,y € [a, 0] (1.3.1)

Théoréme 1.3.1 Soient [ et g deux fonctions continues sur [a,b]. Si f et g vérifient la

condition ,

%Jé‘(fg) () > Jef(t) Jgg(t);  a>0, telab]. (1.3.2)
Théoréme 1.3.2 Soient f et g deux fonctions synchrones sur [a,b], alors on a linégalité
suivante
(t—a)®

(t —a)’
I'(a+1)

r+1)

Remarque 1.3.1 Dans ce Théoréme, si on prend o« = 3 on obtient le Théoréme 1.3.1.

T (f9) ()+3 JI(fg) () = Jof @) JEg(O)+JI0f(#) Jeg(t); o, >0, t€ [a,b].

1.3.2 Inégalité de Griiss

Théoréme 1.3.3 Soient f et g deuz fonctions continues définies de [a,b] vers R telles que

m< f(x) <M qg<g(zx)<Qet x€lab|, alors on a

b_a/f dx_<b—a/f dm) (ﬁ/abg(x)dOC)S(M_mi(Q_q).
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Théoréme 1.3.4 Soient f et g deux fonctions continues définies de [a,b] vers R telles que
m< f(z)<M,q<g(z)<Q, a>0 etxclab], alors on a

(t—a)ar(M—m)(Q—Q),
I'(a+1) 4 ’

(t—a)

m t e [a,b].

Jofg(t) — Jof (1) Jog (1) < [

Remarque 1.3.2 Si on pose a =1 et t = b on obtient l'inégalité classique de Griiss.



Chapitre 2

qg-Intégrales Fractionnaires

Dans ce chapitre, nous donnons les définitions des concepts fondamentaux nécéssaires &
I’étude et la manipulation des g-intégrales fractionnaires, ainsi que certaines propriétés liées

a ces intégrales.

2.1 Généralités

Gasper et Rahman [6], Jackson [9] et Kac et Cheung [10] ont donné les définitions de base
et les propriétés du calcul quantique.

Soit 0 < ¢ < 1, on définit le g-analogue de a comme étant ([10])

=14+q+¢@+-4+¢" ; acC

Pour tout n € N, le g-shift factorielle est défini par ([10])

n—1

(a;q)n:H(l—aqk); n=12" - 00 (a;q)y =1
k=0

On peut définir le g-analogue de la factorielle connue sous le nom de g-factorielle, par ([10])

[n],! = :1;[: k], = % ; neN, ou (g;9), = :1;[; (1-4).

Pour tout n € N, pour tout a, b € C, le g-analogue de la fonction (a — b) ) est définie comme

suit ([10]) .
(a=0)"=(a—0)" =] (a—bd"), (a—b)" =1. (2.1.1)
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Plus général , si a € R,

Si b =0, alors a(® = a®.

Pour tout a, bet « € R et k, n € N

(a — bqk)(a) = a” (1 — qkb/a) (<) , (2.1.2)

(qn _ qk)(a) — 0, (k<n). (2.1.3)

Définition 2.1.1 [10. On définit la g-dérivée d’une fonction f par

_dof () _ flgz) = f(x)
Dy f (x) = dr T gDz (2.1.4)

Exemple 2.1.1 La g-dérivée de f (x) = x™, ot n est un entier positif

(qz)" — 2"
(q— 1

q" —1
q—1£

qu (CL’) =

n—1

Définition 2.1.2 [1{]. La g-dérivée du produit de la fonction f(x) et la fonction g (x) est

comme suit :

Dy (f () g(x)) = [ (x) Dyg (x) + g(qz) Dy f () (2.1.5)

Proposition 2.1.1 Pour tout entier n,

1.
Dy (x —a) = [n], (z —a)" " (2.1.6)
2.
Dy(a—a)) =—[n],(a—qz); " (2.1.7)
Preuve.

1. On raisonne par récurrence :
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La propriété est vraie pour n = 0, car [0] . = 0, et on suppose qu’elle est vraie pour un certain
: k k—1

rang k, (i.e): Dy (v —a), = [k],(x —a), .

On vérifie la propriété pour k + 1, sachant que (z — a)k+1 = (x — a)]; (1‘ — qka) . En utilisant

q
la dérivée du produit ([2.1.5)) , on obtient

D, (x — a)];+1 = D,(x— a)]qC (z — ¢*a)

= (z— a)]; + (qz — ¢"a) Dy (z — a)’;

k-1

= (e—a)y+q(z—d""a) K], (x —a),

= <1+q[k]q) (x—a)l;
= [k:+1]q(x—a)§.

2. Selon la définition (2.1.1)) , pour n > 1, on a

(a—=z), = (a—x)(a—q) (a—¢*z) - (a—q" ')
= (a—x).q (q_la — a:) g (q_2a — a:) R (q‘”“a — a:)

= (=1)" "V (5 — g7 Hg) - (x — g~%a) (z — g la) (x — a).
D’ou ,
(a—2); = (=1)" g 1/2 (z— q’”“a): . (2.1.8)

En utilisant la formule (2.1.8) et la propriété (2.1.6)) , on obtient

Dy(a—a)! = (=1)"q""V2D, (¢ — ¢ "a)"

= (=" g /2 [n]q (x _ q—n-&-la)Z*l
= =, (21" g2 (g g2 (g )
= —[n],¢" (g la—a);!
= —In],(a—qu)g™

U
Définition 2.1.3 [9). La g-intégrale d’une fonction f définie sur un intervalle [0,b] ( Uinté-

grale de Jackson ), est définie comme :
t
(o)) = bff(T)qu

= -9 T fltg)" s e 0. (2.1.9)
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La g-intégrale d’une fonction f définie sur un intervalle [a, D]
b b a
(Joaf)(t) = ff(T)qu = ff(T)qu - ff(T)qu . (2.1.10)
a 0 0
Définition 2.1.4 [9). Soit 0 < q<1,b>0, et n € Z*. La g-integrale restreinte qui dépend
uniquement de q,b et n, est définie comme :

[f(r)d,m = bfl;f(T)qu

n—1
= b(1—q) Y f(bg")d". (2.1.11)
k=0
Définition 2.1.5 [1{]. Soient f et g sont deux fonctions q-dérivables sur [a, b], la g-intégration

par parties est définie par :

[ 1@ D@ da=f050) - F@g@) - [ gl Dif @ (2112)

Définition 2.1.6 [1(]. On définit deuzx gq-analogues de la fonctions exponentielle par :

¢l = Z% (2.1.13)

1
(I—-(1—qx)>

J=0

= fo: i(j—1)/2 !
7=0 q

= (- ),

q

Les deux fonctions g-exponentielle sont étroitement liées

BT = 1. (2.1.15)
Proposition 2.1.2 [10].
1.
Dyey = ey. (2.1.16)
2.

D,E? = B*. (2.1.17)
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Preuve.

1. Pour démontrer la premiére propriété, on a besoin d’utiliser la définition ([2.1.4))

N >\ D’
Dyey = Z [5] !

2. Pour démontrer la deuxiéme propriété, il suffit aussi d’utiliser la définition ([2.1.4))

D,E* = f:qj(j—l)ﬂfoxj
: 1
— ZqJ(J 1)/2[‘7] al
[]]q
j_
— (G-DG-1)/2 J 1
= q
Z [j—1,!
_ Zqﬂjfl)ﬂﬂ
. "

2.2 Les Fonctions g-Spéciales
Dans cette section, on étudie le g-analogue des fonctions spéciales ainsi que leurs propriétés.

Définition 2.2.1 [10]. La fonction ¢-Gamma notée L', est définie par :

(1—¢g)

(1_q)t71 ; te C\ {0’_1a_2="'}~ (221)

Fq (t) =

Elle admet une représentation g-intégrale Uy (t) = [~ 2" E 9" d .



2.2 Les Fonctions g-Spéciales 12

Propriétés
LTy (t+1)=[f,T,(); t>0.
2.V¥neN, I'y(n+1)=n]!
En particulier, I'; (1) = 1.

Preuve.

1. Pour démontrer la premiére propriété, on applique la définition (2.2.1]), puis on utilise la
définition (2.1.1]) , on obtient

_\®

r,(t+1) = ((11 _qq))t
_ (=g)a-g“
(1-q)(1-gq)"

= [t T (?)

Ly(n+1) = [n],Ty(n)

O
Définition 2.2.2 [1{]. La fonction ¢-Béta est définie par l'intégrale suivante :
1
B,(t,s) = / o1 — qx)fl’ldq:c ;o t,8>0
0
Propriétés
1. Sit > 0 et n un entier positif, on a
1 — 1 — n—1
8,(t,n) = 1-9-q), (2.2.2)

(1—4q"),
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2. Pour tout t,s > 0, on a

(1-q)(1—q); (1—q¢")7

By(t,s) = e =0 (2.2.3)
3. Pour tout ¢,s > 0,
_ Ty ()T (s)
By(t,s) = T (1 s) (2.2.4)

Preuve.

1. Tout d’abord, en utilisant la propriété (2.1.7) et une g-intégration par partie pour (?77?),

on a, pour tout t > 1, s > 0,

1 ! t— s
Bt s) = _E/o 271D, (1 - x)adyx
t—-1], r* ,
= [S]q /0 7731 — qr)ody,
et par conséquent,
By(t,s) = ; [;]1]q6q(t —1,s+1). (2.2.5)

D’autre part, on a
1
Butn+1) = [ 1) (1= e
0
1 1
= / N1 — )y g — q”/ a'(1—qx)) g,
0 0

et donc,
Bo(t,n+1) = B,(t,n) — q"B,(t+1,n) (2.2.6)

Combinant (2.2.5)) et (2.2.6), on obtient

t
Bt +1) = Btn) — 't -+ 1)

Pour tout ¢ > 0 et n un entier positif,

1
B, 1) = /:vt_ldqx
0
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On obtient, alors
1—g™1)... (1=
B(tn) — (1-¢")---(1-9q)
‘ (=g 1) (L =g [t],
(-
(1—q")y;
2. Pour démontrer la deuxiéme propriéte, on va utiliser les deux définitions suivantes :
o Q=9
1—g)" = — 4 2.2.7
-0y = (227
1 1— t+mn)\
_ =), (2.2.8)

(1—-q);,  (A—g"))
La propriété (2.2.3)) est vraie pour s = 1,2, 3, ... D’apres (77?)

A —gx)
t—
x —d x,
/0 (1—g); "
En utilisant la propriété (|2 pour écrire son coté droit,

(I-q)(1—=q); (1—q¢*)7
(1—q"); (1—q9);°

Comme désiré.

3. En utilisant (| - ) dans la définition , on obtient
(1-q),

I““‘u—w*u—wﬁ
donc, il est clair que :
LT, () = et (e
1-q) Q-q¢), 1—-q)" (1—¢),
B (1-q), 1-q),
(1—q) (1= g)F (1—¢o)F
B (I=q);7(1—q) (1—q")7
(1—q) 2 (1 =g (1—¢*);° (1 — gt+o)°
B (1-q)) (I-q)(1=q); (1—q¢*)7
e e A U A L8

Et donc
L,t)T,(s) =Tyt + s)ﬁq(t, s).
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2.3 qg-Intégrale Fractionnaire au Sens de Riemann-Liouville

Dans [1, [13], Agarwal et Rajkovi¢ et al. ont introduit la définition de la g-intégrale fraction-

naire au sens de Riemann-Liouville.

Définition 2.3.1 [15]. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On définit la g-intégrale

fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de f d’ordre o > 0 comme suit :

(Jeaf) () = ﬁ / (o — gt (1) dt;  a>0,z€ab. (2.3.1)

Ou
Joaf (@) = f(2).

Lemme 2.3.1 [15]. Pour tout o, 5 € RT, on a
/ (z — qt)P~ (JO‘ f) (t)dgt =0, 0<a<z<b). (2.3.2)
0

Preuve.

Utilisant les définitions (2.1.2)) et (2.1.3)) et la définition (2.1.11)), pour n € N, on a

n

o n — 1 " n a—l
Usaf) ad") = g [ @ = a1 @)t
- ‘rqcéoo <1—q>;0 (ag" — ag™") ™V f(ag’)q’
- _an(aa) <1—q): (¢ =) flad))e’

Alors, selon la définition de la g-intégrale, on a

@ () @t = a1 =) £ (@ =g ) (T ) ") g =0,
U
Lemme 2.3.2 [13]. Pour tout o, 3, p € R, lidentité suivante est valide :
s - i A ) AN By %) R (2.3.3)

S (-l hi-—gen 1 T gersn
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Preuve.

Voir [13]. O

Rajkovi¢ et al. [13] ont démontré les propriétés suivantes.
Proposition 2.3.1 Pour tout o, 5 € R™, on a

1. Semi-groupe et commutativité :

(Jo PN f () = TSP f (2) = (J2 T8 f (2); @ € [a,b]. (2.3.4)

q7a q?a q?a/ q?a

2. L’application de la g-intégrale fractionnaire d’ordre v de Riemann-Liouville sur la fonc-

tion f(z) = (x — a)” est donnée par :

r,(B+1)
Ja — (ﬁ) = q — (a+/3)' O 2 .
calr —a) T (0 B+1) (x —a) x> a, o f> (2.3.5)

Preuve.

1. En utilisant la définition ([2.3.1) et la définition (2.1.10)), puis on applique le Lemme 2.3.1
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Ui )f @) = o [ a0 s @) d
- W/ x(x_qt)(ﬁ_l)/ (t=qu)™" f (u) dyu dyt
= s L e = [t

{/Ot (t = qu) ™ f () dgu — /Oa (t—qu) ™ f(u)dgu| dgt

- N [ [ g dgdg
_m /Oa (z — qt)(ﬁl)/o (t —qu)® ™ f (u) dgu dyt
“Sn ), @ w [ e s
_m /Oa (= qt)" " /Oa (t — qu) ™V f (u) dyu dyt

- R [ [ g dgdg

_; Ix— (B-1) ’ o)V () do
e e [ s dd

En utilisant le résultat de [1J,

(JyoTso)f () = Jog " f (2)
De plus ,
JeaPf (x) = Jog  f (x) = T f (a) (2.3.6)
On conclut que ,

(BTN f (@) = SR () - W / (@ qt)Y / (- q) @ £ () dyu dyt

D’apreés la formule (2.3.6)) , on peut écrire

Uiaga) @) = i @)+ T35 0) = e [ = a0 g ) d g

1 ot B
= Joa’f ($)+m/o (@ —gt) TV f (1) dyt
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Alors,
(Jpadia) f () == JodP f (2) + 1.

q’a q7a

Ou

___ 1 @ v — gp)@tB=D 1 x D a oD £
I_Fq(a+6)/o =t f ) dyt Fq(a)Fq(ﬂ)/O (v —at) /0 (t = qu)™ 7 f (u) dgu dyt.

En utilisant la définition (2.1.11]) , on peut écrire

e F
q k=0
_qu(s) ;qq()ﬁ) ; (2 — mg*1) ,; a(1—q) (x¢ = ag"*) ™" f (ag") "¢’
© (r aqk;+1 (a+6-1)
= a(l— q); ( Fq(oz—l—)ﬁ) f (ag") ¢*

—a(l . q) Z Fx(l—_q)) Z (3:‘ . a:qurl)(B*l) (:qu . aqk+1)(a71) qu (aqk) qk

(a+6-1)
—aq"™") z(1-q)

Par conséquent,

I=a(1-q)) cf (ag*) "
k=0
avec
_ (ﬁ_aqkﬂ)(aw*l) r(1-q) < J+1\(B=1) ¢ k+1)(@=1) j
T T+ B) _Fq(a)rq(ﬁ);(x_mq )7 e

D’apres la définition (2.2.1]), on a

) R S ) K

fo @ L O = e gt

(2.3.7)

et
(1—g) ™

T,(o+ fB) = (2.3.8)

(1 . q)oz-i-ﬁ—l
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En utilisant la formule (2.3.7)) et la formule (2.3.8)) , on obtient donc

(1- q)a+6—1 (x . aqk+1)(a+ﬁ—1)

Cr = P
(1— g
(1_Q)(1 a+ﬁ : i B— 1 ¢! (6-1) _1< Ca g\ eb
(1) z
a a—+B— a a+p8—-1
B (1—4q) +8- 1$+51(1_;qk+1)( B-1)
- (1—q) 0
¢ o7 1 o]
B +B— 1(1 ) +8— Z j+1 (B—1) (1 aqk-i-l J)(a 1) qo‘j,
(1 - q)( 1 - q =0 T
Si on prend p = %qk, on trouve
S (1 _ q)a+5*1 potB-1 (1 . Nq)(a%@’*l)
T (1— )@ D
OH—B 1 1— q a+p—-1 00 o N A
( ) E: _ O (1 pgti) e g

(1 - q)(a Y j=0
On applique le Lemme 2.3.2, on obtient

(1— )™ a1 (1 — pug) @Y et (1 — ) (1 — pg) @Y
(1—q) Y (1—gq)

C. =

d’ou le résultat.

2. Selon la définition (2.3.1) et la définition (2.1.10), on a

1 T
J< — (B) — / —at (a—1) t— ()} d.t
q,a(x CL) Fq (Oé) ] (I q ) ( a) q

— St @D O gt [ (o) @ D ()
_Fq(a)[/o( at)™ (= o) dgt /0< ) (t—a) dyt| .

Egalement, le suivant est valide selon la définition (2.1.11)) et la définition (2.1.3) :

/Oa (z—g)* PVt —a)Pdt = a(l—q) Z (z — ag"™)

k=0

(a—1)
! (aqk _ a) (8) ¢

— (1 - ) Z (o — aqk+1)(“’1) (¢" - 1)(5) ¢
k=0

= 0.



2.3 g-Intégrale Fractionnaire au Sens de Riemann-Liouville

20

par la définition (2.1.11]) et le Lemme 2.3.2, on obtient

: (a—1)
/ (z — qt)(o‘*l) (t — a)(ﬂ) dgt = z(1—-¢q) (:v _ quﬂ) (qu _ a) (8) ¢
0 —
= (a=1) a\ @
— gotB(1 — 1 — gk+! (k__) &
P —q) ) (1-d") ¢ ——) a

k=0 4
(a+8) (a—1) B)
o (1-9) 1-q9 (1-9q)
= 2*"(1 - q) @t B)
(1-19)
a )(a—l) a )(ﬂ)
—q —q a

= (-9 (at5) (x a)( e

(1-19)

En utilisant la définition (2.2.1]) , on obtient le résultat.

2.3.1 Exemples
Exemple 1 :
Si on prend en particulier dans la propriété (2.3.5), 5 =0et a =0, on a
(6% ’ a—1
UDe) = 5 | =t d

¢ (@)
La propriété (2.1.7) nous assure que :

Dy — 1)\ = o], (x — gt)*""
Donc ,
(J°1)(2) ! / L Dy(a — 1),
xr) = — T —
! Ly(a)Jo o], " !
1 X
= ————— | Dyx—t)Ddt
Fq (O{ + 1) /0‘ q(l‘ ) q
En utilisant une g-intégration par partie (2.1.12)), on obtient alors
1 x
J1 = —— — )@
( q )(ZE) Pq (O[—f-].) [(I ) }0
e
Ly(a+1)
Alors,
()

(JeD(z) = NCESIE

(2.3.9)
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Exemple 2 :

Soit f (z) ==«
En appliquant une g-intégration par parties et on utilise la formule (2.3.9)) , on obient

(pf)la) = Fl( )/% 0"Vt dt

= - /thx—t )@ d,t
a—i—l 0

a+1

- (M[ e
B x(aJrl)
T (a+2)
Alors, )
a+1
(g F)(w) = =



Chapitre 3

Inégalités q-Intégrales Fractionnaires

Les inégalités g-intégrales d’ordre fractionnaire jouent un roéle important, elles apparaissent
comme une description naturelle des phénomeénes observées dans divers domaines scientifiques
tels que la physique, I'ingénierie, la mécanique,... etc. L’efficacité de ces inégalités de beaucoup

de problemes réels a motivé beaucoup de chercheurs a les étudier.

3.1 qg-Inégalité de Tchebyshev

Dans [3] [4], Brahim et Taf ont établi les inégalités g-intégrales fractionnaires de type Tche-

byshev comme suit.

Définition 3.1.1 Soient f et g deux fonctions définies sur [a, b]q. Les fonctions f et g sont

dites synchrone sur [a,b], si

(f) =) g(r)—g(p) 20; 7,p€ab],. (3.1.1)

ou

[a,b], = {bqk; 0< kgn}.

Pour b >0et a=5b¢",n=1,2,...,00.

Théoréme 3.1.1 Soient f et g deux fonctions définies sur [a, D] , Satisfaisantes la condition

(3.1.1) et soient v, w deux fonctions positives sur [a,b],, alors on a

Teaw (b) T30 (04500 () Jew g (b) > Jeuf (0) Jgwg (0)+T5,wf (8) Ji,vg () >0
(3.1.2)
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Preuve.

On devellope , on a alors
H(r,p)=f(r)g(m)+f(p)glp)—f(T)g(p)—f(p)g(r) >0; T,p€lab],. (3.1.3)

Et on multiplie (3.1.3) par %0(7), on obtient

Cm 2 o(n) f (1) 9 (7) + £ (p) 9 (p) S 0(r) — g (p) SRS 0(r) £ (7)

(e
~1 () (g (1) 20, Tap€fab,.
On intégre cette derniére inégalité par rapport a 7 sur [a, b] o On aura donc
Je0fg () + £ () 9(p) T () — 9 () Jo,uf (B) = F (p) Jovg (B) 2 0. (3.1.4)

(a—1)
Maintenant, multipliant - par %w(p), on va avoir

Coal D (p) T (0 9) (B) 00 (0) S 0(0) () g ()~ TEavf () A (p)g () -
Jeavy () %w(p)f (p) > 0.

Et on integre cette derniére inégalité par rapport p sur |a, b 4+ on obtient

Jgaw (0) Jvfg (b) + Jgav (0) JE,wfg (b) — Jg,uf (b) Jg,wg (b) — Jg,wf (b) Jg,vg (b) = 0.
U

Théoréme 3.1.2 Soient f et g deux fonctions définies sur [a, D] , Satisfaisantes la condition

(3-1.1) et soient v, w deux fonctions positives sur [a,b] , alors on a linégalité suivante :
Jgaw (b) Jg v fg (0)+T5 .0 (0) Jpwfg (b) > Jg,of (b) J),wg (D) + T wf (b) Jg,0g ()5 a,B > 0.
Preuve.

—ap) B .
11 sufit de multiplier 'inégalité (3.1.4) par %w(p), puis 'intégrer par rapport a p sur

a, 0] ,» On obtient
; ’ ’ _ (a—1) B (8-1)
T, (@) T, (3) / / (b—qm) (b — gp) " Vo(r)w(p)H (7, p) dyrdyp
= Jpaw (0) v fg () + Jiw (0) Jgwfg (8) = Jof (6) J,wg (b) = Jpgwf (8) Jiyvg (b).

0
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Remarque 3.1.1 Dans ce Théoréme, si on prend o = 3, on obtient le Théoreme 3.1.1.

Théoréme 3.1.3 Soient f et g deux fonctions synchrones sur [0, +oo[, et soit v une fonction

positive sur [0, +00[. Pour tout b > 0 et pour tout a > 0, alors on a

Jg0 () Jgvfg (b)+Jg v (b) Jgufg (b) = Jgvf (b) Jgug (b)+Jguf (0) Jgvg (B); a1, g2 €]0, 1],

(3.1.5)
Preuve.
Soient f et g sont deux fonctions synchrones sur [0, +0c[, on a
(@) =fe)(g(T)—g(p) 205 7,p€[0,+00], (3.1.6)
ce qui implique que
F)gm)+fp)aglp) = f(r)glp)+f(p)a(r). (3.1.7)
Multipliant les deux membres de (3.1.7) par %v(ﬂ, on obtient
(b—qr) Y (b—qr) Y
— v f (1) g () + fp)g(p) —F—F=—v(r
P () ()9 (1) + 1 (2) 0 () ()
(b—qr)* " (b— @)
> v(r)f(T)+ f(p v(T)g (7).
(1) CFE ) () + 1 () P (g )
On intégre cette derniére inégalité par rapport & 7 sur [0, b], on obtient donc
Jeufg )+ £ (0) g (p) Jow () = g (p) Jouf (B)+ f () Jowg (). (3.18)

—gap)@=D _
Maintenant, multipliant les deux membres de (3.1.8)) par %v(p), on va avoir
2

@D ey
%Wﬂiwg (0) + v (B) %v(p)f (p) 9 (p)
e B
> Jpuf (b) %v(p)g (p) + Jovg (b) %U(P)JC (0). (3.1.9)

Et on integre (3.1.9) par rapoort & p sur [0, b], on obtient

Jav () Jgvfg (b) + Jgv (b) Jgufg (b) = JEuf (b) Jgug (b) + Jguf (b) Jgvg ().
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Théoréme 3.1.4 Soient f et g deux fonctions synchrones sur [0, +ocl, et soient v, w deux

fonctions positives sur [0, 4+00[. Pour tout b > 0 et pour tout a, 5 >0, on a

Tpw (b) Jgvfg (b) + Jgv (b) Jpwfg (b) > Jovf (b) Jwg (0) + Jgwf (b) Jhvg (b).

Preuve.

Il suffit de multiplier I'inégalité (3 par %w(p), puis l'intégrer par rapport a p sur

[0, 0], on obtient

(b - Q&P)wil)

L, (B)
)(5—1)

> Tyof 0B o) () + g ) P

Et on integre (3.1.10) par rapport & p sur [0,b], on obtient donc

_ (B-1)
w(p)Jgvfg () + Jgv(b) %w

T, (9) (p)f (p)g(p)
)(5—1)

(p)f (p). (3.1.10)

Tpw (b) Jgvfg (b) + Jgv (b) Jpwfg (b) = Jovf (b) Jwg (0) + Jgwf (b) Jhvg (b).

O
Dans [12], Sroysang a présenté 'inégalité g-intégrale fractionnaire de trois fonctions est la

suivante.

Théoréme 3.1.5 Soit v une fonction positive sur [0, +oc[, et soient f, g et h trois fonctions

synchrones sur [0, +o0o[, vérifient

(f ) =) (g(m) =g (p) (h(r)+h(p) =05 7,p€l0,+00]. (3.1.11)

Pour tout b > 0 et pour tout a, 3 > 0 et ¢y, ¢z €]0,1[, on a

Jpv (b) Jg (vfgh) (b) + Jg (vfg) (b) Jy, (vh) (b) + Jg (vh) (b) g, (vfg) (b) + Jg v (b) Ty, (v fgh) ()
> Jaufh(b) Jyvg (b) + Jg (vgh) (b) T, (vf) (b) + Jg (vg) (b) Ty, (v fh) (b) + g (vf) (b) Ty, (vgh) (b)
(3.1.12)

Preuve. Soient f , g et h sont trois fonctions synchrones sur [0, +oo[, on a

(f (1) =F ) (g(T) =g (p) (h(T)+h(p) =0; 7,p€l0,+0o0],
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ce qui implique que :

fM)g@)h(r)+f(m)g(m)h(p)+ f(p)g(p)h(T)+ f(p)g(p)h(p)
fM)gp)h(r)+ f(p)g(r)h(T)+ f(p)g(T)h(p)+ f(T)g(p)h(p).
(3.1.13)

v

Multipliant les deux membres de (3.1.13) par %v(ﬂ, on onbtient
1

(b - Q1T>(a_1)

th (Oé)
+f(p)g(p)

(b - CI1T)(&_1)
Flh (Oé)

+f(p) R (p)

(b - Q1T)(a_l)

oD ()g (D)1 (7) +h () =S
(b - Q1T)(a_1)

L'y, (@)
o(r) f(T) h(T) + [ (p)

(b - Q1T)(a_1)

L'y (@)

v(m)f (1) g (7)

gy
o)+ £ o) ) ) P

(b—aqr)
WU(T)Q (r)h(7)
)(a—l)

() (7). () () 2T —

—~
\]
~—

> g(p)

On intégre (3.1.14)) par rapport a 7 sur [0, b], on obtient donc

Jo(vfgh) (b) +h(p) Jg (vfg) (b) + f (p) g (p) g, (vh) (b) + f (p) g (p) h (p) J5 v (D)
> g(p) Jo(vfh) (b) + f(p) Jo (vgh) (b) + f (p) h(p) Jo (vg) (b) + g (p) b (p) Jg (v f) (D)
(3.1.15)

. o (b—g2p) 1
Maintenant, multipliant les deux membres de(3.1.15)) par T,,(3)

v(p), on va avoir
0 =ap)”™
Ly (B)
o=@
L'y, (B)
6
%v(p)g (p) + Jg (vgh) ()
(b= @)™
L'y, (B)

_ (8-1)
v(p) + T3 (0f0) ) U0
)(ﬁ*l)

01 ()3 () + Ty} o

(b - Q2P)(ﬁ_1)

Iy, (B)
)(571)

o) ()1 (0)+ T (o) () 20—

J2 (vfgh) (b) (P)h (p)

+J2 (vh) (b) (p)f (p)g(p)h(p)
> J2 (ufh) (b) v(p)f (p)

+J5 (vg) (0)

On intégre (3.1.16|) par rapport a p sur [0, b], on obtient donc (3.1.12)) . O
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3.2 qg-Inégalité de type Griiss

Brahim et Taf ont donné dans [3, 4], les inégaltés g-intégrales fractionnaires de type Griiss

comme le suivant.

Théoréme 3.2.1 Soient v, w deux fonctions positives sur |a, b| g €t sotent [ et g deux fonc-

tions définies sur [a, b] , Satisfaisantes la condition suivante :
p< f(z) <2, P<g@) <V &P, VeER, z¢€lab],. (3.2.1)
Alors, pour tout o > 0, on a
|[Jgaw (0) Jgvfg (b) + Jg,v (b) J,wfg (b) — Jg,uf (b) Jg,wg (D)
—Jgawf (0) Jgavg (0) | < Jg.v () Jg,w (b) (P — ) (¥ —¢)).

Preuve.

De la condition ([3.2.1), on a
f(r)=Fp) <P -9, g(T) —g(p)| <V =2, T,p€lab],,

Ce qui implique que

[(f(7) = f ()9 (T) =g (p)] < (= @)(V =) (3.2.2)
Multipliant (3.1.3)) par %0(7), et on intégre par rapport a 7 sur [a, b] .+ on obtient

1 b ol
i | 6= ()

Joavfg () + f(p)g(p) Jg.v (b) —g(p) Jovf (b) — f(p) Jovg(b).  (3.2.3)

—ap) (@) ,
Maintenant, en multipliant (3.2.3) par %w(p), et on intégre par rapport & p sur [a, b],

on obtient donc
(a l (a—1)
T / / — )" () w(p)H (7, p) dyrdyp

= J“ () WVfg (0) + Jgv (b) Jawfg (b) — Jyvf () Jgawg (b) — Jgwi (b) Jg,vg (b).
(3.2.4)
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En utilisant (3.2.2)), on peut estimer (3.2.4]) comme suit :

1 b b - ol
o / / (b— ) D (b — gp) @ Vo(r)w(p)H (7, p) dyrdyp)

(@—)(T—9) [ [° . -
(T, (@))? /a /a (b—qr)* (b= qp)*  v(T)w(p)d,rd,p.

<
Par conséquent,

1 b b ol ol
e / / (b— ) Db — gp) @ Du()w(p)H (7, p) dyrdyp)
< T () T (b) (B — )T — ).

q7a

i

Théoréme 3.2.2 Soient v, w deux fonctions positives sur [a, b]q , sotent f et g deux fonctions

définies sur |a,b], satisfaisantes la condition (3.2.1)
Alors, pour tout a, 3 > 0, on a

[Jgaw (0) Jgavfg (0) + v (b) Jhawfg (b) = Jgauf (b) Jg,wg (b) = Jj,wf (b) Jg,vg (D) |
< Joav (0) Jj,w () (@ — ) (¥ — ).

Preuve.
—ap) (5D ) _ .
Multipliant (3.2.3|) par %w(p), puis en intégrant par rapport a p sur [a, b]_, on obtient

1 b pb - »
e [ 6= el () i

_ B a e! e B a
- Jq,aw (b) Jq,avfg (b) + Jq,av (b) ‘]gawfg (b) - Jq,avf (b) Jﬁawg (b) - Jq,awf (b) Jq,avg (b) :

D’autre part,

@)@ —9) [P0 ; o
T, (o) Ty (3) /a/a“"‘”) (b—ap)" (7w (p)dgrdyp = Jgv (b) 7w (b) (2—)(F—0)).

Par conséquent,
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Remarque 3.2.1 Dans ce Théoréme, si on prend o = 3, on obtient le Théoréme 3.2.1.

Théoréme 3.2.3 Soient v et w deuz fonctions positives sur [0,+oo[. Soient [ et g deux

fonctions synchrones sur [0, +o0o[ satisfaisantes la condition suivante
p < f(x) <, P<g(r) <V, 9@, ¥R, z€|0,+o0l (3.2.5)
Alors, pour tout b > 0, pour tout a > 0, et ¢1,¢92 € (0,1), on a
| Jgw (b) Jgvfg (0) + Jg v (b) Jgwfg (b) — Jgvf (b) Jg,wg (b) — Jgwf (b) Jgvg (b)]
< Jou(b) Tpw (8) (B — 9)(¥ — v). (3.2

Preuve. De la condition (3.2.5)), on a

()= f(p)]| <P o, 9(1) —g(p) | <V =, 7,p€[0,+00],

Ce qui implique 'inégalité (3.2.2]).Définissons

H(r,p)=f(r)g(m)+ f(p)glp)—f(T)g(p)—f(p)g(r) >0; 7,p€]0,+o0]. (3.2.7)

(a=1)
Multipliant (3.2.7)) par ® I‘f”za) v(T), et on intégre par rapport a 7 sur [0, b], on obtient

1 b ol
T () /0 (b — qlT)( )U<T)H (T,p)dg T

= Javfg )+ f(p)g(p) Jav(b) —g(p) Jovf (b) = f(p) Jpvg(b).  (3.2.8)

o) (@D )
Maintenant, en multipliant (3.2.8)) par %w(p), et on intégre par rapport a p sur [0, ],
2

on obtient donc

/ / — 1)@ (b — gap) V() w(p)H (7, p) dyy mdgyp
=J$()mWM)+%,Uqwm@%Jﬁﬁ@%WMw—%wﬂwﬁwwf
(3.2.9)

En utilisant (3.2.2)), on peut estimer (3.2.9)) comme suit
1 b b 1 1
Im/ / (b— 1)@ V(b — g2p) @ Vo(T)w(p)H (1, p) dyg, 7dyy pl
q1 q2 0 0

IN

C-p@—)
L, () Ly, () /0 /0 (b= q7)* (b — g2p)* 0(T)w(p)dg Tdg2p-
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Par conséquent,

e = a0 ) Dl () dy it

Oé

<Ja(b)J°‘( (P — ) (¥ — ).
O

Théoréme 3.2.4 soient v et w deuz fonctions positives sur [0, +00.Soient f et g deuz fonc-

tions synchrones sur [0, +o0[ satisfaisantes la condition ,
Alors, pour tout b > 0,pour tout «, 5 > 0,et g1,¢2 € (0,1), on a :
5w (6) T (0) + T (8) Jiwfg (8) — T (8) Jiwg (b) — Jhwf (5) T ()]
< Jgo(b) T (8) (@ — £)(¥ - ).
Preuve.

) 5D _
Maintenant, en multipliant (3.2.8]) par %w(p), et on intégre par rapport a p sur [0, b],
a2

on obtient donc

/ / — )@ (b — 4ap)E V() w(p) H (7, p) dyy Ty
- Jgi <> qlvfg()JrJ;“l v () JBwfg (b) — Jeuf (b) Jwg (5) — JEwf (8) Jovg (b)
(3.2.10)

En utilisant m, on peut estimer (3.2.10) comme suit :
NEToNC) / [0 a6 - I 0l H 5o0) 7
QZ

< ( / / (b= i)™ (b — gap)" 07w (p) T op.

Par conséquent

o / / (b— u7)D b — u0) B V(Y (o) H (7. p) dyyridyyp)

Oé

< J“ (b)JB (b)(@ ) (¥ — ).

g

Remarque 3.2.2 Dans ce Théoréme, si on prend o = 3, on obtient le Théoréme 3.2.3.



Conclusion Générale

Dans le cadre de notre projet de fin d’étude, nous avons eu 'opportunité d’aborder un théme
qui porte sur une nouvelle théorie & savoir le g-calcul fractionnaire, en particulier sur les
inégalités g-intégrales fractionnaires de Tchebyshev et de type Gruss d’ordre non entier en
utilisant un seul parameétre fractionnaire, puis en utilisant deux parameétres fractionnaires et
la permutation entre deux parameétres de déformation a l'aide de la g-intégrale au sens de

Riemann-Liouville,qui découlent de la modélisation des phénoménes physiques.
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