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Résumé

Dans ce mémoire, on s�intéresse à l�étude des inégalités q-intégrales de type Tchebychev et

de type Grüss d�ordre non entier, à l�aide de la q-intégrale fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville, en utilisant un seul paramètre factionnaire, deux paramètres fractionnaies et puis

deux paramètres de déformation.



Introduction

Le calcul fractionnaire a été introduit le 30 septembre 1695. Ce jour-là, Leibniz a écrit une

lettre à l�Hôpital, ce qui a permis de généraliser la notion de la dérivation entière (classique)

à la dérivation non-entière. Si cet ordre est négatif, on parle d�une intégration non entière

et s�il est positif, il s�agit d�une dérivation non entière. La note de Leibniz a conduit à

l�apparition de la théorie des dérivées et des intégrales d�ordre fractionnaire qui est devenue un

sujet très attractif pour les mathématiciens, et de nombreuses formes di¤érentes d�opérateurs

di¤érentiels fractionnaires ont été introduites par : Grunwald, Letnikow, Riemann, Liouville,

Hadamard, Caputo, Riesz, ...

Au cours des années, un interêt considérable a été porté à l�étude du calcul sans limites

appelé calcul quantique ou q-calcul. Le célèbre mathématicien Euler a initié l�étude q-calcul

au 18�eme siècle en introduisant un paramètre dans le travail de série in�nie de Newton. Au

début du 20�eme siècle, Jackson (1910) a commencé une étude systématique du q-calcul et a

introduit la notion de q-dérivée et q-intégrale.

Le sujet du calcul quantique a de nombreuses applications dans divers domaines des mathé-

matiques et de la physique, comme la théorie des nombres, la combinatoire, les polynômes

orthogonaux, les fonctions hypergéométriques basiques, la théorie quantique et la mécanique.

Ce sujet a reçu une attention remarquable, par conséquent, il est considéré comme un sujet

corporatif entre les mathématiques et la physique.

Une autre théorie se développe en parallèle est la théorie des inégalités fractionnaires qui

jouent un rôle fondamental dans la théorie des équations di¤érentielles qui a de nombreuses

applications dans la description de nombreux évènements dans le monde réel... On réfère le

lecteur à [6; 7; 9; 10]:

Dans ce mémoire, on s�intéresse à étudier les inégalités q-intégrales de type Tchebychev

et de type Grüss d�ordre fractionnaire, en utilisant un seul paramètre fractionnaire, deux

paramètres fractionnaires et puis deux paramètres de déformation .



Ce mémoire se compose essentiellement de trois chapitres, et d�une conclusion.

Le premier chapitre comporte quelques notions de base du calcul fractionnaire, ainsi que les

propriétés des intégrales fractionnaires.

Dans le deuxième chapitre, nous avons énoncé tous les outils de base du q-calcul fractionnaire

que nous aurons besoin par la suite ainsi que les démonstrations détaillées tels que les fonctions

q-spéciales et la proprieté du semi-groupe pour les q-intégrales fractionnaires.

Le troisième chapitre est consacré à l�étude des inégalités q-intégrales fractionnaires telles que

l�inégalité de type q-Tchebyshev et de type q-Grüss, en utilisant un paramètre fractionnaire,

deux paramètres fractionnaires et deux paramètres de déformation q1 et q2:

Nous terminons notre mémoire par une conclusion générale et une bibliographie sont données

à la �n de ce document.



Chapitre 1

Eléments De Base Du Calcul
Fractionnaire

Ce chapitre constitue une partie préliminaire, dans laquelle on rappelle des notions et des

résultats fondamentaux de la théorie du calcul fractionnaire, qui représentent un outil indis-

pensable dans notre étude. Dans la première section de ce chapitre, on présente les fonctions

spéciales (fonction Gamma d�Euler et fonction Béta d�Euler) et leurs propriétés (Voir [8; 12]).

Dans la deuxième section, on introduit la dé�nition de l�intégrale fractionnaire au sens de

Riemann-Liouville ainsi que ses propriétés (Voir [11; 14]).

1.1 Fonctions Spéciales

Les fonctions Gamma d�Euler et Béta d�Euler sont les joyaux des mathématiques.

1.1.1 Fonction Gamma d�Euler

Dé�nition 1.1.1 [12]: La fonction Gamma d�Euler est dé�nie par l�intégrale suivante :

� (z) =

Z 1

0

e�ttz�1dt ; Re(z) > 0: (1.1.1)

Proposition 1.1.1 [12]:

� (z + 1) = z� (z) ; Re (z) > 0: (1.1.2)

En particulier, � (1) = 1
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1.1.2 Fonction Béta d�Euler

Dé�nition 1.1.2 [11]: La fonction Béta d�Euler est dé�nie par l�intégrale suivante :

�(x; y) =

Z 1

0

tx�1(1� t)y�1dt ; Re (x) > 0; Re (y) > 0: (1.1.3)

Proposition 1.1.2 [11]:

1. Le lien entre la fonction Gamma et la fonction Béta :

�(x; y) =
� (x) � (y)

� (x+ y)
; Re (x) > 0; Re (y) > 0:

2. La fonction Béta est symétrique :

�(x; y) = �(y; x); Re (x) > 0; Re (y) > 0:

1.2 Intégrale Fractionnaire au Sens de Riemann-Liouville

Dé�nition 1.2.1 [11; 14]: Soit f : [a; b] �! R une fonction continue. On dé�nit l�íntégrale

fractionnaire au sens de Riemann-Liouville (notée par R-L) de f d�ordre � � 0 notée J�a f (x),

par :

J�a f (x) =
1

� (�)

Z x

a

(x� t)��1f (t) dt; � > 0; x 2 [a; b] : (1.2.1)

Pour � = 0, on a

J0af (x) = f(x) (l�opérateur identité).

Proposition 1.2.1 [11; 14]: Soit f : [a; b] �! R une fonction continue. On a pour tout

�; � > 0

1. Semi-groupe :

(J�a J
�
a )f (x) = J�+�a f (x) ; x 2 [a; b] :

2. La commutativité :

(J�a J
�
a )f (x) = (J

�
a J

�
a )f (x) ; x 2 [a; b] :
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3. L�application de l�intégrale fractionnaire d�ordre � de Riemann-Liouville sur la fonction

f(x) = (x� a)� est donnée par :

J�a (x� a)� =
� (� + 1)

� (�+ � + 1)
(x� a)�+� ; x > a; �; � > 0:

1.3 Inégalités Intégrales Fractionnaires

Dans [2]; Belarbi et Dahmani et Dahmani et al. [5] ont établi les inégalités intégrales frac-

tionnaires suivantes.

1.3.1 Inégalité de Tchebyshev

On considère la quantité :

T (f; g) =
1

b� a

Z b

a

f (x) g (x) dx�
�

1

b� a

Z b

a

f (x) dx

��
1

b� a

Z b

a

g (x) dx

�
:

On va supposer que f et g sont synchrones sur [a; b]

(f(x)� f(y))(g(x)� g(y)) � 0; x; y 2 [a; b] (1.3.1)

Théorème 1.3.1 Soient f et g deux fonctions continues sur [a; b]. Si f et g véri�ent la

condition (1:3:1) ; on a

(t� a)�

� (�+ 1)
J�a (fg) (t) � J�a f (t) J

�
a g (t) ; � > 0; t 2 [a; b] : (1.3.2)

Théorème 1.3.2 Soient f et g deux fonctions synchrones sur [a; b], alors on a l�inégalité

suivante

(t� a)�

� (�+ 1)
J�a (fg) (t)+

(t� a)�

� (� + 1)
J�a (fg) (t) � J�a f (t) J

�
a g (t)+J

�
a f (t) J

�
a g (t) ; �; � > 0; t 2 [a; b] :

Remarque 1.3.1 Dans ce Théorème, si on prend � = � on obtient le Théorème 1.3.1.

1.3.2 Inégalité de Grüss

Théorème 1.3.3 Soient f et g deux fonctions continues dé�nies de [a; b] vers R telles que

m � f (x) �M; q � g (x) � Q et x 2 [a; b]; alors on a

1

b� a

Z b

a

f (x) g (x) dx�
�

1

b� a

Z b

a

f (x) dx

��
1

b� a

Z b

a

g (x) dx

�
� (M �m) (Q� q)

4
:
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Théorème 1.3.4 Soient f et g deux fonctions continues dé�nies de [a; b] vers R telles que

m � f (x) �M , q � g (x) � Q; � > 0 et x 2 [a; b], alors on a

(t� a)�

� (�+ 1)
J�a fg (t)� J�a f (t) J

�
a g (t) �

�
(t� a)�

� (�+ 1)

�2
(M �m) (Q� q)

4
; t 2 [a; b]:

Remarque 1.3.2 Si on pose � = 1 et t = b on obtient l�inégalité classique de Grüss.



Chapitre 2

q-Intégrales Fractionnaires

Dans ce chapitre, nous donnons les dé�nitions des concepts fondamentaux nécéssaires à

l�étude et la manipulation des q-intégrales fractionnaires, ainsi que certaines propriétés liées

à ces intégrales.

2.1 Généralités

Gasper et Rahman [6], Jackson [9] et Kac et Cheung [10] ont donné les dé�nitions de base

et les propriétés du calcul quantique.

Soit 0 < q < 1, on dé�nit le q-analogue de a comme étant ([10])

[a]q =
1� qa

1� q
= 1 + q + q2 + � � �+ qa�1 ; a 2 C

Pour tout n 2 N, le q-shift factorielle est dé�ni par ([10])

(a; q)n =
n�1Q
k=0

�
1� aqk

�
; n = 1; 2; � � � ;1: ; (a; q)0 = 1

On peut dé�nir le q-analogue de la factorielle connue sous le nom de q-factorielle, par ([10])

[n]q! =
n�1Q
k=0

[k]q =
(q; q)n
(1� q)n

; n 2 N; où (q; q)n =
n�1Q
k=0

�
1� qk

�
:

Pour tout n 2 N; pour tout a; b 2 C; le q-analogue de la fonction (a� b)(n) est dé�nie comme

suit ([10])

(a� b)nq = (a� b)(n) =
n�1Q
k=0

�
a� bqk

�
; (a� b)(0) = 1: (2.1.1)
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Plus général , si � 2 R;

(a� b)(�) = a�
1Q
n=0

a� bqn

a� bq�+n
;

Si b = 0, alors a(�) = a�.

Pour tout a, b et � 2 R+ et k, n 2 N

�
a� bqk

�(�)
= a�

�
1� qkb=a

�(�)
; (2.1.2)

�
qn � qk

�(�)
= 0; (k � n) : (2.1.3)

Dé�nition 2.1.1 [10]: On dé�nit la q-dérivée d�une fonction f par

Dqf (x) =
dqf (x)

dqx
=
f (qx)� f (x)

(q � 1)x ; (2.1.4)

Exemple 2.1.1 La q-dérivée de f (x) = xn; où n est un entier positif

Dqf (x) =
(qx)n � xn

(q � 1)x

=
qn � 1
q � 1 x

n�1

= [n]q x
n�1:

Dé�nition 2.1.2 [10]: La q-dérivée du produit de la fonction f (x) et la fonction g (x) est

comme suit :

Dq (f (x) g(x)) = f (x)Dqg (x) + g(qx)Dqf (x) : (2.1.5)

Proposition 2.1.1 Pour tout entier n;

1.

Dq (x� a)nq = [n]q (x� a)n�1q : (2.1.6)

2.

Dq (a� x)nq = � [n]q (a� qx)n�1q : (2.1.7)

Preuve.

1. On raisonne par récurrence :
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La propriété est vraie pour n = 0; car [0]q = 0; et on suppose qu�elle est vraie pour un certain

rang k; (i:e) : Dq (x� a)kq = [k]q (x� a)k�1q :

On véri�e la propriété pour k+ 1, sachant que (x� a)k+1q = (x� a)kq
�
x� qka

�
: En utilisant

la dérivée du produit (2:1:5) ; on obtient

Dq (x� a)k+1q = Dq (x� a)kq
�
x� qka

�
= (x� a)kq +

�
qx� qka

�
Dq (x� a)kq

= (x� a)kq + q
�
x� qk�1a

�
[k]q (x� a)k�1q

=
�
1 + q [k]q

�
(x� a)kq

= [k + 1]q (x� a)kq :

2. Selon la dé�nition (2:1:1) ; pour n � 1; on a

(a� x)nq = (a� x) (a� qx)
�
a� q2x

�
� � �
�
a� qn�1x

�
= (a� x) :q

�
q�1a� x

�
:q2
�
q�2a� x

�
� � � qn�1

�
q�n+1a� x

�
= (�1)n qn(n�1)=2

�
x� q�n+1a

�
� � �
�
x� q�2a

� �
x� q�1a

�
(x� a) :

D�où ,

(a� x)nq = (�1)
n qn(n�1)=2

�
x� q�n+1a

�n
q
: (2.1.8)

En utilisant la formule (2:1:8) et la propriété (2:1:6) ; on obtient

Dq (a� x)nq = (�1)n qn(n�1)=2Dq

�
x� q�n+1a

�n
q

= (�1)n qn(n�1)=2 [n]q
�
x� q�n+1a

�n�1
q

= � [n]q qn�1: (�1)
n�1 q(n�1)(n�2)=2

�
x� q�n+2(q�1a)

�n�1
q

= � [n]q qn�1:(q�1a� x)n�1q

= � [n]q (a� qx)n�1q :

�

Dé�nition 2.1.3 [9]: La q-intégrale d�une fonction f dé�nie sur un intervalle [0; b] ( l�inté-

grale de Jackson ), est dé�nie comme :

(Jqf)(t) =
tR
0

f(�)dq�

= t(1� q)
1P
n=0

f(tqn)qn ; t 2 [0; b] : (2.1.9)
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La q-intégrale d�une fonction f dé�nie sur un intervalle [a; b]

(Jq;af)(t) =
bR
a

f(�)dq� =
bR
0

f(�)dq� �
aR
0

f(�)dq� : (2.1.10)

Dé�nition 2.1.4 [9]: Soit 0 < q < 1, b > 0, et n 2 Z+. La q-integrale restreinte qui dépend

uniquement de q; b et n, est dé�nie comme :

bR
a

f(�)dq� =
bR

bqn
f(�)dq�

= b(1� q)
n�1P
k=0

f(bqk)qk: (2.1.11)

Dé�nition 2.1.5 [10]: Soient f et g sont deux fonctions q-dérivables sur [a; b], la q-intégration

par parties est dé�nie par :Z b

a

f (x)Dqg (x) dqx = f (b) g (b)� f (a) g (a)�
Z b

a

g (qx)Dqf (x) dqx: (2.1.12)

Dé�nition 2.1.6 [10]: On dé�nit deux q-analogues de la fonctions exponentielle par :

exq =
1X
j=0

xj

[j]q!
(2.1.13)

=
1

(1� (1� q)x)1q
:

Exq =
1X
j=0

qj(j�1)=2
xj

[j]q!
(2.1.14)

= (1 + (1� q)x)1q :

Les deux fonctions q-exponentielle sont étroitement liées

exqE
�x
q = 1: (2.1.15)

Proposition 2.1.2 [10]:

1.

Dqe
x
q = exq : (2.1.16)

2.

DqE
x
q = Eqxq : (2.1.17)
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Preuve.

1. Pour démontrer la première propriété, on a besoin d�utiliser la dé�nition (2:1:4)

Dqe
x
q =

1X
j=0

Dqx
j

[j]q!

=

1X
j=1

[j]q x
j�1

[j]q!

=
1X
j=1

xj�1

[j � 1]q!

=
1X
j=0

xj

[j]q!
:

2. Pour démontrer la deuxième propriété, il su¢ t aussi d�utiliser la dé�nition (2:1:4)

DqE
x
q =

1X
j=0

qj(j�1)=2
Dqx

j

[j]q!

=
1X
j=1

qj(j�1)=2
[j]q x

j�1

[j]q!

=
1X
j=1

q(j�1)(j�1)=2qj�1
xj�1

[j � 1]q!

=
1X
j=0

qj(j�1)=2
qjxj

[j]q!
:

�

2.2 Les Fonctions q-Spéciales

Dans cette section, on étudie le q-analogue des fonctions spéciales ainsi que leurs propriétés.

Dé�nition 2.2.1 [10]: La fonction q-Gamma notée �q, est dé�nie par :

�q (t) =
(1� q)(t�1)

(1� q)t�1
; t 2 Cn f0;�1;�2; � � � g : (2.2.1)

Elle admet une représentation q-intégrale �q (t) =
R1
0
xt�1E�qxq dqx:
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Propriétés

1. �q (t+ 1) = [t]q �q (t) ; t > 0:

2. 8n 2 N; �q (n+ 1) = [n]q!:

En particulier, �q (1) = 1:

Preuve.

1. Pour démontrer la première propriété, on applique la dé�nition (2:2:1) ; puis on utilise la

dé�nition (2:1:1) ; on obtient

�q (t+ 1) =
(1� q)(t)

(1� q)t

=
(1� qt) (1� q)(t�1)

(1� q) (1� q)t�1

= [t]q �q (t) :

2. En e¤et, dans la propriété précédente on prend t = n, n 2 N�

�q (n+ 1) = [n]q �q (n)

= [n]q [n� 1]q �q (n� 1)
...

= [n]q [n� 1]q [n� 2]q � � � �q (1)

= [n]q!:

�

Dé�nition 2.2.2 [10]: La fonction q-Béta est dé�nie par l�intégrale suivante :

�q(t; s) =

Z 1

0

xt�1(1� qx)s�1q dqx ; t; s > 0

Propriétés

1. Si t > 0 et n un entier positif, on a

�q(t; n) =
(1� q) (1� q)n�1q

(1� qt)nq
: (2.2.2)
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2. Pour tout t,s > 0; on a

�q(t; s) =
(1� q) (1� q)1q (1� qt+s)

1
q

(1� qt)1q (1� qs)1q
: (2.2.3)

3. Pour tout t,s > 0;

�q(t; s) =
�q (t) �q (s)

�q (t+ s)
(2.2.4)

Preuve.

1. Tout d�abord, en utilisant la propriété (2:1:7) et une q-intégration par partie pour (??),

on a, pour tout t > 1; s > 0;

�q(t; s) = � 1

[s]q

Z 1

0

xt�1Dq(1� x)sqdqx

=
[t� 1]q
[s]q

Z 1

0

xt�2(1� qx)sqdqx;

et par conséquent,

�q(t; s) =
[t� 1]q
[s]q

�q(t� 1; s+ 1): (2.2.5)

D�autre part, on a

�q(t; n+ 1) =

Z 1

0

xt�1(1� qx)n�1q (1� qnx)dqx

=

Z 1

0

xt�1(1� qx)n�1q dqx� qn
Z 1

0

xt(1� qx)n�1q dqx;

et donc,

�q(t; n+ 1) = �q(t; n)� qn�q(t+ 1; n) (2.2.6)

Combinant (2:2:5) et (2:2:6), on obtient

�q(t; n+ 1) = �q(t; n)� qn
[t]q
[n]q

�q(t; n+ 1)

=
1� qn

1� qt+n
�q(t; n):

Pour tout t > 0 et n un entier positif;

�q(t; 1) =

Z 1

0

xt�1dqx

=
1

[t]q
:
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On obtient, alors

�q(t; n) =
(1� qn�1) � � � (1� q)

(1� qt+n�1) � � � (1� qt+1) [t]q

=
(1� q) (1� q)n�1q

(1� qt)nq
:

2. Pour démontrer la deuxième propriéte, on va utiliser les deux dé�nitions suivantes :

(1� q)n�1q =
(1� q)1q
(1� qn)1q

: (2.2.7)

1

(1� qt)nq
=
(1� qt+n)

1
q

(1� qt)1q
: (2.2.8)

La propriété (2:2:3) est vraie pour s = 1; 2; 3; ::: D�après (??)Z 1

0

xt�1
(1� qx)1q
(1� qs)1q

dqx;

En utilisant la propriété (2:2:2) pour écrire son côté droit,

(1� q) (1� q)1q (1� qt+s)
1
q

(1� qt)1q (1� qs)1q
:

Comme désiré.

3. En utilisant (2:2:7) dans la dé�nition (2:2:1), on obtient

�q (t) =
(1� q)1q

(1� q)t�1 (1� qt)1q
:

donc, il est clair que :

�q (t) �q (s) =
(1� q)1q

(1� q)t�1 (1� qt)1q

(1� q)1q

(1� q)s�1 (1� qs)1q

=
(1� q)1q (1� q)1q

(1� q)t+s�2 (1� qt)1q (1� qs)1q

=
(1� q)1q (1� q)1q (1� qt+s)

1
q

(1� q)t+s�2 (1� qt)1q (1� qs)1q (1� qt+s)1q

=
(1� q)1q

(1� q)t+s�1 (1� qt+s)1q

(1� q) (1� q)1q (1� qt+s)
1
q

(1� qt)1q (1� qs)
:

Et donc

�q (t) �q (s) = �q(t+ s)�q(t; s):

�
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2.3 q-Intégrale Fractionnaire au Sens de Riemann-Liouville

Dans [1; 13]; Agarwal et Rajkovíc et al. ont introduit la dé�nition de la q-intégrale fraction-

naire au sens de Riemann-Liouville.

Dé�nition 2.3.1 [13]: Soit f : [a; b] �! R une fonction continue. On dé�nit la q-íntégrale

fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de f d�ordre � � 0 comme suit :

�
J�q;af

�
(x) =

1

�q (�)

Z x

a

(x� qt)(��1)f (t) dqt; � > 0 ; x 2 [a; b] : (2.3.1)

Où

J0q;af (x) = f(x):

Lemme 2.3.1 [13]: Pour tout �, � 2 R+, on aZ a

0

(x� qt)(��1)
�
J�q;af

�
(t) dqt = 0; (0 < a < x < b): (2.3.2)

Preuve.

Utilisant les dé�nitions (2:1:2) et (2:1:3) et la dé�nition (2:1:11) ; pour n 2 N, on a

�
J�q;af

�
(aqn) =

1

�q (�)

Z aqn

a

(aqn � qt)(��1)f (t) dqt

= � a

�q (�)
(1� q)

n�1P
j=0

�
aqn � aqj+1

�(��1)
f(aqj)qj

= � a�

�q (�)
(1� q)

n�1P
j=0

�
qn � qj+1

�(��1)
f(aqj)qj

= 0:

Alors, selon la dé�nition de la q-intégrale, on aZ a

0

(x� qt)(��1)
�
J�q;af

�
(t) dqt = a(1� q)

1P
n=0

�
x� aqn+1

�(��1) �
J�q;af

�
(aqn) qn = 0:

�

Lemme 2.3.2 [13]: Pour tout �, �; � 2 R+, l�identité suivante est valide :

1P
n=0

(1� �q1�n)
(��1)

(1� q1+n)
(��1)

(1� q)(��1)(1� q)(��1)
q�n =

(1� �q)
(�+��1)

(1� q)(�+��1)
: (2.3.3)
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Preuve.

Voir [13]: �
Rajkovíc et al. [13] ont démontré les propriétés suivantes.

Proposition 2.3.1 Pour tout �; � 2 R+; on a

1. Semi-groupe et commutativité :

(J�q;aJ
�
q;a)f (x) = J�+�q;a f (x) = (J�q;aJ

�
q;a)f (x) ; x 2 [a; b] : (2.3.4)

2. L�application de la q-intégrale fractionnaire d�ordre � de Riemann-Liouville sur la fonc-

tion f(x) = (x� a)� est donnée par :

J�q;a(x� a)(�) =
�q (� + 1)

�q (�+ � + 1)
(x� a)(�+�); x > a; �; � > 0: (2.3.5)

Preuve.

1. En utilisant la dé�nition (2:3:1) et la dé�nition (2:1:10), puis on applique le Lemme 2.3.1
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(J�q;aJ
�
q;a)f (x) =

1

�q (�)

Z x

a

(x� qt)(��1) J�q;af (t) dqt

=
1

�q (�) �q (�)

Z x

a

(x� qt)(��1)
Z t

a

(t� qu)(��1) f (u) dqu dqt

=
1

�q (�) �q (�)

�Z x

0

(x� qt)(��1) �
Z a

0

(x� qt)(��1)
�
��Z t

0

(t� qu)(��1) f (u) dqu�
Z a

0

(t� qu)(��1) f (u) dqu

�
dqt

=
1

�q (�) �q (�)

Z x

0

(x� qt)(��1)
Z t

0

(t� qu)(��1) f (u) dqu dqt

� 1

�q (�) �q (�)

Z a

0

(x� qt)(��1)
Z t

0

(t� qu)(��1) f (u) dqu dqt

� 1

�q (�) �q (�)

Z x

0

(x� qt)(��1)
Z a

0

(t� qu)(��1) f (u) dqu dqt

� 1

�q (�) �q (�)

Z a

0

(x� qt)(��1)
Z a

0

(t� qu)(��1) f (u) dqu dqt

=
1

�q (�) �q (�)

Z x

0

(x� qt)(��1)
Z t

0

(t� qu)(��1) f (u) dqu dqt

� 1

�q (�) �q (�)

Z x

0

(x� qt)(��1)
Z a

0

(t� qu)(��1) f (u) dqu dqt:

En utilisant le résultat de [1];

(J�q;0J
�
q;0)f (x) = J�+�q;0 f (x)

De plus ,

J�+�q;a f (x) = J�+�q;0 f (x)� J�+�q;0 f (a) (2.3.6)

On conclut que ,

(J�q;aJ
�
q;a)f (x) = J�+�q;0 f (x)� 1

�q (�) �q (�)

Z x

0

(x� qt)(��1)
Z a

0

(t� qu)(��1) f (u) dqu dqt

D�après la formule (2:3:6) ; on peut écrire

(J�q;aJ
�
q;a)f (x) = J�+�q;a f (x) + J�+�q;0 f (a)� 1

�q (�) �q (�)

Z x

0

(x� qt)(��1)
Z a

0

(t� qu)(��1) f (u) dqu dqt

= J�+�q;a f (x) +
1

�q(�+ �)

Z a

0

(x� qt)(�+��1) f (t) dqt

� 1

�q (�) �q (�)

Z x

0

(x� qt)(��1)
Z a

0

(t� qu)(��1) f (u) dqu dqt:
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Alors,

(J�q;aJ
�
q;a)f (x) == J�+�q;a f (x) + I:

Où

I =
1

�q(�+ �)

Z a

0

(x� qt)(�+��1) f (t) dqt�
1

�q (�) �q (�)

Z x

0

(x� qt)(��1)
Z a

0

(t� qu)(��1) f (u) dqu dqt:

En utilisant la dé�nition (2:1:11) ; on peut écrire

I =
a(1� q)

�q(�+ �)

1X
k=0

�
x� aqk+1

�(�+��1)
f
�
aqk
�
qk

� x (1� q)

�q (�) �q (�)

1X
j=0

�
x� xqj+1

�(��1) 1X
k=0

a(1� q)
�
xqj � aqk+1

�(��1)
f
�
aqk
�
qkqj

= a(1� q)
1X
k=0

�
x� aqk+1

�(�+��1)
�q(�+ �)

f
�
aqk
�
qk

�a(1� q)
1X
k=0

x (1� q)

�q (�) �q (�)

1X
j=0

�
x� xqj+1

�(��1) �
xqj � aqk+1

�(��1)
qjf

�
aqk
�
qk

= a(1� q)
1X
k=0

"�
x� aqk+1

�(�+��1)
�q(�+ �)

� x (1� q)

�q (�) �q (�)

1X
j=0

�
x� xqj+1

�(��1) �
xqj � aqk+1

�(��1)
qj

#
f
�
aqk
�
qk

Par conséquent,

I = a(1� q)
1X
k=0

ckf
�
aqk
�
qk:

avec

ck =

�
x� aqk+1

�(�+��1)
�q(�+ �)

� x (1� q)

�q (�) �q (�)

1X
j=0

�
x� xqj+1

�(��1) �
xqj � aqk+1

�(��1)
qj:

D�après la dé�nition (2:2:1) ; on a

�q (�) �q (�) =
(1� q)(��1)

(1� q)��1
(1� q)(��1)

(1� q)��1
: (2.3.7)

et

�q(�+ �) =
(1� q)(�+��1)

(1� q)�+��1
(2.3.8)
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En utilisant la formule (2:3:7) et la formule (2:3:8) ; on obtient donc

ck =
(1� q)�+��1

�
x� aqk+1

�(�+��1)
(1� q)(�+��1)

� x (1� q) (1� q)�+��2

(1� q)(��1) (1� q)(��1)

1X
j=0

x��1
�
1� qj+1

�(��1)
x��1

�
qj � a

x
qk+1

�(��1)
qj

=
(1� q)�+��1 x�+��1

�
1� a

x
qk+1

�(�+��1)
(1� q)(�+��1)

� x�+��1 (1� q)�+��1

(1� q)(��1) (1� q)(��1)

1X
j=0

�
1� qj+1

�(��1) �
1� a

x
qk+1�j

�(��1)
q�j:

Si on prend � = a
x
qk, on trouve

ck =
(1� q)�+��1 x�+��1 (1� �q)(�+��1)

(1� q)(�+��1)

� x�+��1 (1� q)�+��1

(1� q)(��1) (1� q)(��1)

1X
j=0

�
1� qj+1

�(��1) �
1� �q1�j

�(��1)
q�j

On applique le Lemme 2.3.2, on obtient

ck =
(1� q)�+��1 x�+��1 (1� �q)(�+��1)

(1� q)(�+��1)
� x�+��1 (1� q)�+��1 (1� �q)(�+��1)

(1� q)(�+��1)

= 0:

d�où le résultat.

2. Selon la dé�nition (2:3:1) et la dé�nition (2:1:10) ; on a

J�q;a(x� a)(�) =
1

�q (�)

Z x

a

(x� qt)(��1) (t� a)(�) dqt

=
1

�q (�)

�Z x

0

(x� qt)(��1) (t� a)(�) dqt�
Z a

0

(x� qt)(��1) (t� a)(�) dqt

�
:

Également, le suivant est valide selon la dé�nition (2:1:11) et la dé�nition (2:1:3) :Z a

0

(x� qt)(��1) (t� a)(�) dqt = a(1� q)
1X
k=0

�
x� aqk+1

�(��1) �
aqk � a

�(�)
qk

= a�+1(1� q)

1X
k=0

�
x� aqk+1

�(��1) �
qk � 1

�(�)
qk

= 0:
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par la dé�nition (2:1:11) et le Lemme 2:3:2; on obtientZ x

0

(x� qt)(��1) (t� a)(�) dqt = x(1� q)

1X
k=0

�
x� xqk+1

�(��1) �
xqk � a

�(�)
qk

= x�+�(1� q)

1X
k=0

�
1� qk+1

�(��1) �
qk � a

x

�(�)
qk

= x�+�(1� q)

1X
k=0

�
1� qk+1

�(��1) �
1� a

xq
q1�k

�(�)
qk(1+�)

= x�+�(1� q)

�
1� a

x

�(�+�)
(1� q)

(��1)

(1� q)
(�)

(1� q)
(�+�)

= (1� q)
(1� q)

(��1)

(1� q)
(�)

(1� q)
(�+�)

(x� a)(�+�) :

En utilisant la dé�nition (2:2:1) ; on obtient le résultat. �

2.3.1 Exemples

Exemple 1 :

Si on prend en particulier dans la propriété (2:3:5) ; � = 0 et a = 0; on a

(J�q 1)(x) =
1

�q (�)

Z x

0

(x� qt)(��1) dqt;

La proprièté (2:1:7) nous assure que :

Dq(x� t)(�) = � [�]q (x� qt)(��1) (2.3.9)

Donc ,

(J�q 1)(x) =
1

�q (�)

Z x

0

� 1

[�]q
Dq(x� t)(�)dqt

= � 1

�q (�+ 1)

Z x

0

Dq(x� t)(�)dqt

En utilisant une q-intégration par partie (2:1:12) ; on obtient alors

(J�q 1)(x) = � 1

�q (�+ 1)

�
(x� t)(�)

�x
0

=
x(�)

�q (�+ 1)
:

Alors,

(J�q 1)(x) =
x(�)

�q (�+ 1)
:
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Exemple 2 :

Soit f (x) = x,

En appliquant une q-intégration par parties et on utilise la formule (2:3:9) ; on obient

(J�q f)(x) =
1

�q (�)

Z x

0

(x� qt)(��1) t dqt

= � 1

�q (�+ 1)

Z x

0

tDq(x� t)(�)dqt

= � 1

�q (�+ 1)

��
t(x� t)(�)

�x
0
�
Z x

0

(x� qt)(�)dqt

�
= � 1

�q (�+ 1)

 
�
Z x

0

� 1

[�+ 1]q
Dq(x� t)(�+1)dqt

!
=

1

�q (�+ 2)

�
�(x� t)(�+1)

�x
0

=
x(�+1)

�q (�+ 2)

Alors,

(J�q f)(x) =
x(�+1)

�q (�+ 2)
.



Chapitre 3

Inégalités q-Intégrales Fractionnaires

Les inégalités q-intégrales d�ordre fractionnaire jouent un rôle important, elles apparaissent

comme une description naturelle des phénomènes observées dans divers domaines scienti�ques

tels que la physique, l�ingénierie, la mécanique,... etc. L�e¢ cacité de ces inégalités de beaucoup

de problèmes réels a motivé beaucoup de chercheurs à les étudier.

3.1 q-Inégalité de Tchebyshev

Dans [3; 4]; Brahim et Taf ont établi les inégalités q-intégrales fractionnaires de type Tche-

byshev comme suit.

Dé�nition 3.1.1 Soient f et g deux fonctions dé�nies sur [a; b]q. Les fonctions f et g sont

dites synchrone sur [a; b]q si

(f (�)� f (�)) (g (�)� g (�)) � 0 ; � ; � 2 [a; b]q : (3.1.1)

où

[a; b]q =
�
bqk; 0 � k � n

	
:

Pour b > 0 et a = bqn; n = 1; 2; :::;1:

Théorème 3.1.1 Soient f et g deux fonctions dé�nies sur [a; b]q satisfaisantes la condition

(3:1:1) et soient v; w deux fonctions positives sur [a; b]q, alors on a

J�q;aw (b) J
�
q;avfg (b)+J

�
q;av (b) J

�
q;awfg (b) � J�q;avf (b) J

�
q;awg (b)+J

�
q;awf (b) J

�
q;avg (b) ; � > 0:

(3.1.2)
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Preuve.

On devellope (3:1:1) ; on a alors

H (� ; �) = f (�) g (�) + f (�) g (�)� f (�) g (�)� f (�) g (�) � 0; � ; � 2 [a; b]q : (3.1.3)

Et on multiplie (3:1:3) par (b�q�)
(��1)

�q(�)
v(�), on obtient

(b�q�)(��1)
�q(�)

v(�)f (�) g (�) + f (�) g (�) (b�q�)
(��1)

�q(�)
v(�)� g (�) (b�q�)

(��1)

�q(�)
v(�)f (�)

�f (�) (b�q�)
(��1)

�q(�)
v(�)g (�) � 0; � ; � 2 [a; b]q :

On intègre cette dernière inégalité par rapport à � sur [a; b]q, on aura donc

J�q;avfg (b) + f (�) g (�) J�q;av (b)� g (�) J�q;avf (b)� f (�) J�q;avg (b) � 0: (3.1.4)

Maintenant, multipliant (3:1:4) par (b�q�)
(��1)

�q(�)
w(�), on va avoir

(b�q�)(��1)
�q(�)

w(�)J�q;a(vfg) (b)+J
�
q;av (b)

(b�q�)(��1)
�q(�)

w(�)f (�) g (�)�J�q;avf(b)
(b�q�)(��1)

�q(�)
w(�)g (�)�

J�q;avg (b)
(b�q�)(��1)

�q(�)
w(�)f (�) � 0:

Et on intègre cette dernière inégalité par rapport � sur [a; b]q, on obtient

J�q;aw (b) J
�
q;avfg (b) + J�q;av (b) J

�
q;awfg (b)� J�q;avf (b) J

�
q;awg (b)� J�q;awf (b) J

�
q;avg (b) � 0:

�

Théorème 3.1.2 Soient f et g deux fonctions dé�nies sur [a; b]q satisfaisantes la condition

(3:1:1) et soient v; w deux fonctions positives sur [a; b]q, alors on a l�inégalité suivante :

J�q;aw (b) J
�
q;avfg (b)+J

�
q;av (b) J

�
q;awfg (b) � J�q;avf (b) J

�
q;awg (b)+J

�
q;awf (b) J

�
q;avg (b) ; �; � > 0:

Preuve.

Il su�t de multiplier l�inégalité (3:1:4) par (b�q�)
(��1)

�q(�)
w(�); puis l�intégrer par rapport à � sur

[a; b]q, on obtient

1

�q (�) �q (�)

Z b

a

Z b

a

(b� q�)(��1)(b� q�)(��1)v(�)w(�)H (� ; �) dq�dq�

= J�q;aw (b) J
�
q;avfg (b) + J�q;av (b) J

�
q;awfg (b)� J�q;avf (b) J

�
q;awg (b)� J�q;awf (b) J

�
q;avg (b) :

�
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Remarque 3.1.1 Dans ce Théorème, si on prend � = �; on obtient le Th�eor�eme 3:1:1:

Théorème 3.1.3 Soient f et g deux fonctions synchrones sur [0;+1[; et soit v une fonction

positive sur [0;+1[: Pour tout b > 0 et pour tout � > 0; alors on a

J�q2v (b) J
�
q1
vfg (b)+J�q1v (b) J

�
q2
vfg (b) � J�q1vf (b) J

�
q2
vg (b)+J�q2vf (b) J

�
q1
vg (b) ; q1; q2 2]0; 1[:

(3.1.5)

Preuve.

Soient f et g sont deux fonctions synchrones sur [0;+1[; on a

(f (�)� f (�)) (g (�)� g (�)) � 0 ; � ; � 2 [0;+1[; (3.1.6)

ce qui implique que

f (�) g (�) + f (�) g (�) � f (�) g (�) + f (�) g (�) : (3.1.7)

Multipliant les deux membres de (3:1:7) par (b�q1�)
(��1)

�q1 (�)
v(�), on obtient

(b� q1�)
(��1)

�q1 (�)
v(�)f (�) g (�) + f (�) g (�)

(b� q1�)
(��1)

�q1 (�)
v(�)

� g (�)
(b� q1�)

(��1)

�q1 (�)
v(�)f (�) + f (�)

(b� q1�)
(��1)

�q1 (�)
v(�)g (�) :

On intègre cette dernière inégalité par rapport à � sur [0; b], on obtient donc

J�q1vfg (b) + f (�) g (�) J�q1v (b) � g (�) J�q1vf (b) + f (�) J�q1vg (b) : (3.1.8)

Maintenant, multipliant les deux membres de (3:1:8) par (b�q2�)
(��1)

�q2 (�)
v(�), on va avoir

(b� q2�)
(��1)

�q2 (�)
v(�)J�q1vfg (b) + J�q1v (b)

(b� q2�)
(��1)

�q2 (�)
v(�)f (�) g (�)

� J�q1vf (b)
(b� q2�)

(��1)

�q2 (�)
v(�)g (�) + J�q1vg (b)

(b� q2�)
(��1)

�q2 (�)
v(�)f (�) : (3.1.9)

Et on intègre (3:1:9) par rapoort à � sur [0; b], on obtient

J�q2v (b) J
�
q1
vfg (b) + J�q1v (b) J

�
q2
vfg (b) � J�q1vf (b) J

�
q2
vg (b) + J�q2vf (b) J

�
q1
vg (b) :

�
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Théorème 3.1.4 Soient f et g deux fonctions synchrones sur [0;+1[; et soient v; w deux

fonctions positives sur [0;+1[: Pour tout b > 0 et pour tout �; � > 0; on a

J�q2w (b) J
�
q1
vfg (b) + J�q1v (b) J

�
q2
wfg (b) � J�q1vf (b) J

�
q2
wg (b) + J�q2wf (b) J

�
q1
vg (b) :

Preuve.

Il su¢ t de multiplier l�inégalité (3:1:8) par (b�q2�)
(��1)

�q2 (�)
w(�); puis l�intégrer par rapport à � sur

[0; b], on obtient

(b� q2�)
(��1)

�q2 (�)
w(�)J�q1vfg (b) + J�q1v (b)

(b� q2�)
(��1)

�q2 (�)
w(�)f (�) g (�)

� J�q1vf (b)
(b� q2�)

(��1)

�q2 (�)
w(�)g (�) + J�q1vg (b)

(b� q2�)
(��1)

�q2 (�)
w(�)f (�) : (3.1.10)

Et on intègre (3:1:10) par rapport à � sur [0; b], on obtient donc

J�q2w (b) J
�
q1
vfg (b) + J�q1v (b) J

�
q2
wfg (b) � J�q1vf (b) J

�
q2
wg (b) + J�q2wf (b) J

�
q1
vg (b) :

�
Dans [12] ; Sroysang a présenté l�inégalité q-intégrale fractionnaire de trois fonctions est la

suivante.

Théorème 3.1.5 Soit v une fonction positive sur [0;+1[; et soient f , g et h trois fonctions

synchrones sur [0;+1[; véri�ent

(f (�)� f (�)) (g (�)� g (�)) (h (�) + h (�)) � 0 ; � ; � 2 [0;+1[: (3.1.11)

Pour tout b > 0 et pour tout �; � > 0 et q1; q2 2]0; 1[; on a

J�q2v (b) J
�
q1
(vfgh) (b) + J�q1(vfg) (b) J

�
q2
(vh) (b) + J�q1(vh) (b) J

�
q2
(vfg) (b) + J�q1v (b) J

�
q2
(vfgh) (b)

� J�q1vfh (b) J
�
q2
vg (b) + J�q1(vgh) (b) J

�
q2
(vf) (b) + J�q1(vg) (b) J

�
q2
(vfh) (b) + J�q1(vf) (b) J

�
q2
(vgh) (b) :

(3.1.12)

Preuve. Soient f , g et h sont trois fonctions synchrones sur [0;+1[; on a

(f (�)� f (�)) (g (�)� g (�)) (h (�) + h (�)) � 0 ; � ; � 2 [0;+1[;
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ce qui implique que :

f (�) g (�)h (�) + f (�) g (�)h (�) + f (�) g (�)h (�) + f (�) g (�)h (�)

� f (�) g (�)h (�) + f (�) g (�)h (�) + f (�) g (�)h (�) + f (�) g (�)h (�) :

(3.1.13)

Multipliant les deux membres de (3:1:13) par (b�q1�)
(��1)

�q1 (�)
v(�), on onbtient

(b� q1�)
(��1)

�q1 (�)
v(�)f(�)g (�)h (�) + h (�)

(b� q1�)
(��1)

�q1 (�)
v(�)f (�) g (�)

+f (�) g (�)
(b� q1�)

(��1)

�q1 (�)
v(�)h (�) + f (�) g (�)h (�)

(b� q1�)
(��1)

�q1 (�)
v(�)

� g (�)
(b� q1�)

(��1)

�q1 (�)
v(�)f (�)h (�) + f (�)

(b� q1�)
(��1)

�q1 (�)
v(�)g (�)h (�)

+f (�)h (�)
(b� q1�)

(��1)

�q1 (�)
v(�)g (�) + g (�)h (�)

(b� q1�)
(��1)

�q1 (�)
v(�)f (�) :

(3.1.14)

On intègre (3:1:14) par rapport à � sur [0; b], on obtient donc

J�q1(vfgh) (b) + h (�) J�q1(vfg) (b) + f (�) g (�) J�q1(vh) (b) + f (�) g (�)h (�) J�q1v(b)

� g (�) J�q1(vfh) (b) + f (�) J�q1(vgh) (b) + f (�)h (�) J�q1(vg) (b) + g (�)h (�) J�q1(vf) (b) :

(3.1.15)

Maintenant, multipliant les deux membres de(3:1:15) par (b�q2�)
(��1)

�q2 (�)
v(�), on va avoir

J�q1(vfgh) (b)
(b� q2�)

(��1)

�q2 (�)
v(�) + J�q1(vfg) (b)

(b� q2�)
(��1)

�q2 (�)
v(�)h (�)

+J�q1(vh) (b)
(b� q2�)

(��1)

�q2 (�)
v(�)f (�) g (�) + J�q1v(b)

(b� q2�)
(��1)

�q2 (�)
v(�)f (�) g (�)h (�)

� J�q1(vfh) (b)
(b� q2�)

(��1)

�q2 (�)
v(�)g (�) + J�q1(vgh) (b)

(b� q2�)
(��1)

�q2 (�)
v(�)f (�)

+J�q1(vg) (b)
(b� q2�)

(��1)

�q2 (�)
v(�)f (�)h (�) + J�q1(vf) (b)

(b� q2�)
(��1)

�q2 (�)
v(�)g (�)h (�) :

(3.1.16)

On intègre (3:1:16) par rapport à � sur [0; b], on obtient donc (3:1:12) : �



3.2 q-Inégalité de type Grüss 27

3.2 q-Inégalité de type Grüss

Brahim et Taf ont donné dans [3; 4]; les inégaltés q-intégrales fractionnaires de type Grüss

comme le suivant.

Théorème 3.2.1 Soient v; w deux fonctions positives sur [a; b]q ; et soient f et g deux fonc-

tions dé�nies sur [a; b]q satisfaisantes la condition suivante :

' � f (x) � �;  � g (x) � 	; ';�;  ;	 2 R; x 2 [a; b]q : (3.2.1)

Alors, pour tout � > 0; on a

jJ�q;aw (b) J�q;avfg (b) + J�q;av (b) J
�
q;awfg (b)� J�q;avf (b) J

�
q;awg (b)

�J�q;awf (b) J�q;avg (b) j � J�q;av (b) J
�
q;aw (b) (�� ')(	�  ):

Preuve.

De la condition (3:2:1), on a

jf (�)� f (�) j � �� '; jg (�)� g (�) j � 	�  ; � ; � 2 [a; b]q ;

Ce qui implique que

j(f (�)� f (�))(g (�)� g (�))j � (�� ')(	�  ): (3.2.2)

Multipliant (3:1:3) par (b�q�)
(��1)

�q(�)
v(�), et on intègre par rapport à � sur [a; b]q ; on obtient

1

�q (�)

Z b

a

(b� q�)(��1)v(�)H (� ; �) dq�

= J�q;avfg (b) + f (�) g (�) J�q;av (b)� g (�) J�q;avf (b)� f (�) J�q;avg (b) : (3.2.3)

Maintenant, en multipliant (3:2:3) par (b�q�)
(��1)

�q(�)
w(�); et on intègre par rapport à � sur [a; b]q ;

on obtient donc

1

(�q (�))2

Z b

a

Z b

a

(b� q�)(��1)(b� q�)(��1)v(�)w(�)H (� ; �) dq�dq�

= J�q;aw (b) J
�
q;avfg (b) + J�q;av (b) J

�
q;awfg (b)� J�q;avf (b) J

�
q;awg (b)� J�q;awf (b) J

�
q;avg (b) :

(3.2.4)
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En utilisant (3:2:2), on peut estimer (3:2:4) comme suit :

j 1

(�q (�))2

Z b

a

Z b

a

(b� q�)(��1)(b� q�)(��1)v(�)w(�)H (� ; �) dq�dq�j

� (�� ')(	�  )

(�q (�))2

Z b

a

Z b

a

(b� q�)��1(b� q�)��1v(�)w(�)dq�dq�:

Par conséquent,

j 1

(�q (�))2

Z b

a

Z b

a

(b� q�)(��1)(b� q�)(��1)v(�)w(�)H (� ; �) dq�dq�j

� J�q;av (b) J
�
q;aw (b) (�� ')(	�  ):

�

Théorème 3.2.2 Soient v; w deux fonctions positives sur [a; b]q ; soient f et g deux fonctions

dé�nies sur [a; b]q satisfaisantes la condition (3:2:1)

Alors, pour tout �; � > 0; on a

jJ�q;aw (b) J�q;avfg (b) + J�q;av (b) J
�
q;awfg (b)� J�q;avf (b) J

�
q;awg (b)� J�q;awf (b) J

�
q;avg (b) j

� J�q;av (b) J
�
q;aw (b) (�� ')(	�  ):

Preuve.

Multipliant (3:2:3) par (b�q�)
(��1)

�q(�)
w(�), puis en intégrant par rapport à � sur [a; b]q ; on obtient

1

�q (�) �q (�)

Z b

a

Z b

a

(b� q�)(��1)(b� q�)(��1)v(�)w(�)H (� ; �) dq�dq�

= J�q;aw (b) J
�
q;avfg (b) + J�q;av (b) J

�
q;awfg (b)� J�q;avf (b) J

�
q;awg (b)� J�q;awf (b) J

�
q;avg (b) :

D�autre part,

(�� ')(	�  )

�q (�) �q (�)

Z b

a

Z b

a

(b�q�)��1(b�q�)��1v(�)w(�)dq�dq� = J�q;av (b) J
�
q;aw (b) (��')(	� ):

Par conséquent,

j 1

�q (�) �q (�)

Z b

a

Z b

a

(b� q�)(��1)(b� q�)(��1)v(�)w(�)H (� ; �) dq�dq�j

� J�q;av (b) J
�
q;aw (b) (�� ')(	�  ):

�
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Remarque 3.2.1 Dans ce Théorème, si on prend � = �; on obtient le Théorème 3.2.1:

Théorème 3.2.3 Soient v et w deux fonctions positives sur [0;+1[: Soient f et g deux

fonctions synchrones sur [0;+1[ satisfaisantes la condition suivante

' � f (x) � �;  � g (x) � 	; ';�;  ;	 2 R; x 2 [0;+1[: (3.2.5)

Alors, pour tout b > 0; pour tout � > 0; et q1; q2 2 (0; 1) ; on a

jJ�q2w (b) J
�
q1
vfg (b) + J�q1v (b) J

�
q2
wfg (b)� J�q1vf (b) J

�
q2
wg (b)� J�q2wf (b) J

�
q1
vg (b) j

� J�q1v (b) J
�
q2
w (b) (�� ')(	�  ): (3.2.6)

Preuve. De la condition (3:2:5), on a

jf (�)� f (�) j � �� '; jg (�)� g (�) j � 	�  ; � ; � 2 [0;+1[;

Ce qui implique l�inégalité (3:2:2).Dé�nissons

H (� ; �) = f (�) g (�) + f (�) g (�)� f (�) g (�)� f (�) g (�) � 0; � ; � 2 [0;+1[: (3.2.7)

Multipliant (3:2:7) par (b�q1�)
(��1)

�q1 (�)
v(�), et on intègre par rapport à � sur [0; b]; on obtient

1

�q1 (�)

Z b

0

(b� q1�)
(��1)v(�)H (� ; �) dq1�

= J�q1vfg (b) + f (�) g (�) J�q1v (b)� g (�) J�q1vf (b)� f (�) J�q1vg (b) : (3.2.8)

Maintenant, en multipliant (3:2:8) par (b�q2�)
(��1)

�q2 (�)
w(�); et on intègre par rapport à � sur [0; b];

on obtient donc

1

�q1 (�) �q2 (�)

Z b

0

Z b

0

(b� q1�)
(��1)(b� q2�)

(��1)v(�)w(�)H (� ; �) dq1�dq2�

= J�q2w (b) J
�
q1
vfg (b) + J�q1v (b) J

�
q2
wfg (b)� J�q1vf (b) J

�
q2
wg (b)� J�q2wf (b) J

�
q1
vg (b) :

(3.2.9)

En utilisant (3:2:2), on peut estimer (3:2:9) comme suit

j 1

�q1 (�) �q2 (�)

Z b

0

Z b

0

(b� q1�)
(��1)(b� q2�)

(��1)v(�)w(�)H (� ; �) dq1�dq2�j

� (�� ')(�� ')

�q1 (�) �q2 (�)

Z b

0

Z b

0

(b� q1�)
��1(b� q2�)

��1v(�)w(�)dq1�dq2�:
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Par conséquent,

j 1

�q1 (�) �q2 (�)

Z b

0

Z b

0

(b� q1�)
(��1)(b� q2�)

(��1)v(�)w(�)H (� ; �) dq1�dq2�j

� J�q1v (b) J
�
q2
w (b) (�� ')(	�  ):

�

Théorème 3.2.4 soient v et w deux fonctions positives sur [0;+1[:Soient f et g deux fonc-

tions synchrones sur [0;+1[ satisfaisantes la condition (3:2:5),

Alors, pour tout b > 0;pour tout �; � > 0;et q1; q2 2 (0; 1) ; on a :

jJ�q2w (b) J
�
q1
vfg (b) + J�q1v (b) J

�
q2
wfg (b)� J�q1vf (b) J

�
q2
wg (b)� J�q2wf (b) J

�
q1
vg (b) j

� J�q1v (b) J
�
q2
w (b) (�� ')(	�  ):

Preuve.

Maintenant, en multipliant (3:2:8) par (b�q2�)
(��1)

�q2 (�)
w(�); et on intègre par rapport à � sur [0; b];

on obtient donc

1

�q1 (�) �q2 (�)

Z b

0

Z b

0

(b� q1�)
(��1)(b� q2�)

(��1)v(�)w(�)H (� ; �) dq1�dq2�

= J�q2w (b) J
�
q1
vfg (b) + J�q1v (b) J

�
q2
wfg (b)� J�q1vf (b) J

�
q2
wg (b)� J�q2wf (b) J

�
q1
vg (b) :

(3.2.10)

En utilisant (3:2:2), on peut estimer (3:2:10) comme suit :

j 1

�q1 (�) �q2 (�)

Z b

0

Z b

0

(b� q1�)
(��1)(b� q2�)

(��1)v(�)w(�)H (� ; �) dq1�dq2�j

� (�� ')(�� ')

�q1 (�) �q2 (�)

Z b

0

Z b

0

(b� q1�)
��1(b� q2�)

��1v(�)w(�)dq1�dq2�:

Par conséquent,

j 1

�q1 (�) �q2 (�)

Z b

0

Z b

0

(b� q1�)
(��1)(b� q2�)

(��1)v(�)w(�)H (� ; �) dq1�dq2�j

� J�q1v (b) J
�
q2
w (b) (�� ')(	�  ):

�

Remarque 3.2.2 Dans ce Théorème, si on prend � = �; on obtient le Théorème 3.2.3:



Conclusion Générale

Dans le cadre de notre projet de �n d�étude, nous avons eu l�opportunité d�aborder un thème

qui porte sur une nouvelle théorie à savoir le q-calcul fractionnaire, en particulier sur les

inégalités q-intégrales fractionnaires de Tchebyshev et de type Gruss d�ordre non entier en

utilisant un seul paramètre fractionnaire, puis en utilisant deux paramètres fractionnaires et

la permutation entre deux paramètres de déformation à l�aide de la q-intégrale au sens de

Riemann-Liouville,qui découlent de la modélisation des phénomènes physiques.
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