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Introduction

Dans plusieurs applications, y compris l'infographie, vision par ordinateur, traitement des
données géographiques, nous traitons avec des données discrétes qui sont numérisées a partir
des quantités continues. L'objectif est d'essayer d'adapter des techniques venant du continuum
ou les notions mathématiques sont précises et bien définies. Par exemple, une image
numérique peut étre considérée comme une surface discréte S, qui est la représentation
graphique d'un champ scalaire défini sur un ensemble discret de points réguliérement répartis
dans un domaine a deux dimensionsD © R?. Un terrain est également interprété de la méme
maniere, comme le graphe d'une fonction a deux variables, mais un terrain est discrétisé en
général a travers un maillage triangulaire, étant souvent défini a travers 1’¢élévation des valeurs
a un ensemble de points de données irrégulierement distribuées. Ainsi, le champ scalaire est
naturellement considéré comme une fonction €levée définie sur les triangles du maillage dans
le domaine Dde R3ou les points sont distribués, le terrain est dans ce cas décrit comme un
morceau de surface triangulée linéaire embarqué dans I'espace 3D. En général, les mailles du
triangle sont la moyenne la plus commune de discrétiser les surfaces intégrées dans
I'espace3D qui ne sont pas nécessairement le graphe d'un champ scalaire (souvent, elles sont

des surfaces étanches délimitant un objet solide).

La métrique euclidienne de R® apporte une surface triangulée S avec une métrique
naturelle qui est plate sur S en plus de ses sommets. Lorsque I'angle total 6 autour d'un
sommet est différent de 21, le sommet est appelé un point singulier dans les métriques plates
de S. La quantité K = 68 — 2m, est appelée la courbure concentrée de S au sommet (voir [34]).
La courbure concentrée représente, par conséquent, le déficit d’angle (K > 0), ou l'angle de
l'exces(K < 0) aux sommets de S. Par exemple, un cube a une structure singuliére plate. Les
singularités correspondent aux sommets du cube. L'angle total a chaque sommet du cube est
de 37/2. Tous les autres points (points internes sur les arétes et les triangles) sont réguliers et
ont un voisinage qui est isométrique a un disque euclidien. Ainsi, leur courbure concentrée est
nulle. La courbure concentrée a un sens naturel, elle est précise et simple a calculer, et elle
remplie aussi également une propriété similaire au théoreme de Gauss-Bonnet pour le cas

lisse. Mr. M. M. Mesmoudi en collaboration avec I’équipe de mod¢lisation géométrique de



I’université de génes, ont appliqué la courbure concentrée pour un segment de la grande taille
des surfaces triangulées en étendant un algorithme efficace pour les terrains basés sur une
approche de région linéaire a croissance (voir [18]). Nous allons montrer dans ce travail une
comparaison avec l'approximation la plus largement utilisée pour la courbure gaussienne, soi-

disant I'estimateur d'angle du déficit (voir [33]).

Dans cette thése, nous généralisons les propriétés de courbure concentrée pour des
formes tétraédriques dans l'espace 4D. Un exemple est donné par des champs scalaires
discrets a 3D définis sur un domaine tétraédrique de trois dimensions D
deR3. Dans ce cas, la représentation graphique du champ est une hypersurface tétraédrique
dans R*. Un autre exemple est fourni par les iso-surfaces tétraédriques extraites de champs
scalaires a quatre dimensions, c’est a dire, variables dans le temps des champs scalaires
3D (voir [37,38,39]). Dans ce cas, le domaine du champ 4D est discrétisé par un maillage de
pentacdres, et les iso-surfaces sont des maillages tétraédriques embarqués dans 1'espace 4D.
Un cas particulier intéressant est celui de ladynamique desformes implicites, c'est a dire, les
formes implicites définies a travers les champs de distance volumétrique qui varient avec le
temps. Cette dynamique des surfaces implicites est définie par une discrétisation du champ de
la distance sur une grille 4D, dont les sommets a la distance signée au cours du temps de la
surface est maintenue. Dans ce cas, la surface implicite, a savoir, l'iso-surface au niveau 0, qui
est extraite par une généralisation de Il'algorithme de cube en marche, est un maillage

tétraédrique intégré dans R*.

Lespoints singuliers créent localement une distorsion dans une hypersurface
tétraédrique dans 1'espace 4D. Ainsi, nous introduisons une nouvelle notion que nous appelons
la distorsion discrete. Cette notion généralise celle de courbure concentrée dans le cas d'un
champ scalaire 3D, la notion de distorsion caractérise la dépendance de la géométrie
hypersurface sur lechoix de la triangulation du domaine D en trois dimensions. Un choix
commun du domaine de discrétisation est la triangulation deDelaunay /voir 8§/, I'analyse des
champs scalaires définis a un ensemble de points dans l'espace 3D et dans l'analyse des
¢léments finis pour la discrétisation du volume d'une forme 3D. Dans de telles applications,
l'accent est sur certaines mesures de la qualit¢ de la forme des tétraédres, tels que le cercle
circonscrit court-point-ratio (voir [31]), mais des mesures de qualité ne sont pas toujours

satisfaites par le critere de Delaunay. Dans ce cas, une triangulation qui minimise la distorsion



devrait étre plus pertinente pour les applications de la physique par exemple la dilatation
thermique, ferroélectricité de certains alliages, les réactions chimiques, et la diffraction. Ainsi,
la distorsion peut étre utilisée tel un critére a optimiser, suivant les exigences du domaine

d'application, le choix d'un tétraédrisation d'une forme 3D.

Cette these est organisée comme suit : Au premier chapitre, nousrappelons les résultats
fondamentaux relatifs a la courbure dansle cas différentiable. Au deuxiéme chapitre, nous
rappelons quelques notions de la géométrie sphérique nécessaire et qui nous sont nécessaires
pour la suite. Au troisiéme chapitre, nous exposons la notion de courbure concentrée des
surfaces euclidiennes a singularités coniques, avec les exemples en physique. Cette notion est
essentielle pour introduire et comprendre la notion de distorsion discréte. Au quatriéme
chapitre, nous présentons quelques notions sur les complexes simpliciaux et la triangulation
de Delaunay. Au cinquieme chapitre, nous introduisons la notion de distorsion discrete. Nous
I’illustrons par quelques exemples et nous démontrons quelques propriétés qui lui sont
associées. Au sixiéme chapitre, nous présentons un programme que nous avons ¢laboré en
langage C et qui calcule les distorsions discrétes en un sommet et autour d’une aréte pour de
petites structures.Les variétés combinatoires sont formées d’un petit nombre de tétraedres.
Nous exposons €galement I’algorithme réalis€ en collaboration avec I’équipe italienne pour de
grandesstructures (des milliers voire de millions de tétraédres). Nous présentons
I’expérimentationinformatique faite sur des objets réels.Finalement nous discutons quelques

applications envisageables de la distorsion discréte dans d’autres domaines scientifiques.



Chapitre 1



Notions Fondamentales sur Ia
Courbure

Nous rappelons les définitions et les propriétés essentielles correspondantesa la notion de
courbure dans le cas différentiable.

1.1 Courbure d’une Courbe

1.1.1 Courbes paramétrées dans R"

Heuristique :
En cinématique on décrit la plupart du temps la position d'une particule en mouvement a l'aide
de trois équations

x = x(t)
{y=y® (1)
z=z(t)

Ou le paramétre t varie dans un certain intervalle du temps. Le systeme (1.1) est
appelésystéme des équations paramétriques de la trajectoire.

Définition 1.1
On appelle courbe de classe C ) dans R une fonction

f: [Cl'., b] - RM,
tf[a, b] - (fl(t)! 7fn(t))J

Dont les n composantes f;: [a,b] - R sont de classeC®[a, b].

L’image f([a,b]) est appelée trajectoire de la courbe. On dira que X€R™ est sur la courbe
s'il appartient a la trajectoire, c'est-a-dire s'il existe te[a, bltel que f(t) = X.



Exemple 1.1 :

7(0) = cos@T+sinfj
1) 6¢[0,/,],
2)0¢€[0,2m]
Pour
1)La trajectoire est un quart de cercle
Alors que, pour
2)La trajectoire est un cercle tout entier.

1.1.2 Vecteur tangent

Soit #(t) = x(¢)T + y(t)] + z(t)k, te[a, b] une courbe

Fig.1.1:Vecteur tangent

Si (xg, Yo, 20) = 7(tp)est un point de la courbe et si on étudie le comportement de 7(t)
lorsque t varie autour de to, on obtient que

AT = F(ty + At) — 7(to) (12)

-

.. 5 - Ar . . . .
est le vecteur joignant 7(ty) a7 (ty + Atp). Le vecteur e est porté par la méme sécante. Si

-

. . . . . Ar
At - Oet si la trajectoire posséde une tangente au point 7(t,) le rapportE tend vers un

vecteur porté par cette tangente. Cette motivation géométrique suggere la définition suivante :

Définition 1.2 :

Soit_f: [a,b] - R™, on dit que la courbe posséde un vecteur tangent en f (to) si la limite

fim (7o + A0 — f(ta)),

totpy

existe. Dans ce cas, cette limite est notée f'(ty) et est appelée vecteur tangent a la courbe au
point f(tp).



Lemme 1.1 : Soit f:[a,b] -~ R™ une courbe continue. Cette courbe admet un vecteur tangent
en f(ty) si et seulement si chacune des composantes de f est dérivable en ty et si

F(t0) = (F1(to). - fn(to))

Exemple 1.2 :

Si7(t) = costi+sintj, alors

17(1‘) = —sinti+costJ
r"(t) = —costi—sintJ]

On voit que 7(t) - r'(t) = 0ce qui montre bien que () est dans la direction de la tangente.
Par ailleurs, r"(t) = —#(t), ce qui justifie le terme centripéte.

La connaissance du vecteur tangent nous permet de déterminer 1’équation de la tangente a une

courbe. En effet c'est une droite qui passe par f (to) et qui est paralléle au vecteur 7’(1‘0), donc
on peut la représenter paramétriquement par :

t(s) = f(to) + (s — fo)?(fo)- (1.3)

1.1.3 Notion de Courbure

Dans cette section, nous nous limitons aux cas n = 2 et n = 3. Soit C une courbe de classe
C?de paramétrisation naturelle

g:[o,L] - R®
s - (x(5),¥(s),2(s)). (1.4)

Nous voulons étudier la variation de la tangente a la courbe par rapport a la distance
parcourue.

Soit AG l'angle formé par les vecteurs tangents g'(s) et g'(s + As), si pour un As fixe, A@ est
petit la courbe est peu incurvée et si A8 est grand la courbe est trés incurvée. Ceci nous améne
a étudier la limite suivante

A6

lim
As

As—0

. (1.5)

10



Puisque llg'(s)ll =1, s, le triangle formé par les vecteurs

g'(s + Bs),g'(s)et (g'(s + bs) — g'(s) )

Les deux tangentes et la secante.

est isocele de coté 1, donc

lg’(s + 8s) = g'(s) || = 2sin2> = 26 + 0(26) (1.6)
Ou
li _O(AQ) =0 1.7
v A Y @
Ainsi,

lg'ts +2s) =gl a0 |, 0@o) 8
As " As Ag (18)

- AB| . 5
La limite de |A—s| existe car g est de classe C? et donc

A6

_ i 19622 =g O _
As

lim
As-0 |As]

As -0

g (s)I. (1.9)

La qualité
K(s) = lig"(s)li (1.10)

Est appelée courbure de C au point G(s).

11



Exemple 1.3 :

a)Soit la droite
=xp+tu 3

[x(t) _ 0 ou d = (u,v) est le vecteur directeur.

y(t) =y, +tv

s(t) = f, V&) + ()2 dt =t (w, v)l

( u
[x(s) = xp + ==
TH
Sv
y(s) = yo+—
\ T

X(s) _y'(s) _ 1
& v |d]]

Et x”(s)=y"”(s) = 0 ce qui traduit le fait qu’une droite n’a aucune courbure.
b) Considérons le cercle de rayon a
{x(@) = acos 6
y(8) = asinf

s(6) =j09 adt = fa

(s) = . '(s) = —si - '(s) = —=cos>
%xs —acosa= x'(s) = sma= lx(s)— - C0s—
— 1 E ! —_ E n — 1 M S

y(s) = asin— y'(s) = cos— Y'(s) = ——sin—

K = é . Donc plus le rayon du cercle est petit, plus la courbure est grande.

1.1.4 Vecteur normal

Soit¥ D - R3 une surface de classe C". Dénotons parx(u, v), y(u,v), z(u,v) les
composantes deX'. Si le pointry = X (ug, Vo) se trouve sur la surface, on obtient en fixantu =
Ug et en faisant varier v dans un intervalle(vy — &, vy + &) une courbe

SW) = 5 (ug, v) (1.11)

passant par7, et dont la trace est toute entiére sur la surface. Le vecteur tangente a cettecourbe
en’p est donné par

_ ay (o 0z
S'(vp) = Fr ( x( U, vo) (uo,vo) (uo’vo) l = (1.12)

12



De méme, si on considére la courbe obtenue en fixantv = vy, on obtient un second
vecteurtangent

T_’:a—f:(%(u v)a—y(u v)%(u U)] (113)
u au au 0 Y0 lau 0, Y0 ’au 0 ¥0

Figl.2 : Les lignes de coordonnées et les tangentes

Désignons parﬁ le Vecteurf; x f;

Nous nous intéressons au cas oul f; et f; sont linéairement indépendants. Dans ce cas N#=0,
et N est orthogonal au plan engendré parf; etf;. Ce plan est tangent a la surface 2 en
7o = 5 (ug, vp).

—

Dans le cas oi N # 0 la surface est dite lisse en?y = 5 (uo, o). Le vecteurN =T, x T,
estappelé produit vectoriel fondamental, tandis que le vecteur

__ N _ T,xT,
N= e = ——— (1.14)
Nl [|7 = T
est appelé vecteur normal principal.
En calculant, nous obtenons
S d(y,z) d(z,x) d(x,y)
T,xT, = 11
wx v (5(1&, v)’a(u_,v)’a(u,v)] (1.15)
Et
= il 0(y,2) \° (a(z,x) : (a(x,y> ’
T, xT,|| = ,( - + + : ! (1.16)
1T Tl J\9(w, v) a(u, v) o(u, v)

13



1.2 Courbure de Gauss

1.2.1 Formes fondamentales

La courbure est une notion locale, donnons-nous donc un plongement C*d'une surface 2':

U R?.,R3
(w,v) - M =M(u,v)

Ou Uest un ouvert de R2. On utilisera la notation M / su = My- Aussi, on suppose z

orientée par la normale M, M,. La métrique induite par celle de R® euclidien, est
représentée dans la carte (u, v) par la forme quadratique

ds? = Edu?® + 2Fdudv + Gdv? (1.17)

appelée premiére forme quadratique fondamentalede la surface riemanniéneX, ou, par
définition,

E=|My|*F= My,M, ;G=|M,? (1.18)

Quand une surface est plongée, il y a une application naturelle C(**) qui a tout point de T
associe la normale unitaire sortante

. §?
M — N(M) (1.19)

Puisque le plan tangent a £ en M est naturellement identifié au plan tangent a la sphére en
N (M), l’application tangente dN:TX - TS? peut étre vue comme une application linéaire
dans chaque plan tangent.

Définition1.3 :

L'application
Il =—dN (1.20)

est la seconde forme fondamentale. Ses valeurs propres en My, Ky, K, sont les courbures
principales, les directions isotropes sont les directions asymptotiques.
Le produit K = K; K, = det dAN(M,) est la courbure de Gauss en My, enfin, la demi- somme :

Ki+K, 1
H= > = EtrdN(MO) (1.21)

est une courbure moyenne en My,

14



Exemples 1.4 :

Dans le cas d'un plan affin, I'application de Gauss est constante donc

Dans le cas de la sphére S? plongée dans R® comme on pense et orientée vers l'extérieur,
l'application de Gauss N est cette fois 1'identité, donc dN aussi et donc

K, =—-K,=-H=K=1

Pour ces deux exemples, les directions principales ne sont pas biendéfinies.

1.2.2 Explicites de K en fonction de ds? et I1

Notons ¢, f, g les coefficients de la seconde forme toujours dans la base (M, M;,) Nous avons
déja remarqué les égalités suivantes bien commodes pour le calcul :

e=— dN-M, M, = N,M,,
f=— dN-M,M, = N,M,, (1.22)
g:_de'MvﬁMv :leMvv

Notons (aij) la matrice de —dNdans la base (M,, M,) (qui n'est pas nécessairement
orthonormée), c'est a dire :

—dN - Mu = allMu + a21Mu
(1.23)
_dN " ML’ = aleu + azsz

En faisant le produit scalaire de ces deux égalités par M,puis M, on obtient quatre égalité qui
peuvent s'écrire matriciellement sous la forme :

(; £)=(ZE 22)@ 2) (1.24)

Il ne reste plus qu'a inverser une matrice d'ordre 2, pour obtenir la trace et le déterminant de la
matrice (ai j). Ici, on obtient en fait sa transposée, mais ce n'est pas génant. On trouve :

_eg—f*? _eG+Eg—2fF

K=gc—r ¢ H=—Fr_p

(1.25)

15



1.2.3 Courbure d’une surface

Nous allons donner divers moyens pour calculer la courbure d'une surface et surtout pour voir
son signe d'un premier coup d'ceil.

Lien avec la courbure des courbes gauches tracées sur X

Considérons une courbe y(s) tracée sur 2 paramétrée par longueur d'arc. Notons U = y(s) et
V=N (y(s)) A U; de sorte que (U,V,N) soit un repere orthonormé direct. Notons ket tla
courbure et la torsion de la courbe gauche y. De la méme fagon, on va définir d'autres

fonctions scalaires qui sont les coefficients de la matrice antisymétrique qui exprime (U, V, N)
en fonction de(U, V, N):

0 _kg _kN
[Kg 0 —tg| (1.26)
ky t; 0

Si on écrit n = cosa N + sinaVla normale a la courbe gauchey. on trouve facilement les
relations :

kcosa = ky
{ ksina =k, (1.27)
t =t; -«

Avec les définitions suivantes :

1. kgest la courbure géodésique de ,

2. kyest la courbure normale de ¥,

3. tyest la torsion géodesique de y.

4. on appelle géodésique (resp. ligne asymptotique, ligne de courbure), une courbe qui
vérifie kg = O (resp. ky =0et t; =0).

Courbure des sections normales, théoréme de Meusnier

On a, que
1HU) = ky, (1.28)

composante normale de ’accélération. Supposons maintenant que ysoit une section normale
en My (i.e. l'intersection au voisinage de My du plan normal a X en M et de X). 11 est alors
clair que ky(My) = Opour de telles courbes. Si bien qu'on peut interpréter /I(U) comme la

courbure en M,, de la section normale tangente a U.
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Proposition :Les courbures principales Kiet Kyen My sont les valeurs extrémales des
courbures des sections normales en Myprises dans la direction de la normale en M.

Démonstration :

I1 est bien connu que sur le cercle {x? + y? = 1} la fonction K;x? + K,y? est extrémale pour

les directions propres {x = 0} et {y = 0} (si K; # K).

1.2.4 Torsion :

Soit C une courbe réguliére, tel que € = y(s)
Le vecteur tangent unitaire devient :

d
t(s) = j(s) = )

ds

Le vecteur unitaire de la normale principale devient :

(s) = tis) _ ¥(s)
TN T )N

De méme, on définit un vecteur binormal b par :

b(s) = t(s) x n(s)

En dérivant cette relation par rapport au parametre s, on obtient :

d(t(s) x n(s))
ds

b(s) = = t(s) x n(s) + t(s) x n(s)

Alors, on définit la torsion T d’une courbe par la relation suivante :

7(s) = —=b(s).n(s)
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1.3 Courbure des surfaces Triangulées

1.3.1 Surfaces Triangulées

On appelle surface triangulée un espace 2, non vide, qui vérifie les propriétés suivantes :
)

2 est une réunion finie de triangles (on appelle triangle un espace isométrique a
l'enveloppe convexe de trois points non alignés dans R”) :

T
Fig.1.3 : Triangle
) iel
Ou /est un ensemble fini

i) Deux triangles Tijet T;, [ # J, ont leur intersection soit vide, soit réduite a un
sommet commun, soit réduite a une aréte commune. En particulier, la situation de
la figure 1.4 ne peut pas se présenter, car Ty n T, et T; n T3 ne sont que des
morceaux d'aréte deT;.

iii)

toute aréte est contenue dans exactement deux triangles distincts.

-~ \-\
~
// ™,
et \\
-
Ji
// T1 "\
e [t
-~
¥ il A A b
\ e I
\ i
\ 1> filiti= I
i /./ ’,/
\ / il
\ // _/'/
\ / el
\ s -
\ //_/
.J__/,,-

Figure 1.4 Situation interdite
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Exemple 1.5 : Le tétraedre, I'octaedre, et 1'icosaédre sont des surfaces triangulées, toutes trois
homéomorphes a la sphéere.

Le tétraddrel'octaédrel'icosaédre

1.3.2 Courbure d’une surface

Lorsqu'on se donne un cercle Cde périmeétre Pet de rayon R dans un plan, Pet R sont reliés par
1'équation:

P =2nR (1.34)

Lorsqu'on considére le méme dessin sur une sphere de rayon 1 (munie de la distance
sphérique), I'équation devient :

P = 2msin(R) (1.35)

Le fait que le périmétre d'un cercle de rayon donné sur une sphére soit plus petit que dans un
plan vient du fait que la sphere “se recourbe sur elle-méme*, donc a un défaut de platitude de
la sphere.

C'est cette remarque qui va nous permettre de définir la courbure d'une surface triangulée.

On se donne une surface triangulée X, et on se donne Mun point de 2. On se donne 7, un réel
strictement positif assez petit pour que le cercle tracé sur X, de centre Met de rayon rne
rencontre pas les triangles auxquels Mn'appartient pas. Notons Ple périmeétre de ce cercle et
définissons la courbure en M par :

K(M) = 2n—§ (1.36)

On vérifie facilement que K(M) ne dépend pas durchoisi (car deux cercles de rayons
différents son homothétiques). On a la proposition fondamentale suivante:

Théoréme :

Si M n'est pas un sommet de X, on a K(M) = 0.
Si S est un sommet de X, la courbure en S vaut :

K(S)=2n— ) 5 (1.37)

SeT
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Ou S7 est 'angle du triangle T en S(la somme est prise sur les triangles de X ayant S pour
sommet.

Regardons I'allure de la surface en un sommet en fonction de sa courbure :

courbure négative k < Ocourbure nulle k = Ocourbure positive k > 0

Figure 1.5

On peut aussi parler de la courbure globale d'une surface triangulée :
On appelle courbure globale de 2 :

K&)= )  K(©) (1.38)

SeSommet(X)

1.4 Géodésique

Dans un espace il existe toujours des courbes intrinséques jouissant d’une particularité qui les
distinguent des autres courbes. Elles sont appelées géodésiques. Ce sont des courbes qui
réalisent la plus petite distance entre deux points donnés moyennant une métrique donnée.
Elles représentent 1’extension des droites dans 1’espace euclidien.

Définition 1.4 :

Soity:t - y(t), tel R, une courbe tracée sur la surface (S). La courbe y est dite
géodésique si le vecteur tangent y(t) se transporte parallélement a lui- méme le long de y
Autrement dit et de point de vue analytique ceci se traduit par :

yo V() =0, (1.39)
Ou 'yY est la dérivation covariante d’un champ Y = b; %suivant un champ X = q; %qui est
J i

donnée par la relation

)

Géométriquement, une courbe géodésique est une courbe qui minimise localement des
distances entre deux points.
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Exemple 1.6 :

Les droites d’un plan sont des géodésiques de ce plan.
La courbe y(t) = (cos(at + b),sin(at + b), ct + d) telle que a, b, ¢, deR est une géodésique
du Cylindre x? +y? =1

Pour obtenir les équations paramétriques des géodésiques, on utilise souvent la méthode
d’Euler-Lagrange. Cette méthode nous permet aussi d’avoir directement les symboles de
Christoffel de deuxiéme espéce qui sont exprimés par :

3

=]
1l

_ 0gij

1 .
Iy = > 9(Gjai * Gaij — Gija )i 1 S L Jik < 30U gjjo = 3xl’
1

Vg

a

Ou g;j et g** sont les éléments de la matrice A = (g;;) et de la matrice inverse A~* = (g*¥).

Définition 1.5 :

Soit (S) une surface dans R'. Les équations d’Euler-Lagrange des géodésiques sont données
par:

d(SL) OL _ o B .,
dt 6?(,_ Sxi_ ,xi_dt’ S

Ou L désigne le Lagrangien L = s Zf’Jﬂ gijXiXjassocié a la métrique g définie sur (S).

, . d (8L 5L L . . .
Remarque 1.1 : L expression_- (g) = 0 est équivalente aux équations analytiques
i i

desgéodésiques et s’écrivent :

B+ I =01<ijk<3

1.5 Courbure Géodésique

Pour une courbe a(t) = (u(t), v(t)), la courbure géodésique Kjest donnée par :
Kg — \/EG — F2 [_ﬁ%uf3 + ﬂlzvr _ (21“:![22 _ lell)urzv.' + (Zﬂlz)ufvrz + u.rvr _ ui |r| , (141)

tel que E,F et G sont les coefficients de la premiére forme fondamentale et ﬂ-jf’ sont les
symboles de Christoffel du deuxiéme espece.
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1.6 Théoréme de Gauss — Bonnet

Soit S une surface et 5 sa frontiére, on a

| Kds+ | K,dl=2mx(S), (1.42)
s 38

telle que y =2(1—g) =s—a+ fou g est le genre de S et s,a, f est respectivement, le
nombre de sommets, arétes et faces d’une surface triangulée et Kyla courbure géodésique de

05, K courbure de Gauss.
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Chapitre 2



Géométrie sphérique

Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions liées a la géométrie sphérique, comme le
triangle sphérique, 1’aire d’un triangle sphérique, les angles diedres et les angles triedres.

2.1 Notions de base

La sphere unité d’un espace vectoriel euclidien est ’ensemble des vecteurs de norme 1. On
note S? (sphére de dimension 2) la sphére unité d’un espace euclidien de dimension 3.

Un grand cercle de S? est I’intersection d’un grand cercle et d’un plan (vectoriel). Les points

x et —x de S? sont dits antipodes. Un arc de cercle de longueur inférieur ou égale a 7
s’appelle un segment. Si x et ¥ ne sont pas antipodes, ils sont les extrémités d’un unique
segment.

2.2 Métrique et isométrie de S*

Six,y S2, on pose
dist(x,y) = Arccos x,y
Rappel : Sit [—1,1], Arccost désigne 'unique 8 [0, ] tel que cos 6 — t.

On a 0 < dist(x,y) < m, dist(x,y) =0 si et seulement si x =y et dist(x,y) =1 si et
seulement si x et y sont antipodes. On verra que dist est une distance.

Par exemple, si f O(E), la restriction de f a S? est une isométrie a S2. Si f = 7p est la
réflexion orthogonale par rapport a un plan P, on désignera par 7c,ol C + P n S? sa
restriction a S,
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2.3 Triangles sphériques

On considére une sphére S? de R® de centre O et de rayon unité (r = 1). Sur sa surface on
prend trois points 4, B et C non tous situés sur un méme grand cercle de la sphére, comme
représentés par la figure suivante :

Figure 2.1

Le triangle sphérique de sommets A, B, C est la réunion des segments d’extrémités (A,B),
(B,O), (C,A). Ces segments sont les cotés (les arcs) du triangle notons respectivement a, b, c.
Ces arcs sont opposés aux segments A, B, et C. Les longueurs des arcs a, b, ¢ sont
respectivement ¢gales aux mesures des angles BOC,AOC, AOB.

2.4 Relations Trigonométriques

Du point A, considérons les tangentes aux arcs AB et AC. Soit B', C' étre respectivement
Pintersection de [OB) et [0C) avec ces tangentes. Triangles OAB' et OAC' sont rectangles
en A.

Nous avons :
_AB' b_AC’ 21
tanc—m , tan =04 (2.1)
Et
OB' = . oc' = i 2.2
"~ cosc ' "~ cosh (22)
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Le produit intérieur
0B-0C' = 0B'- 0C'cosa (2.3)

D’autre part nous avons

OB = 0A+ AB’ (2.4)
Et
0C =04+ AC' (2.5)

Avec calcul simple et simplification du produit précédent intérieur donne

cosa—cosbcosc

cos (AA) = (2.6)

sinbsinc

Ou A est I’angle diédre (angle entre les plans générés par OAB et OAC.

2.5 Aire d’un Triangle Sphérique
Soit (A) un triangle sphérique et &, i = 1,2,3 les angles extérieurs aux sommets A, B et C.

D’apres la formule de Gauss- Bonnet, on a

3
”A Kmds + aIA Kg(m)di =21 — Zma 2.7)

La courbure géodésique de chaque arc du triangle (A) est nulle (Kg = O).

Alors la formule devienne

|| Knds+0=-2nr—(n—A+n—B+n-C) (2.8)
A
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Puisque le triangle se trouve sur une sphere du rayon p alors

”A Knds = %Aire(A) (2.9)

Donc on obtient
Aire(A) = (A + B + C — m)p? (2.10)

Ce résultat est connu comme le théoréme de Girard.

2.6 Angle Diédre et angle Triédre (solide)

2.6.1 Angle Diédre
Définition 2.1 :

On appelle angle diedre la portion d’espace comprise entre deux plans qui se coupent et qui
limités dans un sens par leur intersection, sont indéfinis dans [’autre sens.

L’aréte d’un diédre est [’intersection des plans qui lui servent de limites, ces plans eux-
mémes sont ses faces.

L’angle diédre se calcule a partir de I’angle entre les vecteurs normaux au plan.

Ona: 0=m—a«a

ViV,
c0s 0 = ————
V[ - [|vz]|

Tel que Vf, 72. est le produit scalaire de Vf et 72’

lngle diddre '\ - :&

Figure 2.2
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2.6.2 Angle Triédre
Définition2.2 :

On appelle angle solide la portion de [’espace comprise entre plus de deux plans passant par
un méme point et limités par leurs intersections successives. Ces intersections sont ce que [’on
appelle les arétes de [’angle solide. Le point commun a tous ces plans, qui est aussi un point
par lequel passent les arétes, est le sommet de [’angle polyedre ; les portions de plans qui
forment l’angle polyédre limités aux arétes sont ce que l’on appelle les faces de ce polyédre.
Les diedres formés par les faces sont les diedres de [’angle solide.

On peut considérer un angle solide comme une quantité mesurable.

En effet, soit un céne quelconque de sommet O. Pour caractériser la partie de 1’espace
délimitée par ce cOne, on envisage une calotte sphérique de centre O et rayon R et
d’aire S(R)délimitée par le cone.

Figure 2.3. Angle solide

., S(R . 1 , . e A
La quantlte%est indépendante de R et mesure la valeur de I’angle solide défini par lecone.

Alors on a

S(R

Q=

(2.11)

L’unité d’angle solide est le stéradian (sr).

On peut aussi dire que Q est égal a I’aire de la calotte découpée par le cone sur la sphere unité
de centre O.
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Angle triedre :

Un angle triédre est un angle solide a trois faces.

Figure 2.4. Angle triedre

L’angle triédre est égal a I’aire de triangle sphérique ABC divisée par R? :

Aire(ABC
Q:M

P (2.12)
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Chapitre 3



Courbure Concentrée des surfaces Euclidiennes
a Singularités Coniques

Dans cette section, nous examinons d’abord la notion de courbure concentrée pour surface a
singularité conique.

3.1 Meétriques Euclidiennes a Singularités Coniques
enDimension 2

Définition 3.1 :

Soient S une surface, x1,X, X3, ... des points deS et 01,05, 63, ...des nombres positifs. On dit
que S a une structure euclidienne avec singularités coniques Xq,X,X3,.. d’angle
01,6,,05, ... Si So = S/{x1,x3,%3,...} posséde une structure euclidienne pour laquelle Xx;
admet un voisinage isométrique a un voisinage du sommet dans le cone Vg,

La donnée de S et d’une telle structure sur S s’appelle une surface euclidienne a singularités

coniques, on [’abrégera s.e.s.c.

Exemple 3.1 :

On considére un tétraédre régulier (Figure 3.1 (a)), chaque point dans I’intérieur de la face a
un voisinage euclidien qui est un disque. Le point qui se trouve sur ’arétedu tétraé¢dre a un
voisinage euclidien form¢ par 'union de deux demi-disques identiques sur chaque face
incidente a 1’aréte. Pour le sommet v du tétraédre, 1’union de trois secteurs centrév, forment

.. . o . o m
un voisinage qui est isométrique a un cone de sommetv et d’angle 3. 3=T % 2.

31



Fig.3.1.(a). Exemple des. e.s. c:tétraédre

Le cone est donc une surface singuliére.

Exemple 3.2 :

On considere un cube (Figure 3.1 (b)), chaque point dans I’intérieur de laface a un voisinage
euclidien qui est un disque. Le point qui se trouve sur I’aréte du cubea un voisinage euclidien
formé par ’union de deux demi-disques identiques sur chaque faceincidente. Pour le
sommet ¥ du cube, ’'union de trois quarts disques ont centrév, former un voisinage qui est

. s \ A m__ 3w
isométrique a un cone du sommet v et d’angle 3. Sk

|

[

o

| 0

|

[

)_____ _____

Fig.3.1.(b). Exemple des.e.s.c.cube

Chaque sommet avec un angle total différent a 27 (ou 7 pour les points qui sont sur
lafrontiere) sont des points singuliers.
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3.2 Courbure concentrée

Une surface euclidienne a singularités coniques est une surface métrique telle que chaque
point de la surface a un quartier qui est soit, isométrique a un disque euclidien ou un cone
euclidien de I’angle @ # 2.

Les points qui satisfaient a cette derniére propriété, sont appelés points a singularité coniques.

On considére un cone du sommet P et d’angle @p < 21. On approche 1’intérieur du coneavec
une sphére(S?) de rayon r, (Figure 3.2 (a))

”
R

Fig.3.2 :
a). Sphere tangentes au cone de l’intérieur.

b).Parametre de calcul.

La calotte sphérique approchant le cone a une courbure totale (d’apres le théoréme de Gauss-
Bonnet) est ¢gale a I’aire du calotte sphérique et elle est donnée par la quantité21 — 6,

. . L1
En effet, la courbure de Gauss de la sphéreS? en un point, est égale a = Alors la courbure de

Gauss totale de la calotte sphérique est donnée par :

K= |zds (3.1)
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Cette quantité estsimplement I’aire de la calotte sphérique divisée par le carré du rayon 7,

Aire (calotte)
K = : . (3.2)

7

On considére les coordonnées sphériques du pointm(x, y, z) de la sphére (S?)
m(x,y,z) = (rsin .cos@,rsin .sin@,rcos ). (3.3)

Tel que A€[0,2m] est I’angle entre 1’axe (0x) et le vecteur 5(x, v,Zz) et €[0, ] est I’angle

entre I’axe (02) et le vecteur 0,,. Alors le vecteur normal de la sphére (S7) est :
n, = (—r?.sin? .cos@,—r?sin? .sin@,r*sin? cos ).

L’intersection de la sphére(S?) avec le cone, est un cercle de centreO’ et de rayon t.

D’apres la figure 3.2(b), on obtient

2nr = Op.c
b? + t? = ¢? (3.4)
e +E=EE

(a+b)> =c?+r2

En résolvant le systéme précédant, on obtient :

t= rM

2 (35
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L’aire du calotte sphérique approchant le cone est donnée par :

2w parcsin; 2w carcsin; arcsint
Aire(calotte) =f f I, lldéd =f j r2.sin dfd = —2mr*[cos ], i
0 0 0 0

— o
=—2m‘2(\/1—r2—1]=—2m~2(—p—1)
2n

= (2m— 6,)r?. (36)

Alors la courbure de Gauss total Kp est:

(3.7)

La quantité précédente de K, est indépendante du rayon r de la sphére (S7).

Ainsi nous avons :
Définition 3.2 :

Si p est un point intérieur d’'une surface euclidienne a singularités coniques, la quantité
K, = 21 — @), est appelée courbure concentrée de Gauss au point p.

Si p appartient a la frontiére, alors sa courbure concentrée est définie par K, = m — 0,

Le principe de courbure concentrée approche localement la forme conique de la surface par
une calotte sphérique. Ce rapprochement ne modifie pas les caractéristiques topologiques de
la surface. La courbure de chaque calotte sphérique est constante et nulle sur les autres parties
plates. Le théoréme de Gauss- Bonnet donne que la courbure Gaussienne analytique totale est
¢gale a 2w multipliée par la caractéristique d’Euler de la surface, ainsi on obtient :

| Kpds= > (2n-6,)=2mx(S) = 2mx(2). (3.8)

S p sommet &

Cette propriété remarquable de la courbure concentrée est un équivalent discret de théoreme
de Gauss- Bonnet, reprendre cette propriété dans le théoréme suivant (voir[34]) :
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Théoréme 3.1 :

Soit X' une surface fermée euclidienne a singularités coniques compacte avec singularités
enxy, Xz, X3, ..., X d’angles 64,65, 03, ..., 0y, alors

> (2r-0,) =2mx(2) (3.9)

p sommet X

Telle que x(2) la caractéristique d’Euler de 2.

3.3 Résultats expérimentaux et comparaisons

Nous présentons ici quelques exemples qui illustrent le comportement de la courbure
concentrée sur certaines formes 3D et les résultats des comparaisons avec la méthode du
déficit d’angle, qui est la méthode la plus couramment utilisée pour estimer la courbure
Gaussienne sur des surfaces triangulées.

3.3.1 Résultats expérimentaux

La méthode déficit d’angle permet d’estimer la courbure Gaussienne au point P comme suit :

n
1
Ke=%l21-) 6], (3.10)
j=1

Ou @ est ’angle d’un triangle incident au point P.

Notons que la valeur de Kp tend vers oo par le raffinage du maillage autour de sommet p,
alors que ce processus de raffinement ne change pas la valeur d’angle 6, et donc de la

courbure concentrée.

Dans les exemples de la figure 3.3, on visualise le comportement de la courbure concentrée et
de la courbure Gaussienne le déficit d’angle a travers un code couleur. Les images sont
colorées de rouge représentant les plus hautes valeurs de courbure, au bleu représentant le
plus faible des valeurs de courbure.
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Exemple 3.3 :

Notez que la courbure concentrée montre la géométrie des deux meilleures mailles, en mettant
en évidence la plupart courbe en rouge, plate en vert et les régions négatives en bleu, voir la
figure suivante

al
9

”.I ;‘h
] e

Fig.3.3.1 Visualisation des valeurs de courbure de deux mailles représentant une pieuvre et
une fourmi. Le (a et ¢) courbure calculées avec le déficit d’angle de Gauss sont affichées.
Le (b et d) courbure calculées avec courbure concentrée sont affichées.

Les muscles des animaux sont bien contrastés avec une courbure concentrée. En outre, si nous
nous concentrons notre attention sur certains détails de ces deux formes, nous pouvons voir
comment une courbure concentrée met en évidence mieux la géométrie courbe de la téte de la
pieuvre et du tronc de la fourmi (la figure 3 b et d).

Nous pouvons également voir comment la courbure concentrée souligne mieux les régions
négatives, qui sont représentées en bleu, et qui ont un fort contraste par rapport aux couleurs
des régions voisines, tandis que la courbure Gaussienne le déficit d’angle ne distingue pas
clairement entre eux.

3.3.2 Comparaisons

Nous avons également examiné comment les différentes courbures traitées avec une forme
dont les courbures réelles (calculées analytiquement) sont connues. Dans certains des travaux
antérieurs (v0ir[15,33]) une comparaison entre les valeurs de courbure analytiques et les
discrets est fait et I’erreur d’approximation est utilisée comme mesure de la qualit¢ d’une
courbure. A notre avis, la question importante n’est pas la minimisation d’erreur, mais que
d’un estimateur de courbure produit une courbure discréte avec le méme comportement que
celui analytique.
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Exemple 3.4 :

Dans le cas d’une sphére, nous savons que les deux courbures Gaussiennes et moyennes sont
toujours constantes sur sa surface. Dans ce cas nous préférons un estimateur de courbure qui
produit des valeurs de courbure qui sont a peu prés constante a tous les sommets du maillage.

Par le biais de nos chercheurs de I’institut universitaire de formation des maitres de Créteil de
Paris, nous avons appris que le calcul des valeurs de la courbure avec le déficit d’angle
Gaussien et celles de la courbure concentrée pour une sphere de rayon 1, aussi ils ont répété
I’expérience en changeant la résolution du maillage triangulaire se rapprochant de la sphére,

(voir [22]).

Les graphiques de la figure suivante montrent la distribution des valeurs de courbure de
chaque méthode (le déficit d’angle et la courbure concentrée) a quatre niveaux différents de la
résolution.

Les différentes couleurs correspondent aux différents niveaux de la résolution de la maille :
5000 sommets en rouge, 20000 sommets en vert, 45000 sommets en bleu et a 240000
sommets en violet.

5] im LR ] W LE] n R EE ] L] E R EEN NS pEn W
(a) (b)

Fig.3.3.2 Graphiques montrant la distribution des valeurs calculées avec la courbure

Gaussienne le déficit d’angle (a), et la courbure concentrée (b).

Les graphiques précédents montrent comment chaque méthode fonctionne a différents
niveaux de résolution. Prenons le déficit d’angle Gaussienne (voir la figure (a)).

Pour une sphére de 5000 sommets (en rouge), il produit des valeurs de courbure avec un
grand écart et, si le nombre de sommets croit a 20000 (en vert), le comportement de la
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courbure semble améliorer (car les valeurs de la courbure plus proches d’une valeur
constante).

Si nous augmentons encore la résolution (voir les graphes en bleu et violet), ce comportement
n’est pas maintenu. Ainsi, la variance semble augmenter avec le nombre de sommets. Au
contraire, si 1’on consideére la courbure concentrée, on peut observer que la résolution de la
sphére augmente, les cloches de distribution sont toujours plus élevées et plus strictes. Cela
signifie que la courbure concentrée tend a produire des valeurs de courbure plus en plus
proches les uns des autres, c'est-a-dire, qui sont presque constantes.
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Chapitre 4



Variétés combinatoires a 3 dimensions

Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions sur les complexes simpliciaux et la
triangulation.

4.1 Complexes simpliciaux

Les complexes simpliciaux sont des objets combinatoires permettant de représenter des
espaces topologiques.

Définition 4.1 : (Combinaison)

Soit S ={pg,P1,....Px} R® un ensemble de points de dimension d. Une combinaison affine
est définie par :

K K
x= ) Api, avecd; Ret ) ;=1
F

0 i=0

Une combinaison convexe est une combinaison affine telle que tous les A; soient des réels
L

positifs ou nuls. L’enveloppe convexe de S est [’ensemble des combinaisons convexes

d’éléments de S.

Elle correspond au plus petit convexe contenant S.

Les coefficientsA; sont alors appelés les coordonnées barycentriques de Xpar rapport aux
points p;.

Définition 4.2 : (Simplexe)

Un k-simplexe est un sous-espace de dimension kde R®. Les simplexes de dimensions
inférieures ou égales a 3 sont représentés sur la figure suivante :
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a) O-simplexe b) lsimplexe ¢) Jsimplexe : d) J-simplexe
sommet ardte riangle gtraddre

e i s P ne s (T
Ly Y APl N

Fig.4.1 k-simplexes avec 0 <k <3

Un sommet est un 0-simplexe défini par un point, il est de dimension 0. Une aréte est un 1-
simplexe défini par deux points distincts. Elle correspond a 1’ensemble des points du
segment[p;, p,]. Elle est de dimension 1. Un triangle est un 2-simplexe défini par trois points
non alignés. Le triangle est la réunion du polygone fermé {p4, p,, p3} et de son intérieur, il est
de dimension 2. Enfin un tétraédre est un 3-simplexe défini par quatre points non coplanaires.
Lesfaces des quatre triangles sontp;p;py.et leurs arétes sont les six segments p;p;. Le

tétracdre est la réunion de la surface fermée constituée par ses quatre faces et de I’intérieur de
celle-ci, il est de dimension 3.

Définition 4.3 : (Complexe simplicial)

Soit K un ensemble fini de simplexes, etn une face d’un simplexe t de K. K est un complexe

simplicial si les axiomes suivants sont veérifiés :
()T K, n<t n K
(ii) .t K tnt' <11

Si s est la dimension maximale des simplexes d’un complexe simplicial K, alors K est de
dimension s et noté s-complexe simplicial. Des exemples d’arrangements de simplexes sont

donnés en figure montrant des configurations autorisées ou non.
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Exemple 4.1:

K = {(abc), (acd),[ab], [ac], [bc], [ad], [dc], a, b, c,d}, K est un complexe simplicial de

dimension 2, (voir Fig (a)).
a \ / g

Fig. a): Complexe simplicial de dimension 2

Exemple 4.2:

(bed), (ghk), (eghf),[ab], [bcl, [bd], [dc], [de], [eg], [ef], [eh], [gf], [gh]%

K= £k, [gkl, [kh,a.b, c.d

K est un complexe simplicial de dimension 3, (voir Fig (b))

Fig. b): Complexe simplicial de dimension 3

Exemple 4.3:

K ={(abc), (def),[ab], [ac], [bc), [fel.[fd],[ed],a, b, c,d,d,e, f}, K n’est pas complexe
simplicial, car [de] K, voir la figure (c) :

Fig. ¢).
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4.2 Triangulation

Définition 4.4 :

Le terme triangulation, en topologie, est relatif a la notion d’une structure combinatoire sur
un domaine continu. Plus exactement, un complexe simplicial K est une triangulation d’un
espace topologique X, si son espace (topologique) sous-jacent est homéomorphe a l’espace :
|K| = X. Le terme tétraédrisation est parfois utilisé dans le cas d’une triangulation d’un sous-
espace de R3.

4.2.1 Triangulation de Delaunay

On appelle triangulation de Delaunay de ’ensemble P, et on la note parDel(P) : le dual du
diagramme de Voronoi de P. Les sommets de la triangulation de Delaunay sont les points
P;€P, et deux sommets sont reliés par une aréte dans la triangulation si les cellules de Voronoi
correspondantes sont voisines.

Exemple 4.4 :

Deux triangles adjacents avec leurs cercles circonscrits. Pour les quatre sites qui sont les
sommets des triangles, il s’agit d’une triangulation de Delaunay : aucun des cercles ne
contient le quatriéme sommet autre que ceux par lesquels passe chacun des cercles.

Fig.4.2 Triangulation de Delaunay.
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4.2.2 Diagramme de Voronoi

La cellule de Voronoi d’un site est I’ensemble de points du plan, formant une surface appelée
cellule, qui sont plus pres de ce site que de tous les autres. Chaque cellule de Voronoi d’un
site est un polygone convexe ou plus largement une surface polygonale car la cellule d’un site
situ¢ sur I’enveloppe convexe n’est pas bornée. Le pavage du plan par les cellules de Voronoi
des N sites forme ce que 1’on appelle le diagramme de Voronoi.

Exemple 4.5 :

Cellules de Voronoi de trois points non alignés : il s’agit de trois secteurs angulaires délimités
par trois demi- droites issues du centre du cercle circonscrit au triangle ABC, et qui sont les

trois médiatrices de ce triangle.

Fig.4.3 Cellule de Voronoi.
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Exemple 4.6 :

Le diagramme de Voronoi et la triangulation de Delaunay sont donnés dans la figure
suivante :

sommet de Voronol arete de Woronoi

sgmumet de Delaunay, /a_té‘ttdeDehunﬂy
‘ ' e
: f Pe—

(a)

P : B
(b)

Fig.4.4 : a) Triangulation de Delaunay de quatre sites (en bleu) et cellule de Voronoi (en
Rouge).

b) Aréte, sommet de Voronoi et de Delaunay.

4.3 Variété combinatoire
Définition 4.5 :

Soit ¥ un ensemble de points linéairement indépendant dans un espace euclidien E™, On dit
que X est une variété combinatoire si le star de n’importe quel point delX est
combinatoirement équivalent a une boule de dimension 3 s’il est a l'intérieur ou a une demi
boule s’il est sur le bord.

4.3.1 Star d’un point

Soit £ un complexe simplicial, soit O un sommet de la triangulation appartenant 1’intérieur
de X

Définition 4.6 :

On définit le star de point O par l’ensemble des simplexes incidents au point O, et on le note

St(0).
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Exemple 4.7 :

Dans la figure suivante, le star de point O, St(O), est I’ensembles des triangles, OP;P,,
OP,P;,OP; P, , OP; Ps , OPs Ps et OPs P;, et le point O et tous les segments
[Oplief{12,..,6}

Fig. 4.5. Star de O.
4.3.2 Lien d’un point
Définition 4.7 :

On définit le lien de O par le bord du star de O, et on le note L(0O).

Exemple 4.8 :

Le lien de point O est I’ensemble de segments [P;P;;1],i €{1,2,...,5}, et [PsP,]

Fig. 4.6. Lien de O.

47



Chapitre 5



Distorsion discrete des champs scalaires

Dans cette section, nous introduisons la notion de distorsion pour un champ scalaire, Nous

I’illustrons par quelques exemples et nous démontrons quelquespropriétés qui lui sont
associées.

5.1 Métriques Plates a Singularités Coniques en Dimension 3

Définition 5.1 :
Soit M une variété de dimension k. On appelle k-champ scalaire sur M, une application de M
qui fait correspondre a tout point X de M une valeur dans R. Le nombre k est aussi appelé la

dimension du champ scalaire.

On appelle les sommets pour lesquels Y S; # 4T, des points singuliers coniques.

Exemple 5.1 :

Soit le cube abcdef gh de centre O, tel que  Z

ad C ilflo
Wiy g
L P ;
x i .
,',’;’ l‘\‘.
a b

Fig. 5.1 : Cube de centre O
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0(0,0,0),a(1,-1,-1),b(1,1,-1),c(1,1,1,),d(1,-11),e(-1,11), f(-1,1,1),9(—1,1,-1),

h(-1,-1,-1)

Avec
f£(0,0,0) =0.
fl@=f(c)=f(e)=f(g)=2
fb) =f@=f(f)=f(h)=-2

A partir de cube (voir la fig.5.1), on a 6 pyramides, lorsqu’ on coupe chaque pyramide en
deux tétraeédres, alors on aura 12 tétraedres.

Exemple 5.2 :

On coupe le pyramide Oabgh en deux tétraédres, alors on obtient les tétracdres Oabh et
Obgh, comme le montre la figure suivante :

Fig.5.2 : Décomposition d’une pyramide en deux tétraédres
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On sait que ’aire d’un triangle sphérique est donnée par la formule :
S=(A+B+C—mn).r? avec 7 = 1.

La somme de toutes les aires des triangles sphériques incidents en un sommet(0Q) qui sont
formés par I’intersection d’une sphére de rayonr = 1 et les tétra¢dres du cube sont égales a :

12
).Si = 4m.
i=1

On calcule maintenant Y S;pour le point (0) dans R?, telle que
ai(xi, yi, 2, 6, ti = [, Y1, 20).
Alors les composantes des sommets deviennent :
0(0,0,0,0),a(1,-1,-1,2),b(1,1,—-1,-2),c¢(1,1,1,2),d(1,—-1,1,-2),
e(-1,-112),f(-111,-2),g(—-11,-1,2),h(—-1,—-1,-1,-2).
On prend le 1 tétraédre : Oahb,

D’apres les relations trigonométriques (voir le chapitre 2), on a

. cosd—cosh.cosh
cos A =

sinb.sinh

. cosh—cosd.cosbh
cosH =

sind.sinb

. cosh—cosd.cosh
cos B =

sind.sinh

En utilisant la définition du produit scalaire pour trouver les angles @, b et h

) ob.oh R V40
oSl =——————-——2= sina = ——
llobl|-lor]] 7 !
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. 0d.oh 3 Va0

cosh=———=—= sinhb=—
oall. |on| 7 7
R od.ob 3 - V40
COSh=_’—_,:— 5£nh=—,
llodll. ||ob| 7 7
alors
_11
co0sA =—32—= A =1266103673
smﬁ.smﬁ
1 1
~ —4- ~
cos B =—2—= B =1.875488981
sma.smﬁ
1,1
cosH = ——2— = H=1.875488981.
sind.sinb
Donc

S, =A+B+H-m=1875488981.
Avec le méme calcul pour les autres tétraeédres, on obtient :
S; =83 =8, =+-=8, =85, =1.875488981.
Finalement, on aura

12

) Si =125, = 2250586777 > 4m.
i=1

Cette propriété est uniquement valable pour les variétés combinatoires de dimension 3
plongée dans R*.

Théoréme 5.1 :
Soit f un champ scalaire défini par : f:R3 - R,telque (x,y,2z) R3, f(x,vy,2) = const.

Alors I’angle solide a n’importe quel point du graphe def est égal a 4.
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Démonstration :

Supposons que pour tous points (x,¥,z) R3, f(x,y,z) = A, et on cherche I’angle solide S

du tétracdre Oabc, ou
O(xl’ yll zll jl')’ a(xZIyzy ZZI ;l')
b(x3,¥3,23,2), c(X4, Y4, Z4, A)

AIOI'S, on a&i(xz —X1,Y2 — V1,2 — Z4, A— /.l.),a';(xg —X1,¥Y3 — V1,43 — Zl,/:l. - /1),

O_C’(xll- _x11y4 _ylvzli-_zll;l_;l), donc :

R 0b.0¢
cosad =———
||ob|. ¢l

—_— —

E i oa.oc
€OS D = o ol

- 0d.ob
coSsc = ———————
lodll. |[ob|

On sait que le produit des vecteurs 0d. ob, ob. 0C, 0d. 0C est :

Xo — X1 X3 — X4 Xy — X1 X3 — X1
— = _ (Y27 Ja — DalliEhi e = Vg Y3—h
L Ob o Zz - Z'l Z3 - Zl I (Zz - Zl ’ 23 - Zl)’

A—A A=A 0 0

X3 — Xq Xa — Xq X3 — X1 Xq4 — Xq
2 —_(Y3™N Ya— Y1\ _(YV3a— 0N Ya— M1
OGS Z3= 71 | '\ Za— 2 (23_21 (24_21)’

A=A A—41 0 0

xz_xl X4_x1 xz_xl X4_x1
—— Y2 Ya—=Y1\_ (Y21 Ya— V1
oa.oc = ZZ - Zl ’ Z4 - Zl il (Zz - Zl Z4 - Zl)

A—2A A=A 0 0
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Et

xz_xl xz_xl

ot = |72~ 71 = (172 2| = Ve = )2+ 0 y)P + (- )P
A=A 0
x3_x1 x3_x1

P y3—Y Y3~y

llob]| = zj—zl1 M z;—zl1 = (x5 = x)? + (y3 = ¥1)? + (23— 2,)?
A—A 0
X4 — Xq Xgq — Xq

llocll = JZJz:ZI m J;j:JZJi = V(g = x1)? + (s — y1)? + (24 — 21) 2.
A—2 0

Donc [’angle solide au point (0) du cube Oabcdef gh est égale a 4.

Exemple 5.3:

Soit le cube Oabcde f gh,on prend f(x,y,z) = 1, ou:
0(0,0,0,1),a(1,-1,-11),b(1,1,-1,1),¢(1,1,1,1),d(1,—-1,1,1),e(-1,-1,1,1),
f(-111,-1),9(-11,-11),h(-1,-1,-11).

Pour le I tétraédre Oabh, et avec le méme calcul précédent on obtient :

e T
51:A+B+H—TC:§,
Et pour les autres tétraedres on obtient aussi
T
5225';:54_ :S12251:§.

Donc I'angle solide au point (0)est donnée par :

12 g
D §i=12.5,= 12.§ = 4.
i=1
Théoréme 5.2 :
Soient f une fonction affine définie par :
i R} - R
(x,v.2) v f(x,y,2)=ax+by+cz+d.

L’angle solide a n’importe quel point du graphe de f est égal a 4.
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Démonstration :

Soit f une fonction définie sur R3, telle que f(x,y,z) = ax + by + cz +d, avec a,b,c et d
des nombres réels constants. Supposons que d = 0, alors f devient une forme linéaire de R® a
R.

L’espace R? est un sous- espace vectoriel de R® x {0} R*.

Soit F R* - R*une transformation linéaire définie par :

X X
1Y y
X—(z)*‘” 4 |
t ax+by+cz+t
Ona
1000 «x
10100 y
F(X)_|0010)(z)'
abcl t

Les points de R® x {0} correspondent a t = 0, I’'image de R® < {0} par la transformation F est
un sous- espace vectoriel de R* de dimension 3, donc isométrique a R>.

Donc I’angle solide en point p = F(x, y, z,0) est égale a 4.

Exemple 5.4 :
Soit f une fonction définit par f R — R, tel que f(x,y,2z) =2x —y + 2z — 2,

Et le cube (C): abcdef gh est un cube de centre 0(0,0,0,—2), les composantes des sommets
sont :

a(1,-1,-1,,-1),b(1,1,-1,-3),¢(1,1,1,1),d(1,-1,1,3),

e(-1,-11,-1),f(-111,-3),9(-11,-1,-7),h(-1,-1,-1,-5).
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On a,

0a(1,—1,-1,1),06(1,1,-1,-1),0¢(1,1,1,3),0d(1,—1,15),
0e(—1,-1,1,1),0f(-1,1,1,-1),0g(-1,1,-1,-5), Oh(~1,—1,-1,-3).

L aire de la surface du triangle sphérique n°l pour le tétraédre Oabh est donnée par :

0b. Oh 1
Cosa = — — = ——,
[ob]|.[[on]  vi2
cosf = —%’.%’ =
[oal. [|o||
oS 0a. Ok !
) e ——
|oal|.||lor|| V21
On a alors,
cosd = i;w — 1264518958,
sin f.siny
cos H = —22SH = 1.479761549
sina.sin 8
cos B = i:ﬁ' — 1.877073696.
sina.siny
D’ou

S1 = 1.479761549.
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Tandis que l’aire de la surface du triangle sphérique pour le tétraédre n° 2 Obgh est donnée
par:

0g.oh 16
cosqg=———=———,
[og]- okl vizx28
0b.0g 3
COSf = ——-=—,
lob]|.logll V28
os 0b.Oh 1
Y = — — = —
lob]|-ljon]] ~ v12
Alors on obtient
e
cosB = (@) ) - 0.45279284,

sin f.siny

i_ 16
cosf = M——;ﬁ = 0.830915552,

sina.siny

( 1 16X3

5—28“_2):6 = 2.109459793,

sina.sin f§

cos G =

Et donc on a,

S, = .251575531.
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On fait le méme calcul, on obtient :

L aire de la surface du triangle sphérique pour le tétraédre n°3 Obcf est égal a :
S; = 2274385843,

L aire de la surface du triangle sphérique pour le tétraédre n°4 Obf g est égal a :
S, = 0546125301,

L aire de la surface du triangle sphérique pour le tétraédre n°5 0gfh est égal a :

Ss =S, = .251575531.

L aire de la surface du triangle sphérique pour le tétraédre n°6 Ofeh est égal a :

S¢ = §1 = 1.479761549.

L aire de la surface du triangle sphérique pour le tétraédre n°7 Ohed est égal a :
S; = 1.410255573,
L aire de la surface du triangle sphérique pour le tétraédre n°8 Oadh est égal a :

Sg = 57 = 1410255573,

L aire de la surface du triangle sphérique pour le tétraédre n°9 Oabd est égal a :

S9 =1.077326932,

L aire de la surface du triangle sphérique pour le tétraédre n°10 Obcd est égal a :
S10 = 0.654010148,
L aire de la surface du triangle sphérique pour le tétraédre n°11 Ocfd est égal a :

511 = 510 = 0654010148,

L aire de la surface du triangle sphérique pour le tétraédre n°12 Ofde est égal a :

12 = So = 1.077326932,
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Finalement, on obtient :

12
Y 5 =12.56637061 = 4.
i=1

5.2 Distorsion

Dans la partie ce qui suit on définit deux types de distorsions, une distorsion aux sommets et
une autre sur les arétes de la triangulation.

5.2.1 Distorsion en un sommet

Soit fun champ scalaire 3D définie sur un ensemble discret de points répartis dans un domaine
D de R3. Une interpolation linéaire par morceaux de f est calculée a une décomposition de D
en un maillage tétraédrique dont les sommets sont les points de données donné,

Pour un sommet p, la valeur f(p) a été ajoutée au coordonnées de p(Xp, ¥p, Zp) qui peut Etre

vu comme une ¢lévation de p vers un point p’((xp, Ypi Zp, | (p)) dans R*.

On peut calculer I’angle solide total autour d’un sommet dans le domaine élevés et les
comparés avec I’angle 4w qui est ’angle solide total autour de n’importe quel point dans
I’espace euclidien R® en 3 dimensions. On considére le tétraédre T'défini par (p’).

Définition 5.2 :

On définit la distorsion en un point (p") par
D(p") = 4T = Irresepn St

Oui, Sti1’angle solide au point (p") dans T'.

Exemple 5.5:

On considére un cube abcdef gh, ou le point 0(0,0,0),et le star St(0)avec
a(1,-1,-1),p(11,-1),¢(1,11),d(1,-1,1)

e(—1,-11),f(-111),9(-11,-1),h(-1,—-1,-1).
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Nous définissons un champ scalaire F sur les sommets de St(0) comme suit :
F(0)=0; F(a)=F(c)=F(e)=F(g)=0.01,;
F(b) = F(d) = F(f) = F(h) = 10000.

Les valeurs sont choisies différentes pour mettre en évidence les dépendances de distorsion
sur le choix de la triangulation. Nous gardons les mémes noms pour les sommets dans le
domaine élevé St'(0) correspondant a St(0) dans R*.

AlOI"S, nous avons .

0(0,0,0,0),a(1,-1,-1,0.01),b(1,1,—1,10000)
¢(1,1,1,0.01),d(1,—1,1,10000), e(—1,—1,1,0.01)

f(—1,1,1,10000), g(—1,1,—1,0.01), h(—1,—1,—1,10000).

Nous choisissons les tétraédres suivants pour former une triangulation de St(0):

Oabg, Oagh,0Obcg,0cfg,0gfe,0geh, Oahe, Oade, Oacd, Oach, Ocfe, Ocde, comme le

montre la figure suivante : Z
1
s 10000
£ 7
d : !\‘.‘ (o)
/ A
10000 Al R 0%
:’r b E
: sdece .\\___%
[ nd 3
0009 ' - 0
, /// \ 0.01
A
0.01 / 10000

Fig.5. 3: Champ scalaire a 4D sur un cube.
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Pour calculer I’angle triedre au sommet O pour chaque tétra¢dre, on calcule d’abord les angles
en point O pour chaque face triangulaire d’un tétra¢dre.

On prend le tétraedre n°1 Oabg, nous avons

0b.0g 101
Cosa = — — =
|ob||. |og]| +/3.0001(3 + 108)
05§ = 0a.0c 101
|0a|l-[[o¢||  /3.0001(3 + 108)’
0a.0b  0.0001-—1
cosy = =

~ l[oall.jos| 30001

Ou, a, 8 ety sont respectivement les angles bOg, aOb, et a0g.

D’apres les relations trigonométriques (chapitre 2), et la relation de [’aire, les angles
diedres entre les faces incidents a Odevient :

cosa —Ccosf3.cosy

cos(4) = sina.sinf '
(C) _ Cosf —cosa.cosy
oS\ =i a.siny
~y Cosy—cosa.cosf
cos(B) =

sina.sinf
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avec le calcul on obtient :

A = 1562550028, G = 1.562550028, 8 = 1.910634184.
Alors, ’angle triedre a (O)devient :

S, =A+G + B —n=1894141587 Stéradian.

De la méme maniere, nous montrons que tous les tétraédres dans le domaine élevé St' (Q)ont
la méme angle triedre S; a (0)

C'est-a-dire on obtient

Donc,

12
Y S; = 22.72969904 Stéradian
i=1

Donnent [’angle solide total a (O)différent a 4.

Ensuite, la distorsion dans le centre (O)est

12
D(0) =4m— ) ;= 4m — 2272969904

=1

= —10.163328428 Stéradian

Théoréme 5.3 :

Lorsque le champ scalaire f est la restriction d’une transformation affine sur les sommets de
la triangulation, alors I’image ¢élevée est une distorsion libre (i.e. la distorsion en tout point
est nulle).
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Preuve :

Soit f une transformation affine définie sur R3 par (x,v,z) =ax+by+cz+d ,ou a,b,c,
et d sont des constantes réelles. Jusqu’a une traduction (qui est une isométric) on peut
supposer que d = 0, on obtient la transformation linéaire définit par (voir la démonstration
précédente)

X X
I y
=m0
t ax+by+cz+t
Et alors, on a
1000 x
_,0100\(y
F(X)_|0010)(z)'
abcl t

Points de R3 x {0} correspondent & t = 0. L’image par F de R? x {0} est un sous- espace
vectoriel euclidien a 3 dimensions de R*. Par conséquent, F(R? x {0})est distorsion libre (car
il est isométrique & R?). d’un autre coté F(R3 x {0})est I’espace élevé par f, ce qui prouve le
théoreme.

En particulier, un domaine avec un champ scalaire constant est un exempte de distorsion dans
R*(il suffit de prendre a = b = ¢ = 0). Cela signifie que, 2 n’importe quelle altitude, la
situation stable correspond a une distorsion nulle. Pour les autres champs scalaires la
distorsion n’est pas, en général, nulle et dépond du comportement du champ scalaire f, voir
les exemples ci- dessous.

Exemple 5.5 : Variété combinatoire de dimension 3

Nous présentons ici un exemple pour les variétés combinatoires de dimension trois. Il s’agit
du tore. Il est obtenu a partir d’'un cube ou décacdre triangulé par identification de faces
opposées. Nous présentons ici un tore avec singularités et un autre sans singularités.

Les opérations d’identification sont illustrées par des fleches. Le premier tore en (5.4.(a)) est
de distorsion nulle (i.e, n’a aucune singularité¢), puisque 1’angle solide total a un point

63



quelconque(et en particulier aux points correspondant aux sommets du cube) est égal au
8.% = 4m stéradian.Le deuxiéme tore en (5.4.(b)) a deux points singuliers A et B. le sommet
A, a unedistorsion positive et B a une distorsion négative. En outre, le segment [BB] pour les
deuxexemples sur le schéma 5.4((a); (b)); est incident a quatre faces (face supérieure, face
inférieure etdeux faces latérales sur les polyédres). Par conséquent 1’angle die¢dre total autour
du segment[BB] dans les tores est égal au 27 pour le premier (dans (a)) et il est plus grand
que 27 pour le second (dans (b)). En effet, I’angle diédre incident au segment [BB] dans le

cube est égal au g, alors que I’angle die¢dre incident au segment [BB] dans le décaedre est
grand queg. Le segment [AA] dans le tore est a incident a deux faces ou I’angle diedre

correspondant dans le décaedre est plus petit que 7. Par conséquent I’angle diédre total autour
du segment [AA] est plus petit que 277. En conséquence, la distorsion autour des arétes [AA]
et [BB], n’est pas nulle.

J
LN
by

Fig.5.4.(b): Un tore singulier a deux singularités,un de distorsion positive

(point A)et l'autrede distorsion négative (point B).
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5.2.2 Distorsion autour d’une aréte
Définition 5.3 :

La distorsion autour d’une aréte e, est la quantité Dy (e) définie par :

Db(E) = 2T — 99,

Ou, 0, est [’angle tétraédre total autour e.

Dans ce qui suit, nous montrons commet calculer la distorsion autour des arétes Oa et Ob(voir
la figure 5.5(a)).

L’aréte Oa a six tétraedres incidents sont :

Oabg, Oagh,Oabc, Oacd, Oahe et Oaed.

Fig.5.5.(a). Différence d’élévation entre les sommets

Tous les angles diedres a Oa sont égales a :

A = 1562550028 Radian.
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Ensuite, [’angle total

6
Ooa = ) A; =64 =6 x 1562550028
i=1

0o, = 9.375300168 < 2.
L’aréte Ob a trois tétraédres incidents : Obag, Obac et Obcg.

Ou, tous les angles diedres sont égales a:

B =1.910634184.

Ensuite, ’angle total

3
@op = » B;=3x 1910634184

=1
Oop = 5.731902552.

D ’out les distorsions autour Oa et Ob sont données par
D(0a) = 2w — Y5, A; = —3.09211485 Radian.

D(0b) = 2w — ¥3_, B; =0.551282755 Radian.

Nous pouvons observer que les distorsions de liaison sont alternativement positives et
négatives.

Théoréme 5.4 :

Champs scalaires affines sont des distorsions de liaison libre (i.e. la distorsion de liaison a
n’importe quel bord est nulle).
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Preuve :

Cette directe conséquence du fait que I’image de R x {0} par la transformation F(défini ci-
dessus dans la démonstration du théoréme 5. 4) est un sous- espace euclidien a 3 dimensions
de R*. et donc isométrique 1’espace euclidien R® qui est un exempte de distorsion. La notion
de distorsion peut avoir un role trés important dans les applications de décrire le lien entre les
atomes dans une molécule.

La distorsion des liaisons non nulle permet vibrations des atomes ou I’amplitude est une
fonction de la distorsion.

Exemple 5.6 :

Dans cet exemple, nous montrons I’influence de la triangulation sur la distorsion. Nous
gardons le méme cube que dans le premier exemple avec le méme champ scalaire, et nous
changeons seulement la triangulation de St(0).

Considérons les tétraédres : Oabh,0bgh,Obgf,0Obfc, Oghf,Ohfe, Oahd, Ohde, Oabd,
Obcd, Ocfd,Odfe, ou
0(0,0,0,0),a(1,—-1,-1,0.01),h(1,1,—1,10000)c(1,1,1,0.01),d(1,—1,1,20000),
e(—1,-1,1,0.01), f(—1,1,1,10000), g(—1,1,—1,0.01), h(—1,—1,—1,10000).

Les mémes calculs que dans [’exemple précédent

Donne [’angle triedre du premier tétraedre :

S'1 =0.000282842.

Tous les autres tétraédres ont le méme angle triedre a O, ainsi [’angle total a O

S§'=125"; =.003394104 # 4.
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Et la distorsion a O est égal a

12
D'(0) =4m— ) S'; = 4w —0.003394104

1=1

D'(0) = 12.562976508 Stéradian.

En comparant cette valeur avec celle obtenue dans le premier exemple, nous voyons que, bien
que la triangulation du cube ne change pas sa structure géométrique dans R3, son domaine
élevé dans R* dépend fortement des tétraédres choisis. La distance entre le centre du cube et

au centre de chaque visage change de maniere significative pour chaque triangulation, voir
la figure 5.5(b).

1L 1L

Fig.5.5(b): Dépendance du domaine élevé sur la triangulation du domaine 3D

De la méme fagon, nous calculons les distorsions au point (Q) entre tous les triangulations
possibles du cube. Pour simplifier le calcul, observons que nous pouvons avoir deux
décompositions pour toute face du cube. Pour la face abcd, la premiére décomposition est
Oabc  Oadc et la seconde correspond a la décomposition Oabd ochd.

Les autres visages peuvent &tre décomposés de la méme mani¢re. Dans la premicre
décomposition, 1’angle solide total a Ode la pyramide est

A, = 25, = 3.788283174.
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Pour la seconde décomposition, on a

A; =28’ = 0.000565684.

Puis, dans toute triangulation possible du cube, I’angle total solide en (0) est une
combinaison k. A; + [. A;, ou k et [ sont des entiers tels que [ + k = 6, ainsi nous obtenons

S3total = 5A; + A; = 18.941

S4-,total = 4:41 + 2142 = 15.154

SS,totaI = 3141 + 3142 = 11.366

Sﬁ,EOCaI = 2:41 + 4A2 =7578

S7totat = Ay + 54, =3.791

La distorsion correspondant a O sont :

D3(0) = —6.375 Stéradian

D,(0) = —2.587 Stéradian

Ds(0) = 1.199 Stéradian

Dg(0) = 4.987 Stéradian

D,(0) = 8.775 Stéradian.
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Finalement, nous ordonnons a tous les distorsions possibles dans une séquence :

—10.163 < —6.375 < —2.587 < 1.199 < 4.987 < 8.775 < 12.562

La valeur 1.1998663 correspond a la valeur absolue de distorsion minimale du domaine.
Nous appelons la distorsion optimale.
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Chapitre 6



Expérimentation Informatique

Dans ce chapitre, on a faitun programme avec langage C pour calculer la distorsion pour des
petites structures (commele cube). Pour les grandes structures ou on a besoin de bases de
donnés réelles et desmachines puissantes pour les calculs. Nous exposons ici un programme
qui suit.

6.1 Calcul de distorsion avec langage C

Dans ce qui suit, on calcule avec langage C 1’angle solide d’un tétra¢dre et la distorsion d’un
cube dans un méme programme.
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Calcul de ’angle solide et de la distorsion avec langage C

#include <cstdlib>
#include <iostream>
#include <math.h>

using namespace std;

int main(intargc, char *argv[] )

{

float x1,x2,x3,x4,yl,y2,y3,y4,21,22,73,24,t1,t2,t3,t4,A,B,C,E,F,G,C1,C2,C3;

float alpha,beta,gamma,S1,S2,S3 Aire,D;

printf ("Donnez les coordonees du premier point separes d'entrer:\n");
scanf ("%f",&x1);

scanf ("%f",&y1);

scanf ("%f",&z1);

scanf ("%f",&tl);

printf ("Donnez les coordonees du deuxieme point separes d'entrer:\n");
scanf ("%f",&x2);

scanf ("%f",&y2);

scanf("%t",&z2);

scanf ("%f",&t2);

printf ("Donnez les coordonees du troisieme point separes d'entrer:\n");
scanf ("%f",&x3);

scanf ("%f",&y3);

scanf ("%f",&z3);
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scanf ("%f",&t3);
printf ("Donnez les coordonees du quatrieme point separes d'entrer:\n");
scanf ("%f",&x4);
scanf ("%f",&y4);
scanf ("%f",&z4);
scanf ("%f",&t4);
//A represente le produit scalaire ob.oc:
A=((x3-x1)*(x4-x1))*+((y3-y1)*(y4-y1))+((z3-z1)*(z4-z1))+((t3-t1)*(t4-t1));
//B represente le produit scalaire oa.oc:
B=((x2-x1)*(x4-x1))+((y2-y1)*(y4-y1))+((z2-z1)*(z4-z1))+H((t2-t1)*(t4-t1));
//C represente le produit scalaire oa.ob:
C=((x2-x1)*(x3-x1))*+((y2-y ) *(y3-y1))+((z2-z1)*(z3-z1))+((t2-t1 ) *(t3-t1));
//E represente le module du vecteroa:
E=sqrt(pow((x2-x1),2)+pow((y2-y1),2)+pow((z2-z1),2)+pow((t2-t1),2));
//F represente le module du vecteur ob:
F=sqrt(pow((x3-x1),2)+pow((y3-y1),2)+pow((z3-z1),2)+pow((t3-t1),2));
//G represente le module du vecteur oc:
G=sqrt(pow((x4-x1),2)+pow((y4-yl),2)+pow((z4-z1),2)+pow((t4-t1),2));
CI=A/(F*G);
C2=B/(E*QG);
C3=C/(E*F);,
alpha=acos(C1);
beta=acos(C2);
gamma=acos(C3);
S1=acos((cos(alpha)-(cos(beta)*cos(gamma)))/(sin(beta)*sin(gamma)));
S2=acos((cos(beta)-(cos(alpha)*cos(gamma)))/(sin(alpha)*sin(gamma)));

S3=acos((cos(gamma)-(cos(alpha)*cos(beta)))/(sin(alpha)*sin(beta)));
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Aire=S1+S2+S3-3.14;

printf("L'aireest: %f\n",Aire);
Distorsion=12*Aire;
printf("Distorsionest: %f\n",Distorsion);
system ("PAUSE");

return EXIT SUCCESS;

}

Telle que Xxq,¥1,21,t1, X2, V2, 2, tp, X3, Y3, Z3, t3, X4, V4, Z4, Ly, sont des coordonnées
cartésienne de sommet du tétracdre Oabc.

(0(351,}’1, Zq, tl)a a(xz, y:a: Zy, tZ)x b(xa,J’3, ZS’ fg), C(x4ly4-1 Zy, t4)) et ti . f(xilyil Zi)l [=
1,2,34.

A

Fig.6.1. Parametrede calcul
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Exemple 6.1 :
Soit le cube (C), de centre 0(0.00,0.00,0.00,1.00), avec
a(4.013,0.831,—9.083,1.000), b(4.941,0.844,—8.837,1.000), ¢(3.750,—0.068, —9.293,1.000).

Donnez les coordonees du premier point separes d’entrer :0.000
0.000

0.000

1.000

Donnez les coordonees du deuxieme point separes d’entrer :4.013
0.831

-9.083

1.000

Donnez les coordonees du troisieme point separes d’entrer :
4941

0.844

-8.837

1.000

Donnez les coordonees du troisieme point separes d’entrer :3.750
-0.068

-9.293

1.000

L’aire est: 0.004227

Distorsion est : 0.050724
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L’algorithme (U.Port) :

\begin{verbatim}
Vertex
{

float x ;

floaty;

float z ;

floatf ; //field value

}

Tetra
{
Vertex u;
Vertex ul ;
Vertex u2 ;
Vertex u3 ;
}
\end{verbatim}
Alors nous avons développé deux méthodes, pour calculer les angles diédres et triedres.
\begin {verbatim}
//computedihedral angle atedgeuu1 on tetra t
floatGetDihedral Angle(Tetra t, intu, int ul)
{
//getting all tetravertices
u[] = getTetraVertices(t) ;
//computing all the scalarproductuiuu;j as
uivuj = (wi.x —u.x) (W.x—ux)+@i.y—uy) (wy-—u.y) -+
+uiz-—uwz) Wz-uz)+@i.f-uf) W.f-uf),
//computing all allnormauiu as
uivu = sqrt((ui.x —u.x) (Ui.x—ux)+@.y—uy) (W.y—uy)+
+(ui.z—u.z) (Wi.z—uwz)+@i.f—uf) @if—uf),
//computing angles atu
cosalpha = prodscalu2uu3/(normauu2 normauu3);
cosbeta = prodscaluluu2/(normauul normauu?);
senbeta = sqrt(1 — (cosbeta cosbeta));
cosgamma = prodscaluluu3/(normauul normauu3);
sengamma = sqrt(1 — (cosgamma cosgamma));
//return dihedral angle
return (acos ((cosalpha — (cosbeta cosgamma))/(senbeta sengamma)));

}

\end {verbatim}
\begin {verbatim}
//computingtrihedral angle of tetra t at vertex u
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floatGetTrihedral Angle(Tetrat,intu)
{
//getting all tetravertices
u[]=getTetraVertices(t) ;
//computingtrihedral angle atu as the sum of the three dihedral angles minus pegreco
return
(GetDihedralAngle(t,u,ul) + GetDihedralAngle(t, u, u2) +
+GetDihedralAngle(t,u,u3) — PIGRECO);
}
\end {verbatim}
Avec les deux fonctions précédentes, le calcul de la distorsion de sommet et de 1’arréte
devient tres simple
\begin {verbatim}
//compute distorsion at vertex u
floatComputeDistorsion (intu)

{

//visit all incident tetras
t[]= GetVT(u);

for eachtiin t

{

//computingtrihedral angle at v on currenttetra

Distorsion += GetTrihedralAngle(ti, u);

}

//distorsion atu

Return (4*PIGRECO — distorsion);

h

\end {verbatim}

\begin {verbatim}

//compute bond distorsion atedgeulu?2
floatComputeBondDistorsion(intul, int u2)

{

//visit all incident tetras
t[]= GetET (ul, u2);

for eachtiint

{

//computingdihedral angle atulu?2 on current tetra
bond distorsion += GetDihedralAngle(ti,ul, u2);
H

//bond distorsion at ulu2

return (2 PIGRECO — bond_distorsion);

§

\end {verbatim}
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6.2 Expériences :

Nous avons mis en ceuvre ’algorithme qui calcule la distorsion discréte pour les surfaces. En
conséquence, nous illustrons a la figure 6.1 les propriétés précédentes sur une surface
moléculaire. Boutons, des cavités et des lignes de créte sont bien mises en évidence les
valeurs maximales et minimales suivantes de la distorsion, qui sont représentées par des
couleurs rouge et bleu.

Figure 6.1. Distorsion pour les surfaces servant a
identifier les boutons et les cavités.

Dans la partie suivante, nous illustrons le comportement de la distorsion autour du
sommet pour les hyper-surfaces tétraé¢driques a 4D représente un champ scalaire 3D. Nous
visualisons les iso-surfaces pour le champ scalaire original et le champ de distorsion
correspondante. Nous avons également visualisé des tranches planes de l'ensemble des
données pour avoir des informations complémentaires sur le comportement des champs
scalaires. La gamme de couleurs utilisées pour la visualisation passe du bleu pour les
faibles valeurs au rouge pour des valeurs élevées. Le vert est utilis¢é pour les valeurs
moyennes.
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Les exemples que nous considérons ici sont liés a la théorie de la fonction de densité
(DFT). Nous considérons la fonction de densité d'¢électrons de la molécule d'hydrogene. Les
valeurs de densité d'¢lectrons sont associées a des sommets d'une tétraédrisation d'un espace
cubique autour de la molécule. Le comportement de la densité €électronique est illustré par la
distorsion créée.

Dans la figure 6.2, nous montrons la densité des €lectrons dans la molécule d'hydrogeéne. La
densité est large [0; 78]. La représentation que nous montrons est calculée sur une
approximation grossiere tétraédrique de I'ensemble de données composée de 22065 sommets
et 98304 tétraedres, qui ont été obtenu a partir d'une représentation multi-résolution basée sur
une hiérarchie tétraé¢driquesimbriquée.

S0 e - @

Figure 6.2. Iso-surfaces pour la densité d'électrons de la molécule d'hydrogene pour
diminuer les valeurs de champ pour montrer le comportement du champ, la densité, les
valeurs sont 75, 70, 60, 50, 40, 30, 30, 20, 20, 10, 10, 5 et 0, de haut en bas, et de
gauche a droite
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Dans la figure 6.3, nous montrons le comportement de distorsion pour le méme ensemble de
données grace a desiso-surfaces desvaleurs de distorsion significative.

Notez que les valeurs de distorsion gamme de -6,58 a 11,89.Lorsque les valeurs de distorsion
sont proches de zéro, une grande partic du domaine cube est rempli avec les iso-surfaces

correspondant.

EE Dy

-
il e et

Figure 6.3. Iso-surface de distorsion de la densité d’électrons de la molécule d’hydrogéne
correspondant a la distorsion des valeurs algales a 9,6,4,3,3,1,3,1,0,-0,1,-0,2,-0,4,-2 et -4 a
partir de haut en bas et de gauche a droite.

Dans la figure 6.4, nous montrons trois tranches planes orthogonales des ensembles de
données indiquant la densité d'électrons et de la distorsion correspondante. Tranches plans
passent par le centre du cube autour de la molécule. Nous pouvons clairement apprécier de
toutes ces images comment la distorsion suit le comportement de densité du champ.

% @ - <

Figure 6.4. Trois tranches planes orthogonales, passant par le centre du cube entourant
la molécule d'hydrogene. De hauten bas: la densité d'électrons et les
distorsionscorrespondantes.
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6.3 Résultats obtenus en application

Dans ce paragraphe nous illustrons la notion de distorsion par des exemples réels ou lesobjets
contiennent un trés grand nombre de sommets. La visualisation de la distorsion s’estfaite par
un outil de visualisation 3D.Les exemples qui vont suivre sont des objets numérisés et stockés
dans une base de données. Pour chaque objet, un champ scalaire est défini sur les sommets
d’une triangulation de 1’objet.

Pour mieux comprendrela visualisation des données, nous représentons par des couleurs les
valeurs numériques. Lescouleurs varient du jaune pour les valeurs minimales jusqu’au rouge
pour les valeurs maximales. Le bleu représente les valeurs moyennes des valeurs.

Dans la figure 6.5, 1’objet contient 2896 sommets, et 12936 tétraédres. Le calcul de la
distorsion s’est fait en 130000 cycle de temps machine.

[ ——

Figure 6.5 (a) Maille originale (2896 sommets; 12936 tétracdres);

(b) Visualisation des valeurs de la distorsion; (c¢) Distribution des valeurs de la distorsion.
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Dans la figure 6.6, 1’objet contient 35937 sommets, et 163840 tétracdres. Le calcul de la
distorsion s’est fait en 4140000 cycles de temps machine.

TP S—

W . L [] [} ]

C—

(c)

Figure 6.6: (a) Maille originale (35937 sommets; 163840 tétracdres);

(b) Visualisation des valeurs de la distorsion; (c¢) Distribution des valeurs de la distorsion.
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6.4 Applications Possibles

Ferromagnétisme et Réactions Chimique

Quand la distorsion n’est pas nulle, un ferromagnétisme peut apparaitre. En effet, une
distorsion non nulle est une anomalie de I’espace que les atomes recherchent pour optimiser
pouravoir une plus petite valeur absolue de distorsion. On croyez que la distorsion est positive
(c.a.d. I’angle solide total autour d’un point est plus petit que 47); la molécule essaye de
remplir I’espace manquant et réagit avec d’autres matériaux qui peuvent réduire au minimum
sa distorsion. Ce phénoméne peut apparaitre au-dessous de deux aspects différents. Le
premier aspect est que le matériau réagit comme un aimant et un attire d’autres matériaux qui
peuvent réduire au minimum sa distorsion. Dans ce cas-ci on a un ferromagnétisme. On pense
que cette propriété explique que quelques alliages de fer et de nickel perdent leur
ferromagnétisme si leur structure spatiale est de distorsion nulle. Et d’autres matériaux quine
sont pas, au commencement, deviennent ferromagnétique une fois groupés dans un
alliagesous certaines proportions : comme 1’alliage de Heussler (61% de cuivre, 24% de
manganése et 15% d’aluminium). Dans ce cas-ci, la structure spatiale de 1’alliage est tordue
les matériaux susceptibles d’augmenter la distorsion de la molécule ne sont pas attirés. On
pense que les matériaux dont la distorsion est positive sont soit solides ou liquides. En effet,
en outre des autres forces dans une molécule, du manque de 1’espace dans la subsistance de la
molécule laisse tous ses atomes groupés ensemble et donc forme un solide ou un liquide. Le
deuxieme aspect est dynamique.

La distorsion change quand un atome est ajouté. Cette opération correspond, en particulier, a
une réaction chimique. On conjecture qu’une réaction chimiquea lieu pour optimiser la
distorsion globale dans les molécules rentrant en réaction. Ce fait est semblable au principe
d’énergie minimale. Naturellement 1’optimisation résultante dépend fortement de
I’environnement et des conditions sous lesquels la réaction se produit (pression, la
température, catalyseur, volume,. . . ). En outre, le catalyseur provoque une variation de la
distorsion. La molécule réagit en augmentant ou en diminuant ses valeurs de distorsion. Les
molécules échangent, par conséquent, leurs atomes afin d’optimiser leur distorsion, et les
atomes prennent la meilleure position géométrique (ceci correspond au choix d’une
triangulation (c.a.d. .les liens entre les atomes)). Quand la distorsion est négative, il y a, dans
R*, un espace supplémentaire encapsulé par la molécule. Dans ce cas-ci, la molécule réagit de
telle fagcon a maximiser sa distorsion pour s’approcher de zéro. Ce fait, peut expliquer le
faitque quelques cristaux ont un défaut dont leur structure et certains d’atomes sous
certainesconditions. Par exemple, on prend 1’exemple du cristal de NiOdioxyde de nickel dont
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lastructure est un trullis cubique régulier. Ce cristal est formé sous une température de 870%.
Quand les réactions sont faites avec apport supplémentaire dioxygene, le résultat de cristal a
un défaut d’atome en nickel, (voir [27]). On interpréte, ce manque d’atomes au moyen
d’optimisation négative de distorsion dans la structure en cristal.

Ferroélectricité
Si les atomes, dans une molécule, sont de nature différente et ont différentes altitudes dansR*

(on peut penser a une situation semblable comme sur la Figure 6:7).

Fig.6.7 Une surface linéaire par morceaux triangulées
représentant un champ scalaire 3D discrets sur un domaine de R*.

Le domaine élevé n’est pas un cube dans R*et un déséquilibre de charge se tient dans la
molécule. En conséquence une polarisation de la molécule peut apparaitre. Ceci est connu
pour le phénomenede ferroélectricité. Les physiciens expliquent ce phénoméne de
ferroélectricité par un déplacement du barycentre électrique de la molécule.
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Fig.6.8 Structure cristalline de titanate de baryum

La figure (6.8) représente le cristal de titanate de baryum dont le réseau cubique. Dans cette
molécule les atomes de baryum sont situés sur les sommets, les atomes dioxygene sontsitués
aux centres de faces et les atomes de Titanate sont situés au centre de cube. Sous une
température de 120°C, un moment dipolaire apparait bien qu’une absence totalede tout champ
extérieur électrique ou magnétique (voir [15]). En outre, I’expansion thermique n’est pas
homogene (cas anisotrope).

Dilatation thermique des matériaux

On considére une molécule d’une forme cubique ou les atomes sont distribués sur les
sommetset au centre du cube. Une telle distribution existe dans beaucoup de cristaux (par
exemple : Le sel NaCl et chlorure de césium CsCl comme le montre les Figures 6.9 et 6.10),
(voir[29]). Lefer et le cuivre ont également une structure cubique. L’augmentation de la
température d’atome est homogene si tous les atomes sont identiques, et non-homogene si les
atomes sont chimiquement différents. La quantité de la chaleur absorbée par chaque atome
estune valeur réelle et correspond a un champ scalaire T.
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Fig.6.9 Structure de CsCl Fig.6.10 Structure de NaCl

On suppose que le centre du cube est le centre d’un repére(0, T, J, fc’)3-dimensionnel cartésien.
Chaque atome a descoordonnées(x, ¥, z) dans 1’espace. La valeur de la température attachée a
chaque atome définit un vecteur (x,V,2z,t) dans R*. En conséquence la distance de chaque
atomeA; sur un sommet de I’atome a I’origine O est :

H0Alzs = [x2 +y2 + 22+ (t5, — )" = 22 + y2 + 22 = 104l 5 (6.1)

Ceci signifie que la distance de n’importe quel sommet de 1’origine augmente. Par
conséquentla forme géométrique devient plus grande. Cette propriété correspond a la
dilatation thermique bien connue des matériaux. Si tous les atomes sont de la méme nature, le
théoremeimplique que la molécule est de distorsion nulle et sa dilatation thermique est
homogene (cas isotrope).

Les physicistes, expliquent la dilatation thermique au moyen de vibrations d’atomes dont
I’amplitude augmente avec la température. De notre point de vue, en outre de la relation (6.1),
on peut donner une explication semblable en utilisant la distorsion. La distorsion
estgénéralement non nulle et dépend des valeurs du champ scalaire. La vibration est
provoquée par I’interaction entre les atomes de distorsion positive, avec les atomes dont la
distorsionest négative et ceci dans le but de minimiser la valeur absolue de la distorsion totale.

La signe de (tAE — t,) dans I’équation précédente n’a aucune importance car il est élevé au
carré.Ceci signifie que si la quantit¢ diminue alors une contraction de la forme globale
apparait (qui est normale) et jusqu’a ce que (tAE — tg) soit nul. Et si cette valeur devient

négative,alors une nouvelle expansion va commencer. Ce fait nous ramene a déclarer que
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n’importe quel matériel, dont la nature ne change pas avec la variation de la température peut
avoir des coefficients d’expansion négatifs, en outre de ses coefficients d’expansion positifs.

On note que les coefficients d’expansion dépendent de la température ambiante et changentde
maniere significative avec la température. Le coefficient négatif existe déja  pour
certainsmatériaux, comme ’eau dont I’augmentation de volume apparaisse pour un petit
intervallede la température de 0°C a 4°C. Son expansion 0°C le coefficient est—50 107°/K,
(voir [25]).D’autres matériaux ont des coefficients de dilatation négatifs. Par exemple, a la
température 100°K, les matériaux suivants ont des coefficients d’expansion négatifs : le
magnésium —0.2 107%/K le silicium —0.4 107%/K. A la température précédente d’autres
matériaux ont des coefficients d’une expansion trés petits (le diamant0.05 107¢/K,
I’alumine0.6 107%/K, carbures de silicium0.14 107%/K,...ext). Si on prend pluspetites
températures(< 173°C) ces coefficients deviennent certainement négatifs.
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Conclusion

Nous avons présenté une notion de distorsion pour les variétés tridimensionnelles
intégrées dans l'espace cuclidien 4D. Cette notion caractérise, comme la courbure d'une
surface, la géométrie locale de la variété d’image 3D. Nous avons également montré que la
distorsion peut étre appliquée pour des surfaces de formes 3D et caractérise les régions
concaves et convexes.

Nous pensons que les distorsions peuvent avoir des applications importantes en
physique et en chimie pour comprendre certains phénomenes liés a la structure de la maticre,
et a des réactions chimiques. En effet, le mod¢le standard de la structure de la maticre est un
modele discret 3D suivant les atomes qui sont liés par des liaisons pour former des molécules.
De nombreux problémes existent pour comprendre le mécanisme d'une réaction chimique. La
distorsion donne une nouvelle approche éventuellement pour comprendre ces réactions. Nous
citons par exemple la dilatation thermique, ferroélectricité de certains alliages, les réactions
chimiques, et la diffraction. En effet, la quantité¢ d'énergie absorbée par les différents types
d'atomes tout en chauffant une matiere est un champ scalaire dont la distorsion peut donner
une idée précise sur la question « comment la matiere est déformée et dans quelle
direction ?». Ainsi la dilatation thermique, ferroélectricité et ferromagnétisme peut étre étudié
sous de telles considérations. Nous pensons aussi que les conditions d’expérience suivantes
(température, pression, catalyseurs, ...) d'une réaction chimique entre les molécules et les
atomes sont disposées a minimiser la distorsion en fonction d’un ou plusieurs champs
scalaires liés a l'expérience. Ceci est tout a fait semblable au principe de minimisation de
I'énergie. Pour la diffraction, il est bien connu que pour des surfaces planes singuliéres sont
diffractées dans un cone tout en atteignant une singularité de courbure concentrée négative.
Le méme phénomene peut prendre dans le cas 3D ou la déformation est négative.

Dans nos recherches futures, nous allons concentrer sur des applications telles prouvées
certaines de nos déclarations précédentes. Des études scientifiques rigoureuses devraient étre
faites pour valider chaque énoncé. Pour un tel objectif, la collaboration avec différents
chercheurs dans différents domaines est nécessaire.
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