MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE

(W UNIVERSITE
LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

&

MOSTAGANEM | N|VERSITE ABDELHAMID IBN BADIS - MOSTAGANEM

Faculté des Sciences Exactes et de I'Informatique
Département de Mathématiques et d'Informatique
Filiere : Mathématiques

MEMOIRE DE FIN D’ETUDES
Pour I'Obtention du Diplome de Master en Mathématiques
Option : Modélisation, Controéle et Optimisation

THEME :
Analyse et Controle des

Systemes Bidimensionnels
et/ou de Lyapunov

Présenté par

L’étudiant : BENYETTOU Kamel

le 22 Mai 2017

Devant le Jury :
Présidentedejury : MIle KAISSERLI Zineb Maitrede ConférencesB  UMAB
Examinateur : Mr. GHEZZAR Mohammed Amine Maitreassistant A UMAB

Encadreur : Mr. BOUAGADA Djillali Professeur UMAB

Année Universitaire 2016/2017




Table des matiéres

Dédicaces
Remerciments
Introduction

Description des modéles linéaires de Lyapunov

1.1 Notions sur le produit de kronecker . . . . . . . .. .. ... ... . ..
1.2 Lavectorisation . . . . . . . . . . .. L e
1.3 La transformée de Laplace . . . . . . . . .. ... Lo o
1.4 Des généralités sur 'algebre linéaire . . . . . . . . .. .. ...

1.5 Apergu sur les systémes positifs . . . . . ..o oo oL

Les systémes linéaires de Lyapunov

2.1 Description des modeéles . . . . . . ... L

2.2 Controlabilité des systémes de Lyapunov . . . . . . ... ... ... ... ...
2.2.1 Cas 1: Systemes standards . . . . . ... ... oL Lo
2.2.2 Cas 2 : Systémes singuliers . . . . . . . .. ... oL Lo

2.3 Systémes fractionnaires . . . . . .. ... oo
2.3.1 Le cas ou le systéme est non singulier. . . . . . . ... ... ...

2.3.2 Le cas ou le systéme est singulier . .. .. ... ... ... ...



TABLE DES MATIERES 3
3 Controle a énergie minimale cas 1D 37
4 Controle a énergie minimale cas 2D 55
Conclusion et perspectives 62
Bibliographie 63



Dédicaces

A mes chers parents, pour tous leurs sacrifices, leur amour, leur tendresse, leur soutien
et leurs priéres tout au long de mes études.
A mes chéres sceurs pour leurs encouragements permanents, et leur soutien moral.
Mon encadreur pour m’avoir fait confiance en me proposant un sujet de recherche tres

Iintéressant.



Remerciments

Je tiens & témoigner mes sincéres remerciements a toutes les personnes qui ont contribués
de prés ou de loin au bon déroulement de ce travail de recherche :

- Mon encadreur Monsieur Djillali BOUAGADA, Professeur a I’Université de Mostaganem
pour la confiance qu’il m’a accordée en acceptant d’encadrer ce travail de master, pour ses
multiples conseils et pour toutes les heures qu’il a consacrées a diriger cette recherche.

J’aimerais également lui dire a quel point j’ai apprécié sa grande disponibilité et son
respect sans faille des délais serrés de relecture des documents que je lui ai adressés. Enfin,
j’al été extrémement sensible & ses qualités humaines d’écoute et de compréhension tout au
long de ce travail.

Nous tenons également & remercier les membres de jury pour ’honneur qu’ils nous ont
fait en acceptant de siéger a notre soutenance, tout particulierement :

Mademoiselle Zineb KAISSERLI, Maitre de Conférences "B" & I’Université de Mosta-
ganem de m’avoir fait ’honneur de présider le Jury de soutenance.

Monsieur Mohammed Amine GHEZZAR, Maitre Assistant "A" a I’Université de Mos-
taganem, pour ses conseils judicieux, les discussions fructueuses et son soutien de tous les
instants durant mon cursus universitaire.

Tous les Professeurs que j’ai rencontré a mes cétés durant tout mon cursus sans oublier
tout le personnel administratif.

Enfin, je ne peux omettre mes parents et ma famille dont I’afection et le soutien continus
ont constitué pour moi un socle sur lequel j’ai pu m’appuyer pour élaborer ce modeste produit

de recherche.



INTRODUCTION

La théorie de controle est une science mathématique qui analyse les propiétés d’un systeme
dynamique sur lequel on peut agir au moyen d’une commande ( ou controle ) dans le but de
I’amener d’un état initial donné & un état final souhaité.

Dans la modélisation de cette théorie, on peut avoir recours a des équations, systemes
différentiels ordinaires, aux dérivées partielles, fractionnaires et des problémes d’optimisation.
Pour cette raison, la théorie mathéematique de controle est & l'intersection de nombreux
domaines mathématiques.

Par exemple la conduite d’une voiture est un systéme dynamique controlé : le controle est
I’angle dt au voulant, les pressions exercées sur le frein et sur 'accélérateur et 1’état est la
position de la voiture sur la route.

Parmis ces types de systémes, on cite les systémes linéaires d’écrit par les équations :

Y(t) = CX(t) + DU(t)
oun X(.) € R*, U(.) € R", E,;A,B,C et D sont des matrices constantes de dimensions

{ EX'(t) = AX(t) + BU(t)

appropriées.

Ce dernier systéme est dit singulier si det(F) = 0 et standard si £ = I, nombreuses
sont les résultats qui ont été trouvé lors de 'analyse de cette classe de systémes en terme de
controlabilté, stabilité, observabilité, et positivité, pour plus de détails on se réfere a [1],
(7], [12], [13], [14], [15] et [16]. Une autre classe de systémes dits de Lyapunov souvant décrits
par les équations d’états

EX'(t) = AX(t)+ X(t)B+ FU(t)
Y(t) = CX(t) + DU(t)
ou F € R™; notons que dans le cas ot B = 0 on retrouve le systéme précédent.
Notre travail a été structuré en quatre chapitres, en plus I'introduction et la conclusion et

enfin des perspectives.



Dans le premier chapitre nous avons introduit les notions mathématiques de base ( Algébre
linéaire, le produit de Kronecker, la vectorisation, la transformée de Laplace ,...) pour pouvoir
étudier et résoudre les systéemes de Lyapunov. Le second a été consacré a la description
d’espace d’état notament la trajectoire, la réponse des systémes et des différentes conditions
nécessaires et suffisantes de la contrélabilité en utilisant la décomposition de Weierstrass dans
le cas ou l'ordre de dérivation du systéme est 1, ensuite pour le cas fractionnaire ou ’ordre
de dérivation a du systéme est arbitraire n —1 < o < n avec n € N*. Nous utilisons la
technique de vectorisation, issue de [1] et [2], et pour le systéme transformée nous dérivons
des caractérisation en réponses & nos questions posées.

Le troisiéme chapitre est consacré a 1’étude du probléme d’énérgie minimale unidimensionel
(1D) ou nous avons traité dans un premier temps le cas d'un systéme fractionnaire non
singulier pour ce faire nous nous sommes basé sur les références suivantes( voir [0] et [9] ),
une nouvelle approche caractérisant les résultats concernant 1’énergie minimale d’un systéme
fractionnaire singulier, ces derniers ont été illustrés par deux exemples d’applications suivis
de simulations numérique.

Le dernier chapitre traite alors le cas bidimensionel otl nous avons considéré la classe des
systémes discret-continu pour généraliser nos résultats. Nous terminons enfin notre mémoire

par une conclusion générale et des perspctives.



Chapitre 1

Description des modéles linéaires de

Lyapunov

1.1 Notions sur le produit de kronecker

En mathématiques, le produit de Kronecker est une opération importante pour le calcul ma-

tricielle. Il est ainsi dénommé du hommage au mathématicien allemand Leopold Kronecker.

Dans cette section, nous rappelons un nouveau type de produit matriciel tout en exposant

quelques de ces propriétés.

Définition 1.1.1 [/2/Le produit de Kronecker de deux matrices A € My, et B € My, est

la matrice A ® B définie par :

A®B =
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1.2 La vectorisation 6

Quelques propriétés du produit de Kronecker|!]
Soient A € My, 5, , BE€ My, C € Meget D e M.y,
1) Le produit de Kronecker est associatif c.a.d ,
(A B)@C=A® (B ()
2) Le produit de Kronecker est distributif par rapport a I’addition,
(A+B)@(C+D)=(AC)+ (A D)+ (B C)+ (B® D)

3) Le produit de Kronecker n’est pas commutatif,

(AR B) # (B® A)
4) Le produit de Kronecker est distributif par rapport au produit c.a.d,

(A® B)(C® D) = (AC ® BD)

5) L’adjoint,
(A® By = (4" BY)

6) Si A et B sont inversibles alors,
(A B ' =(A"1'® B
7) Si my = my et ny = ng alors,

det(A® B) = (det(A))™.(det(B))™
= det(B® A)

1.2 La vectorisation

Définition 1.2.1 [//Soit A € M,,,,, on associe & A le vecteur de mn lignes qu’on le note

par Vec(A) et qui est définit par :



1.3 La transformée de Laplace 7

V€C(A) = [CLH asy..... am1,12 ..... Am2 , A1p Amn

par un simple exemple : A:{ i) 45 ]

alors,

Vec(A) =

S OO =W

Exemple 1.2.1 Application aux équations matricielles :

1)AX =B & (I®A)Vec(X) =Vec(B)

2)AX+XB=C & (I®A)+ (B"®1I))Vec(X) = Vec(C)

) AX+YB=C & (I®A)Vec(X)+ (BT @I)Vec(Y) = Vec(C)
4) AXB=C <& (BT® A)Vec(X)="Vec(CO)

1.3 La transformée de Laplace

Définition 1.3.1 Une fonction de la variable t est dite causale, si elle est nulle pour t < 0.

Définition 1.3.2 Soit f une fonction du temps t causale, sa transformée de Laplace notée
F(s) est définie par :
+oo

F(s) = L(f(1) = f(t)edt

0
telle que s est un nombre complezxe.

F existe que si cette intégrale a un sens i.e converge.

1.4 Des généralités sur ’algébre linéaire

L’algebre linéaire est la branche des mathématiques qui s’intéresse a 1’étude des espaces
vectoriels et des transformations linéaires, elle sert aussi a la formalisation générale de la
théorie de systemes d’équations linéaires. Pour cette raison nous allons énoncer quelques

résultats classique qui vont nous étre trés utile par la suite.



1.5 Apercu sur les systémes positifs 8

Définition 1.4.1 Valeurs et vecteurs propres
Soit A€ My,,, , \ € R™ . On dit que Ay, ..., \p, sont les valeurs propres de la matrice A s’il
existe un X € R"™ telle que X # 0 vérifiant,

AX =X
et on dit aussi que X est le vecteur propre de A associé a la valeur propre \.

Définition 1.4.2 Polynome caractéristique

On définit le polynome caractéristique de la matrice A € M,, ,, par :

Pa(N) = |A = M,| = det(A — M)

Théoréme 1.4.1 Cayley-Hamilton
Soit P4(X\) le polynome caractéristique de la matrice A alors :

A annule Ps(N).

Définition 1.4.3 [/2JA est une matrice de Metzler A=[a;;] si a;; > 0 c.a.d les éléments
i)

hors diagonales sont non négatifs. .

Définition 1.4.4 [1//Soit A est une matrice carrée d’ordre n.
On dit que A est une matrice monomiale ou matrice de permutation généralisée si les entrées
de A sont tous nulles sauf wune, dans chaque ligne et chaque colonne, qui est strictement

positive.

Définition 1.4.5 Matrices équivalentes
On dit que A et B sont deux matrices équivalentes s’il existe deux matrices carrées inversibles
P e R et Q € R™™ telle que,

A= PBQ

1.5 Apercu sur les systémes positifs

Les systémes positifs sont des systémes dans la quelles les variables (entrants+sortants)

prennent des valeurs positives et dans la réalité beacoup d’exemples d’applications sont cités
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dans la littérature comme par exemple, les systémes de diffusion, réaction chimique, circuit
RLC et les systémes d’énergie minimale etc... Pour plus de détails on se réfere a [6], [12], [14]
et [15].

L’étude des systémes linéaires positifs différe dans plus de cas dans ’analyse et la synthése
des systémes dans le but que les conditions sont parfois différentes que dans le cas classsique.
La classe des systémes positifs est aussi récente, et notons que ce sont des systémes dont les
variables d’états sont par nature positifs. Dans ce cadre, les systémes positifs sont définis sur
des cones et non pas sur des espaces vectoriel.

Soit le systéme suivant :

{ X'(t) = AX(t) + X(t)B + Fu(t) (1)
Y (t) = CX(t) + Du(t)

(1) est appelé un systéme linéaire de Lyapunov a temps continu.

Définition 1.5.1 [/]/Le systéme (1) est dit internnement positif si et seulment si X (t) € R}"
et Y(t) € RE" pour tout Xo € RY™ et tout u(t)e RY"™ t > ty.

Lemme 1.5.1 [/2]Le systéme (1) peut étre transformer en un systéme équivalent standard

a temps continu (n.n entrées et p.n sorties ) :

{ X'(t) = AX(t) + Ba(t) @

Y(t) = CX(t) + Du(t)
avec X (t) € R i(t) € R™, Y (t) € RP",A € R B e R ¢ e R’ D e Remmm

Preuve : On utilise la vectorisation sur chaque équation du systéme (1) on aura :

{ Vec(X'(t)) = Vec(AX () + X(t)B + Fu(t))
Vec(Y(t)) = Vec(CX(t) + Du(t))

ce qui est équivalent a,

{ Vee(X'(t))

= Vec(AX(t) + X(t)B) + Vec(Fu(t))
Vec(Y(t))

= Vec(CX(t)) + Vec(Du(t))

ou encore,
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{ Vee(X'(t)) = (I, @ A) + (BT @ I))Vec(X(t)) + (I, @ F)Vec(u(t))

Vec(Y(t)) = (I, ® C)\Vec(X(t)) + (I, ® D)Vec(u(t))
donc,
X'(t) = AX (t) + Ba(t)
Y(t) = CX(t) + Da(t)

A= (L,oA+B'"®I,),B=(,®F).
C = (I,®0) , D = (I, ® D).
X'(t) = Vece(X'(t) ,Y(t) = Vee(Y ().

Théoréme 1.5.1 Si \; i = 1...n sont les valeurs propres de A et ji; j = 1...n sont les valeurs
propres de B alors \i+p; i, j = 1,2,...,n sont les valeurs propres de la matrice A et le vecteur

propre associé est T Q.

Preuve : A(z®y) =1, @A)+ (B"o1))(zr®y)
=I®A)@@ey) +(B"eI,)(roy)
=r® (Ay) + (BTr)®y
=TQNYy + prRy
=\i+p)r®y

donc A; + p; sont les valeurs propres de la matrice A.

Théoréme 1.5.2 [//Kaczorek
Le systéme (1) est positif si et seulment si : A et B sont des matrices de Metzler et F' € RY™,
CeRY™,DeR™.
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Exemple 1.5.1 Soit le systéme (1) avec les matrices suivantes :

v (1) )
e (0 5) e ()
o= (o)

A et B sont des matrices de Metzler.
F.,C et D sont des matrices a entrées non négatives.

On peut conclure donc que le systéme est positif.



Chapitre 2

Les systémes linéaires de Lyapunov

2.1 Description des modéles

Généralité :

On considére le systéme suivant :

{ EX'(t) = AX(t) + X (t)B + Fu(t) (3)
Y(t) = CX(t) + Du(t)

(3) est appelé un systéme linéaire de Lyapunov a temps continu.

{ EX(k+1)=AX(k)+ X(k)B + Fu(k) ()
Y (k) = CX(k) + Du(k)

(4) est appelé un systéme linéaire de Lyapunov a temps discrét.

dans les systémes (3) et (4) :

A et B sont appelées les matrices d’état.

F' est la matrice d’entrée.

C est la matrice de la sortie.

D la matrice de transmission.
Dans ce chapitre nous allons nous intéressé a 1’étude des systémes de type (3).

Pour analyser les systémes de type (3), nous allons utiliser la technique de vectorisation

pour adapter nos critéres de controlabilité que nous enoncerons par la suite.
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Soit :

{ EX'(t) = AX(t) + X(t)B + Fu(t)
Y (t) = CX(t) + Du(t)

On s’intéresse a la premiére équation pour vectoriser,

Vec(EX'(t)) = Vec(AX (t) + X(t)B) + Vec(Fu(t))
S (I, EWeeX) = (I, A) + (BT @ I))Vec(X(t)) + (I, ® F)Vec(u(t))

o EX'(t) = AX(t) + Fu(t).

de méme on trouve :

ou :

donc le systéme (3) est un systéme équivalent a un systéme (5) qui est :

(5)

EX'(t) = AX(t) + Fu(t).
Y(t) = CX(t) + Da(t)

Remarque 2.1.1 De la méme maniére on peut transformer le systéme (4) en un systéme

(6) équivalent :

> (6)

EX(k+1) = AX(k) + Fu(k).
Y (k) = CX(k) + Diu(k)

Définition 2.1.1 *le systéme (5) est dit singulier si det(E)=0.
*le systéeme (5) est dit standard ou explicite si det(E) #0.
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Définition 2.1.2 [//Un faisceau de matrices est une matrice dont les coéfficients sont des
polynomes de degré 1.
On dit que le faisceau correspondant aux matrices E et A est réqulier si det( Es— A )#0.

Dans le cas contraire, il est dit singulier autrement dit det( Es— A )=0.

Définition 2.1.3 Le systéme (5) est dit régulier si et seulment si son faisceau est régulier

pour certaines valeurs de s dans C.
Nous nous basons sur [1] et [$] pour rappeller le théoréme de la décomposition de Weirstrass.

Théoréme 2.1.1 Théoréeme de Weierstrass : Cas d’un faisceau régulier
Tout faisceau réqulier A+ AB peut étre réduit en une forme quasi-diagonale canonique (stric-

tement équivalente)

J+ A
NH1
N H2

NHs
ot la forme normale du premier bloc diagonal J 4+ Al est détérminée par les diviseurs élémen-

taires finis d’une fagon unique et les ’s’ derniers blocs diagonaux correspondent aux diviseurs

élémentaires infinis ji, ...... by AVeEC :
10 0 010
Nt = MM H = -~ 10 + 01 1
0 1 0 0
1 1 00
_ 11
N 0 1
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2.2 Controlabilité des systémes de Lyapunov

Dans cette partie nous allons étudié la classe de systémes linéaires de Lyapunov a temps
continu en séparant les deux cas possibles, autrement dit le cas singulier et le cas non singulier
successivement.

Avant de commencer, on rappelle qu’on a montré que le systéme (3) est équivalent au

systeme (5) qui est :

EX'(t) = AX(t) + Fu(t).
Y(t) = CX(t) + Du(t)

Le systéme (5) est dit singulier si det(£)=0 et standard si det(F)#£0

2.2.1 Cas 1 : Systémes standards

Si det(E);éO, soit dans ce cas E est inversible donc,
X'(t) = E7YAX(t) + E-YFu(t).
Y (t) = CX(t) + Da(t)
X'(t) = GX(t) + HFu(t).
Y(t) = CX(t) + Da(t)

avec

= F'"A=EY,® A+ (B"®1,))

T Q
Il

E'F=EYI,®F)

@Y
I

(I, ® C

D = (I,®D)

Trajectoire d’états et réponse de du systéme

Soit le systeme (8),
X'(t) = GX(t) + HFu(t).
Y (t) = CX(t) + Dif(t)

avec la condition initiale X (to) = Xo.
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Nous allons chercher maintenant la trajectoire du ssytéme X (). nous donnerons ensuite
la réponse du systéme suivie des différents caractérisations de la controlabilité.
1) Trajectoire et réponse d’état :

On consideére le systéme (8) décrit par,
X'(t) = GX(t) + Hu(t). (8.1)

tout d’abord on va s’intersser & I’équation homogene qui est donnée par :

X'(t) = GX(t). (9)

Nous allons donner quelques définitions, propositions, et remarques dont nous aurons besoin

pour la résolution de I’équation (8.1).

Définition 2.2.1 [//On appelle une matrice de transition ( ou matrice de transition d’état

), Vunique solution de l’équation différentielle Y' = AY (t) satisfaisant la codition initiale

Y (to) qui est donnée par ®(t,ty) = eAlt—t0),

Proposition 2.2.1 [/0]la matrice de transition vérifie :
D' (t,t9) = AD(t,10).

O(t,t) =1

((t,t0) ™" = @(to, 1)

O(to, t1).D(t1,t) = P(to, 1)

Lemme 2.2.1 Soient :

Oy (t,ty) = exp(E Y1, ® A)(t —to))
et

Dy(t,ty) = exp(E7(BT @ L)(t — ty))

Les matrices de transitions du systeme X'(t) = E-Y(I, @ A)X(t) et X'(t) = E-Y(BT

I,) X (t) respectivement , alors la matrice ®(t,ty) définie par,

B(t, 1) = D1 (, t0)Ps(t, to)
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est la matrice de transition du systéme (9) et toute solution de (9) est sous la forme :

X(t) = @(t, 1o)X (to)
avec X (tg) la condition initiale du systéme.

Preuve : Pour que ® soit la matrice de transition du systéeme (9) elle doit vérifier :

P'(t) = GO(t)

d’ou,
'(t,tg) = Pi(t to)Pa(t, to) + Pu(t, t0) P5(t, t0)
= E7MI, ® A)®1(t,t0)a(t, to) + D1 (t, to) B~ (BT @ L,)0s(t, o)
= (E'(I,® A) + E7/(B" ® I,))®1(t, to) Pa(t, to)
o
par suite,

(I)/(t, to) = = Gq)l(t, to)q)z(t, to)

et donc ®' = G®, P est la matrice de transition de (9) et il est claire que X (t) = D(t,t0) X (to)

est une solution de (9).

Théoréme 2.2.1 Soit ®(t,ty) la matrice de transition de (8.1), alors la solution unique de
(8.1) avec la donnée de la condition initiale X (to) = Xo est :
t
X(t) = ®(t, to) [X(to) +/ D(to, 7)EH (I, ® F)u(r)dr
to
Preuve : Pour cela nous démontrons ceci en deux étapes :
Etape 1 : La solution de ’équation homogéne qui est donnée par :
X'(t) = D(t,to) X (to)

Etape 2 : La solution de I’équation non homogéne :

X'(t) = GX(t) + Hu(t)
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Dans ce cas, la méthode utilisée pour trouver la solution est la méthode de la
variation de la constante, Soit pour : X (to) = Z(t),

X(t) = ®(t, 1) Z(t), avec Z(ty) = X(to) alors,

~

X (t) = (t,t0)Z(t) + P(t, to) 2 (t)
d’ou,

L équation d’évolution X'(t) = GX (t) + Hu(t) se transforme donc en,

(I, © A) + (BT ® L,)®(t, o) Z(t) + ®(t, to) Z'(£) = GB(t, to) Z(t) + Hi(?)

et comme G = E-((I, ® A) + (BT ® I,,)) il s’ensuit,

O(t,t9) 7' (t) = Hu(t)

d’ou,
O(t,t0)Z'(t) = Hu(t)
ou encore,
Z'(t) = (®(t, to)) " Hu(t)
donc,
Z'(t) = ®(to, t)Hu(t)
par suite,

Z(t) = Z(ty) + /t O (to, 7)Hu(T)dr

to

par conséquent X (t) sera,

X(t) = ®(t, to)(Z(to) +/t O (tg, 7)Hu(r)dT)

et comme Z(tg) = X (to) la trajectoire sera donnée par,

X(t) = exp(EI, ® A) + E-N(BT @ I,))(t — to)) (X (to) +

/ exp((B-(I, ® A) + B-Y(BT @ L))t — 7)) B~ (I, ® F)i(r)dr)

to



2.2 Controlabilité des systémes de Lyapunov 19

et la réponse du systéme est cependant,

Y(t) = (I, ® C)X + Diu(t)

Analyse et propriétés des systémes linéaires de Lyapunov

Dans ce paragraphe notre soucis est de traiter et analyser la controlabilité des systémes
de la forme (8.1) .
Nous donnerons la définition d’un systéme controlable pour ensuite établir quelques lemmes,

théorémes et caractérisations.

Probléme posé,
Etant donnee deux états X (o) et X (¢ 7), la question est la suivantes : Peut-on trouver un
moyen ou une commande qui peut transférer 'état du systéme de I'état initiale X (fo) vers

I’état finale X(tf).

Définition 2.2.2 [12/Un systéme est dit controlable si et seulment si : VX, ,V)?f , VI'>0
fini,

() : [to : T) — R™ / X (T, Xo,0) = X; .

Définition 2.2.3 Sous-espace de cotrélabilité :

On définit le sous espace vectoriel , noté L. qui contient toutes les états contrélables, comme
suit :
~ —~ t ~
L.= {X /X(t) = / ®(to, 7)E (I, @ F)u(r)dr, U(t) : [to: t] — Rm"}
to
L. est dit sous-espace de cotréolabilité.

Proposition 2.2.2 Soit L. le sous-espace de controlabilité alors :

L. = Imyp
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Lemme 2.2.2 [’espace L. est G-invariant.
c.a.d : VX €L, = G X €L,

Preuve : On suppose que X €L, il existe donc un vecteur v tel que :

X = [H,GH, .............. ,G"“Hh
alors GX = G[H,GH, .............. ,G”Q_lH}v
- [GH, G2H, oo ,G”2H]7

et par le théoreme de Cayley-Hamilton nous aurons,
G = ana,lG”Ll + anz,QG”Q*Z F o, + asG? + a1G* + agl
alors,
GX = GH (v, + ary,) + G*H(vy+ azy,) + ...... + G”Q_lH(fyn + an2_17,)

ce qui implique,

GX € Vec{GH, .............. ,G”2‘1H}
GX € Vec{H,GH, .............. ,G”“H}
GX € Imyp

GX € L.

Définition 2.2.4 Le systéme (8.1) est dit complétement contrélable si et seulment tous les

états sont controlables.
Lemme 2.2.3 Le systéme (8.1) est dit complétement contrélable si et seulment si L. = R™.

Preuve :
<) Supposons que L. = R™ et montrons que (8.1) est complétement controlable
cad: VX, VX, 370 / X(T, Xo,0) = X, .
Par hyphothése L, = R™ i.e : tout élément X de R™ est dans L,

d’ou :
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t
X(t) = / ®(t,7)E~ (I, ® F)u(r)dr, avec I'éxistence de U

to

Xi(t) = X(T,X,,0)

Xi(t) = ®(t,to) X(O)+/t<1>(t,T)E—1(ln®F)a(r)dr

to

Xi(t) - ®(t to) X(0) = / t@(t,T)Efl(Jn@;F)a(T)dT
T(ZRW N

X(t) = / t@(t,T)E—l(fne;F)a(T)dT

to

d’otul le systéme est complétement controlable.
=) Inversement on suppose que (8.1) est complétement controlable et on montre que
L.= R™.

Sachant que (8.1) est complétement controlable donc,

VX, VX130 / Xi = X(T,Xo,0)

= (L, 1) X(0) +/t<I)(t,T)E_1(In ® F)a(r)dr

to

Pour un cas particulier on prend fX(O) =0,

Soit alors,

X, = / (1)L, @ Fya(r)dr

to

par conséquent,

X, € L,=R™

Théoréme 2.2.2 Le systéme (8.1) est complétement contrélable si et seulment si :
Ni—o .- ker H* exp(G™) = {0}

Preuve : Pour prouver ce théoréme, on se base sur le lemme précedent, on doit alors montrer

que :
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L.=R™ & Mo, ker H* exp(G*) = {0}

=) Supposons 3X £0 / X € Mo, ker H* exp(G*) = {0} c.ad Ni—gn_1 H*G* X = {0} .

Si on suppose que L. # R™ et Mo, ker H* exp(G*) = {0} c.a.d,
Soit z € L, :
t
z_/qmmﬂr%h®Fmﬁmrmmaa

to

Calculons

< X :‘/¢@ﬂE(I®F)(M@X>
< :/ &(t, 7)HU(1), X > dr
< :/ T), H*®*(t, T)X>—d7’

comme un cas particulier on peut prendre :
U(r) = H*®*(t,7)X
par suite :

¢
< 2z, X > :/ < H*®*(t,7)X, H*®*(t,7)X > dr

to

t
to
< z,)? = —=O0car X € ker ®*(¢, 7)

t
<AX>=O$/wW@@ﬂW%:O
to

Y

t
/ [|[H*®*(t, 7)X||*dr =0
to

= |[H*®*(t,7)X]|* =0
= [|X]|[=0
:>)?:0

contradiction avec X # 0.
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<)Soit z€ L.

- / (1,7 Ha(r)dr

to
et si on calcule < z, X+

¢
< 2z, X > =—</ O(t,7)Hu(r)dr, X >~

to

¢
<z, X > :/ < ®(t, 7)Hu(r), X = dr

to

t
< X :/ L), B (4 1)X = dr = 0

to
Ceci veut dire que z € X+ # Le.

et comme précédement on prend,
U(r) = H*®*(t,7)X

On trouve cependant X = 0 ce qui tombe en contradiction avec (8.1) est complétement
controlable.

2.2.2 Cas 2 : Systémes singuliers

Soit le systéme (5) suivant :

{ EX'(t) = AX(t) + Fa(t). (5)
Y (t) = CX(t) + Da(t)

Dans ce type de systémes on a det(F) = 0, c.a.d on ne peut pas inverser cette matrice

pour déduire les conditions de contodlabilité .
Comme E n’est pas inversible on utilise d’autres techniques pour étudier ce systéme
Supposons que le faisceau du systéme est régulier pour certaines valeurs s dans C.
Si cette condition est vérifiée alors il existe deux matrices non singuliéres P € R

et
Q € R telles que le systeme (5) peut étre décomposer en deux sous systémes :

1-Un sous systéme lent :

G X1 (t) + Hyu(t).
6171 (t) -+
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2-Un sous systeme rapide :

{ NX,(t) = Xo(t) + Houl(t).
Yo(t) = CoXo(t) + Dati(t)

ou

E=PEQ = {I"l 0|, Nermm

0 N |
G-prag=|% 0| G ermm
0 I, |
T — — Fl ng.nm
H = PH = {FJ,GleR

6: CQ = [ 61 62 ] ,61 € Rnp.n1,€2 € R"p-12
Y=Y, + Yy, n, =deg(det(Es — A)) +1,n, +n, =n?

N est une matrice nilpotente d’indice de nilpotence y avec : p = rg(E) —deg(det(Es— A))+1.

Trajectoire et réponse d’état :
On considére le systéme singulier (5) qu’on peut décomposer en deux sous systémes (9)
est (10).

Le sous systéme (9) est un systéme classique dont on connait sa solution,

X (1) = B(t, 1) (X1 (0) + / B(to, ) Hyii(r)dr )

to

et sa réponse qui est donnee par,

?1(t) = 61 q)(t, to)(yl(O) + /t (I)(t(), T)Hla(T)dT ) —1—516

to

Pour donner la trajectoire et la réponse du systéme rapide on vas utiliser la technique
suivante :
On suppose que 7 € ¢(*~! I'ensemble des fonctions (1 — 1) fois continument différentiable. En

dérivant et en pré-multipliant par N la premiére équation du systéme (10) c.a.d :
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!/

N(NX,(t)) = N(Xa(t)+ Hau(t))'.
N(NX,(t)) = NXy(t)+ NHatl (t).

par récurence on trouve
NP (@) = NRUXETN) £ N (1),
NeIX VTV = NEIXETR) 4+ NETHLER ().

~p—1

NI () = ozN“’lyg_l(t)JrN”‘lﬁQu ().

En sommant les équations précédentes on obtient,

pn—1
Xo(t) = — Z N'Hyu'(7)dr
i=0
donc la réponse est,
pn—1
Vy(t) = —Cy Y  N'Hqu'(r)dr
i=0
Finalement, la trajectoire d’état est,
X(t) = QX(t)

et la réponse sera alors,
Y(t) = CQX(t) + Du.

Donc la solution du sytéme (5) avec la condition initiale est donnée par la formule suivante,

() = Q{ﬂ (@(t,to)(71(0)+ / tcp(to,f)ﬁlamdf))

to

to

{ I(i ] <—§Niﬁ2ﬁ(7)d7 +32a)

1=0

V() = 6@{%] (@(t,tg)(71(0)+ / oty YA ) +Ela)
Q@
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Contolabilité :
Pour la contrélabilité des systémes singuliers la définition reste la méme comme dans le
cas non singulier, mais nous dérivons une proposition qui vas nous aider & tester que si un

systéme singulier est controlable ou pas.

Proposition 2.2.3 [5]/Le systéme (5) est controlable si et seulment si 'une des conditions
sutvantes est vérifiée :

1) Le sous systéme lent et le sous systéme rapide sont, alors les deux contrélables.

2) Si :

rglls — Gy, Hi| = ny.

rg [N, Hy] = ny, avecni +ny =n’
3)Si :

rg [ES—G,H] = n?

rg [E,H] = n’

Preuve : Pour démontrer la proposition on s’est basé sur la référence [3].

2.3 Systémes fractionnaires
Soient les deux systémes suivants :
DX = AX +XB+ FU (11)

et :
ED*X = AX +XB+ FU (12)

Un systéme fractionnaire de Lyapunov (11) ou (12) est un systéme différentiel dans ’ordre
de dérivation est une fraction.

Le systéme (11) est un cas particulier de (12) quand : F = 1.
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Pour étudier et donner la solution et la réponse des systémes fractionnaires de Lyapunov
on doit d’abord passer a la transformation du systéme par vectorisation.

Soit le systeme (12) :

ED*X = AX+XB+FU
Vec(ED*X) = Vec(AX + XB+ FU)
(I, ® EYWee(D*X) = (I, @ A + B" @ I,,)Vec(X) + (I, ® F)Vec(U)

On note :

E = I,®E)
D°X = Vee(D°X)
A= (I,A +B 01,
F = (I,®F)
U = Vec(U)

donc le systéme (12) est équivalent & :
EDYX = AX + FU (13)
Avant de commencer, on préfére rappeler quelques notions de la théorie des intégrales
fractionnaires et la transformée de Laplace.
Définition 2.3.1 [/5/La fonction définit par l'intégrale suivante est définie par
+oo
['(x) = / t*“te~tdt, Re(x) >0
0
est appelée la fonction gamma, elle vérifie la propriété : T'(x + 1) = aI'(z).

Définition 2.3.2 [/5/La fonction de Mittag-Leffler a un-paramétre est définie par :

+o0 33k
Bal®) =2 Tak 1)

Définition 2.3.3 [/7/La fonction de Mittag-Leffler a deux-paramétres est définie par :

“+o00
IL‘k

Eqp(z) = Z m

k=0
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Remarque 2.3.1 La fonction de Mittag-Leffler généralise la fonction exponentielle, elle est

aussi trés utile pour la résolution des équations aux dérivées fractionnaires.

Définition 2.3.4 [/5]La dérivation au sens de Caputo
Soit f une fonction de classe C™ [a;b] ,n — 1 < a < n avecn € N*.
La dérwée fractionnaire de la fonction f au sens de Caputo est définie par :

DUf(t) = JOD"f(x)

1 ! nelea
S e A R G

Théoréme 2.3.1 [/(]La transformée de Laplace de la dérivée de f au sens de Caputo est :

n

L(Df(t)) = s"F(s) =Y s**fD(0)

= $°F(s) - ni Ea A ()
Preuve : Soit n — 1 < o < n avec n € N*, -
LD f0) = e [ = i
- r gt = )
= Fm O L)

_ 1 ['(n—oa) () — - gn—k f(k=1)
Fona <F<> > s <o>>

_ SQF(S) _ i Safkf(kfl) (0)
k=1

n—1
= $"F(s) = > s“Ff0(0)
k=0
maintenant on va définir un type de matrices qui est important pour donner la trajectoire

et la réponse du systéme (13) .

Définition 2.3.5 [//On appelle une matrice fondamentale du systéme (13) la matrice sa-

tisfaisant les équations suivantes,
Eﬁbz - Zﬁbzel = doil
OE — 1A = bl
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ot dg; est le delta de Kronecker définie par,

s [ 1 sii=0
71 0sii#0

Proposition 2.3.1 [1]Si E est singulier alors :

+o0o
(Esa . g)—l — Z ¢i8—a—ia
==

et o, = 0, pouri < -p
Remarque 2.3.2 1) Si E =1, alors :

¢, = 0, pouri <0

et ¢, = A", pouri >0

2) Si E est inversible :

(Bs®— A" = (I—(s“EA)'E~ s

“+oo

_ Z (E—lg)iE—ls—a—ia

T=—

On peut déduire donc,

¢; = 0, pouri <0
$o = E
6 = (B A)gy = (EA)E™

¢2 = (E—lng:(E—lZfE—l

¢ = (Eilg)ﬁbi—l:(ﬁilg)iﬁil ,1=0

On cherchera cepandant la solution et la réponse du systéme (13) :

EDX = AX 1 FU
Par application de la transformée de Laplace a ’équation (13) :

L(ED“X) = L(AX(t) + FU)
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il s’ensuit,

EL(D*X) = L(AX(t))+ L(FU(t))
— AL(X(t))+ FL(U(t))

n—1
E(s*X(s)= > s XP0) = AX(s)+ FU(s)
k=0
et si on note que,
n—1
ho(s) =Y 5" X®(0)
k=0

alors,

par conséquant,

X(s) = (Es® — A)"Y(Eho(s) + FU(s))

Nous considérons les deux cas pour résoudre (14) :

2.3.1 Le cas ot le systéme est non singulier

sachant que :

(I —\A) L= f </\A)Z
et : :
(Es® — A) = Es*(I — (Es®)~'A)
alors :
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donc,
Foo i
(Bs"— D) =Y (E*lfx) Eigoia (15)
=0
Si on remplace (15) dans (14) :
I . - e
X(s) = Y (E—%) Elsmomi(Ehy(s) + FU(s))
:-:og " N +00 . Nd o
= Y (BA) s mng(s) + Y (EA) B FO(s)
1=0 1=0

et par la transformée inverse de Laplace :

> i , I N~ e
LX) =1") (E*lfl) R OESY (E*1A> E-lsemFU(s)|  (16)
i=0 i=0
on obtient,
~ I N I N~ .
—1 _7-1 -1 —a—ix —1 -1 -1 _—a—i«
L (~X(s)) ~L ; <E A) sT R (s)| + L Z:; <E A) Elsmmo R (s)| (17)
X(t)
calculons :
foo . too ' n—1 oy~ ]
L1 Z (E_1A> s_a_who(s)] = L[t Z (E_1A> s_a_mz,sa_ - X(k)(O)
i=0 i=0 k=0 i
foo B n—1 B ]
= E_1A> L™ s_a_iaZsa_k_lX(k)(O)
i=0 L k=0 _
foo fn—1 _
=y E‘1A> L s—a—i%“"“”X(k’(o)]

1T
T
|

= O

S—a—ia—&—a—k—l)’z'(k) (0)]

1T
T
|

= O

E‘%) L griakmlx (0)]

I
/N N 7/ N /N 7/ N
Djlz
)
N—
=

i=0 L k=0
x L\ nl pioth =

= E~ A) — X (0
— i+ k+1) ()

alors :

L—l

+o0 ] +oo ;n—1 fiatk

> (BA) (o) = 30 (BA) Y e X0 9

=0 =0 =0
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On rappelle que le produit de convolution f et g est noté par (f * g) et est définit par :

f*xg= /Otf(t —7)g(T)dT

ensuite :
— 14 i~7 —a—ia T _ — — 14 i~7 —a—ia T T
L Z{;@ 1A) Elsomipy(s)| = i:oL ! {(E 1A> Els FU(S)}
— R R i —a—ia 7T
-3 (E 1A) Bl [3 FU(S)]
= S (BA) B < L [FO)
=0
T i~ a(i+1)-1 e
2 (E—lA) E—lm*ﬂ](ﬂ
+oo
(

i [t (= r)alEL
E A) E /OW.FU<T)T

finalement on trouve :

+o0 i 400 ; ¢ _ya(i+1)-1
- E'A) E7'F = E1A [ A
L ZO (BA) B Fu(s)| = ZO (£4) /0 S )
Substittution de (18) et (19) dans (17) donne :
- = ,n—1 fiotk ~

t (t o T)a(i+1)—1 - o

—i—;(ﬁlj)i/o WEA-FU(T)

Ceci nous permettra de conclure le théoréme suivant,

Théoréme 2.3.2 La solution du systéme (13) est donnée par :

+0o n—1 tioz+k -

X0 = 3 () X mm e ©

7=0 =

- é (B14) /O t <tF—(aT(>:j+_;)))‘l E-LFO(r)
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et sa réponse est,

OB 6(2 (E_lg)z F(zathrk:%—l) N(k)(o)_|_
+0o ~ t (¢ T)a(z+1) 1 ==
;(E A)/O Tt © FU0)
+DU(1).

2.3.2 Le cas ou le systéme est singulier

Si E est une matrice singuliére, alors on doit utiliser la proposition (2.3.1) :

+00
(Esa . AV)—l _ Z ¢i8—a(i+l)

T=—

Nous utilisons cette proposition dans (14),

+o0o —+o00
X(s) = > s U IEh(s) + ) ¢ps *TVFU(s)

i—fu T=—p
+oo
— Z ¢ S*Ot(’kkl EZ a—k—1 (k) ) + Z (bz-sfa(Hl)FU(S)
i=— =—U

ici on vas utiliser les proprités de ¢, telle que dans [1] et [2] :

+oo n—1
Z¢is—a(i+l)EZSa k— 1 +Z¢ S—a (i4+1) FU( )

k=0
n—1 o

+ Z ¢ s —a(—i+1) E Z Safkle(k) (0) + Z ¢7i8a(i_1)FU(8)
k=0 1=0

puis par la transformée inverse de Laplace,

_ +oo n—1 tw‘+k ~w
X)) = ZZ Flia+k+1) ¢EX ©)
=0 k=
t _ T)a(i+1)—1 .
—FU d
*Zd’/ ality) LU
© o n—1 o
+3 ¢, [FU@) D 43 50D EX®(0)
=0 k=0

donc la solution du systéme (13) singulier est donnée par le théoréme suivant,
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Théoréme 2.3.3 La solution du systéme (13) singulier est :

_ 400 n—1 ton_k ~(k)
X)) = ZZan—i-k—l— 4:EX ©
=0 k=

)a(z—i—l)—

S [ Z_Wmdf
+Z¢

(z Da Zéza 1EXk)

et la réponse par,

Y(s) = CX(t) + DU(t)
Controlabilité des systémes fractionnaires
Pour 0 < a < 1, On peut reformuler la solution du systéme (13) non singulier comme suit :

X = D)X + / "o(t — ) EU(r)dr

Q

I~

@

o

i

o

—~
N—

|
hgh

(EIA')'F(,L;?«))

= i+ 1)
+oo ~ (- T)a(i-l—l)—l ~
o(t) = > (E A) Ty ¢

Théoréme 2.3.4 Le systéme (13) est dit controlable si et seulment si la matrice
W, = / VFFT®T (r)dr (21)
est symétrique définie positive donc inversible.
Preuve : Tout d’abord on prend le controle u(t) comme suivant :
Ud(t) = FToT(t; — )W, ' X, (22)

Pour un cas particulier X (0) =0 :

)Z(tf):/o O(t; — 1) FU(7)dr (23)
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En remplagant (22) dans (23) on trouve alors,

t
X(ty) = /0(I)(tf—T)FFT(I)T(tf—T)WC_ledT

t

= / Oty — T)FFTO" (ty — 7)dT W' X,
0

- WW X,

:Xf

d’ou (13) est controlable.
Inversement, On suppose que (13) est controlable et montrons que W, est inversible. Pour

cela on démontre que W, est symeétrique définie positive.

c

wl = ( /U Oty — T)FFT® (t; — 7)dr)"
- /O (@(t; — VEFT®" (t; — 1)) dr
= /t Oty — T)ﬁﬁTCI)T(tf —T7)dt

= W,

donc W, est symétrique.
W, est définie positive ?

On suppose qu’il existe y # 0 telle que :
t
< y Wy = < / y oty — T)FFT®" (t; — 7)ydr >
0
t
<y Wy = [ Il et - n)F |Par
0
< y,Wey> =20

Ici nous avons démontré que W, est semi-définie positif, il nous reste & prouver qu’il est non
nul.

Par I’absurde : Si W, n’est pas définie positive alors Jy # 0 telle que :
yTny =0

donc :

y oty —1)F =0
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On choisit X(0) = (®(t)) "y, comme (13) est controlable donc il existe un controle qui

transfere X (¢ 7) vers Porigine X(tg) =0
0 = Xitg) = Bt 0) (@000 g+ [ 0, )
0 = y+ /Ot &ty — 1)FU(1)ydr

En multipliant par y7 :

t
0 = yTy+ / YTty — 7)EU(r)ydr
0

0 = y'y

ie : y = 0 contradiction avec y # 0, donc W, est définie positive par conséquant il est

inversible.



Chapitre 3

Controle a énergie minimale cas 1D

Le monde industriel connait actuellement un énorme développement technologique sous
leffet de la concurrence et des besoins de plus en plus exigeants du point de vue qualité et
performance. En grande partie, ce progres est dit au développement qu’a connu la recherche
fondamentale dans divers domaines tels que ceux de l'analyse numérique et de la théorie
des systémes. Tout ceci a permis de mettre en ceuvre des méthodes et des approches trés
complexes pour 'identification et la commande des systémes. Le développement des méthodes
mathématiques en général a été et sera toujours nécessaire pour la résolution des problemes
de plus en plus complexes posés par la physique et les sciences de I'ingénieur.

Notons qu’une analogie entre un systéme linéaire standard et un systéme linéaire singulier
tous deux & temps continu a été faite, pour déduire que tous les résultats sur le controle des
systémes linéaires standards sont étendus au cas des systémes singuliers, et ou fractionnaires
a déférences de conditions.

On considére les systémes linéaires invariants dans le temps (LTI) standards ou singuliers
unidimensionnels et le probléme est comme suit : Trouver un vecteur de controle u (t) qui
conduira le vecteur d’état z (t) d’un état initial & un état final en un temps final fixe t,
enminimisant un cott fonctionnel.

La technique utilisée est ’application du Gramian. On procédera & la recherche d’un indice
de performance pour chercher le contréle minimale. L’approche sera étendue aux systémes
2D voir dernier chapitre.

Nous nous s’interessons dans cette section au calcul de I’énergie minimale pour un systéme

fractionnaire. Dans notre étude, nous allons regarder les deux cas possibles , autrement dit
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le cas ou la matrice E est inversible et le cas ou elle n’est pas inversible.

1-Cas de systéme non singulier
Soit le systéme suivant avec o entre 0 et 1 :
ED*X = AX + BU (24)
La solution de ce systéme est donnée par :

X(t) = ®o(t)Xo —|—/t<I>(t — 7)BU(7)dr

+00 . Yo
avec Dy(t) Xy = Z(E—IA)ZmX(O)zEQ(E—IAtG)
+o0o ; _Ta(i+1)—1 L
o0 = 3 e

ou E,(E~'At*) désigne la fonction de Mittag-Leffler de (At®).

Définition 3.0.6 Le systéme (24) est controlable en temps t avec 0 < t < ty s’il existe un

controle U(t) € R™ qui transfére ce systéme de ’état initiale vers l’état finale.

FORMULATION DU PROBLEME
On considére le systéme fractionnaire (24) avec A et B deux matrices de dimensions n.
Si le systéme est controlable alors il existe plusieurs contréles u(t) qui minimise I'indexe

de perfomance noté,

ty
I(u) = / u(T)  Qu(r)dr
0
telle que, la matrice () est symétrique définie positive.
le probléme d’énérgie minimale peut s’exprimer comme suit :
Etant donné A, B,Q € M, , aet Xo € R" et t; € R". Trouvons u(t)e R™ qui transfere
Xo vers Xy € R et qui minimise I'index de perfomance I(u).

Pour résoudre ce probléme, on définit la matrice suivante :

Wit Q) = /0 7 B(t — 1)BOB S (1 — r)dr (25)
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Le systéme (24) est supposée controlable dans ce cas :
u(t) =Q 'BT®T(t —T)WIX, VYt e€[0,t] (26)
avec () une matrice définie positive.

Théoréme 3.0.5 [17]Soit u(t) € R™ un contréle pour le systéme (24) qui transfére X, vers

Xy. Alors u(t) définie dans (26) déplace aussi notre systéme de Xy vers X et il minimise

Uindex de perfomance : I(u) < ().

Preuve : Dans la solution du systéme (24) avec un cas particulier Xy = 0 et on remplace

u(t) par u(t) :
t
X(t) = / B(t — ) Bi(r)dr
0
t
= / ®(t —7)BQ 'BTOT(t — 1)W X dr
0
t
= / ®(t —7)BQ 'BTOT(t — 7)dTW X,
0
— WWX,
Comme (t), u(t) transfere X, vers Xy alors :

X(t) = /0 B(t — ) Bi(r)dr

- /0 "O(t — 1) Bu(r)dr
il s’ensuit : t
/0 Bt — ) B(E(r) — i(r))dr = 0 (27)
On transpose (27) : t
/0 (@(r) — 6(r))T BTS¢ — 7)dr = 0 (28)
et on multiplie (28) par WX :
/O t(a(f) — ()" BT®T(t — )W Xydr = 0

/0 (w(r) —u(r) "' QQ'BT®"(t — r)W ' Xydr = 0

/0 (a(r) — a(r)) " Qidr = 0
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Calculons :

/O (@(r) — a(r)) Qa(r) — a(r))dr = / (a(r) — a(r))" Qu(r)dr

~ /O (@(r) — a(r) T Qa(r)dr
_ / (@(r) — @(r))" Qu(r)dr
— /0 (1))’ Qu(r)dr — /0 (a(r)" Qu(r)dr

On remarque que :

I(u) = I(u) + /0 (@(r) —a(r))" Q(a(r) - a(r))dr

comme () est une matrice définie positive alors :

Pour trouver la valeur minimale de 'indexe de perfomance on remplace u(t) dans I(u) :

I(u) < 1(u)

1@ = / @) Qa(r)dr

0
t
=/ X{We(t —1)BQ'QQ BT (t — 7)W ' X dr

t

= Xjw! / d(t —1)BQ'QQ BT (t — 7)dTW X,
0

= X;W'WwlX;

= XWXy

Maintenant nous résumerons cela par l'algorithme suivant,

Procédure :

Etape 01 :
Etape 02
Etape 03 :
Etape 04 :

Sachant la matrice A€ M, calculer ®(t — 7).

: Calculer W connaissant A, B, () et t; donné.

Calculons u(t).

On calcule la valeur minimale de I'indexe de perfomance I(u).
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Remarque 3.0.3 Pour un cas particulier lorsque o =1 :

t
W(ts, Q) = /eElA(th)BQ1BT€(E1A)T(th)d7.
0
Q) = Q IBTeE A G-ty dr

(@) = XWXy

2-Cas d’un systéme singulier ( E non inversible )
On considére le systéme suivant :
ED*X = AX + BU (29)

La technique de Weierstrass est cepandant utilisée pour décomposer (29) en deux sous
systémes simples a étudier.

d’apreés la décomposition de Weierstrass il existe deux matrices inversibles P et F telle

que :
I, 0
PEF = |'f } (30)
[ A o0
PAF = 0 I, }
_ [ B
PB = B, }
X = Fx, = | AU
KXoy
et de (29) et (30) On obtient :
D")Nfl = Al)N(I + Blu (31)
et :
ND“Xy = X, + Bou (32)

ou N est une matrice nilpotente d’indice pu.

L’énergie minimale du systéme (29) sera donc la somme d’énérgie minimale de (31) et

(32).
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Pour le systeme (31) sil est controlable, la formulation du probléme d’énérgie minimale se

fait comme le cas du systéme (24). 'expression de I(u) dans ce cas ,

I(u) = / "ty — ) u(r)T Quu(r)dr

avec (1 une matrice symétrique définie positive.

La solution du systéme (31) est donnée par :

~ ~ tiy

Ta(t) = Ea(t"A) o + / (try — 1) Eaa((try — 1) A1) Bu(r)dr

0
Pour la résolution du probleme on définit la matrice suivante :
ty
Wip(tiy, Q1) = / Eoo((tiy = 7)*A1) B1Qy Bl By o((thy — 7)* Ar)dr (33)
0
et dans ce cas :
(1) = Q' BYEq o ((thy — 7)" AW (Xiy — Ea(t" A1) Xo) (34)

Théoréme 3.0.6 Si le systéme (31) est contrélable par un contréle u(t) qui transfére le
systéme de )?10 vers )?1 5 alors (34) Uest aussi et il minimise 'indexe de perfomance telle

que cette valeur minimale est donnée par :
I(@) = (X5 — Ba(t* A1) X10) " WL (X1 — Ea(t* A1) Xoo)
Preuve : Tout d’abord on doit vérifier que u(t) est un controle de (31) :
Xi(t;) = Ea(t"A)Xo+ /0 ! (ty — 7)° " Eau((tiy — 7)* A1) Byti(7)dr

= BT+ [ty =) Baallty — 7)) B
Q'BYET ((ty — 7)*ANWTH( X1y — Eo(t* A1) Xo)dr

— EL(A) X + /0 Yty — ) B (g — )AL Bl
+Q7'BYEL ((thy — 7)*A))drW (X — Eu(t* A1) Xo)

= En(t"A)Xo + Wi, WL Xy — Ea(t*A;) Xo)

= Bo(t"A) Xy + (X15 — Eo(t%41)X,)

= Xy
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comme 7(t) et u(t) sont deux controles qui transferent (31) de Xio vers X alors :
Xi(t;) = E.(t“A)Xo+ /0 tf (tif — 7)*  Eau((tiy — 7)Ay) Byti(7)dr
= E.(t"A) X, + /0 tf(tlf — 1) By o((tiy — 7)% A1) Byi(7)dr
ceci veut dire :
/Otf (try — T)O‘_lE%a((tlf —7)*A1) By (u(r) —u(r))dr = 0
[ty = )~ ) B EL 1y — A = 0
on le multilplie par Wi,'(Xi; — Eq(t*A;)Xyo) :

[ty = )~ B BT EL (g — )" W (R — B4 S = 0
[ty = @) = 6 @R B Bt~ 7 AW Koy — Balt® ) e = 0
ie :

[ty = atn) - te) @uitar =0 (3)
maintenant on calcule :
[t =t - aeyr @ — i = [y -t - i) Qutrar
- [ty =7 ) — ) Qi)
= [ty =) — Qi
= [ty Qrar
- [ty = ) Quntrlar

donc on obtient :

I(u) = T(ﬂ)+/0f(t1f—7)a1(5(7)—a(T))TQl(ﬂ(T)—ﬂ(T))dT
donc I(u) < I(u).
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D’oi la valeur minimale de I(u) est donnee par :
ty
1@ = (- @) Quatrar
0

_ /O Yty — ) (R — Ea(t2A0) X00) T Wi B (t1y — 7)° A BiQTI Q)
(@' BYEL ,((try — )" AW, (Xyy — M O)]dr

= (Xiy — Ba(t“A1) X10) W} /Otf (tif — T)*Eou((tiy — 7)*A)) B1Q7*
[BYEL ((t1y — 7)* A)|dr Wy, (X1 — M)

= (X1 — Eu(t*A) X10) "W Wi, Wi (X — Ea(t A1) X10)

= (Xiy — Ea(t*A1) X10)" Wy, (X1f — Ea(t” A1) X1o)

Pour le systeme (32) la solution est :

pn—1
X2 = — Z N’LBQ’U,(ZCM) (t)

1=0

Preuve :
On suppose que u(t) est de classe C*~Ddifférentiable comme N est une matrice
nilpotente d’indice pu.

SiN=0:

0 = X5(t) + Boul(t)

Xo(t) = —Boult)
Si N # 0 : on multiplie (32) par N et on dérive par D* :

N2D?*X,(t) = D®X,(t) + NByDul(t)

= X5(t) + Bou(t) + N By D%u(t)
1
= Xo(t)+ Y _ N'Byul®
=0

SiN?=0:

1
Xg(t) = — Z NiBgu(iO‘)

=0
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Si N2 = 0 : on multiplie (32) par N? puis on dérive par D** :

N3D*X,(t) = ND*(N2D**X,(t))
= NDY(Xs(t) + Bou(t) + NByDu(t))
= ND“Xs(t) + ND*Byu(t) + ND*N By Du(t)

= X5(t) + Bou(t) + NByDu(t) + N> By D**u(t)

2
= Xg(t) + Z NiBgu(ia)

=0

par récurence on continu jusqu’a l'indice p cad N* =0 :

NEDEX,(t) = ND*(N*1DW-Dex,(t))

.......... .
= Xo(t)+ Y N'Byul™(t)

i=0
comme une remarque
ul = @%d*d®...d%u(t)
—
1 fois
la preuve est cependant achevée.
Pour le probléme d’énergie minimale, on suppose que le systéme (32) est controlable, donc il

faut chercher un controle qui assure la controlabilité du systéme (32) et qui minimse l'indexe

de perfomace définie par :

pn—1

Iw) = 3w Quut (36)

1=

Pour résoudre ce probléme on a besoin de définir la matrice suivante :

p—1
Wap =Y N'BQy' By N" (37)
i=0
avec ()5 une matrice symétrique définie positive.

Dans ce cas le controle est,

a(ia)(t) _ —Qg_lBgNiTWQ_l)ZQf Vi=0,u—1 (38)

p
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Théoréme 3.0.7 Si le systéeme (32) est contrélable par un controle u'*(t) € R"™ qui transfére
le systéeme de Xoo vers )?Qf alors (38) Uest aussi et minimise l'indexe de perfomance telle

que cette valeur minimale est donnée par :
I(w) = X, Wy, Xoy
Preuve : On vérifie que 1 (¢) tarnsfére le systéme de )?20 vers )?2 1%
pn—1
Xlty) = -3 NBit@)
i=0
pn—1
= > N'BQy'BIN" Wy Xy

=0

= WalW; ' Xy
= Xy
et comme U (t) et ' (t) sont deux controles pour (32) alors :

pn—1
Bolty) = - 3 NBA()
=0

pn—1
= - ) N'Bu(t)
=0

i NB(@(t) —a(t)) = 0

par transposition et si on multiplie par W;U@ I

-1

=

(@ (t) —a" () BTN Wy Xy = 0

Il
=)

i

b
L

(@ (t) — 0 ()7 QQ5 ' BTN Wy Xy = 0

-
Il
o

S (@ (1) — ) QN t) = 0

1=0

et d’aprés cette derniére équation on aura,

I@0) = 1@ 1)+ (@ (1) = 70 (1) Qa( (1) 7 (1)

[@™()) < 1@ ()
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car ()2 est une matrice définie positive.

Pour trouver la valeur minimale de I'indexe de perfomance en substituant (38) dans (36) :

1@%) = ),
=0
1

=
—_

-
I

=

= N XEW5 ByQy Q205 BYNT Wy Xy

(2

I
o

pn—1

= XIW;'Y " BaQy'QuQy ' BN Wy Xy
1=0

= XLWy ' WoWy ' Xy

il nous reste juste & donner I'expresion d’énergie minimale totale du systéme (29) :

o = (%)) [ ]

~1
W, 0

()

Exemple 1 :
On consideére le systéme (29) avec o = 1, X =0, Xy = [ 111 ]T et t € [0,1],

[ —1 —1 —1]
E = 2 4 2
1 4 1
[ 0.8 1.7 28]
A = 04 0.8 1.4
| 2.2 46 2.2 |
[ 1
B = 0
| -1

et suit a la décomposotion de Weierstrass avec :

o2 s
P = —| 2 4 1
Wy 3 9
21 -1
F=1100
0 0 1
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on trouve,
- 100
PEF = {)2 ](\)[} =1010
- 0 00
- [01 1 0
PAF = "élﬂ: 0 02 0
- | 0 0 1
- [ —4
By 1
PB = = —
By } 11 3
- | 6
On choisira dans ce cas la matrice () comme suit :
[ 0] [20
=10 @] |02

Pour le systéme (31), on choisit ¢y =1 et le =[11 }Tdonc,

Wiy, =

Wlp -

Wlp -

et :

d’ou :

/01 [ exp(%o— 5) exp(?_T) } % [ _34 }

0.2283 0.2826
0.2826 0.3553

= Q"B exp(A"(1 - m)W; ' Xy

1
= —5.9131exp(l —t) — 10.5557 exp(g — g)

[1 1] 283.7338 —225.6774 1
—225.6774 182.3148 1

= 14.6938

Pour le systéme (32), On remarque que N = 0 donc :

Way = By.Qy'Bl

6 1 6
Wo = 17377

18
ng =

121
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et,
Usp(t) = —Q3'By Wy ' Xop
~ 1 6 121
e TR T
. 11
Ugy(t) = %

donc,

Finalement, 1'énergie minimale du systéme (29) est :

@) = XT{Wlpl 0 }X

0 Wy
283.7338  —225.6774 0 1
I@) = [1 1 1] | —225.6774 182.3148 0 1
0 0 =2 1

18
I(@) = 14.6938 +15.125

I(W) = 29.8188

Exemple 2 :

Soient les matrices suivantes :

1 00 01 0 10
EFE=|010]|, A=(00 —-1|,B=|01
000 0 0 1 10
les matrices de transformation utilisée pour la décomposition de Weierstrass :
100 1 00
P=]10111|, F={01 0],
0 01 0 01
cette décomposition nous donne :
(1 0 0] 10
PEF = 0O010}|, PB=|11/[,
| 0 0 0 10
[0 1 0]
PAF = 0 00
[0 0 1
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On prend a = 0.5, Xy =0, Xy = [ 1 11 ]Tette [0, 1],
Pour le premier sous-sytéme (31) :

on prend la matrice (); comme suit :

1 3
Ql:{s 10}

le Gramien de la controlabilité est définit par :

ty
ch(t1f> = / Ea,a((tlf — T)aA1>BlB?EZ;a<(t1f — T)aAl)dT
0

- 3.0682 1.2008
N 1.2008 0.6366

dans ce cas le controle est donné par :

[ ulc(t)
Uc(t) - i uzc(t)}

= BIEL ((tiy —7)"A) W' Xy
[ —0.6225
| 1.4380 — 1.1037(1 — 7)°®

la matrice de solution du probléme sera alors,

ty
Wip(tiy) = /0 (tif — 7)° ' Baal(try — 7)* A1) B1Qy ' BYEL ,((t1y — 7)% Ay )dr

1.5930  —0.7090
—0.7090 0.6366

et on calcule u(t) :
N [ W, (t)
up(t) = | J°
(0 = | o]
= QU'BIEo((hy = 7)" AW, Xy

[ 2.7725 — 1.1034(1 — 7)%®
| 2.6310(1 — 7)%% — 0.2493
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et si on calcule I(u) et I(u) on trouve :
I(u) = 11.89
I(w) = 7.13
On remarque effictivement que,
1(@) < I(u)

Pour le sous-systéme (32), comme N=0 donc,

la matrice gramienne de controlabilité est,

Wy, = BIB,
|1
= [1 0] {o}
=1
le controle wu(t) :
uc(t) = _BgW{cl)??f
= —[1 0] 11

donc la matrice de solution de probléme est,
W2p = Bg Q; 1Bz
_ T 1
= Q;'[1 0] .2.{0}
= 2
le controle u(t) :
Up(t) = —Qy' By W, Xy

= —2.[10]" 21
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pour l'indexe de perfomance :

1
Iw) = 1.=-.1
@ = 1;
B 1
2
et
I(u) = 1.1.1
= 1

On remarque aussi que [(u) < I(u).

Finalement la valeur minimale de 'index de perfomance correspond au systéme (29) est :

. -1
@) = X}F[Wlp
1@ = 713405

I(3) = 7.63

0

0 W'

E

Nos résultats seront cependant simulés. Dans un premier temps, et suite a la simulation, une

représentation graphique représentant le comportement de de chaque composante de u et u

du sous systéme (31) est donné par le graphe(1):
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L 3r
=
s | u FE:
3 2 u{chapeau)
g
o 1
o
:ﬂé ok
1k}
:-; -1 | ] ] ] | ] i
1] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
temp (s)
I
£ T
E . u
o 2t o
o —— uchapeau
E o _____———_
8 1}
Juk}
E
@ 0
= Emon
=
m i i i i i i i
- -1
Bt 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
temp (s)
( graphe 1)

d’apres le graphe (1) on remarque que dans la premiére composante u(t) < u(t) mais dans

la deuxiéme composante u(t) < u(t). .

nous signalons graphiquement comment 'index de perfomance s’évalue si on fixe t; = 1s et

pour différentes valeurs de o dans le graphe (2) :
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index de perfomance

—&=—u
—%— l{uchapeau)

0.4 0.5 0.6 07
alpha

( graphe 2)

le graphe (2) nous montre que vraiment [ (u) < I(u).



Chapitre 4

Controle a énergie minimale cas 2D

Dans ce chapitre, on s’intéresse a une nouvelle classe de systéme qui est la classe de sys-
témes bidimensionnels discret-continu singuliers. Noter que dans les systémes discret-continu
a deux dimensions 1'une des variables indépendantes est continu, la seconde est discréte. Ce
sont des systémes dont 'information se propage en deux directions et qui trouvent leurs ap-
plications en biomathématiques, en économie, en électronique, en imagerie et traitement du
signal ainsi qu’en automatique.

On considére donc le systéme linéaire continu-discret 2D d’écrit par,
EX'(t,i) = AX(t,i) + Bu(t, ) (39)

avec X' (t,4) = 8X8—(tt’i), X(t,1) € R™ u(t,i) € R™ sont les vecteurs d’états et A € R™",
B € R™™(n >m), et t € R est une variable continu ( du temps ), i € Z, est une variable

discréte.
Définition 4.0.7 [18/Le systéme (39)est dit controlable dans le segment {]0,t],[t,q|} avec

0<t<tyet0<1<q st eviste un controle u(t,i) € R™ qui transfére le systéme de l’état
initiale X(0,7) (i =0,1,...,q) vers l'état finale Xy = X (t;,0) + X (t7, 1) + .... + X (L5, q).

Proposition 4.0.2 Le systéme (39) est dit singulier ( non inversible ) si det(E) =0 et non
singulier (inversible ) si det(E) #0.
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Nous nous s’intéressons dans cette partie au calcul de I’énergie minimale du systéme (39)
au cas singulier.

Utilisons la décomposition de Weierstrass, et si on multiplie (39) par une matrice inversible
P, il sensuit,

PEX'(t,i) = PAX(t,i) + PBu(t,:)

on obtient,

PEFF'X'(t,i) = PAFF7'X(t,i)+ PBul(t,i)

PEFX'(t,i) = PAFX(t,i)+ PBu(t,q)
avec :

F'X(ti) = X(ti)
et PB = {Bll

cette décomposition nous donne,
X, (t,i) = A1 Xy (t,7) + Buul(t, i) (40)

et :
NXy(t,7) = Xo(t, i) + Boult, ) (41)

avec N une matrice nilpotente d’indice de nilpotence p.

On vas alors calculer 1’énérgie minimale de chaque systéme (40) et (41) séparément.
- Pour le systéme (40)

La solution est donnée par :

Xi(t, 1) = exp(A1)X1(0,1) + /0 exp(A(t — 7)) Byu(r, i)dr (42)
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Si dans (42) on substitue ¢ par ¢ et pour un cas particulier X1(0,))=0i=0,1,..,q:
Xip = Xiplty,0) + Xiplty, 1) + oo + Xis(ts,q) (43)
t t
= / exp(Ai(ty — 7)) Byu(r,0)dr + / exp(Ai(ty — 7)) Byu(r, 1)dr
0 0

S TR + /Ot exp(A;(ty — 7)) Byu(r, q)dr

t
= / eXp(Al(tf - T))[Bl BlBl} .. dr
0 —/_f -
q fois

U(T”, q)

= /OeXp<A1(tf—T))§1ﬂ(T)dT

avec,
El = [Bl BlBl] € RM™
et
u(r,0)
u(r,1) -
u(t) = . €eR", m=ni1(qg+1)
u(t,q)

Théoréme 4.0.8 le systéme (40) est dit controlable dans le segment de {[t,0],[t,q]} avec

0< t<tyet0<1i<q siet seulment si la matrice K suivante est inversible o,
ty — 7 -
K = / exp(A;(ty — 7)) B1B; exp(A; (ty — 7)) (44)
0
Preuve. La preuve est déja faite dans le cas 1D mais dans ce cas on choisira le contréle ,

a(t) = By exp(A] (t; — 7)) K" Xy
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Formulation du probléme d’énergie minimale

On considére le systéme (40) avec A; € R™"™ | By € R™™ (n; < n).

Si (40) est controlable dans le segment {[¢,0],[t,q]} avec 0 <t < t; et 0 < i < g alors il
existe plusieurs controles qui transfere le systéme de 1’état initiale vers I’état finale. Parmis

ces controles u(t) € R™ qui minimise I'index de perfomance

I(u) = /0 " () Quu(r)dr (45)

avec () une matrice définie positive de dimension m.

Le probleme d’énergie minimale peut s’exprimer comme suit :

Etant donné les matrices A, B,(Q , le nombre ¢ et )A(:{‘f . Trouvons u(t) € R™ qui verifie
I’hypothése de controlabilté et qui minimise I'indexe de perfomance I(u).

Pour résoudre ce probléme, on définit la matrice suivante :
Wi(ty, Q) = /0 ! exp(As(t; — 7)) B1Q7 "B, exp(AT(t; — 7))dr (46)
Le systéme (40) est supposé controlable dans ce cas :
() = Qi BY exp(AT (b — Wiy W€ [0,t] (47)
avec (1 une matrice définie positive.
Théoréme 4.0.9 Soit u(t) € R™ un controle pour le systeme (40) qui transfére X1o vers

le. Alors u(t) définie dans (47) déplace aussi notre systéme de X, vers le et il minimise

Vindexe de perfomance avec 1(0) < I(T).

Preuve.

X)) = /0 " exp(Ar(ty — ) Bra(r)dr
= / ' exp(A(ty — T))ElQl_lng exp(A7 (t; — T))Wl_l)?lf dr
0

ly _ . ~
— / exp(A;(ty — T))BlQl_lB? exp(AlT(tf - 7)) dTWl_lef
0
= WW Xy,

= Xy
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Comme %(t), u(t) transfere Xy vers Xy alors :
t —
X(ty) = / exp(A;(ty — 7)) Biu(r)dr
otf -
= / exp(Ay(ty — 7)) Byu(r)dr
0
il s’ensuit alors :
t
/ exp(Ai(ty — 7)) Bi(u(r) — u(r))dr =0 (48)
0
On transpose (48) :
t
| @) = )T exp(A b - 7)Badr =0 (49)
0

et on multiplie (49) par W; ' X :
/0 ) — B )BT exp(AT(ty — )Wl Kapdr = 0
[0 = ) Qi1 B exp(aT s — )W g = 0
[ i) - st = o
par suite :
/ () — 3 Qi) — A = / () - 3()) Qi)
- [ G - ity @trar
= [ n - i) Qirar
= [ @nyraumar - [ @) Qi
On remarque que :
1) = 160)+ [ (itr) ~ 7)) Qi) — )
comme Q) est une matrice définie positive alors :

I(@) < 1(7)
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Donc,
1@ = / @) Qa(r)dr

t
= XITfol/ exp(A;(ty — T))ElQl_lﬁlT exp(AlT(tf — T))dTWI_lef
0

- Pour le systéme (41)

La solution de (41) est donnée par :

pn—1
le:—ZNngu(t,i), aveci=0,1,......q

=0
Pour ce systéme on se base sur I'¢tude du systéme (32) avec @ = 1 et les changements
suivants :

On change la matrice B, avec la nouvelle matrice By € R™*™ qui est définie par,

et le controle u(t, i) (avec i = 0,1, .....,q ) a la place de u(t) et on note,

u(r,0)

a(r) = u(r,1)
u(7,q)

Maintenant pour résoudre le probléme d’énergie minimale du systéme (41) on définit la

matrice suivante :
pn—1

Wa=Y N'B,Q;'B, NV
=0

I'index de perfomance de (41) est sera donné par,

le controle qui vas minimser I (u) :

a9 = —Qy By NV Wy Xgp Vj=0,1,..,1u—1
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la valeur minimale de I(u) est alors :
1(@) = X5, Wy ' Xyy

Finalement l'index de perfomance du systéme (39) va étre sous la forme,

=[5 %] | | [ R Sy



CONCLUSION ET PERSPECTIVE

Ce mémoire de fin d’études a eu pour deux objectifs, le premier c’est d’étudier les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour la controlabilité des systémes linéaires de Lyapunov, le
deuxiéme est la résolution d’un probléme d’énergie minimale aux cas 1D et 2D. Nous avons
traité les deux objectifs dans le cas d’'un systéme singulier et non singulier.

Dans ce travail, nous avons donc introduit la notion de Contrélabilité et de Grammien de
controlabilité pour tester si oui ou non un systéme est controlable tout en garantissant un
minimum de dissipation d’énergie.

Les conditions que nous avons développées sont des extensions des résultats issu de [2], [0],
[9], [15], [L7], [18] et [19], aux modeles d’état généralisé. Au moyen de ce Grammien et dans ce
méme contexte, nous avons caractérisé les résultats pour des cas de systémes bidimensionnels
(2D) discret-continu singuliers, unidimensionnel singuliers et ou fractionnaires.

Le principal objectif dans ce mémoire est de faire une analyse du calcul d’un controle a
énergie minimale pour la classe des systéme linéaires et singuliers.

Des simulations numérique sous logiciel MATLAB ont été réalisées.

En perspectives, les résultats peuvent étre généralisé aux cas des systémes 1D et 2D de
type Lyapunov. Notamment,

- L’extension des résultats obtenus dans le cas ot ’espace de travail est de dimension infinie.
- Généralisation des résultats pour I’énergie minimale pour des modeles plus générales et
multidimensionnels.

- L’étude des systéemes non linéaires.
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