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Introduction

La dérivée fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul classique tel que
nous le connaissons aujourd’hui. Ses origines remontent ala fin du 17/¢" siecle, 'époque
ol Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel et intégral. En
particulier, Leibniz a présenté le symbole g—j pour désigne 1a n'®"¢ dérivée d'une fonction
f. Quand il a annoncé dans une lettre a I'Hopital (apparemment avec ’hypothése impli-
cite que n € N), I'Hopital a répondu :

Que signifie dd_"tf sin= % ?

Cette lettre de I'Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier incident
de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que 'Hopital a demandé
spécifiquement pour n = %, c’est-a-dire une fraction (nombre rationnel) a en fait donné
lieu au nom de cette partie des mathématiques.

Le calcul fractionnaire a été développé depuis la premiere conférence sur ce domaine
en 1974. Depuis, il a gagné une popularité et une considération importante due principa-
lement aux nombreuses applications dans divers domaines des sciences appliquées et de
I'ingénierie ou il a été remarqué que le comportement d'un grand nombre de systémes
physiques peut étre décrit en utilisant la dérivée d’ordre fractionnaire qui fournit un ex-
cellent instrument pour la description de plusieurs propriétés de matériaux et processus.
Dong, il est tres important d’établir une théorie claire et nette pour I'étude et I'analyse des
opérateurs et systemes d’ordre fractionnaire.

Le sujet principal de ce mémoire est I'étude de I'existence et 'unicité de solutions pour
des probléemes aux limites avec des conditions non locales, et cela en utilisant des diffé-
rentes techniques du point fixe.

Notre mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre sera consacré aux éléments de base du calcul fractionnaire, nous ci-
tons par exemple la fonction Gamma et la fonction Béta. Deux approches sont présen-
tées, ainsi que I'approche de Hadamard pour la généralisation des notions de dérivation
entiere.

L'objet du deuxieme chapitre est’étude de I'existence et 'unicité de solution pour le pro-
bleme différentiel fractionnaire soumis a la condition non locale suivante :

D%x(f) = f(£,x(),D¥1x(1), 1<t<el<a<?2
x(1)=0, Alﬁx(n)+Bx’(e):c, p>0,1<n<e.

Nous commencons d’abord par établir une équivalence entre ce probléme et une cer-
taine équation intégrale. Ensuite, nous présentons dans la deuxiéme section notre pre-
mier résultat d’existence et d’'unicité en utilisant le principe de contraction de Banach.
Un deuxieme résultat d’existence sera présenté dans la derniére section. Il s’agit d'un ré-
sultat d’existence obtenu a I’aide du théoreme de Schaeffer.

Le troisieme chapitre est concerné par I'utilisation des théorémes du point fixe, a résoudre



Introduction

le systeme différentiel de la forme :

x1)=y/1)=0,0<j<n-2

{ D%x(t) = f(t,x(£),D*x(1) (1), DPy(r) = g(t,y(£),DVy() (1), 1< t<e
AJYx(m) +Bx'(e)=c, A]Yy(m) +By'(e)=¢ Yy>0,1<n<e.

Nous commencons par présenter la solution intégrale, puis on étudie seulement 1’exis-
tence et I'unicité de solutions par le principe de contraction de Banach.
On terminera par une conclusion qui rassemble tout ce qui était fait.



Chapitre 1

Notions Préliminaires

1 Espaces Fonctionnels

1.1 Lespacel”

Soit [a, b] (—oo < a < b < o0o) un intervalle fini ou infini de R.

Définition 1.1 Soit p € R avec 1 < p < co. On note par LP[a, b] l'espace des classes équiva-
lence de fonction de puissance p intégrales sur [a, b] a valeurs dans C :

LP([a,b)) ={f : [a,b] — C, f mesurable,et| fll, < oo},

avec
1

’ p
I f lLea,pn (f | f(x) Ip) )
a

1.2 Espaces des Fonctions Absolument Continues

Définition 1.2 [15] On note par AC([a, b]) U'espace des fonctions absolument continues sur
[a, b] constitué des fonctions f qui sont des primitives de fonctions Lebesgue sommables
ie:
X
feAC([a, b)) = JpeLl(la,b]) tellequef(x)= c+f @(ndt.
a

Définition 1.3 [15] Pour n € N on note par AC"[a, b] I'espace des fonctions a valeurs com-
plexes f(x) ayant des dérivées jusqu’a l'ordre (n—1) continues sur [a, b telles que f"*~V (x) €
ACla, b, c’est-a-dire

AC"[a,bl ={f:la,b] — C et f""V(x) € ACla, bl}.
En particulier on a AC![a, b] = ACla, b].

Définition 1.4 [15] Lespace noté AC{a, bldéfini par

AC}la,b] = {f: [a,b] — C et 8"V f(x) e AC[a, b),5 = x%}

est appelé espace des fonctions absolument continues avec un point qui égale 1.



2. NOTIONS PRELIMINAIRES EN CALCUL FRACTIONNAIRE :

2 Notions Préliminaires en Calcul Fractionnaire :

Dans ce paragraphe nous introduisons les fonctions Gamma et Béta, qui seront utili-
sées ultérieurement. Ces deux fonctions jouent un role tres important dans la théorie du
calcul fractionnaire.

2.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1.5 Soit z € R} . On appelle fonction Gamma d’Euler la fonction donnée par :
+00
F(z):f t*le7'dt. (1.1)
0

Proposition 1.1 Pour tout z >0 et pour toutneN, ona:
1. I(z+1)=2zI1(z).
2. 12)=111)=1.
3. I'(n+1)=nl.
4. [z+n+1)=1I_,(z+1i)[(2).

Proposition 1.2 Pour x = —n, n € N, la fonction gamma d’Euler admet des poles simples
enx.

Remarque 1.1 La fonction I(.) peut-étre considérée comme une généralisation de la fonc-
tion factorielle.

2.2 Fonction Béta d’Euler

Définition 1.6 Soient x, y € R. On appelle fonction Béta d’Euler la fonction donnée par :
1
B(x,y):f wl1-wY ldr. (1.2)
0
Proposition 1.3 Soient x,y e R.

1. B(x,y) =B(y,x).
I'x)1(y)

2. B(x,y) = F(x+y)'

3 Opérateurs de Riemann Liouville

3.1 Intégration Fractionnaire au Sens de Riemann Liouville

Définition 1.7 L’intégrale fractionnaire d’'ordre o (o« > 0) de Riemann Liouville d’'une fonc-
tion fe Cla, b] est donnée par

(0 _ 1 ! a—1
(Iaf)(t)_F(a)fa(t ) f(s)ds. (1.3)



3. OPERATEURS DE RIEMANN LIOUVILLE

Définition 1.8 La dérivée fractionnaire d'ordre a (o > 0) au sens de Riemann Liouville
d'une fonction f définie sur un intervalle [a, b] de R est donnée par

RLDef) (1) (DI f)(t) (1.4)

1 n—a-—1
M- dt) f(t 9T s (1:5)

oun=[a]+1, et[a] estla partie entiere de a.
En particulier sia =0, alors

S GEIIGENLD

Sia=neN, alors
D) (1) =" ()

SideplusO<a<1,alorsn=1, dou

RL o4 _
D))= AR dt)f (t—s)"*f(s)ds.
Exemple :
Soienta>0,p> -1 etﬂt):(t—a)ﬁ,alors
. AR Y
d, N = [.’)+0(+1(t 17) L
I'p+1) _
RLy« _ _g)f«
(D (1) F(B—(x+1)(t a)P~%.
En effet,
o a—1 p
I N = T« )f (t—9" (s—a)lds. (1.6)

En effectuant le changement de variable
sza+u(t—-a), 0<su=<l,

alors (1.1) devient

( _ a)(x+[3 1 _
e —f 1— ) 1.p )
T @) = @ A Q-w)"""u"du
En utilisant les propriétés de la fonction Béta, on trouve
Bp+1,a)
G — _ \Bta
I ) (@) F([3+(x+1)(t a)
_TBHD e
I'P+a+1)

En particulier si § = 0 et a > 0, alors la dérivée fractionnaire de Riemann Liouville d'une
constante est en général non nulles. On a

RLa (x

D c —
'D§e) m_ midalOl
ol c est une constante.

Enoncons maintenant quelques propriétés des opérateurs I* et D%.



4. OPERATEUR DE CAPUTO

Proposition 1.4 Sia >0 etf3 >0, alors

105
®1H@.

@ )

Proposition 1.5 Soita >0 et f € Cla, b, alors
EDeIE A = f(D).
Proposition 1.6 Soita >0 et f € Cla, b], alors

EDEAHB £ f@).

4 Opérateur de Caputo

4.1 Dérivation fractionnaire au sens de Caputo

Définition 1.9 Pour une fonction f € C"[a, b, eta > 0. La dérivée fractionnaire au sens du
Caputo de f est définie par
(‘DG (1) (I”_O‘DZf)(t)

f(r )" fm () ds,

F(n )

oun=[a]+1, avec [a] est la partie entiere de a.

Proposition 1.7 Soita >0

1. (‘DSISf)(8) = f(2).
2. (‘D%c)=0,ceR.
3. cD%(DP F(1)) = DX £)(1) = DPEDEf (1)), oit feClla,b], O<a<1,0<Pp<1et

O<a+p<l.
En effet pour 1,
CDCX(IO(f)(t) — In (XDnIO(f(t)
- LD ()
S A V0]
= f(p).
en effet pour 2,
‘Dic = 1,7%Dlc
= 177%
= 0.
en effet pour 3,
‘DDl r() = 15°DLILPDLr(n)

= 1, P PpliiPDL r (.



4. OPERATEUR DE CAPUTO

On sait que (DL £(9) = DL P ) (0).

Alors,
Lol Pl = 1 PpL PPl f
= 1. PDL .
Doy,
DICDLF®) = Dy r
= DD f(n).

Lemme 1.1 Soientm—-1<a<m, meN*, et f € C"[a,b]. Alors

m—1 .
‘Daf(=0e f()= ) cilt—a)', Ve eR.
i=0

Preuve. On a d’apres la définition de Caputo :
‘DEf(r) = 1" DY f(1).
Alors,
1" *D™f(1) = 0.
On applique 'opérateur D]'"* dans I'équation (1.8), on trouve
D™ f(r) = 0.

Dongc,

m-—1 )
f@=) clt—-a), Y eR.

i=0

(1.7)

(1.8)

4.2 Relation entre La Dérivation de Riemann Liouville et de Caputo

Proposition 1.8 Soientm—1<a<m, meN*, et f € C"[a, b] alors

m— l(l' a)
‘D=DY(F) - Y

i=0

f(l)( ).

Preuve. On sait que

-1
;DG f()=f(1) - Z (- f“’( ).
i=0 !
RLDO(

On applique I'opérateur » de Riemann Liouville, on obtient

RLDA"DRf(r) = DIIZIDYf(1)
= D™D f(¢)
= D" f(1)
= ‘Daf(®).
D’autre part, on a
Mpearpif() = D(f() - Zl( f(“( ))

i=0
CDO(f(t)



5. OPERATEURS DE HADAMARD

5 Opérateurs de Hadamard

5.1 Intégration Fractionnaire au Sens de Hadamard

Définition 1.10 [13]/15] Soit f une fonction continue sur [a, b] a valeurs dans R avec 0 <
a<b=socoeta>0.
Lintégrale fractionnaire d’'ordre o au sens de Hadamard de [ définie par :

a _fo netw
=5 | (logt) Zdta<x<b, (1.9)

ou : ['est la fonction Gamma d’Euler.

5.2 Quelques propriétés :

Proposition 1.9 [8](La linéarité)
Soient f et g deux fonctions continues sur [a, b] a valeurs dans R.
VA ,LeER,Ya>0ona:

JOALf(0) + A28 (x) = M5 f(x) + A2J 58 ().
Pour la preuve on utilisant la linéarité de l'intégrale classique.

Proposition 1.10 [8](Propriété de semi groupe)
Soit f:[a, b] — R une fonction continue, f€ L”([a, b]).
VapeRi,ona:

190 F = 18P Fow) (1.10)
= BIf().
Preuve. V o, € R}, on a
_ p-1
arP _ 1 fxftl fal(l f) @@ 1.11
60 =rorer ). |, (log=)" [log=| fe==— (1.11)
On remarque que :
as<t<x
et
a<s<t
Donc, on prend s < f < x.
Puis, on pose le changement de variable :
log(%)
- . (1.12)
Y= Tog®)

On obtient alors :

X _ p-1
af pron_ 1 f ff x\@ 1( E) dt|ds
I“Iaf(x)_—F(a)F(ﬁ) ’ [ ) (logt) logs f(s)—t - (1.13)



5. OPERATEURS DE HADAMARD

On remplace (1.12) dans (1.13), on obtient :

t t dt ! -1
f (log f)O‘_l(log—)ﬁ_lf(s)— :f [logx— ylogf —logs]a [ylogf +logs—logs
s r S r 0 N s

x\a+p-1
f((l y)o P~ 1)(1og ) dy

— B(a, B) (log;) v
"ITG)ITB)(I f)a+ﬁ—1
- Ia+p) s '

égalité (1.11) devient :

apb £ BB 7 a+h- 1f ),
I 0= Fo o ( 8= ))
(X+f) lﬂs)
F((x+[3)
=100 F 0.

De la méme maniere, on trouve :
P10 =19 ).

D’ou1 la résultat. m

B-1
r
Exemple 1.1 Soienta>0,p>0et f(f) = (log(—))

a

o ~ F(E)) ( £ )(X+[3—1
]“fm_F((Hﬁ) log(a) .

o (log L ﬁ‘l_;f( t) S\ ds
Ia(log(a)) =T . logs (log ) .

Effectuant le changement de variable

En effet,

alors, (1.15) devient

¢ a+p-1
s
Ig(log(g)) SR f (1-w* tubt,

En utilisant la définition 1.6 et la propriété 1.3 on aboutit a :

B, ) (1 t)‘”ﬁ‘l

o — —_
Jaf @) = T %85
a+p-1
ITla+p) a

p-1

X
log(;)dy

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)



5. OPERATEURS DE HADAMARD

5.3 Dérivation Fractionnaire au Sens de Hadamard

d
Définition 1.11 [15] Soient f € AC{[a, b] et >0, 8 = x—

La dérivation fractionnaire au sens de Hadamard de la fonctlon festdéfinie par :

DY f(x)=8"]"%f(x)
d . n—o
= (XE) ]a f(x)

1 d\" r* xyn-a-1 dt
“Tn-w (XE) fa [logZ) s

oun—-l<a<n,n=[al+1.
Une des propriétés importantes qui lie la dérivée fractionnaire au sens de Hadamard avec
I'intégrale fractionnaire de Hadamard est la suivante :

(1.18)

Proposition 1.11 Poura>0et f € Cla,bl, ona

DI f (1) = f(0). (1.19)

La propriété (1.19) signifie que 'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Hada-
mard est un inverse gauche de I'opérateur d’intégration fractionnaire au sens de Hada-
mard du méme ordre.

Proposition 1.12 Poura >0 et f € Cla,b], ona
JUDYf (1) # f(1). (1.20)

p-1
t
Exemple 1.2 Soienta>0,p>0et f(1) = (log(g))

¢ a+p-1
DYf(1) = (O‘) (1 g(;)) .

+f)
En effet,
p-1
DZf(t) =8" (IZ_(X (logé) ) . (1.21)
D’apres (1.14), on obtient
- t)ﬁ—l F(B) ( ¢ )n—cx+5—1
— =—[log(— . 1.22
Ja (IOga I'n—a+p) Og(a) (122)
Alors,
lors ) ) o, f\nmoatp-1
= — . 1.2
Daf (@ F(n—(x+f>)6 (og(a)) (1.23)
Sin=1,ona

¢ n—o+p-1 d ¢ n—o+p—-1
5! (log(—)) t— (log(—))
a a

dt
L p+n—a-2
PB+n—oa-— l)log(;) .

10



5. OPERATEURS DE HADAMARD

Pour n=2, on obtient :

)n—a+ﬁ—1

82 (log(é) ' (B+n-a—-1) log(é)f’”_o‘_z

P+n-a-1)P+n-a-2) log(é)ﬁm_o‘_s.

Pour n quelconque, on a

)n—a+ﬁ—1

8" (log(é) B+n-a-1)P+n-a-2).. - log(é)ﬁ‘“‘l,

Alors (1.23) devient :

DLf(0) =

I —a-1 —a—2)...3 - ¢ \Po-t
BP+n-—a-1D)P+n-oa-2)..3-a) (log(—)) .
I'(n—a+p) a

D’apres la propriété [ (z+ 1) = zI(z), on trouve
I'n-a+P)=P+n-a-1DP+n—-a—-2)..—) P -a).

Donc,

o ~ F(ﬁ) £ ﬁ—()(—l
D3f(0=15 o (log(a)) .

En particulier, sip =1 et a > 0, alors la dérivée fractionnaire de Hadamard d’'une constante
est en général non nulle :
t -
) (10 (—)) .
8

5.4 Lien Entre la Dérivée Fractionnaire au Sens de Caputo et Celle au
Sens de Hadamard

D¢C=
a7 Tl -«

Soient yEAcg[a, bl,a>0etn=[a]+1.Alors:

n—16i
‘Day(x)=Dg | yx) - ) 4 (@ (logf) : (1.24)
= i a
Cas particulier,si0<a<1,ona:
‘Diy(x)=D% [y(x) - y(@)]. (1.25)

5.5 Lemmes Auxiliaires

Lemme 1.2 [14][15][16] Soient x € C([1,e],R) et a > 0. L'équation D*x(t) = 0 admet une
solution générale donnée par :

x(0) =) cilogH*’,

i=1
ouuc;eR,i=1,2,..,netn—-1<a<n,n=[a]+1.

Lemme 1.3 [14][15][16] Soient x € C([1, e],R) et pour toutax >0, ona:
n .
J“D*x (1) = x(1) + )_ cilog)* ',
i=1

ouucieR,i=1,2,..,netn—-1<oa<n,n=[al+1.

11



6. THEOREMES DE POINT FIXE

6 Théoremes de Point Fixe

Les équations différentielles fractionnaires sont considérées comme des équations
différentielles linéaires et non linéaires, alors plusieurs théoremes ont été utilisés pour
résoudre ce type d’équation. Lun des méthodes les plus utilisées : les théoremes du point
fixe [12]. En effet, ces théoremes accordent des conditions suffisantes pour assurer I'exis-
tence d'un point fixe pour une fonctions donnée. Dans le cas des EDFs, on transforme un
probleme donné en un probleme du point fixe et le point fixe déterminé est considéré soit
comme une solution unique pour le probleme, soit I'une de ses solutions.

6.1 Notion Nécessaire
Espace de Banach

Définition 1.12 On dit qu'un espace vectoriel normé est complet si toute suite de Cauchy
est convergente dans cet espace.

Définition 1.13 [12] Soient A et B deux espaces de Banach. Un opérateur Q : A — B est
completement continu s’il transforme tout borné de A en une partie relativement compact
deB.

Définition 1.14 [12] On dit que l'opérateur Q est completement continue si il est continue
et compact.

Définition 1.15 [12] Un espace de Banach est un espace vectoriel normé et complet.

Définition 1.16 "Continuité et Suites" La fonction f est continue en a si et seulement si,
quelle que soit la suite (x,) qui converge vers a, alors la suite image f(x,) converge vers

f(a).

Définition 1.17 [12] SoitD c1x E out E est un espace. On dit qu'une application f est lip-
schitzienne par rapport a la deuxieme variable sur D si :
il existe une constanteK > 0 telle que :N(t,x) e D,V (t,y) €D

|f(t,x) = f(t, M)Ie <Klx - yle.

SiK < 1, alors f est contractante.

Principe de Contraction de Banach
Théoreme 1.1 [12] soit (B,d) un espace métrique complet, et soit f : B— B une applica-
tion qui pour tout y, z € B, vérifie :

aA(f(y)—f(2) <kd(y—z) avec 0<k<]1.

Alors, f admet un point fixe unique.

Théoreme du Point Fixe de Schauder-Rappel

Théoreme 1.2 [12] Soit C une partie convexe et fermée d’'un espace de Banach, et soit T :
C — C un opérateur continu et compact. Alors, T posséde au moins un point fixe dans C.

12



6. THEOREMES DE POINT FIXE

Théoreme du Point Fixe de Scheaffer-Rappel

Théoreme 1.3 [12] SoientX un espace de Banach et A : X — X un opérateur completement
continu.
Si 'ensemble

A={xeX:x=A(Ax), pour un certain A €0,1]}

est borné, alors A possede au moins un point fixe dans X.

Théoréme d’Arzela-Ascoli

Définition 1.18 [12] Soit (f,,) une famille de fonctions définies sur lUintervalle I a valeurs
dansR.
On dit que la suite (f,,) est équicontinue si :

Vxel,Ve>0,30 >0 tels queVneN,Vyel:|x—y|<d=|fu(x) - fn()I<e

Théoreme 1.4 Soit A un sous ensemble de C(J,E) ; A est relativement compact dans C(J; E)
si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L'ensemble A est borné. i.e il existe une constanteK > 0 tel que :

| f(x)|l<k pourtout x€J et tout f€A.

2. Lensemble A est équicontinu. i.e pour tout€ > 0, il existe d > 0 tel que

|t -6 |<s06=| f(t) - f(f) <€ pourtout t),t, €] et feA.

3. Pour tout x €], l'ensemble { f (x), f € A} est relativement compact.

13



Chapitre 2

Résolution d’un Probleme aux Limites
avec des Conditions Non-locales

Les problemes différentiels a conditions non locales ont été abordés par plusieurs au-
teurs (5] [1] [2] [3] [4] [6] [7] [9] [10].
Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I’étude d'un probléme différentiel d’ordre frac-
tionnaire avec des conditions initiales non locales. Ce chapitre est structuré comme suit :
Dans la premiére section, nous étudions I’existence et I'unicité de solution pour une classe
d’équations différentielles fractionnaires avec condition non locale. Nous montrons a
I'aide du principe de contraction de Banach, que sous certaines hypotheses, nous ob-
tenons l'existence et I'unicité d'une solution pour notre probleme.
Dans la deuxiéme section nous présentons notre deuxiéme résultat lié a I’existence d’'une
solution au moins du méme probléme. L'approche utilisée, dans ce cas, est le théoréme
classique de schaeffer.

1 Probleme Différentiel a Condition Non Locale

Cette section est consacrée a I’étude de I'existence de la solution d'un probléeme diffé-
rentiel fractionnaire soumis a une condition non locale de la forme :

{ D%x(f) = f(t,x(),D¥1x(1), 1<t<el<a<?2 2.1)

x(1)=0, AIPx(m) +Bx'(e)=c, p>0,1<n<e,

- D% est la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Hadamard.
- JP est I'intégral fractionnaire d’ordre p au sens de Hadamard.
- fi(1,e] x R? — R est une fonction donnée, et A, B, ¢ sont des constants.

La condition non locale est une condition donnée sur la solution en un nombre fini ou
infini d’instants. Celle-ci est présentée sous forme de la relation AJP x(n) + Bx'(e) = c.

La condition non locale associée a I’équation principale au lieu de la condition initiale
classique s’avere nécessaire pour bien modéliser et décrire mathématiquement, de la ma-
niere la plus proche de la réalité de nombreux phénomenes dans de multiples disciplines.

Tout d’abord on commence par transformer le probleme a valeur initiale (2.1) en une
équation intégrale.
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1. PROBLEME DIFFERENTIEL A CONDITION NON LOCALE

1.1 Probléme Intégral

Lemme 2.1 [17] Soit1 < a < 2 La fonction x est la solution du probleme au limite fraction-
naire (2.1) si et seulement si x est la solution de l'équation intégrale suivante :

I AL w1 ds (log t)o‘_l
x(t) = mfl (log;) f(s,x(5),D x(s))T + — (2.2)
B A n H a+y-1 a1 @
X [c F(OK+Y)f1 (log s) f(s,x(8), D" " x(s)) S
€ eya-1 a1 ds
@ ) (log S) f(s,x(),D7 " x(s)) ik
ol
_Bla-1) All®) a+p-1
0= . +F((x+ﬁ) (logn)
Preuve. Soit 'équation :
D%x (1) :f(t,x(t),DO‘_lx(t)). (2.3)
Alors
J*(D*x(1) :Io‘f(t,x(t),D"‘_lx(t)). (2.4)
D’apres lemme 1.3, on obtient
x (1) =J%f (£,x(0),D* 'x (1)) + 1 (log t)o‘_1 + ¢ (log t)a_z. (2.5)
Maintenant, on cherche les constant ¢y, ¢».
D’aprés la premiére condition en ¢ =1, on trouve ¢, = 0.
Alors I’équation (2.5), devient
x(£) =J° £(£, x(1), D x (£)) + ¢, (log)* . 2.6)
D’aprés la deuxiéme conditionen t=nett=e
AJPx(m) +Bx'(e) = c. 2.7
Alors,
n _ w1 d
1P =1 £, 2, D% () + — = | (logn)® ™ (logs)* T =,
Ie) h
Donc, n
B _a+p a—1 (o) B+a—1
Pxm =J** f(m,x(m),D* " x(m) + &1 T p) (logn) (2.8)
et ( 1)
x'(e) =1 fle, x(e), D x(e)) + “——. (2.9)
En remplacant (2.8) et (2.9) dans (2.7), on obtient
_ IR0 _
_ ATOHP a-1 Bta—1
c=AJ"""f(n,x(m), D" "x(m) + Ac T p) (logn)
Bla-1
+BJ* 1 f(e, x(e),D* 1 x(e)) + c1 =D
D’ot, 5
— AJOF ,D(X—l —-B a—1 , ,D(x_l
- c—AJ*"P f(n,x(n) x(m) —BJ*" f(e, x(e) x(e)). 2.10)

A Tiasp) (log) + .

11 suffit de remplacer (c;) et (c2) dans (2.5) pour obtenir la formule. m
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2. PROBLEME DE POINT FIXE

2 Probleme de Point Fixe
Tout d’abord, on introduit ’espace de Banach X défini par :
X={x|xeC(l,e],R) etD* 'xeC((1,e],R)}

muni de la norme :
-1
I x Ix=Nl % lloo + D" X lloo»
ou
I X lloo= max | x(£) |, | D* ' x o= max | D* x(z)|.
re(l, el re(l, el

On considere 'opérateur T défini par :

T : X—X
x—Tx

telque, Ve [l,e],ona:

I AL w1 ds (logt)o‘_1
(Tx)(t) = mfl (log;) f(s,x(s),D x(s))T+T

- A ! D oyl a—-1 @
F(O(+Y)f1 (logs) f(s,x(8), D7 x(s)) S
b e e a-1 1 @
oo (logs) fls,x(9), D x(sN—| 1€ (L, el,
ou
o Ba-D @ logn) ™1
e Ia+P)

3 Résultats originaux

3.1 Existence et Unicité

Dans cette section nous allons étudier I'existence et 'unicité de solution du probleme
(2.1). Pour cela, nous imposons les conditions sur les données du probleme.
Dans la suite, nous aurons besoin des hypotheses suivantes :
Soit f:[1,e] x R x R — R une fonction satisfaisant ’hypothése suivante :
(H)) f:[1,e] x R? — R est une fonction continues.
(H2) Pour chaque t € [1,e] et x1, 1, X2, )2 € R.On a

|f (£, x1, 1) = (8, %2, 32)| < ki 1x1 = x| + k2 |1 = 32,

ou
k:=max{ ky, ko} et k1, ko e R™.

Théoreme 2.1 [17] Sous I'hypothése H, le probléme (2.1) possede une solution unique si

kM <1, (2.11)
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3. RESULTATS ORIGINAUX

tel que, M =M; + M, et

1 1 [1A](logn)*? B
Ml = + )
Ila+p) 121 MNoa+p+1) 1)
(@ (1A (logn)** B
M,=1+ .
121 | Na+p+1) '@

Preuve. Le théoreme de contraction de Banach s’appuit sur le fait que si T est un opéra-
teur contractant, alors il existe un unique point fixe pour T. De la vient 'idée de chercher
I'existence d'une constante kM > 0 telle que | Tx—Ty [x< kM || x— y [lx avec kM < 1.

On procede donc en deux étapes :

Etape 1 : On montre qu'il existe M; tel que || TX =T [leo= M1 | X = ¥ lloo

Etape 2 : On montre qu'il existe M, tel que || (D ' T)x = D* T leo= M2 | X = ¥ lloo

Puis on passe ala norme | . ||x et on fait la conclusion.

Etape 1
Soient x, y € X et pour tout £ € [1, e], alors

1 r t a-1 L ds (log t)(x—l
%fl (log;) f(s,x(s),D x(s))?+T

A ! N o+p-1 a—1 @
x[c F(cx+f>)f1 log=) " fls,x(9),D% (o)~

e

|(Tx) (@) - Ty @)| =

e\a—1 a1l ds
(log;) f(s,x(s), D" x(s)) S ]

T
1 r t a—1 L ds (log t)(x_l
@ ), (1og;) f(s,y(5),D y(S))T_T
A n n\a+p-1 . @
) [C F(O""ﬁ)fl (lOgs) f(s,y(s),D7 " y(s)) s

e

eyo—1 el @
@ ), (logg) f(s,y05),D" " y(s) - H
! ot o—1 — a—1
Lf (logt) | f(s,x(5), D" "x(s)) = f(s,y(5),D y(s))lds
o) Jr

B s
1 a—1 n _1
( og t) |A| f (logn)(x+ﬁ
12| Ia+P) Sy s
| f(s,x(s), DY 1x(5)) — £ (s, ¥(8),D¥ Ly(s)) B
X ds+
s Na—-1)
e -2 a—1 _ a—1
xf (logg)a [/ (s, x(8), D™ x(s)) = f (s, (), D"yl , |
1

N N

IA
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3. RESULTATS ORIGINAUX

En utilisant I'hypothese (H»), on obtient

[T - Ty)(@)| <

t a-1 _ a—1 _na-1
L[ (logt) k(lx(s) =y + D™ x(s) = D™ y()D)
o) Jy

B s
1 a—1 n 1
( og If) |A| f (logn)oﬁﬁ
|12 Ia+p) 1 S
_ a—1 _nNna-1
Xlk(lx(S) Y&+ D% x(s)-D y(S)I)IdS+ |B
s INoa—-1)
e -2 _ a-1 _na-1
Xf (logg)“ k(lx(s) y(S)|+|DS x(s)=-D y(S)I)dS].
1

Maintenant, en passant a la norme, on trouve :

_ _ a-1. _ a-l 1 ff( z)"“ll

[T -TY@W| < k(lx=ylow+ID*'x-D yllm)ggxe]{—na) 1 log Sds
1
+(ogt

s
IA| n nye+h-11
log — —-d
|12 F((x+ﬁ)]; (Ogs) s S

|B| e eya-21
+F(a—1) : (log;) ;ds]}.

)a—l

-1d +B-1d
En calculant les intégral [} (logf)a 4 et fln (logn)a —S, puis en passant a la norme,
s s s s
on trouve :
p
1 1 [1Al(logn)*™ |B] - -
TX)—(TY) o= k + x— +[| D*'x - D! :
I (Tx)—(TY) lloo (F(cx+[3) 01| Tlarp+1)  T@ (Fx=ylloo+1 ¥ lleo)
(2.12)
Donc,
1 1 [1A](logn)*? B
Tx)— (Ty) o= k + + X — 2.13
I (Tx) = (Ty) | (F(a+ﬁ) 01| Tlasp+1) T Ix—ylx (2.13)
D’ou,
I (Tx) = (Ty) loo= kM1 | x =y IIx - (2.14)
Etape 2

On calcule D ! Tx :

1 14 t a—1 1 ds (lOgt)a_l
o [ (ogs) s, Do ey T S

_ A n H a+y-1 L @
g [C F(a+y)fl (logs) f(s,x(s),D* " x(s)) ,

DN Tx)(r) = D*!

e

eyo-1 a—1 f{f
_m 1 (logg) f(s,x(5), D" " x(s)) S ])
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3. RESULTATS ORIGINAUX

En revenant a la forme J* f et par linéarité de D* !, on a:

(log t)o‘_1
0

A ! N oyl a—1 @
X[C F(a+Y)f1 (log) " s, x(5), D xts)

e

T

D N(Tx)(t) = D' (J*f(s,x(s),D* x(s))) + D*!

e\o-1 a1 ds
(log;) f(s,x(5),D" " x(5)) S ])

En appliquant la définition de D*~!, on obtient :

I f (s, x(),D* 1 x(s) + %

A n r] (X+Y_1 a_l dS
- log— ,x(s),D as
" [C F(oury)f1 (Ogs) fs,x() x(s)~

B e

T

D 1(Tx) ()

e a—1 ds
log — D* 1 x(s)—|.
(ogs) f(s,x(s), x(s)) .

D’ot,

t
ff(s,x(s),D“‘lx(s))+@
1 [0

3 A n n a+y-1 el @

[ F(0l+Y)f1 (k’gs) flsx(9),D X($)~5

__B [°

o) J1

D*(Tx)(r)

a-1 da
(log?) f(s,x(s),DO‘_lx(s))TS].

Maintenant, soient x,y€X.On a:

t ds I
|D“ ' Tx) () - D* ' Ty ()| = ‘ f1 f(s,x(s),D“_lx(s))Ts+%

- A ! n vt a-1 @
X[C F(O(+y)f1 (logs) fs,x(8), D*x(s)—

B e
Ty

a—1 d
(log%) f(s,x(s),D“_lx(s))?S]

t _ ds ')
_ a—1 S 2\
]1 f(s,y(8),D* 1 y(s)) 0

_ A n D a+y—1 a1l @
" [C F((x+y)f1 (logs) f(s,y(s),D™ " y(s)) S

e

__B eyt wel @”
Ia) 1 (1Ogs) f(5,y(5), D7 y(s) ik
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3. RESULTATS ORIGINAUX

Par conséquent,

(DT (1) - D Ty)(0)] = ft (5,009, DY x(9) = (5, y(9), Dy
1 N
F(o() |A| n n a+p—-1
1021 [ [ {a+P) N (lo s)

a—1 _ a—1
le(s,x(S),D x(s)) Sf(s,y(S),D y(S))IdS
|B| e e\a—2
TNo-1) J; (10 E)
§ | £ (s, x(s), D" 1x(s)) — £ (s, y(5),D* L x(s))] s

N

+

En utilisant (H,), on obtient :

(D% 1Tx) (1) - D Ty)(1)| = f K — y$)1 + D) ~D Ty
1

S
(o) |A] n n a+p-1
i UL S log —
9] I’(a+f>)f1 (Ogs)
k(1x(s) — y(s)| + D% 1x(s) = D* Ly(s)])
X S ds

N |B| e(lo f)“—z
Ioa-1) N gs

_ a—1 _nNna-1
><k(lx(S) y(S)|+|DS x(s)-D y(S)I)dS].

En passant a la norme, on trouve :

1
O T @ - D TNO| = k(1 x- Yoo+ D“_lx‘Da_ly”"")rrﬁ?Xe]{ L5

I o) |Al f" moe+b-11
— = log — —-d
0 T+ L log5)  5as
|B| e eyo-21
log— —ds|y.
+F(0(—1) 1 (Ogs) S S}
-1d +p-1d
En calculantles intégrales [} (log E)a Ts et [ 1“ (log 2)0( TS, puis en passant alanorme,
on trouve :
p
_ _ I [1A](logn)*™ B _ _
D* ' Tx)—(D*'Ty) o= k|1 + =V loo + I D T x=D* 1y 0o
I ( )—( 2l ( 2 | Tlarpr)  T@ (lx=ylloo+1 ¥ lloo)
(2.15)
D’ou,
p
~ ~ I [1A[](logn)** IB|
D* !'Tx) = D*'Ty) o< k|1 + x- . (216
Il ( x) = ( Yl 2 | Tasp+)  T@ (lx-ylx). (2.16)
Donc,
I D' Tx) = (D* ' Ty) o= kM2 | x =y lIx - (2.17)
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3. RESULTATS ORIGINAUX

Alors d’apres (2.14) et (2.17), on peut écrire :
| (T20) = (TY) lloo + I| D' Tox) = D' TY) loo= kM + M) [ x =y lx - (2.18)

Conclusion :
| (Tx)=(Ty) Ix<= kM [ x-y llx.

3.2 Existence Sans Unicité

Théoréme 2.2 [17] On suppose que (H,) est vérifiée et
(H3) : Il existe L. > 0, tel que f est borné par L.
Alors, Le probleme (2.1) admet au moins une solution sur [1, e].

Preuve.
On va utiliser le théoréme du point fixe de Schaeffer pour montrer I'existence d'une solu-
tion pour le probleme, et pour cela, on passera par 4 étapes :

Etape 1 : Montrons que T est continue.
Soit (x,) nen € X une suite telle que x,, — x dans X. Alors pour tout t € [1,e],on a:

a-1

1 [t AN w1 ds (logt)
mfl (logg) f(s,x,(8),D xn(S))T+—

|(Txn) (1) = (TX) (O] = 2

A ! N o+p-l a—1 @

_% le(logg)“_l f(s,xn(s),Do‘_lxn(S))%]
_ﬁ 1t(logé)a_lf(S,x(S),D“‘lx(S))% - %
. [c— F((xA—i- 5 fl n(logg)mﬁ_1 f(S,x(S),D“‘lx(S))%
_% le(logg)a_l f(S,x(S),D“‘lx(S))%] ‘

Par conséquent,

I(Txp) () = (Tx) ()] =

t a—1 a—1 _ a1
Lf (IOgE) If(S, xn(8),D Xn(8)) f(s,x(s),D x(8))] g
I'e) i s

S
logt)*™' [ 1Al ol
( ) f (logn)
[£2] Ia+p) 1 s
NS5, %0 (8), DU (8)) = (5, x(5), DU x(s))] gss Bl
S Ia-1)
e -2 a—1 _ a—1
Xf (logg)“ [/ (s, Xn (), D™ xn(8)) = f (5, X(8), D™ x(sDI , |-
1 S S
Comme f est une fonction continue, alors
| (Tx,)(t) = (Tx)(#) |loo— 0 quand n — 0. (2.19)
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3. RESULTATS ORIGINAUX

D’autre part,

|(D*'Tx,) (1) — D' Tx) (1)

T
t

- f f(s,x(),D* 1 x(s))— —
1 S

+
- 1
8 [C [a+v) 1 Ogs

T

D’ot,

|(D* ' Txp) (1) — D' Tx) (1)

[ remanmaors £
1 0

_ (X+Y—1 ael @

[ F(a+y) . f(8,x,(8),D% " xp(5) .

e

a-1 da
(10g=) f(s,xn(s),D“‘lxn(s))Ts]

ds I'(o)
N

-1
™ f(s,x(s),D“‘lx(s))%

e

e\o-1 a1 ds
(log;) f(s,x(9), D% x(s) ”

L1 (s, xn(8), D% L, () — (s, x(5), DX L x(5))] ds
S
@ IA| n n a+p-1
12 | Ta+p) i [l s)
y If(s,xn(S),D"“lxn(S))—f(s,x(S),D"“lx(S))lds

S

Bl [¢( ey
log —

+F(0(—1) 1 (Ogs)

a—1 _ a—1
le(s,xn(S),D xn(S))S f(s,x(s),D x(S))IdS

Comme f est une fonction continue, alors

| D 1Tx,) (1) = D 'Tx)(0) |loo— O quand n — 0.

D’apres (2.19) et (2.21),on a
| Ty (2)

Donc, T est continu.

Etape 2 : Montrons que T est borné.

—-Tx(t) |[x— 0 quand n — 0.

(2.20)

(2.21)

On définit'ensemble B, :={x € X, ||x|lx <r},our >0.Pour xe B,,Ona

(TR0 = 'n )f
+(logt

)a 1

( ) f(s,x(s),D*" 1x(s))
S

a+p-1

(2

[C_F(a+ﬁ)f1n( 5

ACEIO D“—lx(s)) s

a 2 f(s,x(s),D* 1x(s)) H

F((x 1) s
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3. RESULTATS ORIGINAUX

Alors,

a—1 a—1
If(s,X(S) D x(S))I
[(Tx)(1)] < F((x)f ( )

logt |A] N nya+p-1
102 [' I+ (a+ﬁ)f1 (logE)
a—1
If(s x(s),D x(S))IdS

f a 2| f(s,x(s), D% 1x(sm ]
F(a 1) ’

S
En utilisant I'hypothese (Hs), on obtient

L [! AR
ool = mos s [ roag]

logt)* Y1 1Al B-11
(Lol [ LAy el
[£2] INa+p) 1 S
LIB| [° 21 logt)*™"
P LB 1) L lllos D" |
Na-1) 4 s 1£2]
-1d +B-1d
En calculantles intégrales [}’ (logf)a a et fln (log )a S, puis en passant alanorme,
s s
on trouve :
1 1 [I1A](logn)**? |B
| (Tx) lloo= L L L [1Allogn)” 7 1B el (2.22)
Ia+p) 121 Dla+p+1) '@ 1£2]
D’ot, c
I (Tx) lloo=< LMy + — (2.23)

12
Pour D! ona
Ef(s,x(s),D* 1 x(s)) J
S

|D* ' Tx) (1)

T 0(+f> Lf(s,x(8),D*Ix(s)
((2 F(a+ﬁ) s
cx 2f(s,x(s) D%~ 1x(s)) ]
F((x 1) s '
Alors,
t D(X—l
(DT ()| 'ﬂs’x“)’s )
IAGY Al N b1 |fis, x(s), D Lx(s))]
il log —
+(|9| 'C'+na [3) [108°) s ds
f <x -2 |fls, x(s),D*” 1x(s))| ]
F(a 1) s '
En utilisant I'hypothese (Hs), on obtient
~ 'L I'o) LIA|
D(X ].T o < {f -
| *l = tgl[laxe] 1 sd8+ (log )22 [ o+ P)
n nyo+h-11 LIB| € eya21 ] Il (o) }
Xfl (log ) d +—F((x D (logs) Sds +—(logt)2|!2| .
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3. RESULTATS ORIGINAUX

-1d +-1d
En calculantles intégrales [} (logg)a TS et fln (logrsl)a Ss puis en passant ala norme,
on trouve :
p
. I [1A](logn)*™ B eI I ()
D¥1Tx) oo L1+ + + ) 2.24
I¢ )| { | 2] { Ia+p+1) I |112] (224
Donc,
I
| (D% Tx) [loo= LM, + |C|| Q(|OO (2.25)
D’apres (2.23) et (2.25), on obtient
I
1 T lloo + | D ) () loo= LM, +My) +2 'Cll Q(|°‘). (2.26)
Ceci, implique :
el (o)
| Tx ||lx<L(M;+Mby) + ZW. (2.27)
Donc,
| Tx ||x< co. (2.28)
D’ou T est borné.
Etape 3 : Montrons T est équi-continue.
Pour 1, €[l,e]; 1< r,etx€B,,ona:
gz “ s, x(9), DU x(s)
(Tx)(52) = (Tx) ()| = ’ f ( ) f
I ) S
t (log tz)“ ! fls, x(s), D% lx(s))
F(O() f S s
f a—1 a—1
1 (lo ﬁ) fis, x(5), DT x(s))
JAGINA s s
((1og )" - (tog 1)) A
" 9] [C  Ta+p)
n -1 o-1
Xf (logg)“+ﬁ fis, x(5), D™ x(s)) ,
1 S s
¢ ez fls,x(s),D* ' x(s)) ]
- log — ds||.
INa-1) fl o8 ) S s ‘
En utilisant (Hs), on trouve
h ¢ a-1 t a-1 1
[(Tx)(t) — (Tx)(r)| < (log?z) - (log?l) ] ;ds
L |[® £\ 11
(log—z) —-ds
f S S
| ((log tg)(x_l _ (log tl)a_l) | [ f 0(+[3 11 d
+
1£2] +P)
LIB| e e\a-21
log - —ds| .
+F((x—1) 1 (Ogs) s S]
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3. RESULTATS ORIGINAUX

Donc,
|(Tx) () — (Tx)(t)] < TasD [|(log 1) - (log 12)* + (log &, —log t1)*| + | (log 71 —log 1) ]
|(log )™~ (log 1)), b1 1
+ 7 [Ic ( ) —ds
L|B| e\a-21
"Ta-1 Taon o ( s) Eds] '

(2.29)

Alors pour t; — f, , ON va avoir :
| (Tx)(t2) — (Tx)(#1) loo— O. (2.30)

D’autre part,
“ fls, x(9), D 1x(s) | (1 fis, x(8),D*x(s)

|D'Tx) (1) - D' TR)(1)| < 1 - 1 -
" fls, x(9), D x(s) [ 1 s, x(8),D*x(S)
B 1 N 1 S
t a-1
+f 2 fs, x(s),D x(S))dS'.
I3} N

Grace a I’hypotheése (H3), on obtient

|(D*'Tx) () — D* ' Tx) (1)

153 L
f —ds|.
I3} N

(D" Tx) (1) - D' T0(1)| = [Llogz ~logh)|.

D’ot,

Alors pour t; — t, , on va avoir :
| (D*1Tx)(t) — (D* ' Tx)(f) loo— O. (2.31)

Par conséquent, on obtient

I Tx(t2) = Tx(t1) lloo + || DX 1Tx)(£2) — (D 1Tx)(11) loo— 0 quand t; — t.
D’ou
| Tx(£) —=Tx(#H) |[x— 0 1 — £

D’apres les étapes 1-2-3 et le théoreme Arzela-Ascoli, T est completement continue.

Ftape 4 : Montrons que I’ensemble

A={x)eX;x=AT(x),0<A<1} (2.32)
est borné.
Soit x € A. Alors x = AT(x), pour chaque 0 <A < 1, et pourtout t € [1,e],ona:
1 [t t log£)**
x(t) =A mfl (log;) f(s,x(s),D*” 1x(s)) %

A n n a+p-1 w1 @
{C F((x+ﬁ)f1 (logs) [ (s x(5), D7 x(s) —

€ eyo—1 i ds
~os [ (108%)" s x0T
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3. RESULTATS ORIGINAUX

En utilisant I'hypothese (Hs), on trouve

lIx(z‘)l < max{ift(lo E)O(_llds
A T orelel [ () S gs s
logt)* ™' [ LAl M +p-11
(log?) Al (logg)“ 1
[£2] Ia+P) 1 s s
L|B| e( e\a—21
| ) -

|cl (log z‘)o‘_1
"Ta-n ), 8% T '

Donc,

lc|
| x() ISA(LMl +ﬁ)' (2.33)

D’autre part,

t a—1
%|(D°‘_1x(t)| < f |f(s,x(s),D x(S))IdS
1

S
N AL el £ (s, x(5), DY x(9))]
1o 1 Tawp o 0 ) p ds
Bl ¢, e\«21f(s,x(s),D* ' x(s))| ]

+F((x—1)f1 (logs . ds|.

Par ’hypothese (H3) on obtient

1 ‘L I [ LA

~Z 1 (> L < {f = =

N PTOOE = A | S 00 | T p)

n +f-11 LB € -21] A
xf (logg)a —d +L (logf)a —ds]+M}.
1

s s INoa-1) 4 s s (log 1)2|42|
Donc,
I
| (D x)(0) [< A (LM2 . 'C'| 9(|a) ) | (2.3
D’apres (2.33) et (2.34), on a
I
| % lloo + | D Lx loo= A (L (M +My) +2 'CLQ(IO‘) ) (2.35)
Ceci implique que
lclI ()
[ xllx<A|L(M; +Mp) +2W . (2.36)
D’ot,
[ x[[x<oo. (2.37)

Lensemble A est un borné.
Graces aux étapes 1, 2, 3, et 4, et d’apres théoreme du point fixe de Shaeffer, on déduit
que T admet un point fixe qui est solution du probleme (2.1).
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Chapitre 3

Sur un Systeme différentiel de Type
Hadamard

Lobjectif de ce chapitre est d’étudier 1'existence et I'unicité d'une solution du pro-
bleme

V(1) =yP(1)=0, 0sj<n-2

{ D%x(#) = f(£,x(1),D*x(1)), DPy(1) = g(£,y(1),DVy(1), 1<t<e
AJYx(m) +Bx'(e)=c, A]Yy(m) +By'(e)=¢ Y>0,1<n<e,

ou

a-u>letp-v>1l,n-1<a,fp<n,n=2.et(AB)#(0,0)

Tout d’abord on commence par établir la représentation intégrale du systeme par |'utilisa-
tion des propriétés des opérateurs de Hadamard. Puis, ont utilisé le principe de contrac-
tion de Banach pour montrer |'existence et 'unicité de solution.

1 Probleme Intégral

Lemme 3.1 Soientu,v e C([1,el]), Le probleme

¥1)=y/1)=0,0<j<n-2 3.1)

{ Dx(t)=u(t), DPy()=v (1), 1<t<e
AlYx(m) +Bx'(e)=c, A]IYy(m) +By'(e)=c y>0,1<n<e

admet une solution intégrale s'écrivant comme suit :

c—AJ*"Yu(n) - BJ* u(e)
o)
c—APYu(m) —BIP 1 u(e)
(2

)

x(t) = T )f ( —) —)(/is+(logz‘)°‘1

y()= (mflt(log;) %ds+(logt)ﬁ !

)

d’oli

_Bla-1) Al -
= e T+ Y) (logn) ’
BE-1) Al B+y-1

. +F([3+Y) (logn) :

2=
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2. PROBLEME DE POINT FIXE

Preuve : Grace au lemme 1.3, on a

a— a- a—n 1
x(£) = c11 (log£)* ™ + c12 (log £)* > + ...+ ¢1, (log ) YT ), (lg) st, 3.2)

p-1 p—2

t
+...+cz,1(logt)ﬁ_n+%m 1 (logé) &d (3.3)

D’apres la premiére condition X/ (1) = yj(l) =0, 0sj<n-2,ona

y () =co1 (logt)” " +co2 (logt)

Cin=Ci(n-1)=.--=Cj2 =0 (i = 1,2).

Dong, (3.2) et (3.3), devient :

a—1
x(t) = c11 (log £)*~ +—f1 ( —) Mal

F( )
)ﬁ v(s)

y([) =C21 (logt) +mfl ( ; S —ds.

(3.4)

En utilisant la deuxiéme condition AJYx(n) + Bx'(e) = c et A]Yy(n) + By’ (e) = ¢, on obtient

c—AJ*"Yu(m) —BJ* u(e)

C = y (35)
11 @ (log)MY_l R Ba-1)
Tla+y e
c—AIPPYpm) -BJPlu(e
Gy = J (n) —BJ (e) (3.6)

I'p pry-1 BP-1)
A—F(ﬁ+y) (log) + —

11 suffit de remplacer c; et ¢, dans (3.4), pour avoir :

a-l u(s) (log t)(x_l A n mety-1 u(s)
x(t) = F((x)f ( ) ds+ 0 [C_F((x+y).[1 (log;) Tds

0( 2 u(s) ]
F((x 1) 5]
~ \P1 u(s) (log t)ﬁ ! A n m\B+Y-1 v(s)
y) = _F([?))j; (log;) S ds+ 7, [C_F(ﬁ+y)f1 (log;) Tds
ﬁ 2 v(s) ]
F(ﬁ 1) '

2 Probleme de Point Fixe

On considere les espace de Banach suivante :

X:={x|xeC([1,e],R),D*xeC((1,e],R)},

muni de la norme

-1
I lx=1 % lloo + 1 D*™"x lloo,
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3. RESULTAT ORIGINAL

et

Y:={ylyeC(l,e,R),D'yeC(1,el,R)}

muni de la norme
Iy Iy=llylloo+ IDY¥ lloo -

On peut démonter que,
X 1. IIx) et (Y, || . [ly), sont des espaces de Banach.
En plus,

XxY, || [Ixxy)

est un espace de Banach dont la norme est :
I (x, 2) llxsey=N x lx + 11 y lly -

On introduit 'opérateur T défini par :

T : XxY—XxY
(x,y)— T(x,y) = (T1y, T2x),

ou
a—1 a—1
. [(5y9,D4y9) (log)
hyo = F(oof( ) s dst =0
[ e Lf(sy(9,D"y() |
F((x+y) S
2 ,y(s),DH
a f 5, ¥(5), y(S))dS ’
F((x 1) S
et

t p-1 y oo 111
Ty x (1) ﬁf (logf) g (s,x(s),D x(s))ds_'_&
1

S S {2
ﬁ+Y 1g(s,x(s),DVx(s))
[ F (ﬁ +Y) 1 s
[3 -2 g(s x(s),DVx(s))
F(ﬁ 1) f s

3 Résultat Original

3.1 Existence et Unicité

Maintenant, nous allons étudier 'existence et I'unicité de la solution du probléme
(3.1). On utilise le principe de contraction de Banach.
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3. RESULTAT ORIGINAL

Pour cela on a besoin des hypotheses suivantes :
(H7) Les fonctions f, g:[1,e] x R? — R sont continues.
(H3) Pour chaque f € [1, e] et x1, y1, X2, 2 € R, on suppose

|f (6, x1, 1) = (8, %2, 32)| < k1 1x1 — x| + ka2 | y1 = y2|
|8 (£, x1, 1) — g (£, %2, y2) | < k3|31 = Xal + ka [ y1 = ¥

avec, ,
k= mClX(kl, k2)’ k = max(kS! k4)r

et k;,i=1,2,3,4 sont des constants de R*

Théoréme 3.1 On suppose (H,) est satisfait,

Si
k(M) +My) + k (N; +Np) < 1, (3.7)
tels que
a+y
VRIS S | Al (logn) NILING
la+y) 1210 | Ia+y+1) ()
a+y
Mo L T@ [Al(logn)™ " 1B| |
Na-p+1) INoa-wl2 || Da+y+1) I
et
1 1 [I1Al(logn)’"  |B|
Np = + + ,
rp+y) 21| r'p+y+1) I'(B)
LT [1al(ogn)™ 1B
PTTB-v+) TB-WI2 | T(B+y+1) I

Alors, le probleme (3.1) admet une unique solution dans [1, e].

Preuve : On applique le théoréme de point fixe de Banach pour démontrer ce résultat. On
a besoin de passer par 2 étapes.

Etape 1:

a-On montre qu’il existe M; tel que | Ty —Ty; lco=M1 | y =1 lIx -
b- On montre qu’il existe M, tel que || (D*T)y — (D*T) y1 [lco<M2 | ¥ — 1 IIx -

Ftape 2:
a-On montre qu’il existe N; tel que || Tx —Tx; o< Ny | x —x1 |ly -

b- On montre qu’il existe N tel que || (DYT)x— (DYT)x; loo< N2 | x—x1 [ly .
Puis on passe ala norme | . ||xxy pour pouvoir conclure.
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3. RESULTAT ORIGINAL

Ftapel : a-Soient (x, y),(x1, y1) € X x Y. et pour chaque € [1,e],0na:

-] = |z [ t(logé)a_lf(s,y(s),D“y(s))% + _(10%30‘—1
" [C_ F(ai v fln (logg)w_l J(5:y(5), Dy “D?
T 16(logg)a_lf(s,y(s),D“y(s))%]
§ [C_ F(O(P:- Y) fln (logg)aﬂ(—lf(s*yl(s)’D”Jﬁ(S))?

e

ey«! ds
__2 e " ds
N S (logs) fs,y1(5),D* ()= H
t a-1 U _ "
Lf (log t) | (s, y(s), D y(s)) — f (s, y1(s),D J/1(s))|ds
I J1

s s
(log t)o‘_1 Al fn(lo H)OHY—l
|£21] Ia+y) 1 &

H - H
le(s,y(s),D y(8) — f(s, y1(s),D yl(S))ldS+ IB|
S INo—-1)
e ) M B u
Xf (logf)a |f(s,y(8),DHy(8)) = f(s,y1(5),D yl(s))lds .
1

N N

D’apers I'hypothese (H3), on obtient

t a-1 - H _DM
L[ (logt) k(y(s) = 31 +ID¥y(s)) - DFy1 (D ¢
1) Jr

ITiy(0) -Tiy ()] < ;

S
(log t)a_l A n n)o+y-1
¥ [£21] F(cx+Y)f1 (IOgEJ
- M _DH
><k(ly(S) yil+ID¥y(s))-D J/I(S))l)ds+ |BJ
S [la-1)

e a-2 — M —DH
Xf (loga k(ly(s)—y1l+ID Sy(S)) D y1(S))|)dS]-
1

En passant a la norme de sup, on récupere :

1 (e eya-11
- - My DM - — _
ITiy®-TiyiM oo = k(I y=y1llo+1D*y-D¥n ||oo){noof1 (logs) ds

S
|A| n n a+y-11
log— —d
F((x+y)f1 (Ogs) S S

L

eya-lds aty-lds
En calculant les intégrales [}’ (log—) — et fln (logn) —, puis en passant encore
s s s s

1 a—1
 (loge)

1]

|B| e eya-21

1 -

+F((x—1) : (o ) Sds

ala norme, on trouve :

1 1

|Al(logn)*™ |B]
+
Ila+y) 1§41

Ia+y+1)  I'(o)

) (Ily=y1lloo + ID*y —D*y1 llno) -
(3.8)

I (T1)—=(T1¥1) lloo= k(
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3. RESULTAT ORIGINAL

Donc,
1 1 [IAl(logn)*™ |B|
T1y)— (T o=k — . 3.9
I (T1y) = (TiyD) |l (F(a+y)+|91| Tlaty+1) +F(a) Iy=ylx (3.9)
D’ou
I (T1y) = (Try) 1< kM (Il y =31 llx)- (3.10)
b- D’autre part, on a
1 L\ £(s, y(s), DRy (s))
R W1 g ()
1) (1) Ta—w I ogs . ds

o) (log ) M1 [ A fn m\e+y-1
- log —
" INoa— ) ¢ Ioa+v) I (Ogs)

f(s,y(s),D¥y(s) , B fe a2
g ds F((X—l) 1 (logs)

N

V]
Xf(s,y(S);D y(8) ds].

Maintenant, Soient (x, y), (x1, y1) € X x Y. Alors, il est clair que :

1 L\ TR £(s, y(5), DRy ()
DT, y(£) — DMT _ f (1 _)  Y(8),
| 1y(1) 11(0)] 'F(a— ) 0g . ds

o) (log r)*H-1 [ A fﬂ m\e+y-1
- log —
" Io—p) ¢ Ioa+v) 1 (Ogs)

f(S,y(S),Dl’ly(s)) _ B ]’e e a-2
g N ds F(O(— DA (logs)

H
><f(s,y(S),D y(S))dS]

S
t a—p-1 vl
1 f (logf) [(5319, D50 (9)
INoa—w Ji S s

F((x)(log t)a_“_l [ A fﬂ M a+y-1
_ B log "
IMo— ) ¢ Ioa+v) I (Ogs)

f(s,31(9),D*yi(s) . B fe eyo2

g s ds Noa—1 ), (log s)

Xf(s,yl(S),D“yl(S))ds”

S
1 £ 1 AR
O —
F(a—u)ﬁ( gs)

y |f (s, y(s),D*y(s) — f(s, y1(s), DHy1 ()] ds

S
o—p-1 n -1
I'(o)(logt) |A] f (logn)my
HNoa-wlAl [ [la+Y) N S
y |f (s, y(s),DMy(s) — f(s, y1(s), D¥y1(8))] ds
S
|B| e e\a—2
WTE (l E)
y If (s, y(s),D*y(s) = f (s, ¥1(5), DM y1 ()] ds] ‘
S

IA
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3. RESULTAT ORIGINAL

Grace a (Hy), on écrit :

|D*T1y(2) = D*T1 31 (1)

1 t AL
lo —)
IMoa—w) 1 ( g5

y k(ly(s) = y1(8)|+ D y(s) —DHy1(s))) P

S
a—p-1 n -1
I'o)(logt) |A] f (logn)(x+y
INa-wl [Ila+y)h s
y k(ly(s) —y1(s)|+ D y(s) —DHy1(s)]) d
S
IB| e e\a—2
"Ta-D (logE)
k(ly(s) = y1(8)|+ D y(s) —DHy1(s)]) ]
X S ds|.

D’ou,

ID*T1y(0) =Dy (D) oo = K| IIy N Iloo+||D“y DHy1 [loo)
cx pu-11
{ —ds

Ia—w h
IA f mye+ry-11
log— —-d
F((x+y) 1 (Ogs) S S

F((x)(loge)"‘ K-l
|B| € e\«-21
+F((x—1) : (log;) Eds”.

HMoa— |

Donc,

|Al(logn)™™ B
Ia+y+1) (o

1 I' o)
DT, v — DHT o =< k +
| DTy y = DTy | {F((x—p+l) Ioc— ) | 2 |

(1 y=y1llo+ ID*y =D y1 lloo) -

|

I D*T1y = DTy lloo< kMa (Il ¥ = 31 lloo + | DHy =D y1 o) - (3.11)

Par conséquent,

D’apres (3.15) et (3.16), on trouve

ITiy—Tiy lIx< kM1 +M2) (| y = »1 lloo + I D*y =D y1 lloo) - (3.12)
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3. RESULTAT ORIGINAL

Ftape 2 a-Soient (x, y),(x1, y1) €X x Y. et pour chaque t € [1,e],ona:
(logr)P™!
2

A ! NPyt v ds
g [C F(ﬁ+y)_[1 (logs) f(s,x(5),D"x(s)) S

B re e\p-1 v ds
“Te ), (logg) f(s,y(s),D y(S))T]

[(Tox)(£) — (T2x1) ()| = Lft(lo E)ﬁ_lf(s x(s) DVx(S))§+
2 2X1 = ®h gs ) , S

o) (logg) f(s,x1(s),D XI(S))T_TZ

A n M p+y-1 v ds
" [C_ F(B+Y)f1 (logE] J(s 219, DT ()7
B

€ e\p-1 v ds
7 ), l085) Sem@DnEoT

1o 0\Pf (s, x(8), DY(s) = £(5, %1 (5), DY X1 (9))]
- 1 da
F(ﬁ)fl (Og ) S

N N

IA

1 a-1 1 1
 (log?) [ Al f (1og n)ﬁw
|£2] I'p+y) i s

v — v
£ (s, x(5), DYx(s)) ~ f(5,:1(5), D xl(s))lds+ IB|
$ I'p-1
e -2 v _ v
x[ (logf)ﬁ If(s,x(s),D x(s)) f(s,xl(s),D xl(s))lds .
1

N N

Alors,

t)ﬁ_l K (|x(s) — x1|+ DY x(s)) —DYx1(s)]) ds

1 t
ITox(2) —Tox1 (D) < Tﬁ)fl (log; S

p—1
1 n 1
N ( og l‘) |A] f (logn)ﬁﬂ(
[£2;] I'gp+y L s
y k'(1x(s) — x1(s)| + ID*x(s)) = DY x1(s)) |B]

s STTe-1
e e\B-2 K'(1x(s)— x| + DV x(s)) = DV x1(s))
xf (log—) ds|.
1

S S
Et donc,

1 € e\p-11
Tox(t)—T Dl = K — oo DYx-DV oo —f log — -d
| Tox(£) = Tox1(8) loo = k'(l x—21 lloo+ I DYx x| ){F(ﬁ) : (Ogs) ;48

loge)’ 11 |A n B+y-11
(oge) [ Al (lo H) o —-ds

[£2] F(f)+Y)61 s s
e -2
+F([|5B_|D “(105) %ds }
cela implique que :
||(T2x)—(sz1)||oosk’( 1, 1 [IAllogn)™ || )(||x—x1 loo + I DY~ DVx1 o).
r+y) 21| r@+y+1) I1(p)

(3.13)

34



3. RESULTAT ORIGINAL

il s’en suit que :

1 1 [1Al(ogn)™ B
(T2x) = (T2x1) lloo< k' + + x—x1llx. (3.14)
| (T2 2x1) |l (F(f)"'Y) 21| Tery+1) 1) I 1 lIx
D’ou
I (T2x) = (T2x1) lI< k'Ny (| x = %1 [1%) - (3.15)
tel que:
1 1 [I1Al(logn)®™ |B|
N;:= + +
rp+y) 21| rp+y+1) I1(p)
b- D’autre part,
v 1t n\PYf(s, x(9),DVx(s))
D'Tox(r) = F(ﬁ—v)fl (log;) . ds
F(ﬁ)(logt)ﬁ—v—l[ A fﬂ NP1
TTe-wa S Tep (logs)

f(5,x(s),Dx(s) , B fe e\p-2
x S ds T6-1 ) (logs)

><f(s,x(s)‘;D x(s))dsl'

Pour (x, y), (x1,y1) € XxY, on peut écrire :

1 t A\ £(s,x(5),DVx(5))
F(ﬁ—v)fl (logE) s ds

F(ﬁ)aogt)ﬁ—v-ll A fﬂ NP1
i w2 | Te+ph (IOgs)

f(s,x(s),DVx(s)) B fe e\p-2
X ds Te-1h (logs)

|IDYTox(1) =DV Tox1 (8)| =

S
><f(s,x(S),D x(S))dS]

s

t p-v-1 v
1 f (logf) flsx1(8),D"x1(9))
-v) S S

Ip
_F(ﬁ)aogr)ﬁ—v-ll A fﬂ n\B+y-1
e-v2 | 1e+ph (logs)

f(s,x1(5),D¥x(s) . B fe e\h-2
x . ds 6-1 ) (logs)

y f(s,x1(5),DVx1(8)) ds] '
S
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3. RESULTAT ORIGINAL

donc,

I\

ﬁ v—1

y If(s x(S) DVx(S)) - f(s, xl(S),DVxl(S))IdS
S
p-v-1 n -1
+F(ﬁ)(logt) [ |A] (10 H)B+Y
I'B-wlfxl 1IB+Yy)h s
y |f(s,x(s),DVx(s)) — f(s,x1(5),DVx1(5))| ds
S

=2 e(lof)ﬁ_2
Té-nh U985

y |f(s,x(s),DVx(s)) — f(s,x1(5),DVx1(5))| ds] .

N

Gracea (Hy),ona:

f)vl

IA

|DYT,x(2) = DY Tox; (1)

F(ﬁ V) (
K'(1x(s) — x1 (S)I +|DVx(s) = DYx1(9)])
X S ds
I'B)log HP~V=1 1 Al ﬂ(l H)B+Y—1
I'B-VIl [IB+Y) N s
K'(1x(s) = x1(s)| + DY x(s) =DV x1(5)])
X S ds
|B| e e\p-2
+F(ﬁ—1) . (logE)
K (1x(s) = x1(s)| + DY x(s) =DV x1(5)]) ]
X dS .

S

Cela donne :

I DYTox (1) =D¥Tay1(D) oo = K (Il x—x1 ||oo+IIDVx DYx1 lloo)
sv11
{F(ﬁ v) ds
F(ﬁ)(loge)ﬁ ! 'A' "(10g2)" " Las
I'G-vnl [IB+y)h

|B| e e\p-21
+F([3—1) : (logg) ;ds”.

N S

Et donc,

1 N ')
I'B-v+1) IB-Vv)I2]

X (| x=x1 lloo + I DVXx =DV x1 lloo) -

IAIUognfﬂY+_IBI
r+y+1) I(p)

[ DYTox —D¥Tox; oo < k/{

|

Par conséquent,
I DYTox —DT2x1 lloo=< kK'Na (| X = X1 lloo + I DYx =DV X1 lloo) - (3.16)
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3. RESULTAT ORIGINAL

D’apres (3.15) et (3.16), on trouve

| Tox —Tox1 llx< k' (N1 +N2) (I x— %1 lloo + I DY =DV x1 lloo) - (3.17)
Grace a (3.12) et (3.17), on obtient
I TCe= 1) =T = 1) ey [y +Ma) + K Ny +No) | (I o= 20,7 = 1 Dy (3.18)

Grace a (3.7), on conclut que T est contraction.
D’apres le théoréme de point fixe de Banach, on déduit que le probleme (3.1) admet une
unique solution sur [1,e].
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Conclusion

Dans ce mémoire de Master, on a abordé les équations différentielles au sens de Ha-
damard; un sujet qui n’ a pas été abordé durant notre formation de Master.
Dans un premier chapitre original, on a pu établir quelques résultats originaux sur |’étude
d’'une classe d’équations au sens de Hadamard et ce chapitre original a été accepté pour
publication en 2018 dans le journal de Mathematics and Open Problems.
Dans un deuxieme chapitre original, on a essayé de présenter une généralisation tech-
nique en abordant les systemes différentiels au sens de Hadamard ; un seul résultat origi-
nal a été établit dans ce sens.
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Equations Différentielles aux Sens de Hadamard

Résumé: Dansce mémoire de Master, on s’'intéresse aux équations différentielles selon
I'approche de Hadamard.

On commence par étudier une classe d’EDFs avec des conditions intégrales /non locales.
Dans ce sens, on établit certains résultats originaux concernant 'existence et 'unicité
/I'existence de solutions.

Puis, on s’'intéresse aux systemes d’EDFs avec conditions non locales : un résultat original
sur I'existence et I'unicité est établit.

Mots-Clés. Dérivée de Hadamard,Intégrales de Hadamard, Point fixe, Existence et Uni-
cité.

Differential Equations With Hadamard

Abstract: This work deals with the study of a class of fractional order differential equa-
tion with non local conditions involving Hadamard operators.

We establish new existence and uniqueness results by applying Banach contraction prin-
ciple. Then, we use Schaeffer theorem to generate an existence result.

At the end, a system of FDEs of Hadamard type is studied.

Key Words. Hadamard derivative, Hadamard integral , Fixed point, Existence and uni-
queness.
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