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Introduction

Les équations différentielles linéaires dans le domaine complexe sont un secteur des ma-
thématiques admettant plusieurs maniéres d’approche. La théorie locale est peut-étre la plus
étudiée de ces approches, ses résultats de base comme :

Le théoreme de base d’existence et d’unicité et la structure linéaire de base des solu-
tions des équations linéaires, la singularité etc, que nous sommes familier avec, aident a
comprendre notre intérét.

Notre intérét est différent, il se trouve dans la direction de la théorie des fonctions, c’est
I’application de la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondées
par le célebre mathématicien Rolph Nevanlinna, qui nous donne une apercu sur les propriétés
des solutions des équations différentielles, cette direction est apparue deés 1929 (Voir [23,24]).
Le premier qui a effectué des études systématiques sur les applications de la théorie de
Nevanlinna sur les équations complexes est H. Wittich commengant dés 1942 (Voir [23]).

Maintenant, la théorie globale des équations différentielles complexes en liaison avec
la théorie de Nevanlinna est devenue plus populaire. Pendant les trois derniéres décennies
plusieurs groupes actifs de mathématiciens dans des pays différents ont joué un role remar-
quable dans ce domaine, des résultats importants ont été établis. Cette théorie est devenue
un outil indispensable dans ’étude des propriétés des solutions des équations différentielles
complexes.

Spécifiquement notre étude est sur 'ordre de croissance et les points fixes des solutions.
La théorie des équations différentielles linéaires complexes a été développée depuis les années
1960. Beaucoup d’auteurs ont étudié les équations linéaires complexes

O A () f" Y4 4 Ay (2) f=0 (1)
et

O+ Aa () SV 4+ Ao (2) f = F(2). 2)

Des résultats importants quand les coefficients Ag (2) , ..., Ax_1 (2) ,F' (2) , (k > 2), dans (1) ou
(2) sont des fonctions entiéres d’ordre fini (par exemple. [7,9, 10]) ont été établi. L. G. Bernal,
L. Kinnunen et J.Tu ont étudié la croissance des solutions de(1)et (2) individuellement quand
les coefficients dans (1) ou (2) sont des fonctions entiéres d’ordre itératif fini (voir[11, 12]).
Les propriétés de (1) et (2) ont été également étudiées par T-B. Cao et J.Heittokangas quand
les coefficients sont des fonctions analytiques dans le disque unité¢ (voir [8,22]) .Dans [16, 17]



O.P.Juneja G.P. Kopoor, S.K. Bajpai ont étudié quelques propriétés des fonctions entiéres
d’ordre [p, ¢, et ont obtenu quelques résultats. Notre but dans ce mémoire est d’uliser les
concepts des fonctions entieres d’ordre [p, ¢] pour étudier les équations différentielles linéaires
complexes (1) et (2).

Dans le premier chapitre on donne les notions fondamentales sur la théorie de Nevanlinna
dont on aura besoin par la suite.

Le deuxiéme chapitre de ce mémoire est consacré a la croissance des solutions de I’équation
différentielle linéaire

O A () fE Y 4o Ag(2) f =0,

o Ag(2), ..., Ax_1(2), (k > 2) sont des fonctions entiéres transcendantes d’ordre [p, ¢ fini.
Quelques estimations sont données pour l'ordre [p, q| des solutions de ’équation ci-dessus
quand 'un des coefficients A, est dominant.

Dans le troisiéme chapitre, on étudie la croissance des solutions des équations différentielles
non homogenes

O+ A0 () 5V 4 Ay (2) f = F(2),
ou Ag(z), ..., Ax_1(2),(k > 2) et F(z) sont des fonctions entiéres transcendantes d’ordre
p.ql-



Chapitre 1

Rappels et définitions

On va citer quelques définitions, notations et résultats dont on aura besoin
par la suite.

1.0.1 Théorie de R. Nevanlinna :

Théoréme 1.1 (voir [22]) (Jensen) Soit f une fonction méromorphe telle que f(0) # 0,00,

et soient ay ,ay ,... (resp. by ,by ,... ) ses zéros (resp.ses poles), chacun étant compté avec
son ordre de multiplicité. Alors

1 o2 i r r
log|f(0)!=§/0 log | f (re)|dye + Zm_ Zm

[bj|<r la;|<r

Définition 1.1 Soit f une fonction méromorphe, n’étant pas identiquement égal a a € C.
Soit i(z,a, f) désignant la multiplicité de a -point de f a z. Ainsi, on définit

n(r,a, f)=n ( fia> =Y i(za,f)
|z|<r
f()=a

c’est a-dire, n(r, a, f) est le nombre de racines de f(z) = a dans |z| < r, chaque racine étant
compté avec son ordre de multiplicité. Pour les poles de [ , nous définissons

n(r,oo,f) :n(r,f) = Z z(z,oo,f)
|z|<r
f(z)=00

Définition 1.2 (voir [22]) (fonction a -points). Pour la fonction méromorphe f, on dé-

finit
N(?’,(%f):N( ! ):/n<t’a’f)_n(o’a’f)dt+n(0,a,f)logr
0

T?
f—a t

pour a # oo et

N (r,00, f) =N (r, f) :/n(t’oo’f);n(o’oo’f)dt%—n(O,oo,f)logr

N(r,a, f) est appelée fonction a -points de la fonction f dans le disque |z| < r.

5



Définition 1.3 (voir [11].[25]) (fonction de proximité). Pour la fonction méromorphe
f, on définit

m (r,a, f) :m<r,ﬁ) :%/long
0

r

m(r,0, f)=m(r, f) = %/long |f (rew)| do,

0
m(r,a, ) est appelée fonction deproximité de la fonction f au point a

dy,a # oo

1
et

Définition 1.4 (voir [19,24]) (Fonction caractéristique). La fonction caractéristique de
la fonction méromorphe f est définie comme suit

T(r,f)=N(rf)+m(rf).
alr

Exemple 1.1 Pour la fonction f(z) = e** , a#0, onam(r, f) = ——, N(r,f) =0 d’ou
T
_ alr

T(r f)=
Définition 1.5 Pour tout nombre réel o > 0, on définit

log* a = max(0, log o)
Les propriétés de bases du logarithme tronqué sont contenues dans le lemme suivant :
Lemme 1.1 On a

(a) loga <log" a,

(b) log" a <log®™ B pour a < j3,
(¢) loga =log" a-log™ <,

(d) log oo = log™ a+log™ 1,

(e) log* (HO‘Z) < S log" oy,
i=1 =1

(f) log™ (Z%’) < S log" a; + logn.
i=1 i=1
Preuve Montrons (e) et (f):

(e) : Si Hai < 1, alors I'inégalité est triviale. Si Hai > 1, alors
i=1 i=1

In* o; | =In o; | = Y Ina; < S In" .

i=1

In* (Z%) < In" <n1n<1a<xai> <lnn+In" <”11£13%X04i>

< Inn-+ Zhﬁ Q.
i=1



Théoréme 1.2 (Premier théoréme fondamental). Soient f une fonction méromorphe,
a€Cet

o0
z)—a:ZcZ-zi, cm 0, meZ
i=m

le développement de Laurent de la fonction f — a a l'origine. Alors

) = T(7"7 f) - IOg |Cm‘ + 90(7”’ CL),

ot
o(r,a) <log2+log™ |a .

Remarque 1.1 Le premier théoréme fondamental peut étre exprimé comme suit :

) =T(r, f)+ O(1).
pour tout a € C.

Lemme 1.2 (voir [22]) Soient f, fi, ..., fn des fonctions méromorphes et a,b,c,d € C tels
que ad — bc # 0. Alors

[\
M:

W m(nEh) < i) + g

() m(Hf) Sonir, ),

©  N(nEh) £V,

(D) N(Hf) SN ),
50

(E) T <r, zn:fz) iT(r, fi) +logn pourn >1,
(F) T (Tv ﬁfz) < Zn:T(T, fi) pour n>1,

(@) T (r, }?1) =nT (r,f), pour (n> 1),d

(K)  T(nH)=TrH+00), -

||M:

(r, fi)

m(r,HfZ) i (r, fi) etN( Hﬁ) <
donc T (r, Hfi =m (r, Hfz) +N <T, Hfz) < éT(Ta fi)

i=1
G) Onalf =" <1ef<1
Si |f| <1, alors

T (r,f") = N (r,f") =nN(r, f) = nT(r, f)



Si |f] > 1, alors
") =N f1) +m (e, f7) = nN (r, f) +nm(r, f) = nT(r, f).

T(r.f
01(150) 5 £1) (51
< NG+ Ll fi>+1nn=iT<

=1

fi) +logn.
K) Posons fo = [, 1 = fo+ o fo = cfr, fy = fl

fa= be - f37 Js=fat 2751 c# 0, alors T(r, fry1) = T(r, fi) + O (1).

Définition 1.6 (voir [22,24,27)) Soit f une fonction méromorphe. On définit l’exposant de
convergence des zéros de la fonction f par

NP )]

r—+oo  logr

ol
1

N (r,i) Zn<t?%) ;n(o’ﬂdt—l—n(o,%) log r,

S

n (t, %) désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque |z| < t et l’exposant
de convergence des zéros distincts de la fonction f par

)]

r—+4o00 log r

N(r,l> Zﬁ@%) ;ﬁ(07%>dt+ﬁ(0’%) log r,

f

ol

n (t, %) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction [ situés dans le disque |z| < t,

Exemple 1.2 L’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f(z) = e*—1 est
égal a 1.

Définition 1.7 (voir [20,29]) Soit f une fonction entiére. Alors l’ordre et I’hyper-ordre de f
sont définis respectivement par

»(f) = Tim loglog M (r, f)

r—400 log T

et

_ ———logloglog M (r, f)
P2 (f) _TETOO lOgT

I



ou M(r, f) = I‘naxf(z). Si f est une fonction méromorphe, alors l’ordre et ’hyper-ordre de

f sont définis respectivement par

—logT'(r, f)
= lim —=—\J/
p(f) = lim og 7
¢l loglog T (r, f)
_ ——loglog T (r,
p2 (f) - TEI—POO logT

ou T(r, f) est la fonction caractéristique de f .

Exemple 1.3 La fonction f(z) = exp{exp z} est d’ordre p(f) = oo et d’hyper ordre p,(f) =
1.

Lemme 1.3 Si f est une fonction méromorphe non constante dans C, alors p(f*) =
p(f) (k€ N).

Définition 1.8 La fonction a(z) est appelée petite fonction par rapport & f si a(z) est une
fonction méromorphe satisfaisant T'(r,a) = S(r, f), c’est-a-dire T'(r,a) = o(T(r, f)) quand
r — oo a l'extérieur d’un ensemble de mesure linéaire finie.

Lemme 1.4 Soient f une fonction méromorphe transcendante et k > 1 un entier positif.
Alors

m (7", @) = O (log (T (1, 1))

a 'extérieur d’un ensemble exceptionnel F de mesure linéaire finie. Si f est d’ordre fini, alors

m <r, #) =0 (logr).

1.0.2 La densité des ensembles :

Définition 1.9 (voir [12]) La mesure linéaire d’un ensemble E C [0,+00) est définie par

w(E)- | .

ol xg (t) est la fonction caractéristique de I'ensemble E et la mesure logarithmique d’un
ensemble F' C [1,+00) est définie par

Définition 1.10 (voir [12]) La densité inférieure d’un sous-ensemble H C [0, +o0) est dé-
finie par

rT—00

densH = lim inf (/ X (1) dt> /r
0
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et la densité supérieur de ‘H est définie par

densH = lim sup (/ X (1) dt) /T
0

Définition 1.11 (voir [12]) La densité logarithmique inférieure log densH

d’un sous-ensemble H C [1,+00) est définie par

" t
log densH = lim inf (/ XHTUdt) /logr
1

T—00
et la densité logarithmique supérieure log densH d’un sous-ensemble H C [1,+00) est définie

par

r—00

log densH = lim sup (/ XHT@)dt> /logr
1

X (1) est la fonction caractéristique de I’ensemble H .

Exemple 1.4 Soit E = [1,2]. Alors m(E) = 1, Im(FE) = In2, densE = densE =
log densE = logdensE =0

Définition 1.12 On dénoté pour r€ [0,+00), exp,; r = €” et exp,,;r = exp (exp;r), i € N.
Pour tout r suffisamment grand, nous définissons log, r = logr et log;,, r = log (log;r),
1 € N. Nous dénotons également exp,r = r = log,r et exp_; r = log; ,.

Définition 1.13 (voir [14],[21]) Soit f une fonction entiére. Alors l'ordre itératif de f est
défini par

log, T'(r, log. ., M(r.
o, (F) = Timsup- B2 ) i gup 8o M )

>1,peN
00 log r o0 log r (p=1p )

Définition 1.14 (voir [14],[21]) Soit f une fonction entiére. Alors le degré de finitude de
l’ordre de f est défini par

0 si [ est un polynome,
. _ e . st [ transcendante pour un certain 7 € N
@(f)— mln{jEN.pj(f)} cwec,oj(f)<oo,

00 pour p; (f) = oo pour tout j € N.

Définition 1.15 Soit f une fonction entiére. On définit [’exposant itératif de convergence
des zéros de la fonction f par

1 1
. log, n <7‘,?> . log, N (7‘,?>
Ay (f) = limsup—————= = limsup———=~.
T——00 1Og r r—00 IOg r
Maintenant, nous présentons les définitions des fonctions entiéres de [p, g|— ordre, ot p, ¢ sont
des nombres entiers positifs satisfaisant p > ¢ > 1. Afin de garder ’accord avec la Définition

1.13, nous donnons une modification mineure a la définition originale de la définition du
[p, q]— ordre (voir [16,17]).
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1.0.3 [p,q| —ordre et [p,q] —type

Définition 1.16 : Soit f une fonction entiére transcendante. On définit le [p, q]—ordre de

[ par
log, T’ r, lo M T,
Plp,q) (f) = hmsupM = limsupgp"'l—(f)‘
4 r—00 logq T 00 10gq r

Exemple 1.5 Il est facile de voir que 0 < py, (f) < 00 .Si f(2) est un polynome, alors
Pip.q (f) = 0 pour tout p > q > 1. Par la Définition 1.16, nous avons py 1 (f) = p; (f) =

p(f), P2,1] (f)=pa(f) et Plp+1,1] (f) = Pp+1 (f)-

Exemple 1.6 Si f(2) = exps z alors pjs 11 (f) =1 et pgo (f) = 1, et si g(2) = expg 2* alors
Pl6,1] (9) =3 et Pl7.2) (9) =1.

Remarque 1.2 Si f(z) est une fonction entiére telle que 0 < py, ; (f) < oo, alors

(1) Ppng =01 < P)ppgn =0 (1 < Q)sPpingin =1 (R <p) pour n=1,2,3, ...

(ii) si [p',q'] est un couple de nombres entiers satisfaisant ¢ = p’ + ¢ — p et p’ < p, alors
Pprg) = 0810 <pp g <letpy n=00sl1<pp < oo

(i) ppy 41 = 00 pour ¢' —p’ > q—pet py =0 pour ¢ —p’ < q—p.

Définition 1.17 Soit f une fonction entiére. On définit le [p, q|—type de f de [p, q]—ordre
p (0 < p<o0) par

. log, M (r, f)
Tlpal = Tip.l (f) = limsup (lcfg T)P :
00 q_l

Définition 1.18 Soit f une fonction entiére. On définit le [p, q]-exposant de convergence
des zéros de f par

\ y log, n <r,%> y log, N (7",%)
) (f) = Imsup— T S s

Définition 1.19 Soit f une fonction entiére. On définit le [p, q]-exposant de convergence
des zéros distincts de f par

| y log,n <7",%) y log, N (7“,%)
pa) (/) = Hmsup— 0 == = imsup—

1.0.4 [p,q| couple indice

Définition 1.20 Soit f(z) une fonction entiére transcendante. On dit que f est de couple
indice [p,q], p > ¢ > 1, sib < pp, 4 < 00 €t py,_q4_1)=0

b=1sip=q et b=0 st p>gq
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Remarque 1.3 Si p, , n'est jamais plus grand que 1 et pyy .1 =1 pour un certain entier
p! > 1, alors le couple indice de f (2) est défini par [m,m],ou m = inf{p": pyy = 1}. Si
Pip.q & 10,00} Vp, g € N — {0} et pyn 1) = 0 pour un certain nombre entier p” > 1, alors le
couple indice de f(z) est défini par [n,1] , ot n = inf{p" : pyu, = 0} .Si py,, est infini
alors le couple indice de f(z) est défini pour étre |00, 00]. Si f (z) a le couple indice [p, q|
alors p = py, 1 s’appelle son [p, q] —order.

Définition 1.21 On dit que le couple indice [p,q| d’une fonction entiére transcendante est
inférieur au couple indice (p',q") ,p' > ¢ > 1, si l'une des conditions suivantes est vérifiées

(1) P—p>q—q,

(i) P—p<q—q<0etp,,y<l,

(i) p'-p=q¢-q¢>0 et py_ 1, =0,

(iv) p—p=d—-q>0.

Remarque 1.4 Soient fi (z) une fonction entiére de [p,q] —ordre pyet fa(z) une fonction

entiére de [p/, ¢'] —ordre pyet soit p < p'. Les résultats suivants au sujet de leur croissance
comparative peuvent étre facilement déduits :

(i) Sip' —p>q — q, alors la croissance de f; est plus lente que la croissance de fs,

(ii) Sip' —p < ¢ — q, alors f; croit plus rapidement que fs,

(iii) Sip’'—p=¢ —q <0, alors la croissance de f; est plus lente que la croissance de f5 si
p, > ltandis que la croissance de f; est plus rapide que la croissance de f5 si 09 < 1,

(iv) Sip'—p = ¢ —q < 0, alors f; et f» possédent le méme couple indice [p, q]. Si p; > p,,alors
f1 croit plus rapidement que f5, et si p; < p, ,alors f; se développe plus rapidement que fs.
Si p; = ps, on peut rien dire sur la relation de croissance entre f; et fs.

Exemple 1.7 Soit f, (2) = €* , fo(2) = € ,par la Remarque 13, nous avons que le couple
indice de fi(2) est [1,1] et le couple indice de f5(z) est [2,1].
Définition 1.22 (voir [12,28]) Soit f(z) = > anz™ une fonction entiére, le terme mazimal

n=0
de f est défini par p(r) = max {|a,|r"; n=0,1,...}, et Uindice central de [ est défini par
vp(r) = max{m, pu(r) = [an|r™}

Exemple 1.8 Pour le polynome P (z) = ap,2" + ...+ ao, a, # 0, on a p(r) = |a,|r" et
vp(r) =n pour r assez grand.

Lemme 1.5 Pourr >0, on a pu(r) < M (r, f) < 2u(2r).

Lemme 1.6 v¢(r) est croissante et vs(r) — oo quand r — o0.

Lemme 1.7 (voir [6,15]) Soient ¢(z) = > anz" une fonction entiére, u(r) le terme
n=0
mazimal, v, (r) Uindice central de g. Alors

g4 (r) = loglaol + [

0

t,

ot ag # 0. Pourr < R, on a

M (r,g) < pu(r) {vg(R)—i— R]jr}.
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Lemme 1.8 Soit f (z) une fonction entiére d’ordre [p, q| fini, et soit v¢(r) Uindice central

f(z). Alors
= limsu —logp vi(r)
Plpal = 0P og, 7
Preuve Posons f(z) = > a,z" tel que |ag| # 0
n=0

1) Par le Lemme 1.7, le terme maximal, pu(r) de f satisfait

2r
log v (2r) = log |ao| —1—/ UfT(t)dt > log |ao| + v¢(r) log 2.
0

Par I'inégalité de Cauchy, on a log p (2r) < M (2r, f). Alors
ve(r)log2 < M (2r, f) + (1.1)

ol ¢; (> 0) est une constante. De (1.1), on a

log, v¢(r) log, ., M(r, f)
lim sup—*———= < lim sup—"———— = py, ., (f). (1.2)
r—oco  lOg,T 00 log, 7 &
D’autre part, par la deuxiéme propriété du Lemme 1.7, on a
M (r, f) < p(r) {vg (2r) + 2} = [av, | 77 {vg (2r) + 2} (1.3)
Comme {|a,|} est bornée, d’apres (1.3) on a
logpﬂ Uf (2r)
log,, 1 M (r,g) <log,vs(2r) |1+ Tlog, vy (21) +log,, 17+ ca,
ol ¢z (> 0) est une constante. Alors on a
log, ., M(r, f) log, vs(2r) log, vs(r)
oy p+ ) s P — 1 P 1.4
Pipa) (f) s S s ISP (1.4)

Donc, par (1.2) et (1.4), le Lemme 1.8 est prouvé.



Chapitre 2

Croissance des solutions des équations
différentielles homogénes a coefficients
fonctions entiéres d’ordre |p, (]

2.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, on étudie ’équation différentielle linéaire homogeéne

T 4 A () fF V4 4+ Ag(2) f=0 (2.1)

ou Ag(2), ..., Ax_1(2), (k > 2) sont des fonctions entiéres transcendantes d’ordre [p, | finis.
Dans [5], B.Belaidi a obtenu les théorémes suivants :
Théoréme 2.1.1 Soit £ un ensemble de nombres complexes satisfaisant dens{|z| : z € E >
0}, et soient Ay (z2),..., Ax_1(2) des fonctions entiéres telles que pour les constantes réelles
0 < f < aavec u > 0,0n ait

Ao (2)] = exp (a[2]")

et
|4; (2)] <exp(Bl2]") (j=0,....k—1)

quand z — oo pour z € E. Alors chaque solution f#£0 de (2.1) satisfaistant p(f) = 400

et 11 < py (f)-
Dans [21], L. Kinnunen a obtenu les théorémes suivants :

Théoréme 2.1.2 Supposons que A(z) est une fonction entiere avec i(A) = p, (0 < p < 00).
Alors toute solution non triviale de I’équation

"+ Al)f=0 (2.2)
satisfait p, ., (f) = p, (4).
Théoréme 2.1.3 Soient A(z) une fonction entiére avec i(A) = p, (0 <p < o0) et fi, fo
deux solutions linéairement indépendantes de I’équation (2.2) .

Notons par FE := f1fs. alors iy (E,0) <p-+1et

Ap+1(E,0) = pp 1 (E) = max {A,11(/1,0), Aps1(f2,0)} < p, (A).

14
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Si iy (F,0) < p,alors iy (f,0) = p+ 1 pour toutes les solutions de type f =cifi + cafs
Oﬂcl%OetCQ#O.

Théoréme 2.1.4 Soient A(z) une fonction entiére avec i(A) = p, et f une solution non
triviale de (2.2) . Supposer A,(A,0) < p,(A) #0 . Alors A,11(f,0) < p,(A) < A (f,0) .

Théoréme 2.1.5 Soient A(z) une fonction entiere avec i(A) = p, (1 < p < oo) et f une
solution non triviale de (2.2). Si i) (4,0) < p, alors iy (f,0) > p.

Théoréme 2.1.6 Soient A(z) une fonction entiére avec i(A) = p, et d’ordre itératif p, (A) =
poul<p<ooet fi, fo deux solutions linéairement indépendantes de (2.2)

telles que max{A,(f1,0), A\p(f2,0)} < p . Soit IEE0 une fonction entiére pour laquelle
i(IT) < p ou i(Il) = p et p,(II) < p. Alors chaque deux solutions linéairement indépen-
dantes g; et go de I’équation différentielle

y'+ (A2) +11(2)) y = 0
vérifient max{A,(g1,0), A\,(g2,0)} > p.

Dans ce chapitre, on démontre les théoréemes suivants

Théoréme 2.1 Soit E un ensemble de nombres complexes satisfaisant dens{|z|: z € E >
0}, et soient Ay (2),...,Ar_1(2) des fonctions entiéres telles que pour les constantes réelles
a,B avec 0 < B < aetp>0, on ait

[ Ao (2)] > expy; (nlog, (az]))

et
|A; (2)] < exp,yy (,ulogq (B |z|)) (j=0,....,k—1)

quand z — oo pour z € E. Alors chaque solution f#0 de (2.1) satisfait py, , (f) = +oo et
Pipi1,q (f) 2w

Théoréme 2.2 Supposons que A(z) est une fonction entiére de couple indice [p,q]. Alors
toute solution f non triviale de f" + A(z)f =0

est de couple indice [p+1,q] et py,i14(f) = ppq (4)-

Théoréme 2.3 Soient A(z) une fonction entiére de couple indice [p,q|, f1 et fo deux solu-
tions linéairement indépendantes de [’équation

"+ A(z)f =0

Notons par FE := fi1fy. Alors le couple indice [i,j|] de exposant de convergence de FE,
vérifie 1 <p+1,7<q etona

Apt1, (B, 0) = i1 g (E) = max {Apr14(f1,0), Apt1q(f2,0)} < pp g (A).
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Si le couple [i, j] de 'exposant de convergence de E, vérifie i <p,j < g , alors le couple
indice de I'exposant de convergence de f est [p+ 1,q] pour toutes les solutions de type

f=cfi+tcafs ,0olcy #0etcy#O0.

Théoréme 2.4 Soient A(z) une fonction entiére de couple indice [p,q] et f une solution
non triviale de [’équation

"+ Az)f =0.
Supposons que X[M](A,O) < Pyl (A) #0 . Alors Api1,9(f,0) < Plpl (A) < Apg(f,0) .

Théoréme 2.5 Soient A(z) une fonction entiére de couple indice [p,q] et f une solution
non triviale de [’équation

f"+AR)f=0.
Si le couple indice [z, j] de 'exposant de convergence de A vérifie i <p,j <gq , alors le
couple indice de 'exposant de convergence de f est [p, q] .

Théoréme 2.6 Soient A(z) une fonction entiére de couple indice [p,q] et py,, (A) = p,
sotent f1 et fo deux solutions linéairement indépendantes de l’équation

f 4 A =0
telles que max{Apq(f1,0), Apg(f2;0)} <p . Soit IEE0 wune fonction entiere de couple

indice [p, q] et py, , (IT) < p. Alors chaque deux solutions lin¢airement indépendantes g et
go de ’équations différentielle

'+ (A(z) +11(z)) y = 0
vérifient max{ Ay 4(91,0), Apg(g2,0)} > p.

Remarque 2.1 Soient hy s : (0,+00) — R deux fonctions croissantes pour lesquelles
lim h; (r) = oo, i = 1,2 et soient p,q € N. S'il existe 79 < oo tel que log, hy(r) < log, ha(r)
r—00
pour tout r > g, alors hy(r) < exp,_, ho(r) pour tout r > rg.
De plus s’ il existe ry < co tel que, pour r > ry, on a
hi(r) < Cexp,_, ha(r)

pour un certain C, alors il existe Ry < oo et Cy < oo tels que

log, , hi(r) < Coha(r)

pour tout r > Ry. Ceci peut étre facilement démontré en remarquant qu’ il existe C; < oo tel
que loghy(r) <logC +exp, , 1 ha(r) < Crexp, , i ha(r) et enrépétant ce raisonnement
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Remarque 2.2 Dans la définition de [’exposant de convergence, nous pouvons remplacer
n(r,a) avec la fonction intégrale N(r,a). On a

3r
N(3r,a) = / n(t n(0, a)dt—i—n(O,a) log 3r
0

3r
> / nt n(0,9) dt + n(0, a) log 3r
> (n(r,a) — (0 a))log3 + n(0,a)log3r > n(r,a).

D’autre part, on a

N(3r,a) / —n(O a)dt +n(0, a) log 3r
< C+ / n(0,0) dt +n(0, a)log 3r
/ dt < C'+n(3r,a)log 3r.

oll C est une constante. Alors

n(r,a) < N(3r,a) < C + n(3r,a)log 3r.

et on a
log, log;, N
r—00 log] T 00 log] r
Notons par N(r,a) = N(r,a, f) = N(r, 7=,). Si aucune confusion n’est possible, nous pou-

vons employer quelconque d’entre ces notatlons.

Remarque 2.3 Soit A\, q(f,a) = A. Par la définition de [p,q]-exposant de convergence et
la Remarque 2.1, nous obtenons, pour chaque € > 0,

N(r,a) = O (exp, (A +¢)log,)) .

Remarque 2.4 Soit f(z) une fonction méromorphe par la Remarque 2.3, on obtient, pour
chaque p,q € N,

A (fr0) < ppg ()
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Exemple 2.1 La fonction f(z) = expy z est une solution de [’équation

"—(expz+exp2z) f=0

1
Nous observons que : ppz o (f) = pg (A) =1 oit A(2) = e** <1 + —) :
) ) eZ
Exemple 2.2 La fonction f(z) = exps (iz) est une solution de l’équation

f" + e exp, (iz) [1 4 € + e exp, (i2)] f = 0.
Nous observons que : pg3 4y (f) = ppqy (A) = 1.

2.2 Lemmes prélimininaires

Les démonstration des théorémes dépendent principalement des lemmes suivants.

Lemme 2.1 (voir [10],p.90) Soient f une fonction entiére non triviale, o« > 1 et € > 0 des
constantes données. Alors il existe un constante ¢ > 0 et un ensemble E C [0, +00) ayant
une mesure linéaire finie tels que pour tout z satisfaisant |z| =r ¢ E, on a

(k)
'f (2) <c|[T (ar, f)r®logT (ar, f)]k,k e N.
f(2)
Lemme 2.2 (voir [19])Soinet Ay (2), ..., Ax—1 (2) des fonctions entiéres telles qu’ il existe

une fonction transcendante As (0 < s <k —1) satisfaisant py, ,(A;) < ppq (As) < 400
pour tout j # s.Alors Uéquation (1) admet au moins une solution f satisfaisant Plp+1,4] (f) =

Plp.g) (As) -

Lemme 2.3 (voir [2].[21]) Soient g : [0,00] — R et h : [0,00] — R deuz fonctions
croissantes telles que g (r) < h(r) a Uextérieur d’un ensemble E de mesure linéaire finie.
Alors pour n’importe quel o > 1, il existe ro > 0 tel que g (r) < h(ar) pour tout r > rg.

Lemme 2.4 Soient f une fonction méromorphe transcendante et k > 1 un entier positif
avec py, o (f) = p. Alors pour tout e > 0,
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f

a l'extérieur d’un ensemble exceptionnel E de mesure linéaire finie.

- ( ﬂ) — 0 (expys ((p+2)log, 7))

Preuve Soit k = 1. Puisque py, (f) = p < o0, nous avons pour tout r suffisamment grand

T (r, f) < exp, ((p+¢)log, 7).
En utilisant le lemme de la dérivée logarithmique, on a m (7‘, f7/> =0 (logT (r, f) +logr) a

Iextérieur d’'un ensemble exceptionnel ' de mesure linéaire finie. Donc

m (r, f%) =0 (exp,_; ((p+¢e)log,r)), r¢E. (2.3)

Maintenant supposons que

(k)
m <r, fT) =0 (exp,_; ((p+e)log,7)), r¢FE

pour un certain k£ € N. Comme N (7“, f(k)) <(k+1)N(r, f), alors

T(r, f®) = m(r,f?)+N(r,f¥) <m (r, #) +m(r, f)+ (k+1)N(r, f)

< k+10)T(r,f)+0 (expp_l ((p +e) log, r)) =0 (expp ((p +¢€) log, r)) .

Par (2.3), nous obtenons encore

(k+1)
m <7°, W) =0 (expp_1 ((p +¢€) log, 7")) , r¢FE

et par conséquent

f(lc+1) f(k+1) f(k)
m (7“, ) <m <r, —> +m <7‘, —> =0 (expp ((p+5) logqr)) , r ¢ FE.

f f®) f

Lemme 2.5 (voir [6].[15]) Soient f(z) = > a,2" une fonction entiére avec py,q1 4 (f) = p,
n=0
p(r) le terme maximal de f et soit vs(r) Uindice central de f . Alors

i log, .1V (r)
imsup———=

1 -
P00 og, T

Lemme 2.6 (Wiman-Valiron, [12].]28]) Soit f(z) une fonction entiére transcendante, et
soit z un point avec |z| =r et |f(z)| = M (r, f). Alors, on a
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f® () _ (sz(r))k (1+0(1)) (k est un nombre entier), (2.4)

- t
a Dextérieur d’un ensemble E» de r de mesure logarithmique finie Im (E») = | - XEQ—()dt,

1
ou X, est la fonction caractéristique de Fj.

Lemme 2.7 (voir [8]) Soient fi,..., fr | des solutions méromorphes inéairement indépen-
dantes de [’équation

FO 4 Ay (2) fE D 4o 4 A (2) f =0,

avec des coefficients méromorphes Ag (2), ..., Ax_1(2). Alors

m(r, A;) = O {log <maXT (r, fn)) } (j=0,...k—1).

1<n<k

Lemme 2.8 Soient fi, fo deux fonctions entiéres ayant respectivement le couple indice

[p1,q1] et [p2, q2] de leurs exposants de convergence. Notons par E := f; fo. . Alors le couple
indice [p, q] de 'exposant de convergence de E verifie [p, q] = max{[p1, ¢1], [p2, ¢2|} et on a

)‘[p,q](E70) = maX{)‘[p,q](th)a A[p,q}(fmo)}

Preuve

Soient n(t), respectivement n;(t) et ny(t), la fonction intégrale de comptage pour 1’exposant
de convergence des zéros de F, respectivement f; et fy. Les inégalités max{Ap 4(f1,0),
Ap.g(f2,0)} < Apg(E,0) sont triviales.

Supposons que [ky, ka] = [p1 — p2, (1 — o] tele que k; > 0 et ky > 0. Comme le cas [p2, 2] =
[0, 0] est trivial, nous supposons (ps > 0, g2 > 0). De la relation

on obtient

logn(t) = log(ni(t) +na(t)) <log(2max{ny(t),na(t)}) (2.5)
= log2+ log (max {ny(t),n2(t)}) < log2+ log (ni(t)) + log (na(t))

pour ¢ assez grand ,c-a-d. ny(t) > 1 et ny(t) > 1. Par la répétition de 'argumentation dans
(2.5) on a

logpz—qz—l n(t) < ¢+ logpz—qz—l n1 (t) + logpz—qz—l nQ(t) (2'6>

ou (' est un constant et ¢ assez grand.
D’abord, supposons k; > 0 et ko > 0. Pour € > 0 donné et ¢ suffisamment grand, on a

1ng2*q271 n?(t) < log tA[qu]"'f
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ol Appq = )\[p7q](f2, 0). Alors

10gp2*£12*1 n(t) <C+ logprqu nl(t) -+ log t>‘[p,q]+5

Finalement, pour une constante C’, on a

logpl_‘h n(t) S Cl + 1ng1—q1 nl(t) + logk1—k2+1t

et Iaffirmation suit.
Ensuite, supposons que k; = 0 et ky = 0. Alors, p; = p2 et ¢1 = 2. L’intégrale

< C
/ toHrl dt

converge pour tout o > 0. Donc il existe 0 < a < oo tel que les intégrales

> log,,—g,-1 ™1 (%) > log,, 4,1 M2(t)
/ o+l dt et / o+l dt

convergent. D’ou par (2.6), on a p<pyetq<gqy alors, [p,q] = [p1,q1] = [p2,qe] .soit
A= Apq(£,0) > 0 Maintenant, pour € > 0 I'intégrale

> logp—q—l n(t) dt
ATl
diverge, et de (2.6), au moins 1'une des intégrales
o logpqul nl(t) * logpqul ’I’Lz(t)
/ BT E—— dt et / BT E—— dt

diverge. Donc, max{Ap, ¢,1(f1,0); Aps,ga)(f2,0)} > Ap g — € et comme € > 0 est arbitraire, on
obtient max{)‘[mm}(fb 0), )‘[Pz,tm](f?v 0)} > Alp.a) - 0

Lemme 2.9 ([10], p.90) Soit f une fonction entiére transcendante d’ordre fini p.

I={(k1,71), (k2,72) s+, (km,jm)} un ensemble fini de couples d’entiers vérifiant k; >
Ji>0;i=1,...,met e >0 une constante donnée. Alors il existe un ensemble E C [0, c0)
de mesure linéaire finie, tel que pour tout z satisfaisant |z| ¢ E et pour tout (k,j) € I', on a

) (2)
e

< ‘Z‘(k—j)(P—HE) .

2.3 Preuve des Théorémes

2.3.1 Preuve du Théoréme 2.1

Supposons que f#0 est une solution de I'¢quation (2.1) avec py, ,(f) < oo. De I'équation
(2.1), on a

1 f(k) An_1(2) f(k—l) B
AO(Z) 7 + Ay Z) 7 —l—...—f-AO(Z)?—f—l—O (2.7)
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ou
1 (k) Rl As(p) £0O)

f +y AR (2.8)
Ao(2) [ HA(2) f

Du Lemme 2.9, il existe un ensemble E; C [0, 00) de mesure linéaire finie, tels que pour tout
z satisfaisant |z| ¢ E; et pour tout j =1,2,--- ,k on a

() ,
‘f—(z) <|z)°, j=1,2,-- ,k, c=p—1+e¢ (2.9)

En outre, par les hypothéses du Théoréme 2.1, il existe un ensemble Ey avec dens{|z|: z €
E > 0} tels que pour tout z satisfaisant z € Fy, on a

4o (2)] > expyy (1log, (@ |2]) (2.10)
et
|Aj (2)] < exppyy (plog, (Bl2]) (j=0,...,n—1) (2.11)
quand z — oo. Alors de (2.9) , (2.10) et (2.11) pour tout z vérifiant z € Es et |z| ¢ F1, on a
Ai ©)) 1 .
‘ j(Z) ‘f - ’zl]C? j:1727"'7k7 C:p_1+€ (212)
Ao (2 expy (ulog, (o = B) |2]))

(%) 1

mall7ls
A exp,.1 (plog, (a|z]))

quand z — oo. Ainsi il existe un ensemble H C [0, 00) de densité supérieure positive tel que

1z|*, c=p—1+¢ (2.13)

li ! 12’ =0, j=1,2 k
1m < =V, 0=54L4-,K
<-ooexp,yy (ulog, (o = B) |2]))

lim |2|* = 0,
oooexpyy (1 10gq 20))
lim' j(2) ——O, j=12---k,
2,07
et f(’“)
1
lim ‘ — | =0.
el

En faisant tendre z — oo pour z € H dans la relation (2.8), nous obtenons une contradiction.
Alors chaque solution f#£0 de I’équation (2.1) est d’ordre [p, ¢] fini.
De la relation (2.1) , on a

f(n)
f

+ -+ [AL(2)] f7

. (2.14)

149(2)] < ‘ / (7;1)

a2




23

D’apres le Lemme 2.1, il existe un ensemble F3 C [0,4+00) de mesure linéaire finie tels que
pour tout z satisfaisant |z| =r ¢ Ej3, on a

‘f(j) (2)
f(2)

Aussi, par les hypothése du Théoréme 2.1, il existe un ensemble E4 avec dens {|z| : z € E4} >
0 tel que pour tout z vérifiant z € F,, on a

40 (2)] = expy.y (ulog, (@]2]) (2.16)

<r[T@r, HPT (j=1,...,n). (2.15)

et
4 ()] < expypy (plog, (Bl2]) (G=0,....n—1) (2.17)

quand z — oo. Alors des relations (2.14) , (2.15) , (2.16) et (2.17) pour tout z tel que z € Ey
et |z| ¢ E3, on a

exp, .y (ulog, (al2])) < |2 [T (212 N [L+ (n = 1) exp,y (ulog, (B]2)]  (2.18)

quand z — oo. Ainsi il existe un ensemble H C [0,+00) de densité supérieure positive tel
que
exp, 1 ((1—o0(1))log, (o = B)r) < [T (2r, )"

quand r — oo dans H. Donc

. log,,, T(r, f)
Plp+1,q] (f) = lim SUPPET >
r——00 q

Ceci prouve le Théoréme 2.1

2.3.2 Preuve du Théoréme 2.2

Supposons que f est une solution de (2.2) On peut écrire (2.2) sous la forme

% +A(z) = 0. (2.19)

Par le Lemme 2.6, il existe un ensemble Fy C (1,+00) de mesure logarithmique im(FEs) <
+00 tel que pour z verifiant |z| =7 ¢ [0,1] U Ey et |f(2)] = M(r, f), on a la relation (2.4).
Pour € > 0 donné et r suffisamment grand on a

|A(2)| < exp, {(ppq (A) +€)log, 7} (2.20)
En remplagant (2.4) dans (2.19), et par I'utilisation de (2.20) on trouve

(Uf—(r)> 14+o0(1)] <2 (Uf—m) [1+o0(1)]exp, {(p[p,q] (A) +¢) log, '} (2:21)

2] ||

pou r ¢ [0,1] U Ey. Par le Lemme 2.5, Lemme 2.3 et (2.21) , nous obtenons que f est de
couple indice [p+ 1,¢] et on a
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log, 1 vy(r)
— 1 p+1
Pipi1q) (f) s

Comme & > 0 est arbitraire, alors py, 1 4 (f) < p,q (A). Supposons que {f1, fo} est une
solution base de (2.2). Alors par le Lemme 2.7

m (r, A) < M.log (max T (r, fn)) . (2.23)

1<n<2

Nous assertons qu’ il existe un ensemble £ C (0, +00) de mesure linéaire infinie tel que

log, m (r,A)
m —

— o (A). 2.24
En fait, il existe un suite {r,} (r, — 00) tel que
. log,m(rp, A)

lim ————= = py, 1 (A) (2.25)

r—oo  log, Ty,
On prend E = Ejl[rn, 2r,). Alors , (2.24) est vérifée sur E/, Maintenant en posant £, = {r :

re Eetm(r,A) < M logT(r, f,)(n =1,2)}, ona E = élE”‘ Il est facile de voir qu il

existe au moins un E,, dire E7, ayant une mesure linéaire infinie tel que

log, m (r, A)
rox logr  /d (4) (2.26)
et
m(r,A) < MlogT (r, f1). (2.27)

Des relations (2.25) et (2.26) on a f; est de couple indice [p + 1,q] et pj,.q1 ,(f1) = ppq (A) -
La preuve du Théoréeme 2.2 est compléete .

2.3.3 Preuve du Théoréme 2.3

Par le Théoréme 2.2, on a  pp,.1.4(f1) = pypi1,9(f2) = pppg(A) . D’apres la Remarque 2.3,
on a

Api1,g)(E,0) < ppi1 o (B) < max{Api1.9(f1,0), Aprig(f2,0)} = ppq (A) < oo
Du Théoréme 2.2, on obtient

max{Ap11,4(f1,0); Api1.g(f2,0)} = Api1,g(E,0) < ppi1 g (E) < ppp g (A)

Il reste & montrer que Ajpy1,4(E,0) = pi14(E) . De I'équation f”+ A(z)f = 0, on trouve
(voir[18],) que tous les zéros de E sont le simple et
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1
£ 2 B
2= (=) —2=—44]| . 2.2
c <<E> Z ) (2.28)

Donc
2T (r,E) = T £ 2—2E—”—4A +0(1) (2.29)
T, = r 5 G .
- 1 El E//
< = = - .
< O(N(r,E>+m(r,E)+m<r,E)—i—m(r,A))
Par le Lemme 2.4, on am(r, A) = m(r, fTH) = O(exp, (alog, 7)), m(r, 2 = O(exp,((alog, r))l

et m(r, %") = O(exp,(alog, 7))

pour o < oo a l'extérieur d’un ensemble exceptionnel E. Alors on a

T(r,E)=0 (N (r, %) + exp, (alog, 7‘)) ré¢ k. (2.30)

Supposons Aj,11,4(F,0) < ppi1.4(F). D’apres la Remarque 2.2, on a

ny (r, %) _N (r, %) — Olexp, 1 (Blog, )

pour 3 < pp,.14(F) . De la relation (2.30), on obtient

T(r,E) = O(exp,, (ﬁ log, 7’)), ré¢ k.

ce qui implique Ay 4(E,0) < B < ppuq4(F), c’est une contradiction. Ainsi la premiére
affirmation est prouvée. Si [p,q] est le couple indice de I'exposant de convergence de FE,
alors  Apg(f1,0) <oo et Apg(f2,0) <oo.Soit f=cifi+cafs,on c1#0etca#0.
Supposons que Ap, 4(f,0) < co. Pour les fonctions E := fify et F':= f fa, on a Apq(£,0) <
00 et Ap g (F,0) < co.Puisque (2.30) est réalisée pour E et F et

comme F' = (cyf1 + cafo) f1 = c1f? + e F, alors on a

T(r,f1) = O(T(r,F)+T(r,E))
~ 0 (N (7«, %) N (7“, %) +exp, (alog, m) — Ofexp, (B1og, 1)

pour [ < oo . Donc, p[p’q]( f1) < oo , c’est une contradiction avec le Théoréme 2.2

Donc  Apq(f,0) = oo . Puisque, Apy1,g(f,0) < ppu1,4(f) < oo, on obtient que le couple
indice de I'exposant de convergence de f est [p+ 1,¢]. O
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2.3.4 Preuve du Théoréme 2.4

La premiere affirmation qu] (A,0) < ppq(A) suit du Théoréme 2.2 et de la Remarque 2.3.
Par l’équation f” + A(z)f =0 on a

T(r, %) =0 (N (r, %) +N (r, %)) (2.31)

presque partout quand r — oo Supposons que Ay q(f,0) < pp,4(A), alors on a

! (7“’ fi) = Olexp, f (log, 7).

ot < ppq(A) . Donc, p[p’q](%) = p[p’q](fT) < B < ppg(A) . Comme

A = (fT) " <f7) (232)

alorsona pp, 1(A) < pmq](f%) < Ppp.g(A) c’est une contradition.

2.3.5 Preuve du Théoréme 2.5
Supposons que  Ap—1,4(f,0) < oo . Alors on a

N (r, %) =0 (expp_1 (a1 log, r))

pour a; < oo De méme, en supposant que le couple indice [7, j] de 'exposant de convergence
de A est tele quei < pet j<gq,alorsona, pour as < oo

—( 1 1
N (7“, Z) <N (T, Z) = O (exp,; (a2log, 7)) -

La relation (2.31) implique maintenant

T <r, %) = O (exp,_; (alog,7))

pour « < oo. Dong, p[p_l,q](%) = p[p_l’q](f%) < oo et par (2.32), on a p,_; ;(A) < oo. Par
cette contradiction on a  Ap_1,4(f,0) = 0o, donc le couple indice de I'exposant de conver-
gence de f est [n, m] tel que n > petm > q.

2.3.6 Preuve du Théoréme 2.6

Comme dans la preuve du Théoréme 3.1 dans [1], notons E := fifs et F := g1g.
Supposons que  Ap, g (F,0) = max{Ap,q(91,0), Apg(g2,0)} < p Parle Théoréme 2.2, on a
Pp1,g(E) < ppqg(A) =p , et donc, par le Lemme 2.4, pour un nombre entier & > 1, et
pour tout € > 0
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. (7,, %) = 0 (exp, ((p+¢)log, )

a Pextérieur d’un ensemble exceptionnel Ey. De plus, par la supposition Ay, q(£,0) < p ,
ona N (7", %) = O(exp, (6 log, r)) pour 3 < p et 'ordre [p,q| de la fonction A implique
que T(r,A) = O (exp, ((p+¢)log,r)) . De l'équation (2.29), on a T'(r, E) = O(exp,(p +
e)log,r) et donc py, 4(E) < p. D’autre part,

E'\* E" 1
IA=—=) —2— - = 2.33
on remarque que Py, ,(A) = p < p, 1(E) . Le méme raisonnement est valabe pour la fonc-
tion I et donc py, ;(E) = ppp, o (F) = p . Comme Ay (E,0) < p et Apg(F,0) < p nous
d’apres le théoréeme Hadamard, on a

E=Qe", F =Re®, (2.34)

ot Ppg(Q) = N(E,0) < p , pp(R) = Apg(F.0) < p et ppg(e”) = ppg(e®) = p.
En remplagant (2.34) dans (2.33) et aprés la méme étape de raisonnement que dans la preuve
du Théoréme 3.1 dans [1] on obtiet que ce?™=5) = —R?/Q*(= H,) , ou c# 0. Donc,

E?Q ypg_ 1

2 R? c
De I’équation (2.33) et de 1’équation semblable pour F,

4(A+10) = (%)2—2ﬂ—i (2.35)

1 F\? F" 1 ({/E\*> _E"
4(A+H+EA)_(F> ”7*5((@) _QF)_

D’apres le Lemme 2.4, on a

on obtient

T(ﬁ (AJFHJF%A)) _m(r, (A+H+%A>> = O (exp, 4 ((p+¢)log, 7))

a Pextérieur d'un ensemble exceptionnel E. Ce qui implique par le Lemme 2.3

1
p[pfl,q] ((A + H + EA)) < 0.

/ / 1 1
Donc ¢= —1.Comme E?=F? alors %_5 et %_FF Des équations (2.33) et

(2.35), ona II =0, c’est une contradiction. O



Chapitre 3

Croissance des solutions des équations
différentielles non homogénes a
coefficients fonctions entiéres d’ordre

p, q]

3.1 Introduction et résultats
Dans ce chapitre on étudie I’équation différentielle linéaire non-homogeéne

O+ A0 () BV 4+ Ao (2) f = F (2), (3.1)

ot Ao (2), ..., Ak—1 (2) ,F (2), (k > 2) sont des fonctions entiéres transcendantes d’ordre [p, ¢]
fini.
Dans [21], L.Kinnunen a obtenu les théorémes suivants :

Théoréme 3.2. 1 Sip+ 1= ¢ < oo, alors

Théoréme 3.2.2 Si 0 < ¢ < p+ 1 < oo alors toute solution de (3.1) satisfait

Apt1 (f) = Pp+1 (f) = Apt1 (f).
Théoréme 3.2.3.5i p+ 1 = ¢ < 00, iy (F,0) = g et \, (F,0) = p, (F), alors

i(f)=ix(£,0) = g et Ay (f,0) = p, (f) 2 pg (F)
pour toutes les solutions de (3.1) .
Dans( [4],[5]), B. Belaidi a obtenu le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.4 Soient Ag(2),...,Ax_1(2) et F (2)#0 des fonctions entiéres telles que
pour un nombre entier s, 1 < s < k — 1, on a max{p, (4;) (j # s),p, (F)} < p,(4;) <

28
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+00.Alors chaque solution transcendantale f de (1.2) telle que p, (f) < +oo satisfait p, (f) >
pp (AS) .
Théoréme 3.2.5 Soient Ay (2),...,Ar-1(2) et F (2)#0 des fonctions entieres telles que
pour un nombre entier s, 1 < s < k — 1,
on a p, (As) = +oo et max{p, (4;) (j # s),p, (F')} < +oo. Alors chaque solution f de (1.2)
satisfait p, (f) = +oo.
Théoréme 3.2.6 Soient Ag(2),...,Ax_1(2) et F'(2)#0 des fonctions entieres, telles que
0 < p,(Ag) < 3 et p, (F) = p < +oo, Supposons qu’il existe une constante 5 < p, (4g) et
un ensemble Ejg C [0,400) avec dens Ez =1 tel que pour tout r € Ej, on a

Hin\Aj (2)| < exp (7"’3) Gj=12,....k—1).
Alors chaque solution f de (1.2) est d’ordre infini et d’ hyper-order p, (f) > p, (Ao) avec au
plus une solution exceptionnelle f; satisfaisant p, (fo) < +o0.
Théoréme 3.2.7 Soient Ay (z),..., Ax—1 (2) des fonctions entieres telles qu’il existe une
fonction transcendente A, (0 < s <k — 1) satisfaisant p,,, (A;) < p, (As) < +oo pour tout
J # s et soit F'(2)%0 une fonction entiere avec i(F') = ¢q. Supposons que fj est une solution
de (3.1) , et g1, ..., gx est une base de solutions de I’équation homogene correspondante (2.2)
de (3.1). En outre si i(F) = ¢ < p+1lougqg=p+1letp, (F)<p,(A) < +oo, alors
il existe g; (1 < j < k), soit g1, tel que toutes les solutions dans le sous-espace de solutions
{cg1 + fo, ¢ € C} satisfiasant i(f) = p+1 et p,pq (f) = Apr1 (f) = p, (As), avec au plus une
exception.

Théoréme 3.2.8 Soit £ un ensemble de nombres complexes satisfaisant dens{|z| : z €
E > 0},

et soient Ag (2),..., Ax_1(z) des fonctions entiéres telles que pour les constantes réelles «, 3
avec 0 < 8 < a et u> 0, on ait

Ao (2)] = exp (a]2]")

et
|4; () < exp (Blz]") (j=0,....k—1)

quand z — oo pour z € E. Soit F#0 une fonction entiere avec p (F') < +o00. Alors chaque
solution f de (3.1) satisfait p (f) = 400, py (f) > u avec au plus une solution exceptionnelle
fo satisfaisant p (fo) < oc.

Dans ce chapitre on démontre les résultats suivants
Théoréme 3.1 Soient Ay (2), ..., Ax_1(2), F (2)#£0 des fonctions entiéres satisfaisant
max {p[m] (Aj) Py (F) 5 =0,k — 1} < co. Alors

Apa) (F) = gy () = pppg (F)

pour toute solution de (3.1) avec au plus une solution exceptionnelle f; satisfaisant Plp+1,q) (fo) <|
Plp+1,q) (F).
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Théoréme 3.2 Soient Ay (z), ..., Ax—1(2), F (2)#0 des fonctions entiéres satisfaisant

max {p[nq] (Aj) s ppg (F), 5 =0,k — 1} < oo. Alors toute solution de (3.1) satisfait

Alp,d] (f) = Plp.dl (f) = X[WJ] (F).

Théoréme 3.3 Soient Ay (2), ..., Ax_1 (2), F (2)%0 des fonctions entiéres.
Si max {p[p,q] (Aj) 7j = 0, s ,]{7 - 1} < p[p—i—l,q] (F) et A[])_A'_l,q} (F) = p[p—!-l,q] (F) y alors

Apitg (F) = Ppr1q (F) 2 Ppi1g (F)

pour toutes les solutions de (3.1) .

Théoréme 3.4 Soient Ay (2),...,Ar_1(2) et F (2)#0 des fonctions entiéres tels que pour
un nombre entier s, 1 <s<k—1, on a

max{py, , (4;) ( # ), pppg (F)} < pppq (As) < +o00.

Alors chaque solution transcendante f de (3.1) avec py, , (f) < +oo satisfait py,,(f) >
Plp.q) (As)-

Théoréme 3.5 Soient Ay (2),...,Ar_1(z) et F'(2)%0 des fonctions entiéres telles que pour
un nombre entier s, 1 < s < k=1, on a py, ; (As) = +oo et max{py, ;1 (A;) (7 # $), pp.g (F)} <]
+00. Alors chaque solution f de (3.1) satisfait  py, 1(f) = +oo.

Théoréme 3.6 Soit E un ensemble de nombres complexes satisfaisant dens{|z| : z € E >
0}, et soient Ao (2),...,Ax—1(2) des fonctions entiéres telles que pour les constantes réelles
a,B avec 0 < B < a et >0, on ait

|40 (2)| > exp,,q (11log, (|2]))
et
A (2)] < expyyy (nlog, (B12])) (G=0,...,k—=1)
quand z — oo pour z € E Soit FZ£0 une fonction entiere avec py, , (F') < +00. Alors chaque

solution f de (3.1) satisfait u < py,,q 4 (f) et p, 4 (f) = +00 avec au plus une solution
exceptionnelle fy satisfaisante py, , (fo) < co.
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Théoréme 3.7 Soient Ay (2), ..., Ax—1 (2) des fonctions entiéres telles qu’ il existe une fonc-
tion transcendente As (0 < s < k — 1) satisfaisant pj,q g (A;) < ppp g (As) < +00 pour
tout j # s et F(z)#0 une fonction entiére. Supposons que fo est une solution de (3.1)
et gi,...,gr est une base de solutions de l’équation homogéne correspondante (2.1) de
(3.1) . En outre si pyq 4 (F) < ppq(As) < +oo, alors il existe g; (1 <j<k), soit
g1, tel que toutes les solutions dans le sous-espace de solutions {cg, + fo, ¢ € C} satisfont
Plpi1.d] (f) = Apr1,q (f) = Pip.al (As), avec au plus une exception.

Théoréme 3.8 Soient Ay (z),...,Ar—1(2) et F (2)#0 des fonctions entiéres,

ot 0 < pp, 4 (Ag) < % et pp.q (F) = p < +00. Supposons qu'il existe une constante 3 <
Plp.d] (Ap) et un ensemble Eg C [0,400) avec densEs = 1 tel que pour tout r € Ej3, on a

min |A; (z)| < exp,,; (Blog,r) (j=1,2,...,k—1). (3.2)

|z|=r

Alors chaque solution f de (3.1) satisfait py, , (f) = +00 et ppi14 (f) = pppq (Ao) avec au
plus une solution exceptionnelle f, satisfaisant py, (fo) < +o0.

exp, (2)

Exemple 3.1 La fonction f(z) = est une solution de l’équation pour tout z # 0

f”+ |:z€2z _ (1 _ l):| r_ (Z€3Z — 1) f =
z z
ou
P <expz (2)) =00, PPy (eXpi (2)) =1

2

Exemple 3.2 La fonction f(z) = exp <ex : > est une solution de l’équation pour tout
z#0
" 3 222 L, 4,322 1
JoH4z7e™ =224 | [ = (8¢ —2—-— =0
z z

PN

D’ou
exp 22 exp 22 exp 22
P, | eXP > = P21 | €XP > =00, P | &XP . =

z

ee
Exemple 3.3 La fonction f(z) = — est une solution de l’équation pour tout z # 0
z
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z 02 2 2 (/1
fl//+ 6__1 f//+€_ ___+1 f__ __1 e‘e
z z \ 22 =z 22 \z
On a . .
ee
P, 7 =

i (S) =0 000 (5) =puan (£ (G- 24 1) =1
et maX{Psz} (£ (Z-2+1)), p[32](2 (;—1)e7e)} < +oo.

Z
D’apres le Théoreme 3.3 , toute solution transcendante f de cette équation satisfait
Pl () = )\[pQ<)2ppq]( (I —1)e7e”) oup>qg>2.

z

b

Exemple 3.4 Soit f(z) = 2% exp, 2z = 2%

f/”—ezf”—QGZf,—eszQGZ (2+Z+Z€Z)€e
ona M(r,f)=r%" dou

1 2 e" l 21 r
Ppy (f) = lim supM = lim sup 0g, (2logr +¢”)
r—oo  logr P00 log r
21 91
log, [eT <1+ Ogr)] log <r+10g (1+ ogr)>
= limsup a = lim sup e’
F—00 logr o Tog 7
( 2log 7")
1+log | 1+
67"
logr + log -
= limsup 1

on a ppy (2% €xpy 2) = proqy (267 (2+ 2 + ze7) ) < 400,
D’ot d’apres le Théoréme 3.4 on a pp 1) (f) = A1y (f) > pp,q (f) pour toutes les solutions

3.2 Lemmes Préliminaires

Lemme 3.1 Soient f une fonction entiére d’ordre [p,q|, ot 0 < Plpg < 2, et ¢ > 0 une

constante donnée. Alors il existe un ensemble E C [0, +00) avec densE > 1 — 2py, 1 tel que
pour tout z satisfaisant |z| =r ¢ E, on a

|f (2)] > exp (TP[P«QJ_E) .

Lemme 3.2 (voir [19]) Sif (2) une fonction entiére d’ordre [p, q], alors py, ,(f) = pp.q(f)-
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3.3 Preuve des Théorémes

3.3.1 Preuve du Théoréme 3.1

Par la Remarque 2.4, on a p,. 4 (f) = ppi1,4 (F) pour toutes les solutions f. On note
P = Plp+1,q) (f) = Plp+1.9) (F).

(i) Cas p > 0. Soit fy une solution de (3.1) satisfaisant Aj14 (fo) < p et f une solution de
I'équation (3.1) tel que f#fy . Supposons Apy1,4 (f) < p . Par le théoréme d’Hadamard, on
a

fo(z2)=U(2) eV (?)

Ou U et V' sont des fonctions entieres vérifiant Ap11.4 (U) = ppi1,9 (U) < pet pyuq g (e) =

p.
Par la substitution g = f — fo dans (3.1), nous voyons que g est une solution de I’équation
homogene correspondante

B+ A (2)g® V) + o Ay (2) g = 0.

Donc py,11.9 (9) < ppi1,g () < pprg (F)
En appliquant maintenant le deuxiéme théoréme fondamental pour la fonction

on obtient

(1+0)T (n %eV)

IN

N (7", gev) + N (r, 0, gev> + N (r, -1, gev) (3.3)
g g g

< N(r,0,9) + N (r,0,U) + N (r,0, f)

a l'extériur d'un ensemble E. Soit 7 = max {Aps14 (U), ppi14 (f)} - De (3.3), pour tout
e >0,

U
T (7“, Eev) < exp, ((7 +¢) log, 7‘) ,

ou r ¢ E suffissamment grand. En utilisant le Lemme 2.3,

U
Plp+1.q) (fv) <7+¢,

et par conséquent, p = p,1q g (eV) < v+¢. En choisissant € > (0 assez petit, nous obtenons
une contrdiction avec y < p. Par conséquent, Api14 (f) =p > 0.

(ii) Cas p = 0. Soit fy une solution de (3.1) satisfaisant A1, (fo) < p et f une solution de
(3.1) telle que f& fo. Supposons A1, (fo) < p. Maintenant, dans la représentation

fo(z)=U(2) eV (?)

ot U et V' sont des fonctions entiéres satisfaisant Ay, 4 (U) = p;

.l (U) < o0 et p[p7q} (ev) =
oco. Comme py, (U) < 00, Plp.g] (9) < oo et Plp.q) (f) <0
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nous voyons de (3.3) que py, 4 (¢V) < oo. Clest une contradiction. Donc, Api1q (F) <
Pt (F) = Pprag (F). O

3.3.2 Preuve du Théoréme 3.2

Si f(z) aun zéro zy d’ordre > k, alors F' (zp) = 0. Donc

N <7", %) < kN (7“, %) + N (r, %) . (3.4)

Comme ¢ —1<p—1,

V(ng) STERTOW =0 (e, (5 log,) <O (exp, s (5 log, 7)),

pour un certain 3; < oc. Par la relation (3.4), on a A1 (f) = Apr1q (f) . D’autre part,
de I’équation

(k) (k1)
B en)

nous obtenons

k

m (n %) <m (r, %) + ]:E:Oim (rA)+ 3 m (7", f;)) +0(1). (3.5)

1=1

En combinant (3.4) et (3.5), on obtient

T(r, f) = T(r,%) + 0 (1)

< k;N(r,%) +T(T,F)+§T(T,Ai)+im (r, fm) +0(1).

Puisque pp,;q 4 (f) < 00, le Lemme 2.4 implique

(L) = 0w, (5, vog,1)) =12k

pour un certain 3, < oo a l'extérieur d’un ensemble exceptionnel £ . Donc

T(r, f) < EN <r, %) + O (expp,q T’B) ,

ou 8 < 00, a l'extérieur d’un ensemble exceptionnel E. En utiluisant le Lemme 2.3, nous
obtenons Plp+1,q) (f) < Alp+1,q] (f) = Alp+1,q] (f) < Plp+1,q) (f)-
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3.3.3 Preuve du Théoréme 3.3

(i) Cas pp,yq 4 (f) > 0. Supposons que Apy1q (f) < ppi1,q (f)- Alors on a

Plp+1,q] (F) = )‘[p—l-l,q] (F) < >‘[p+1,q} (f) < Plpt1,q) (f)

Par conséquent , pp,q 4 (F) < ppi1,4 (f) - Par le théoréme d” Hadamard, nous pouvons écrire

f=Ue", F=Uye",
ou Uy, Us, Vi et V; sont des fonctions entieres de telles que Api1,q (Ur) = Plp+1.d] (Uy) =

Plp+1,9) (f), et Plp+1,q) (GVI) = Plpt+1,q] (f) > Plp+1.q] (F) = Plp+1,q] (€V2) :
Donc, pp,1 4 (€V2_Vl) = Plp+1,q) (evl) . D’autre part la fonction U; est une solution de 1’équa-
tion différentielle

Ul(k) + Bk—lUl(k_l) + -+ ByU; = U2@V2_V17 (36)
ou By, By, -+, Br_1 sont des polynémes différentiels en fonction de A; et V.
Comme py, , (Bi) < 00,i=0,---,k—1 nous obtenons a partir de (3.6)

Plp+1,q) (U28V2_V1> < Plp+1,q) (Ul) :

Donc, on a

Pipi1q (U1) = Apirg (F) < ppirg (F) = Ppirg (GVI) = Plp+1,4) (eVZ‘Vl)
< max {p[p+1,q] <6V2*V1) 710[p+1,q} (UZ)} — p[p+1,q] <U2€V27V1) < p[p—H’q] (Ul),

ou la derniére équation suit des propriétés des produits canoniques. Ainsi Plp+1,) (Uy) <
Pipt1,q (Ur), c’est une contradiction. Par conséquent py,.q ) (U1) < ppi14 (Ur). De plus,

comme 11,4 (f) = Plp+1,d] (f) >0, alors Apy1,q (f) < o0.
(ii) Cas on a pp,iq4 (f) = 0. Si Apr1g (f) < ppaa,q (F), alors pp, o (Ur) < oco. De I'équation
(3.6) ,

Pipg (Uae"?7") < 0.
Donc
Pipg (U2e ™) = max {py, ) (U2), ppq (€271) } < o0,

et nous obtenons py, ;1 (Us) = Ajp g (F) < 00. Ceci est en contradiction avec Ay, 1,4 (F) < oo.
DOHC, pr—l—l,q] (F) < >‘[p+1,q] (f) = pr+1,q] (f) =0.

3.3.4 Preuve du Théoréme 3.4

Soit max {pp, 1 (4;) (J # 5), ppg (F)} = B < ppg(As) = a. Supposons que f est une
solution transcendante de (3.1) avec p = py, o (f) < +00. De I'équation (3.1), on a

F (k) (k—1) (s+1)
A(z) = %—%—Ak_l(z)%—---—As+l(z)ZT (3.7)
(s—1) /
_As—l(z)ffT__Al(z>%_A0(z)%
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En appliquant le Lemme 2.4 on a

(J+1)
m (7“, ff%) =0 (exp,_y ((p+¢e)log,r)) (j=0,....k—1) (3.8)

pour tout r & 'extérieur d'un ensemble £ C (0,+00) de mesure linéaire m (E) = § < +o0.
Comme N (r, fUD) < (j +2) N (r, f), pour j =0,....,k — 1, alors

T (7.7 f(j+l)) - m (7.7 f(j+l)) +N (7"7 f(j+1)) (3.9)
(G+1)
< m(n I ) rmen N
fUtD
< (G+2)T(rf)+m <T’W>
De la relation (3.7), nous pouvons obtenir des relations (3.8) et (3.9)
T(r,A) < T(r,F)+cT(r,f)+> T(r4) (3.10)
%S

+0 (exp, 1 ((p+¢)log,r)) (r ¢ E),

oll ¢ est une constante positive. Comme py, , (As) = «, alors il existe un point {r),} (r;, —
+00) tel que

log, T (", A,
i &L A) (3.11)

Tl o0 log, 7,

Puisque m(E) = § < +00, il existe un point r,, € [}, 7], + 6 + 1] — E. Donc

long(rn,AS) S long(r;,As) - long(r;,As) (3.12)
log, ~ log, (r, +d+1) log, 77, + log (—logﬂgéiiﬁzﬂ)) 7
d’ou log T (ry. A.)
lim 08p 2 \'ny &) > (3.13)
Tnt>+00 logq Tn
Ainsi pour € (0 < 2 < a — f3), et pour j # s,
T(rn, Aj) < exp,((B+¢e)log, ), T(rn, F) < exp,((8 +¢)log, ) (3.14)
et
T(ry, As) > exp,((a — €) log, ). (3.15)

Alors pour r,, suffisamment grand par (3.10), (3.14) et (3.15) , nous obtenons

exp,((a — ¢)log, r,) < kexp,((8 +¢)log,rn) + cT'(ry, f) + O (expp_l((a +¢) log, rn)) )

(3.16)
Donc log. T (1. f)
0 T,
lim supgp— >a—c¢ (3.17)
T'nt—+00 10gq Tn
Comme ¢ > 0 est arbitraire, nous obtenons pj, 1(f) > pp,4(As) = a. Ceci prouve le

Théoréme 3.4.
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3.3.5 Preuve du Théoréme 3.5
Posons max {p[pg] (A45) (G # 9) Py (F)} = B. Alors pour tout € > 0 donné, on a

T(r, Aj) < exp,((B +¢e)log,r) (j # ), T(r, F') < exp,((8 +¢)log,r) (3.18)
pour r suffisamment grand. Ecrivons 1’équation (3.1) sous la forme
F(z f) fE=1) fs+D)
fen /' f
—As—l(z)w—"'—Al(Z)W—AO(Z)W7

Par (3.9) et (3.19) nous obtenons

T(r,As) <T (r,F)+cT (r +Zm( J+1)+ZT r, Aj) (3.20)

(s)
! J#S

ol ¢ est une constante . Si p = py, ,(f) < +o0, Donc
U+ .
m (r, W) =0 (exp, , ((p+e)log,7)) (j=0,....k—1), (3.21)

pour tout r & 'extérieur d’un ensemble £ C (0, 4+00) de mesure linéaire m (E) = § < +o0.
Pour r suffisamment grand, nous avons

T (r, f) < exp, ((p+¢)log, 7). (3.22)
Ainsi
T (r, Ay) < kexp,((B +¢)log, )+ cexp,((p + €)log, ) + O (exp,_; ((p+¢)log,r)) (3.23)
pour ¢ E et r suffisamment grand. Par le Lemme 2.3, nous avons pour « > 1

T (r, As) < kexp,((8 4 ¢)log, ar) + cexp,((p + €) log, ar) + O (exp,_;((p + €) log, ar))
(3.24)

pour r suffisamment grand. Alors,
Pip.q (As) <max {8 +e,p+e} < +oo.

Ceci est une contradiction avec py, ; (A;) = +o0.

3.3.6 Preuve du Théoréme 3.6

Nous affirmons que (3.1) posséde au plus une solution exceptionnelle f; telle que
Pip.q (fo) < +oo. En fait si f* est une deuxieéme solution avec py, , (f*) < +oo, alors
Plp.ql (fo— f*) < 4o00. Mais fy — f* est une solution de I’équation homogene correspon-
dante de (3.1) c’est une contradiction avec le Théoréme 2.1. Supposons que f est une

solution de (3.1) avec py, , (f) = +00. De I'équation (3.1) , on a
'f(k f(kfl)

[ 4o(2) + Ak (2)

-+ A (2 (3.25)

7l
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Par le Lemme 2.9, il existe un ensemble F; C [0, +00) de mesure linéaire finie tel que pour
tout z satisfaisant |z| =r ¢ F | on a

‘f(j) (2)
f(2)

D’autre part, par les I’hypothése du Théoréme 3.5, il existe un ensemble Fy avec
dens{|z| : z € E} > 0, tel que pour tout z satisfaisant z € Es, on a

40 (2)] = exp, (log, (a]z]) (3.27)

<r[TernHM (G=0,...k-1). (3.26)

et
45 (2)] < expyyy (ulog, (Bl2)) (G =0,....k = 1) (3.28)

/

y, — +00) tel que

quand z — oo. Comme py, (f) = 400, il exsite {r},} (r

log, . M (rl, f)
m

!/
7], +00 log, 77,

Soit la mesure linéaire de F1,m (FE;) = 0 < +oo. Alors il existe un point r,, € [r,, 7, + 0 +
1] — E. Donc

10gp+1 M (TTH f) > 10gp+1 M (T;m f) o logp M (T;w f) (3 30)
1 . =1 reS5+1) log, (r},+5+1) )
qu r qu <T" +o+ ) lqu T;L + lOg (m)
d’ou | \ A)
lim —opt! (ru, As) _ +00. (3.31)

Tnt>+00 logq 'n

Donc pour o assez grand o > py, . (F), on a
M (rp, ) > exp,y (01og, 7). (3.32)
D’ou pour 7, suffisamment grand et pour 0 <e < o —p pq (F), on a
F () < exppiy (9, (F) +¢) log, 7).

‘F (2n) CXPp+1 ((p[p,fI] (F) + 6) log, T”) 0
f(zn) exp,, (olog, )

ou |f (zn)| = M (1, f) et |z,]| = 7. Alors par (3.25) — (3.28) et (3.33), pour tout z, satisfai-
sant z, € Eo,|z,| =1, & Ey et |f (2,)| = M (14, )

exp,.1 (1log, (o |2])) < |zal [T (2120l , NI [1+ (k = 1) exp,y,y (nlog, (B2]))] + o (1)
quand z, — oo. Soit F = {|z,| : 2z, € B3} \FE1 C [0,400), alors densE > 0 et
exp,yq (u log, (arn)) < dr,exp,, (,u log, (6rn)) [T (27, f)]kJrl (3.34)

quand |z,| =r, — +o0o dans E ou d (> 0) est une constante. Donc

. log, T' (7, f)
Plp,a] = IITIEBOPW >

< (rp, — 00), (3.33)
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3.3.7 Preuve du Théoréme 3.7

Supposons que f est une solution de (3.1) et gi,..., gk, k solutions entieres de 1'équa-
tion homogeéne correspondante (2.1). Alors par la preuve du Lemme 2.2, nous savons que
P (9i) = Ppg (As) (5 = 1,2,3..,k) et existe g;, soit g1, satisfaisante pp,.q1 4 (91) =
L (As). Ainsi par la méthode de variation des constantes, f peut étre exprimée sous la
forme

f(z) = B1(2)g1(2) + ... + Be(2)gr(2), (3.35)

ou Bj(z), ..., Bi(z) sont déterminés par

(3.36)

Bi(2)¢F V() + ...+ Bi(2)g" V(2) = F.

Notons que le Wronskian W(gy, ..., gx) est un polyndme différentiel de ¢y, ..., gy avec des co-
efficients constants, il s’ensuit que py,,; (W) < max {p[pﬂyq] (9):j=1,....k} < Pl (As)
Posons

k_ .
g% D,...,F,...,gli )

ou Gj(g1, ..., gx) sont des polynomes différentiels de g, ..., gx et de leurs dérivées avec des
coefficients constants. Ainsi

p[p—&-l,q}(Gj) S max {p[p—&-l,q}(gj) : J = 17 7k} S :0[ (AS) (] = 17 ceey k) ) (338)
wW. F.G;

B = L
J w W

p,q]

Comme py, 1 o (F) < pp, 4 (As), alors par le Lemme 3.2, nous obtenons

Pipr1.q (Bi) = Ppiig) (Bé) < max (p[p—',-l,q} (F) P (As>) = Ppg (As) (G=1,...,k)

(3.39)
Alors de (3.35) et (3.39), on a
p[erl,q] (f) < max {p[erl,q] (g]) 7p[p+l,q] (B]) : (.] = ]-7 SR k)} < p[p,q] (AS) : (340)
Soit
H={f.=cg + fo,c € C}, (3.41)

ou fy est une solution de (3.1). Chaque f, dans H est une solution de (3.1). Maintenant
nous prouvons que pour deux solutions quelconques f, et f, (a # b) dans H, il y a au
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moins une solution, soit f,, parmi f, et f, satisfaisante pp, 1 (fa) = Api1g(fa) = Pipq) (As)-
Comme f, = (a — b)g1 + fp, alors

T(r,g1) <T(r, fa) +T(r, fo) + O(1). (3.42)

Supposons que 'ensemble F; remplit la condition du Théoréme 2.2. Alors il esiste au moins
fa et fp, soit f,, telle qu’il existe un sous-ensemble F; de F; mesure linéaire infinie et

T(r, fo) <T(r, fy). pourr € Ey. (3.43)
Nous obtenons de (3.42) et (3.43)

T(r,g1) <2T(r, f») + O (1) pour r € Ey. (3.44)

Ainsi pp 1 (fa) Z Plpirg) (91) = pppg (As) et donc pp,iq g (fa) = pp g (As) = p-
Maintenant nous prouvons que py, 1 ,(fa) = Api1,4(fa) = p Par (3.1) , il est facile de voir
que si f, a un zéro zo d’ordre o (> k), alors F' doit avoir un zéro zy d’ordre o — k. Donc,

() am(n ) (). 59
N (r, %) < kN <r, fi) +N (r, %) . (3.46)

Maintenant écrivons (3.1) sous la forme

et

11 fiy ’
TTF f—a+Ak—1 7 +...—|—A1f—a+Ao : (3.47)

Par (3.47), on a

m (7‘, fl) < Zi;m <7~, f;”) n Zk:m (r, Ap_;) +m <r, %) +0(1). (3.48)

J=1

En appliquant le Lemme 2.4, on a

(9)
m (7“, f; ) = O (exp,_; {(p+e) log,r}) (j=1,...,k), Pipi1,q (fa) = p- (3.49)

Alors pour tout 7 a I'extérieur d’un ensemble E3 C (0, 4+00) de mesure linéaire m(Es) = § <
+o00. Par (3.46) , (3.48) et (3.49), nous obtenons

T(r f,) = T(r%) Lo

/1 k
< kN (r, ﬁ) + ]Z:;T (r, Ap_j) + T (r, F) (3.50)
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+0 (exp,_y {(p+e)log,r}) (2| =7 ¢ Bs),

Pour r suffisamment grand, on a

T (r,Ag) + ...+ T (r,Apj) < kexp,_y {(p+¢)log,r} (3.51)
et

T (r,F) <exp, y {(ppg (F)+e)log,r}, (ppg (F) < o). (3.52)
Ainsi, par (3.50) - (3.52), on a

T(r,f,) < kN (7‘, fl) + kexp, {(p+¢)log,r} (3.53)

ey { (2 () + €)o7} + 0 (expy -y {(p-+ ) logy 7). (12 = 1 ¢ ).
Donc pour tout f, avec py,.q4(fa) = p, de (3.53) et le Lemme 2.3, on a pp,.q4 (fa) <

Xpsrg(fa)- Done, Nyiri(fo) = piping (fa) = .
Si pppi1,g(F) < pppg(As) = p , alors

T (r,F) <exp,, {rPwrratel < exp,_; {(p+¢e)log,r} . (3.54)
Anssi, par (3.50) - (3.51) et (3.54), on a

T(r,f,) < kN (7’, l) + kexp,_; {(p+¢)log,r} (3.55)

+exp, ; {(p +e¢) logqr} + O (exp]%1 {(p +¢) logqr}) , (|[z] =7 ¢ Es).
En utilisant un raisonnement semblable comme ci-dessus , nous obtenons & partir de (3.55)
et le Lemme 2.3 que Api1,9(fa) = Plp+1.q] (fa)=p. &

3.3.8 Preuve du Théoréme 3.8

Soient 3 < pp, 1 (Ao) et f une solution de (3.1). Supposons que 8 < a < pj,,(Ao) et
I'ensemble Egz C [0, +00) de densité inférieure égale a 1 satisfaisant (3.2) . Posons

E, = {z Hzl=re Eget |Aj(2)] = II‘lin’Aj () (=12,....,k— 1)} (3.56)

Alors dens{z : |z| =r € E1} =1 et
147 (2)] < expyia(Blog,r) (= 1200k~ 1). (3.57)

Pour tout z € Ej. et le Lemme 3.1, il existe un ensemble Fy C [0, +00) de densité supérieure
positive tel que pour tout z satisfaisant |z| € Es, on a

| Ao (2)] > exp,,(alog, 1) (3.58)

Soit maintenant £ = {z € E; : |z| € Es} . Alors 'ensemble E et le nombre a, A (2),...,
Ak_1(2) et F(z) satisfont les hypothéses du Théoréme 3.6, respectivement. Alors nous

concluons par le Théoréme 3.6, que chaque solution f de I'équation (3.1) satisfait py, ; (f) =

+00 et py, 1 (f) = hmiup% - :
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