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Introduction

Les équations di¤érentielles linéaires dans le domaine complexe sont un secteur des ma-
thématiques admettant plusieurs manières d�approche. La théorie locale est peut-être la plus
étudiée de ces approches, ses résultats de base comme :
Le théorème de base d�existence et d�unicité et la structure linéaire de base des solu-

tions des équations linéaires, la singularité etc, que nous sommes familier avec, aident à
comprendre notre intérêt.
Notre intérêt est di¤érent, il se trouve dans la direction de la théorie des fonctions, c�est

l�application de la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondées
par le célèbre mathématicien Rolph Nevanlinna, qui nous donne une aperçu sur les propriétés
des solutions des équations di¤érentielles, cette direction est apparue dès 1929 (Voir [23,24]).
Le premier qui a e¤ectué des études systématiques sur les applications de la théorie de
Nevanlinna sur les équations complexes est H. Wittich commençant dès 1942 (Voir [23]).
Maintenant, la théorie globale des équations di¤érentielles complexes en liaison avec

la théorie de Nevanlinna est devenue plus populaire. Pendant les trois dernières décennies
plusieurs groupes actifs de mathématiciens dans des pays di¤érents ont joué un rôle remar-
quable dans ce domaine, des résultats importants ont été établis. Cette théorie est devenue
un outil indispensable dans l�étude des propriétés des solutions des équations di¤érentielles
complexes.
Spéci�quement notre étude est sur l�ordre de croissance et les points �xes des solutions.

La théorie des équations di¤érentielles linéaires complexes a été développée depuis les années
1960. Beaucoup d�auteurs ont étudié les équations linéaires complexes

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + � � �+ A0 (z) f = 0 (1)

et

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + � � �+ A0 (z) f = F (z) : (2)

Des résultats importants quand les coe¢ cientsA0 (z) ; :::; Ak�1 (z) ,F (z) ; (k � 2), dans (1) ou
(2) sont des fonctions entières d�ordre �ni (par exemple. [7; 9; 10]) ont été établi. L. G. Bernal,
L. Kinnunen et J.Tu ont étudié la croissance des solutions de(1)et (2) individuellement quand
les coe¢ cients dans (1) ou (2) sont des fonctions entières d�ordre itératif �ni (voir[11; 12]).
Les propriétés de (1) et (2) ont été également étudiées par T-B. Cao et J.Heittokangas quand
les coe¢ cients sont des fonctions analytiques dans le disque unité (voir [8; 22]) .Dans [16; 17]
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O.P.Juneja G.P. Kopoor, S.K. Bajpai ont étudié quelques propriétés des fonctions entières
d�ordre [p; q], et ont obtenu quelques résultats. Notre but dans ce mémoire est d�uliser les
concepts des fonctions entières d�ordre [p; q] pour étudier les équations di¤érentielles linéaires
complexes (1) et (2).
Dans le premier chapitre on donne les notions fondamentales sur la théorie de Nevanlinna
dont on aura besoin par la suite.
Le deuxième chapitre de ce mémoire est consacré à la croissance des solutions de l�équation
di¤érentielle linéaire

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + � � �+ A0 (z) f = 0;

où A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) ; (k � 2) sont des fonctions entières transcendantes d�ordre [p; q] �ni.
Quelques estimations sont données pour l�ordre [p; q] des solutions de l�équation ci-dessus
quand l�un des coe¢ cients As est dominant.
Dans le troisième chapitre, on étudie la croissance des solutions des équations di¤érentielles
non homogènes

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + � � �+ A0 (z) f = F (z);

où A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) ; (k � 2) et F (z) sont des fonctions entières transcendantes d�ordre
[p; q] :



Chapitre 1

Rappels et dé�nitions

On va citer quelques dé�nitions, notations et résultats dont on aura besoin
par la suite.

1.0.1 Théorie de R. Nevanlinna :

Théorème 1.1 (voir [22]) (Jensen) Soit f une fonction méromorphe telle que f(0) 6= 0,1,
et soient a1 ,a2 ,... (resp. b1 ,b2 ,... ) ses zéros (resp.ses pôles), chacun étant compté avec
son ordre de multiplicité. Alors

log jf (0)j = 1

2�

Z 2�

0

log
��f �rei'��� d'+ X

jbj j<r

r

jbjj
�
X
jaij<r

r

jaij
:

Dé�nition 1.1 Soit f une fonction méromorphe, n�étant pas identiquement égal à a 2 C.
Soit i(z; a; f) désignant la multiplicité de a -point de f à z: Ainsi, on dé�nit

n (r; a; f) = n

�
r;

1

f � a

�
=
X
jzj�r
f(z)=a

i (z; a; f)

c�est à-dire, n(r; a; f) est le nombre de racines de f(z) = a dans jzj � r, chaque racine étant
compté avec son ordre de multiplicité. Pour les pôles de f , nous dé�nissons

n (r;1; f) = n (r; f) =
X
jzj�r
f(z)=1

i (z;1; f) :

Dé�nition 1.2 (voir [22]) (fonction a -points). Pour la fonction méromorphe f , on dé-
�nit

N (r; a; f) = N

�
r;

1

f � a

�
=

rZ
0

n (t; a; f)� n (0; a; f)
t

dt+ n (0; a; f) log r

pour a 6=1 et

N (r;1; f) = N (r; f) =
rZ
0

n (t;1; f)� n (0;1; f)
t

dt+ n (0;1; f) log r

N(r; a; f) est appelée fonction a -points de la fonction f dans le disque jzj � r:
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Dé�nition 1.3 (voir [11] : [23]) (fonction de proximité). Pour la fonction méromorphe
f , on dé�nit

m (r; a; f) = m

�
r;

1

f � a

�
=
1

2�

rZ
0

log+
���� 1

f (rei')� a

���� d'; a 6=1
et

m (r; 0; f) = m (r; f) =
1

2�

rZ
0

log+
��f �rei'��� d';

m(r; a; f) est appelée fonction deproximité de la fonction f au point a

Dé�nition 1.4 (voir [19,24]) (Fonction caractéristique). La fonction caractéristique de
la fonction méromorphe f est dé�nie comme suit

T (r; f) = N (r; f) +m (r; f) :

Exemple 1.1 Pour la fonction f (z) = eaz , a6= 0, on a m (r; f) = jaj r
�
; N (r; f) = 0 d�où

T (r; f) =
jaj r
�

Dé�nition 1.5 Pour tout nombre réel � > 0, on dé�nit

log+ � = max(0; log�)

Les propriétés de bases du logarithme tronqué sont contenues dans le lemme suivant :

Lemme 1.1 On a

(a) log� � log+ �,
(b) log+ � � log+ � pour � � �;
(c) log� = log+ �-log+ 1

�
;

(d) jlog�j = log+ �+log+ 1
�
;

(e) log+

 
nY
i=1

�i

!
�

nP
i=1

log+ �i;

(f) log+
�

nP
i=1

�i

�
�

nP
i=1

log+ �i + log n:

Preuve Montrons (e) et (f) :

(e) : Si
nY
i=1

�i � 1; alors l�inégalité est triviale. Si
nY
i=1

�i > 1, alors

ln+

 
nY
i=1

�i

!
= ln

 
nY
i=1

�i

!
=

nP
i=1

ln�i �
nP
i=1

ln+ �i:

(f) De (b) et (e) on a

ln+

 
nX
i=1

�i

!
� ln+

�
nmax
1�i�n

�i

�
� lnn+ ln+

�
nmax
1�i�n

�i

�
� lnn+

nX
i=1

ln+ �i:
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Théorème 1.2 (Premier théorème fondamental). Soient f une fonction méromorphe,
a 2 C et

f(z)� a =
1X
i=m

ciz
i; cm 6= 0; m 2 Z

le développement de Laurent de la fonction f � a à l�origine. Alors

T (r;
1

f � a) = T (r; f)� log jcmj+ '(r; a);

où
'(r; a) � log 2 + log+ jaj :

Remarque 1.1 Le premier théorème fondamental peut être exprimé comme suit :

T (r;
1

f � a) = T (r; f) +O(1):

pour tout a 2 C.

Lemme 1.2 (voir [22]) Soient f; f1; :::; fn des fonctions méromorphes et a; b; c; d 2 C tels
que ad� bc 6= 0. Alors

(A) m

�
r;

nP
i=1

fi

�
�

nP
i=1

m(r; fi) + log n;

(B) m

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nP
i=1

m(r; fi);

(C) N

�
r;

nP
i=1

fi

�
�

nP
i=1

N(r; fi);

(D) N

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nP
i=1

N(r; fi);

(E) T

�
r;

nP
i=1

fi

�
�

nP
i=1

T (r; fi) + log n pour n � 1;

(F ) T

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nP
i=1

T (r; fi) pour n � 1;

(G) T (r; fn) = nT (r; f), pour (n � 1) ;
(K) T

�
r; af+b
cf+d

�
= T (r; f) +O (1) ; f=�� d

c
:

Preuve F) On a

m

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nP
i=1

m(r; fi) et N

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nP
i=1

N(r; fi)

donc T

 
r;

nY
i=1

fi

!
= m

 
r;

nY
i=1

fi

!
+N

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nP
i=1

T (r; fi)

G) On a jfnj = jf jn � 1, jf j � 1:
Si jf j � 1, alors
T (r; fn) = N (r; fn) = nN (r; f) = nT (r; f)
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Si jf j > 1, alors
T (r; fn) = N (r; fn) +m (r; fn) = nN (r; f) + nm (r; f) = nT (r; f) :

E) T
�
r;

nP
i=1

fi

�
= N

�
r;

nP
i=1

fi

�
+m

�
r;

nP
i=1

fi

�
�

nP
i=1

N(r; fi) +
nP
i=1

m(r; fi) + lnn =
nP
i=1

T (r; fi) + log n:

K) Posons f0 = f; f1 = f0 +
d

c
; f2 = cf1; f3 =

1

f2
;

f4 =
bc� ad
c

f3; f5 = f4 +
a

c
;si c6= 0; alors T (r; fk+1) = T (r; fk) +O (1) :

Dé�nition 1.6 (voir [22,24,27]) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant de
convergence des zéros de la fonction f par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

où

N

�
r;
1

f

�
=

rZ
0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
0;
1

f

�
log r;

n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque jzj � t et l�exposant

de convergence des zéros distincts de la fonction f par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

où

N

�
r;
1

f

�
=

rZ
0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
0;
1

f

�
log r;

n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque jzj � t;

Exemple 1.2 L�exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f(z) = ez�1 est
égal à 1.

Dé�nition 1.7 (voir [20,29]) Soit f une fonction entière. Alors l�ordre et l�hyper-ordre de f
sont dé�nis respectivement par

� (f) = lim
r!+1

log logM (r; f)

log r

et

�2 (f) = lim
r!+1

log log logM (r; f)

log r
;
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où M(r; f) = max
jzj=r

f(z). Si f est une fonction méromorphe, alors l�ordre et l�hyper-ordre de

f sont dé�nis respectivement par

� (f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r

et

�2 (f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
;

où T (r; f) est la fonction caractéristique de f .

Exemple 1.3 La fonction f(z) = expfexp zg est d�ordre �(f) =1 et d�hyper ordre �2(f) =
1:

Lemme 1.3 Si f est une fonction méromorphe non constante dans C, alors �(f (k)) =
�(f) (k 2 N) :

Dé�nition 1.8 La fonction a(z) est appelée petite fonction par rapport à f si a(z) est une
fonction méromorphe satisfaisant T (r; a) = S(r; f), c�est-à-dire T (r; a) = o(T (r; f)) quand
r !1 à l�extérieur d�un ensemble de mesure linéaire �nie.

Lemme 1.4 Soient f une fonction méromorphe transcendante et k � 1 un entier positif.
Alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O (log (rT (r; f))) :

à l�extérieur d�un ensemble exceptionnel E de mesure linéaire �nie. Si f est d�ordre �ni, alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O (log r) :

1.0.2 La densité des ensembles :

Dé�nition 1.9 (voir [12]) La mesure linéaire d�un ensemble E � [0;+1) est dé�nie par

m (E) =

Z +1

0

�E (t) dt;

où �E (t) est la fonction caractéristique de l�ensemble E et la mesure logarithmique d�un
ensemble F � [1;+1) est dé�nie par

lm (F ) =

Z +1

1

�F (t)

t
dt

Dé�nition 1.10 (voir [12]) La densité inférieure d�un sous-ensemble H � [0;+1) est dé-
�nie par

densH = lim
r!1

inf

�Z r

0

�H (t) dt

�
=r
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et la densité supérieur de H est dé�nie par

densH = lim
r!1

sup

�Z r

0

�H (t) dt

�
=r

Dé�nition 1.11 (voir [12]) La densité logarithmique inférieure log densH

d�un sous-ensemble H � [1;+1) est dé�nie par

log densH = lim
r!1

inf

�Z r

1

�H (t)

t
dt

�
= log r

et la densité logarithmique supérieure log densH d�un sous-ensemble H � [1;+1) est dé�nie
par

log densH = lim
r!1

sup

�Z r

1

�H (t)

t
dt

�
= log r

�H (t) est la fonction caractéristique de l�ensemble H .

Exemple 1.4 Soit E = [1; 2]. Alors m(E) = 1; lm(E) = ln 2; densE = densE =
log densE = log densE = 0

Dé�nition 1.12 On dénoté pour r2 [0;+1) ; exp1 r = er et expi+1 r = exp (expi r) ; i 2 N.
Pour tout r su¢ samment grand, nous dé�nissons log1 r = log r et logi+1 r = log (logi r) ;
i 2 N. Nous dénotons également exp0 r = r = log0 r et exp�1 r = log1 r;.

Dé�nition 1.13 (voir [14] ; [21]) Soit f une fonction entière. Alors l�ordre itératif de f est
dé�ni par

�p (f) = lim sup
r 7�!1

logp T (r; f)

log r
= lim sup

r 7�!1

logp+1M(r; f)

log r
(p � 1; p 2 N)

Dé�nition 1.14 (voir [14] ; [21]) Soit f une fonction entière. Alors le degré de �nitude de
l�ordre de f est dé�ni par

i (f) =

8>><>>:
0 si f est un polynôme,

min
�
j 2 N : �j (f)

	 si f transcendante pour un certain j 2 N
avec �j (f) <1;

1 pour �j (f) =1 pour tout j 2 N:
Dé�nition 1.15 Soit f une fonction entière. On dé�nit l�exposant itératif de convergence
des zéros de la fonction f par

�p (f) = lim sup
r 7�!1

logp n
�
r, 1
f

�
log r

= lim sup
r 7�!1

logpN
�
r, 1
f

�
log r

:

Maintenant, nous présentons les dé�nitions des fonctions entières de [p; q]� ordre, où p; q sont
des nombres entiers positifs satisfaisant p � q � 1. A�n de garder l�accord avec la Dé�nition
1.13, nous donnons une modi�cation mineure à la dé�nition originale de la dé�nition du
[p; q]� ordre (voir [16,17]).
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1.0.3 [p; q]�ordre et [p; q]�type
Dé�nition 1.16 : Soit f une fonction entière transcendante. On dé�nit le [p; q]�ordre de
f par

�[p;q] (f) = lim sup
r 7�!1

logp T (r; f)

logq r
= lim sup

r 7�!1

logp+1M(r; f)

logq r
:

Exemple 1.5 Il est facile de voir que 0 � �[p;q] (f) � 1 .Si f(z) est un polynôme, alors
�[p;q] (f) = 0 pour tout p � q � 1: Par la Dé�nition 1.16, nous avons �[1;1] (f) = �1 (f) =
� (f) ; �[2;1] (f) = �2 (f) et �[p+1;1] (f) = �p+1 (f) :

Exemple 1.6 Si f(z) = exp5 z alors �[5;1] (f) = 1 et �[6;2] (f) = 1; et si g(z) = exp6 z3 alors
�[6;1] (g) = 3 et �[7;2] (g) = 1:

Remarque 1.2 Si f(z) est une fonction entière telle que 0 < �[p;q] (f) <1, alors

(i) �[p�n;q] =1(n < p),�[p;q�n] = 0 (n < q),�[p+n;q+n] = 1 (n < p) pour n = 1; 2; 3; :::
(ii) si [p0; q0] est un couple de nombres entiers satisfaisant q0 = p0 + q � p et p0 < p; alors
�[p0;q0] = 0 si 0 < �[p;q] < 1 et �[p0;q0] =1 si 1< �[p;q] <1:
(iii) �[p0;q0] =1 pour q0 � p0 > q � p et �[p0;q0] = 0 pour q0 � p0 < q � p:

Dé�nition 1.17 Soit f une fonction entière. On dé�nit le [p; q]�type de f de [p; q]�ordre
� (0 < � <1) par

� [p;q] = � [p;q] (f) = lim sup
r 7�!1

logpM(r; f)�
logq�1 r

�� :
Dé�nition 1.18 Soit f une fonction entière. On dé�nit le [p; q]-exposant de convergence
des zéros de f par

�[p;q] (f) = lim sup
r 7�!1

logp n
�
r, 1
f

�
logq r

= lim sup
r 7�!1

logpN
�
r, 1
f

�
logq r

:

Dé�nition 1.19 Soit f une fonction entière. On dé�nit le [p; q]-exposant de convergence
des zéros distincts de f par

�[p;q] (f) = lim sup
r 7�!1

logp n
�
r, 1
f

�
logq r

= lim sup
r 7�!1

logpN
�
r, 1
f

�
logq r

:

1.0.4 [p; q] couple indice

Dé�nition 1.20 Soit f(z) une fonction entière transcendante. On dit que f est de couple
indice [p; q], p � q � 1, si b < �[p;q] <1 et �[p�1;q�1]=1

b = 1 si p = q et b = 0 si p > q
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Remarque 1.3 Si �[p;q] n�est jamais plus grand que 1 et �[p0;q0] = 1 pour un certain entier
p0 � 1 , alors le couple indice de f (z) est dé�ni par [m;m] ;où m = inffp0 : �[p0;q0] = 1g: Si
�[p;q] =2 f0;1g 8p; q 2 N � f0g et �[p00;1] = 0 pour un certain nombre entier p00 � 1, alors le
couple indice de f(z) est dé�ni par [n; 1] , où n = inffp00 : �[p00;1] = 0g :Si �[p;q] est in�ni
alors le couple indice de f(z) est dé�ni pour être [1;1]: Si f (z) a le couple indice [p; q]
alors � = �[p;q] s�appelle son [p; q]�order.

Dé�nition 1.21 On dit que le couple indice [p; q] d�une fonction entière transcendante est
inférieur au couple indice (p0; q0) ,p0 � q0 � 1, si l�une des conditions suivantes est véri�ées

(i) p0 � p > q0 � q;
(ii) p0 � p < q0 � q < 0 et �[p;q] < 1;
(iii) p0 � p = q0 � q > 0 et �[p�1;q�1] = 0;
(iv) p0 � p = q0 � q > 0:

Remarque 1.4 Soient f1 (z) une fonction entière de [p; q]�ordre �1et f2 (z) une fonction
entière de [p0; q0]�ordre �2et soit p � p0. Les résultats suivants au sujet de leur croissance
comparative peuvent être facilement déduits :

(i) Si p0 � p > q0 � q; alors la croissance de f1 est plus lente que la croissance de f2;
(ii) Si p0 � p < q0 � q; alors f1 croît plus rapidement que f2;
(iii) Si p0 � p = q0 � q < 0; alors la croissance de f1 est plus lente que la croissance de f2 si
�2 � 1tandis que la croissance de f1 est plus rapide que la croissance de f2 si �2 < 1;
(iv) Si p0�p = q0�q < 0; alors f1 et f2 possèdent le même couple indice [p; q]. Si �1 > �2;alors
f1 croît plus rapidement que f2, et si �1 < �2 ,alors f1 se développe plus rapidement que f2.
Si �1 = �2; on peut rien dire sur la relation de croissance entre f1 et f2:

Exemple 1.7 Soit f1 (z) = ez , f2 (z) = ee
z
,par la Remarque 13, nous avons que le couple

indice de f1 (z) est [1; 1] et le couple indice de f2 (z) est [2; 1] :

Dé�nition 1.22 (voir [12,28]) Soit f(z) =
1P
n=0

anz
n une fonction entière, le terme maximal

de f est dé�ni par �(r) = max fjanj rn; n = 0; 1; : : :g, et l�indice central de f est dé�ni par
vf (r) = max fm; �(r) = jamj rmg

Exemple 1.8 Pour le polynôme P (z) = anz
n + : : : + a0, an 6= 0 , on a �(r) = janj rn et

�P (r) = n pour r assez grand.

Lemme 1.5 Pour r > 0, on a �(r) �M (r; f) � 2�(2r):

Lemme 1.6 �f (r) est croissante et �f (r)!1 quand r !1:

Lemme 1.7 (voir [6,15]) Soient g(z) =
1P
n=0

anz
n une fonction entière, � (r) le terme

maximal, vg (r) l�indice central de g: Alors

log � (r) = log ja0j+
Z r

0

vg (t)

t
dt;

où a0 6= 0. Pour r < R; on a

M (r; g) < � (r)

�
vg (R) +

R

R� r

�
:
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Lemme 1.8 Soit f (z) une fonction entière d�ordre [p; q] �ni, et soit �f (r) l�indice central
f (z). Alors

�[p;q] = lim sup
r 7�!1

logp �f (r)

logq r

Preuve Posons f(z) =
1P
n=0

anz
n tel que ja0j 6= 0

1) Par le Lemme 1.7, le terme maximal, � (r) de f satisfait

log � (2r) = log ja0j+
Z 2r

0

vf (t)

t
dt � log ja0j+ �f (r) log 2:

Par l�inégalité de Cauchy, on a log � (2r) �M (2r; f). Alors

�f (r) log 2 �M (2r; f) + c1 (1.1)

où c1 (> 0) est une constante. De (1:1) ; on a

lim sup
r 7�!1

logp �f (r)

logq r
� lim sup

r 7�!1

logp+1M(r; f)

logq r
= �[p;q] (f) : (1.2)

D�autre part, par la deuxième propriété du Lemme 1.7, on a

M (r; f) < � (r) fvf (2r) + 2g =
��avf (r)�� rvf (r) fvf (2r) + 2g : (1.3)

Comme fjanjg est bornée, d�après (1:3) on a

logp+1M (r; g) � logp vf (2r)
�
1 +

logp+1 vf (2r)

logp vf (2r)

�
+ logp+1 r + c2;

où c2 (> 0) est une constante. Alors on a

�[p;q] (f) = lim sup
r 7�!1

logp+1M(r; f)

logq r
� lim sup

r 7�!1

logp �f (2r)

logq 2r
= lim sup

r 7�!1

logp �f (r)

logq r
; (1.4)

Donc, par (1:2) et (1:4) ; le Lemme 1.8 est prouvé.



Chapitre 2

Croissance des solutions des équations
di¤érentielles homogènes à coe¢ cients
fonctions entières d�ordre [p; q]

2.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre, on étudie l�équation di¤érentielle linéaire homogène

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + � � �+ A0 (z) f = 0 (2.1)

où A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) ; (k � 2) sont des fonctions entières transcendantes d�ordre [p; q] �nis.
Dans [5] ; B.Belaïdi a obtenu les théorèmes suivants :
Théorème 2.1.1 Soit E un ensemble de nombres complexes satisfaisant densfjzj : z 2 E >
0g, et soient A0 (z) ; : : : ; Ak�1 (z) des fonctions entières telles que pour les constantes réelles
0 � � < � avec � > 0;on ait

jA0 (z)j � exp (� jzj�)
et

jAj (z)j � exp (� jzj�) (j = 0; : : : ; k � 1)
quand z ! 1 pour z 2 E: Alors chaque solution f=�0 de (2:1) satisfaistant � (f) = +1
et � � �2 (f) :
Dans [21] ; L. Kinnunen a obtenu les théorèmes suivants :
Théorème 2.1.2 Supposons que A(z) est une fonction entière avec i(A) = p, (0 < p <1).
Alors toute solution non triviale de l�équation

f 00 + A(z)f = 0 (2.2)

satisfait �p+1 (f) = �p (A) :

Théorème 2.1.3 Soient A(z) une fonction entière avec i(A) = p, (0 < p <1) et f1; f2
deux solutions linéairement indépendantes de l�équation (2:2) :
Notons par E := f1f2: alors i� (E; 0) � p+ 1 et

�p+1(E; 0) = �p+1(E) = max f�p+1(f1; 0); �p+1(f2; 0)g � �p (A) :

14
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Si i� (E; 0) � p , alors i� (f; 0) = p + 1 pour toutes les solutions de type f = c1f1 + c2f2 ;
où c1 6= 0 et c2 6= 0.

Théorème 2.1.4 Soient A(z) une fonction entière avec i(A) = p, et f une solution non
triviale de (2:2) : Supposer �p(A; 0) < �p(A) 6= 0 : Alors �p+1(f; 0) � �p(A) � �p(f; 0) :

Théorème 2.1.5 Soient A(z) une fonction entière avec i(A) = p, (1 < p <1) et f une
solution non triviale de (2:2). Si i� (A; 0) < p; alors i� (f; 0) � p:

Théorème 2.1.6 Soient A(z) une fonction entière avec i(A) = p, et d�ordre itératif �p (A) =
� où 1 < p <1,et f1, f2 deux solutions linéairement indépendantes de (2:2)
telles que maxf�p(f1; 0); �p(f2; 0)g < � . Soit �=�0 une fonction entière pour laquelle
i(�) < p où i(�) = p et �p (�) < �. Alors chaque deux solutions linéairement indépen-
dantes g1 et g2 de l�équation di¤érentielle

y00 + (A(z) + �(z)) y = 0

véri�ent maxf�p(g1; 0); �p(g2; 0)g � �:

Dans ce chapitre, on démontre les théorèmes suivants

Théorème 2.1 Soit E un ensemble de nombres complexes satisfaisant densfjzj : z 2 E >
0g, et soient A0 (z) ; : : : ; Ak�1 (z) des fonctions entières telles que pour les constantes réelles
�; � avec 0 � � < � et � > 0; on ait

jA0 (z)j � expp+1
�
� logq (� jzj)

�
et

jAj (z)j � expp+1
�
� logq (� jzj)

�
(j = 0; : : : ; k � 1)

quand z !1 pour z 2 E: Alors chaque solution f=�0 de (2:1) satisfait �[p;q] (f) = +1 et
�[p+1;q] (f) � �:

Théorème 2.2 Supposons que A(z) est une fonction entière de couple indice [p; q]. Alors
toute solution f non triviale de f 00 + A(z)f = 0

est de couple indice [p+ 1; q] et �[p+1;q](f) = �[p;q] (A) :

Théorème 2.3 Soient A(z) une fonction entière de couple indice [p; q], f1 et f2 deux solu-
tions linéairement indépendantes de l�équation

f 00 + A(z)f = 0

Notons par E := f1f2: Alors le couple indice [i; j] de l�exposant de convergence de E,
véri�e i � p+ 1; j � q et on a

�[p+1;q](E; 0) = �[p+1;q](E) = max
�
�[p+1;q](f1; 0); �[p+1;q](f2; 0)

	
� �[p;q] (A) :
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Si le couple [i; j] de l�exposant de convergence de E, véri�e i � p; j � q , alors le couple
indice de l�exposant de convergence de f est [p+ 1; q] pour toutes les solutions de type
f = c1f1 + c2f2 ; où c1 6= 0 et c2 6= 0:

Théorème 2.4 Soient A(z) une fonction entière de couple indice [p; q] et f une solution
non triviale de l�équation

f 00 + A(z)f = 0:

Supposons que �[p;q](A; 0) < �[p;q](A) 6= 0 . Alors �[p+1;q](f; 0) � �[p;q](A) � �[p;q](f; 0) :

Théorème 2.5 Soient A(z) une fonction entière de couple indice [p; q] et f une solution
non triviale de l�équation

f 00 + A(z)f = 0:

Si le couple indice [i; j] de l�exposant de convergence de A véri�e i � p; j � q , alors le
couple indice de l�exposant de convergence de f est [p; q] :

Théorème 2.6 Soient A(z) une fonction entière de couple indice [p; q] et �[p;q] (A) = �,
soient f1 et f2 deux solutions linéairement indépendantes de l�équation

f 00 + A(z)f = 0

telles que maxf�[p;q](f1; 0); �[p;q](f2; 0)g < � . Soit �=�0 une fonction entière de couple
indice [p; q] et �[p;q] (�) < �. Alors chaque deux solutions linéairement indépendantes g1 et
g2 de l�équations di¤érentielle

y00 + (A(z) + �(z)) y = 0

véri�ent maxf�[p;q](g1; 0); �[p;q](g2; 0)g � �:

Remarque 2.1 Soient h1;2 : (0;+1)! R deux fonctions croissantes pour lesquelles

lim
r!1

hi (r) = 1; i = 1; 2 et soient p; q 2 N. S�il existe r0 < 1 tel que logp h1(r) < logq h2(r)

pour tout r > r0; alors h1(r) < expp�q h2(r) pour tout r > r0:
De plus s�il existe r0 <1 tel que, pour r > r0; on a

h1(r) < C expp�q h2(r)

pour un certain C; alors il existe R0 <1 et C0 <1 tels que

logp�q h1(r) < C0h2(r)

pour tout r > R0: Ceci peut être facilement démontré en remarquant qu�il existe C1 <1 tel
que log h1(r) < logC + expp�q�1 h2(r) < C1 expp�q�1 h2(r) et en répétant ce raisonnement
.
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Remarque 2.2 Dans la dé�nition de l�exposant de convergence, nous pouvons remplacer
n(r; a) avec la fonction intégrale N(r; a): On a

N(3r; a) =

Z 3r

0

n(t; a)� n(0; a)
t

dt+ n(0; a) log 3r

�
Z 3r

r

n(t; a)� n(0; a)
t

dt+ n(0; a) log 3r

� (n(r; a)� n(0; a)) log 3 + n(0; a) log 3r � n(r; a):

D�autre part, on a

N(3r; a) =

Z 3r

0

n(t; a)� n(0; a)
t

dt+ n(0; a) log 3r

� C +

Z 3r

1

n(t; a)� n(0; a)
t

dt+ n(0; a) log 3r

= C +

Z 3r

1

n(t; a)

t
dt � C + n(3r; a) log 3r:

où C est une constante. Alors

n(r; a) � N(3r; a) � C + n(3r; a) log 3r:
et on a

�[i;j](f; a) := lim sup
r!1

logi n(r; a)

logj r
= lim sup

r!1

logiN(r; a)

logj r

Notons par N(r; a) = N(r; a; f) = N(r; 1
f�a). Si aucune confusion n�est possible, nous pou-

vons employer quelconque d�entre ces notations.

Remarque 2.3 Soit �[p;q](f; a) = �. Par la dé�nition de [p; q]-exposant de convergence et
la Remarque 2.1, nous obtenons, pour chaque " > 0;

N(r; a) = O
�
expp

�
(�+ ") logq r

��
:

Remarque 2.4 Soit f(z) une fonction méromorphe par la Remarque 2.3, on obtient, pour
chaque p; q 2 N;

�[p;q](f; a) � �[p;q] (f) :
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Exemple 2.1 La fonction f(z) = exp2 z est une solution de l�équation

f 00 � (exp z + exp 2z) f = 0

Nous observons que : �[3;2] (f) = �[2;2] (A) = 1 où A (z) = e
2z

�
1 +

1

ez

�
:

Exemple 2.2 La fonction f(z) = exp3 (iz) est une solution de l�équation

f 00 + eiz exp2 (iz)
�
1 + eiz + eiz exp2 (iz)

�
f = 0:

Nous observons que : �[3;1] (f) = �[2;1] (A) = 1:

2.2 Lemmes prélimininaires

Les démonstration des théorèmes dépendent principalement des lemmes suivants.

Lemme 2.1 (voir [10] ; p:90) Soient f une fonction entière non triviale, � > 1 et " > 0 des
constantes données. Alors il existe un constante c > 0 et un ensemble E � [0;+1) ayant
une mesure linéaire �nie tels que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 E, on a����f (k) (z)f (z)

���� � c [T (�r; f) r" log T (�r; f)]k ; k 2 N:
Lemme 2.2 (voir [19])Soinet A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) des fonctions entières telles qu� il existe
une fonction transcendante As (0 � s � k � 1) satisfaisant �[p;q] (Aj) � �[p;q] (As) < +1
pour tout j 6= s.Alors l�équation (1) admet au moins une solution f satisfaisant �[p+1;q] (f) =
�[p;q] (As) :

Lemme 2.3 (voir [2] : [21]) Soient g : [0;1[ �! R et h : [0;1[ �! R deux fonctions
croissantes telles que g (r) � h (r) à l�extérieur d�un ensemble E de mesure linéaire �nie.
Alors pour n�importe quel � > 1; il existe r0 > 0 tel que g (r) � h (�r) pour tout r > r0:

Lemme 2.4 Soient f une fonction méromorphe transcendante et k � 1 un entier positif
avec �[p;q] (f) = �. Alors pour tout " > 0;



19

m

�
r;
f (k)

f

�
= O

�
expp�1

�
(�+ ") logq r

��
;

à l�extérieur d�un ensemble exceptionnel E de mesure linéaire �nie.

Preuve Soit k = 1. Puisque �[p;q] (f) = � <1; nous avons pour tout r su¢ samment grand

T (r; f) < expp
�
(�+ ") logq r

�
:

En utilisant le lemme de la dérivée logarithmique, on a m
�
r; f

0

f

�
= O (log T (r; f) + log r) à

l�extérieur d�un ensemble exceptionnel E de mesure linéaire �nie. Donc

m

�
r;
f 0

f

�
= O

�
expp�1

�
(�+ ") logq r

��
; r =2 E: (2.3)

Maintenant supposons que

m

�
r;
f (k)

f

�
= O

�
expp�1

�
(�+ ") logq r

��
; r =2 E

pour un certain k 2 N. Comme N
�
r; f (k)

�
� (k + 1)N (r; f) ; alors

T
�
r; f (k)

�
= m

�
r; f (k)

�
+N

�
r; f (k)

�
� m

�
r;
f (k)

f

�
+m (r; f) + (k + 1)N (r; f)

� (k + 1)T (r; f) +O
�
expp�1

�
(�+ ") logq r

��
= O

�
expp

�
(�+ ") logq r

��
:

Par (2:3), nous obtenons encore

m

�
r;
f (k+1)

f (k)

�
= O

�
expp�1

�
(�+ ") logq r

��
; r =2 E

et par conséquent

m

�
r;
f (k+1)

f

�
� m

�
r;
f (k+1)

f (k)

�
+m

�
r;
f (k)

f

�
= O

�
expp

�
(�+ ") logq r

��
; r =2 E:

Lemme 2.5 (voir [6].[15]) Soient f(z) =
1P
n=0

anz
n une fonction entiére avec �[p+1;q] (f) = �,

�(r) le terme maximal de f et soit �f (r) l�indice central de f : Alors

lim sup
r 7�!1

logp+1 �f (r)

logq r
= �:

Lemme 2.6 (Wiman-Valiron, [12].[28]) Soit f(z) une fonction entière transcendante, et
soit z un point avec jzj = r et jf(z)j =M(r; f). Alors, on a
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f (k) (z)

f (z)
=

�
�f (r)

z

�k
(1 + o(1)) (k est un nombre entier), (2.4)

à l�extérieur d�un ensemble E2 de r de mesure logarithmique �nie lm (E2) =
R +1
1

�E2 (t)

t
dt,

où �E2 est la fonction caractéristique de E2.

Lemme 2.7 (voir [8]) Soient f1; :::; fk l des solutions méromorphes inéairement indépen-
dantes de l�équation

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + � � �+ A0 (z) f = 0;

avec des coe¢ cients méromorphes A0 (z) ; :::; Ak�1 (z). Alors

m(r; Aj) = O

�
log

�
max
1�n�k

T (r; fn)

��
(j = 0; :::; k � 1):

Lemme 2.8 Soient f1; f2 deux fonctions entières ayant respectivement le couple indice

[p1; q1] et [p2; q2] de leurs exposants de convergence. Notons par E := f1f2: . Alors le couple
indice [p; q] de l�exposant de convergence de E veri�e [p; q] = maxf[p1; q1]; [p2; q2]g et on a
�[p;q](E; 0) = maxf�[p;q](f1; 0); �[p;q](f2; 0)g

Preuve
Soient n(t), respectivement n1(t) et n2(t), la fonction intégrale de comptage pour l�exposant
de convergence des zéros de E, respectivement f1 et f2. Les inégalités maxf�[p;q](f1; 0);
�[p;q](f2; 0)g � �[p;q](E; 0) sont triviales.
Supposons que [k1; k2] = [p1 � p2; q1 � q2] tele que k1 > 0 et k2 > 0. Comme le cas [p2; q2] =
[0; 0] est trivial, nous supposons (p2 > 0; q2 > 0). De la relation

n(t) = n1(t) + n2(t)

on obtient

log n(t) = log (n1(t) + n2(t)) � log (2max fn1(t); n2(t)g) (2.5)

= log 2 + log (max fn1(t); n2(t)g) � log 2 + log (n1(t)) + log (n2(t))

pour t assez grand ,c-à-d. n1(t) > 1 et n2(t) > 1: Par la répétition de l�argumentation dans
(2.5) on a

logp2�q2�1 n(t) � C + logp2�q2�1 n1(t) + logp2�q2�1 n2(t) (2.6)

où C est un constant et t assez grand.
D�abord, supposons k1 > 0 et k2 > 0. Pour " > 0 donné et t su¢ samment grand, on a

logp2�q2�1 n2(t) � log t
�[p;q]+"
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où �[p;q] = �[p;q](f2; 0). Alors

logp2�q2�1 n(t) � C + logp2�q2�1 n1(t) + log t
�[p;q]+"

Finalement, pour une constante C 0, on a

logp1�q1 n(t) � C
0 + logp1�q1 n1(t) + logk1�k2+1 t

et l�a¢ rmation suit.
Ensuite, supposons que k1 = 0 et k2 = 0. Alors, p1 = p2 et q1 = q2. L�intégraleZ 1 C

t�+1
dt

converge pour tout � > 0: Donc il existe 0 < � <1 tel que les intégralesZ 1 logp2�q2�1 n1(t)

t�+1
dt et

Z 1 logp2�q2�1 n2(t)

t�+1
dt

convergent. D�où par (2.6), on a p � p2 et q � q2 alors, [p; q] = [p1; q1] = [p2; q2] .soit
� := �[p;q](E; 0) > 0 Maintenant, pour " > 0 l�intégraleZ 1 logp�q�1 n(t)

t�[p;q]+1�"
dt

diverge, et de (2.6), au moins l�une des intégralesZ 1 logp�q�1 n1(t)

t�+1�"
dt et

Z 1 logp�q�1 n2(t)

t�+1�"
dt

diverge. Donc, maxf�[p1;q1](f1; 0); �[p2;q2](f2; 0)g � �[p;q]� " et comme " > 0 est arbitraire, on
obtient maxf�[p1;q1](f1; 0); �[p2;q2](f2; 0)g � �[p;q] . �

Lemme 2.9 ([10], p.90) Soit f une fonction entière transcendante d�ordre �ni �.

�={(k1; j1) ; (k2; j2) ; � � � ; (km; jm)g un ensemble �ni de couples d�entiers véri�ant ki >
ji � 0 ; i = 1; : : : ;m et " > 0 une constante donnée. Alors il existe un ensemble E � [0;1)
de mesure linéaire �nie, tel que pour tout z satisfaisant jzj =2 E et pour tout (k; j) 2 �, on a����f (k) (z)f (j) (z)

���� � jzj(k�j)(��1+") :
2.3 Preuve des Théorèmes

2.3.1 Preuve du Théorème 2.1

Supposons que f=�0 est une solution de l�équation (2:1) avec �[p;q](f) < 1. De l�équation
(2:1); on a

1

A0 (z)

f (k)

f
+
An�1 (z)

A0 (z)

f (k�1)

f
+ : : :+

A1 (z)

A0 (z)

f 0

f
+ 1 = 0 (2.7)
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ou
1

A0 (z)

f (k)

f
+

k�1X
j=1

Aj (z)

A0 (z)

f (j)

f
= �1: (2.8)

Du Lemme 2.9, il existe un ensemble E1 � [0;1) de mesure linéaire �nie, tels que pour tout
z satisfaisant jzj =2 E1 et pour tout j = 1; 2; � � � ; k on a����f (j) (z)f (z)

���� � jzjjc ; j = 1; 2; � � � ; k; c = �� 1 + " (2.9)

En outre, par les hypothèses du Théorème 2.1, il existe un ensemble E2 avec densfjzj : z 2
E > 0g tels que pour tout z satisfaisant z 2 E2, on a

jA0 (z)j � expp+1
�
� logq (� jzj)

�
(2.10)

et
jAj (z)j � expp+1

�
� logq (� jzj)

�
(j = 0; : : : ; n� 1) (2.11)

quand z !1. Alors de (2.9) , (2.10) et (2.11) pour tout z véri�ant z 2 E2 et jzj =2 E1, on a����Aj (z)A0 (z)

���� ����f (j)f
���� � 1

expp+1
�
� logq ((�� �) jzj)

� jzjjc ; j = 1; 2; � � � ; k; c = ��1+ " (2.12)

et ���� 1

A0 (z)

���� ����f (k)f
���� � 1

expp+1
�
� logq (� jzj)

� jzjkc ; c = �� 1 + " (2.13)

quand z !1. Ainsi il existe un ensemble H � [0;1) de densité supérieure positive tel que

lim
z!1
z2H

1

expp+1
�
� logq ((�� �) jzj)

� jzjjc = 0; j = 1; 2; � � � ; k;
lim
z!1
z2H

1

expp+1
�
� logq (� jzj)

� jzjkc = 0;
lim
z!1
z2H

����Aj (z)A0 (z)

���� ����f (j)f
���� = 0; j = 1; 2; � � � ; k;

et

lim
z!1
z2H

���� 1

A0 (z)

���� ����f (k)f
���� = 0:

En faisant tendre z !1 pour z 2 H dans la relation (2.8), nous obtenons une contradiction.
Alors chaque solution f=�0 de l�équation (2:1) est d�ordre [p; q] �ni.
De la relation (2:1) , on a

jA0(z)j �
����f (n)f

����+ jAn�1(z)j ����f (n�1)f

����+ � � �+ jA1(z)j ����f 0f
���� : (2.14)
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D�après le Lemme 2.1, il existe un ensemble E3 � [0;+1) de mesure linéaire �nie tels que
pour tout z satisfaisant jzj = r =2 E3, on a����f (j) (z)f (z)

���� � r [T (2r; f)]j+1 (j = 1; : : : ; n) : (2.15)

Aussi, par les hypothèse du Théorème 2.1, il existe un ensemble E4 avec dens fjzj : z 2 E4g >
0 tel que pour tout z véri�ant z 2 E4, on a

jA0 (z)j � expp+1
�
� logq (� jzj)

�
(2.16)

et
jAj (z)j � expp+1

�
� logq (� jzj)

�
(j = 0; : : : ; n� 1) (2.17)

quand z !1. Alors des relations (2.14) , (2.15) , (2.16) et (2.17) pour tout z tel que z 2 E4
et jzj =2 E3; on a

expp+1
�
� logq (� jzj)

�
� jzj [T (2 jzj ; f)]n+1

�
1 + (n� 1) expp+1

�
� logq (� jzj)

��
(2.18)

quand z ! 1: Ainsi il existe un ensemble H � [0;+1) de densité supérieure positive tel
que

expp+1
�
(1� o (1)) logq (�� �) r

�
� [T (2r; f)]n+1

quand r !1 dans H. Donc

�[p+1;q] (f) = lim sup
r 7�!1

logp+1 T (r; f)

logq r
� �:

Ceci prouve le Théorème 2.1 �

2.3.2 Preuve du Théorème 2.2

Supposons que f est une solution de (2:2) On peut écrire (2.2) sous la forme

f 00

f
+ A (z) = 0: (2.19)

Par le Lemme 2.6, il existe un ensemble E2 � (1;+1) de mesure logarithmique lm(E2) <
+1 tel que pour z veri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E2 et jf(z)j = M(r; f), on a la relation (2.4).
Pour " > 0 donné et r su¢ samment grand on a

jA(z)j � expp
��
�[p;q] (A) + "

�
logq r

	
: (2.20)

En remplaçant (2.4) dans (2.19), et par l�utilisation de (2.20) on trouve�
vf (r)

jzj

�2
j1 + o (1)j � 2

�
vf (r)

jzj

�
j1 + o (1)j expp

��
�[p;q] (A) + "

�
logq r

	
(2.21)

pou r =2 [0; 1] [ E2. Par le Lemme 2.5, Lemme 2.3 et (2.21) , nous obtenons que f est de
couple indice [p+ 1; q] et on a
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�[p+1;q] (f) = lim sup
r 7�!1

logp+1 vf (r)

logq r
� �[p;q] (A) + ": (2.22)

Comme " > 0 est arbitraire, alors �[p+1;q] (f) � �[p;q] (A) : Supposons que ff1; f2g est une
solution base de (2.2). Alors par le Lemme 2.7

m (r; A) �M: log
�
max
1�n�2

T (r; fn)

�
: (2.23)

Nous assertons qu�il existe un ensemble E � (0;+1) de mesure linéaire in�nie tel que

lim
r!1
r2E

logpm (r; A)

logq r
= �[p;q] (A) : (2.24)

En fait, il existe un suite frng (rn !1) tel que

lim
r!1

logpm (rn; A)

logq rn
= �[p;q] (A) (2.25)

On prend E =
1
[
n=1
[rn; 2rn]. Alors , (2.24) est vérifée sur E, Maintenant en posant En = fr :

r 2 E et m(r; A) � M log T (r; fn)(n = 1; 2)g, on a E =
2
[
n=1
En. Il est facile de voir qu il

existe au moins un En, dire E1, ayant une mesure linéaire in�nie tel que

lim
r!1
r2E1

logpm (r; A)

logq r
= �[p;q] (A) (2.26)

et

m (r; A) �M log T (r; f1) : (2.27)

Des relations (2.25) et (2.26) on a f1 est de couple indice [p+ 1; q] et �[p+1;q](f1) = �[p;q] (A) :
La preuve du Théorème 2.2 est complète .

2.3.3 Preuve du Théorème 2.3

Par le Théorème 2.2, on a �[p+1;q](f1) = �[p+1;q](f2) = �[p;q](A) . D�après la Remarque 2.3,
on a

�[p+1;q](E; 0) � �[p+1;q](E) � maxf�[p+1;q](f1; 0); �[p+1;q](f2; 0)g = �[p;q] (A) <1:

Du Théorème 2.2, on obtient

maxf�[p+1;q](f1; 0); �[p+1;q](f2; 0)g = �[p+1;q](E; 0) � �[p+1;q](E) � �[p;q] (A) :

Il reste à montrer que �[p+1;q](E; 0) = �[p+1;q](E) . De l�équation f 00 +A(z)f = 0, on trouve
(voir[18] ; ) que tous les zéros de E sont le simple et
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E2 = c2

 �
E 0

E

�2
� 2E

00

E
� 4A

!�1
: (2.28)

Donc

2T (r; E) = T

 
r;

�
E 0

E

�2
� 2E

00

E
� 4A

!
+O (1) (2.29)

� O

�
N

�
r;
1

E

�
+m

�
r;
E 0

E

�
+m

�
r;
E 00

E

�
+m (r; A)

�
:

Par le Lemme 2.4, on am(r; A) = m(r; f
00

f
) = O(expp

�
� logq r

�
); m(r; E

0

E
) = O(expp((� logq r))

et m(r; E
00

E
) = O(expp(� logq r))

pour � <1 à l�extérieur d�un ensemble exceptionnel E. Alors on a

T (r; E) = O

�
N

�
r;
1

E

�
+ expp

�
� logq r

��
r =2 E: (2.30)

Supposons �[p+1;q](E; 0) < �[p+1;q](E). D�après la Remarque 2.2, on a

N

�
r;
1

E

�
= N

�
r;
1

E

�
= O(expp+1

�
� logq r

�
)

pour � < �[p+1;q](E) . De la relation (2.30); on obtient

T (r; E) = O(expp+1
�
� logq r

�
); r =2 E;

ce qui implique �[p+1;q](E; 0) � � < �[p+1;q](E); c�est une contradiction. Ainsi la première
a¢ rmation est prouvée. Si [p; q] est le couple indice de l�exposant de convergence de E,
alors �[p;q](f1; 0) <1 et �[p;q](f2; 0) <1 . Soit f = c1f1 + c2f2 ; où c1 6= 0 et c2 6= 0 .
Supposons que �[p;q](f; 0) <1: Pour les fonctions E := f1f2 et F := ff2, on a �[p;q](E; 0) <
1 et �[p;q](F; 0) <1:Puisque (2.30) est réalisée pour E et F et
comme F = (c1f1 + c2f2) f1 = c1f 21 + c2E; alors on a

T (r; f1) = O (T (r; F ) + T (r; E))

= O

�
N

�
r;
1

F

�
+N

�
r;
1

E

�
+ expp

�
� logq r

�
)

�
= O(expp

�
� logq r

�
)

pour � <1 . Donc, �[p;q](f1) <1 ; c�est une contradiction avec le Théorème 2.2
Donc �[p;q](f; 0) =1 : Puisque, �[p+1;q](f; 0) < �[p+1;q](f) <1 ; on obtient que le couple
indice de l�exposant de convergence de f est [p+ 1; q]. �
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2.3.4 Preuve du Théorème 2.4

La première a¢ rmation �[p;q](A; 0) < �[p;q](A) suit du Théorème 2.2 et de la Remarque 2.3.
Par l�équation f 00 + A(z)f = 0 on a

T (r;
f

f 0
) = O

�
N

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

A

��
(2.31)

presque partout quand r !1 Supposons que �[p;q](f; 0) < �[p;q](A); alors on a

T

�
r;
f

f 0

�
= O(expp �

�
logq r

�
);

où � < �[p;q](A) . Donc, �[p;q](
f
f 0 ) = �[p;q](

f 0

f
) � � < �[p;q](A) . Comme

�A(z) =
�
f 0

f

�0
+

�
f 0

f

�2
(2.32)

alors on a �[p;q](A) < �[p;q](
f 0

f
) < �[p;q](A) c�est une contradition. �

2.3.5 Preuve du Théorème 2.5

Supposons que �[p�1;q](f; 0) <1 . Alors on a

N

�
r;
1

f

�
= O

�
expp�1

�
�1 logq r

��
pour �1 <1 De même, en supposant que le couple indice [i; j] de l�exposant de convergence
de A est tele que i < p et j < q; alors on a , pour �2 <1

N

�
r;
1

A

�
� N

�
r;
1

A

�
= O

�
expp�1

�
�2 logq r

��
:

La relation (2.31) implique maintenant

T

�
r;
f

f 0

�
= O

�
expp�1

�
� logq r

��
pour � <1. Donc, �[p�1;q]( ff 0 ) = �[p�1;q](

f 0

f
) <1 et par (2.32), on a �[p�1;q](A) <1: Par

cette contradiction on a �[p�1;q](f; 0) =1; donc le couple indice de l�exposant de conver-
gence de f est [n;m] tel que n � p etm � q. �

2.3.6 Preuve du Théorème 2.6

Comme dans la preuve du Théorème 3.1 dans [1], notons E := f1f2 et F := g1g2:
Supposons que �[p;q](F; 0) = maxf�[p;q](g1; 0); �[p;q](g2; 0)g < � Par le Théorème 2.2, on a
�[p+1;q](E) � �[p;q](A) = � , et donc, par le Lemme 2.4, pour un nombre entier k � 1; et
pour tout " > 0
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m

�
r;
E(k)

E

�
= O

�
expp

�
(�+ ") logq r

��
à l�extérieur d�un ensemble exceptionnel E0: De plus, par la supposition �[p;q](E; 0) < � ,
on a N

�
r; 1
E

�
= O(expp

�
� logq r

�
) pour � � � et l�ordre [p; q] de la fonction A implique

que T (r; A) = O
�
expp

�
(�+ ") logq r

��
: De l�équation (2.29), on a T (r; E) = O(expp(� +

") logq r) et donc �[p;q](E) � �. D�autre part,

4A =

�
E 0

E

�2
� 2E

00

E
� 1

E2
; (2.33)

on remarque que �[p;q](A) = � � �[p;q](E) . Le même raisonnement est valabe pour la fonc-
tion F et donc �[p;q](E) = �[p;q](F ) = � . Comme �[p;q](E; 0) < � et �[p;q](F; 0) < � ,nous
d�après le théorème Hadamard, on a

E = QeP , F = ReS; (2.34)

où �[p;q](Q) = �p(E; 0) < � ; �[p;q](R) = �[p;q](F; 0) < � et �[p;q](e
P ) = �[p;q](e

S) = �:
En remplaçant (2.34) dans (2.33) et après la même étape de raisonnement que dans la preuve
du Théorème 3.1 dans [1] on obtiet que ce2(P�S) = �R2=Q2(= H1) , où c6= 0. Donc,

E2

F 2
=
Q2

R2
e2(P�S) = �1

c
:

De l�équation (2.33) et de l�équation semblable pour F ,

4 (A+�) =

�
F 0

F

�2
� 2F

00

F
� 1

F 2
(2.35)

on obtient

4

�
A+�+

1

c
A

�
=

�
F 0

F

�2
� 2F

00

F
+
1

c

 �
E 0

E

�2
� 2E

00

E

!
:

D�après le Lemme 2.4, on a

T

�
r;

�
A+�+

1

c
A

��
= m

�
r;

�
A+�+

1

c
A

��
= O

�
expp�1

�
(�+ ") logq r

��
à l�extérieur d�un ensemble exceptionnel E: Ce qui implique par le Lemme 2.3

�[p�1;q]

��
A+�+

1

c
A

��
<1:

Donc c = �1 . Comme E2 = F 2; alors E 0

E
=
F 0

F
et E 00

E
=
F 00

F
: Des équations (2.33) et

(2.35), on a � = 0; c�est une contradiction. �



Chapitre 3

Croissance des solutions des équations
di¤érentielles non homogènes à
coe¢ cients fonctions entières d�ordre
[p; q]

3.1 Introduction et résultats

Dans ce chapitre on étudie l�équation di¤érentielle linéaire non-homogène

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + � � �+ A0 (z) f = F (z) ; (3.1)

où A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) ,F (z) ; (k � 2) sont des fonctions entières transcendantes d�ordre [p; q]
�ni.
Dans [21] ; L.Kinnunen a obtenu les théorèmes suivants :

Théorème 3.2. 1 Si p+ 1 = q <1, alors

i (f) = i� (f; 0) = q et �q (f; 0) = �q (f) = �q (F ) :

Théorème 3.2.2 Si 0 < q < p+ 1 <1 alors toute solution de (3:1) satisfait

�p+1 (f) = �p+1 (f) = �p+1 (f) :

Théorème 3.2.3.Si p+ 1 = q <1, i� (F; 0) = q et �q (F; 0) = �q (F ), alors

i (f) = i� (f; 0) = q et �q (f; 0) = �q (f) � �q (F )
pour toutes les solutions de (3:1) :

Dans( [4] ; [5]); B. Belaïdi a obtenu le théorème suivant :
Théorème 3.2.4 Soient A0 (z) ; : : : ; Ak�1 (z) et F (z) =�0 des fonctions entières telles que
pour un nombre entier s, 1 � s � k � 1; on a maxf�p (Aj) (j 6= s) ; �p (F )g < �p (As) <

28
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+1.Alors chaque solution transcendantale f de (1:2) telle que �p (f) < +1 satisfait �p (f) �
�p (As) :
Théorème 3.2.5 Soient A0 (z) ; : : : ; Ak�1 (z) et F (z) =�0 des fonctions entières telles que
pour un nombre entier s, 1 � s � k � 1;
on a �p (As) = +1 et maxf�p (Aj) (j 6= s) ; �p (F )g < +1: Alors chaque solution f de (1:2)
satisfait �p (f) = +1:
Théorème 3.2.6 Soient A0 (z) ; : : : ; Ak�1 (z) et F (z) =�0 des fonctions entières, telles que
0 < �p (A0) <

1
2
et �p (F ) = � < +1; Supposons qu�il existe une constante � < �p (A0) et

un ensemble E� � [0;+1) avec dens E� = 1 tel que pour tout r 2 E�, on a

min
jzj=r

jAj (z)j � exp
�
r�
�
(j = 1; 2; : : : ; k � 1) :

Alors chaque solution f de (1:2) est d�ordre in�ni et d�hyper-order �2 (f) � �p (A0) avec au
plus une solution exceptionnelle f0 satisfaisant �p (f0) < +1:
Théorème 3.2.7 Soient A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) des fonctions entières telles qu�il existe une
fonction transcendente As (0 � s � k � 1) satisfaisant �p+1 (Aj) < �p (As) < +1 pour tout
j 6= s et soit F (z) =�0 une fonction entière avec i(F ) = q. Supposons que f0 est une solution
de (3:1) , et g1; :::; gk est une base de solutions de l�équation homogène correspondante (2:2)
de (3:1): En outre si i(F ) = q < p + 1 ou q = p + 1 et �p+1 (F ) < �p (As) < +1, alors
il existe gj (1 � j � k), soit g1, tel que toutes les solutions dans le sous-espace de solutions
fcg1 + f0; c 2 Cg satis�asant i(f) = p+1 et �p+1 (f) = �p+1 (f) = �p (As), avec au plus une
exception.

Théorème 3.2.8 Soit E un ensemble de nombres complexes satisfaisant densfjzj : z 2
E > 0g;
et soient A0 (z) ; : : : ; Ak�1 (z) des fonctions entières telles que pour les constantes réelles �; �
avec 0 � � < � et � > 0; on ait

jA0 (z)j � exp (� jzj�)

et
jAj (z)j � exp (� jzj�) (j = 0; : : : ; k � 1)

quand z ! 1 pour z 2 E: Soit F=�0 une fonction entière avec � (F ) < +1: Alors chaque
solution f de (3:1) satisfait � (f) = +1; �2 (f) � � avec au plus une solution exceptionnelle
f0 satisfaisant � (f0) <1:

Dans ce chapitre on démontre les résultats suivants

Théorème 3.1 Soient A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) ; F (z) =�0 des fonctions entières satisfaisant

max
�
�[p;q] (Aj) ; �[p;q] (F ) ; j = 0; � � � ; k � 1

	
<1: Alors

�[p;q] (f) = �[p;q] (f) = �[p;q] (F )

pour toute solution de (3:1) avec au plus une solution exceptionnelle f0 satisfaisant �[p+1;q] (f0) <
�[p+1;q] (F ) :
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Théorème 3.2 Soient A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) ; F (z) =�0 des fonctions entières satisfaisant

max
�
�[p;q] (Aj) ; �[p;q] (F ) ; j = 0; � � � ; k � 1

	
<1: Alors toute solution de (3:1) satisfait

�[p;q] (f) = �[p;q] (f) = �[p;q] (F ) :

Théorème 3.3 Soient A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) ; F (z) =�0 des fonctions entières.

Si max
�
�[p;q] (Aj) ; j = 0; � � � ; k � 1

	
< �[p+1;q] (F ) et �[p+1;q] (F ) = �[p+1;q] (F ) ; alors

�[p+1;q] (f) = �[p+1;q] (f) � �[p+1;q] (F )
pour toutes les solutions de (3:1) :

Théorème 3.4 Soient A0 (z) ; : : : ; Ak�1 (z) et F (z) =�0 des fonctions entières tels que pour
un nombre entier s, 1 � s � k � 1; on a

maxf�[p;q] (Aj) (j 6= s) ; �[p;q] (F )g < �[p;q] (As) < +1:

Alors chaque solution transcendante f de (3:1) avec �[p;q] (f) < +1 satisfait �[p;q] (f) �
�[p;q] (As) :

Théorème 3.5 Soient A0 (z) ; : : : ; Ak�1 (z) et F (z) =�0 des fonctions entières telles que pour
un nombre entier s, 1 � s � k�1; on a �[p;q] (As) = +1 etmaxf�[p;q] (Aj) (j 6= s) ; �[p;q] (F )g <
+1: Alors chaque solution f de (3:1) satisfait �[p;q](f) = +1:

Théorème 3.6 Soit E un ensemble de nombres complexes satisfaisant densfjzj : z 2 E >
0g; et soient A0 (z) ; : : : ; Ak�1 (z) des fonctions entières telles que pour les constantes réelles
�; � avec 0 � � < � et � > 0; on ait

jA0 (z)j � expp+1
�
� logq (� jzj)

�
et

jAj (z)j � expp+1
�
� logq (� jzj)

�
(j = 0; : : : ; k � 1)

quand z !1 pour z 2 E Soit F=�0 une fonction entière avec �[p;q] (F ) < +1: Alors chaque
solution f de (3:1) satisfait � � �[p+1;q] (f) et �[p;q] (f) = +1 avec au plus une solution
exceptionnelle f0 satisfaisante �[p;q] (f0) <1:
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Théorème 3.7 Soient A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) des fonctions entières telles qu�il existe une fonc-
tion transcendente As (0 � s � k � 1) satisfaisant �[p+1;q] (Aj) < �[p;q] (As) < +1 pour
tout j 6= s et F (z) =�0 une fonction entière. Supposons que f0 est une solution de (3:1)
et g1; :::; gk est une base de solutions de l�équation homogène correspondante (2:1) de
(3:1) . En outre si �[p+1;q] (F ) < �[p;q] (As) < +1, alors il existe gj (1 � j � k), soit
g1, tel que toutes les solutions dans le sous-espace de solutions fcg1 + f0; c 2 Cg satisfont
�[p+1;q] (f) = �[p+1;q] (f) = �[p;q] (As), avec au plus une exception.

Théorème 3.8 Soient A0 (z) ; : : : ; Ak�1 (z) et F (z) =�0 des fonctions entières,

où 0 < �[p;q] (A0) <
1
2
et �[p;q] (F ) = � < +1: Supposons qu�il existe une constante � <

�[p;q] (A0) et un ensemble E� � [0;+1) avec densE� = 1 tel que pour tout r 2 E�, on a

min
jzj=r

jAj (z)j � expp+1
�
� logq r

�
(j = 1; 2; : : : ; k � 1) : (3.2)

Alors chaque solution f de (3:1) satisfait �[p;q] (f) = +1 et �[p+1;q] (f) � �[p;q] (A0) avec au
plus une solution exceptionnelle f0 satisfaisant �[p;q] (f0) < +1:

Exemple 3.1 La fonction f(z) =
exp2 (z)

z
est une solution de l�équation pour tout z 6= 0

f 00 +

�
ze2z �

�
1� 1

z

��
f 0 �

�
ze3z � 1

z

�
f = 0

D�où

�[1;1]

�
exp2 (z)

z

�
=1; �[2;1]

�
exp2 (z)

z

�
= 1:

Exemple 3.2 La fonction f(z) = exp

�
exp z2

z

�
est une solution de l�équation pour tout

z 6= 0

f 00 +

�
4z3e2z

2 � 2z + 1
z

�
f 0 �

�
8z4e3z

2 � 2� 1

z2

�
f = 0

D�où

�[1;1]

�
exp

�
exp z2

z

��
= �[2;1]

�
exp

�
exp z2

z

��
=1; �[3;2]

�
exp

�
exp z2

z

��
= 1:

Exemple 3.3 La fonction f(z) =
ee

z

z
est une solution de l�équation pour tout z 6= 0
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f 000 +

�
ez

z
� 1
�
f 00 +

ez

z

�
2

z2
� 2
z
+ 1

�
f =

2

z2

�
1

z
� 1
�
ezee

z

On a

�[1;1]

�
ee

z

z

�
= �[2;1]

�
ee

z

z

�
=1; �[3;2]

�
ee

z

z

�
= �[2;2]

�
ez

z

�
2
z2
� 2

z
+ 1
��
= 1

et max
�
�[3;2]

�
ez

z

�
2
z2
� 2

z
+ 1
��
; �[3;2]

�
2
z2

�
1
z
� 1
�
ezee

z�	
< +1:

D�après le Théorème 3:3 , toute solution transcendante f de cette équation satisfait
�[p;q] (f) = �[p;q] (f) � �[p;q]

�
2
z2

�
1
z
� 1
�
ezee

z�
où p > q � 2:

Exemple 3.4 Soit f(z) = z2 exp2 z = z2ee
z

f 000 � ezf 00 � 2ezf 0 � ezf = 2ez (2 + z + zez) eez

on a M (r; f) = r2ee
r
d�où

�[2;1] (f) = lim sup
r 7�!1

log3 r
2ee

r

log r
= lim sup

r 7�!1

log2 (2 log r + e
r)

log r

= lim sup
r 7�!1

log2

�
er
�
1 +

2 log r

er

��
log r

= lim sup
r 7�!1

log

�
r + log

�
1 +

2 log r

er

��
log r

= lim sup
r 7�!1

log r + log

0BB@1+log

0@1+2 log r
er

1A
r

1CCA
log r

= 1

on a �[2;1] (z
2 exp2 z) = �[2;1]

�
2ez (2 + z + zez) ee

z�
< +1;

D�où d�après le Théorème 3:4 on a �[2;1] (f) = �[2;1] (f) � �[2;1] (f) pour toutes les solutions

3.2 Lemmes Préliminaires

Lemme 3.1 Soient f une fonction entière d�ordre [p; q], où 0 < �[p;q] <
1
2
, et " > 0 une

constante donnée. Alors il existe un ensemble E � [0;+1) avec densE � 1� 2�[p;q] tel que
pour tout z satisfaisant jzj = r =2 E, on a

jf (z)j � exp
�
r�[p;q]�"

�
:

Lemme 3.2 (voir [19]) Sif (z) une fonction entière d�ordre [p; q], alors �[p;q](f) = �[p;q](f 0):
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3.3 Preuve des Théorèmes

3.3.1 Preuve du Théorème 3.1

Par la Remarque 2.4; on a �[p+1;q] (f) = �[p+1;q] (F ) pour toutes les solutions f . On note
� = �[p+1;q] (f) = �[p+1;q] (F ) :
(i) Cas � > 0: Soit f0 une solution de (3:1) satisfaisant �[p+1;q] (f0) < � et f une solution de
l�équation (3:1) tel que f=�f0 . Supposons �[p+1;q] (f) < � . Par le théorème d�Hadamard, on
a

f0 (z) = U (z) e
V (z)

Où U et V sont des fonctions entières véri�ant �[p+1;q] (U) = �[p+1;q] (U) < � et �[p+1;q]
�
eV
�
=

�:
Par la substitution g = f � f0 dans (3:1), nous voyons que g est une solution de l�équation
homogène correspondante

g(k) + Ak�1 (z) g
(k�1) + � � �+ A0 (z) g = 0:

Donc �[p+1;q] (g) � �[p+1;q] (f) � �[p+1;q] (F )
En appliquant maintenant le deuxième théorème fondamental pour la fonction

U (z)

g (z)
eV (z);

on obtient

(1 +O (1))T

�
r;
U

g
eV
�

� N

�
r;
U

g
eV
�
+N

�
r; 0;

U

g
eV
�
+N

�
r;�1; U

g
eV
�
(3.3)

� N (r; 0; g) +N (r; 0; U) +N (r; 0; f)

à l�extériur d�un ensemble E: Soit 
 = max
�
�[p+1;q] (U) ; �[p+1;q] (f)

	
: De (3:3), pour tout

" > 0;

T

�
r;
U

g
eV
�
� expp

�
(
 + ") logq r

�
;

où r =2 E su¢ samment grand. En utilisant le Lemme 2.3;

�[p+1;q]

�
U

g
eV
�
� 
 + ";

et par conséquent, � = �[p+1;q]
�
eV
�
� 
+ ": En choisissant " > 0 assez petit, nous obtenons

une contrdiction avec 
 < �: Par conséquent, �[p+1;q] (f) = � > 0:
(ii) Cas � = 0: Soit f0 une solution de (3:1) satisfaisant �[p+1;q] (f0) < � et f une solution de
(3:1) telle que f=�f0. Supposons �[p+1;q] (f0) < �: Maintenant, dans la représentation

f0 (z) = U (z) e
V (z)

où U et V sont des fonctions entières satisfaisant �[p;q] (U) = �[p;q] (U) <1 et �[p;q]
�
eV
�
=

1: Comme �[p;q] (U) <1; �[p;q] (g) <1 et �[p;q] (f) <1
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nous voyons de (3:3) que �[p;q]
�
eV
�
< 1: C�est une contradiction. Donc, �[p+1;q] (F ) �

�[p+1;q] (f) = �[p+1;q] (F ) : �

3.3.2 Preuve du Théorème 3.2

Si f (z) a un zéro z0 d�ordre > k, alors F (z0) = 0. Donc

N

�
r;
1

f

�
� kN

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

F

�
. (3.4)

Comme q � 1 � p� 1;

N

�
r;
1

F

�
� T (r; F ) +O (1) = O

�
expp�1

�
�1 logq r

��
� O

�
expp�1

�
�1 logq r

��
:

pour un certain �1 < 1: Par la relation (3:4) ; on a �[p+1;q] (f) = �[p+1;q] (f) : D�autre part,
de l�équation

1

f
=
1

F

�
f (k)

f
+ Ak�1

f (k�1)

f
+ � � �+ A0

�
;

nous obtenons

m

�
r;
1

f

�
� m

�
r;
1

F

�
+

k�1X
i=0

m (r; Ai) +
kX
i=1

m

�
r;
f (i)

f

�
+O (1) : (3.5)

En combinant (3:4) et (3:5), on obtient

T (r; f) = T

�
r;
1

f

�
+O (1)

� kN

�
r;
1

f

�
+ T (r; F ) +

k�1X
i=0

T (r; Ai) +
kX
i=1

m

�
r;
f (i)

f

�
+O (1) :

Puisque �[p+1;q] (f) <1; le Lemme 2.4 implique

m

�
r;
f (i)

f

�
= O

�
expp�1

�
�2 logq r

��
; i = 1; 2 � � � ; k;

pour un certain �2 <1 à l�extérieur d�un ensemble exceptionnel E . Donc

T (r; f) � kN
�
r;
1

f

�
+O

�
expp�q r

�
�
;

où � < 1; à l�extérieur d�un ensemble exceptionnel E: En utiluisant le Lemme 2.3, nous
obtenons �[p+1;q] (f) � �[p+1;q] (f) = �[p+1;q] (f) � �[p+1;q] (f) :



35

3.3.3 Preuve du Théorème 3.3

(i) Cas �[p+1;q] (f) > 0. Supposons que �[p+1;q] (f) < �[p+1;q] (f). Alors on a

�[p+1;q] (F ) = �[p+1;q] (F ) � �[p+1;q] (f) < �[p+1;q] (f)
Par conséquent , �[p+1;q] (F ) < �[p+1;q] (f) : Par le théorème d�Hadamard, nous pouvons écrire

f = U1e
V1, F = U2eV2 ;

où U1; U2; V1 et V2 sont des fonctions entières de telles que �[p+1;q] (U1) = �[p+1;q] (U1) =

�[p+1;q] (f), et �[p+1;q]
�
eV1
�
= �[p+1;q] (f) > �[p+1;q] (F ) � �[p+1;q]

�
eV2
�
:

Donc, �[p+1;q]
�
eV2�V1

�
= �[p+1;q]

�
eV1
�
: D�autre part la fonction U1 est une solution de l�équa-

tion di¤érentielle

U
(k)
1 +Bk�1U

(k�1)
1 + � � �+B0U1 = U2eV2�V1 ; (3.6)

où B0; B1; � � � ; Bk�1 sont des polynômes di¤érentiels en fonction de Ai et V1.
Comme �[p;q] (Bi) <1; i = 0; � � � ; k � 1 nous obtenons à partir de (3:6)

�[p+1;q]
�
U2e

V2�V1
�
� �[p+1;q] (U1) :

Donc, on a

�[p+1;q] (U1) = �[p+1;q] (f) < �[p+1;q] (f) = �[p+1;q]
�
eV1
�
= �[p+1;q]

�
eV2�V1

�
� max

�
�[p+1;q]

�
eV2�V1

�
; �[p+1;q] (U2)

	
= �[p+1;q]

�
U2e

V2�V1
�
� �[p+1;q] (U1) ;

où la dernière équation suit des propriétés des produits canoniques. Ainsi �[p+1;q] (U1) <
�[p+1;q] (U1), c�est une contradiction. Par conséquent �[p+1;q] (U1) < �[p+1;q] (U1) : De plus,
comme �[p+1;q] (f) = �[p+1;q] (f) > 0; alors �[p+1;q] (f) <1.
(ii) Cas on a �[p+1;q] (f) = 0: Si �[p+1;q] (f) < �[p+1;q] (F ), alors �[p;q] (U1) <1: De l�équation
(3:6) ,

�[p;q]
�
U2e

V2�V1
�
<1:

Donc
�[p;q]

�
U2e

V2�V1
�
= max

�
�[p;q] (U2) ; �[p;q]

�
eV2�V1

�	
<1;

et nous obtenons �[p;q] (U2) = �[p;q] (F ) <1: Ceci est en contradiction avec �[p+1;q] (F ) <1:
Donc, �[p+1;q] (F ) � �[p+1;q] (f) = �[p+1;q] (f) = 0:

3.3.4 Preuve du Théorème 3.4

Soit max
�
�[p;q] (Aj) (j 6= s) ; �[p;q] (F )

	
= � < �[p;q] (As) = �: Supposons que f est une

solution transcendante de (3:1) avec � = �[p;q] (f) < +1: De l�équation (3:1) ; on a

As (z) =
F (z)

f (s)
� f

(k)

f (s)
� Ak�1 (z)

f (k�1)

f (s)
� � � � � As+1 (z)

f (s+1)

f (s)
(3.7)

�As�1 (z)
f (s�1)

f (s)
� � � � � A1 (z)

f 0

f (s)
� A0 (z)

f

f (s)
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En appliquant le Lemme 2.4 on a

m

�
r;
f (j+1)

f (s)

�
= O

�
expp�1

�
(�+ ") logq r

��
(j = 0; : : : ; k � 1) (3.8)

pour tout r à l�extérieur d�un ensemble E � (0;+1) de mesure linéaire m (E) = � < +1:
Comme N

�
r; f (j+1)

�
� (j + 2)N (r; f) ; pour j = 0; :::; k � 1; alors

T
�
r; f (j+1)

�
= m

�
r; f (j+1)

�
+N

�
r; f (j+1)

�
(3.9)

� m

�
r;
f (j+1)

f (s)

�
+m (r; f) + (j + 2)N (r; f)

� (j + 2)T (r; f) +m

�
r;
f (j+1)

f (s)

�
De la relation (3:7) ; nous pouvons obtenir des relations (3:8) et (3:9)

T (r; As) � T (r; F ) + cT (r; f) +
X
j 6=S

T (r; Aj) (3.10)

+O
�
expp�1

�
(�+ ") logq r

��
(r =2 E) ;

où c est une constante positive. Comme �[p;q] (As) = �; alors il existe un point fr0ng (r0n �!
+1) tel que

lim
r0n 7!+1

logp T (r
0
n; As)

logq r
0
n

= �: (3.11)

Puisque m(E) = � < +1, il existe un point rn 2 [r0n; r0n + � + 1]� E: Donc

logp T (rn; As)

logq rn
�

logp T (r
0
n; As)

logq (r
0
n + � + 1)

=
logp T (r

0
n; As)

logq r
0
n + log

�
logp�1(r

0
n+�+1)

logq�1 r
0
n

� ; (3.12)

d�où

lim
rn 7!+1

logp T (rn; As)

logq rn
� �: (3.13)

Ainsi pour " (0 < 2" < �� �), et pour j 6= s,

T (rn; Aj) � expp((� + ") logq rn); T (rn; F ) � expp((� + ") logq rn) (3.14)

et
T (rn; As) � expp((�� ") logq rn): (3.15)

Alors pour rn su¢ samment grand par (3:10); (3:14) et (3:15) , nous obtenons

expp((�� ") logq rn) � k expp((� + ") logq rn) + cT (rn; f) +O
�
expp�1((�+ ") logq rn)

�
:

(3.16)
Donc

lim sup
rn 7!+1

logp T (rn; f)

logq rn
� �� " (3.17)

Comme " > 0 est arbitraire, nous obtenons �[p;q](f) � �[p;q](As) = �. Ceci prouve le
Théorème 3.4.
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3.3.5 Preuve du Théorème 3.5

Posons max
�
�[p;q] (Aj) (j 6= s) ; �[p;q] (F )

	
= �. Alors pour tout " > 0 donné, on a

T (r; Aj) � expp((� + ") logq r) (j 6= s) ; T (r; F ) � expp((� + ") logq r) (3.18)

pour r su¢ samment grand. Ecrivons l�équation (3:1) sous la forme

As (z) =
F (z)

f (s)
� f

(k)

f (s)
� Ak�1 (z)

f (k�1)

f (s)
� � � � � As+1 (z)

f (s+1)

f (s)
(3.19)

�As�1 (z)
f (s�1)

f (s)
� � � � � A1 (z)

f 0

f (s)
� A0 (z)

f

f (s)
;

Par (3:9) et (3:19) nous obtenons

T (r; As) � T (r; F ) + cT (r; f) +
k�1X
j=0

m

�
r;
f (j+1)

f (s)

�
+
X
j 6=S

T (r; Aj) ; (3.20)

où c est une constante . Si � = �[p;q](f) < +1; Donc

m

�
r;
f (j+1)

f (s)

�
= O

�
expp�1

�
(�+ ") logq r

��
(j = 0; : : : ; k � 1) ; (3.21)

pour tout r à l�extérieur d�un ensemble E � (0;+1) de mesure linéaire m (E) = � < +1:
Pour r su¢ samment grand, nous avons

T (r; f) � expp
�
(�+ ") logq r

�
: (3.22)

Ainsi

T (r; As) � k expp((� + ") logq r)+ c expp((�+ ") logq r)+O
�
expp�1

�
(�+ ") logq r

��
(3.23)

pour r =2 E et r su¢ samment grand. Par le Lemme 2.3, nous avons pour � > 1

T (r; As) � k expp((� + ") logq �r) + c expp((�+ ") logq �r) +O
�
expp�1((�+ ") logq �r)

�
(3.24)

pour r su¢ samment grand. Alors,

�[p;q] (As) � max f� + "; �+ "g < +1:

Ceci est une contradiction avec �[p;q] (As) = +1. �

3.3.6 Preuve du Théorème 3.6

Nous a¢ rmons que (3:1) possède au plus une solution exceptionnelle f0 telle que
�[p;q] (f0) < +1: En fait si f � est une deuxième solution avec �[p;q] (f �) < +1; alors
�[p;q] (f0 � f �) < +1: Mais f0 � f � est une solution de l�équation homogène correspon-
dante de (3:1) c�est une contradiction avec le Théorème 2.1. Supposons que f est une
solution de (3:1) avec �[p;q] (f) = +1: De l�équation (3:1) , on a

jA0(z)j �
����f (k)f

����+ jAk�1(z)j ����f (k�1)f

����+ � � �+ jA1(z)j ����f 0f
����+ ����Ff

���� : (3.25)
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Par le Lemme 2.9, il existe un ensemble E1 � [0;+1) de mesure linéaire �nie tel que pour
tout z satisfaisant jzj = r =2 E , on a����f (j) (z)f (z)

���� � r [T (2r; f)]k+1 (j = 0; : : : ; k � 1) : (3.26)

D�autre part, par les l�hypothèse du Théorème 3.5, il existe un ensemble E2 avec
dens fjzj : z 2 Eg > 0; tel que pour tout z satisfaisant z 2 E2; on a

jA0 (z)j � expp+1
�
� logq (� jzj)

�
(3.27)

et
jAj (z)j � expp+1

�
� logq (� jzj)

�
(j = 0; : : : ; k � 1) (3.28)

quand z !1: Comme �[p;q] (f) = +1; il exsite fr0ng (r0n �! +1) tel que

lim
r0n 7!+1

logp+1M (r0n; f)

logq r
0
n

= +1: (3.29)

Soit la mesure linéaire de E1;m (E1) = � < +1: Alors il existe un point rn 2 [r0n; r0n + � +
1]� E: Donc

logp+1M (rn; f)

logq rn
�
logp+1M (r0n; f)

logq (r
0
n + � + 1)

=
logpM (r0n; f)

logq r
0
n + log

�
logq(r

0
n+�+1)

logq r
0
n logq r

0
n

� (3.30)

d�où

lim
rn 7!+1

logp+1M (rn; As)

logq rn
= +1: (3.31)

Donc pour � assez grand � > �[p;q] (F ), on a

M (rn; f) � expp+1
�
� logq rn

�
: (3.32)

D�où pour rn su¢ samment grand et pour 0 < " < � � � [p;q] (F ) ; on a

F (zn) � expp+1
��
�[p;q] (F ) + "

�
logq rn

�
;����F (zn)f (zn)

���� � expp+1
��
�[p;q] (F ) + "

�
logq rn

�
expp+1

�
� logq rn

� ! 0 (rn !1) ; (3.33)

où jf (zn)j =M (rn; f) et jznj = rn: Alors par (3:25)� (3:28) et (3:33), pour tout zn satisfai-
sant zn 2 E2,jznj = rn =2 E1 et jf (zn)j =M (rn; f)

expp+1
�
� logq (� jzj)

�
� jznj [T (2 jznj ; f)]k+1

�
1 + (k � 1) expp+1

�
� logq (� jzj)

��
+ o (1)

quand zn !1: Soit E = fjznj : zn 2 E2g�E1 � [0;+1) ; alors densE > 0 et

expp+1
�
� logq (�rn)

�
� drn expp+1

�
� logq (�rn)

�
[T (2rn; f)]

k+1 (3.34)

quand jznj = rn ! +1 dans E où d (> 0) est une constante. Donc

�[p;q] = lim sup
r 7�!1

logp T (rn; f)

logq rn
� �:

. �
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3.3.7 Preuve du Théorème 3.7

Supposons que f est une solution de (3:1) et g1; :::; gk, k solutions entières de l�équa-
tion homogène correspondante (2:1): Alors par la preuve du Lemme 2.2, nous savons que
�[p+1;q] (gj) = �[p;q] (As) (j = 1; 2; 3:::; k) et existe gj, soit g1, satisfaisante �[p+1;q] (g1) =
�
[p;q]
(As) : Ainsi par la méthode de variation des constantes, f peut être exprimée sous la

forme

f(z) = B1(z)g1(z) + :::+Bk(z)gk(z); (3.35)

où B1(z); :::; Bk(z) sont déterminés par

B01(z)g1(z) + :::+B
0
k(z)gk(z) = 0

B01(z)g
0
1(z) + :::+B

0
k(z)g

0
k(z) = 0

:::::::::::::::::::::

B01(z)g
(k�1)
1 (z) + :::+B0k(z)g

(k�1)
k (z) = F:

(3.36)

Notons que le Wronskian W (g1; :::; gk) est un polynôme di¤érentiel de g1; :::; gk avec des co-
e¢ cients constants, il s�ensuit que �[p+1;q](W ) � max

�
�[p+1;q](gj) : j = 1; :::; k

	
� �[p;q](As):

Posons

Wj =

���������
g1; : : : ;

(j)

0 ; : : : ; gk
: : :
: : :

g
(k�1)
1 ; : : : ; F; : : : ; g

(k�1)
k

��������� = F:Gj (j = 1; : : : ; k) ; (3.37)

où Gj(g1; :::; gk) sont des polynômes di¤érentiels de g1; :::; gk et de leurs dérivées avec des
coe¢ cients constants. Ainsi

�[p+1;q](Gj) � max
�
�[p+1;q](gj) : j = 1; :::; k

	
� �

[p;q]
(As) (j = 1; : : : ; k) ; (3.38)

B0j =
Wj

W
=
F:Gj
W

(j = 1; : : : ; k) :

Comme �[p+1;q] (F ) < �[p;q] (As), alors par le Lemme 3.2, nous obtenons

�[p+1;q] (Bj) = �[p+1;q]
�
B0j
�
� max

�
�[p+1;q] (F ) ; �[p;q] (As)

�
= �[p;q] (As) (j = 1; : : : ; k)

(3.39)
Alors de (3.35) et (3.39), on a

�[p+1;q] (f) � max
�
�[p+1;q] (gj) ; �[p+1;q] (Bj) : (j = 1; : : : ; k)

	
� �

[p;q]
(As) : (3.40)

Soit

H = ffc = cg1 + f0; c 2 Cg; (3.41)

où f0 est une solution de (3:1): Chaque fc dans H est une solution de (3:1): Maintenant
nous prouvons que pour deux solutions quelconques fa et fb (a 6= b) dans H, il y a au
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moins une solution, soit fa, parmi fa et fb satisfaisante �[p+1;q](fa) = �[p+1;q](fa) = �[p;q](As):
Comme fa = (a� b)g1 + fb, alors

T (r; g1) � T (r; fa) + T (r; fb) +O(1): (3.42)

Supposons que l�ensemble E1 remplit la condition du Théorème 2.2. Alors il esiste au moins
fa et fb, soit fa, telle qu�il existe un sous-ensemble E4 de E1 mesure linéaire in�nie et

T (r; fa) � T (r; fb): pour r 2 E4: (3.43)

Nous obtenons de (3.42) et (3.43)

T (r; g1) � 2T (r; fb) +O (1) pour r 2 E4: (3.44)

Ainsi �[p+1;q] (fa) � �[p+1;q] (g1) = �[p;q] (As) et donc �[p+1;q] (fa) = �[p;q] (As) = �:
Maintenant nous prouvons que �[p+1;q](fa) = �[p+1;q](fa) = � Par (3:1) , il est facile de voir
que si fa a un zéro z0 d�ordre � (> k), alors F doit avoir un zéro z0 d�ordre �� k. Donc,

n

�
r;
1

fa

�
� kn

�
r;
1

fa

�
+ n

�
r;
1

F

�
; (3.45)

et

N

�
r;
1

fa

�
� kN

�
r;
1

fa

�
+N

�
r;
1

F

�
: (3.46)

Maintenant écrivons (3:1) sous la forme

1

fa
=
1

F

 
fka
fa
+ Ak�1

f
(k�1)
a

fa
+ : : :+ A1

f 0a
fa
+ A0

!
: (3.47)

Par (3.47), on a

m

�
r;
1

fa

�
�

kX
j=1

m

 
r;
f
(j)
a

fa

!
+

kX
j=1

m (r; Ak�j) +m

�
r;
1

F

�
+O (1) : (3.48)

En appliquant le Lemme 2.4, on a

m

 
r;
f
(j)
a

fa

!
= O

�
expp�1

�
(�+ ") logq r

	�
(j = 1; : : : ; k) ; �[p+1;q] (fa) = �. (3.49)

Alors pour tout r à l�extérieur d�un ensemble E3 � (0;+1) de mesure linéaire m(E3) = � <
+1. Par (3.46) , (3.48) et (3.49), nous obtenons

T (r; fa) = T (r;
1

fa
) +O (1)

� kN
�
r;
1

fa

�
+

kX
j=1

T (r; Ak�j) + T (r; F ) (3.50)
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+O
�
expp�1

�
(�+ ") logq r

	�
(jzj = r =2 E3) ;

Pour r su¢ samment grand, on a

T (r; A0) + : : :+ T (r; Ak�j) � k expp�1
�
(�+ ") logq r

	
(3.51)

et

T (r; F ) � expq�1
��
�[p;q] (F ) + "

�
logq r

	
,
�
�[p;q] (F ) <1

�
: (3.52)

Ainsi, par (3.50) - (3.52), on a

T (r; fa) � kN

�
r;
1

fa

�
+ k expp

�
(�+ ") logq r

	
(3.53)

+expq�1
��
�[p;q] (F ) + "

�
logq r

	
+O

�
expp�1

�
(�+ ") logq r

	�
, (jzj = r =2 E3) :

Donc pour tout fa avec �[p+1;q] (fa) = �, de (3.53) et le Lemme 2.3, on a �[p+1;q] (fa) �
�[p+1;q](fa). Donc, �[p+1;q](fa) = �[p+1;q] (fa) = �.
Si �[p+1;q](F ) < �[p;q](As) = � , alors

T (r; F ) � expp�q
�
r�[p+1;q](F )+"

	
� expp�1

�
(�+ ") logq r

	
: (3.54)

Anssi, par (3.50) - (3.51) et (3.54), on a

T (r; fa) � kN

�
r;
1

fa

�
+ k expp�1

�
(�+ ") logq r

	
(3.55)

+expp�1
�
(�+ ") logq r

	
+O

�
expp�1

�
(�+ ") logq r

	�
, (jzj = r =2 E3) :

En utilisant un raisonnement semblable comme ci-dessus , nous obtenons à partir de (3.55)
et le Lemme 2.3 que �[p+1;q](fa) = �[p+1;q] (fa) = � . }

3.3.8 Preuve du Théorème 3.8

Soient � < �[p;q] (A0) et f une solution de (3:1) : Supposons que � < � < �[p;q] (A0) et
l�ensemble E� � [0;+1) de densité inférieure égale à 1 satisfaisant (3:2) : Posons

E1 =

�
z : jzj = r 2 E� et jAj (z)j = min

jzj=r
jAj (z)j (j = 1; 2; : : : ; k � 1)

�
: (3.56)

Alors dens fz : jzj = r 2 E1g = 1 et
jAj (z)j � expp+1(� logq r) (j = 1; 2; : : : ; k � 1) : (3.57)

Pour tout z 2 E1: et le Lemme 3.1, il existe un ensemble E2 � [0;+1) de densité supérieure
positive tel que pour tout z satisfaisant jzj 2 E2; on a

jA0 (z)j � expp+1(� logq r) (3.58)

Soit maintenant E = fz 2 E1 : jzj 2 E2g : Alors l�ensemble E et le nombre �; A0 (z) ; : : : ;
Ak�1 (z) et F (z) satisfont les hypothèses du Théorème 3.6, respectivement. Alors nous
concluons par le Théorème 3.6, que chaque solution f de l�équation (3:1) satisfait �[p;q] (f) =

+1 et �[p;q] (f) = lim sup
r 7!+1

logp T (r;f)

logq r
� �. �
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