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Introduction

0.1 Objectif et description du probléme

L’objectif de ce travail est ’étude d’une famille de problémes aux limites et de transmis-
sion régis par des équations différentielles opérationnelles de type elliptique & coefficients
opérateurs variables dans le cadre des espaces de Holder :

()" (x) + A (2) v’ (2) = M’ () = ¢’ (), = €]-1,0[U]0,4],
: YO =1,
w’ (07) = (0%), p-(u’) (07) = ps(u’) (0%),
ol (A(z)),¢_1 4 est une famille d’opérateurs linéaires fermés de domaines D (A(x)) non né-
cessairement denses dans un espace de Banach complexe F, § un paramétre fixé strictement
positif (destiné a tendre vers zéro), A est un parameétre spectral positif, ( I, fj‘r) sont des don-
nées dans E, (py,p—) sont les coefficients de conductivité des deux intervalles |—1,0[ et |0, [

positifs non nuls et qui peuvent dépendre de 6. Le second membre ¢° € C ([—1,0[U]0,6]; E)
et est tel que

{ ¢l 10 =g € C? ([=1,0]5 E)
9loe = 95 € C** ([0,4]; B,
avec 0 < 2ap < 1.

g° n’est pas nécessairement holdérienne sur tout l'intervalle [—1,4]. On peut montrer facile-
ment qu'elle lest si et seulement si g_(0) = ¢%.(0) (autrement dit si et seulement si ¢° est
continue en zéro). On ne supposera pas cela dans ce travail.

Cet objectif comportera naturellement les points suivants :
1. lexistence et 1'unicité de solutions strictes u’ de (Pj), pour tout § > 0,
2. la régularité maximale de ces solutions,
3. 'étude complete du probléme limite de solution u_ (& découvrir) quand § — 0,

4. les estimations d’erreurs Hu5 —u_ H dans différents espaces.
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L’étude du probléeme (Ps) sera faite en supposant que la famille d’opérateurs (A (z))

z€[—1,4]
vérifie les deux hypotheéses fondamentales suivantes :
e 3\ >0,3C > 0:Vz € [-1,0],V2 > Xo, (A(z) — 2I)"' € L(E) et
1 C
| (A(z) — 2I) HL(E) <— (H.1)
e Ime N Ciaj,pu; >0,i=1,....,m: Vo, 7 €[-1,0],Vz> A
[(A(z) = XD (A(2) = 2D)7" [(Az) = AoD) ™" = (A(T) = XaD) ]| 1
o — 7|

< C; — (H.2)

avec o; +2u;, —2>0,1=1, ..., m.

Les points 1 et 2 cités ci-dessus ont fait ’objet d’une publication dans un journal international
(voir [10]).

Une autre publication est en cours pour plus d’investigations concernant les points 3 et 4 et
d’autres perspectives.

0.2 Commentaires sur les hypothéses

L’hypothése est naturelle et nécessaire et exprime ellipticité de I’équation différentielle.
Elle a été utilisée pour la premiére fois dans le célebre travail de S. G. Krein [22].
L’hypothéese (H.2) traduit une certaine holdérianité des résolvantes des opérateurs A(z) et
a été utilisée pour la premiére fois par R. Labbas [23]. Elle est inspirée du travail de P.
Acquistapace et B. Terreni [2] pour I’étude du probléme de Cauchy abstrait non homogeéne
et de R. Labbas et B. Terreni [24] et [25] dans I’étude des sommes d’opérateurs de type
parabolique ou elliptique. Cette hypothése peut étre réécrite, dans un cadre plus général, en
fonction d’'un commutateur de deux résolvantes, voir a cet effet [25], page 148 (démonstration
du lemme 2.6).

Une hypothese différente a (H.2), a été utilisée dans le célébre travail sur les sommes d’opéra-
teurs linéaires de G. Da Prato et P. Grisvard dans [I4]. Cette derniére impose, entre autres,
des conditions de différentiabilité premiére et seconde sur les résolvantes des opérateurs A (x),
(voir [14], page 346, hypothese (6.5), page 355, hypothése (6.22) et leurs traductions en équa-
tions différentielles abstraites page 373, hypothése (8.8) et page 375, hypothése (8.10)). Une
étude comparative sur toutes ces différentes hypotheses est faite dans [3].

0.3 Motivation et exemple modéle

Plusieurs phénoménes physiques concrets peuvent se modéliser par des équations différen-
tielles abstraites. On cite par exemple la propagation de la chaleur entre deux corps de natures
physiques différentes (voir exemple ci-dessous), la transmission d’ondes électromagnétiques
et aussi la transmission des champs électriques produits, entre autres, par les cellules, les
tissus ou les organismes vivants...
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Un exemple modéle et concret en équations aux dérivées partielles illustrant le probléme
opérationnel (Ps) est le suivant :

| %(w,y) * %Tlg(x,y) =X (w,y) = ¢ (2,y),  (2,) € (]=1,0[U]0,4)x]0, 1]

5 o’ 5
u (_Ly):f—(y)a %(57y):f+(y)a ye]ovl[
w (07,y) =4’ (0%,y), ye€l0,1]
o d o 4
PG (00) =py 5 (0"9). y €l0.1]
u’ (2,0) =0, x€]-1,0[U]0,d]
0

\ a(z)u’ (z,1) + b(:p)aaiy (x,1) =0, ze€]-1,0[U]0,d],

(PC)

o, par exemple les fonctions réelles a, b vérifient

a,be C™([-1,8]); a>0,b>0, v>0; inf (a(x)+b(z)) > 0.

z€[—1,9]

On peut choisir ici £ = C([0,1]) (on peut prendre aussi £ = LP(0,1), 1 < p < +00). La
famille (A(z)),c_; 4 est définie par

{ D(A(z)) = {¢ € C*([0,1]) : ¢(0) = 0, a(x)p(1) +b(x)¢'(1) = 0}
[A(z)] p(y) = ©"(y), v €]0,1].

Noter que les domaines D(A(z)) sont réellement variables.

I1 est connu que le spectre de A(x), pour tout = € [—1, 6], est inclus dans |—o0, 0[ et que
D(A(z)) ={p € C([0,1]) : 9(0) = (1) =0} si b(z)=0

D(A(z)) = {p € C([0,1]) : (0) = 0} si b(x) #0;

donc D(A(x)) est non dense dans F pour tout = € [—1,4].

L’hypothese (H.1)) est vérifiée, voir Proposition 7.1, page 53 dans [I]. Quant a I'hypotheése
(H.2), on peut la démontrer grace a une estimation a priori de type H. B. Stewart [[34],
[35]] (dans le cas E = C(]0,1])) ou de type Agmon-Douglis-Niremberg [5] (dans le cas E =
LP(0,1)). La démonstration repose sur un calcul explicite et utilise une méthode analogue a
celle qui est faite par R. Labbas dans [23].

Pour retrouver ’écriture du probléme (PC') en formulation opérationnelle (P), il suffit d’uti-
liser la notation vectorielle usuelle

u’ (2,y) = (z,.) (y) = v’ (2) (y) .
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0.4 Travaux effectués sur le méme sujet

Il est & noter que cette thése se situe dans une continuité d’amélioration des travaux effectués
par O. Belhamiti, R. Labbas, K. Lemrabet et A. Medeghri [[8], [9]] (cadre ou les opérateurs
A (z) sont constants) et par A. Favini, R. Labbas, K. Lemrabet et B-K. Sadallah [19] (cadre
o les A(x) sont variables avec des hypothéses de différentiabilité des résolvantes a la Da
Prato-Grisvard).

Un premier travail sur les problémes de transmission posés dans un cadre abstrait a été
effectué par A. Favini, R. Labbas, K. Lemrabet et S. Maingot dans [18], o les auteurs utilisent
la théorie des sommes d’opérateurs linéaires de Da Prato et Grisvard avec un second membre
dans un espace d’interpolation. Une autre étude consacrée au méme probléme mais avec
A(z) = A (cas constant), dans le cadre LP, 1 < p < 400, est faite dans I'article de G. Dore,
A. Favini, R. Labbas et K. Lemrabet dans [15]. Ici les auteurs utilisent fondamentalement le
calcul fonctionnel H* [2I] pour les opérateurs sectoriels dans les espaces de Banach UM D
et le célebre théoreme de Dore et Venni.

Beaucoup d’autres études ont été faites sur les problémes de transmission posés dans diffé-
rents domaines (réguliers ou & coins) mais dans le cadre hilbertien, on cite les travaux de K.
Lemrabet [26] et celui de G. Caloz, M. Costabel, M. Dauge et G. Vial [13] et D. Mercier [30].
Les techniques utilisées dans ces derniers sont basées essentiellement sur les méthodes varia-
tionnelles et sur des développements asymptotiques de la solution par rapport a ’épaisseur
de la couche mince.

0.5 Meéthode et techniques utilisées

Dans cette thése, notre approche différe complétement de celles qui ont été utilisées dans les
travaux cités ci-dessus.

Notre étude s’appuie d’abord sur une construction explicite de la solution sous forme d’une
intégrale de Dunford. On utilisera aussi les espaces d’interpolation réels et leur caractérisation
par la résolvante faite par P. Grisvard [20]; certains résultats de E. Sinestrari [33] et des
techniques similaires & celles employées dans la thése de R. Labbas [23].

5
e u’ sur (—1,0)
u’ sur  (0,9),

En posant

et, pour tout x € [—1,0],
Qz) = (A(z) = A), A=A,

le probléme (Pj) peut s’écrire sous la forme

([ (u2)" (@) + Qa)u’ (z) = g (x), =z € (=1,0),
) (u3) <x>+@<x>ui<af =g (2), z€(0,0),

(=D =/r ()
[ (0) =l (0), (o
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ol p = py/p-.

Dans un premier temps, on commence par résoudre le probléme scalaire :

(£5*)

ou dans (Pj), on a remplacé Q(x) par un complexe z tel que y/—z soit une détermination
analytique de la racine carrée (Rey/—z > 0); on obtient alors des représentations de la forme

'Ui (ZC) = Lg,+<fji, ffagiag*)(x)
’Ué_ ('T) = Li_(fi,f_,gi,g_)(aﬁ),

(voir 1) et 1} pages 39 et 40 pour les expressions de Li 4 et Li_).

On fait ensuite le raisonnement heuristique suivant : on suppose 'existence d’une solution
stricte v’ = (u,u’) de (Ps), c'est-a-dire celle qui vérifie

Vo € [0,9], ¥} (x) € D(Q(x)); vl € C*([0,6]; E) et
r — Qxui(z) € C([0,4]; B),
Ve € [-1,0], v’ (x) € D(Q(z)); v’ € C*([-1,0]; E) et

1 — Q) (x) € C(I-1,0]; E),

et on écrit formellement que, pour = € |0, 4|

Li,—&—(f-?ﬂ f—v gi’ g—)(‘r)
L2 (3 - ()" () + Q0w (1), ()" () + QL) ())(@),

et pour x € |—1,0[

LS _(f% f- 9% 9-)(2)
= L (ff (1)) () + QU (), (1) () + QL) () (x).

Dans un deuxiéme temps, en effectuant une double intégration par parties (en tenant compte
des conditions de transmission), en se servant du calcul fonctionnel de Dunford et en utilisant
une identité algébrique qui fait apparaitre I’expression du commutateur décrite dans I’hypo-
these (H.2), on obtient les deux équations intégrales et page 43, puis le systéme
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(3.14) page 66 qu’on résout pour A assez grand. On obtient alors une représentation formelle
du couple solution (ui, u‘i) (voir P’expression 1) page 87).

Pour montrer qu’effectivement cette derniére représentation est celle du couple solution
(ui, J ) on étudie le probléme approché associé suivant :

up)” () + Ag () up, (2) = My, (2) = ¢° (), 2 €]-1,0[U]0, 0],
(Psin) up (=1) = f-
up (07) = u,
ol (Ap()),e[_1 5 est la famille des approchants de Yosida de (A(z)),_; 5, Pour laquelle I'hy-
pothése (H.2) est aussi vérifiée uniformément par rapport & n. On montrera alors I’existence
d’une suite unique u® = (ufl 4 ug_)neN* de solutions de (Ps,,) qui converge vers u® = (ui, u‘s_)

Quant aux résultats de régularité, ils reposent essentiellement sur une analyse minutieuse de
la représentation de la solution ot figurent beaucoup d’intégrales singuliéres entre autres.

(07), p=(up) (07) = p(up)" (07),

0.6 Reésultats essentiels obtenus

L’hypothese d’ellipticité (H.1) permet de définir et donc d’utiliser pour tout A > Xg, les
racines carrées

(—Q@)"* = (= (A(x) - AI)"*, @ e[-1.4],

et de plus, il est connu que — (—Q(m))l/ ? générent des semi-groupes analytiques non fortement
continus en zéro, (voir [6] pour les domaines denses et [29] pour les domaines non denses).
Dans les cas concrets, mis & part le cadre hilbertien, ces racines carrées ne sont pas faciles a
caractériser (actions et domaines). Cependant I'inclusion bien connue suivante :

(D(Q(@)); E)y oy € D((—Q(2))"?) € (D(Q(2)); E): g

permet de les exploiter sachant que les espaces d’interpolation réels (D(Q(x)); E et
1/2,1
(D(Q(2)); E), 3, sont plus faciles a décrire (voir [20]).

Les principaux résultats de cette thése, sous les hypotheses (H.1) et (H.2) (pour tout 0
strictement positif fixé) sont illustrés par les deux théorémes ci-apres :

le premier donne des conditions nécessaires et suffisantes de compatibilité sur les données
pour avoir une solution stricte du probléme,

le second donne des conditions nécessaires et suffisantes de compatibilité sur les données
pour avoir la régularité maximale holdérienne.

Théoréme 0.1 On suppose et (H.2). Soient A > X" (voir définition de \* page 70),
fleD ((—Q(a))”?) , f- € D(Q(-1)), g} € C** ([0,6]; E) et g— € C* ([~1,0]; E). Alors

on a l’équivalence des deux propositions suivantes :
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¢5.(0) = g-(0) € D(Q(0)),
(—QE)"* 2 € DQ()),
Q(=1)f- = g-(-1) € D(Q(-1)).
2. Le couple (u+, ) donné par est 'unique solution stricte du probléeme (Ps) .

Théoréme 0.2 On suppose et (H.2). Soient X\ > \* (voir définition de \* page 70),

B €10, min(2ay,0)], 0 = {nin (a; +2p; — 2),

12 € D((-QN"*), - € DQ(-1)), g} € C*([0,0]; E) et g € €20 (|=1,0]5 F) . Alors
on a l’équivalence des deux propositions suivantes :

1.
gi(O) - g_(O) € DQ(O) (aOa +OO) )

(—Q(0))"? £2 € Dags) (o, +00),
Q(=1)f- = 9-(=1) € Dg(-1)(ag, +00).
2. Le couple (u+, 5) donné par vérifie
(i () € C’B([O 0153 D (Q())), u’ () € C([=1,01; D(Q(.)),
(u)" () € C%([0,8); B), (u)"(.) € CP([-1,0]; E),
(ui)’ () € B (0,6]; Do) (8/2,+00)) .
[ (u2)" () € B([=1,0]; Dag) (8/2,+00)) .

Ici B ([0,6]; Dg) (8/2,+0)) est I'ensemble de fonctions v : [0,6] — E, fortement mesu-
rables, telles que
v(z) € Doz (8/2,+00) pour p.p. x € [0,0],

et

sup sup HrﬁmQ(l’) (Q(z) —rI) ™" v(:v)HE < 00.
xz€[0,6]7=>0

0.7 Bréve description des chapitres

Ce travail est organisé comme suit :

Le chapitre 1 présente une synthése des outils nécessaires qui seront utilisés par la suite,
comme les espaces d’interpolation, les espaces de Holder avec leurs propriétés fondamentales
et la théorie des semi-groupes.

Quelques lemmes techniques trés utiles sont donnés avec leurs preuves au chapitre 2.

Le chapitre 3 est consacré a la construction de la solution stricte du probléme aux limites
et de transmission en question en suivant un raisonnement heuristique.
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On montre I'existence de cette solution et on justifie sa représentation au chapitre 4 par
I’étude du probléme approché associé.

Au chapitre 5 on montre le résultat de la régularité maximale de la solution stricte.
Finalement, au chapitre 6 on donne deux exemples concrets illustratifs en considérant un
opérateur différentiel d’ordre 2 & coefficients variables en (z,y) € [~1,0] x Q dans les deux
cas E=L"(Q),1<r<+4occet E=C (ﬁ) , ou ) un ouvert régulier borné de R".

0.8 Perspectives

1. La continuation naturelle, dans un premier temps, est ’étude du passage a la limite
quand 6 — 0; cela comportera :

e l’é¢tude du probleme limite,

e les estimations d’erreurs ||u5 —U_ H .

2. Dans une deuxiéme étape, il faudra étudier I’équation compléte

(u®)" (x) +2B(z)(u?) (z) + A (z) v’ (z) — Ml () = ¢° (), x€]-1,0[U]0,4],
(Ps)q u’(=1)=f, (u)(d)=fI,

ou
e B(x) =B,
e B(z) une perturbation.

e B(x) est linéaire fermé.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Opérateurs linéaires fermés

Soit (£, |.]| ;) un espace de Banach complexe.

Un opérateur linéaire A sur ’espace F est une application linéaire définie sur un sous espace
vectoriel D(A) C E dit domaine de A et & valeurs dans £. On désigne par L(E) 'espace des
opérateurs linéaires continus définis sur £ (D(A) = E) . Cet espace muni de la norme

1Al = sup {l Azl : 2 € B, llo] ;= 1},
est un espace de Banach.
Définition 1.1 L’opérateur A est dit fermé si son graphe
G(A) = {(z, Az) : 2 € D(A)},

est fermé dans £ X F.
La norme du graphe sur D(A) est donnée pour tout x € D(A) par

12l pay = N1l g + [[ Azl 5 -
Si A est fermé, alors (D(A), H.||D(A)> est un espace de Banach.

Proposition 1.1 L’opérateur A est fermé si, pour toute suite (x,,), oy de D(A) telle que
T, — T et Az, — v,

on a
r € D(A) et Az =y.

Définition 1.2 L’opérateur A est dit fermable s’il admet une extension fermée.

de

Proposition 1.2 L’opérateur A est fermable si et seulement si, pour toute suite (x,)

D(A) telle que

neN

r, — 0 et Ax,, — v,

on a
y = 0.
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1.2 Intégrale de Dunford

Soient E un espace de Banach complexe et A un opérateur linéaire fermé. On note H(A)
I’ensemble des fonctions f holomorphes dans un ensemble fermé contenant o (A) (le spectre
de A).

Pour toute fonction f € H(A), on définit 'intégrale de Dunford, inspirée d’une intégrale de
Cauchy, par

1
F) =5 [ SOOI - )
2 J,

ol 7y est une courbe fermée entourant o (A) orientée dans le sens positif.
Proposition 1.3 Soient A € L(E), f,g € H(A) et A\, u € C. Alors \f + pg, fg € H(A) et

{ (Af + pg) (A) = Af (A) + g (A)

(f9) (A) = f(A) g (A).

Théoréme 1.1 (Théoréme spectral) Si A € L(E) et f € H(A) alors

o (f(A)) = f(a(A)).

1.3 Mesurabilité au sens de Bochner
Soit E un espace de Banach, muni de la norme ||.| 5.

Définition 1.3 Une fonction f de [0,T] a valeurs dans E est dite étagée s’il existe une
famille finie (A;),c; d’ensembles Lebesgue mesurables de [0,T] et (a;),c; C E tels que

1. UierA; = 0,T), AiNA; = @ pour i # j.
2. [ (x) = Xy aixa,(2),

ol X 4, est la fonction caractéristique de l’ensemble A;.

Définition 1.4 (mesurabilité au sens de Bochner)

La fonction f définie sur [0,T] et a valeurs dans E est dite fortement mesurable au sens de
Bochner s’il existe une suite (f,), o de fonctions étagées telle que f,, (z) tend vers f (z) dans
E quand n tend vers linfini pour presque tout x de [0, T]. On dit alors que f est B-mesurable.

Définition 1.5 (intégrabilité au sens de Bochner)
La fonction f définie sur (0,T) et a valeurs dans E est dite B-intégrable s’il existe une suite
de fonctions étagées (fn),, telle que

1. Pour presque tout = de [0,T], f.(x) converge vers f(x) dans E quand n tend vers
Uinfini (i. e f est B-mesurable),

2. fOT || fn () = f (2)||g dz tend vers zéro quand n tend vers linfini.
Théoréme 1.2 Soit f une fonction définie sur (0,7) a valeurs dans E et B-mesurable.

Alors f est B-intégrable si et seulement si l’application qui a x de (0,T") associe ||f ()| 5 est
intégrable au sens de Lebesque.
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Définition 1.6 Soit f une fonction B-mesurable définie sur (0,T). Alors, pour tout ensemble
Lebesgue mesurable X de (0,T), on définit :

[ s =g [ g,

ot ( fn)@o est une suite de fonctions étagées satisfaisant
1. fn (x) tend vers f (z) pour presque tout x € (0,T'),

2. fOT | fr (z) = f (2)||g dz tend vers zéro quand n tend vers oco.

Proposition 1.4 Soit f une fonction B-mesurable définie sur (0,T) a valeurs dans E. Alors,
pour tout ensemble X de (0,T), on a

L[y f (@) daf|p < [y If (@)l]p do
2. Lapplication f — [ f (x)dz est linéaire.

3. Si L est une forme linéaire continue sur E (i.e. L € E') alors

L(/Xf(x)dx):/XL(f(x))d:c.

Pour plus de détails sur ce paragraphe voir [32)].
Définition 1.7 Soit 1 < p < oco. On définit les espaces

LP(0,T;E) = {f:[0,T]— E, B-mesurable telle que la fonction x — || f (z)||%
est Lebesgue intégrable sur (0,T)},

si p est fini. On munit cet espace de la norme

T 1/p
lirore = ([ 1@l a)

St p est infini, alors on définit
L>(0,T;E) = {f:[0,T]— E, B-mesurable telle que la fonction v — || f (z)| 5

est mesurable et sup ess| f(x)|, est ﬁm} :
x€[0,T]

ce dernier est munit de la norme

1/l e .7,y = sup_ess || f(2)]p-
z€[0,T

Théoréme 1.3 Les espaces LP(0,T; E), p € [1,00] munis des normes précédentes sont des
espaces de Banach.
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1.4 Semi-groupes

1.4.1 Semi-groupe fortement continu

Définition 1.8 Soit E' un espace de Banach compleze et (G(t)),, une famille d’opérateurs
linéaires sur E. Alors (G(t)),s, constitue un semi-groupe sur E si

1. Yt >0, G(t) € L(E), G(0) = Ig.

2. Vt,s >0, G(t+ s) = G(t)G(s) = G(s)G(t).
St la deuziéme condition est vérifiée pourt et s de signes quelconques, on dira qu’on a
un groupe.

Définition 1.9 Le semi-groupe (G(t)),s, est dit fortement continu si et seulement si
Vo e E, P_I)IéG(t)x =z

(G(1)),50 est dit aussi un Cy semi-groupe.

Exemple 1.1 Si A€ L(E) et G (t) = et > 0, alors (G(t)),0 est un Co semi-groupe.

Proposition 1.5 i (G(t)),, est un Cy semi-groupe, alors il existe deur constantes M > 1
et w > 0 telles que
vt >0, |G|, < Me™.

Le Cy semi-groupe (G(t)),s, est dit aussi du type (M, w).
G(

)
Le Cy semi-groupe (G (1)), est dit uniformément borné si M > 1 et w = 0, en particulier il
est de contractions si M =1 et w = 0.

1.4.2 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu

Définition 1.10 On appelle générateur infinitésimal d’'un Cy semi-groupe (G(t)),sq, l'opé-
rateur linéaire non borné A : D(A) C E — E défini par
G(t)p—
D(A) = {QOEEZ limM

t—0t

existe dans F }

G(t)p —
Vo€ D(A), Ap = lim GNP =9)
t—0t t
Exemple 1.2 Soit E = BU([0,+0]), 'espace des fonctions uniformément continues et bor-
nées de [0, +oo[ dans R muni de la norme |.||, et (G(t)),5 la famille d’opérateurs définie
pour tout f € E,s,t € Ry par

[G()f1(s) = f(E+5).

Alors (G(t)) > est un Cy semi-groupe de contractions et son générateur infinitésimal A est
donné par
DA ={feE: f existe, f' € E}

Vfe D), Af = f'.
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Proposition 1.6 Si A est générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (G(t)),sq, alors

1. A est linéaire fermé.
2. D (A) est dense dans E.
3. L’ensemble résolvant p(A\) contient le demi plan P, = {\ € C: Re\ > w} et

M

VA€ Py ¥ eNL (A=A < mon o

ou M et w désignent les constantes de la proposition 1.5,

Théoréme 1.4 (Hille-Yosida) Soit A : D(A) C E — E un opérateur linéaire fermé tel que
D(A) = E. Alors A est générateur infinitésimal d’un Co semi-groupe (G(t)),s, si et seulement
s’il existe deux constantes M > 1 et w > 0 telles que

p(A) Dlw, +o],

et
M

VA €]w, +oof, Vn € N, ||(A - )\I)_nHL(E) < (A —w)?

Proposition 1.7 Soit (G(t)),5, un Co semi-groupe tel que

vt >0, [G)llyg <Me” (M>1, weRY).

Alors A, le générateur infinitésimal de (G(t))),s, vérifie

1. p(A) D P, ={ € C:ReX >w} et

M

VA€ P, Vne N, ||(A- )\I)*”HL(E) < Rer—w)

2. La résolvante de A est donnée par la transformation de Laplace
VAEP, (M—-AN'z= / e MG (t)adt.
0

3. Le semi-groupe (G(t))),, peut se retrouver a partir de son générateur A par la formule

G(t)z = lime™a, t >0, 2 € E,

A—00

ot Ay € L(E) est Uapprozimation de Yosida de A définie par

Ay =—AA =AD" A > w.
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Propriétés des C, semi-groupes

Proposition 1.8 Soit (G(t)),5, un Co semi-groupe et A son générateur infinitésimal. Alors

1. Pour tout x € E, la fonction t — G(t)z est continue sur R..

2. Six e D(A) ett >0 alors G(t)x € D(A), de plus, le graphe t — G(t)x est de classe
C sur R, et vérifie

vt >0, %G(t)a: = AG(t)xr = G(t)Ax.

3. Pourtoutx € E ett>0

/tG(s)xds € D(A) et A/tG(s)mds =G(t)r — =z,

et si de plus x € D(A)

A /O ' Gi(s)ds = /0 ' G(s)Aads = G(t)r — .

4. Si A est aussi générateur infinitésimal d’un autre Co semi-groupe (H(t)),,, alors
Vi >0, G(t)=H(t).

Définition 1.11 On dit qu'un Cy semi-groupe (G(t)),s, est différentiable si pour tout x de
E, la fonction t — G(t)z est différentiable de |0, +oo] dans E.

1.4.3 Semi-groupe analytique

Définition 1.12 Soit 0 < a < g On appelle semi-groupe analytique de type o, une appli-
cation G définie sur [’ensemble

Y={zeC":l|argz| < a},

a valeurs dans L(E) telle que

1. z— G(z) est analytique sur X.
2. G0)=1Ig etVr € E, lim G(z2)r ==

li
€x, z—0

3. Vzl,ZQ € Z, G(Zl + 2’2) = G(Zl)G(ZQ)

Générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique

Théoréme 1.5 (Kato) Soit A : D(A) C E — E un opérateur linéaire tel que
1. A est fermeé.
2. D (A) est dense dans E.
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3. p(A) D{A e C*:ReX >0} et

K

3K >0, YA:ReA >0, |[(A— )~ o

e =

Alors A est générateur d’un semi-groupe analytique G vérifiant

1.3M >0, Yt > 0, |G(0)] ) < M-
2.Vt >0, G(t) € L(E,D(N)) et

M
IAG(O)]| gy < v

Exemple 1.3 Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine D(A) non nécessairement dense
dans l’espace de Banach E. On suppose que R, C p(A) et que pour tout X > 0,

_ C
3C >0 [[(A= D)7, < T
Pour tout a € C telle que 0 < Reax < 1 et x € D(A), on définit l'opérateur J* par

/ A THA = A7 (—A) zd).

0

sin T
J% =

™

Lopérateur J est fermable et J* = (—A)*. De plus,

30> 0: (A" =AD" | p, < %

(voir [21]).
En particulier, pour tout 0 < o < 1/2, —(—A)" génére un semi-groupe analytique non
fortement continu en zéro [6].

Pour plus de détails sur les semi-groupes voir ([31], [38]).

1.5 Espaces d’interpolation

Soient (Ey, ||.||,) et (E4, |.]|;) deux espaces de Banach s’injectant continiment dans un espace
topologique séparé F.

On munit les espaces de Banach Fy N E; et Ey + E; des normes suivantes :
1%l gy, = 12l 5, + [|#]l 5, POUr € Eo N Ey

2l gy, =, nf (llollg, + lleall ) pour x € Eq + Ey.

r,€E;, vo+r1=1
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Définition 1.13 Soient p € [1,00] et 0 €]0,1[. On appelle espace d’interpolation ou espace
intermédiaire entre Ey et E1 noté (Ey, E1)9,p, [’ensemble des vecteurs x € Eg+ E1 tels que

Vit > 0, HUO(t) € Ey, 3U1(t> ekl = U()(t) + Ul(t),
t%ug € LE(Ry, Ey), t'7%uy € LA(Ry, Ey),
ot LP(R,, Ey) est l’espace des fonctions fortement mesurables u : Ry — Ey telles que

( 1/p

) = / ), T <oo sipelirol,

\ ||UHL§3°(]R+,EO) = tSE%IiGSS [u(®) ]| 5, < oo

Proposition 1.9 (Eo, E1),, est un espace de Banach en le munissant de la norme

s e)

+ ||t1 —0

= inf <}
0P iR —DE;, i=0,1

V>0, uo(t)+uy(t)=z

Ep)

et vérifiant
Eo N E; C (Ey, El)e,p C Ey+ E4,

avec injections continues.
On cite aussi d’autres définitions équivalentes de ces espaces :

Vy € R, FJug(y) € By, Fuy(y) € By :x =g (y) +up (y),
1) T € (E[), El)@,p =g
e Wuy € LP (R, Ey), ey € LP (R, E)).

+oo
dt
Vi>0, FJu(t)e EgNEy:xz= /u(t)T,

0
t=%u € LP(Ry, Ey), t'%ue LP (R, Ey).

2) € (b, By, &

“+o00

VyeR, Ju(y) e BgNEy = /u(y)dy,

—00

e %u e [P(R, Ey), e~y c [P (R, E).

3) S (Eo,E1>9’p =

Exemple 1.4 Soit A: D(A) C E — E, un opérateur linéaire fermé. Il est connu que D(A)
est un espace de Banach muni de la norme du graphe

12l peay = llellg + 1Azl 5, pour tout x € D(A).
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Si on prend Ey = D(A) et By = E, on note
DA(07p) = (D(A)v E)l—e,p )
pour p € [1,400] et 0 €0, 1].

Certains espaces d’interpolation ont une caractérisation explicite, on cite par exemple les cas
suivants :

1. SiR; C p(A) (’ensemble résolvant de A) et il existe une constante C' > 0 telle que

. C
YA> 0, [[(A=AD)7|,p < 3

alors 'espace D (0, p) est donné par
Da(0,p)={uec BE:t"A(A—tI) 'ue 2R, E)},

(voir [14], [20]).
Dans ce cas et grace a la propriété de réitération de Lions-Peetre [27], on a pour tout
p € [1,+00] et m € N*

DA(m97p) = DAm(07p)'

2. Si A génére un semi-groupe fortement continu et borné dans E, alors
Da(0,p)={ueE:t (" —1I)ue l*(R,E)},

(voir [27]).

3. Si A géneére un semi-groupe analytique et borné dans E, alors
Da(0,p) = {ue E:t"Acue LP(R,, E)},

(voir [12]).

Ces espaces vérifient la propriété d’inclusion

DA(ela q) - DA(G,p),

pour 6’ > 0 et p,q € [1, +00] quelconques ou pour 6 = 6’ et ¢ < p.

1.6 Espaces de Hdolder et petits espaces de Hoélder

Soit (E,|.||z) un espace de Banach complexe, a € ]0, 1] un nombre fixé et §2 un ouvert non
vide de R".

Définition 1.14 On désigne par
— B(Q2; E), l’espace des fonctions bornées de Q2 dans E, muni de la norme

HfHB(Q;E) =sup||f (z)| -
€N
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— C(; E) lespace des fonctions continues et bornées, muni de la norme

”fHC(Q;E) = HfHB(Q;E) .

~ C*(Q; E) avec k € N, ’espace des fonctions dont les dérivées jusqu’a 'ordre k sont conti-
nues et bornées, munt de la norme

k
1 lerosmy = D 1Pl sum -
1=0

— C™(Q; E) Uespace des fonctions indéfiniment différentiables.

Définition 1.15 Les espaces de Holder C* (2 E) et C*@ (Q; E) avec k € N sont définis
par

ce (Q,E) _ {f c B(Q, E) . sup ||f(l‘) B f(y)HE — [f]Ca(Q;E) < OO} 7

T,y€Q TFY Iz —yll3
munis de la norme
||f||ca(Q;E) = ||f||B(Q;E) + [f]ca(Q;E) J
et
Ch(QE)={feCHQE): fPeCc(%E)},
munis de la norme
1 llera@e = I lex@m + [F ] co@m

Définition 1.16 Les petits espaces de Holder h* (Q); E') sont définis par
@B =4 e (@B tm  sup DIl

[0}
=0 syen; Iz =yl
0<lz—ylly<e

munis de la norme induite par celle de C* (Q; E) .

Proposition 1.10 Soient Q = I, un intervalle quelconque de R, o € ]0,1] et 8 > . Alors
h (Q; E) est la fermeture de C% (Q; E) dans C* (S, E) .

(Voir [28], [39])

1.7 Espaces de Sobolev et espaces de Besov

1.7.1 Espaces de Sobolev

Soient €2 un ouvert non vide de R", § = (5, 85, ..., 5,,) € N" et © = (z1, 29, ....,7,,) € R" un
point générique.
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On note

poo () () (2
al'l axQ a:En
Les espaces de Sobolev notés WH?(; E) ou k € N* et p € [1, +00] sont définis par

WP (Q, E) = {f € LP(Q; E) : D°f € LP(Q; E),V3 € N" avec |8 <k},

(ici les dérivées sont au sens de distributions). Ces espaces sont des Banach munis de la norme

1/p
||fHkaP(Q;E) = Z HDBfHLp OE) ) si p S [17+OO[
|8|<k

Les espaces fractionnaires de Sobolev W*?(§2; E') ot s € ]0,1[ et p € [1, +oo[ sont définis par

I|f(x+h)—

p
f(@ >HEda:dh < 00
[T

WP (Q,E) =< f € L’ (Q, E) /

1.7.2 Espaces de Besov
Soient 2 un ouvert non vide de R", s € |0, 1] et p,q € [1, +00] . On définit I'espace de Besov
By, (Q; E) par

q/p

, 1/ (z+h) = (@)l
B (G E)=(felP(E): / / Edx dh < o0 o,

R

avec la modification usuelle quand p = 400 ou ¢ = 400.
Pour g = 400, l'espace Bj | , est dit de Nikolski.
Remarque 1.1 Pourp € |1,+00[, g € [1,+00], k € N* et § € ]0,1[ avec k(1 —0) <1, on a

B, 7" (Q) = (WFP(Q), LP(), -

Pour plus de détails sur les propriétés de ces espaces voir, par exemple, [20)].



Chapitre 2

Lemmes techniques

On donne dans ce chapitre quelques lemmes trés utiles pour la suite de cette étude.
Soit Iy, , le secteur défini par

Ogoro = {2z € C: |arg(2)| < O} U{z € C: |z| <ro};

m . ’ . R .
avec 0y € ]0, 5[ , 70 > 0 et v son bord orienté de ooe’® & ooe™%.

On pose

Figure 1

et pour tout z € Xy,

{ A7 (z,0) = cosh/—zx cosh/—2z0 — psinh /—zx sinh \/—24

pour z € [—1,0],
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AT (z,0) = sinh \/—zx cosh /—2 + pcosh /—zx sinh \/—2
pour z € [0,6],

ou p est un nombre positif fixé,

5 1 At (1,0)coshy/—z(0 —z) si0O<7<=x
H, (x,7) =
’ V=247 (=1,0) | Af(z,0)coshy/=2(§ —7) siz<7<6,
5 1 A7 (x,0)sinhy/—z(t4+1) si —1<7<x
K] (z,7) =
’ V—2A7(=1,0) | A (r,8)sinhy/—z(x+1) siz<7<O0.

Ici v/—2 est la détermination principale de la racine carrée définie pour z € C\R et vérifiant

Rev—2z > 0.

Remarque 2.1 Pour z € v, |z| > rg, 6 >0 et x € |—1,0[U]0,J[, on a

( Re(v/—20) > 0 et Re(v/—z|z|) >0,

|larg(v/—20)| = |arg(v/—z2)| = (g — %) > 0,

Re(v/—20) =6 |z|1/2 cos (g - %) =4 |z|1/2 sin (%) .

Alors on a les lemmes suivants :

Lemme 2.1 Soient w,z € C*. Alors on a

argw — arg 2z

w21 > (fuol + 2] >

COS

Preuve. On pose a = argw et f = argz. On a
o+ 2 = |lwl e + 2] e[
= Jw|* +|z|* + 2|w]| | 2] (cos acos B + sin arsin 3)
= [wl” + |2I" + 2 |w||2] cos (a — B)

= (ol +12P) <Cos2 <“ - 5) i <a - 6))
w210l (cot (257) ot (257))

= (Jof + o+ 2 o) cos? (450

. a —
+ (Jwl? + |21 = 2 || |2]) sin® (Tﬁ)

= (Jw| + |2])* cos® (QT_ﬁ) + (lw] = |2))? sin? <OéT—ﬁ)
(Gl + 1o (25 7).

v
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donc

a —
COS

ot 1 2 (Jol + 12D Joos "7,

d’ou le résultat. W

Lemme 2.2 Soit z € C* tel que |arg z| < 0 < g Alors on a
|arg(1 — e™*) — arg(1 + e %) < 6.
Preuve. Si z est un nombre complexe non nul et tel que |arg z| < 6 < g, alors

|e_z‘ =e R <1,
et
e[ = (Re (¢7%))" + (Im (7)) < 1,
donc |Re (e7%)| < 1.
Ainsi
Re(l1—e*) >0et Re(l1+e77) >0,

et par conséquent

1 _ —Zz
arg(l —e ®) —arg(l+ e °) = arg <1 n Z_Z) :

D’autre part on a

1—e? (I1—e7?)(14¢77)
1+e7 (I+e2)(1+e7?)
l—e?*4e*—e*7*
1+ef
1+ 2ie”Re#sin(Im 2) — e 2Re=

11+ e 2| ’

donc

1—e* ¢ 2e~Re2 gin(Im 2) . sin(Im z)
ar = arctan = arctan ——————.
\11 e 1 — ¢ 2Rez sinh (Re 2)

De plus, pour tout z € R,
sinz < z et sinhz > z,

donc T 1 .
.sm( mz) _ |:?“1n( mz)| < [Tm 2| < tans,
sinh (Rez)| sinh(Rez) = Rez
d’ou s
’arg(l —e %) —arg(l+ e_z)| = |arctan % <4.
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Lemme 2.3 Il existe une constante Cy, > 0 telle que pour tout z € Xy, et 6 >0, on a

‘1 4 e2Vz

> Cy,-

Preuve. Si z € v avec |z| = g et ry est assez petit, alors

)1 + 6726\/72 >1— 6726Re\/7z _
™ 90 ™ 00
V—"Z2€|—=+—=,-—=—].
car arg z |: 5 + 579 2:|

Si z € vy avec |z| > 19, on a

)1 + e 20V ’

6—46 Rev—2z (646 Rev/—2z +

7

O alors
2 )

Si 20 Rey/—z > 7/ (2tan< i

|251m \/—_z‘ = 20 Re v/—ztan (W

donc
cos (25 Im
ainsi
‘1+6725\/§ 2 | 4 o 45Rev=E _
> 5

™

2

0

0
)> , alors

2

Si 20 Rev/—2z <7/ <2tan <

125 Tm V2| = 26 Re "7 tan (”

et

1— 67267‘(1]/2 cos(arg v/—z) >1— e—26ré/2 cos(%—

’1 +6726Re\/7z71261m\/7z

6—26Re\/—z (€2§Re\/—z + e—i26lm\/—z)

(14_67451{6\/?2) +2€7

(1 o 67 2tan(

0
2

)

Y

2

2

e A0ReV=2 [(e” Rev=2 1 cos (26 Im \/—_z))2 + (sin (26 Im \/—_z))z}

2620 Re V=% (g (25 Im \/—z) + 1)

20Re V=2 o (25 Im / —z) .

0o

2 2

>zg,
V=z) <0,

9p-20Rey T _ (1 B 625Re¢7>2

>>2.

_20
2

0o

v
<_7
2>—2

2

cos (25 Im \/—z) > 0.
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Dans ce cas

‘1 LBV >,
De ce qui précede on déduit que
‘1 + eV > 0
ou i
Cy, = min (1 — eiQtan(%f%o) ;1 — 6725”1’/2 COS(Q&”) > 0.
On procede de la méme maniére pour les points intérieurs z € %y, avec arg(z) = 6 €
]60, 2m — 90[ |

Lemme 2.4 I existe une constante Cy > 0 telle que pour tout z € g, et 6 >0, on a

‘1 _ oWV

> .

Preuve. Si z € 7 avec |z| = 1o, alors

‘1 e V| 5] o 2ReVTE o207/ cos(arg vV=7) S 26y Cos(g_%o)’
0 0
car arg/—z € [—g + Eo’g _ EO] '
Soit z € v avec |z| > 1. On a pour tout = € R,
e >1+ux,
donc N
<1/ t 1—e > ,

e " <1/(1+x) e e 2 1%

Ainsi
‘1_6—25\/—72 > 1_6—26Re\/—7z> 25]-:{e\/_z
- T 14+25Rey/—2’
or
22 = \/(Re\/—z)2 + (Im\/—z)2
0

- \/ (Rev=2)" + (5 - ) (Rev =)’

- Rev/—z

n n ‘90 ’

cos [ = — —
2 2

donc

6
26 |2|"2 cos r %

2 2
>

-_ 9 Y
14+26]2]"2cos (2 - 20
+ 26 |z| " cos 5 3

‘1 - 6725\/772
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d’on
‘1 _ e 2VE| > .,
ou p
1/2 0 20 |Z|l/2 cos <g B EO)
C’éo =min | 1 — e 20 Cos(g_70>, — >0
1+ 2622 -2
+ 26 |z| /" cos 5 o

Par la méme méthode on montre que cette minoration est aussi vérifiée pour les points
intérieurs z € Yy, avec arg(z) = 0 €]6y, 2w — 6p[. A

Lemme 2.5 Pour tout 6 >0 et z € ¥y, on a
2
A7 (<1,8)] > C) g (o) grevmionn,
4 2
Preuve. Soient 6 > 0 et z € £y,. On a

V=2(6+1)
e : [(1 +€72\5> (1 +672ﬁ5> +p (1 _ 672\/jz> (1 _ 672\/77,26)} '

En utilisant le lemme [2.1], on a
4]1A7 (-1,0)]
> Rev=Z(6+1) (1 +€72\/jz> )(1 +672\/fza)‘ +p‘<1 _672ﬁ> )(1 _ 672\/775)’

arg (1 + 6_2\/_7> + arg (1 + e—2x/—75) — arg (1 _ 6—2\@) — arg (1 _ e—z\/?za)

X |COSs 9 )

A7 (-1,6) =

d’autre part, par le lemme
‘arg (1 + 6_2\/TZ> + arg (1 + 6_2\/_7‘5> — arg (1 - e_2ﬁ> — arg <1 - 6_2\/;5> ’
< ‘arg <1 + e‘zﬁ‘s) — arg <1 - 6‘2\/‘75” + ‘arg <1 4 e—%@) —arg(1 — e V)

< 2(5—@),
= 277

par conséquent et en utilisant le lemme 2.3

41A7 (—1,0)]

S pReV=E(E+1) (‘1 4V 14 eV 4 )1 N R FE Ve ) oS <Z _ @)
- 2 2
> ReVTROH) 1] 4 o2VF| ] 4 o2V gip (@)

- 2

>

0
(Cy,)? sin <50> ehev=2(0+1)
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Remarque 2.2 A; (—1,0) vérifie aussi la minoration

2
A7 (=1,8)| > jr@sin (%) eReV=200+1) ¢,

(2.1)

Lemme 2.6 Pour chaque z € v et h, € C([0,8]; E), il existe une constante K = K (fy)

telle que

/ (z, 7S (1) dr
H )| d h® ;
< (;I;Sel[lo%]/ { (z, 7 ‘ T) H HC(OJ] E)

sup
z€[0,0]

5
5 < m Hh+||C([O,6];E)'

Preuve. On a

/ 0 (TR (T)dr
[ 1 )i

| cosh /=2(8 — x) AL (7,6 ’
_ / Cos 2(0 — x)Af (7, )‘d7'+/
0 vV Ai (_ ) x
COS}ilje / |AJr 7,9) |d7’

217 1A7 ( 1 9)]
|AT (x,
217145 (
ensuite en utilisant le lemme [2.5] et la majoration

‘A:— (.CU, 5)‘ < (1 —f—p)eRe\/TZ(m—f—l),

4
/ |H§ﬁ+(x,7')‘ dr
0

4(1 Re/—z(6—x) x
< (1+pe GReV=Z(r+1) g
2|2 Cs, sin (%) eRev=2(3+1) Jo

4(1 +p) ev/—z(z+1)
|Z|1/2 C’2 sin ( ) eRev=z(0+1)

avec

\/__ZA; (_17 5)

61 5 |/ coshRe v/ —z(§ — 7)dr,

on trouve que

0
/ eRe \/jz(é—T)dT

K T )
< 7 eRe \/jz(ffx)d,r + 7 / eRe V—z(z—T) dr
2] |27 Ja
1 — ¢~ Rev—zz 1 — ¢~ Re V—2(6—1)
< K 1/2 + K 1/2
|z]"“Rev/—= |z|"“Rev/—=
1 — efRe\/jzx Kl o efRe\/jz((Sfx)
< n
- 2| sin (%) |z| sin (%)
< K <1 _ Re _w) . K (1 B e_Repz@_x)) <K K
2] ] 2|

cosh /—2z(0 — 7)Af (z,9) ‘ dr
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|
Lemme 2.7 Pour chaque z € v et h_ € C([—1,0]; E), il existe une constante K = K ()
telle que
0 5 K
sup K (x,7) he (r)d7 || < = lh-llerom) -
z€[-1,0] 5 |7

Preuve. On a

H/—i[(i@’ m)h-(7)dr

< | sup / K2 (2, 7] dr | Ih-lleoropm)
E z€[—1,0]

De plus
0
/ }ng_(x,’f)‘d’i’
~1
_ /x sinh /—z(7 + 1)A7 (z,0) dT+/O sinh /—z(z + 1)A7 (7,0) i
1 V—2zA7 (—1,0) - V—zA7 (—1,9)
A7 (z,0 ¥
1/‘2 z (_9(:, ) coshRev—z(7 + 1)dr
27 1A (-1 5)| ~1
hRe+/—2
C ) [y
et puisque
A7 (2,0)] < (14 p)efev==072),
on aura
0
/ ’Kj’_(x,7)|d7
~1
4(1 +p) Re v=#(8-) Rer(T+1)dT
- \z|1/2 C2 5111(90) eRev—=2(5+1) J_4
4(1 +p) Re v=2(=t1) ° Re\/jz(éf‘r)d
E |1/2 02 sm( )eRe\/Tz(éﬂ) - ¢ g
< K v Rerz(T—x)d ‘ Rerz(x—T)d
< 73 e T+ 172 e T
|Z| -1 |Z| T
< 5 (1 _ e*Re\/jz(erl)) + 5 (1 — oRe fzx> < 5
|| 2| ||
|

Lemme 2.8 Pour tout z € v et a« > 0, on a

z€[0,6

K
sup/‘ x7'||x—7'\ dr < —’ ‘1+a/2
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Preuve. On a

é
/ ‘Hg (x,7’)| |z — 7| dr

cosh v/—2 (
“ ]1/2\A 1(5’/‘ 7'5 x—T)d

AT (z,9)]
; |1/‘2|A 1 5|/ !cosh\/ —7')|(T—a:) dr
coshRe v/—z
< ||1/2\A 15 / | 7(5 ZB—T)d
AT (z,0)] a
]z\l/|2|A<x( " 5|/ coshRev—z(d —7) (1t — )% dr

K(p—i—1)coshRe\/_(5—x)coshRe\/_/

H 1/2 02 Sm(%) eRev—=2(5+1

K(p + 1) cosh Re y/—zz coshRe /—z

]z|1/2 0020 . (%0) eRe v=2(6+1) -

coshRev—z7 (x — 1) dr

COSh Rev—2 (6 —7) (1 — )" dr.

En utilisant 1'inégalité de Holder on a

/ coshRev/—z7 (x — 7)%dr
0

T 11—« xT «
< (/ cosh Re \/—ZTdT) (/ coshRev —z7 (z — 1) d7'>
0 0

sinhRe v—z2]" " [coshRe =2z — 1 ¢
[ Rev/—2 } (Rev/—2) 2 ]
sinhRe/—zz [coshRey/—zx —11°

(Re \/__Z) o [ sinh Re /—zx }

sinh Re+v/—zx

car pour Rev/—zz >0
coshRey/—zz — 1

sinh Re v/—zx

<1
De méme
5
/ coshRev/—2z(0 — 7)(7 — x)%dr

o

< (/:coshRe\/—_z(é—T)dr)la (/:coshRe\/—_z((S—T) (T—a:)d7'>
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_ [sinhRe V—2(0 — x)] " L coshRev/—2(6 — z) — 1 "
- Re/—2 (Rev=2)
sinh Re v/—2(d — ) {cosh Rev—2(0 —z) — 1] “
(Re/—2) o sinhRe /—2z(d — z)
Ksinh Rev/—2(6 — x)

= |Z|(a+l)/2 ’

donc

)
[ 18 e o = 7l ar
0

< K(p + 1) coshRe v/—z(0 — ) cosh Re /—z sinh Re \/—zx
- | 2|1 F/2 gRev=2(5+1)

(p+ 1) cosh Re /—zz cosh Re \/—z sinh Re v/—2(§ — )

|| /2 gRev=2(5+1)
% (p + 1) cosh Re \/—z sinh Re /=26
|2|1H/2 gRev=2(5+1)
eRe \/TZeRe v—z8 K

< < .
- |Z|1+a/2 eRev=z(0+1) — |z|1+a/2

+K

IN

Lemme 2.9 Pour tout z € v et a« > 0, on a

sup / ‘K‘s (z,7)| |z — 7|"dr < ——

2e[-1,0] ‘ |1+a/2

Preuve. On a

/_01 }Kf,f(x,fﬂ o — 7| dr

]z|1/|;A|A ‘/ ‘mh\/_ T+1)|(I—T) dr
+‘|81E1;12\|/A__ZI+1|/ ‘ 7'5 T—:c) dr
; |1/‘;A|ZA(—( )1’ 5l 7lcoshRe\/_( T4+ 1)(x —71)%dr
—l—CTS}‘llie‘A 2+ ) / AL (7,8)| (r — ) dr

K(p+1)coshRe\/ 20 cosh Re v/—zx
- |2|1/% gRev=2(5+1)

(p+ 1) coshRe/—z(z + 1) coshRe v/—z¢
|z[1/2 eRe v=z(6+1)

/ coshRev—z (7 +1) (x — 7)%dr

+K

0
/ coshRev—z7 (1 — x)" dr.

T
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En utilisant I'inégalité de Holder on a

/ac coshRev/—z(7 + 1)(z — 7)%dr

-1

x l-a x !
< (/ coshRev—z (7 +1) d7'> (/ coshRev—z(7+1) (z —7) d7'>
—1 -1
< [sinh Rev/—z(z + 1)} " lcoshRey/—z(z +1) — 1 *
N Rev—z (Re \/—2)2
< sinh Rev/—z(z + 1) [coshRe/—z(z +1) — 17"
- (Re/—2) Lo sinhRe/—z(x + 1)
< Ksmh Rev—z(z+1)
— |Z|(1+Oz)/2 ’
et
0
/ coshRev—z7 (1 — x)%dr
0 11—« 0 a
< </ cosh Re \/—ZTdT) (/ coshRe v/ —27 (T — ) dT)
1— «
< _sinh Re (\/—z) x coshRev/—zx —1
N Rev—z (Re \/—2)2
< sinh Re (—\/—z) x | cosh Re (— —zx) —1]°
- (Re - /_Z)Ha sinh Re (—v/—2z)
< Ksinh Re (—\/—zx)
- |2|(F)/2 ’
donc
0
/ ‘Ki_(x,7’)| |z — 7| dr
-1
< K (p + 1) cosh Re /—20 cosh Re \/—zz sinh Re /—z(x + 1)
- |Z|1+a/2 eRe vV=z(5+1)
_K(p + 1) coshRe /—z6 cosh Re /—z(z + 1) sinh Re /—zx
|Z|1+a/2 eRe vV=z(5+1)
< K (p+ 1) cosh Re \/—zd sinh Re /—2
- |Z|1+a/2 eRevV=z(0+1)
eRe\/?zéeRe\/jz - K
- ’Z‘1+a/2 eRev=z(6+1) — ‘Z|1+a/2’
|

On aura aussi besoin des lemmes suivants ([24], lemmes 6.1 et 6.2, p. 564).
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Lemme 2.10 I existe une constante K > 0 telle que pour tout z € v et r > 0, on a

lz+7r|>K(z|Vr), |z—7|>K(z|Vr).

Lemme 2.11 [ existe une constante K > 0 dépendant uniquement de ~y telle que

|dz| K
YA S0, Yy elo.1 ez oA
>0, vvelo, 1], L\ziA\|z\”_A”

Pour la preuve des deux lemmes précédents voir [7]).
/

Lemme 2.12 [] existe une constante K > 0 dépendant uniquement de vy telle que

|dz| < K
. ’Z+)\’H ‘Z‘Q/Q — )\a/2+,LL—1'

V/\,oz,,u>0cwec%—|—,u—1>0,

Preuve. On pose

vi={z€v: [z > A}, Y ={zeqy:|z| <A},

Imz &
'l'+1

T—l ////

-

- A
e :
o i

\\\\ Rez

\\\\
T+1
Figure 2

donc

|dz| / |dz] / |dz|
woje/2 - wooje/2 + woje/2"
vz 4+ A2 72+ A ] 7 2+ A" 2]
D’aprés le lemme [2.10

“+00

/ o def / ds < K
|Z+/\|“|Z|a/2 — |Z’a/2+,u - sa/2+p — )\a/2+‘u,1-

A
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Pour la deuxiéme intégrale, on a

!
En posant z = Az, on aura

/ |dz|
2|2 |2+ A

<K/ |dz|
— )\ A |Z|a/2'

|4~

[
A |Z|o¢/2 —

ainsi

|dz| K

<
[yg 2177 [z 4 A T Ao

d’ou le résultat. W

1 /
2—-1 27
/\Oé/ Azl ey, |2/|<1 |Z/|a/



Chapitre 3

Construction de la solution stricte

On considére le probléme aux limites et de transmission
u®) () + A (2)u (x) — M\l () = ¢° () sur |—1,0[U]0,d],
(-1 =/ (W) (0) = f1,

(Ps) ,
u (07) =u’ (0%), p_(u®) (07) = py(u®) (0F),

ol (A(z)),c( 14 est une famille d’opérateurs linéaires fermés de domaines D (A(x)) non
nécessairement denses dans un espace de Banach complexe F. § un parameétre dans |0, 1]
destiné a tendre vers 0, A > 0 et ( f, fi) sont des constantes données dans E. p,,p_ sont les
coefficients de conductivité positifs non nuls et qui peuvent dépendre de §. Le second membre

¢° € C([~1,0[U]0,d]; E) est tel que

9|10 = g- € C** ([~1,0]; E)
9los = g} € C** ([0,9]; E),
avec 0 < 2a9 < 1.

Remarque 3.1 La fonction ¢° est héldérienne sur tout l'intervalle [—1,0] si et seulement si

9-(0) = ¢%.(0).
En effet, pour —1 < x <0< a2’ <04, ona

l9°(x) = ¢° (")

19°(x) = g-(0) + g% (0) — g°(=")||
lg—(z) — g-(0)|l 5 + ||9%.(0) — g ()|,
C [ + (@]

C(2' — x)%.

IN N IA

On suppose que la famille d’opérateurs (A(I))xe[—l, 5 vérifie les deux hypotheses fondamen-

tales suivantes :
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(A = 2Dy < (1)
e Ime N*" Ciaj,pu; >0,i=1,....,m: Vo, 7 €[-1,0],Vz> A
[(A(z) = XD (A(2) = 2D)7" [(Az) = AoD) ™" = (A(T) = XaD) ]|
< Ci’x;—[a (H.2)

avec o; +2u, —2>0,1=1, ..., m.
Remarque 3.2 L’hypothése implique que pour tout X\ > Ng, les racines carrées
— (= (Alx) = AD)Y?, ze(-1,4],

sont bien définies et qu’ils générent des semi-groupes analytiques non fortement continus en
Z€r0.

(Voir [6] pour les domaines denses et [29] pour les domaines non denses).

Remarque 3.3 Par un calcul simple on peut montrer que pour tout X > g

(A(z) = AD)(A(2) = 2I) 7' [(A(z) = M) = (A7) = AT) 7]
= (A(2) = MoD)(A(2) — 2I) " [(A(z) = Xol) ™ — (A(7) = AoI) ]
X (A(T) = Mo D)(A(T) = M),

avec

[(A(T) = XoD)(A(T) = AD) M| 5

-1 )\—)\0
= T = 2 (AG) = AD g < (14 2.

Par conséquent Uhypothése (H.2) est satisfaite pour tout A > A.

On pose

et, pour tout x € [—1, 0],
Qx) = (A(z) = NI), A=)

Alors le probléme (Ps) peut s’écrire sous la forme

((u2)" (z) + Q(x)ul (x) = g_(x) sur (—1,0),
py | ()@@ =) s 0.0)

(=1, (u)
L w? (0) = b (0), (u

u

0
6
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o p=pi/p->0.

Les deux hypotheses (H.1) et (H.2) restent aussi vérifiées pour la famille (Q(z)),¢_, 5 dans
un certain secteur Ily, ,, défini par

Hgyro = {2 € C : |arg(2)| < O} U{z € C: |z| <rp};

ou by € }0, g [ et ro > 0. Elles s’écrivent donc sous la forme

1. Vo € [-1,8],Vz € Uy, 1, (Q(z) — 2I)7! € L(E) et

1 C
Q) = 2I) 7| ) < EESY

2. Vo, 7 € [-1,8], Vz € I, 1y

Q@) (Q(z) — =)™ [Q2) ™! = Q)| 1

On note v le bord du secteur I, ,, orienté de coe™ a coe=.

Dans ce chapitre on obtient une représentation formelle de la solution en utilisant un rai-
sonnement heuristique, qui consiste & supposer ’existence de la solution stricte (u G, u ) du
probléeme (Ps), celle qui vérifie

Vo e [0,6], ul(z) € D(Q(x)); ul € C*([0,6]; E) et
v — Qz)ul(x) € C([0,4]; E),
Ve e [-1,0], v’ (z) € D(Q(x)); v’ € C?*([-1,0]; E) et
r — Q(x)u’ (z) € C([~1,0]; E),

et on démontre cette existence par la suite.

Tout d’abord on donne des conditions nécessaires dites de compatibilité sur les données et le
second membre pour avoir une solution stricte.

3.1 Conditions nécessaires

Proposition 3.1 On suppose (H.1) et (H.2). Soient f$ € D ((—Q(é))l/2> , f- € D(Q(-1)),

0 € C* (0,0];E) et g- € C** ([—1,0]; E) avec 0 < 2ap < 1. Si (u’,u’) est une solution
stricte du probléme (Ps), alors on a nécessairement

g%.(0) — g_(0) € D(Q(0)),
(—Q(0))"? f2 € D(Q(9)),
Q(-1)f- — g_(~1) € D(Q(~1)).
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Preuve. 1. On a

d’autre part

- L <@<: L) -k (ew- l)] (thten) =2 + 0
e 5) [RE2ADEEO s ) g o)

- (@<0> - xi) (95(0) = Q(0)u’.(0))
+i2 <Q(m) B %) - (ui(O) ;Ui(x)) N uf(0) ;ui(l’)
iQ Q) — % B Ui(%)x; ul (z) ui(%)x; ul (z)
= :_l‘i‘gg‘i‘ag‘f‘bl?'—bg,( >

b = i(@(m)—i)_l

(HO-E) | B0 -
= 0w (@) - %) o) - Sew (- ) e
- L(ew- %) @Ot - Q)
~00 (@) - %) (@) - Q0) Q) 0)
= a4+ as

De méme

- (- %) @EDEeD - Qundw)
200 (QW) - %) Q)™ - Q) Qo (20
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Ainsi
ud (2x) — 2ud (z) +
22
1
= a3 2 <Q( ) —

de plus, a; (i # 3) — 0, quand © — 0.

En effet, pour a; il suffit d’écrire que

Pour as, a4 et ag le calcul est immédiat.

as et ay se traitent de la méme maniére en utilisant ’hypotheése (H.2) et par analogie avec

a1. Pour as par exemple, on a
1

12

m
QE it
2
xre“

=1

lasllz =

o) (oW

IN

T2

Q(0)u’ ()|,

< C’Zx‘“”"i_z |Q(0)u5 (0)]|, — 0, & — 0.
i—1

Donc de tout ce qui précéde on a

ul (2x) — 2ud (z) + uS.(0)

(0) — Q(0)u (0) = lim

z—0t

De méme on montre que

(u?)" (0) = g-(0) — Q(0)u’ (0) =

2

r—0t

= lim a3 € D(Q(0)).
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d’ou

(uf)" (0) = (u2)"(0) = g5(0) = Q(0)u’L(0) — g-(0) + Q(0)u’ (0)
= 95(0) = g-(0) € D(Q(0)).

2. Soit f2 € D <(—Q(5))1/2> . On a d’apres la remarque

B O )
_(_Q((;))l/Z f—i — lim f+ f+ cD

t—0t t

(—=Q(8)"*) = D(Q(9)).

(- / .
car e~(-QO)’ ztf_‘i e D((—Q(6))"?) (voir [33)).
Pour la derniére égalité voir [21].

3. Se démontre comme le premier point en remarquant que

Sy g T ) = 2 (@) 4l (1)
(u2)" ( 1)_1L71+ (x+1)2

=g9-(=1) = Q(-1)f-.
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3.2 Cas scalaire et passage au cas abstrait

Pour la résolution du probléme abstrait (Ps) on considére le probléme auxiliaire suivant
[ (v2)" (2) + 20° ()
(12)" (2) + 2% () =
v (=1) = f-, )

[ 2 (0) =23 (0),  (v2)"(0) =p(v2)"(0),

ou z € C~\ Ry. Ce dernier peut s’écrire sous forme de deux problémes (Pj)
que

et (Ps)_ tels

(vi)” (z) + 205 (z) = ¢% (x) sur (0,9),
(FPs), ) (0) = ¢,
(v3) 4) = £,
ou ¢ est un parametre a déterminer dans F et
(Ui)” () +20° (x) = g_(x) sur (—1,0),

(P)_ (=1 =/, v°(0)=v,
(2) (0) = p (v3) (0).

Dans un premier temps on résout le probléme (Ps)

. en fonction de la donnée 1, celui ci
admet la solution suivante

o () — cosh\/—_z(é—a:)w+ sinh \/—zx

1 (3.1)
cosh v/—z0 v/ —zcosh/—z60
5
- [ K@)
0
ou
sinh /—z7 cosh/—z(0 —z) .
si 0<7r<x
I (2,7) v/ —zcosh/—zd
T, T) =
=t sinh/—zzxcoshv/—z(6 —7) .
si x<71<4,
v/ —2z cosh /—z60
ou

z est la détermination analytique de la racine carrée donnée par Re+/—z > 0.

Ensuite on passe a la résolution du probléme (Fj)_ et qui admet comme solution

psinh\/—_z(x—l—l)f(;_l_ A7 (z,0) f
V=2AZ (-1,6) 7T AZ(=1,0)7

3 pcos — 7)sin z(x
/p h\/_;__m)( h\/)_( +1)gi(7)d7 (3.2)

/m (z.7) g_(r)dr,

v° (x)
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ou

A7 (&,0) = cosh /—z€ cosh /=2 — psinh \/—zE sinh \/— 20
pour ¢ € [—1,0]
et
-1 A7 (z,0)sinh/—z(7+1) si —1<7<z
K’ (2,7) =
7 V—2A7 (=1,0) | A7 (r,6)sinhy/—2z(z+1) si 2 <7<0.
A partir de (3.2) on peut directement obtenir la valeur du paramétre

¥ =% (0) =02 (0),

et qui vaut

psinh /—z 4 cosh \/—zéf
VA (Lot T A (—Le))
B ® pcosh/—2(6 — 7)sinh /=2

v’ (0)

o VoA (L) T
_/0 cosh \/—zd sinh /=2 (7 + 1) (r)d
. J—2A7 (—1,0) g=Aer

ainsi, en remplagant I'expression de 1 dans (3.1)) on déduit 'expression compléte de vi ()
donnée par

W (z) = A7 (z,9) 5 coshv/—z(§ — )
’ \/__ZAZ_ (—1, 5) + AZ— (_17 5)

_ /0 H (e.7) ¢ (r)dr (3.4)

B /0 cosh /—z(§ — z)sinh /=2 (7 + 1)
-1 \/__ZAZ_ (_175)

g-(r)dr
ou

pour z € [0,4],

{ AT (z,06) = sinh \/—zx cosh /=2 + pcosh /—zz sinh /-2,

et

5 1 AT (1,6)coshy/—z(0 —z) si 0<7<x
Hz +(l’,7’) = _ .
’ V—=2A7 (=1,0) | Af (2,6)coshy/—2(0 —7) si <7

Pour le passage au cas abstrait on pose

{ o8 (2) = L3 (2, /- g1 g-) @),
0 (2) = L2_(f2. /-, g1 9) @)
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En écrivant que

L (f2 f g 9-) ()
= L2 (F2, -, ()" () + Q0w (), (u)" () + QUud ())(w),
et de méme
L3 (f3.f- 65, 9-)(x)
= LI (0 ()" () + Q0 (), ()" () + QU ())(x),
on aura alors
L b )o) = oy Dty SRS

é
—/ H5 (x,7) (ui)"( )dr

/ ul, (1) dr (3.6)

cosh \/_( —x)sinh/—z (7 + 1) "
- [ S LE) (e

0 cosh /—2(0 — x)sinhv/—z (1T + 1)
_ /1 A (L.0) Q(r)u’ (r)dr
5
/OHng(Z'T)(ui)”(T)dT = —u’ (x —z/ ()l (7
+cosh \/_Zco(shl\/é—?( )u+ (0)
sinh /=2 cosh v/—2(6 — x) /
T A (C1,0) () (0)
A7 (x,0) f5
VA (FLo)
et
0 cosh/=2(d — x)sinh /=2 (7 + 1) Y (P\do
e v e L
cosh v/—2(§ — x) sinh/—z (7 + 1)
\/_/ A (—10) u’ (T)dr
_cosh y/=zcosh v/=2(d — )u (0)
A7 (—1,6) -
sinh v/—zcosh v/ —2(0 — x /
R ) O

+cosh V—=2(6 —z)

A (CLo) o
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et ceci en faisant une double intégration par parties.

En remplacant ces nouvelles expressions dans ’équation (3.6) et en utilisant les conditions
de transmission / /
5 5 5 5
u_ (O) = Uy (0) ) (U_) (0) =D (’LL+) (O) s

on trouve que

Lﬁ,—l—(fj—af—?giag—)(x) - u+ +Z/ .T T U+ )dT

- [ e et () ar

0 cosh/=z(6 — x)sinh/—z (T + 1)

v -1 A (—1,0) u”(r)dr
0 cosh /—2(0 — x)sinh /=2 (1 + 1) 5

- /_1 V=207 (—1,0) Q(r)u’ (7)dr.

En identifiant cette derniére expression avec la formule (3.4)), on obtient ’équation

ud, (z +z/ (w7l (7 dT—/ Q(T)ul () dr

_ A (z,0) P COSh\/—_Z /
V=2A7 (=1,0)"" Az (-1
0 cosh\/—_z( —x)sinh\/—_(7+ 1)
—/1 VA (-1.0) g_(T)dr (3.7)
W 0 cosh \/—z(& A—zx()jllrj};;/?z (1 + 1)u‘5_(7)d7
+/ cosh \/—_2(5 —x)sinh/—z (7 + 1)
-1 \/__ZA; (_175)

(z,7) ¢S (T)dr

Q(T)u (1)dr

pour tout = € ]0,J].

En faisant de méme pour L’ 7(fj‘r, f-,9%,9-)(x), on trouve pour x € |—1,0[ 'équation

—z/ K! (x,7) dT+/ K] (2, 7)Q(m)u’ (1) dr

_ ps.lnh\/—_,z(ac+1)f§er A7 (x,0)
A7 (—1,96)

vV—zA7 (=1,9) /-
% peosh/—2(0 — 7)sinh /=2 (z + 1) 5
—/0 VA= (—1.0) d’T—l—/ K, (z,7) g-(7)d7 (3.8)
dr

pcosh /—z(6 —T)smh\/_(x—i- 1) o
+\/_/ A ( 1 5) +(7—)
+/ pcosh/—2(0 — 7)sinh /=2 (z + 1)

0 \/__2A; (_1’5)

Q(T)ui (1)dr.
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En appliquant I'opérateur (Q(z) — zI)~! aux équations (3.7)) et ( suivant les valeurs de
x, en utilisant le calcul de Dunford et I'identité algebrlque

[Q(@)(Q(2) — 2I)™ = (Qa) = 21)7'Q(r)] ul(r)
= Q@)(Q(z) = 2I)7 [Q(1) ™! = Q)7 Q(r)ul(7),

on trouve les deux équations intégrales suivantes :

u+ )+ —//0 — )7t [Q(T)_l - Q(x)_l] Q(T)ui(T)deZ
1 AT (z,9) 1
- 5 [zl )(Q< 0 1) flas
cosh \/_( ) .

e / / v) — 2) g (7)drdz (3.9)

cosh /—2(6 — ) sinh v/—2(7 + 1) B
2@7?// (Q(z) = 2I) " g_(1)drdz

VAL (-L0)
cosh /—z(6 — ) sinh \/_(7 +1) B
2@71'// \/—_ZA ( ) (Q(ZL“) - ZI)
X[ —Q(x)” 1}@() ()dez
pour tout z € ]0, 0] et
2 //_ Ké (2, 7)2(Q(x) — 2I) 7 [Q(1) ™ = Q)] Q(1)ul (t)drdz
1 [psihyE@+) Z
o 2“-( \/_A ( ) (Q( ) ) f+d
1 A7 (z,0)

2”_‘_ A ( 1 6)(Q( )_ I)_lf—dz

pcosh \/—_Z — 7') sinh v/—2z(z + 1) s
2 // (Q(z) — 2I) gl (r)drdz (3.10)

A7 (—1,0)
2@#/7/_ K? _(x,7)(Q(z) — zI)'g_(r)drdz
p cosh \/—_z — 7') sinh /—z(x + 1) .
= / / O Q) - 21)
x [Q(r Q(z)™] Q( ) ( Jdrdz

pour tout x € |—1,0].
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Ces deux équations peuvent aussi s’écrire sous la forme suivante :

ul (@) + 15 (2, Q()ul () + J4 (2, Q()ul ()

= 0l (2, Q@) f] + di (2, Q(x)) - + 9, (2, Qx), g]) + =, (=, Q(x), g)
=15.(f2, - 9% 9-) (@),
w® () + I (2, Q()ul () + J2 (z, Q()ud ()

= 0’ (2, Q@) f) + & (2,Qx)) f- +(2,Q(x), ¢}) + =& (z,Q(z),9-)

: :li(fiaff:giag*)(x%

Qi) = o f [ r) = 20)7 [QU)™ — Q)] Qe (r)drdz,
Qe - o ¢_—f;§”(f>1’ 5)(Q(w)—zf)’1fidz,

0w - 5| h“(‘_i T2 Q) — a0

Q) = g [ [ 8 o) - o1 s

Rl ey = Sm%‘_z(””(@(x)—znlg<r>drdz,

el () = 5 / COSW‘_Z ! Sl“ﬁ{;)‘_“””z(@(x)—znl

21
x [Q(7) Q(x)*l} Q( Jul (1)drdz,

pour tout x € ]0, 0] et

Iz, Q) () = 2271'// K‘S (z,7)2(Q(z) — 2I)~" [Q(T)_l—Q(x)_l] Q(1)u’ (1)drdz,
W@ QU = oo pjri—};ﬁ(_ﬁz)l)@(aﬁ)—zf)lfidz,
B Q) = 5 AA;(@’lég)(Q(x)—zf)lfdz,

i) — QW// pCOSh\/_ — 7)sinh /—z(x + 1)

¥ (2.Q(a). g} ALy (@) = =1) gl (r)drds
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@’ (2,Q(x),9-) = 2@7// K‘S (z,7)(Q(z) — 2I)'g_(7)drdz,

5 5 _ pcosh/—2(6 — 7)sinh /—2(z + 1)
T (2, QL) () Qm / / LTy
Q)] Q) (r)drds,

2(Qx) — =)™

pour tout z € |—1,0].

Ainsi on obtient le systéme que vérifie la solution stricte (u‘i, u‘i)
u (2) + I (2, Q()ud. () + T2 (z, Q()ul () = 13(f2, f-, 9%, 9-) (@)

. (3.11)
ul (x) + 12 (2, Q()ul () + J2(z, Q()us (1) = 2(f2, f-, 9%, 9-) ()

Pour montrer que ce systéme est solvable et obtenir la solution voulu du probléme (Fj), on
doit justiﬁer la convergence absolue et la régularité des intégrales figurants dans les deux

équations ({3.9) et ( -

3.3 Convergence et régularité des termes avec inté-
grales

Dans ce paragraphe le parameétre A\ est considéré fixé.
La régularité des intégrales est donnée par les propositions suivantes :

Proposition 3.2 1. 1l existe une constante K > 0 ne dépendant que de vy telle que pour
tout z € y et x € [0,0] ,0n a

172z, QA )l < K (1RO Ol o sy -
2. I3 (2,Q()ul(.) € D(Q(x)), ¥z € [0,4].
Preuve. 1. Soit 2 € [0,6]. On a
123 (2, Q) (D

- ‘ 2ir // H (2, 7)2(Q(x) — 217 [Q(r) ™) — Q(2) Y] Q(r)u (r)drdz
K‘;/ (gog} /06 [HY (@, 7)o — 7

E

1)
L / / H? (2, 1)Q) Q) — 21 [Q(r) ™ — Q)] Q(r)ud (r)drd=

) |Z My

E

IN

(-)Ui(-)cho,a];E) ’
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grace a 'hypotheése (H.2). On utilise ensuite les lemmes 2.8 et [2.10, pour obtenir que

”[5 ()u+ ||E
|dz|
< KZ/’ |71+” +1 Q()u i(')HC([O,é];E)
< KflQ()ui( Hc([o,zﬂ;E)’

car % + p; > 1, pour tout 7 =1, ..., m.

2. Découle directement de 1. En effet
Q) IS (2, Q()us ()]
- ‘ 23T // (2,7)2Q(2)(Q(x) — 21) " [Q(7) ™! = Q(x)™!] Q(7)ul (7)drd=

|d=|
KZ/ i, (‘)HC([O,(S];E)

KHQ : “+ : ||C([0,5];E)'

IN

IN

Proposition 3.3 1. Il existe une constante K indépendante de ¢ telle que pour tout x €
[0,0] et f0 €E, ona
In% (@, Q)2 < K || £l

et
£ 0 (2, Q) f2 € C((0,6]: E).

2. Si f2 € Do) (1/2 4 ag, +00), alors pour tout x € [0,6], nd.(z,Q(z))f € D (Q(z)) et
z = Q(x)n’ (z, Q(x)) fI € C([0,6]; E).

3. Soit fo € D ((—Q(5>>1/2). Alors 1. (z,Q(x))f2 € D (Q(x)) et
z = Qa)nf (z,Q(x)) f1 € C ([0,0]; E)

si et seulement si
(-Q(9)""* 11 € DQ()),
z— Q(O)n’(x,Q(8)) fo € C** ([0,6]; E) si et seulement si
(—QU)* 1] € D /=5 (200, +00) = Dq) (a0, +00).
Preuve. 1. Soient = € [0,0] et f{ € E.
En utilisant le lemme 2.5 'hypothése (H.1) et 'estimation

‘Az_(%é)‘ < (1 +p>eRe¢Tz(m+1)
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on obtient

C’2 sm 90

fRe\/jz(zS x) 5
K [ el
gl E

|dz|
K[l

K12

4(1 + V—z(z+1)
e eensil, < [ B el 1,

IN

IN

IN

d’ou le résultat.

2. Soient x € [0,0] et f2 € Dgs) (1/2 + ap, +00). Alors

Q(x)nl, (z,Q(x))
1 Af(x,0

2im | /=207 (—1,0)
1 Af(x,0)

i
) Q)@ - 21y fd

- L[ A [Q@)(Q@) — =)™ — QO)QW) — =) fidz

2im Jo/—2A7 (—1,9)
1 AF(z,0)

T Ve A D) fidz
_ 1 Af(x,0) L
C ur 7\/—_ZAZ—(_L(;)CA [2,2,0] Q(0)(Q(0) — 2I) ™" fldz
1 AT (x,0) e
+ﬂ L V—=2AZ (-1, )Q<5)(Q(5) — )7 fldz

= Ni(z) +Q(O)ng (z,Q() f2,

ol on a utilisé 'identité suivante

Q(@)(Qx) — 1) — Q()(Q(9) — =1
= 2Q(@)(Qz) — =)' [Qx) " — Q(0)”
= Ca[z,2,0] Q()(Q(d) — 2I)7",

)
1QMOQ0) —21)

|
w

Crlz,2,0] = 2Q(2)(Qx) — 2I) ™" [Q(x) ™" = Q(8) '] .
On pose
N (x) = N (2) + N; (a),

o N (z) et N; () sont les intégrales sur les deux parties
v,={z€~: 12| > 1/ (6 — ) }, 7,:{267:|z|§1/(5—9§)2},

de la courbe v respectivement (voir Figure 3).
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Imz 4
§
- 7
Mo _,/ﬁaj 1453
I“““\\\ Rez
\.\\\
",
1
Figure 3
Pour N (z) et par hypothese (H.2) on a
INE @)
- K/ 4(1 —l—p) Rev/—z(z+1) | |Z x’ Oéi |dz]
- + |z|1/ Cp, sin (92 ) eRev=2(0+1)
—x)
< KZ/ PG e (0 — @)% |dz| ||f+HDQ(5) (1/2+a0,+00)
fasin(90/2) odo 5
< Kzl / — ) ( o2 )Hﬁ‘ao (6 — x)z ||f+HDQ(5)(1/2+aO,+oo)
’ 1 —
(6 —z)*
ai+2p;—2+2a
< K;(‘S —x)M T ’ ||f+HDQ(5)(1/2+oco7+oo)
o+2a
< K(6—ux) ’ Hf+||DQ(5)(1/2+ao,+oo)
<

K H f—?— “DQ(5)(1/2+()¢0,+00) ’

ou
o= min (a; +2p; —2) > 0.

Pour N (z), en utilisant les mémes estimations, on obtient alors

|/% |Z’1/2+a0 ||f+HDQ(5)(1/2+a0,+oo)
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IVE @)l
4(1 4 p)eRev=2(+1) (6 — )™ |dz]

= Z/ Z|1/2 02 sin (92 ) eRev/=z(6+1) |Z| |Z|lh ‘Z|1/2+a0 Hf'i‘HDQ((;)(l/Q—l—ao,—i-oo)
< KO- [ i W17 1

- 1/(5-2)?
= K;“ — ) / o (A2 || £3 11 g (124 0,009

1= ro
< K21(5 SR HerHDQ((;)(l/2+ao,+oo)
< K(6—x)7te Hf+HDQ(5)(1/2+aO,+oo) < K HffrHDQ(é)(l/}l-ao,—i-oo)'

On remarque que pour la convergence de N, () il suffit que f$ € D ((—Q((S))l/ 2) car dans

ce cas on aura

1 Af(x,9)
N. = —— Z2 C o
+(@) 2ir |, V=20 (—1,0) A[z2,9]
X (—Q(9))"*(Q(0) — 1)~ (~Q(8)"* fidz,
donc
I[N+ (2) | 5
4(1 + p)elevFat) % |dz|
< / 1/2 o 9 Re v/—2(3+1) |2 ’Z m 1/2 Hf+||D Q()'/?)
||C’sm°)eeer ||
< KZ/ ‘M 5—x “ildz| Hf+HD Qe)1?)
< KZ p) QHf-FHD ((-Q()*72)
< K(5—x Hf+HD((_Q(5))1/2)
S KHf+||D QU)?)
et ceci en utilisant le fait que
_ K
H DACORE uw = 7

(Pour cette inégalité voir [36] corollaire p. 39).
Pour Q(6)nS. (x,Q(d)) f$ on a

Q) (z,Q(0)) f1
1 AT (z,9)

V=27 (-1

 2ir

75>

(—Q(6)"* (Q(5) -

)7 (=Q(6))"? fde,
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donc
[Q(O)nS (z,Q(8)) £2 [
1 +p Rer(x+1) |dz|
— / ’Z|1/2 CQ Sln )eReF 5+1) ’z‘l/Q—l-ao Hf+||DQ(5)(1/2+a0,+oo)

IN

—Re\/i(fs x) 5
K/ PR |dz| ||f+HDQ(5)(1/2+OéO7+OO)

< K(¢ 2% Hf+HDQ(5) (1/2+ag,+00)

ce qui prouve la continuité de Q(x)n’. (z,Q(z)) f2 sur [0,4].
3. On rappelle ici que

Do) (1/2 + ag, +00) € Do (1/2,1) € D ((—Q(a))lﬂ) ,

(voir [20]), donc si f9 € Dgs) (1/2 + o, +00) , alors f§ € D ((—Q(é))l/2> :
Soit f2 € D ((—Q(é))l/ 2) . D’aprés la remarque du point précédent, il suffit de montrer le
résultat pour Q(8)nd (z, Q(5))f2.
En utilisant le calcul de Dunford on peut écrire le terme n’ (x, Q(8)) f2 sous la forme
n (2,Q(0) 1 =T (5,Q(8) ™ H (x,Q(6) e~V (=Q(8)) /2L,

ou

T(5,Q(5) = (I—i—e_%\/m) (1+e—2\/m) (3.12)

+p ( J_ 2 fcz(a)) ( J— 2 —Qw))

H(z,Q) = (1—e2V0) (14¢2V700)
+p <I te2 —Q@)) ( [ o2 —Q(é)) _

On montre donc l'inversibilité de 'opérateur 7' (5, Q(9)) (on peut le faire aussi pour H (x, Q(6)))
et on trouve son inverse en se basant sur les techniques de Lunardi [28].

On a

T(0,Q(0)) = <[+6725m> <I+e ) ( —26 fQ(5)> ([_ o2 fQ(é))
= (1+p) [T+ (V70 1 o2V7A0) 4 2040700
= (1+p)[I+11],

ou
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donc
T(6,Q0)" = (1+p) ' I+1]"
= (1+p)t{I-0)
avec
I = L [6 <€_26\/TZ + 6_2\/—72) + 6_2(64—1)\/?2] (Q((;) . Z)_le
2 - )
1 € (e720V= L =2V 4 o—200+1)v=n )
vo= 2_ ( —26v/—n 2\/)7 —2(6+1)v/=n (Q((s) - 77) 1d7]7
T 721—1—6(6 n4e n)_|_e 7

ol 7, et v, sont deux courbes homotopes (Figure 4).

Imz &

anY

Figure 4

Ces deux intégrales sont absolument convergentes. En effet
d
M| gy < K/ (e—zaReﬁJre_zRe\/_—Z) ldz| _
ga!

Pour ¥, on écrit

\Ij_

1 € (6_25\/?77 + e—QVjﬁ) —+ 6_2(6+1)\/j77
3/
2

4N (—1,8) e GHDVT

et grace au lemme [2.5], on aura

d
||\IJ||L(E) < K/ (6_25R6H+6_2Re\/:7> ’|—77" < K.
n
Y2
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On a
(I+I) ' =1-U,

si et seulement si
{ Ov=1-v

VIl =1I— .
Pour montrer cela, on considére le découpage suivant de v,(i = 1,2),
{%“:we%mazR}
1 ={z €l <R},
ou R > 0 fixé. Soit aussi

FER) = {z: |arg(z)| < 0; et |2| = R}.

On pose
-1
b = [ e ) o] @D
2im )., z—n
L[ (VT e W) 4 2OV (Q() )
Lz) = o— d.
2 (z) A% Vg 1+e€ (e_%\/jn + 6—2\/—7) + e—200+1)v=n n—z n
Pour I; () on a
1 5) — )L
L) = Jim o [ e (VT g eV 2 Q) —2)7" .
R—oo 2T [ (=) z—1
-1
= lim = [e (e_%‘/jz + 6_2\/—7) + 6—2(5+1)ﬁ] Mdz
R—o00 207 | () p(®) z—n
—1
Cqim [6 (efmﬁ n eﬁﬁ) n 672(6+1)ﬁ} (QUO) =2,
R—o0 207 (P z—n
En appliquant le théoréme des résidus, on obtient que
L [e <e*25\/jz + 6*2\/*7) + 6*2(5+1)\/jzi| (Q(0) —2)~! A=
2im J (O up(® z—n
_ [e (e—zéﬁ + 6—2\/—7> i 6—2(6-{-1)\/—77} (Q(5) — 7])_1‘
Le deuxieéme terme de I; () est nul car
-1
L/ [e (6—25\/—7 i 6—2\/—7> i 6—2(5+1)\/_7} (Q(5) — 2) "
2im Jp(R) z—n
1 L(B)
< @/__J@L__
r(® [z =l |z + Al
260,

< K§—>07R—>OO,
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L (n) = [e (efz‘s\/j" + 672\/j7> + 672((”1)\/:7} (Q(6) —n) ™t

Pour I (2) on a

1 € (e720V=N 4 ¢=2V7T) 4 o200+ )V 5) —n)t
L) = lim L ( ) Q) -n",
R—o0 207 [ () 1 + € (72071 4 e=2V71) 4 e 20H0V=n g — 2
1 € (6—25\/?7 4 e—QM) 4 e 2(6+)V=n (Q(&) _ 77)—1
= Jim o Z2670 4 o—2v-1) 4 e—20+1)v—n dn
R—00 207 [ p( 1 + € (€72V71 + e2V7T) 4 ¢ RS
1 € (e VTN 4 eV 4 e 2OTVET(Q(5) — )~
R—00 20 Jp(R) 1 + € (6—25\/—7’ + e—2ﬁ) + e~ 2(6+1)v=n n—z
et
1 (BT W) 4 2V (@) =)
n=u,

2m o L e (e VT 4 e 2) 4+ e 200V g -z
en tenant compte du fait que la fonction a intégrer est analytique (z € v, est extérieur a la
courbe fygf) U FgR)),

La deuxieme intégrale est nulle pour le méme argument que l'intégrale sur FER). Ainsi

IQ (Z) =0.
Donc

1)? € (6*25\/77 + e*2x/jn) 4 e—20+1)v=n
v = (%) /71[Y2 1+¢€ (6—25¢jﬂ + 6—2\/—77;) + e—2(6+1)y/=n

x e (73T 4 e VTE) g e 2EVEEL(Q(6) — ) Q) - 2) iz,

en utilisant 'identité de la résolvante

1
Q) —n)7H(Q(0) —2)" = . [(Q) —n) ™ = (Q(0) — 2) '],
on peut écrire que
_ b C2VTE | 2VF) Ly 2+ )VE
v = 2 ), [e <e WV=z 4 g2 > 4 ¢~ 20H1 } I(2)dz
1 ¢ (6—25\/—7+ 6—2\/—7) 1201V

ain ), Tt e (e vt e V) 1 ez )4
en remplacant I; (n) et I3 (2) par leurs valeurs, on obtient
1 [€ (7Y 4 2V 4 =201 V=] 2
2im ), 1+ € (e 25V 4+ e=2V7) 4 26+ 0v (@) =n
_ b [e <€—26\/—7 n 6—2\/—7> n e—z(a+1>¢—7] (Q(6) — ) ~dn
2
1 € (e720V=1 4 e=2V=N) 4 o= 206+1)v=7 )
% ( —25y/—1 —2\; —2(6+1)\ﬁ(Q(5) —n) 'dn
T 7Ql—i—e(e mT+e ’7)+e n
= II—-W.

v =

1)~y
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On montre de méme que VIl =11 — .
Ainsi, puisque pour tout £ € E, e~V -QE)¢ ¢ D (Q(6)) (voir [16]), on aura

(—Q(8)) ny (=, Q) f2
= (QO))T(6,Q(9) " H (x,Q(6)) e” IV (=Q(5))" 3
= T(5,Q(8)) H (x,Q(0) e” IV (=Q(8)) /2 1.

En utilisant les résultats de Sinestrari [33], proposition 1.2, p.20 et théoréme 3.1, p.39, on
déduit que
Qo)n’, (2, Q) f} € C([0,0]; E),

si et seulement si

1/2 12 AT
(=Q(8))"* 2 € D (—(=Q(8))"*) = D(Q()),
(pour cette égalité, qui résulte des propriétés des puissances fractionnaires d’opérateurs sec-
toriels, voir Haase [21]) et

QU)n’(w, Q) [ € € ([0,0]: ),
si et seulement si
(—Q)'* 1l € D /=5 (200, +00) = Do) (a0, +00) .
(Cette derniére égalité est diie a la propriété de réitération de Lions [27]). W

Proposition 3.4 1. [l existe une constante K ne dépendant que de v telle que Vx €
[0,6],Vf- € E
|5 (2, Q@) f-|| p < K [If-]lg -

2. Il existe une constante K ne dépendant que de 7y tel que pour tout x € [0,0] et f_ € E,

2.(2.Q)f- € D (Q()) et
|Q(@)d’ (2, Q) f-|| , < K |If-Ilg-
Preuve. 1. En utilisant hypothese (H.I) et le lemme [2.5, on a pour tout = dans [0, 4],

. QN £l
4eReV=2(d-2)
= /Y |Z+)\’C¢920 sin (%) eRev=z(6+1) |dz| Hf—HE

efRe\/jz(erl)
< K/—\dz\ TArEy .
T
2. Soient x € [0,9] et f_ € E. Alors

Q) 0. QNS < K [ e VD e < K
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Proposition 3.5 1. Soit g5 € C([0,6]; E). Alors il existe une constante K ne dépendant
que de v telle que pour chaque z € vy et x € [0,0] on a

”79(S (z,Q(), g5 HE <K HngHC([oa] E) "

2. Pour tout x €0,6] et g5 € C** ([0,6]; E), on a ﬁi(z,@(w),gi) € D(Q(x)) et

Q)Y (x, Q(x), g1)
2Z7T// (2)(Q(x) — =I)~" (gi(r) — gi(:c)) drdz
+4% ().

Preuve. 1. Soient z € [0,4] et ¢5 € C ([0,0]; E). En utilisant Ihypothese (H.1|) et le lemme
2.6 on obtient

ldz|
19200, < 5 [ 1oy <
2. Soient z € |0,4], g% € C** ([0,0]; E). Alors

ﬁi(m,@(:p),gi) = 227T// H (x,7) )—zI)_lgi(T)dez

T 2 / / Q(z) = 2I)7" [g(7) — g% (2)] drdz

2m// Q(x) — 2I) g} (x)drdz,

de plus
_.y-18
2z7r// Q(x) — 2I)"" g% (x)drdz
_.y-18

5=/ ( / (w7 dT) (@) — 21) 148 ()
avec 5 ( )

5 _ coshy/—zcoshy/—z(0 —z) 1

/0 B (2, m)dr = zA7(—1,0) 2’

donc

C unm /7/0 Q(z) — 2I) "¢} (v)drdz

- L COSW?ACO?hg< 2 (Q) — 21) gl (1)
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1 [(Q)—=))""

5
Yo ), =
B 1 cosh v/—z cosh v/—2z(§ — ) 5
= o ) 2A-(—1,0) (Qz) — 2I)” 19+( )dz

+Q(2) 7 gl (),

par conséquent

9 (x,Q(x), g5
5 // () — D)7t [gi(T) — gi(m)} drdz
cosh /—z cosh /—z(§ — x) 15 1
o [ R ) - ) @ + Qe ),
de plus
o= [ [ 12 e @) o) (i) - o )]
i 5
= K//o (12 (2, 7)| |2 = 7% dr [d2] || ]| cono 0,511
vy
et puisque
b 2c K
/[; ‘Hg,—l—(va)Hx | 0d7§‘|1—+ao’
donc

— 6 H? (2, 7)Q(2)(Q(z) — 2I) 7" [gh(7) — g4 (x)] drdz
5/

d2]
S K/ | |1+a0 Hgi”CQ&O([O’éLE) S K HgiHCMo([O,g];E) .
Aussi on a pour le deuxiéme terme

' L / cosh /=% cosh /=2 (6 — )

E

Qx)(Q(x) — 21) "¢} (x)d=

2A; (—1,0) ;
< K 4€Re\/?zeRe V—z(6—x) |dZ’
N 02 sm eRe\/?z(5+1) H +HC[O S;E)

o~ Rev—zz
< K/ |dz| ||giHC([O,6};E) <K Hgincqo,a];E)'
En conclusion on a pour tout x € 10, 4], ¥°.(z, Q(x),¢%) € D (Q(x)) et
Q)0+ (2, Q(x), g )
o / [ H e MQQ) — =) () — g 0)

cosh \/—z cosh /—z(0 — )
 2ir 2A7(—1,9)

Q2)(Q(x) — 21)7 gl (x)dz + g (x).
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Proposition 3.6 1. 1l existe une constante K ne dépendant que de v telle que pour tout
re€0,6] etg- € C([-1,0];E), on a

1= @, Q) 9 )|y < K llg-Nlogr.01m) -
2 Vr€]0,d],¥g € C([=1,01; ), @ (, Q). 0.) € D(Qx).
Preuve. 1. Soient = € [0,0] et g_ € C ([-1,0]; E). Alors
I (2, Q@) 9|

= H 2m// COSh\/—_Z\/_—Z)s(inh\/)—_z(T—i-l)(Q(x)_zj_)1g(T)dez

e g
K// dr ld2 gl o
v —1|Z|3/2 C? sm( )eReﬁ(6+1) C([-1,0E)

0 —Re V—z(z—T)
K[« L LA o
i

—Rev=zz _ ,—Re V—z(z+1)
K / i 421 19— llor01)
v |Z|

e~ Re fzz(]_ . efRe\/jz>
«f o 420 lg-exg-son

—ReV—zz
< K/ |dz| ||9—||c([—1,0];E)

|dz|
< K / = ||g_||c<[_1,ow) <Kl o ronm -

E

IN

IN

IN

IN

2. Se déduit de 1. En effet

fRe —zx
K / 1421 19l 100

< K ||g—||C( [-1,0];E) ,\V/[L‘ S ]0,5] .

IN

Proposition 3.7 1. Il existe une constante K ne dépendant que de ~y telle que pour tout
x €[0,0] on a
5
HJJr(xaQ(-) HE <K HQ ')”C([—LO];E)‘

2. Vx €[0,6], J2(z,Q()ul () € D (Q(x)).
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Preuve. 1. Soit z € [0,4]. On a

1732, QU (Dl
04 coshRe/—2(d — x)coshRe/—z(7 + 1)
</,

| |1/2 02 sin (670) eRe v=2z(3+1)

IN

X Z E |u dT |dz] [|Q()u ')”0([71,01;15)
K // coshRe/—z(§ — z) coshRe v/—2(7 + 1)
i=1 /v/ -1 |Z

#it1/2 JRe/=2z(5+1)

IN

X (x —7)"dr |dz| ”Q U\ HC([—l,O];E)

coshRe v/—z(d — x)
= Z/ E ul+1/2 eRev/=2(5+1)
X (/ coshRe v —z(17 + 1)(z — T)O‘idT) |dz| HQ(')ué_(')”C([—l,O};E)
coshRe/—z(§ — z)
< Z/ E uﬂrl/2 eRev/=z(5+1)
X (/ coshRev—z(17 + 1)(z — T)O‘idT) |dz| HQ(')U(S—(')”C([—LO};E) ,
-1
on a aussi pour tout ¢ = 1, ....,m et par 'inégalité de Holder

z o sinh Re /—z(z + 1)
/1 coshRe v —z(1 + 1)(z — 7)%dr < K |Z|(ai+1)/2 ’

(voir p.32 lemme [2.9), donc

175, QE)uZ (Dl

cosh Re v/—z(§ — z) sinh Re v/—2(z + 1)
= Z/| MH/%Re 2 041) W 22| QCYu2 (| cr,0)
dz|
< Ky / et 1908 Ollog 1
< KHQ Ju-\ ”0([71,0];13)'

2. Découlede 1. N

Proposition 3.8 1. 1l existe une constante K > 0 ne dépendant que de ~y telle que pour
tout z € y et x € [—1,0] ,0n a

HIi(LQ(') HE <K [|Q()u ')”C([—LO];E)’

2. I’ (z,Q()u’ () € D(Q(x)),Vx € [~1,0].
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Preuve. 1. Soit z € [—1,0]. Par I'hypothese (H.2) et les deux lemmes [2.9] et en suivant
la méme méthode que dans la preuve de la proposition [3.2] on trouve que

172 (2. QU (D]
d
KZ/ (X[/zim HQ<‘)U6*(')HC([71,O];E)

KHQ U=\ HC(H,O];E)'

IN

IN

2. Se déduit de 1. N

Proposition 3.9 1. Il existe une constante K ne dépendant que de ~y telle que pour tout
€[-1,0l et fS €E, ona

InZ (2, QN Sl < K112l

et
v nl(z,Qx))f] € C([-1,0];E).

2. St f0 € Dgs (1/2+ ag,+00), alors pour tout x € [—1,0], on a n’(z,Q(z))f] €
D(Q(x)) et
= Qa)n’ (,Q(2)) fy € C([-1,0]; E).

Preuve. La démonstration est analogue & celle des deux premiers points de la proposition

B3 W
Proposition 3.10 1. 3 K ne dépendant que de 7 tel que Vf_ € E,Vx € |—1,0],

a2 (z, Q@) f- ||y < K | f-Il5-

2. 3 K ne dépendant que de v tel que
Vi€ D(Q(-1)), Yz €]-1,0],d’ (z,Q(z))f- € D(Q(x))

et
|Q(@)d? (z, Q) f- ||z < K 1Q(=1)f-|;-
3. d° (2,Q(z))f- — f- — 0 quand x — —1% si et seulement si f- € D(Q(—1)).
4. (., Q(—=1))f- € C?** ([-1,0]; E) si et seulement si f— € Dg(—1) (g, +00).

Preuve. 1. Soient f_ € F, z € |-1,0]. On a

B QN = o WA} 2 Q) = 20 = (Q(-1) = =) s

1 A7 (x,0) 1
+% A ’5>( (=1)—zI)""f dz

= D.(z )+d5(fr, Q(=1) /-
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En utilisant 'identité

(@ —zI) ((1)— D7
= Q >< )= 2D Q) = (=) Q(-1)(Q(=1) — 2D) 'L,

on peut écrire D_(x) sous la forme

D_(r) = o1~ / %o 2y 1] Q- 1)(Q(-1) — =) f_d=,

grace a ’hypotheése (H.2), le lemme [2.5] et I’estimation

A7 (2,0)] < (14 p)eleV =202,

on obtient
4(1 + p)eRev=200-2) ' (g 4 1)®
ID-@lls < K [ o o e Z e g
—Re\/—iz(a:—&-l)
< KZ (z+1)" ldz] [/~
< K@ 1)
i=1
< K+ llg-
Pour le terme d° (z, Q(—1))f_, on pose
(z,Q(=1))f-
1 A7 (z,0)
- 2m/7+ A (—1,0) (Q=1) = =0) " fodz
1 A7 (z,9)

ou

{7+:{z€7:|z|21/(1—|—x)2}
= {eeq <1/ (427},

on considére aussi
I'={z:]arg(z)] < b et 2] =1/(1 +x)2} :

orienté positivement.

Donc d’ (x,Q(—1))f_ peut s’écrire sous la forme
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et on a

d2 (z,Q(=1)) f-
1 A7 (x,0) .
T 2ir ), AL (-1,0) (Q(=1) —2I)" f-d=
1 A7 (2,0) — A7 (—1,6)
2 . As (—1,0) (Q(=1) —=I)" f-d=
+% ur (Q(=1) = 2) " f- dz = % (Q(=1) —2I)"" f_dz

IA‘(MM
Inls < K / : TARPR
e s e
(1 + p) eRev=20-2)
= K/ z] e Rev/—2z(5+1) ldz| || f-|| 5
e~ Rev—z(1+x)
< K{+n) FEITAD
|2|>—L ||
(1+=)
00 9p—0sin(0o/2)
< K(4) [ Fdol -y < K
1 A7 (z,0) — A7 (—1,0) B
_[ = - z _1 B I _d
e 2im A; (—1,0) (e )Z>fZE

E

N 2m//8Af f Q(—1) — zI)7" f_drdz
,0)

|8A y
wf [ i
1|A 15||| | |Hf||E

(1+p)]| z|1/2 Rev/—z(6—7)
K/ / eReV=2(5+1) | dr |dz| || f-|

—Re V—z(1+4T1)
i [ i
142z
K[ ||1/2) @151

1+1‘ 1
K/ T/f 4 11£- 1
K=t Iy < K11y,

IA

IN

IA

IN

IN

ol on a utilisé I'estimation

}aq—Az_ (7'7 5)| < (1 +p> |Z|1/2 eRe\/Tz(J_T)'
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I3 est nulle puisque la fonction & intégrer est analytique et

L / (Q(-1) — =1)" fdz

A% T

1
< K / L 1d2 I
r |Z|

I, = \
E

o1 1
< K/ : 5 dO [|f-|lg < K| f-|lg-
- 1+oc)2 (1 —f-fL‘)

2. Se démontre comme pour le premier point en utilisant 1’écriture de Q(x)d’ (x, Q(z))f-
sous la forme

Q(z)d (z,Q(x)) f-

- 2Z7T/AZ ( xiig Cilz,2, =11 Q(=1)(Q(—1) — zI) ™" f_d=z

A7 (x,0) »
2Z7T/vAz( 1,6) Q(=1)(Q(-1) —2I)" f_dz

- i ’Y%C& [Z,.I, _1] (Q(_l) - ZI)_lQ(—l)f_dZ
1 [ A(x,0)

—I—% A (-1 ’5)( (=1) — 2)'Q(—1)f_d=.

3. On rappelle que
d’ (z,Q(x))f- = D_(z) +d’(z,Q(-1)) f-,
ou

D) = 51 [ Sar B Ol QD@1 — 2D

avec

ID-(@)llp < K (x+ D)2 f || p < Kz +1)7 | f-|lg

i=1
ce qui montre que D_(x) — 0 quand = — —17.

Pour d’ (x,Q(—1))f_, par le calcul de Dunford, on peut I’écrire

& (z,Q(=1))f- =T (5,Q(~1)) " G (6,2,Q(~1)) "IV (3.13)

ou T (§,Q(—1)) est Popérateur inversible (pour l'inversibilité voir la preuve de la proposition

3.3) donné par
TEQ(-1) = (I+e*V0) (14 m)

+p ([—6—25 —Q(-1 )( —Q(- 1))
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et
G(6,2,Q(~1)) = (1+e—25m) (I+e%m>
+ p(f—e—% —Q<—1>) (J—e%m).

Par Sinestrari [33], proposition 1.2, p.20, on déduit que

& (z,Q(-1))f- — f—, quand x — —17,

si et seulement si f_ € D((—Q(—1))"?) = D(Q(—1)).
Ainsi &° (z,Q(z))f- — f- — 0 quand x — —17 si et seulement si f- € D(Q(—1)).

4. Le résultat s’obtient directement en appliquant le théoréme 3.1, p.39 [33] a la formule

ED). =

Proposition 3.11 1. Soit g5 € C ([0,6]; E). Il existe une constante K ne dépendant que
de v telle que, pour chaque z € v et x € [—1,0]

”796 (z,Q(x HE <K H9+HC([051 E)"

2. Vx € [-1,0[,Vg} € C([0,0]; E), ¥ (z,Q(x),¢%) € D (Q(x)).
Preuve. La preuve est similaire & celle de la proposition [

Proposition 3.12 1. Soit g € C([—1,0]; E). Alors il existe une constante K ne dépen-
dant que de v telle que, pour tout z € v et x € [—1,0] on a

|22 (2, Q). g < K N9-lle-ro1) -
2. Pour tout x € [~1,0[ et g_ € C2 ([—1,0]: E), on a @° (z,Q(z),g_) € D (Q(z)) et
Q)@ (z,Q(x), 9-)
- QZWL[ K. _(z,7)Q(z)(Q(z) — 1) [g_(7) — g_(2)] drdz — d’ (z, Q(z))g_ ()

1 psinh /=20 sinh /—z(z + 1) B
2im 2AZ(—1,0) Q(x)(Q(z) — 2I)" "g_(v)dz

+9g- (:L')7

Preuve. 1. Soient z € [-1,0] et g € C([-1,0]; F). On a

ldz|

= .00, < [ 153

5 l9-lleroim) < Kll9-lleq-rom) -

et ceci en utilisant le lemme
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2. Soient z € |—1,0[,g_ € C** ([-1,0]; E). Alors

7@ Q)g-) = 27,7r// K _(2,7)(Q(x) = 2I)'g-()drdz
B ZW// K. _(2,7)(Q(z) — 2I) ™ [9-(7) — g-(2)] drdz
2m// K2 _(2,7)(Q(x) — 2I)'g_(x)drdz,

et on a
0 )—z Tdz
22W//K 2,7) D)lg (x)drd
= 4 T, T)aT — 2 tg_(x)dz
o ([ e d) Q) - =1) g ()i
/_1 Kif(x,T)dT _ A7 (2,0) +p8i221/26?)nh V—z(z +1) N é)
donc
227?// K(S (z,7)(Q(x) — 2I)tg_(x)drdz
B A7 (z,0) + psinh/—zd sinh /—2(z + 1) 1
- e (@) = 1) g ()i
+% (Q(f) ; Z])ilg_(x)dz
B 1 A7 (x,0) + psinh /=24 sinh v/—2z(z + 1) .
- 5=/ e Q) — 21) g (2)dz
Q) g (),
par conséquent
9-)
= 2Z7r// K5 (z,7)(Q(x) — 2I) [g_(7) — g_(v)] drdz
A7 (x,0) + psinh /=20 sinh v/—2(z + 1) 71
. e (@) = =1) g (2)d:

+Q(:v)*1gf (@),

et on a

iz | [ K- Q@) — D) g () — g (2)] dri

0
< K[ [ IS )|l = 0 drd] - llgsea s
vJ -1

E
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d’autre part

/ |K5 xTHx 2O“’al7'<

E

donc
L / [ K@ 1)Q@)(Q) — 2D fo-(7) g ()} drd:

20T

d:
K [ o oo

< Klg-llzo0 1,08 -

E

IN

Pour la deuxiéme intégrale on a

1 / A7 (z,0) + psinh /—z0 sinh /—z(x + 1)

2im 2AZ(—1,0) Q(z)(Q(z) — 2I) 'g_(x)dz

B 1 A7 (x,0) 71
= o va(@(Q(@ —2I)"g-(x)dz
1 psinh /=20 sinh /—z(z + 1)
2irm J, 2AZ(—1,6)
= —d’(2,Q())g-(x)
psinh \/—zd sinh \/—2(z + 1)
2ir J, 2AZ(—1,6)

Q(@)(Q(x) — 2I) " g—(x)dz

Q(2)(Q(x) — 2I)~ g (w)dz,

et on a Vz € |—1,0]

Hd‘i(x,@(x)) ||E K lg- ||C( [—1,0];E) °
d’aprés le premier point de la proposition [3.10]
Pour le deuxiéme terme, on a pour tout x € [—1,0[
1 psinh /=20 sinh /—z(z + 1)
‘ 227r/ 2A; (—1,0)

ApeRe V=28 gRe v=z(x+1) dz|
K/C2 Sm 90 eRele) || lg- HC[ 1,0;E)

Q()(Q(x) — 2I) " g—(x)dz

E

<

Re —2T
< K [ o -l s < K lo-llog 1)

On remarque qu’au point x = —1 le noyau K g,_(x, 7) s’annule.

Finalement on conclut que pour tout = € |—1,0[, @’ (z,Q(x),9-) € D (Q(z)) et
Q( (z,Q(x),9-)

— 2’L7T // K5_ m 7' :E)(Q(l‘) — z])_l [g—(T) — g_(a:)] drdz — d(s_(:zj, Q(m))g_(x)

1 [ psinhy/—zdsinhy—2(z +1)
2i7r . zA7 (—1,0)

Q(2)(Q(z) — 2I)'g_(w)dz + g (z).
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Proposition 3.13 1. 1l existe une constante K ne dépendant que de vy telle que pour tout
€[-1,0], on a

172, QEuE D] < K QO Olloqogym

2. W € [-1,0], J% (2, Q()ul () € D (Q(x))
Preuve. On montre ce résultat de la méme maniére que celle dans la preuve de la proposition
[ |
3.4 Etude du systéme obtenu
On considére de nouveau le systéme (3.11)) et on applique 'opérateur Q(z) a ses deux équa-

tions [z € |0, §[ pour la premiére et x € |—1, 0] pour la deuxiéme]. Ainsi on obtient le nouveau
systéme

wl (2) + P, (wh) (2) = FU(f3 -, 9%, 9-)(2) = GS 4 (wl) (2), = €]0,4],

wl () + P (wl) (2) = F2(f. -, 9%, 9-) (@) = GS - (w) (2), 2 €]-1,0],

(3.14)

W) = QUL Wl () = QU (),
P, (wh) (z) = 2Z7T//H (z,7)C\ [z, z, ] w.(T)dTdz
Py (w? 22%// K2 _(x,7)C\ [z, 2, 7)w’ (T)drdz
G+ (w?) 227r// cosh \/__Z\/___ZX) S(inh \/;_Z(T+ 1>C>\ 2, 2, T]w? (1)drdz,

5 5 B ¥pcosh /—2(6 — 7)sinh /—2(z + 1)
GS_ (wh) (z) = —%/7/0 VA (—1.9) Cy [z, 2, )Wl (1)drdz,

Cy[z,2,7] = 2Q(2)(Q(x) — 2I)™* [Q(x)_l — Q(T)_l} ,
et
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P o)) = g [ 0@ — o)

+om / ) ¢<__1< 5) D Q@)Qw) - 21) 1 fdz

QW// (2)(Q(x) — 2I) g% (T)drdz (3.15)

cosh /—z(§ — ) sinh /—2(7 + 1)
227r// V=207 (—1,0)
xQ(z —2I)tg_(7)drdz,

V) = 1 [ psinh V—z(z+1)

R e ¢_—2A—< )@(x><@<x>—zf>*1fidz

227? / Az ( (2)(Q(z) — 2I) " f-d=
pcosh \/_ — 7)sinh /—2(z + 1)
 2im / / \/—A (—1,9) (3.16)
XQ —2I)7! ( Ydrdz

K] _(2,7)Q(z)(Q(z) — 2I)'g_(7)drdz.
/ /

Le systeme (3.14) peut s’écrire sous la forme abstraite comme suit
[+P§7+ G§\7+ wi B F_?.(fi7f—agiag—)
G 1+P )\ w Fo(f,f.ghg-) )
(I+1) WP = F°,
W5: U}i F6: Fi(fj-uf—?.giag—)
U}(;_ Fé(.fj-af—7g§|—’g—)
et T13 est opérateur défini de C'([0,]; E) x C([—1,0]; E) dans lui méme par

3 6 1
H(g (w(; wa) _ P/\,+ G)\,Jr w+ ‘
AT G5 P w®

La résolution du systéme (3.14) revient donc & inverser 'opérateur I + II dans un espace
normé adéquat.

qu’on note

ou
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On prend la norme suivante :

HHiHL(C’([O,é};E)XC([fl,O];E))
( HP)(\S7+HL(C [0,0;E)) HGi,JFHL (C([-1,0;E),C([0,6;E)) )
max .

s, Pl

HL(O ((0.6):).0([~1.01:E L(C([-1,0:E))

L’hypothése (H.2) permet d’écrire que pour tout z, 7 € [—1, ]

2] |2 — 7]™
|z + A"

)

IC (2,2, 7]l iy S C D
=1

donc pour tout z dans [0, d] et d’apres le lemme [2.8]

|PA+ wi) HE
— H 2277 (x 7)Cy [z, x, 7wl (7)dTdz, i
o |d2|
< KX;LM <$SEUOP5]/ } (z T)| |z — 7| dT) P ||wi||0([0,5];E)

2 5
S K;\/; |Z|ai/2 |/\+Z|Hl Hw"‘HC([O,é];E)?

ainsi en utilisant le lemme [2.12] on obtient que

1524 () (@)

1 K
< K)o 1t loqam < 557 1t logo s
i=1
ou
o= ._{nin (i +2u; —2) > 0.
Pour G§’+, on a
1G5+ (@2) @)
- 0 lcosh /=2(0 — x)sinh /= 2z(7 + 1) ’ .
< K —7|7"d
< k) )k (xi%% /. VAL (L) o
|dz|

X m Hwi ”C([—LO];E) ’
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et
/0 cosh/—z(6 — z) sinh /—2z(7 + 1) o o g
—7|*dr
_1 vV —ZA;(—L (S)
coshRev/—z(6 —x) [° o
K o e R /_1 coshRev—z(1+ 1) (z —7)" dr
coshRev/—z(0 —x) [* o
K o e /_1 coshRev—z(1+1) (x —7)% dr
Kcosh Rev/—z(6 — z) sinhRev/—z(x + 1)
- |Z|1/2 eRe vV=2(0+1) |Z|(a¢+1)/2
K
= W’
donc

wi”c([—l,o];E)

A+ 2

= d
o )@l < kY [t
i=1 Y7

1 K
< KY N2 [l |10 < I [
=1

De méme pour tout = dans [—1,0], on a
172 (w?) ()]

1 0
= ‘—// K (2,7)C\ [z, 2, 7| w’ (T)drdz
2w )y )1 7

E

m 0
< K3 [ K (mes[glloﬁo] / 1]K§,_(a:,r)}]a:—raidr>|)\tl% |-
= K;/v|z|°”/2|c|i;|+z“f wi”C([‘LO}%@
< &Y sz It oo < 5 1 lecans-
Pour G3_, on a
65 (u) @],
< Kp; A 2l sup /0 C°Sh“_z$_—2;§;iﬁ,§7<“” & — 7| dr

wj—HC([O,&];E) ’
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et
/‘5 cosh/—z(6 — 7)sinh /—z(x + 1) v ai g
— 7" dr
0 \% _ZA;(_L 5)
coshRev/—z(z +1) [° o
< K 2|72 gRe vz /0 coshRev—z(0 —7) (1 — )™ dr
coshRe/—z(z 4+ 1) [° a
< (5 — EEPRYCY
< 272 ohe 201D /x coshRev—z(0 — 1) (1 — x)™" dr
< Kcosh Re/—z(x 4+ 1) sinhRe/—2(6 — x)
- ‘2‘1/2 eRe vV=2z(3+1) ‘Z|(a¢+1)/2
< K
— |Z|1+o¢i/2’
donc

+ HC([O,&];E)

|65 () @], < ffjfjjf - i

A+ 2

K
< KZW” +||C[o5]E /2 ” +||C[05]E)

Des estimations précédentes on déduit I'existence d’un certain A* > 0 tel que pour tout
A >\ /\H < 1/2, ce qui permet l'inversibilité de 'opérateur I + I1§ pour tout A > \*.

Afin d’inverser I + 113 dans I'espace C([0,d]; E) x C([—1,0]; E) pour avoir Pexpression de la
solution stricte, il est nécessaire d’étudier la continuité du second membre F° et a I'occasion
sa régularité maximale. C’est ’objectif du paragraphe suivant.

3.5 Reégularité du second membre F?°

Proposition 3.14 On suppose (H.1)) et (H.2). Soient fo € D ((—Q(é))l/2> . f- € D(Q(-1)),

g% € C?* ([0,0]; E) et g— € C* ([—1,0]; E) avec 0 < 2aq < 1. Alors on a
1. FO € C([0,0];E) x C([~1,0]; E) si et seulement si
g2.(0) — g-(0) € D(Q(0)),
(—Q(5 ))1/2f+ € D(Q9)),

Q(=1)f- = g-(=1) € D(Q(-1)).

2. F° € CP([0,6]; E)xCP ([~1,0]; E), ot 8 € ]0,min(2ag,0)] etc = min (a; + 2u; — 2),

st et seulement si e
91(0) = 9-(0) € Do) (a0, +00),
(— Q(5))1/2 2 € Do) (o, +00),

Q(—=1)f- —g-(=1) € Dg(-1)(ag, +00).
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Preuve.

On rappelle que

oo ( F(f, f-.9%:9-) )
FO(f 9% 9-) )

On doit donc étudier la régularité des deux composantes F? (f2, f_, g%, 9-) et F2(f2, f—, g5,

¢ Régularité de F2(f°, f-,¢%,9-):
Pour tout = € [0, ] et z € ¥y,, on pose

o) = OV D) gy AN
‘ A;(—l,&) ’ z AZ_(_175>’
donc
et 0)] € e Vo, | ()] < KRV
On a
FI(fS ol g )(@)
1[5 B
= 5 | e e - e
+i @) - =01
5 / / Q)(Q(x) — =)' (r)drd=

 2im // Smh V=21 + 1)Q(2)(Q(x) — 2I)"'g_(1)drdz,

qui peut s’écrire en utilisant la proposition sous la forme

F-i(fj—affagiag*)(w)

= L (290000 - ) s
t3i7 [ Q@) - 21
27,7r// (2)(Q(z) — 2I)~" (gi(T) - gi(:v)) drdz
+g+( ) 9in / i )cosh\/—_zQ( )( ( )_ZI)_lgf_(fL’)dZ

 2im // Smh V=21 + 1)Q(2)(Q(z) — 2I)" g (r)drdz.

(3.17)

(3.18)

La régularité du premier terme est donnée par la proposition [3.3] Pour le deuxiéme, la

continuité est donnée par la proposition [3.4

9-)-
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Pour I’hsldérianité, on considére 0 < £ < x < ¢ et on écrit

et on a

iz [ @0E@Ww) ~ )

577 [ H00Q© -0

six | (@) Q@) — =07~ QE)(Q(E) —=1)] f-dz

ti [ (0 =1 (©) QO@© — ) s

iz | @02 Q@) — D)

Foim | (€50 = e20) QO — 21 -d:

% Cj(fC)CA 2,2, € [QE)(Q(E) — 2I) " = Q(=1)(Q(-1) — 2I)7'] f_d=
+i 1@ v QED(Q1) = 21)

+% (€)= 2 (©) [QO@E) = 2D = QE=DQ(-1) — 2D 7] f-d=
vt [ (0 =) QD@D ~ ) s

% Ci(x)OA [2,2,6]C\ [2,€, =11 (Q(—1) — 2I) ' Q(~1)f_d=

+i ¢ )Ch 2,2, (Q-1) — 1) Q1) f a2

~

L (@) = eH©) O 61 (Q(—1) — 21) ' Q(—1) f_d-

20 .

+— [ (cF(@) = cF () (Q(=1) — 2I)'Q(—1) f-d=

m

—Rev—z(z+1) - (5_}_1)0” |dZ| o
iy < K [« y Liey e o,

=1 =1
e~ Re v—z(z+1)

< K Z (=" €+ 1) TP dz| [|Q(=1)f-| 5
Y

< KDY (=% (E+ DY (@+ D)¥ Q-1 f-|
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S K Z )a,‘+aj+2/,%-+2,ujf4 |:([L' _ 5)47aj72,ui72/4j (5 + 1)a]~ (Jf + 1)2,u1-+2,uj74:|

i,j=
><HQ( D f-|lg

m

Z )" +2’”_2> 1Q(=1)fllg

=1

IN
=
s T~

IN

K — O Q1) /-

z:1

K(z =& [|Q=1) /g,

IN

—Rev—2(z = (m_g)ai
1L, < K fev=2(r) y = i |2 Q(=1) -l

= I

NIERE

< KY (g% @ 1 QDL

< K- 9 - P Q1 g
< KD -0 QD

< K-8 10D I,

Pour I3 on écrit

\/_zsmh\/—_z — 5) e ”
] O [ €01 (QU-1) — 1) Q1) [-dsdz,

donc

1
IGl, < K / / 2|2 ¢~ RevRe Z“,ﬂ,ﬂ dz=] ds [ Q(~1)1_] 5

< KZ§+1 [ el ds Q1)
< KZ€+1 / s+ 1 ds [Q(=1) -l

< KZ /E (s + )™ (s + 1) ds |Q(=1) || »

< Ki /5 (s 1) s Q- 1) £,

< Ki; [(z+ D)2 — (e 1) 2 Q1) f- ||,
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IN

K> (x =" 2Q(=1) f- |l

1

K (o= €7 1Q1f I

IN

De méme

(Q(=1) = 21)7'Q(—1)f-dsdz,

// Fzsmw_ —s)

2277

donc

N

fReF(s+1)
Il < / / 4145 1D

< K [ TTIeEDs

K /5 a5 Q- 1)1,

K(z=¢lle(=1)flg
K (z =) lQ(=1) /- -

Pour le troisiéme terme de (3.18)), on pose

2m// () = 21)7" (¢0.(7) — g} (x)) drdz.

La convergence absolus est donnée par la proposition (3.5} Pour la régularité on écrit que

IN

IA A

)~ = 2m//H £ Q) Q) — 1) (91(7) - gl (@) drdz
" 2in / / Q&) — D)7 (9)(r) — g1.(€)) drd=

- %// 2= AT (7,0)Q(2)(Q(z) — 2I) 7! (¢(7) — ¢°.(2)) drdz

T 9in / / (2)(Q(x) — 21)7" (¢).(1) — ¢ (x)) drdz

2m/7 ; \/_—Z (O)(Q(E) — 2D (g5.(7) — g1(9)) drdz

m// \/_—zN £0NQEEQE) — 27" (92.(1) — ¢2.(€)) drdz

= i / / ¢_—Z (2)(Q(x) — 21 (4(7) — gl (x)) drdz

2177// Q) — Z[)_l (91(7) — gi(é’)) drdz
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60 T
*ﬁ / / MN (,0)Q(x)(Q(x) — 21)~* (¢.(7) — ¢’.(x)) drd=
QZW// A+ (£:9)QE)(QE) — =)~ (gi(T) - gi(f)) drdz

= tf —t5 +t3 - t4
= (@) — 217 (g(7) - g1 (x)) drdz
2m/ / Q) — 1) (g5.(r) — g.(€)) drdz,
cette différence peut s’écrire sous la forme

W=t = 2m// (@)(Q(x) — 2I) ™" (g.(1) — ¢’ (x)) drdz
o Q) — 2D (17 — 6 (2)) drdz

i /V /0 Q&) — 2I)7! (¢%(r) — 92.(6)) drdz

- [ ¢_—Z Q) — =1 (6h) - g4(6)) drd:
e | [ S a0 @t) ) (600 o)

5 / / ©(Q(€) — =) (4(7) — ¢3.(6) drd
T Q) — 2D (1(7) - 6 (2)) drdz

- / / ﬁ £r,0) [Q@)(Q(x) — =)' = QE)(Q(E) — 21) 7]
[9+< ) (5)} drdz

227T
2z7r/ﬂY 0 \/—_z 2)(Qx) — 21)~ (gi(f) — gi(x)) drdz
" 2ir / / ﬁ Q) — 27 (91(r) — g1(€)) drdz

Qm// AJF 2)(Qx) — 2)~ (Qi(T) — gi(x)) drdz
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m/ /
)—zf)

m/ [
a2
L

Z ]ia
i=1

(

et on a

13 —Re

A

O)\ [27$7£]
( ) = 93.(€)) drdz
A*(T D)QENQE) — 1) (g3

(1) = 95.(€)) drd=

0)Q(x)(Q(x) = 2I) 7" (45.() — g (x)) drdz

0)Q(x)(Q(x) — 2I)~* — g% (v)) drdz

(95.(7)

V—z(z—T1) ™ (Q?—f)ai

11l

“JL

— |Z|1/2

IN

IN

IN

IN

IN

<

KZ(x

S K (; . 5)2040-‘,-0

On écrit I, sous la forme

K> [0

2 20,3
T —T) aoteit2i=3 g

K § |::L‘2O‘0+0‘i+2ﬂ¢_2
i=1

§)2a0+ai+2ui—2 H 1

(S T)2a0 dr |dz| HgiHC’QGO([O,é];E)

= "
N e~ Rev—z(z—7)
- [y G |dz] a7 {| 9% | c2eo (0,47,
(= 7')2&0 (z — 7'>2M_3 dr Hgi“C?&o([O,é];E)

xr — 7)2(10 (z — T)Q#i_g dr Hgi”C%éo([O,é];E)

||9i Hc2ao ([0,0];E)

—(z—

5)2a0+ai+2m72} H9+H(J2ao([0,5};E)

+ H(ﬂao ([0,5];E)

Hng“Can([O,é};E) :

h — A+ 1)
L / / / b V20 3)) T9) ) @) — 21) " (¢ (7) — . (€)) dsdrds,
donc
13 T
Iy < K [ [ f etV (6o s dsr o o
. d
< & [le o [t o
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2a ('T — 5)
< K/ P G _T)dT H9+Hc2ao([o,5];E)
- T>2‘“°*1
< K(z— O/o r_ 7 dr H9+H02ﬂ0([0,6};E) g
en posant
r—T
y - é— - 7_7
on aura
A / e T
He = s Yy — 1) 17HHIC0(0E)
2a
< K(z—&™| +Hc2ao ([0,8):E) °
Pour I5 et I, on a
—Reﬁ(w T) - 5
||[3||E S // | 1/2 (l’—f) dT|dZ| Hg'i‘”CQO‘O([Od}E)
—Rev—2(z—7)
2 € 1)
< K/ (. —7) O/ 12‘1/2 |dz| dr HngHCQ&o([O,é};E)
.
S K/ 2a0
2a -1 )
< K/ Codr Hg+||02ao(oa}~E)
2a 2a
< = (2= &)™] H9+H02ao([o 3, )
2a
< K(x - ’ H +H02ao ([0,6]:E) °
/ - T fRe V—z(z—T) 2aod 4 s
[l < | iz (z—7) 7 |dz] ||9+chao([oa]-E)
Rev/—z(z—T)
2« e )
< K (x_T) 0/ 172 ‘dzldT”g-l—HCZao([O,&];E)
3 gl ||
< K[ womr
— x T T — g+ C2a0 [0 5] E)
204 1
= K/ Codr ||9+H02ao ([0,6);E)
2a
< K(z- ’ Hg+||c2ao ([0,01;E) *
D’une maniére analogue, on traite la différence t; — t; donnée par
-t = o / HE0)Cx 2,7, 6 QUENQE) — 1) (43(r) — 41(6)) drdz

A+x5)

) /

AT(€.9)) Q@)(Q(x) — 21)7" (95.(7) — g% (x)) drdz
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22#// A+ (£,0)Q(x)(Q(x) — 21)~* (g () — g5.(€)) drdz=
227r// A+ (£,0)QE)(Q(E) — 2I) " (¢5.(7) — ¢1(€)) drd=.

Pour les deux derniers termes de on écrit

€L / ) cosh v ZQ@)(Qa) — 21) g (2)dz

20T

QZW/Y/_l V—z smh\/_7+1) Q(x)(Q(z) — zI)'g_(r)drdz

_ %/ . ) cosh V=7 [Q(2)(Q() — =)~ — Q(O)(Q(0) — 1)) ¢! (x)dz

L / ) cosh VZZQO)(QO) — 21) ! [gh(2) — (0)] dz

2

%/V&CO%V—_ZQ(O)( (0) — 2I) "¢ (0)d=

m / / 2 sinh /=2 (r + 1) [Q()(Q(x) — 1)~ QUO)(QO) — 21)
T)drdz

M/

2271’/7/_ V—z Smh\/_ (T +1)Q(0)(Q(0) — 2I)"'g_(0)drdz

Smh\/_ (T +1)Q0)(Q(0) — 2I) ™ [g-(7) — g-(0)] drd=

- %/ Z)COShFCA[sz]g+( )dz

L/ S st VZQO)(QUO) — 21)! [g(x) — 2(0)] dz

i

el ]
2z7r//

1 (x)
217r z

L/ ijf) cosh v=2Q(0)(Q(0) — 1)~ [95.(0) — g—(0)] d=

i

smh\/_ (1+1)Cy[2,2,0] g_(T)drdz

Smh\/_ (T +1)Q0)(Q(0) — 2I) " [g-(7) — g-(0)] drd=

Q(0)(Q(0) — =I)"'g—(0)d=
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et on a

—Re\/—iz(w—&-l) Rey—z ™M %
K/ |2| 2 i1 |dz] Hgi”cqo,é];m

=1

11| 5

IN

—ZT

—Rey/ 7z
szaz/ B |dz] Hg+||0[oa] E)

5

szaixm—? HgiHC([O,(ﬂ;E) < szai+2m_2 ”giHC([Oﬁ]%E)
i=1 -

Ka® HgiHC([O,zS};E) ;

IN

IN

IN

12

IN

—Re V—zx
K/ e |dZ|H9+||c2ao(061E)

K% }

IN

|9+Hc2ao([o,5];E) ,

HfstE
—Re\/—iz(:c—&-l) 0
< sz% / fl/? (/ coshRe v/ —z(T + 1)d7’) |dz| ||g_||0([_170];E),

-1

comme . N
sinhRe+/—2
hRe+v— Ndr = ————
/1 coshRe v/ —z(7 + 1)dr Re =

sinhRe+/—z eRev—=
Y T Kk—
Rev—z = |22

et

on aura

H[3HE
—Re —z

< KZW [ [N EEPRES 5 SEctel VR ST

=1
< Ka: IIQ— Hc([—l,O];E) )

14l

e~ Rev—z(z+1) 0 200
S K/|Z|—1/2 (/ cosh Re V —Z(T + 1) (—T) dT) \dz\ ”97H02a0([7170];E)7
v

-1
par l'inégalité de Holder, on a

/0 coshRev—z(7 4 1) (=7)** dr

-1

< sinh Re+v/—2z <K6Re*/_7
T (Rey=R) T
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donc
fRe —2x
L, < K / [
< K 19~ 1l 200 (j0,57;) -
—Rev—z(z+1)
[£5]| < K/—IdZI l9-(0)lz < K [lg-(0)]| -
De plus

Q(0)(Q(0) — 2I)"g-(0)d=

2w

1 /c+(g;) —c(©)

E

iz | R e — 21 a0

—Re V—z(s+1) v
/ / S eldslo- 0 < K [0
= &) lg-(0)l -

Pour I, on montre que ’application

E

IA

~(0)llg

1
27,7r

¢ () cosh v/—2(Q(0) — 2I)~" [¢5.(0) — g_(0)] d= (3.19)

v I (z) =

appartient a C' (|0, ¢] ;E) si et seulement si
91(0) = g-(0) € D(Q(0)),
et appartient & C? ([0,4]; E) si et seulement si
95.(0) = g-(0) € Dgo) (v, +0),

par les mémes techniques utilisées dans la preuve de la proposition[3.3} en utilisant écriture
de I, (x) sous la forme

I(zx) = T(5,Q(0)" <[+672(6fw><fcz<o>>1/2> ( Hefz(fcz(o»m)

—a(— 1/2
xR (47 (0) — g (0)) .

Donc en conclusion pour F2(f%, f_,¢5,g-) on a

1. F2(f2, f-,9%,9-) € C([0,8]; E) si et seulement si

{ (—Q(0))"? f2 € D(Q(9)),
4%.(0) — g_(0) € D(Q(0)).
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2. F‘;(er,f g+, g-) € CP([0,6]; E),oup €10, min(2ag,0)] et 0 = minm(ai+2ui—2),

i=1, ...,

si et seulement si

{ (—Q(8))"* f2 € Do) (a, +00),
9%.(0) = g-(0) € Do) (e, +00) .

¢ Reégularité de F°(f2, f-,¢%,9-) :
Pour tout z € [—1,0] et z € ¥y,, on pose

o A7 (x,9) _ sinhy/—z(z+1)
c, (x) = A (=1.0) s, (z) = A-(C10) (3.20)

donc
)| < KeTReVTEED s ()] < Kem e,

}cz_ (x
De (3.16)) et en utilisant la proposition on peut écrire que
FO(f2, - 9%, 9-) ()
1 DS, _
L) o) Q) - <)

2ir |, =2
+§ [ wewi@w) -ty

“2ir /pf;(—i cosh vV=2(0 — 7)Q(z)(Q(x) — zI) "¢} (T)drdz  (3.21)
tor [ [ R @nQ@(Q) - 21 o) - ol are

ro-t) =g [ j Q)(Q() — 1) g_(2)d:

g [P Q) - 21 o )i

Pour la convergence de la premiére intégrale, on utilise le résultat de la proposition [3.9.
Pour la régularité on prend —1 < ¢ < x < 0 et on écrit que

L [P0 o0yQa) — 21y fde

2w ), =z
1 [ps.(§) |
2im \/__Z —=Q((Q(E) — =I) fj‘rdz
= % psz_(i) Ch [Z,Q?,f] Cy [Z,g, (5] Q(d)(@(é) _ Z])ilfidz

L [ps(9) L
o | T O [ QOQW) — 2D fds
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vorm [P o Q@) - 21 e
t3r [ = ow0e) - i

= le

=1

on procéde alors comme pour la régularité du deuxiéme terme de (3.18]). Par exemple pour
I, on a

RV L (0 ) SN (5 | |
Ialls < K/ 1/2 Z pi—1 Z pi—1 | _(1/2 ||f+HD((—Q(5))1/2)
v 7 | = |7l 2]

=gl
< KX 000" [t Wl o o
< Kzlx— ORI RN CE AN Vil e
x
< K(z—¢) ||f-(|5—HD((7Q(6))1/2) :

On revient a 'expression (3.21)) et on regroupe le deuxiéme terme avec le sixiéme, donc on
aura

iz | D0 ~ =1
57 [ R aie -0 @
= % CZ(?C) [Q()(Q(z) — 2I)7' — Q(—1)(Q(-1) — 2I) 7] f-dz
+§ [ @a-Qe — 21y s
o [ 2 Q) - D) - Q@) ~ 1) o)
_% . Cz_ix)@—l)(Q(—l) —20)7 g (z) — g-(=1)]dz
S ) Q1)@ - 1) g (~1)a:
= o f;( )Ca [z, 1] Q-1)(Q(~1) — =) f-dz
1



3.5 Régularité du second membre F?

83

5=/ =0 Y QED(@Q() — 1) g (@)
5/ = D@1 ~ 21 () — (1)) 2
357 [ @@ — 2D g (s
- o [ @)z~ Q-1 = 2 Q(-1)S 2
— /Wcz ()(Q(=1) = D) [Q(-1)f- — g (~1)]d>
5=/ 0 - 1Q-DQD) — =) ()
. / = D@1 -~ 21 (@) — (1))

et on a
d
L, < K / *”“)Z ||M 2l 'Z' Q=17
—Reﬁ(m—i—l
< K;ml)%‘ / e QD
< K (w412 Q(=1)
=1
< K@+ )7 Q(=1) 1l

Pour I on écrit que
=d’ (2, Q(-1)) [Q(-1) f- — g-(=1)],
donc d’apres le résultat de la proposition I, e C([-1,0]; F) ssi

Q(=1)f- —g-(-1) € D(Q(-1))
et I, € C? ([-1,0]; E) ssi

Q(=1f- = g-(=1) € Do) (@, +00)

Pour I5 et I, on a

e—Re\/Tz(z-s-l) m (x+1)
Iy < K [ 3 S el oo
Y =1

—Rev—z(z+1)

m o e
< K@) [l lo-leg o
i=1 v
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m

< K Z(m 1) l9-Nlc(1.01:)

=1

< K+ 17 llg-lloqvo:m -

—Re\/—iz(az—s—l )
K / 1920 |2 19l zen 1000

”[4HE |Z’

IA

) e—Reﬁ(x-{-l)
K(x 4+ 1)% / el ol cn

v
< K(z 4 1) (|9l g200((_1.01) -

IN

En regroupant le troisiéme terme de avec le septieme, donc on aura
2ir / / COSh\/_ —7)Q(x)(Q(x) — 2I) g} (r)drdz
+2m/p8 o )Smh\/_562( )(Q(x) — 2I) g (x)dz
- 2m// 2y COSh\/—_Z —7) [Q(2)(Q(z) — 2I)™" — Q(0)(Q(0) — 21)7"]

><gJr T)drdz

o / / \/__Z ?) coshv/=2(5 — 7)Q(O0)(Q(0) — 21)~" [gh(7) — g (0)] drd=

21#// COSh\/_ — 7)Q(0)(Q(0) _Z[)flgi(O)dez
—i-%/p‘s Z( )s1nh\/_5 [ (2)(Q(z) — z[)*l —Q(0)(Q(0) — 21—)71] g (x)dz

o [ G =200(0)(Q(0) — 21) g () — g-(0)] =
o 22 © sinh v/=26Q(0)(Q(0) — 1)~ g_(0)d=
1 6ps (x) 1
— ﬁAA Ny cosh v/ —z(6 — 7)C4 [z, 2,0] Q(0)(Q(0) — 2I) gi(T)dez
6
o ) ot 25 - IQOQUO) — 21) [gh(7) — g (0)]
o [P G 250 (0)(QU0) - 21) g (0)a
+% psi( )smh\/_5c>\ [2,2,0] Q(0)(Q(0) — 2I)~*g_(x)dz
1 [ ps;(x)

sinhi v/=20Q(0)(Q(0) — 21)~" [g—(x) — 9_(0)] d=

Y
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L/ps Z< )smh\/_(SQ( 0)(Q(0) — 2I)~g_(0)dz

20

pour /; on a

5 efRe\/jz(éfx) m ( )
il < K//O PM—lpCOShReV_Z(5_7)Z| = dT|dZ|Hg+||C[O§]E)
il

m o [ e~ Rev=E(6-2) 0 5
Z (—z)™ / W </0 coshRe v/ —2z(0 — T)dT) |dz| HngHC([O,é];E)
. g

- o [ e ReV20=2) ginh Re \/— 26 Dol llad
> (=) /y o1z Rev—2 421 9%l o1

IA
=

IA
=

|z

IA
=

. e—ReF(& w) Rev/—20
(~ay [
.

172 P |1/2 |dz| H9+||C[05] E)
=1
m o eRe\/Tz:p
< Ko [ g el oo
=1
< KZ (—l’)aﬁzm_z HngHC([O,(S};E) < K(-= ”giHC([Oﬁ];E)'

—Re V—z(6—x)
L)l < // |z|1/2 cosh Re v/ —2(0 — 7)7%*dr |dz| ||giHc2ao([o,5};E)

efRe\/jz(é x) 4 oo s
< K/# (/0 coshRev—z(6 — 7)1 °d7'> |dz| ||g+Hc2ao([o,a];E)’
v

||

I'inégalité de Holder donne

P
/ cosh Re /—2(0 — 7)7%*dr

0
< sinh Re+v/—zd <K6Re\/jz‘5
— (Re\/—_2)2a0+1 — |Z‘o¢0—‘,-1/27

donc

L, < K / e A P

2a0

IN

H9+Hc2ao ([0,0]:E) *
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—Rev/—2(6— w) Rey/—256 ™ (—I)al
R > e b - loae
m o eRer
< KZ(—ﬁ) l/w|d2’| 19Nl o101
i=1 v
a2, —2
< KZ(—x) g N eerosm) »
=1

¢~ Re V—2z(6— x) Rev/—20 ;
N (=) 2] lg- o135

IN

200 eRe —zx
K (= [ o el - e g
Y

200
< K(=z)™ “g—HC?&o([—l,O];E)'

Pour I3 et I on a

I do = =5 [P i =2000/Q(0) ~ 217 [0) — -(0)]
comme pour [, (z) on montre que l'application
z— I (x)= % ps; (z) sinh v=20(Q(0) — zI)~" [¢.(0) — g_(0)] d= (3.22)

appartient a C' ([—1,0]; E) si et seulement si
9:.(0) — g-(0) € D(Q(0))
et appartient & C?* ([—1,0]; E) si et seulement si
91(0) = g-(0) € Dgo) (a0, +00) ,
en utilisant son écriture sous la forme
I(x) = pT(8,Q(0)" (1 = e—2<$+1><—Q<0>>”2) (1 - e—w—w»“?)
xe" O (g1(0) - 9-(0)).

et les techniques de Sinestrari [33].
Pour la quatriéme intégrale de (3.21)), on pose

C@) =5 [ [ K@ Q@) 1) g (1)~ g (@]

20

et on suit les mémes étapes que pour t*(z).

Donc pour la régularité de F( fj‘r, f, gi, g—)ona
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1. Ff(fi,f,,gi,g,) € C([-1,0]; E) si et seulement si
{ Q(-1)f- —g-(=1) € D(Q(-1)),
g.(0) = g-(0) € D(Q(0)).
2. FO(f%, f-,9%,9-) € C°([-1,0]; E) si et seulement si
Q(=1)f- = g-(=1) € Do(-1)(ao, +0),
{ 9%.(0) = g-(0) € Dqo) (a0, +00).

Finalement en regroupant les conditions obtenues pour F° (£, f_,¢%,9-) et F2(f3, f-, 9%, 9-)
on trouve le résultat. WM

Le résultat de continuité du second membre F° permet d’énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 3.1 On suppose (H.1) et (H.2). Soient f° € D <(—Q(5))1/2> - € D(Q(-1)),
0 € C?([0,0]; ) et g- € C* ([-1,0]; E) avec 0 < 2aqy < 1 tels que
g3.(0) — g-(0) € D(Q(0)),
(=Q(9)"* 1§ € D(Q)),
Q(-1)f- —g-(-1) € D(Q(-1)).

Alors il existe \* > 0 tel que pour tout A > \*, le systéme admet une solution unique
(wl,w?) € C(0,0); E) x C([~1,0]; E).

Cette solution est donnée pour tout A\ > \*, £ € [0,0] et n € [—1,0] par

(uﬂo>:<@@W» 0 )(wﬂ@) 5.23)
u® (n) 0 Q! w’ (n)

wi _(I+H5)—1 F—?—(fj—7f—agivg—)
= ¢ .
w’ FO(f2, f- 9% 9-)
On peut ainsi énoncer le premier résultat important qui affirme que la solution éventuelle

W = (u‘i, ) du probléme (P5) donnée par I’expression (3 ) est stricte. Ce dernier montre

aussi que les conditions nécessaires trouvées auparavant sont en fait suffisantes pour avoir
une telle solution.

Théoréme 3.2 On suppose (H.1) et (H.2). Soient f3 € D ((—Q(é))W), f e D(Q(-1)),
2 €C*(0,0];F), et g. € C*([~1,0]; E) tels que
9%.(0) — g-(0) € D(Q(0)),
F@DthD@@%
Q(=1)f- —g-(-1) € D(Q(-1)).

Alors il existe \* > 0 tel que pour tout X\ > \*, le couple (u+, ) donné par est une
solution stricte du probléme (Ps) .

ol
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Preuve. On a

ou

(wl (), w () = (Q(us (), Q) ().

U)5 —1 F(S(f(shffag(sagf)
( ;> = (1+15) ( Fz(fg7fL,g£,g_)

)

(3.24)

D’apres le premier point de la proposition [3.14] et en utilisant I'inversibilité de 1'opérateur

I+115,

wl € C([0,0];E), v’ eC(-1,0];E),

de plus

d’ou le résultat. W



Chapitre 4

Le probléme approché

On a montré, par un raisonnement heuristique, au chapitre précédent que I’existence d’une
solution stricte du probléme (Pj) implique sa représentation par la formule a partir
d’un certain A > A\*. Maintenant et pour montrer cette existence on considére la famille de
problémes approchés suivante :

up)" () + An () up (2) — Aup (2) = ¢° () sur ]—1,0[U]0, ],
up (1) = f-,  (u))'(0) = f+, (4.1)
up, (07) = up (07), p—(up)' (07) = po(uy)' (07),

ol (A (2)),c(-1 4 est la famille des approchants de Yosida de (A(z)),(_; 5 définie par
A, (z) = —nA (z) (A (z) —nI)™", n e N

Lemme 4.1 La famille (An(x))xe[_m] vérifie aussi l’hypothése (H.2) uniformément par rap-
port amn :

Vo, 7 € [—1,8],YA > Ao, V2 > A

[(An(@) = AD)(An(z) = 21) 7" [(An(z) = A" = (An(7) = AD 7|l
< C Em: ‘SU;TTP (4.2)
Preuve.
En utilisant les identités suivantes :
( An
(A, (x) = M) =—(n+\) (A(x) - /\+n]> (A (z) —nl)
1 n? n ! 1
(A (@) =) = s (A0 - 35T -y w3
1 1 nz B
(A, () —2I)" = e (A () —nl) (A(a:) — n—i—z[) :
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on peut écrire que
(An(z) = AD)(An(w) = 2I) 7" [(An(w) = A" = (Au(r) = A1)
= (n+ X\ (A (x) — )\Yn[) (A (z) —nl)™* niz (A (z) —nl) <A (x) — nrfz]>
n? An ! I n? Mmoo\t I
(A +n)? (A(‘T) - M—nl) A+ n (A +n) (A<T) B )\Jrn]) Yo

O+ n?z(n +2) <A (@) - /\A—k—nn[) (A (z) - anzI) i

X

A+n

(A (z) — 2" 1) o (A (r) — Aﬁlnz) B

’

ainsi, par 'hypothese (H.2) sur (A(z)),c_; 5 on a

[(An(z > (A,

C

z) —zI)7! [(

(&%)

2 — |
< C E —_
- ZHq

i=1

“ ]w—T
()\+n n+ z) Z Hi
n-—+z

=1

n(@) = AT = (Ay(7) = M)

[ |
On considére maintenant I’écriture du probléme (4.1)) sous la forme
(up-)" (z) = up_ (z) = g (
by ) (@) =N ) = o
an
up- (=1) = f-,  (upy)' (6) = f2,
up_ (0) =up, (0),  (up_)
ou 5
o uo_ su
" ul, sur  (0,90)
Alors on a

i)

Lemme 4.2 Pour tout n € N*, il existe A(n) > 0 tel que pour tout X\ > \(n), le probléme

approché (Ps.,) admet une solution unique (u

é
n-+’

ub_) € C*([0,6]; E) x C*([—

1,0];

E).

Preuve. Par analogie avec la résolution du probléme (Pj) dans le cas scalaire (voir (3.2) et

(3.4)), le couple (ud, (), ud_

(z)) vérifie les deux équations intégrales suivantes :
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é
ug+ () — /0 Hi)\’Jr(a:, 7')An(T)ugJr (1)dr

B Aty (x,0) s cosh\/X((S—x)
N \/XA:A(—l,(S)hJF A~ (—1,9) I (4.4)
)
_ /0 H, (e,7)d (7) dr

_/0 cosh VA(0 — z) sinh v/ (7 + 1)
1 VAT, (—1,0)

g-(7)dr,

/ KOy (x,7) A (7). (7)dr

B psmh\/_(a:+ 1) ,s  AZ(z,0)
ALy A )
_/5pcosh\/X(5—T)sinh\/X($+1) 5

\/XA:/\ CL.0) g4 (T)dr

+ [ K, (2,7)g- (7)dr.

-1

f- (4.5)

On a pour tout n € N*
1Al = A @) A @ =)™,
< nlln (A =D
< n(l+ K) < Kn,

par ’hypothése (H.1]). Ainsi en utilisant les deux lemmes et 2.7, on obtient

H/a H° ) ((z,7)An(T)up, (7)dr

E

o AN T Py e

K sup HunJr T
7€[0,0]

IN

Mg

de méme

0
H Kf/\v_(x,7‘)An(7')uf1 (1)dr
-1

E

z€[—1,0] T€[-1,0]

< Kn( sup / ‘Ké £U7'|d7) sup ||up— (7)|

IN

n 5
K)\ Tes[ljll),()} Huni T)HE,
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ce qui permet 'inversibilité des équations (4.4)) et (4.5) pour chaque n € N*si A = A\(n) > nkK,
dans ce cas (u),,u)_) € C([0,0]; E) x C([ ,0]; E)

n+’ -'n

La famille (A,,(z)),c_; 4 est bornée, de plus

(ufw—)” (z) = gi (z) — An(w)ug-i- (z) + )‘ui+ (),
(up)" (z) = g- (x) — An(@)up_ () + Mup_ (),

Donc pour tout A > A(n), le probléme (Ps.,) admet une solution unique
(up ) € C*([0,6]; B) x C*([=1,0; E),
d’ou le résultat. W

Lemme 4.3 I existe \* > 0 tel que pour tout A > \* et n € N*, 3K (n) > 0:

o

< B (84 0+ 19 ooy + 9o 1)

HunJrHC(OJ]E)—i_Hu(S HC[ 10};E) (4.6)

([0,6];E)xC ([~ 1,0 E)

pour tout (ud,, ul ) € C%([0,4]; E) x C*([—1,0]; E) solution de (Ps.,) .

n+7 n—

Preuve. En faisant le méme raisonnement que pour le probléme (Fj), on peut montrer que

la solution (qu o ugf) vérifie le systeme

wg+(x) + P/l\s;n,Jr (wfl—l-) (l’) = F’rf,—l—(fj—7 f—agiag—)(‘r) - G(j\;n,+ (wfz—) (J;)7 YIS ]07 5[7
wy (7)) + P, - (w?) () = By _(f9, f-, 9% 9-)(2) = G - (wiy) (2), @ €]-1,0],
ou

Woe () = Qu(uns (), wp () = Qu(Dup_(.),  Qu(.) = (Au() = AI),

5 ‘.

P (w) = 2@7// Cy z,z, T]wl . (1)drdz,
5 5 5 5

Py (wd) 2@7r// K] (x,7)CY [z, 2, 7wy, _(7)drdz,

Cos — z) sinh z(T
G‘f\n+ (wfl 227?// h\/_\/_A> 1 \/)_( + 1)0/’\”‘ [z, 2, 7| w®_(T)d7dz,

pcosh /—2(6 — 7)sinh /—2(z + 1)
G- (W) (@) = =37 / / V—A; (~1,9)

Cy z,x, T]wl . (1)drdz,
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CY [z, 2, 7] = 2Qn(2)(Qn(7) — Z])_l [Qn(x)_l - Qn(T)_l} )
et
B S g0 ) = % o Q@ Qua) = 21 s
cosh \/_( ) 1
o [ D0, Que) — 21)

(2, 7)Qu(2)(Qu(w) — 1)~ g’ (7)drdz
zm//

cosh /—z(§ — ) sinh /—2(7 + 1)
i / / VAL )
% Qu(@)(Qu(2) — 21)g(r)drdz,
B S g0 ) = % Q_if_(( *;bn(x)(@n(x) SN
toim | A @ Qule) = 21
pcosh \/—_z — 7)sinh /—z(z + 1)
Qm// ety (49)

XQn(2)(Qu(x) — 21)7" ()dez
: < T)dTdz.
2m//K (2, 7)Qu(2)(Qn(x) — 2I)"'g-(r)drd

On a pour tout z € [—1,0] et z € 7,

1Qn(@)(@n(x) = 217

"o (Qw- -2 f)l

n—+z n—+z

K(n)

k1

<
L(E)

ce qui permet de montrer la continuité de F? 4 et Fy o,

En effet, pour tout = € [0, ] et en utilisant les mémes techniques que pour la continuité de
F? on a
Jr

H f+7f g+7 )HE
e~ R ev—z(6—x) s e—Re@(w-{-l)
< K(n) /—3/2|dz| Hf+||E+/—|dZ| /=1l
v e gl 2]
1 s e—Re —zx
+ / W |dz| H9+||C([0,5];E) - / T |dz] Hg—”C([—LO};E)
2l v

< n) <HfiHE + [ f-llg + HgiHC([O,é];E) + Hgf”C([fl,O];E)) :
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Pour F,i_, il suffit d’écrire pour tout = € [—1,0],

1 [psinhy/=2(z +1)

2ir J, /—zA7(—1,0)

+i /7 %Cﬁl 2,2, —1] Qu(—1)(Qu(—1) — 2I) ' f_dz
1 [ Al(x,0) .

2% WQ"( D(Qn(=1) — 21)Qu(—1) f-dz

zm// peosh/—2(5 — 7) sinh /=2(z + 1)

Fp (f1f-9%,9-)(x) = Qn(2)(Qn(x) — 21)~" fd2

\/—_zA (=1,0)
xQn Qu(x) — 2I)7* ( YdTdz

/ / K? (2,7)Qu()(Qu(x) — 21) g (7)drdz,

217r

pour déduire que

B2 g% g ) @),

e—ReJTz(é—z) s e—Reﬁ(z-{-l)
< K(n) / el | + / el Il
v e vl

|dz] [|[Qn(=1) /-l

—Rev/—z(z+1)

m o e
i=1 v

1 5 e—Re\/Tzz
+/W |dz| Hg+||0([o,6];E) +/T 421 [19-ll (1,01

< K@) (12015 + 151 + 193 o + 19-loqrom) -

En se basant sur ’hypothése (4.2) et de la méme maniére qu’au chapitre 3, on montre qu’il
existe \* > 0 tel que pour tout A > \* et n € N*, 'opérateur

5
(I+PA;n,+ G)\n-i- >
5 5 ’
G)\;n,f I + P/\;n,f
est inversible, par conséquent

-1
wng _ I + Pf?”v‘f‘ Ga}\;nﬁ- Fg,—l-(fj-a f—a giu g—)
wzf G/\n— [+P)(\S;n,— Fg,f(fiaf—7giag—) 7

et qui peut se mettre sous la forme

We = (I+11,,) F’,
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ou
Hﬁ)\ _ P;‘s”“‘ G(s)\m,-l- F(;: Fg,+(f—?-af—7giag—) .
’ G)\n— P)(\S;n,— Fg,—(fiuf—7giag—>

Ainsi la solution (uf,,u)_) est donnée pour A > X*, £ € [0,4] et n € [—1,0] par

( tn - (€) ) _ ( Q)™ 0 ) ( wn. (€) ) (410
() 0 Q™ )\ wi-(n)

De plus
(f9 - g%, 9-)()
(5 f- g+, 9-)) ) |l oo s
(f+=f— 9+’ HE+ HF(S— f+7f— g+, 77>HE

IA

K(n <||f+HE + Hf*HE + ||9+Hc([o,5];E) + Hg*HC([—l,O];E)> )

d’ott estimation [4.6. W
De ce qui précede découle la proposition suivante :

Proposition 4.1 1l existe \* > 0 tel que pour tout X > \* et n € N*, le probléme approché
(Ps;n) admet une solution unique (ul,,ud_) € C*([0,6]; E) x C*([~1,0]; E) donnée par

n+’ “'n
lexpression .

Preuve. Soit A" le nombre cité au lemme D’aprés le lemme 4.2, pour chaque n € N* il
existe (ul,,u_) € C’z([() 8]; E) x C*([—1,0]; E) solution unique de (Ps.,) pour A > \(n).

n—i—’ n—

De plus, il existe K(n) > 0 tel que

H( ) C([0,6;E)xC([~1,0; )

< A( <||f+HE+||f I+ 19 ooz * lo-leg-roim)

(4.11)

D’aprés un lemme de Dunford-Schwartz [17], p.566, cette estimation montre que (u;i + uf%)
est solution de (Pj,,) pour tout A € [A(n)(1—1\K(n)),A(n) (1 +1\K(n))] et (4.11)) est
vérifiée pour tous ces A. Il suffit donc de réitérer ce raisonnement pour avoir

Ae [)\(n) (1= 1\K ()", A(n) (1 + 1\K(n))ﬂ Yk >,

donc

e [sup (X", A(n) (1 — 1\K(n))k> () (1+ 1\K(n))ﬂ . Vk>1,

d’oul le résultat pour tout A > \*. W

Maintenant on doit étudier la convergence des opérateurs F? et I13. quand n — co. On aura
besoin des deux lemmes suivants :
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Lemme 4.4 Pour tout v € [—1,0],z2 € v et n € N*, on a
Qn(2)(Qu(x) = 2I)7" = Q(2)(Q(x) — 2I)"

- Z Q) (Q(:c)— I>1Q(Jf)(Q(fU)—ZI)_1,

n—+z

nz
n+z

0l (Qn(2)),ci_14 estla famille des approchants de Yosida de (Q(x)),e( 1 4

Preuve. Soient z € [-1,6],z € v et n € N*. Alors on a

Qu(2)(@Qn(x) — 21)7" = Q(2)(Q(z) — 1)~
= 2[(Qu(x) = 2D)7" = (Q(x) — 21)7']

- | S @w - (e - 1) +(Q(9U)—z[)1]
= —niz (Q(z) —nlI) (Q(x)—nizzf)_ +(n+z)(@(x)—z1)1]

- —niz n ((Q(:c) S (Q (z) — n”jzz)_l> +1
(o)

e (@(@— =2 I>‘1<@<x>_zn1+1

n+z n-+z

+2(Q(x) — zI) ™t +

z

n—+z

Q) — 2D+ (Q (z) - Tffgf) B

= — i - (1 n nrfz (Q (z) — n"f21> _1> (I +2(Q(x) - Zf)‘l)]
_ _niz -(Q (z) — Tffg]) <Q (z) — nnfzf) h + anZ (Q (z) — nnfzf) _1]
% [(Q(x) — 2D)(Q(x) — 2) " + 2(Q(x) — 21) ]

= Q) (@<x>— f)_l@m(@(:c)—zf)l-

n—+z

nz
n-+z

Lemme 4.5 Pour tout x € [-1,0] et z €y, on a

Qu()(@Qn(z) — 21)™" — Q(2)(Q(x) — 2I) 7,

quand n — Q.
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Preuve. Soit x € [—1,4]. Comme

{ Qn(2)(@n(x) — 20)7" =1 + 2(@n(x) — 1),
Qx)(Qz) — 2I)™ =T+ 2(Q(z) — 1)~

il suffit de montrer que

(@n(2) — D)™ = (Qz) — =),

quand n — oo.

On a
1 ~1
Q) =) = =i Q) ) (QGa) - 1)
_ 1 It n? (Q()— nz [)—1
 n+4z (n+ z)° YTtz ’
or,
Q) - "5 1) Q) - e
( n+z )
B — 22 nz_ . ! L
n n-+z (Q(x)_n—kz ) (Q(x)—z )
L(E)
- K |z|? |n+z|i§5_>0’ S
In+z| nlz| |z| n
donc "
(Q(m)—nrle> — (Qx) — 2)7Y, = o0,

d’ou le résultat. W

Proposition 4.2 On suppose

H.1

et (H.2). Soient fo € D ((—Q(5))1/2> , f- € D(Q(-1)),

g5 € C* ([0,0]; E) et g- € C** ([—1,0]; E) avec 0 < 2ag < 1. Alors pour

9+
(—Q()"* f1 € D(Q(5))

Q-1
on a F° — F° quand n — oo dans C ([0,0]; E) x C ([-1,0]; E) .

1(0) = 9-(0) € D(Q(0)),
)

);
)f- = 9-(=1) € D(Q(-1)),

Preuve. Pour tout € [0,4] et en utilisant l'identité

Qu(2)(@Qn(2) — 21)™" = Q(2)(Q(z) — 1)~

z

e CICCE

n—+z

nz

1)‘ Q)(Q() — =),

n—+z
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on peut écrire que

FY L (f =90, 9-) (@) = FO(fL f- g 9-) (@)

1 [si(@) = L

- 2im ), _Z”+ZQ(I)< ntz ) —zI)7 fldz
1 mw( )

o [
m// HY (2, 7)

20m n+4z
x (9%.(r) — ¢ (x)) drdz

—Ild
n+z Z>f2

=0 (QGa) - - 1) Q)(Qx) — 21)!

n-+z

iz et ) 0w ()~ 1) Q@@ ~ =1 b
"ain / [ 2w 0 (06 - ) Q@) -1

T)dTdz
5

5
i=1
ou ¢ (z) et s (x) sont données par (3.17)).

Pour I3 et par le lemme 2.8 on a

|Z| g ) 2a k)
||I3||E < K n+ 2| Sel[lopa] ; |Hz,+($77)‘|$—7| °dr |dZ|H9+||02ao([0,6];E)
ol relY,

E
< K [ o e o oo

dzl
: K/V W ||g+H02a0([075];E)

K

no«o

< HgiHCan([O,é];E) g

en utilisant le lemme [2.11], ceci montre que I3 — 0, quand n — co.

Pour les autres termes on montre la convergence absolue en faisant le méme découpage que
celui utilisé pour la continuité du second membre Fji (voir la preuve de la proposition ,
ensuite on applique le théoréme de la convergence dominée. Par exemple pour le premier
terme on écrit

1 si(x) = nz -1 .
gir | v nr o0 )(Q(x)—nHI) Q@)(Q(x) — 2I) " fldz
1 5+(37> z nz

Q(x) (Q(w) = I) QO)QE) — 21y fodz.

+22'7r vy V—zn+z

n—+z
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Pour la premiere intégrale on utilise le lemme [2.10] et les techniques précédentes pour avoir

L [sta) ne ) o
2w ), vz @ (Q(””)‘n+z[> e lQ0Q) — =) |
_Re\/—iz6 x) |Z| |dZ‘
< [ i e W can
_ —Rev—2(6—
< KZ(é—I)al/e - HfiHD((—Q(d)WQ)
=1 vy

< KZ (6 — )™ HffrHD((fQ(é))l/Q) :
=1

Pour la deuxiéme intégrale on utilise un résultat analogue a celui de la proposition [3.3] pour
déduire sa convergence absolue si et seulement si

(—Q(0))"? £2 € D(Q(9))-

Ainsi on peut appliquer le théoréme de la convergence dominée pour déduire que ces deux
intégrales tendent vers zéro quand n tend vers I'infini.

De méme, pour tout = € [—1,0], on écrit que

) (fY f= 95, 9-) () = F2(fY, f-. 9%, 9-) ()

- —% vpsg_(?nizcz(@ (Q(w)—nizz[>_ Q(@)(Q(x) — 1) f1dz

5 )& @)niﬂ“’) (@) - 221) Q@) 201

2m/ / Bl cosh v =5 = )= Q) (Qm - nif) Q()(Q(x) — =1)!
><gJr T)drdz

i [y/ K5_ 5(; 7' < ZQ(CE'> (Q(x) - anzl) Q(CL’)(Q(I) —Z])_l

g—(7) — g_(x)] drdz .

+% Vc; (x)nizQ(x) (Q(x>_n7fz]> Q(z)(Q(z) — 1) 'g_(z)dz
+i /7 ps; (2) Q(x) (Q(x) - nnfzf)_ Q(2)(Q(x) — zI) ' g_(x)dz

6
-3
i=1
(c; () et s (x) sont données par (3.20])) et on suit la méme méthode que pour la différence

Fri—s—(f—?-’ff;giag*)(x) - F—?—(f—?—?ffagj—ag*)(x)
|
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Proposition 4.3 Pour tout A > \*, on a
1T, € L(C(0,8); B) x C(1~1,0]; B))

TS, HL(G 0.5 E)xC(-1,0:E) = 1/2, ¥n € N*.

V0 0
2. 113, ( ; — I3 < U: ) dans C([0,0]; E) x C(|—1,0]; E), quand n — oc.

3. (I1+115,,) " € L(C([0,0]; E) x C([~1,0]; E)) et

300 [(1+1m,) 7 <C, VneN,
" Meqamxe-iom)

e () e (7).
) L

pour tout (v2, € C([0,0]; E) x C([—

0]; E), quand n — oc.

Preuve. 1. Méme raisonnement que pour I'opérateur II3.
2. On montre que
P§n+ - PA5+’ Gi;”lrf’ - G§,+
Gé)\;n,f - G(s)\,f7 P)(\S;n,f - P)if
quand n — oo.

On procede de la méme maniere pour ces quatre opérateurs, par exemple pour le premier et
pour tout z € [0,d] et w’. € C([0,4]; E), on a

H/ N [z, 7]l (7)dr

E
< KZ|Z <Sup (x,7’)||x—7’°"d7’); wi” .
2€(0,] A+ 2" CU08E)
1
< KZ i +HC([06]E)’
aussi pour tout : =1, ..., m

|dz|
/VW HwiHC([O,J];E)

< K ”wi“C([O,é];E)’

en utilisant le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue et le fait que

CY [z, 2, 7] — C)\[2,2,7], quand n — o0,

on obtient le résultat.
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3. C’est une conséquence directe de 1.
4. Soit (v},v?) € C([0,6]; E) x C([~1,0]; E). On a

(+113,) " = (1) ] < vi )

(%

- U+na»1p—«f+nm>0+nbl](ji)

S ) e - e e ()

5
= (I+ Hf\;n)_1 [ —13,,,] (1 + H‘f\)_l < Z;r > — 0, quand n — oo,

d’apres le deuxiéme point. H

Des résultats précédents découle le théoreme d’existence et d’unicité de la solution stricte du
probléeme (Ps) :

Théoréme 4.1 On suppose (H.1)) et (H.2). Soient f$ € D ((—Q(é))l/Q) , f- € D(Q(-1)),
g € C?* ([0,0]; E) et g— € C** ([—1,0]; E) avec 0 < 2a < 1. Alors pour

95.(0) = 9-(0) € D(Q(0)),

(=Q(9)""* 12 € D(Q()),

Q(=1)f- —g-(=1) € D(Q(-1)),

il existe \* > 0 tel que pour tout A > \*, le couple (u+, ) donné par est l'unique
solution stricte du probléme (Ps) .

Preuve. Soit A\* le nombre défini dans la proposition [4.1]
Pour A > \*, on pose

-1
U)j_ o I+P)(\S,+ Gf\,-l— Fﬁ(f—?—?f—agj-?g—)
w? G- I+R_ FO(fS - 0%9-) )

—1
wg“‘ _ I+ Pf\s;n# Gi;m-&- qu,+ (fj-a /-, giv 9—)
W e T+ P F (. fgg) )

D’aprés les propositions [£.2) et [4.3] on a

et soit

( Wy, W ) (w+, ), quand n — oo,
dans lespace C ([0,0]; F) x C' ([-1,0]; E), donc

-
(quJr,ui ) — (ui,u‘i), quand n — oo.
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D’autre part

quand n — oo, d’ou

ce qui achéve la démonstration. W



Chapitre 5

Régularité maximale de la solution

Dans ce chapitre on étudie la régularité maximale de la solution du probléme (Fj5) donnée
par l'expression ((3.23)).

. el . . 4. 5
5.1 Régularité de 'opérateur intégral II{

On rappelle que T13 est défini sur 'espace C([0,]; E) x C([-1,0]; E) par
H5 _ P)i-‘r G(g\,-i-
A G()S\’i P)\a}f )

P)‘i+ (wh) (z) = —5— // (z,7)Cy\ [2, 2, 7] w.(T)drdz,
G(/S\,+ (w?) (z) = 9 // i smh V=2(1 +1)Cy [z, 2, 7] w’ (7)drdz,

ou

pour z € [0, 4] et

G5’_ (wh) (z) = 21%// \/—_z cosh/—2z(6 — 7)Cy [z, z, 7] w.(T)drdz,
Pi_ (w?) (z) = 22%// K5 (z,7)C\ [z, z, 7] w’ (T)drdz,

pour z € [—1,0], avec

Cilz,2,7] = 2Q(2)(Q(z) — 21) 7" [Q(z) ™ = Q(7) 7],
_ coshy/—z(6 —x) _ sinhy/—z(z 4+ 1)
“ (:U) a A;<_17 6) ’ > (x) a A;(_la 5) 7
les noyaux HY | (x,7) et K2 _(x,7) sont données par et .

La régularité de 'opérateur I3 résulte de la régularité de ses composantes. On commence
d’abord par celles qui agissent sur I'intervalle [0, d] .
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Proposition 5.1 Sous les hypothéses et (H.2) on a

1. Py, € L(C([o, ]‘ )‘ C([0,9]; E)),
2. P}, e L(C([0,0 C([0,6]; )N B ([0,0]; Do) (a/2,40)))
3. G e L(C([-1 ] ) c([0,4]; E)),
4. G"f\+ €L (C([ 1,0]; E);C(]0,9]; E)N B ([O 0] Doy ()2, +oo)))
ot a € 10, 0] avec o = i_{ninm (v +2u; — 2).
Preuve.

¢ Régularité de Pi n
1. Soient 0 < & <z < § et wl € C([0,6]; E). Alors

PA+(w+)( ) — PA+(wi) (€)

B 2m// (2, 7)Cx [z, 2, T]w(1)drdz
=~ [ e nen g ut ra:

217r

- 227r// A+ (7,0)Ch [z, z, 7] W' (7)dTd>

(1,8)C [2,€, 7] wh (T)dTdz

22#70

s ¢_—ZA* 01 5.7 (i
2m// 244 F(6,0)0x [z, €, T wh (r)drdz

= At —Bt"4+Ct—-D"

On majore A" — B*. On a

At — Bt = —5; // A+T(SC>\[ZZL‘T]1U+( Ydrdz
s

(1,8)C [2,€, 7] wh (T)dTdz

227T70

N 2m// \/_—ZA+ 7,0)Cy [z, 2, 7wl (1)drdz
el [

227r // A+ (7,0)Ch [z, €, 7] w. (1) drdz

(1,8)C\ [z, 2, T]wd.(T)drdz
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- m// EW At 0):0)Q) - 21
x [Q(r Q(f)_l} *(r)drdz

2m// \/_—ZN 7. 0)Ch [z, 2. €] wd (7)drdz
2m// A+ (7,0)C [2,€, T)w (7)drdz

227r// A+ (1,0)Cy [z, 2, T]w’.(T)drdz
- / (7,6)2 [Q(2)(Qz) — 2I) ™" — Q) (Q(¢) — 2I) 7]
x [Q(r Q(é)‘l] S (r)drdz

2m// NWCA[Z ¢ 7w’ (r)drdz

2@%/

+%// Z_A (7,6)Ch [z, €, 7] w (r)drdz
+

sl ¢_—ZA B . (i

- 2m/ /
_ﬁ// cj—\/:—f@A+(T,5)CA [2, &, 7] wi.(T)drdz
2m// A+ (1,0)C [z, @, & w.(7)drdz

2m// \/_—ZA+ 7,0)Cx [z, %, ] Wl (7)drd>

(1,0)C [z, x, & wh (1) drdz

S(1,0)Cx [2,2,6] Cr [2,€, 7] wi (1) drd>2

3 fRe zx+]_
Ile =< // B flev=str)

X Z |uf—)1 Z (§| TMT)l dr |dz| ||w+Hc ([0,0);E)

=1

3 e~ Rev—z(z—7)
a7 g )
< K Z/O (z=&™ (€ —7)" |Z|ui+uj—3/2 |dz|dTHw+Hc([o,5];E)
Y
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m 3
< KY [ omgm €m0 - 1 e ol g
7,7=1
m §
< K Z/ a T Hwi”c([o SE)
=170 o
< KZ f)ai+2ui_2+aﬁ2“r2HerHC([o,a];E)
ij=1
J - )
< K(Z;(x—f)mwm_Q) ||wj—||c([0,5];E)
< K; (x — g)nrom2 HwiHC([O,(ﬂ;E)
< K(z—-¢) ||wi||C([O,6];E) :
22W/// 7)sinh v=2(8 — 8)C\ [2, &, 7] w.(7)dsdrdz,
ou A+ (r.8)
+ — = \T
O sy
donc
13 T
H[2HE < K/ / /e—Rerz(é—T)eRerz(é—s)
XZ 1 |dz|d8d7—||w+||c[05];E)
: KZ/ / e S e e
—Reﬁ(s T) 5
= K // &) / [ ’d'z’deTHerHC([O,ﬂ;E)
< KZ/ / — 74l = ) dsdr [ e
< K3 [ [ et o g
=1
m 3
< KZ/O (x_T)ai+2#i_3d7—HwiHC([O,(S];E)
z;l
a 2 2
S KZ s |w6+||0([0,§];E)
< K(x—§ HerHC([O,é];E)’
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[1:]; <

IN

IN

IN

IN

IN

AN

Hallp <

IN

IN

IN

<

<

~Rev=2latD) Re VA (r+1)
|Z|l/2

XZ B ’u d7'|dz| ||w6+||0([0,6];E)

m I3 o e_ReJTZ(x—T)
KZ/ (x — &) ’/W\dz\dTHwiHc([o,a];E)
— Jo v |Z|
m 3
KZ/O (&= 1) (@ =)™ dr [0l | o g0
i=1
m 13
KZ/O (z — 7)%+23 gr Hw+HC ([0,0]:E)
=1
KZ (v — g)mt2m? HwiHc([o,zs];E)
=1
K(z—¢)° HwiHC([O,é};E) ’
—Reﬁ($+1) Re\/_—Z(T_H)
// |z|1/2
X Z B yu —1 S Ddrdz] e oo e,
=1

m

T o e—ReJ?z(x T
KZ/£ (x—7) ZAT|dz|dTHwiHC([o,5];E)

T
KZ/£ (z —7)% (v — 7)2%73 dr HwiHC([O,(S};E)
i—1
KZ/g (x — )= dr HwiHC([O,é];E)
=1
KZ (@ — &)™ tam? HwiHC([O,é];E)
=1
K(z—¢) Hw-i-HC([O,tﬂ;E) :

De la méme maniére on traite la différence C* — D™, réécrite sous la forme

C*t—-D*

A+ (&,8)C [2,&, 2] Cy [2, 2, T) W', (T)dTd2

227‘(‘

2271'// \/_—Z z,8) — AL(£,0)) O [z, 2, 7] w’ (T)drdz

(£,0)Cy [z, €, o) w’.()drd>

2z7r

"o // N (€,0)Cx [z, &, 7] w’ (7)drdz.
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Finalement on déduit que

[P (wh) (@) = PRy (wh HE <K (=) Hwi”C([O,é];E) ;
o P € CLA P00
2. Pour montrer que Py € L (C([0,0] C([0,6]; )N B ([0,0]; Do) (a/2,400))) on
doit prouver que pour tout x € [0, d] et wJr e C([ O E)

SUPHT P2Qx)(Q(x) —rI)~ 1PA+( ) HE<KHw+HC([O(S]E)

r>0

On pose
Alt(x) = ro‘/QQ(x)(Q(:p) — 7“])_1P/‘\57Jr (wi) (x).

En utilisant ’identité

Q(2)(Q(x) = r1)7'Q2)(Q(x) — 2I)~"

(
= QM) — I 1) Q) — D) Q) Q) — =)
= Q@)(Qz) —zI)” 1+7“( Qz) = r1)7'Q(2)(Q(z) — 2I)~"
= QW)Q@) — 2N+ —Q) [(Qx) = rD)™" = (Qz) — 21) 7]
_ _TizQ(x)(Q(x)—zI)_ +TizQ(:c)(Q(x)—H)‘1

et en tenant compte que I’ intégrale en Q(z)(Q(x) — 71)~! est nulle, on a

a/2
// H (x,7)
2Z7T

ainsi et d’apres les lemmes [2.8) et [2.11]

C’A [z, 2, 7] wh.(T)drdz,

1A5@)]

o — |Z| a;
< Kr /2 —(zs;[tp&]/ | +J,’T HJ}—T’ dT) |dZ|Hw+HC(05]E)
< K a/2 |dZ| 6
= Ar Z = T e HerHC([O,é];E)
< KRy I
= 0T et 1 leoan
(e} < 1
< Kr /2ZTMZ_1 ||wj-HC([O,6];E)’
< Kl 0/2 Hw+HC’ [0,6);E)

d’ou le résultat.
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¢ Régularité de G5 |
3. Soient 0 < ¢ <x < et w’ € C([-1,0]; E). Alors
G§+( 5)() Gi+( °) (€
= —g- // smh\/_ (1 4+ 1)Ch [z, z, 7] W’ (T)d7d2

2m// Slnh\/_7+1)cx [z, €, T]w (r)drdz

B 2mr// Smh\/__ZTJFl)ZQ( )(Q(x) — 2I)~
Q(f) ] O (T)drdz
g / / E1 iu v+ 1)C [z, € ()

e // Smh\/_ (r+1)Ch [z, & 7] w’ (1)drdz

- m / / “ 1 v 412 [QE)(QE) — 2D~ QUENQIE) — =)
Q(g)_l} O (1)drdz
_L Oc+($)81n — o (drds
2i7r/7/1\/_z hv=z(m +1)Cy [2,&, 7] w’ (1)drd

L[ [*cd@)
_%// \/_Slnh\/_(T—{—l)C,\ [z, z, &) w’ (7)dTdz

i / / smw_ (T +1)Ch [2,€, 7w’ (r)drdz
T / / E1 in v+ 1)C [z, €] Cn 2, € 7t ()

" %in /7 /_ X C+ N W O Gun o+ 10 2,6, 7] w8 (r)drd

i / / ¢_—Zsmh¢_ A7 +1)Cx [z 2, €] v (r)drdz
:E:z

=1

Pour I, on a

0 —Re V—z(z+1) B
Il < 5 | 2 ey 3o @ Z(f " g o] o]
E 1/2 Z|# -1 ’Z‘p, -1 C([~1,0E)

2| P
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IN

IA

IN

IN

IN

IA

<

m 0 —Rev—z(z—7)
a; a; €
ij=17-1 y [eff T

m 0

Ky / (x =)™ (=) (@ =)™ dr |0’ || oo

ij=17"1

m 0

Ky / (& =) (& = 1) (2= 720 dr o [l

ij=17"1

K Z / (z — T)ai+O¢J‘+2M+2Mf5 dr ”wi”C([—l,O];E)
K Z / (z — T)aﬁaﬁ%ﬁurf) dr ||wi||C([fl,0};E)

K Z (l’ . f)ai+aj+2/vbi+2ﬂj—4 HwiHC([il’U];E)

7”.7:1
m

Ky @@= olllo g < K @ =87 [0l g

=1

I5 peut s’écrire sous la forme

donc

Ialle <

IN

IN

IN

IN

IN

IN

2m// / 7)sinh v/=2(8 — )Cy [2,€, ] w’ (1) dsdrdz,

0 T m
K// / e’Re\E(S’T)eRe‘E(‘S’S)Z(é o )1 dsdr |dz| Hw
vJ-1J¢ i=1 ‘ |
m 0 x —Rev/—2(s—7)
KZ/ / (g_T)ai/eTuzldeTHwéHC[ 1,0);E)
i=1 —-1J¢ Y ’Z‘

Ki/o /x(g—f)ai (s — ) dsdr ||w® HC([ Lok
Y[ty

K Z / (=l o g

K i / i (&= dr o |y

KZ (z — g HW(S—HC([—LO];E) < Kz—¢) Hwé—HC([—LO];E) '
1=1

6—”0([71,0};13)

’ ”c ([-1,0;E)
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Pour I3 on a

—Re —z :v—l—l) m az
Il < / / A Y Hufl S drldz] [0 |y g

Zl =1

IA

=
\'M
\

. Re/=z(z—7) s
(95—5> / o 1/2 dz| dr |[w? HC[ 1,01;E)
v lzf

—~ J_
< Kil /_01 (x— &% (x— 1) dr ”wi”C([—l,O};E)
< Ki/_ﬂ (@ — 7)™ dr || HC([ 1,0):E)

< K3 [ e ol o

< Ki g w2 o v

5
< K@ _5 ||w—||C([—1,0];E)'
Done GS ;. € L(C([~1,0]; E); C°([0,6]; E)) .
4. On pose pour tout = € [0,9] et w® € C([-1,0]; E),

A (x) = r°?Q(2)(Q(z) — r) G} 4 (w?) ().

Alors v
" 2 N RV sinh v —Z(T—i—l)r_zC/\ [z, 2, 7] w’ (7)drdz,
avec
et (@) —
H al >HE $6[05] V—Zz ( )| ( )
5
|dz’ Hw HC( [—1,0; E)
dz|
< Ko / L
- Z e
<

a2 dz| 5
KT ;/w Ir — 2| |z|%+"ff1 Hw—HC([_LO];E)

(e} - 1
< Kr /QZTW Hwa—HC([—LO}%E)

=1
< Krleo U)/2Hw6Hc [~1,0;E) °
Tou G}, € L(C(-1,0]5 B C([0,8]: B) 1 B (0,8]; Doy (a/2 +oc))). W

On a aussi un résultat similaire sur [—1,0] :
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Proposition 5.2 Sous les hypothéses et (H.2) on a

1. G{_ € L(C([0,9]; E); C7([-1,0]; B)) ,

2. G5 _ € L(C([0,0]; B); C([~1,00; E) N B ([~1,0]; Do) (a/2,+0)))
3. By_ e L(O([-1, ];E);C"([— 015 E)),

4. P{_ e L(C([-1,0];E); C([-1,0]; E) N B ([~1,0]; Dg) (a/2, +00))) -

Preuve. On procéde comme dans la preuve de la proposition précédente. W

Corollaire 5.1 Sous les hypothéses et (H.2) on a
1. 14 € L(C([0,0]; E) x C([=1,0]; E); C°([0,4]; E) x C°([~1,0]; E)),
2. T & L (C((0,6]; B) x C(1=1,0]; E); B 5(10,8]) x BL5([-1,0]))

ot { By ;5([0.6]) = B ([0,0]; Do) (/2,+00)) ,

B ,([=1,0]) = B ([-1,0]; Dg) (@/2,+00)) .

» L2 A -1
5.2 Reégularité de 'opérateur (I + H‘i)

Proposition 5.3 Sous les hypothéses et (H.2) et pour tout X\ > \* (voir définition de
A" page 70), on a

1. (1+H§)*1eL(C([O,5] E) x C([~1,0]; E)),
2. (I+118) " € L(C7(0,4]; E) x C°([~1,0]; E)),
3. (I+11) " € L(B([0,8]; Doy (a/2,+00)) x B ([~1,0]; Doy ()2, +00))) .

Preuve. 1. Se déduit de l'inversibilité de Popérateur I + I13.

2. Soient (Y?,Y?) € C7([0,6]; E) x C?([-1,0]; E) et

() ()
()= (e) =)

et d’utiliser le corollaire précédent.

Alors il suffit d’écrire que

3. Méme raisonnement que celui du deuxiéme point. W
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5.3 Résultat de régularité sur le second membre

On donne ici un résultat de régularité, par rapport a la variable cachée, utilisé souvent pour
déduire la régularité croisée de la solution.

Proposition 5.4 On suppose (H.1) et (H.2). Soient f© € D ((—Q(é))l/z> , f- € D(Q(-1)),
g% € C* ([0,8]; E) et g- € C?* ([—1,0]; E). Soit aussi

p €10, min(2ap,0)], o= _{nin (o +2p; —2).
Alors on a
1 FU(f2, f-, 9%, 9-)() — ¢%.(.) € B([0,6]; Do) (B/2,+00)) si et seulement si

{ (—Q(O)'? f2 € Dgs)(an, +00),

gi(O) —9-(0) € Dgo) (avg, +00).

2. F(f2, f—,q%,9-)(.) — g-(.) € B([~1,0]; Do, (B/2,+00)) si et seulement si
Q(0))"? f2 € Dggs)(a, +00),

(—
95.(0) = g—(0) € Dg0) (g, +00)
Q(—1)f- —g-(—1) € Dg(-1) (0, +o0)..

Preuve.

1. On a pour tout z € ]0,d[

FY(fY f- 9%, 9-) ()

= o [ ow@w - e
3z | €@ =07

2277// H (2, 7)Q@)(Q(x) — 2I)™ (Qi(T) - gi(w)) drdz

2m

+
2277// = Smh V=21 +1)Q(2)(Q(x) — 2I)"'g_(7)drd>.
On doit montrer que

sup [|r72Q(2)(Q(x) —rD) " {F2(S2. f-. g%, 9-)(2) = L)}y < K.

r>0
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On a
QE)Q) 1) [ 1.0 (0) - )
- 5 [ e -0 e
—L c+($)r ZZQ(:c)(Q( z) = 2I) " fodz
& / [ e -2 (i) - )
s [ @tV Q@) - 1) e (o

][5

On développe ces intégrales afin d’utiliser ’hypothese (H.2), donc on aura

rPRQ()(Qx) — ) H{FL(fS, fo g - ) (@) — g(2)}
B P12 [ sH(z) = _ 11 26
T thgr_ZW@MQ@%—d) —Q(O)(Q(6) —zI)7'] frdz

P2 [ sH(x) =z

Cun ch;T_ZQQW%®—zD*ﬁMz

smh vV—z(T + 1)—@( (Q(z) — zI) " g_(7)drdz.

rb/2 2

et [0@)(QM) - 1) — Q(Q(-1) - 2] £z
rb/2 z

- c+<x>r_z@<—1><@<—1>—zf> '
R
o / [ Q)(Q) — 1) (4 () — g () drd:
512

to e i (x) — [Q(x)(Qz) — 2I)™" — Q(0)(Q(0) — 2I)™"] ¢’ (z)d=
/2

o [ @ et v ! ~QU)(QO) — =)' (x)dz
rﬁ/2 cf(x
2m // N smh\/—_z(T—l—l)T_z

< @@L~ 17! - @O0 - 1) -
o
Tl / /_ \/__Zsmh\/—_ZT—i—l) " QO)(QU) ~ 1) g (7)drdz
/2

%0 / ﬁr_zc \[2.2,8] QUO)(Q() — =1) " fldz

rf12 [ sH(x) 2

 2urm . =z T — zQ(é)(Q(é) - ZI)_lfjidz
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o [ O e Q@Y - 21

S o= ZQ(—l)(Q(—l) —2D) [ odz

i / [ ) Q@) — 2 () — o) drat
i ety cos ¢——zr O[5, 0] QUO)QM) — 21) gl ()
i et @) ot V=222 QO/@QQ) — 1) [820) 61 0)] 02
+% *(2) cosh V=2 Q(O)(Q(0) — =T) g’ (0)dz

rﬁ/Q )
2m/ / \/_Slnh\/_ 27+ 1) Calz.2,01Q(0)(Q(0) — 1) g (r)drdz

L .
o / / 2 sinh /727 + 1) Q(0)(Q(0) — 21) g () — 9_(0)) dr

7"8/ 2
227‘(‘ / /

smh\/—_z (T + 1)—Q( )(Q(0) — 21)~tg_(0)drdz

B Tﬁ/2 ( ) . 3
o 2in ), ¢——z ——Ca[2.2,0]Q)(QO) — =1) 7 f1d=
P [st) o
T 2n Vvtgr_;mﬁ@ﬂ®—zﬂ fldz
B2 .
~5i ch(x) — ZC'A 2,2, —1] (Q(—1) — 2I)'Q(~1)f_dz
R B
S um +(33)T _ Z(Q(_ ) —2I)7'Q(—1)f-dz
R B
QW // H (z,7) (2)(Q(x) — 21) (gi(T) - gi(m)) drdz
/2
+% ¢t (z) cosh \/—_Zr — zC)‘ [z,2,0] Q(0)(Q(0) — ZI)_lgi(x)dz
B2
+ﬁ ¢ (@) cosh \/__Zr i zQ<0)(Q(0) —2l)" [gi(m) - 91(0)} dz
B2
o | E@ ~Q(0)(Q(0) — 21) g} (0)d=

smh\/_ (1 + 1) C,\ [z, 2,01 Q(0)(Q(0) — 2I) " 'g_(7)drdz

L5
i / / C* ) sinh =2+ 1) Q(0)(@(0) ~ 1) g () ~ g (0)] drd

2@7r
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rB/2
—5i— | & (@) coshv'=z———Q(0)(Q(0) — =I) tg-(0)dz
8l
rB/2 N 1
5 [ @) ——Q(O)(Q(0) = 2I)"'g-(0)d=
ol
12
- >
=1
et on a
e—Re\/—iz(é x) ’dZ’
Il < Ko [ [P~
E ., |z|1/2 ]r—z[ Z | |1/2 ‘ +HD(( Q(9)?)
2 & (e 77 € 1
< Kr? 2(5—95) /WMZ' ||f+HD((—Q(6))1/2)
i=1
5/2 7Re V—z(6—1x) s
= A / ot ey
Re v/ —2(d—x)
8/2 ) © s
= 121(5 K /wﬁ/zyzr””rz\““ 921172y
m o e—Rerz(ﬁ—x) s
< KX 60" [ S o qmpy
i=1 v

ceci en utilisant le lemme [2.10l Ainsi

Ll < KZ (0 — )™ (6 —a)i7%7 ||fj;rHD((7Q(6))1/2)

IN

K Z (5 . l.)arl-?ﬂi—?—ﬂ Hf-(is-HD((*Q(‘S))l/z)
i=1
K@ —x)" ||fi||D((—Q<5>)”2)

K Hfi HD((—Q(J))I/2) :

IN

IN

Re+/—z(6—x)
gl 2]

<—waﬂfﬂ

1/2 |r — 2| | 5| /3 Feo Dg(s)(@0,+00)
L
- R oz enen
Re v/ 2(5—a)
e” 1/2 46
< K / el |~ 12|
5 || f0tA el | (=QUEN TS Dqs)(@0,+00)
< K- -0y ]
= ( ) ( ( )) + DQ(L;)(CYOHFOO)
c wfowr s,
) + DQ(5)(C¥07+00)
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3]l 5

— e —zx al dz‘
= KTM/ ) +1)|7"—z! Z |“f1 A
az 5/2 —Re V—z(z+1)
< KZ et / e QDL
—Rev—z(z+1)

< kY e [ ST s

i=1 Y ‘Z‘ '
< KZ (2 +1)% (x + 1) 27 1Q(=1) [~ &

=1
< KDY (w1 Q- |,

=1
< K@+ ?1Q(=1)f |,
< KQ(=1f Il

N

d
VLl < Kré” / ~wevRey 2Lzl 0 gy

[r— 2| Jo]

7Re V—z(z+1)
< Ko [ — e e DS
—Rev—z(z+1)
< K / Wrdzr 1Q(-1)7-1
< K@@+ 1) QD
< K[Q(-1fI|p.

Pour I on utilise les lemmes [2.8 et [2.11] pour obtenir

ale

<

IN

IN A

IN

K?"ﬁ/Z/’Y% (mselt)pa / ‘ $ 7—)| |.I' — 7—|2a0 dT) |dZ| ||giHCQQO([O,6];E)

Krf? —|T 2 H9+||c2ao([o,5];E)
/2

Krozo H9+||c2ao (0,0);E)

K000/ ” f Hc2ao ([0,0];E)

K H9+Hc2ao([0,5};E)’

—Rev—zx 1 S T
ol < Ko [eme S 9 e
Y ’T Z’ i=1 |Z|

m ' e—Re\/ij
szazrﬁ/Q / TS |dz| ng‘”C([O:‘s]?E)
i=1

v [r—2|]2

IN
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|17

En regroupant Ig e

< KZxO“:E

< K Z peitA2s HgiHC([O,é];E)
=1

Ka7" ||giHC([O,6],

= ||9+Hc [0,0];)

IN

E) <K HgiHC([O,é];E)’

< K,,,,,B/Z/e—Re —zx 1
N y ‘T_Z|

2040

1 |dz| H9+H02ao([o 8);E)

2a0,.3/2 e Rever 8
< Kx“or /WMA ||9+HCQ"0([0,5];E)
Y
< Ka®z7| g% chao([o,a];E)
< Ka?or? ||giH02ao([O,5];E) =k ”ﬁHcmo([Oﬁ];E)’

t I11, on obtient

rB/2
It o =" [ ct@)eo O)(@(0) — =) [43(0) g (0)] 2
g
donc
CRev—: 1 |dz|
s + Iully < KTB/Q/ " T—Z| B H 6 HDQ(O)((XOH‘OO)
dz|
< KrP? | —9g-
= /|7“ Z||Z|a0 |g+ g ( )||DQ(0)(ao,+oo)
< Kr#- zoa))/QHQ+ ) — g_( HDQ(O)(O[O’JFOO)
B
< K |g300) = 9-0)]| oy (anrtoo

Pour Iy et 115 on a

[Lollp <

IN

IN

IN

IN

0 _—Rey—z(z—7) ‘Z| m P
Krol2 / / ¢ 17 |z [lg-ll e
a |z|1/2 |7‘ — 2z ; 2| 1 C([-1,0;E)
KZQ;"“T'BM/
pa) |-
KZxo‘ixZ
i=1

K3 a0 g o

=1
Ka7™P 19-llc 1,015

HIE |u_1| dz| |lg-llog-1.01m)

Hi=2=h 19—l cq-1.0:m)

y S K lg-lleqorom) -
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—Rev—z(z+1) 0
[l < KTWQ/e 172 | 12 |(/ coshRev—z(1 + 1) (—T)2a0d7'>
- r—2z

2| N -1

x |dz] ||g- ||o2ao [—1,0;E)

— Re/—2zx
KT’B/2/|T e [ lg-llczeag-voye)

N
< K | e - oo

2| 12|

IN

< Kr202 g | gaao1m) < K llg-llczeo 1015

115 se traite de la méme maniére que I, et on a
sy < K(z+ 1) lg-(0)]| 5 < K [lg-(0)]| -

2. On fait de méme pour F°(f2, f—, g%, g-), donc pour tout z € [—1,0], on écrit que

rRQ)(Qx) = r)TH{FA(fL, foo 0k, 9-) (@) — g-(2)}
P2 s () 2

- _2i7r ” \/Z__Z T—ZCA [Z,ZE,(S]Q((S)(Q((S) _ZI)_lfj_dz
TB/? pS;(x) p n
5 | S QD@ — 2D ld:
r8/2 .
~o— [ € @—=Clna,~1(Q(-1) — 21) ' Q(-1)f-dz
,,,6/2 .

L _(x)r - z(@(—n —2D)THQ(=1)f- = g-(-1)]dz
rw z
// COSh V—2z(6 — >7“ —

2@7r

7‘5/2 Wesp z
227‘(‘ +Jo \/—z COS — _T)r—z

T,@/z

—5— | ps. (2)si

’Y

7“5/2 z
/ / K3 (2,7)——Q()(Q(w) — 21) " [g_ () — g (x)] drdz

 2im -z

Vo [0 e QD@D - ) g (i

o | QD@D ~ 1 ) -9 (1)

i sz @) sinh V=202 .01 QU)(QUO) — 21) g ()
P s () sinh V25— QUO)(Q(O) — =) [o- () — g_(0)] d.

um - T—2z
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D’une maniére analogue on montre que
SI;%)HTBQQ(JJ)(Q( )_T[ {F5 f+>f g+7 )( ) g,(:c)}”E < K,

d’ou le résultat. M

5.4 Théoréme de régularité maximale

On donne maintenant le théoréme de régularité maximale qui englobe toutes les propositions
précédentes.

Théoréme 5.1 On suppose (H.1) et (H.2). Soient fo € D ((—Q(é))l/z>, f- € D(Q(-1)),
g% € C* ([0,0]; E) et g— € C** ([—1,0]; E) tels que

91(0) = 9-(0) € Do) (a0, +00)
(- Q(é))”z f2 € Dags)(a, +00),
Q(=1)f- — g-(=1) € Dg(-1)(x0, +00).
Soit 5 € |0, min(2ay, 0)], ot o = ii{ninm (i +2p; — 2) . Alors la solution (u+, ) du pro-
bléeme (Ps) donnée par vérifie
1ud (1) € CP([0,0]; D (Q(.)), ul(.) € C¥([-1,0]; D (Q(.)),
2. (u})" () € CP([0,8); B), (u2)"(.) € CP([=1,0]; B),

5. ()" () € B (10,6]: Dagy (5/2,+00)) . (u?)" () € B ([~1,01; Doy (8/2 +00)) .

Preuve. 1 et 2 se démontrent de la méme maniére que dans la preuve du théoreme en
utilisant les inclusions

g € C*([0,0]; E) C C([0,4]; B),
g- € C*™([-1,0];E) C C°([-1,0]; E),

et les résultats des propositions [3.14] et [5.3]

3. L’égalité (3.24]) implique
W\ (RS Y (el
w )\ PSS f-.ghg0) \wl )
W)™\ _ () (vl
()" o)\
_ (gi—FE(fE,f-,g?g—) ) o ( wi ) |
g—_F—(f+af—>g+ag—) w_

en utilisant ensuite le corollaire [5.1] et la proposition [5.4], on obtient le résultat. W

donc



Chapitre 6

Exemples d’application

Afin d’illustrer la totalité des résultats obtenus, on donne dans ce chapitre deux exemples
concrets en considérant un opérateur différentiel d’ordre 2 & coefficients variables en (z,y) €
[—1,0] x Q pour les deux cas E = L"(Q), 1 <7 < +o0 et E = C(Q), ou Q un ouvert
régulier borné de R".

6.1 Cas FE=L"(Q),1<r<+o0

Soit E=L" (), 1 < r < 400, ou Q un ouvert régulier borné de R™ de frontiére 0f2 de classe
C2.

Pour la fonction réguliere
p: Q — C
y=1y2-Un) = oW1 Y2, -Un);

on pose
( E(x,y, D)e(y)
- z (@ 9)Disel) + 3 b p)Digle) + o)), (.9) €] = 102
[(z,s,D)g
| = Zn:ldi(x,s)Digo +elz,s)p,  (2,5) €] —1,8[x09,

ou les coefficients

al-j,bi,c : [-1,5])(5—)@
die @ [-1,6] x 02— C

vérifient les hypothéses suivantes :
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L. 377>0v(5177y) S [_175] Xﬁ? v€:(§1>€27 ---- 7£n) ER”,
Reas;(2,9)6,6; 2 n e =n (& + &+ + &)
2. V(z,s) € [-1,6] x 09,
Imd;(z,s) =0,
> di(x, s)vi(s) # 0,
i=1
o v(s) = (v1(s),v2(s), ....., vn(s)) est le vecteur normal unitaire extérieur a 02 au point

S,

3. ai(2,.), b (z,.), c(z,.) € C(Q) uniformément par rapport a = € [—1,4],
et d; (z,.), e(z,.) € C* (09Q) uniformément par rapport a z € [—1,4],
4. il existe p, K > 0 tels que pour tout zq,x2 € [—1,0], y € Q et s € 99,
'Z1 |aij(v1,y) — aii(z2,y)| + 21 bi(21,y) = bi(z2, y)| + |e(21,y) — c(2, )]
1= =
< K |JZ1 — ZL‘2|p,

Soldi(z1, 8) — di(xa, 8)| + |e(xy, s) — e(x2,8)| < K |x1 — 29|,
i=1
> [Didi(wy, 8)| + > [Dre(wy,s)| < K.

\ k=1 k=1

On considére alors le probléme concret suivant :
( 82 U6
2
o*U¢ 0

52 (@) + E(r,y, D)UL(w,y) = UL (w,y) = G (x,y), sur ]0,8[x Q,
[(x,s, D)U’ (z,5) =0, sur]—1,0[x0%,
I'(z,

(PC) s,D)US (x,s) =0, sur]0,d[x08,
oU?®
Ui(_lay) = Oa 8_;(57 y) = 07 sur Qa
U(0,y) =U(0,y), sur,
ou? 18U5
\ W(O,y) 5 on —+(0,y), surQ,
ol A >0 et

G_ € C*([-1,0]; L™ (2)),
G € C?*([0,0]; L (2)) avec 0 < 2aq < 1.

= (@,y) + Bla,y, DYV (2,y) — AU (2,) = G_(a,y), sur ]-1,0[ x 2,
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On définit la famille (A(2)),¢_ 5 Par

{ D(A(z))={pe W (Q): I'(x,5,D)p =0, s €N}
(A(z)e) (y) = (E(z,y, D)) (y).

Remarque 6.1 Les conditions auz limites montrent que les domaines D (A(x)) sont va-
riables et dépendent effectivement de x.

Théoréme 6.1 (A(x)),c_; 5 et une famzlle d’opérateurs linéaires fermés de domaines denses
dans E vérifiant les deuzx hypotheéses et (H.2).

Preuve. On peut facilement vérifier que (A(z)),c ;5 est une famille d’opérateurs linéaires
fermés de domaines denses dans L.
Pour (H.1)), on utilise le résultat d’Agmon suivant :

Proposition 6.1 Sous les hypothéses 1, 2 et 3, il existe p € ]g,ﬂ'[ etw = w(r) >0 tels
que pour tout z € ¥, , ={z € C: |arg(z)| < ¢, |2| >w} et x € ]-1,6], le probléme

{E(x,.,D)u—zu:fELT(Q) e

[(z,,D)u=geW " (6Q)

admet une unique solution u (x,.) € W™ (Q). De plus il existe C(r) > 0 tel que

(121l + 1212 1Dl oy + D] ) (6.1)
< O Il +, iut o {15 10l + 1D}
ol w = g sur OS).
(Voir Tanabe [30], page 83, lemme 3.8.1 et page 88, théoréme 3.8.2).
Donc on déduit que la famille (A(x)),¢(_, 4 verifie (H.1)) avec Ag = w, C' = C(r) et 0y =
Pour la preuve de (H.2), on fixe 21 et x5 tels que
1< <y < d.

On écrit que

(A(z1) —wl) (A1) — Zf) [(A(z1) — wf)_l — (A(w) —wI)™]

= (A(x1) —wl) (A(zy) — 2I) -t [(A — w[) (A(zg) —wl) — I] (A(xq) — w[)_l

= (A(z) —z) " (A ( 2) — wl) (A(z2) —wf)f

— (A1) —wI) (A() = 20) " (Afw) —wl)™
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(A(xy) — 20) " (A(wg) — 21 + 21 — wI) (A(zy) — wI) ™
— (A(xy) — 2] + 2T —wl) (A(zy) — 2I) " (A(zy) —wI) ™
= (A(21) = 21) " (A(22) = 2I) (A(w) —wI) '
— (A(21) = 20) (A1) = 21) " (Alxz) —wI)™
= [(A(x1) = 2I) 7" (Alz) = 2I) = 1] (A(22) —wI) "'
Soit f € L" (€2). On pose
v=(Az) —wI)" f, u=(Azy) — 27" (A(xy) — 21) .

On doit donc estimer ||u — v||LT(Q)

v et u sont des solutions des systémes

{E('TQJy?D)U_wU:f? yGQ

(6.2)
[ (zg,8,D)v =0, s € 0,

et

E(z1,y,D)u—zu= FE(x3,y,D)v—2v, y €
[(x1,8,D)u=0, s€Q,

respectivement, par conséquent u — v est solution du probléme

E(xlayaD) ['LL—U] _Z[U_U] :E(mg,y,D)’U—E(iﬁl,y,D>U, y e Q
F(th?D) [U_U] = [F(:C%SaD)_F<x1787D)]U:ga s € 0N
Maintenant soit @, ,,(.) € D() satisfaisant

Puyan(y) =1 sld(y,00) < (22 —21)/2
D, a(y) =0 sid(y,00Q) > xy — 21
0P, 2, C
‘ g W ' =

< , k=1,2..n.
To — Iq

En appliquant le résultat de la proposition précédente sur le dernier systéme et pour
w = q)$17$2(')gv
(et qui vérifie w = g sur OS2 par construction), on obtient I’estimation

2w = vl g

()(H[ (22,4, D) = E (21,9, D)]v]| 1 (g (6.3)

+ |Z|1/2 ||CI)I17$2(')9||LT(Q) + ”D(q)xl,:vz(-)g)nm(g)) :
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D’apres '’hypothese 4, on a

I[E (z2,y, D) — E(x1,y, D)]UHLT(Q) < K(xy — x1)” ||'U||W2W(Q)
< K(zg— 1)’ ||f||LT(Q) ;

et ceci en utilisant la proposition [6.1] pour le systéme ([6.2).
Pour majorer les deux derniers termes dans (/6.3) on aura besoin du lemme suivant.

Lemme 6.1 On suppose que r > n. Soit
sz—m = {y €: d(y>aQ) < T2 — 1‘1} :

Alors on a

/ @) dy < C (w2 =) [olliyero

3 / D@ dy < C (s —m) [0]ipare -
1= 19%2 o

Preuve. Comme r > n, on a Wb (Q) C L*> (Q) (voir [I1], page 168), donc on peut déduire
que

< (22 — 21) (Mesof?) Z (mgx |Div(y)|>
i=1
< C(z2 —21) ||l -

On fait de méme pour le premier terme. W

En revenant a (6.3), on a

1/2
\z]/ H(I)xl,xz(')gHLT(Q)

< |2[*|[[0 (22,5, D) = T (21,5, D)ol (g
< o Z / 12,5) — di(ar, )" | Devly)| dy
1/r
[ lelons) — elws)l o)l dy

QZ2711
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et

<

o, .,
< K |2 (2 — )" [0l (o)
< K - 20" il

HD((I)IEMW(‘).Q)HLT(Q)

1/r

K2 (- ) [ 3 [ patrays [ wrdy

QwZ_xl

= HD [q)ml,mz(') (F (I% = D) —I (be?D)) U]HLT(Q)

< D [q)m,zz(') Z [di<‘r27 S) - di($17 S)] Div]
i=1 L7(Q)
+ ||D [@th(,) [e(xg, s) — 6(1317 S)] U]HU(Q)
< Z ||Dkq>x1,x2() [di(z2’ 8) - di(ml’ S)] Dy Lr(Q)

k,i=1

+ Z HchI)wl,wz(') [6

(x2,5) — e(x1, s)] UHLT(Q)

+ Z [P w0 (-) D [di(2, 5) — di@1, $)] Div|[ 11

k=1

D 1®as 0 () D e, 5) — €1, )] 0] g

k=1

+ Z ||(I)$1 $2 ‘7;27 ) di(mlu 5)] DkDiU”LT(Q)

k=1

+Z||<I>m s

e(z2,5) — e(z1, 5)] Dpvll v g

en utilisant les hypothéses et le lemme précédent on déduit que

Donc

IN

IA

IN

[l —

[1D(®a,.25(-)9)

K (<
To — X1

+K (22 — 21) ||[v] (o

Lr(Q)

(r2 ) + K Z [ pewras [ wora

:19

1/r
K (z2 — 11) / [0l
K (22— 2)"" || £l 1oy -

UHU(Q) <

K

7|

{(w2 =2 + A" (s

T2 —T]

QIZ_II

1/r

— o)™ (= 20) 1 gy
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Alors 'hypothese (H.2) est vérifiee pour A\g = w = w(r) et (a1, p1y) = (p, 1), (o, py) =
(1 +1/r,1/2), (a3, p3) = (1/r,1). W

Remarque 6.2 Quand r < n, on peut démontrer (H.2), en utilisant un lemme analogue au

lemme [6.1, avec (a1, p1) = (p,1), (@2, ip) = (1+1/n,1/2), (az, p3) = (1/n,1) sir < m,
(a1, 1) = (p, 1), (g, piy) = (14 2v,1/2), (as,p3) = (20,1) sir=n et v < 1/2n.

Ainsi on peut appliquer tous les résultats des chapitres précédents pour (PC) .
En utilisant les notations suivantes :

{ U*(z,y) := v’ (x)(y) pour (z,y) €] —1,8]x
G(z,y) = ¢°(x)(y) pour (z,y) €] —1,4[x

le probléme (PC') peut s’écrire sous la forme abstraite suivante :

Q,
Q

)
(*)" (2) + A (z) v’ () — A’ () = ¢° () sur  ]-1,0[U]0, 4],

(P;) (1) =0, (u)(9) =0,

w’ (07) =u’ (0%), («*)(07) = =(u’) (0%).
Dans ce cas f{ = f- =0 et

Dae) (010, +00) = (D (A(2)) , I ()),_ay 00 C B0 ().

(Pour plus de détails sur D'espace de Nikolski B2 (2) et la caractérisation de l'espace
d’interpolation D () (a, +-00) voir [20], [37]).

Ces espaces pour 0 < 2a¢ < 1, ne préservent pas toujours les conditions aux limites sur le
bord. Voir & ce titre le cas traité en une variable avec les conditions de Dirichlet [20], p. 708.

On obtient donc les deux théorémes suivants correspondants aux théorémes [3.2) et [5.1}

Théoréme 6.2 On suppose que

G°.(.,.) € Co([0,0]; Ly, () et G5.(.,y) € C**([0,0]) pour p.p.y € Q,

G_(.,.) € Co([-1,0]; Ly () et G_(.,y) € C**([-1,0]) pour p.p.y € Q.
Alors il existe \* > 0 tel que pour tout X\ > \*, le probléme (PC) admet une solution unique
(Ui,Ui) vérifiant

1.
Uj;r(., ) € Co([0,0]5 Ly, (52)) et Uji(.,y) € C?(]0,9]) pour p.p.y € Q,

Ul (z,.) € W*(Q),[(z,s,D)US(z,.) =0, s€ 00

uniformément par rapport & x € [0,6] et

x + B(z,y, D)US (z,y) € C([0,0]) pour p.p.y € Q,
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U(.,.) € Co([-1,0]; L7 () et U°(.,y) € C*([—1,0]) pour p.p.y € Q,

Ul (x,.) € W* (Q),D(x,s,D)U’ (z,.) =0, se€d

uniformément par rapport & x € [—1,0] et
x> E(x,y, D)U’ (x,y) € C([~1,0]) pour p.p.y € .
Théoréme 6.3 Soient

G(.,.) € Co([0,6]5 Ly () et G°.(.,y) € C** ([0,6]) pour p.p.y € €,
G_(.,.) € Co([1,0]; L (Q)) et G_(.,y) € C** ([-1,0]) pour p.p.y € Q,

tels que
Yy G(j—(oa y) - G—(07 y) € DA(O) (Oéo, +OO) )

y— G_(—1,y) € Da(-1) (ap, +00)..

Alors il existe \* > 0 tel que pour tout X > \*, l'unique solution (Uj‘r, Uf) du probléme (PC')

vérifie
.

x i+ E(z,y, D)UY (2,y) € C*((0,6]) pour p.p.y € Q,
0?U?°

T — 81:; (z,y) € C?([0,0]) pour p.p.y € R,

02U?°

&E; (l‘, ) S DA(J;) (g, +OO) ,

x> B(z,y, D)U2 (x,y) € C([~1,0]) pour p.p.y € Q,
0?U?°

T — (9952_ (z,y) € C°([—1,0]) pour p.p.y € €,

o*U?

ou
B €10, min(2ag,0)], o =min(p,1/r).

6.2 Cas E=C (ﬁ)

Soit £ =C (ﬁ) ol  C R™ est un ouvert régulier et borné de frontiére 0 de classe C?.
On garde les mémes notations et les trois premiéres hypothéses de I’exemple précédent avec
I’hypothése supplémentaire suivante :

aij (y), bi (1, y), c(.,y) sont holdériens d’exposant p uniformément par rapport a y € €,
et 3v>0:4d;(,5),e(,s) € C*([-1,4]) uniformément par rapport a s € 9.
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Dans ce cas on a

D (A(z)) = { peC (ﬁ) NW24(Q) pour un certain ¢ > n, E(x,y,D)p € C (ﬁ) } |

et I'(x,s,D)p =0, s €09,
par conséquent

{ D(A(2))={peC(QNW24(Q):[(z,5,D)p=0, s €N} #C(Q),
DA(QC) (Oé(), +OO> = (D (A(I)) R C (ﬁ)) C C2a0 (ﬁ) s

1—ap,+o0

(pour cet espace d’interpolation voir [4]).

Théoréme 6.4 (A(z)),c_; 4 est une famille d’opérateurs linéaires fermés vérifiant les deux

hypothéses et (H.2).

Comme au premier exemple, on utilise la proposition suivante pour montrer ’hypothése

D).

Proposition 6.2 Sous les hypothéses 1, 2 et 3, il existe ¢, € ]g, m [, wo, To, Co > 0 tels que
pour tout z € Xy o = {2 € C: |arg(2)| < g, [2] > wo} et w €]—1,0], le probléme

E(z,.D)u—z2u=fecC(Q)
[(z,.,D)u=geC" (d9Q),

admet une unique solution u(z,.) € C () N W24(Q) vérifiant pour tout K assez grand et

< K?”O
r<r,=-——
2|Z|1/2
1/2 n/2q 2
(|z| Jullogy + <" 1Dl oy + 1272 sup || D u||m<%o>> (6.4
Yo €N
< Cylz["* su . + su inf(w )
< a0 (s

ow pour chaque r > 0 et yy € €,

QT’yyo = B(yoﬂ T) N Qv wr,yo(y) = d} (y — yo) )

r

¥ est une fonction de D(R™) a support dans B(0, 1) telle que

1 sur B(0,1/2
w:{ 0,1/

0 sinon,

et w = g sur OS.
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Preuve. Pour la démonstration de cette proposition voir Stewart [35].
De cette proposition on déduit que la famille (A(m))xe%l’ 5 Vvérifie 1) avec \g = wyp, C' = C)

Pour démontrer ’hypothése (H.2), on fixe x; et x5 tels que
—1 <z <29 <4,
et pour f € C (ﬁ), on pose
v=(A(x) —wol) " f, u=(Axy) —2I) " (A(xz) — 21) .
u — v est solution du probléme

{ E (z1,y,D)[u—v| — z[u —v] = E(x9,y,D)v — E(x1,y,D)v, y €
[ (z1,s,D)u—v]=[(xg,s,D) =T (21,5,D)Jv =g, s€IN.

En appliquant le résultat de la proposition précédente pour ce dernier on obtient I’estimation
el = vl oy

< Co ‘Z|n/2q (Sup H(E ({Eg,y, D) —F (Z’l,y, D)) UHL‘Z(Qm,yO) (65)

Yo €

+ sup inf ||(F (x9,8,D) =T (21,s,D)) UwQT,y0||W1,q(Q2T7yO)>

Yo€EQ v

et on a

|[E (z2,y, D) — E (21, v, D)]UHLq(QQT,yO)

< KoY [ D)y

i,j:lﬂw,yo
1/q
+KmerWZI/1wmwmeJaw—xWW/!wwww
=1 QQT,yO Q2r,y0

(5 — 21 1/q
< (K(xg —xq)" ||f||?;(§) K HfHZ(Q)) ’

|Z’n/2

ceci en utilisant I’holdérianité des coefficients, en appliquant le résultat de la proposition
au probléme

E('T%y?D)U_wOU:f? ye@
[ (z9,8,D)v =0, s € 011,
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et aussi le résultat suivant similaire au lemme [6.1] :

/ )" dy < mes (Qary,) Vlly20(0) < )" [0]l520(0)

QQT‘,yO
< < e
EPRCEE
" C
3 / Da@)'dy < @) olyeuq < — o5 Il
iilQQr,yO | |

Ainsi

sup [|(E (22,9, D) = E (21,5, D)) vlla(a, .

YoEN
Y (22 — 11)”
< K| (za—21)" + R ||f||c( Q) -

Maintenant on majore

|(T (2,8, D) = T (1,5, D)) vy, leﬁq(gwyyo) ’

pour cela on doit estimer

||(F (IQ, S, D) - (xla S, D)) v¢2r,yoHLq<QQT’y0) )

et

| D [(T (@2.5. D) = T (1.8, D) 0oy |0y, y - K=Tom

|| (I' (22,8, D) = T' (21,8, D)) vy, ,, ”Lq(ggr,yo)

1/q
< K(wy— 1) Z / |Div(y)|* dy + / lv(y)|? dy
Q2m,0 Qar,y0
(29 — 1)
< K0 qu 1l -

et on a aussi pour tout £k =1,n

||Dk [(F (x2> 5, D) - (171, 8, D)) v¢2r,yo} ”Lq(QgT,yO)
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< ZDk i(12,y) — di(z1,9)] Di (Yv)
Lq(QQTﬂJO)
+ | [di(2, y) — di(z1,y)] DiDi (¢v)
i=1 Lq(ﬂznyo)
+ HDk [6(1‘2, y) - 6(5617 y)] U”La(ﬂznyo)
+ ”( (:E?? ) e(mlvy))DkUHLq(Qgr,yo)
(z2 — 71)"
< Khw 1Fllo@) + K (z2 = 21) [ fllogm)
(2 — 21)" (952 — 1)
+K . |n/2q 1 lle@) + NRE 1l @) -
d’ou
HDk [(P (132, S, D) =T (xla S, D)) quz)Zr,yo} H[ﬂ(thyO)
(z2 — 71)"
< K(TZVL—/Z;+( 2= a1) | [ fllog) -
En remplagant ces résultats dans ’estimation ([6.5]), on obtient
n To — x1)° To — X
#lllu=vlloqm < Cols"™ {K (m et <||—/)) P
z z
+KM+K(x —21) S 1 Fll e
PRE P e®
n/2q VRY’ (w2 —21)? | (w2 —21)"
< K|Z| [(wQ xl) + ’Z|n/2q + |Z|n/2q ’
d’ou
(w2 —21)" (22 —21)" (22 —31)"
— <K =) -
lu = vlle(m [ WIEDET + 7] + B 1l @)
Ainsi ’hypothese (H.2) est vérifiée pour A\g = wg et (aq, i1) = (p, 1 —n/2q), (a2, py) = (p, 1),

(ag, pi3) = (v, 1) pour q assez grand. W

On peut donc aussi énoncer les deux théorémes correspondants aux théorémes [3.2] et [5.1] dans

ce cas

Théoréme 6.5 Soient

GS € C([0,0] x Q) et G°.(.,y) € C?* ([0,6]) uniformément par rapport a y € €,

G_ € C([-1,0] x Q) et G_(.,y) € C?* ([~1,0]) uniformément par rapport a y € Q,

y— G(0,y) — G_(0,y) € D(A(0)), y = G_(~1,y) € D(A(-1)).

Alors il existe \* > 0 tel que pour tout X > \*, le probléme (PC) admet une solution unique

(Uﬂ, Uf) telle que
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1. US(.,.) est continue dans [0, 6] x €,

2. Ui(., y) € C?([0,0]) uniformément par rapport ay € Q,

3. Ul(x,.) € D(A(x)) uniformément par rapport a x € [0,0] et

x> E(z,y, D)U(z,y) € C([0,6]),

uniformément par rapport a y € Q,

4. U%(.,.) est continue dans [—1,0] x Q,

5 U°(.,y) € C*([-1,0]) uniformément par rapport ¢ y € €,

6. U(x,.) € D(A(x)) uniformément par rapport & x € [—1,0] et

x — E(z,y, D)U° (z,y) € C([-1,0]),

uniformément par rapport a y € Q.

Théoréme 6.6 Soient

G%. € C([0,6] x Q) et G°.(.,y) € C?** ([0,8]) uniformément par rapport a y € Q,
G_ € C([-1,0] x Q) et G_(.,y) € C?* ([~1,0]) uniformément par rapport a y € Q,
Y+ G%(0,y) — G-(0,y) € Dag) (@0, +00), y = G—(—1,y) € Da(-1) (e, +00).

Alors il existe \* > 0 tel que pour tout X > \*, l'unique solution (Uji, Ui) du probléeme (PC')

vérifie

\

ol

(2 E(z,y, D)US(z,y) € CP([0,0]) uniformément par rapport a y € Q,

Ut
0x?

T =

(z,y) € C8([0,0)) uniformément par rapport a y € Q,
O*U°
Ox?
x— E(z,y, D)U° (z,y) € CP([—1,0]) uniformément par rapport a1y € Q,
9*U°
Ox?

(x,.) € Da() (g, +oo) uniformément par rapport & x € [0,6],

X —

(z,y) € CP([~1,0]) uniformément par rapport a y € €,

02U?
0x?

(%,.) € Da() (g, +oo) uniformément par rapport a x € [—1,0],

p €10, min(2ap,0)], o =min(p—n/q,p,v).
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Résumé :

On considére une famille (Ps)s-o de problémes aux limites et de transmission régis par des
équations différentielles opérationnelles, de type elliptique a coefficients opérateurs variables
dans le cadre des espaces de Holder. L’étude se situe dans une continuité d’amélioration des
travaux effectués par O. Belhamiti, R. Labbas, K. Lemrabet et A. Medeghri (cadre ou les
opérateurs sont constants) et par A. Favini, R. Labbas, K. Lemrabet et B-K. Sadallah (cadre
variable avec des hypotheses de différentiabilité des résolvantes). Ici ’hypothése fondamentale
traduit une certaine héldérianité des résolvantes des opérateurs variables, cette derniére est
inspirée par celle de R. Labbas. On se base sur le calcul fonctionnel de Dunford, la théorie des
semi-groupes, les espaces d’interpolation, certains résultats de F. Sinestrari et des techniques
similaires a celles utilisées dans la thése de R. Labbas dans le but de montrer l’existence,
lunicité et la régularité mazximale de la solution stricte du probléme pour un o fixé.

Mots clés : FEquations différentielles abstraites de type elliptique, Problémes de transmis-
sion, Espaces de Hélder, FEspaces d’interpolation, Semi-groupes, Régularité maximale, Calcul
fonctionnel de Dunford.

Abstract :

We consider a family (Ps)sso of boundary value and transmission problems, which is repre-
sented as an abstract second order differential equation of elliptic type with variable operator
coefficients, in the framework of Holder spaces, improving the work given by Belhamiti, O.,
Labbas, R., Lemrabet, K. and Medeghri, A (constant case) and also the study given by Favini,
A., Labbas, R., Lemrabet, K. et Sadallah, B-K (variable case with differentiability conditions
on the resolvants). Here our essential hypothesis is inspired by these of Labbas, R. We use
Dunford calculus, interpolation spaces, semigroups theory and some techniques develloped by
Favini, A and Labbas, R in order to obtain existence, uniqueness and maximal reqularity
results for the strict solution of the problem for a fixed 9.

Key words : Abstract differential equation of elliptic type, Transmission problems, Holder
spaces, Interpolation spaces, Semigroups, Maximal reqularity, Dunford operational calculus.
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