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Introduction

0.1 Objectif principal de la thèse

On considère, dans un espace de Banach complexe X, le problème abstrait de type Robin gé-
néralisé gouverné par une équation di¤érentielle opérationnelle d�ordre deux de type elliptique
dans un cadre non commutatif.
On entend ici par équations di¤érentielles opérationnelles ou abstraites (en abrégé EDA), des
équations di¤érentielles à coe¢ cients opérateurs linéaires (en général non bornés) sur l�espace
X.
Le problème de Robin que l�on se propose d�étudier ici, consiste en l�équation di¤érentielle

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x)� !u (x) = f(x); x 2 (0; 1) ; (0.1.1)

sous les conditions aux limites de type Robin généralisé�
u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1;

(0.1.2)

où A, B et H sont des opérateurs linéaires fermés dans X, véri�ant certaines hypothèses
qu�on précisera par la suite, d0, u1 sont des éléments donnés dans l�espace X et ! est un
paramètre spectral strictement positif. Notre étude se fera dans deux espaces de Banach,
lorsque le second membre f appartient à l�une des deux classes de géométrie di¤érente

Lp (0; 1;X) avec 1 < p <1;

et
C� ([0; 1] ;X) avec 0 < � < 1:

S�inspirant des travaux de A. Favini, R. Labbas, S. Maingot and M. Meisner (voir [16], [17]),
on étudiera à la place de (0.1.1)-(0.1.2), l�équation di¤érentielle

u00(x) + (L! �M!)u
0(x)� 1

2
(M!L! + L!M!)u(x) = f(x); x 2 (0; 1) ; (0.1.3)

avec les conditions aux limites �
u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1;

(0.1.4)

où les opérateurs M! et L! véri�ent notamment(
L! �M! � 2B;
�1
2
(M!L! + L!M!) � A� !I:

On pensera, en particulier, au cas où

L! = B �
�
B2 � A+ !I

� 1
2 ; M! = �B �

�
B2 � A+ !I

� 1
2 ;
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sous l�hypothèse qui permet de dé�nir (B2 � A+ !I)
1
2 , par exemple lorsque A�!I �B2 est

elliptique au sens de Krein.
On s�intéressera à l�existence, l�unicité et la régularité maximale de la solution classique pour
le problème (0.1.3)-(0.1.4) sous des conditions nécessaires et su¢ santes de compatibilité des
données d0, u1 et f .
L�originalité de ce travail réside particulièrement dans le fait que l�étude du problème (0.1.3)-
(0.1.4) est faite dans un cadre non commutatif. Plus précisément on supposera

M!L! 6= L!M!;

et on ne fera pas d�hypothèse de commutativité entre L! et H ou entre M! et H.
On dé�nira alors le commutateur de deux opérateurs P et Q sur X par�

D ([P ;Q]) = D (PQ) \D (QP ) ;
[P ;Q] � = PQ� �QP�; � 2 D ([P ;Q]) :

Ce cadre non commutatif est décrit respectivement par les deux hypothèses essentielles (0.4.9)
et (0.4.8). La première a été utilisée pour la première fois dans le travail [16] , mais pour
l�équation (0.1.3) avec des conditions aux limites de type de Dirichlet.
Ce commutateur exprime, dans un certain sens, que l�opérateur [M!;L!] est assez petit pour
! assez grand. La deuxième exprime le fait que l�inverse du "déterminant du problème" est
régularisant dans un certain sens.

0.2 Aperçu historique

0.2.1 Cadre commutatif

Dans une série d�articles, les auteurs Favini, Labbas, Maingot, Tanabe et Yagi (voir [18], [19]
et [20]) se sont intéressés à l�équation di¤érentielle opérationnelle

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x) = f(x); x 2 (0; 1) ; (0.2.1)

sous des conditions aux limites de type Dirichlet

u(0) = u0; u(1) = u1; (0.2.2)

où A et B sont des opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach complexe X véri�ant
l�ellipticité de Krein pour l�opérateur A�B2 et certaines hypothèses de commutativité. Deux
cadres ont été développés : f 2 Lp (0; 1;X) avec 1 < p <1 et f 2 C� ([0; 1] ;X) avec � 2]0; 1[.
Par la suite, les auteurs Cheggag, Favini, Labbas, Maingot et Medeghri (voir [5], [6], [7] et
[8]), ont étudié l�équation (0.2.1) mais cette fois-ci avec des conditions aux limites de type
Robin généralisé �

u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1;

(0.2.3)

où H est un opérateur linéaire fermé sur X.
Ici aussi, l�étude a été réalisée dans les espaces Lp (0; 1;X) ; 1 < p < 1 et C� ([0; 1] ;X)
avec � 2]0; 1[. Les auteurs ont considéré les cas où B génère un groupe fortement continu

sur X et celui où L := B � (B2 � A)
1
2 et M := �B � (B2 � A)

1
2 génèrent des semi-groupes

analytiques sur X, commutent entre eux et leurs résolvantes commutent avec H.
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0.2.2 Cadre non commutatif

Dans les deux articles [16], [17], les auteurs A. Favini, R. Labbas, S. Maingot et M. Meisner
ont étudié les deux problèmes

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x)� !u(x) = f(x); x 2 R;

et �
u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x)� !u(x) = f(x); x 2 (0; 1) ;
u(0) = u0; u(1) = u1:

Pour cela, ils les ont réécrit sous forme

u00(x) + (L! �M!)u
0(x) +

1

4

�
(L! �M!)

2 � (L! +M!)
2�u(x) = f(x); x 2 R

et (
u00(x) + (L! �M!)u

0(x) +
1

4

�
(L! �M!)

2 � (L! +M!)
2�u(x) = f(x); x 2 (0; 1) ;

u(0) = u0; u(1) = u1;

avec L!M! 6=M!L!, les opérateurs L!, M! véri�ant, entre autres,(
L! �M! � 2B
1

4

�
(L! �M!)

2 � (L! +M!)
2� � A� !I;

et une hypothèse sur le commutateur décrite dans (0.4.9).

0.3 Outils et méthodes de travail

Cette thèse utilise beaucoup d�outils d�analyse fonctionnelle, en particulier la théorie des
semi-groupes, les puissances fractionnaires d�opérateurs, la théorie de l�interpolation et le
calcul fonctionnel de Dunford.
Les techniques utilisées s�inspirent de beaucoup de travaux ayant trait à l�étude des équations
di¤érentielles opérationnelles posées dans des espaces de Banach. On cite, à titre indicatif,
les travaux récents développés dans [5], [6], [8], [16] et [17].

0.4 Description des chapitres et résultats principaux

Cette thèse comporte trois chapitres.
Le premier chapitre est consacré à des rappels d�usage sur les outils mathématiques utilisés
dans ce mémoire tels que :

1. les opérateurs linéaires fermés,

2. les espaces de Sobolev,

3. les espaces de Hölder,
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4. les espaces d�interpolation

5. la théorie des semi-groupes, etc....

Le deuxième chapitre contient deux études :
1) La première a fait l�objet d�un article [9] et concerne le problème (0.1.3)-(0.1.4) dans le
cadre Lp (0; 1;X), 1 < p < +1. Cette partie comporte quatre étapes :
La première est consacrée à la construction d�une formule de représentation de la solution
grâce à un raisonnement heuristique : en supposant l�existence d�une solution véri�ant la
régularité optimale, on déduit une équation intégrale qu�on inverse pour avoir la formule de
représentation.
La deuxième étape concerne la régularité maximale de la formule de représentation trouvée
ainsi que l�unicité de la solution du problème.
La troisième étape est une comparaison entre notre travail et celui du cas commutatif traité
dans le récent papier [8].
Finalement, dans la quatrième étape, on donne un exemple concret en équations aux dérivées
partielles illustrant notre problème (0.1.3)-(0.1.4).
Plus précisément, on suppose que

X est un espace UMD; (0.4.1)

et qu�il existe un réel positif �xé !0 tel que8><>:
9C0 > 0 : 8! > !0; ]0;+1[� � (L!) \ � (M!) ;

ker(L!) = ker (M!) = f0g ; Im(L!) = Im(M!) = X;

sup
�>0



� (L! � �I)�1



L(X) 6 C0; sup

�>0



� (M! � �I)�1



L(X) 6 C0;

(0.4.2)

8><>:
9�L; �M 2]0; �

2
[;9C > 1;8! > !0;8s 2 R:

(�L!)is ; (�M!)
is 2 L(X);


(�L!)is




L(X)
6 Ce�Ljsj;




(�M!)
is




L(X)

6 Ce�M jsj;
(0.4.3)

D(L!) = D(M!); (0.4.4)

D((L! +M!)
2) � D((M! � L!)

2); (0.4.5)

L! +M! est inversible dans L(X); (0.4.6)

8! > !0;�! = (M! �H) + eL!eM! (L! +H) est inversible dans L(X); (0.4.7)

et
8! > !0;8� 2 D(L!); ��1! � 2 D((L! +M!)

2): (0.4.8)

On fera l�hypothèse de non commutativité suivante

8! > !0; kCL! ;M!kL(X) 6 � (!) ; (0.4.9)
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où CL! ;M! est le commutateur donné par

CL! ;M! = (M!L! � L!M!) (L! +M!)
�2

= [M!;L!] (L! +M!)
�2 ;

avec
� : [!0;+1[! R+ et lim

!!+1
� (!) = 0:

On verra que dans de nombreux cas concrets, pour � > 0, on a

� (!) = O

�
1

!�

�
:

Pour avoir une représentation de la solution, on utilise celle du cas commutatif (voir Cheggag
et al. dans [8], p. 63). On suppose qu�il existe une solution u au problème (0.1.3)-(0.1.4) et
on remplace la fonction f dans la solution du cas commutatif par

u00 + (L! �M!)u
0 � 1

2
(M!L! + L!M!)u:

En e¤ectuant des intégrations par parties, on obtient une équation intégrale véri�ée par
v := (L! +M!)

2 u écrite sous la forme

v +R! (v) = F! (f) + �!;

où R! est un opérateur dépendant du commutateur CL! ;M! et �! dépend des données d0 et
u1. On déduit, pour ! assez grand, la représentation suivante :

u = (L! +M!)
�2 �(I +R!)

�1 (F! (f) + �!)
	
:

Le résultat principal obtenu dans ce chapitre est le suivant

Théorème 0.4.1 On suppose (0.4.1)�(0.4.9). Soit f 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p < 1: Alors, il
existe !� > !0 tel que pour tout ! > !�, les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1. Le problème (0.1.3)-(0.1.4) admet une unique solution classique u c�est-à-dire�

u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (L!M!) \D (M!L!)) ;
u0 2 Lp (0; 1;D (L! �M!)) ;

u(0) 2 D (H) et u véri�ant le problème (0.1.3)-(0.1.4).
2.

u1;�
�1
! d0 2

�
X; D

�
(L! +M!)

2
��
1� 1

2p
;p
:

Pour plus de commodité, on notera

A! = A� !I:

2) La deuxième étude concerne le problème (0.1.1)-(0.1.2) dans le cadre Lp (0; 1;X), 1 < p <
+1.
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On suppose qu�il existe un réel positif �xé !0 tel que les opérateurs A! et B véri�ent8<: B2 � A!0 est un opérateur linéaire fermé dans X; R� � � (B2 � A!0) ;

9C > 0; 8� 6 0;



(B2 � A!0 � �I)

�1




L(X)

6 C

j�j+ 1 ;
(0.4.10)

(
D
�
(B2 � A!)

1
2

�
� D(B);

D(B2 � A!) � D((B2 � A!)
1
2B);

(0.4.11)

8! > !0;



hB; (B2 � A!)

1
2

i
(B2 � A!)

�1




L(X)

6 � (!) ; (0.4.12)

où
� : [!0;+1[! R+ avec lim

!!+1
� (!) = 0: (0.4.13)

On suppose que les opérateurs �
L! := B � (B2 � A!)

1
2 ;

M! := �B � (B2 � A!)
1
2 ;

véri�ent, pour tout ! > !0, les hypothèses suivantes8><>:
]0;+1[� � (L!) \ � (M!) ;

ker(L!) = ker (M!) = f0g ; Im(L!) = Im(M!) = X;

9C0 > 0; sup
�>0



� (L! � �I)�1



L(X) 6 C0; sup

�>0



� (M! � �I)�1



L(X) 6 C0;

(0.4.14)

8><>:
8s 2 R; (�L!)is ; (�M!)

is 2 L(X);
9�L; �M 2]0; �

2
[;9C > 1;8s 2 R;


(�L!)is




L(X)
6 Ce�Ljsj;




(�M!)
is




L(X)

6 Ce�M jsj;
(0.4.15)

l�opérateur

�! = (M! �H) + eL!eM! (L! +H) est inversible dans L(X); (0.4.16)

et
8� 2 D(L!); ��1! � 2 D((L! +M!)

2): (0.4.17)

On obtient alors le résultat optimal suivant :

Théorème 0.4.2 On suppose (0.4.10)�(0.4.17). Soit f 2 Lp (0; 1;X), 1 < p <1: Alors, il
existe !� > !0 tel que pour tout ! > !�, les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1. Le problème (0.1.1)-(0.1.2) admet une unique solution classique u c�est-à-dire�

u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (A!)) ,
u0 2 Lp (0; 1;D (B)) ;

u(0) 2 D(H) et u véri�ant le problème (0.1.1)-(0.1.2) ;
2.

u1;�
�1
! d0 2

�
X;D((B2 � A))

�
1� 1

2p
;p
:
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Le troisième chapitre, comporte deux études :
1) la première concerne le problème (0.1.3)-(0.1.4) dans le cadre höldérien C� ([0; 1] ;X) avec
0 < � < 1. On étudie la régularité et la régularité maximale de la représentation de la solution
trouvée dans le cadre Lp du problème (0.1.3)-(0.1.4). On donnera par la suite un exemple
concret lié aux équations aux dérivées partielles.
Les hypothèses considérées dans cette partie sont les suivantes :
Il existe un réel positif �xé !0 tel que, pour tout ! > !0, on suppose8<: 9� > 0; 9C > 0 : S� � � (L!) ; S� � � (M!) ;

(L! � zI)�1




L(X) 6

C

jzj ;


(M! � zI)�1




L(X) 6

C

jzj ; z 2 S�;
(0.4.18)

où S� :=
�
z 2 Cn f0g : jarg zj 6 �

2
+ �
	
,

D(L!) = D(M!); (0.4.19)

D((L! +M!)
2) � D((M! � L!)

2); (0.4.20)

L! +M! est inversible dans L(X); (0.4.21)

(X;D(L!))1+�;1 = (X;D(M!))1+�;1 ; (0.4.22)

�! = (M! �H) + eL!eM! (L! +H) est inversible dans L(X); (0.4.23)

8� 2 D(L!); ��1! � 2 D((L! +M!)
2); (L! +M!)

2 ��1� 2 (X;D(L!))�;1 ; (0.4.24)

et l�hypothèse de non commutativité

8! > !0; kCL! ;M!kL(X) 6 � (!) ; (0.4.25)

où CL! ;M! est le commutateur dé�ni par

CL! ;M! = (M!L! � L!M!) (L! +M!)
�2

= [M!;L!] (L! +M!)
�2 ;

et
� : [!0;+1[! R+ avec lim

!!+1
� (!) = 0:

Dans ce cas, on obtient une équation intégrale véri�ée par v := (L! +M!)
2 u et écrite sous

la forme
v +R!(v) = F!(f) + S!;

où R! dépend de CL! ;M! et S! dépend des données d0; u1. Pour résoudre cette équation
intégrale, on se place dans l�espace de Banach complexe :

C�L! ;M!
([0; 1] ;X)

= fv 2 C� ([0; 1] ;X) : (L! �M!) (L! � I)�1CL! ;M!v(0) 2 (X;D(L!))�;1 ;
(L! �M!) (M! � I)�1CL! ;M!v(1) 2 (X;D(L!))�;1g:
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On déduit alors, pour ! assez grand, la représentation suivante :

u = (L! +M!)
�2 �(I +R!)

�1 (F!(f) + S!)
	
:

L�étude de cette représentation permet d�obtenir un résultat d�existence, d�unicité et de
régularité maximale de la solution dans le cas où le second membre est dans un espace
höldérien.
On obtient alors le résultat optimal suivant

Théorème 0.4.3 On suppose (0.4.18)�(0.4.25) et soit � 2]0; 1[. Alors, il existe !� > !0 tel
que pour tout ! > !�, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le problème (0.1.3)-(0.1.4) admet une unique solution classique u satisfaisant�
u00; (L! �M!)u

0; (L!M! +M!L!)u 2 C�([0; 1] ;X);
(L! +M!)

2 u 2 C�L! ;M!
([0; 1] ;X);

2. f 2 C�([0; 1] ;X) et8>>>>><>>>>>:

��1! d0; u1 2 D(L!M!) \D(M!L!)

(M! � I) (L! +M!) �
�1
! d0 + (L! +M!) (L! � I)�1 f(0) 2 (X;D (L!))�;1 ;

L! (L! +M!)u1 + (L! +M!) (M! � I)�1 f(1) 2 (X;D (L!))�;1 ;
(L! �M!) (L! � I)�1CL! ;M! (L! +M!)

2 ��1! d0 2 (X;D(L!))�;1 ;
(L! �M!) (M! � I)�1CL! ;M! (L! +M!)

2 u1 2 (X;D(L!))�;1 :

2) La deuxième étude concerne le problème (0.1.1)-(0.1.2) dans le cadre höldérienC� ([0; 1] ;X)
avec 0 < � < 1.
On suppose qu�il existe un réel positif �xé !0 tel que les opérateurs A et B véri�ent8<: B2 � A!0 est un opérateur linéaire fermé dans X; R� � � (B2 � A!0) ;

9C > 0; 8� 6 0;



(B2 � A!0 � �I)

�1




L(X)

6 C

1 + j�j ;
(0.4.26)

(
D
�
(B2 � A!)

1
2

�
� D(B);

D(B2 � A!) � D((B2 � A!)
1
2B);

(0.4.27)

�
X;D(B � (B2 � A!)

1
2 )
�
1+�;1

=
�
X;D(�B � (B2 � A!)

1
2 )
�
1+�;1

; (0.4.28)

8! > !0;



hB; (B2 � A!)

1
2

i
(B2 � A!)

�1




L(X)

6 � (!) ; (0.4.29)

où
� : [!0;+1[! R+ avec lim

!!+1
� (!) = 0:

On suppose que les opérateurs �
L! := B � (B2 � A!)

1
2 ;

M! := �B � (B2 � A!)
1
2 ;
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véri�ent les hypothèses suivantes8<: 9� > 0; 9C > 0 : 8! > !0; S� � � (L!) ; S� � � (M!) ;

(L! � zI)�1



L(X) 6

C

jzj ;


(M! � zI)�1




L(X) 6

C

jzj ; z 2 S�;
(0.4.30)

où S� :=
�
z 2 Cn f0g : jarg zj 6 �

2
+ �
	
.

Pour tout ! > !0, l�opérateur

�! = (M! �H) + eL!eM! (L! +H) est inversible dans L(X); (0.4.31)

et

8� 2 D(L!); ��1! � 2 D((L! +M!)
2) et (L! +M!)

2 ��1! � 2 (X;D(L!))�;1 : (0.4.32)

Le résultat principal de cette partie est le suivant

Théorème 0.4.4 On suppose (0.4.26)�(0.4.32) et soit � 2]0; 1[. Alors, il existe !� > !0 tel
que pour tout ! > !�, les assertions suivantes sont équivalentes

1. Le problème (0.1.1)-(0.1.2) admet une unique solution u satisfaisant8>><>>:
u 2 C2([0; 1] ;X) \ C([0; 1] ;D(A));
u0 2 C([0; 1] ;D(B));
8x 2 [0; 1] ; u(x) 2 D(B2 � A);

8x 2 [0; 1] ; u0(x) 2 D((B2 � A)
1
2 );

et la propriété de régularité maximale�
u00; Bu0; Au; B2u 2 C�([0; 1] ;X);
(B2 � A!)u 2 C�A;B;!([0; 1] ;X):

2. f 2 C�([0; 1] ;X); ��1! d0 2 D(A!); u1 2 D(A!) et�
�B � (B2 � A!)

1
2 � I

�
(B2 � A!)

1
2��1! d0 + (B

2 � A!)
1
2

�
B � (B2 � A!)

1
2 � I

��1
f(0);�

B � (B2 � A!)
1
2

�
(B2 � A!)

1
2u1 + (B

2 � A!)
1
2

�
�B � (B2 � A!)

1
2 � I

��1
f(1);

B
�
B � (B2 � A!)

1
2 � I

��1 h
B; (B2 � A!)

1
2

i
��1! d0;

B
�
�B � (B2 � A!)

1
2 � I

��1 h
B; (B2 � A!)

1
2

i
u1;

appartiennent à (X;D(B2 � A!)) �
2
;1.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Opérateurs linéaires

Dans tout ce qui suit, (X; k�kX) est un espace de Banach complexe.

1.1.1 Opérateurs fermés et opérateurs fermables

On rappelle ci-dessous quelques dé�nitions de base.
Soit A est un opérateur linéaire sur X de domaine D(A) � X.

Dé�nition 1.1.1

1. On dit que A est à domaine dense (ou densément dé�ni) si D(A) = X, i.e. si pour
tout x 2 X, il existe une suite (xn)n�0 d�éléments de D(A) telle que x = lim

n!+1
xn.

2. On appelle noyau de A le sous-espace de X, noté ker (A), dé�ni par :

ker (A) = fx 2 D(A) : Ax = 0g :

3. On appelle graphe de A le sous espace de X �X; noté G (A), dé�ni par :

G (A) = f(x;Ax) 2 X �X : x 2 D(A)g :

4. A est dit borné si
D(A) = X et sup

kxk�1
kAxkX < +1;

et on écrit A 2 L(X).
5. A est dit fermé si et seulement si pour toute suite (xn)n � D (A) telle que(

lim
n!1

xn = x;

lim
n!1

Axn = y;
=)

�
x 2 D(A);
Ax = y:

6. A est dit fermé si G (A) est un fermé de X �X.



1.1 Opérateurs linéaires 14

7. A est dit fermable s�il existe A; un opérateur linéaire sur X; tel que

G (A) = G
�
A
�
,

dans ce cas A est uniquement déterminé, c�est un opérateur fermé appelé la fermeture
de A.
Si A et B sont deux opérateurs linéaires dans X, de domaines respectifs D(A) et D(B),
on écrira A � B pour signi�er que B est un prolongement de A, c�est-à-dire

D(A) � D(B) et Bx = Ax si x 2 D(A).

Noter que si A est fermable, A est la plus petite extension fermée de A (inclusion des
domaines).

8. Si A est injectif, on peut dé�nir l�inverse de A, noté A�1, par

A�1 : A (D (A)) ! D (A)
y ! A�1y = x:

(1.1.1)

9. A étant un opérateur linéaire fermé sur X, on dé�nit l�ensemble résolvant � (A) de
A par

� (A) =
�
� 2 C : (�I � A)�1 2 L(X)

	
;

et le spectre de A par
� (A) = C�� (A) :

Dé�nition 1.1.2 Soient A : D(A) � X ! X et B : D(B) � X ! X deux opérateurs
linéaires. On peut dé�nir l�opérateur BA :�

D(BA) = fx 2 D(A) : Ax 2 D(B)g
(BA)x = B(Ax); x 2 D(BA):

On dé�nit, pour tout n 2 N, An la n-ième puissance de A, par :8<:
D (A0) = X et A0 = I;
D (A1) = D (A) et A1 = A;
8n > 2; D (An) = fx 2 D (An�1) : An�1x 2 D (A)g et An = AAn�1:

Proposition 1.1.1 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. Alors l�application

R : � (A) ! L(X)
� ! R� (A) = (A� �I)�1

est analytique sur � (A).

Proposition 1.1.2 Soit A : D (A) � X ! X un opérateur linéaire.

1. Si A est un opérateur fermé, alors pour tout B 2 L(X), l�opérateur

A+B : D(A) � X ! X

est fermé.
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2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A�1 est fermé.

3. Si A est un opérateur fermé à valeurs dans X et D(A) est fermé dans X alors A est
continu de D(A) dans X.

4. Si A est un opérateur continu de D(A) dans X alors A est fermé si et seulement si
son domaine est fermé.

5. Si �(A) 6= ? alors A est fermé.

Preuve
� Soient (xn)n2N � D(A+B) = D(A) et x; y 2 X tels que

lim
n!1

xn = x et lim
n!1

(A+B)xn = y:

Comme B 2 L(X) alors lim
n!1

Bxn = Bx et donc lim
n!1

Axn = y �Bx.

Puisque A est fermé alors

x 2 D(A) = D(A+B) et Ax = y �Bx;

i.e (A+B)x = Ax+Bx = y et donc A+B est un opérateur fermé.
� Pour la deuxième assertion, on utilise la dé�nition de la fermeture d�un opérateur et (1.1.1)
(Pour plus de détails, voir [25]).

� Pour la troisième et la quatrième assertion, vu que l�opérateur A est fermé alors, il en est
de même pour son graphe G (A) et donc il su¢ t d�appliquer le théorème du graphe fermé.

� Soient (xn)n2N � D(A) et x; y 2 X tels que lim
n!1

xn = x et lim
n!1

Axn = y et montrons que

x 2 D(A) et Ax = y:

Comme �(A) 6= ? alors il existe �0 2 �(A) tel que (A� �0I)
�1 2 L(X) d�où

xn = (A� �0I)
�1 (A� �0I)xn

= (A� �0I)
�1Axn � �0 (A� �0I)

�1 xn;

on obtient donc

lim
n!1

xn = lim
n!1

�
(A� �0I)

�1Axn � �0 (A� �0I)
�1 xn

�
= lim

n!1
(A� �0I)

�1Axn � lim
n!1

�0 (A� �0I)
�1 xn

= (A� �0I)
�1 y � �0 (A� �0I)

�1 x

= (A� �0I)
�1 (y � �0x) ;

vu l�unicité et puisque, pour tout � 2 X; (A� �0I)
�1 � 2 D (A), on déduit

lim
n!1

xn = (A� �0I)
�1 (y � �0x) = x 2 D(A);

d�où
y � �0x = (A� �0I)x = Ax� �0x;

c�est-à-dire y = Ax et donc A est un opérateur fermé.
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Proposition 1.1.3 Si A :D (A) � X ! X est un opérateur linéaire fermé et D(A) est muni
de la norme du graphe k�kD(A) dé�nie par

8' 2 D(A); k'kD(A) = kA'kX + k'kX ;

alors
�
D (A) ; k:kD(A)

�
est un espace de Banach.

La proposition suivante est un résultat qui sera beaucoup utilisé dans les chapitres suivants
pour justi�er que certains opérateurs utilisés sont bornés.

Proposition 1.1.4 Soient B 2 L(X) et A : D(A) � X ! X un opérateur linéaire fermé
tels que Im (B) � D(A). Alors AB 2 L(X).

Preuve. Il est clair que AB est dé�ni sur X. Soit (xn)n�0 une suite d�éléments de X telle
que �

xn ! x dans X;
(AB)xn ! y dans X:

Alors comme Im (B) � D(A). (Bxn)n�0 est une suite d�éléments de D(A) et comme B 2
L(X) on a �

Bxn ! Bx dans X;
A (Bxn)! y dans X:

A étant fermé on a Bx 2 D(A) et A(Bx) = y. Ainsi x 2 D(AB) et (AB)x = y. AB est
donc un opérateur fermé et dé�ni sur X. D�après la Proposition 1.1.2. point 3., on obtient
AB borné sur X, i.e. AB 2 L(X). �

1.1.2 Opérateur sectoriel

Il est important de préciser qu�il existe de nombreuses dé�nitions équivalentes pour les opé-
rateurs sectoriels. On utilisera ici celle donnée dans Haase [24], page 19.

Soit � 2 [0; �], on dé�nit le secteur S� du plan complexe par

S� =

�
fz 2 C� : jarg (z)j < �g si � 2]0; �];
]0;1[ si � = 0:

Dé�nition 1.1.3 Un opérateur A est dit sectoriel d�angle �; si les deux conditions suivantes
sont véri�ées

1. � (A) � S�;

2. 8' 2]�; �[; M (A;') := sup
�=2S'



� (A� �I)�1



L(X) <1:

On note sect(�) l�ensemble des opérateurs linéaires sur X qui sont sectoriels d�angle �.
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1.2 Espaces fonctionnels

1.2.1 Les espaces de Hölder

Comme il a été énoncé en introduction, on va travailler dans les espaces de HölderC� ([0; 1] ;X)
pour 0 < � < 1.

Dé�nition 1.2.1 Soient X un espace de Banach complexe et C ([0; 1] ;X) l�espace de Banach
des fonctions continues sur [0; 1] à valeurs dans X muni de la norme

kfkC(X) = max
t2[0;1]

kf (t)kX

L�ensemble des fonctions �-höldériennes de [0; 1] dans X est dé�ni par

C� ([0; 1] ;X) =

(
f 2 C ([0; 1] ;X) = sup

t�s 6=0;t;s2[0;1]

kf(t)� f(s)kX
jt� sj�

< +1
)
:

Proposition 1.2.1 Soit � 2]0; 1[. Alors

C� ([0; 1] ;X) � C ([0; 1] ;X) :

Proposition 1.2.2 C� ([0; 1] ;X) avec � 2]0; 1[ est un espace de Banach muni de la norme
k:kC�([0;1];X) dé�nie par

kfkC�([0;1];X) = kfkC([0;1];X) + sup
t�s 6=0;t;s2[0;1]

kf(t)� f(s)kX
jt� sj�

:

1.2.2 Les espaces de Sobolev

Dé�nition 1.2.2 Soient a < b �nis ou in�nis, k 2 Nn f0g et p 2 [1;+1].
1. On dé�nit pour p 2 [1;+1[

Lp ((a; b) ;X) =

�
f mesurable de (a; b) vers X avec

Z b

a

jf(x)jp dx <1
�

et pour p = +1

Lp ((a; b) ;X)

=

(
f mesurable de (a; b) vers X et 9C > 0 : sup

x2(a;b)
jf(x)j 6 C p.p sur (a; b)

)
:

2. On dé�nit les espaces de Sobolev

W k;p ((a; b) ;X) =
n
f 2 Lp ((a; b) ;X) ; [f ](j) 2 Lp ((a; b) ;X) ; j = 0; 1; ::::; k

o
où, pour j = 0; 1; ::::; k; [f ](j) est la dérivée j�eme au sens des distributions de f et
[f ](j) 2 Lp ((a; b) ;X) signi�e qu�il existe gi 2 Lp ((a; b) ;X) tel que [f ](j) = [gi] :
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Proposition 1.2.3 Soient a < b �nis ou in�nis, k 2 Nr f0g et p 2 [1;+1] :
1. Lp ((a; b) ;X) est un espace de Banach muni de la norme k:kLp((a;b);X) dé�nie par

kfkLp((a;b);X) =

8<:
�R b

a
jf(x)jp dx

� 1
p

si p 2 [1;+1[;
inf fC tq jf(x)j � C p.p sur (a; b)g si p = +1:

2. W k;p ((a; b) ;X) est un espace de Banach muni de la norme k:kWk;p((a;b);X) dé�nit par

kfkWk;p((a;b);X) =

8>><>>:
�Pk

j=1




[f ](j)


p
Lp((a;b);X)

� 1
p

si p 2 [1;+1[;

max
j=0;1;::;k




[f ](j)


p
Lp((a;b);X)

si p = +1:

1.3 Calcul fonctionnel

1.3.1 Calcul fonctionnel de Dunford

Dans le cadre des opérateurs non bornés, on pourra consulter le livre de N. Dunford et J.
Schwartz [14] pour l�étude des premiers développements du calcul fonctionnel. Ici, on s�est
inspiré du livre de Haase [24].

Formule de Cauchy

Soient U un ouvert de C et H(U) l�espace des fonctions holomorphes de U dans C. Pour
f 2 H(U); K un compact à bord de U et z0 à l�intérieur de K, la formule de Cauchy est
donnée comme suit

f (z0) =
1

2�i

Z
�

f (�)

�� z0
d�;

où � est le bord positivement orienté de K.

Intégrale de Dunford-Riesz

Le calcul fonctionnel classique de Dunford-Riesz s�appuie sur la formule précédente pour
construire f(A) où A est un opérateur linéaire borné et f est une fonction holomorphe.
Plus précisément, si A 2 L (X) et si f est holomorphe sur un voisinage ouvert U de � (A)
(spectre de A) alors on dé�nit l�intégrale de Dunford-Riesz par

f (A) =
1

2�i

Z
�

f (�) (�I � A)�1 d�;

où � est le bord positivement orienté d�un compact à bord K contenant � (A) et contenu
dans U .
L�application

� : H(U) ! L (X)
f ! f(A)
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est un homomorphisme d�algèbre qui véri�e entre autre

(zn) (A) = An si n 2 N:

Sous certaines conditions, ce calcul fonctionnel peut être étendu aux opérateurs sectoriels.

Calcul fonctionnel pour les opérateurs sectoriels

Dé�nition 1.3.1 Soit ' 2]0; �[:
1. DR (S') est l�espace des fonctions f de H(S') qui sont bornées sur S' et véri�ant

9C > 0; 9s > 0=8z 2 S'; jf(z)j 6 Cmin
�
jzjs ; jzj�s

�
:

2. DR0 (S') est l�espace des fonctions f de H(S') qui sont bornées sur S'; qui admettent
un prolongement holomorphe sur un voisinage de 0 et qui véri�ent

9S > 0= jf(z)j 6 O
�
jzj�s

�
(quand jzj ! +1) :

La notation DR est mise pour Dunford-Riesz.

On considère ici ! 2]0; �[ et A2Sect (!) :

Dé�nition 1.3.2 Soit f 2 DR (S') [ DR0 (S') où ' 2]!; �[: On pose alors

f (A) =
1

2�i

Z
�

f (�) (�I � A)�1 d�;

où la courbe � est dé�nie comme suit

1. Si f 2 DR (S') ; on �xe !0 2]!; '[ et on prend pour �; le bord orienté positivement de
S!0 :

2. Si f 2 DR0 (S') ; on �xe !0 2]!; '[ et on prend pour �; le bord orienté positivement de
S!0 [B(0; �): (où � est un réel strictement positif, choisi de sorte que f soit holomorphe
au voisinage de B(0; �)):

f (A) ainsi dé�ni ne dépend pas du choix de !0 ou �:

Dé�nition 1.3.3 Soit f 2 DR (S') +DR0 (S'). On pose

f (A) = g (A) + h (A) ;

où f = g + h avec
g 2 DR (S') ; h 2 DR0 (S') :

Proposition 1.3.1 Si f; g 2 DR (S') +DR0 (S') et c; d 2 C alors
1. f (A) 2 L(X):
2. (cf + dg) (A) = c (f (A)) + d (g (A)) :
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Extension du calcul fonctionnel

On considère encore ! 2]0; �[ et A2Sect (!) :

Dé�nition 1.3.4 On pose, pour ' 2]0; �[;

P (S') =
�
f 2 H (S') =9n 2 N :

f(z)

(1 + z)n
2 DR (S') +DR0 (S')

�
.

Notons que P (S') contient DR (S')+DR0 (S') et aussi toutes les fonctions rationnelles qui
ont leurs pôles hors de S' et en particulier les constantes.

Dé�nition 1.3.5 Pour tout f 2 P (S') où ' 2]!; �[; on dé�nit f (A) comme suit

f (A) = (1 + A)n
�

f(z)

(1 + z)n

�
(A) :

Les principales propriétés de ce calcul fonctionnel étendu sont données ci-dessous.

Proposition 1.3.2 Si f 2 P (S') avec ' 2]!; �[; alors
1. f (A) est un opérateur fermé sur X:

2. Si A est borné alors f (A) est borné.

3. 1 (A) = I; (zn) (A) = An où n 2 N�:

4. � =2 S' )
�
f(z)

�� z

�
(A) = f (A) (�I � A)�1 et en particulier�

1

�� z

�
(A) = (�I � A)�1 :

Dans le cas particulier où A est injectif et dans l�optique de dé�nir A�, pour tout � 2 C; on
s�intéresse à une nouvelle classe de fonctions.

Dé�nition 1.3.6

1. Pour tout ' 2]0; �[, on pose

B (S') =
�
f 2 H (S') =9n 2 N :

znf(z)

(1 + z)2n
2 DR (S')

�
.

2. Si A est injectif, pour tout f 2 B (S') ; ' 2]!; �[; on dé�nit

f (A) =
�
(1 + A)2A�1

�n� znf(z)

(1 + z)2n

�
(A) :

Proposition 1.3.3 Si f 2 B (S') avec ' 2]!; �[; alors
1. f (A) est un opérateur fermé sur X:

2. Si A est un opérateur borné et inversible alors f (A) est borné.

Notons en�n que si f est dans l�intersection de P (S') et B (S') alors f (A) admet deux
formules de dé�nition et ces formules coïncident.
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1.4 Puissances fractionnaires

On utilisera dans ce travail les puissances fractionnaires d�opérateurs, en particulier la racine
carrée d�un opérateur.
Soit A un opérateur linéaire fermé dans X, tel que � (A) contient ]0;+1[. S�il existe C > 0
tel que pour tout � > 0; 

� (A� �I)�1




L(X) 6 C < +1;

alors, on dé�nit pour 0 < Re� < 1 et x 2 DA, l�opérateur J� par

J�x =
sin ��

�

Z +1

0

���1 (A� �I)�1 (�A)xd�

et pour 0 < Re� < 2 et x 2 DA2 par

J�x =
1

� (1� �) � (�)

Z +1

0

���1
�
(A� �I)�1 � �

1 + �2

�
(�A)xd�

+(�A)x sin
�
�
�

2

�
;

avec

� (�) =

Z +1

0

e�tt��1dt:

(voir Balakrishnan [1] ).

Lemme 1.4.1 ([1], p. 423) Les opérateurs J� admettent des extensions fermées et (�A)�
est la plus petite extension fermée de J�:

Lemme 1.4.2 ([1], p. 432) Soit A un opérateur linéaire fermé à domaine dense dans X tel
que 8<: 9C > 0 : R+ � � (A) et pour � > 0

(A� �I)�1




L(X) 6

C

1 + �
;

(1.4.1)

alors pour 0 < � 6 1
2
, � (�A)� dé�ni précédemment génère un semi-groupe analytique S� (t)

dé�ni par

S� (t) =

Z 1

0

(A� �I)�1 g(�; t;�)d� si 0 < � 6 1

2
;

où g(�; t;�) =
1

�
sin (t�� sin ��) exp (�t�� cos ��) ; est analytique.

Remarque 1.4.1 Pour � =
1

2
on obtient S 1

2
(t) =

1

�

R +1
0

(A� �I)�1 sin t
p
�d�.
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Puissances fractionnaires avec partie réelle positive

On considère ici A 2 sect(�), où � 2]0; �[ et soit � 2 C. Il s�agit alors, sous certaines
conditions, d�activer la formule

A� = (z�) (A) :

Ici z� désigne la détermination principale de la fonction "puissance �" caractérisée par

z� = e�(ln r+i�) si z = rei�; r > 0; � 2]� �; �[:

Proposition 1.4.1 Soient A un opérateur linéaire fermé et �, � 2 C avec Re �, Re� > 0.
Alors

1. A� est un opérateur fermé de X.

2. A�+� = A�A� = A�A�.

3. Re � > Re� alors D(A�) � D(A�) et en particulier

Re� < 1) D(A) � D(A�)

4. Si A est injectif alors A� l�est aussi et�
A�1

��
= (A�)�1 :

5. Si 0 2 � (A) alors 0 2 � (A�).
6. A 2 L (X) alors A� 2 L (X).

Dé�nition 1.4.1 Soit A un opérateur linéaire fermé à domaine dense dans X. On dit que
A 2 BIP (�;X), avec � 2]0; 1[, si8<: ]�1; 0[� � (A) ; ker (A) = f0g ; Im(A) = X et

9C > 1; 8� > 0;


(A+ �I)�1




L(X) 6

C

�
:

et �
8s 2 R; Ais 2 L(X) et
9c > 1; 8s 2 R; kAiskL(X) 6 ce�jsj:

1.5 Les semi-groupes fortement continus

On trouve les démonstrations, de cette section, et d�autres propriétés dans [32] et [15].

Dé�nition 1.5.1 Soit X un espace de Banach. La famille d�opérateurs linéaires bornés
fS(t)gt�0 est dite semi-groupe, si les deux conditions suivantes sont véri�ées :
1. S (0) = I; (où I désigne l�opérateur identité).

2. 8t; s > 0; S(t+ s) = S(t):S(s).
Lorsque la famille fS(t)gt�0 est donnée pour t 2 R et que la deuxième propriété est
véri�ée pour tous t et s de R on dira qu�on a un groupe.



1.5 Les semi-groupes fortement continus 23

Dé�nition 1.5.2 On dit qu�un semi-groupe fS(t)gt�0 est fortement continu si et seulement
si pour tout x 2 X, l�application t! S(t)x de R+ dans X est continue, c�est à dire

8x 2 X; lim
t!0

kS(t)x� xkX = 0:

On dit aussi que fS(t)gt�0 est un C0 semi-groupe.

Proposition 1.5.1 Si fS(t)gt�0 est un semi-groupe fortement continu, alors il existe deux
constantes M > 1 et ! > 0 telles que

8t � 0; kS(t)kL(X) 6Me!t: (1.5.1)

Dé�nition 1.5.3 On dit que fS(t)gt�0 est un
1. C0 semi-groupe uniformément borné si on a la majoration (1.5.1) avec M > 0 et

! = 0.

2. C0 semi-groupe de contraction si on a la majoration (1.5.1) avec M = 1 et ! = 0.

Dé�nition 1.5.4 On appelle générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe fS(t)gt�0, l�opé-
rateur linéaire A dé�ni par8><>:

D(A) =

�
x 2 X : lim

t!0+
S(t)x� x

t
existe dans X

�
8x 2 D(A); Ax = lim

t!0+
S(t)x� x

t
:

On dit aussi que l�opérateur A engendre le C0 semi-groupe fS(t)gt�0.

Théorème 1.5.1 (Hille, Yosida, 1948)
Soit A :D (A) � X ! X un opérateur linéaire sur X, un espace de Banach. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

a) A est générateur in�nitésimal d�un semi-groupe de contraction fortement continu .

b) A est un opérateur fermé à domaine dense dans X et pour tout � > 0 on a � 2 � (A) et

� (A� �I)�1


 6 1:

c) A est un opérateur fermé à domaine dense dans X et pour tout � 2 C avec Re� > 0; on
a � 2 � (A) et 

(A� �I)�1



 6 1

Re�
:

(Voir [15], p. 73).

Théorème 1.5.2 (Feller, Miyadera, Phillips, 1952)
Soient A :D (A) � X ! X un opérateur linéaire sur X, un espace de Banach et ! 2 R;M >
1 des constantes. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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a) A est un générateur in�nitésimal d�un semi-groupe fortement continu (T (t))t>0 véri�ant

kT (t)k 6Me!t pout tout t > 0:

b) A est un opérateur fermé à domaine dense dans X et pour tout � > !; on a � 2 � (A) et


�(�� !) (A� �I)�1
�n


 6M pour tout n 2 N:

c) A est un opérateur fermé à domaine dense dans X et pour tout � 2 C avec Re� > !;
on a � 2 � (A) et 

(A� �I)�n



 6 M

(Re�� !)n
pour tout n 2 N;

(Voir [15], p. 77).

Dé�nition 1.5.5 On dit qu�un C0 semi-groupe fS(t)gt�0 est di¤érentiable si pour tout x de
X, la fonction t! S(t)x est di¤érentiable de ]0;+1[ dans X.

Proposition 1.5.2 Soit fS(t)gt�0 un C0 semi-groupe di¤érentiable de générateur in�nitési-
mal A: Alors, on a, pour n 2 N et x 2 X :

1. 8t 2]0;+1[; S(t)x 2 D(An).
2. t! S(t)x est n fois di¤érentiable sur ]0;+1[ et

8t 2]0;+1[; S(n)(t)x = AnS(t)x:

3. 8t 2]0;+1[; S(n)(t) 2 L (X).
4. t! S(n)(t) est di¤érentiable (donc continu ) de ]0;+1[ dans L (X).

1.6 Semi-groupe analytique

Soit X un espace de Banach complexe. Si on considère un secteur S� dans C et contenant R+,
alors il sera possible de généraliser la notion de C0 semi-groupe à celle de semi-groupe ana-
lytique. Dans toute la suite arg désigne la détermination principale de la fonction argument
caractérisée par :

arg (z) = � si z = rei�; r > 0; � 2]� �; �[:

Dé�nition 1.6.1
Soit 0 < � < �: On appelle semi-groupe analytique l�application S dé�nie sur le secteur S�
avec

S� = fz 2 C� : jarg (z)j < �g
et à valeur dans L (X) telle que
1. z ! S(z) est analytique sur S�.
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2. S(0) = I et 8x 2 X; lim
z!0;z2S�

S(z)x = x.

3. 8z1; z2 2 S�; S(z1 + z2) = S(z1)S(z2):

Théorème 1.6.1 (Kato [25]) Soit A : D(A) � X ! X un opérateur linéaire. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est fermé, D(A) est dense dans X et il existe C > 0 tel que8<: � (A) � � = f� 2 C�= Re� > 0g et
8� 2 �;



(�I � A)�1



L(X) 6

C

j�j :

2. A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique, uniformément borné
(S(t))t�0.

On note en général (S(t))t�0 par
�
etA
�
t�0 :

Théorème 1.6.2 Soit A le générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe (S(z))z2S� unifor-
mément borné sur X. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

1. Il existe � 2]0; �
2
[ et C > 0 tel que8<: � (A) � S�

2
+� et

8� 2 S�
2
+�;



(�I � A)�1



L(X) 6

C

j�j :

2. (S(t))t�0 est un C0 semi-groupe di¤érentiable et il existe M > 0 tel que pour tout t > 0;

S(t) 2 L (X;D(A)) et kAS(t)kL(X) 6
M

t
:

3. Il existe � 2]0; �[ tel que (S(t))t�0 soit prolongeable en (S(z))z2S� semi-groupe sur X,
analytique dans S�, uniformément borné dans S�.

Semi-groupe analytique généralisé
Soit A un opérateur linéaire fermé dans X de domaine non dense.(

� (A) � S!;� =
�
� 2 Cn f!g = jarg (�� !)j < �

2
+ �
	
et

sup
�2S!;�



(�� !) (�I � A)�1



L(X) < +1;

où ! 2 R et � 2]0; �
2
[:

On dira dans ce cas que
�
exA
�
x�0 est un semi-groupe analytique généralisé de A et dans ce

cas
�
exA
�
x�0 n�est pas supposé un semi-groupe fortement continu (voir A. Lunardi [29]).

Remarque 1.6.1 En �xant r > 0; �0 2]0; �[ alors
�
exA
�
x�0 est dé�ni par

exA =

�
1
2�i

R


ex�(�I � A)�1d�; si x > 0

I si x = 0:

où 
 est le bord de S!;�0nB (0; r) orienté négativement.
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1.7 Espaces d�interpolation

On donne ici certaines caractérisations des espaces d�interpolation dont on rappelle ci-dessous
les principales (voir [27], [10] et [11]) .

Dé�nition 1.7.1 Soit X un espace de Banach.
On désigne par Lp� (R+;X) avec p 2 [1;+1]; l�espace de Banach des fonctions f fortement
mesurables dé�nies pour presque tout t 2 R+ et telles que�Z +1

0

kf(t)kpX
dt

t

�1=p
= kfkLp�(R+;X) < +1;

avec la modi�cation habituelle pour p = +1:

Dé�nition 1.7.2 Soient (X0; k:k0) et (X1; k:k1) deux espaces de Banach s�injectant conti-
nûment dans un espace topologique séparé X:
Pour p 2 [1;+1] et � 2]0; 1[; on dit que x 2 (X0; X1)�;p si et seulement si�

i)8t > 0;9u0 (t) 2 X0; 9u1 (t) 2 X1 tel que x = u0 (t) + u1 (t) ;
ii)t��u0 2 Lp� (R+;X0) ; t

1��u1 2 Lp� (R+;X1) :

Proposition 1.7.1
�
X0 \X1; k:kX0\X1

�
,
�
X0 +X1; k:kX0+X1

�
et
�
(X0; X1)�;p ; k:k�;p

�
sont

des espaces de Banach pour les normes respectives(
kxkX0\X1 = kxkX0 + kxkX1 si x 2 X0 \X1

kxkX0+X1 = inf
xi2Xi;x0+x1=x

�
kx0kX0 + kx1kX1

�
si x 2 X0 +X1:

et 8><>:
kxk�;p = inf

ui:R+!Xi;i=0;1
8t>0;x=u0(t)+u1(t)

�

t��u0

Lp�(R+;X0) + 

t1��u1

Lp�(R+;X1)�
si x 2 (X0; X1)�;p :

et de plus
X0 \X1 � (X0; X1)�;p � X0 +X1;

avec injections continues.
Notons que (X0; X1)�;p = (X1; X0)1��;p :

1.7.1 Quelques espaces d�interpolation particuliers

Dé�nition 1.7.3 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine

D(A) � X;

muni de sa norme du graphe :

8 x 2 D(A); kxkD(A) = kxkX + kAxkX :

On pose alors, en suivant les notations de P. Grisvard

DA (�; p) = (D(A); X)1��;p

où p 2 [1;+1] et 0 < � < 1:
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Quand l�opérateur A véri�e certaines hypothèses supplémentaires, il est alors possible de
donner des caractérisations explicites de DA (�; p) comme suit :

Proposition 1.7.2 soient p 2 [1;+1], 0 < � < 1 et A un opérateur linéaire fermé sur X
de domaine D(A):

1. Supposons que � (A) � R�+ et qu�il existe une constante C > 0 telle que

8� > 0;


(A� �I)�1




L(X) 6

C

�
;

alors
DA (�; p) =

�
x 2 X : t�A (A� �I)�1 x 2 Lp� (R+;X)

	
;

Voir P. Grisvard [11].
2. Si A génère un semi-groupe fortement continu et borné dans X

DA (�; p) =
�
x 2 X : t��

�
etA � I

�
x 2 Lp� (R+;X)

	
:

Voir Lions [28].
3. Si maintenant A génère un semi-groupe analytique borné dans X, alors

DA (�; p) =
�
x 2 X : t1��AetAx 2 Lp� (R+;X)

	
;

voir Butzer-Berens [4].

Notons que, D�après G. Da Prato et P. Grisvard [11], page 383, on a

DAm (�; p) = DA (m�; p) ;

avec m 2 N� ; p 2 [1;+1] et 0 < � < 1:

Dé�nition 1.7.4 Soient p 2 [1;+1]; 0 < � < 1; k 2 N� f0g et A un opérateur linéaire
fermé sur X de domaine D(A): On dé�nit alors

DA (� + k; p) :=
�
� 2 D(Ak) : Ak� 2 DA (�; p)

	
:

Proposition 1.7.3 Soient p 2 [1;+1]; 0 < � < 1; k 2 N tels que k� =2 N et A un opérateur
linéaire fermé sur X de domaine D(A); alors

DA (� + k; p) =
�
D(Ak); D(Ak+1)

�
�;p
;

voir [30], page 59.

1.7.2 Propriété fondamentale d�interpolation

On se donne deux triplets d�espaces d�interpolation (X0; X1; X) et (Y0; Y1; Y ) et un opérateur
linéaire T de X dans Y: Alors on a le théorème suivant :

Théorème 1.7.1 On suppose que les restrictions de T aux espaces Xi à valeurs dans Yi sont
linéaires continues. Alors pour tous � 2]0; 1[ et p 2 [1;+1] l�opérateur T est linéaire continu
de (X0; X1)�;p dans (Y0; Y1)�;p et

kTkL((X0;X1)�;p;(Y0;Y1)�;p) 6 C kTk1��L(X0;Y0) kTk
�
L(X1;Y1) :
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1.7.3 Espaces de traces

Dé�nition 1.7.5 Soient � un paramètre réel, p 2]1;+1[; � > 0 et m 2 N: On désigne par

Wm;p (p; �;X0; X1)

l�ensemble des fonctions u telles que�
i) t�u 2 Lp (0; �;X0) ;
ii) t�u(m) 2 Lp (0; �;X1) ;

(1.7.1)

où u(m) désigne la dérivée d�ordre m de u au sens des distributions. Muni de la norme

kukWm = max
�
kt�ukLp(X0) ;



t�u(m)


Lp(X1)

�
;

Wm;p (p; �;X0; X1) est un espace de Banach.

Il est naturel, pour une fonction véri�ant (1.7.1), de se demander à quelle condition sur j 2 N
peut-on dé�nir la trace de u(j) en 0 ? Dans l�a¢ rmative, à quel espace appartient-elle ? La
réponse est donnée par le théorème essentiel suivant

Théorème 1.7.2 Soient � 2 R et p 2]1;+1[. Alors, pour tout j 2 N tel que

0 < � +
1

p
+ j < m;

la trace de u(j) en 0 existe, de plus on a

u(j) (0) 2 (X0; X1)�;p ;

où � =
�
�+ 1

p
+ j
�
=m:

Lemme 1.7.1 Soit A : D(A) � X ! X un opérateur linéaire fermé où

(0;+1) � � (A) et 9C > 0 : 8� > 0;


� (A� �I)�1



 6 C:

Si u 2 Lp
�
a; b;D(Ak)

�
\ Wm;p (a; b;X) avec m; k 2 N� et 1 < p < +1: Alors pour tout

j 2 N avec 0 < 1
p
+ j < m et t 2 fa; t; bg, on a

u(j) (t) 2
�
D(Ak); X

�
1
mp
+ j
m
;p
:

La preuve est e¤ectuée dans Grisvard [21], page 678, Teorema 2�.
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1.7.4 Espaces de Besov

Dans les applications, on doit souvent expliciter les espaces DA (�; p). Ceux-ci peuvent être
par exemple, des espaces de Hölder, des espaces de sobolev, .... ou encore des espaces de
Besov. On trouve dans Grisvard [21], [22] les dé�nitions suivantes.

Dé�nition 1.7.6 Soient n 2 N n f0g ; s > 0 et 1 6 p 61: On dé�nit l�espace de Besov

B1
p (Rn) :=

(
' 2 Lp (Rn) : (x; y)!

' (x) + ' (y)� 2'
�
x+y
2

�
jx� yj1+

n
p

2 Lp (Rn � Rn)
)
;

puis pour s > 1 entier

Bs
p (Rn) :=

�
' 2 W s�1;p (Rn) : D�' 2 B1

p (Rn) ; j�j = s� 1
	
;

et en�n pour s non entier
Bs
p (Rn) :=W s;p (Rn) :

Dé�nition 1.7.7 Soient n 2 N n f0g ; s > 0 et 1 6 p 61 et 
 un ouvert de Rn: On dé�nit

Bs
p (
) :=

�
' =  =
 :  2 Bs

p (Rn)
	
:

Dé�nition 1.7.8 Soient m;n 2 N n f0g ; s > 0 et 1 6 p; q 6 1: On dé�nit l�espace de
Besov

B1
p;q (Rn) =(
' 2 Lp (Rn) :

nX
k=1

�R +1
0

t�q
�R
Rn j' (x+ tek) + ' (x� tek)� 2' (x)jp

� q
p dt
t

� 1
q
<1

)
;

et pour 0 < s < 1

Bs
p;q (Rn) :=

8<:' 2 Lp (Rn) :
nX
k=1

 Z +1

0

t�sq
�Z

Rn
j' (x+ tek)� ' (x)jp

� q
p dt

t

! 1
q

<1

9=; ;

puis
Bm
p;q (Rn) :=

�
' 2 Wm�1;p (Rn) : D�' 2 B1

p;q (Rn) ; j�j = m� 1
	
;

et en�n pour m < s < m+ 1;

Bm
p;q (Rn) :=

�
' 2 Wm;p (Rn) : D�' 2 Bs�m

p;q (Rn) ; j�j = m
	
;

où (e1; :::; en) est la base canonique de Rn:

Dé�nition 1.7.9 Soient n 2 Nn f0g ; s > 0; 1 6 p; q 61 et 
 un ouvert de Rn: On dé�nit

Bs
p;q (Rn) :=

�
' =  =
 :  2 Bs

p;q (Rn)
	
:

Dans le cas particulier p = q; on a le résultat suivant.
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Dé�nition 1.7.10 Soient n 2 Nn f0g ; s > 0; 1 6 p; q 61 et 
 un ouvert de Rn: On a

Bs
p;q (Rn) := Bs

p (Rn) ;

et
Bs
p;q (
) := Bs

p (
) :

Théorème 1.7.3 ( [21] p. 681) Pour 1 < p < +1 et 1 6 q 6 +1; on a

(Wm;p (Rn) ;Lp (Rn))�;p = Bm(1��)
p;q (Rn) :

Proposition 1.7.4 ( [21] p. 683) Soit 
 une variété di¤érentielle de classe Cm de dimension
n de bord de dimension n� 1 contenu dans Rn; alors pour 1 < p < +1 et 1 6 q 6 +1; on
a

(Wm;p (
) ;Lp (
))�;p = Bm(1��)
p;q (
) :

1.8 Les espaces UMD

On considère un espace de Banach X.

Dé�nition 1.8.1 Pour " 2]0; 1[ et p 2]1;+1[; on dé�nit l�opérateur

H" 2 L(Lp (R;X));

par

8f 2 Lp (R;X) ; (H"f) (x) =
1

�

Z
"<jsj< 1

"

f(x� s)

s
ds; p.p. x 2 R;

Dé�nition 1.8.2 X est appelé espace UMD ( Unconditional Martingale Di¤erences), s�il
existe p 2]1;+1[ tel que

8f 2 Lp (R;X) ; lim
"!0+

H"f existe dans Lp (R;X) : (1.8.1)

Dans ce cas, l�application

H : Lp (R;X) ! Lp (R;X)
f ! H f = lim

"!0+
H"f

est un élément de L(Lp (R;X)); appelé la transformée de Hilbert sur Lp (R;X) :

Notons que si X est un espace UMD alors (1.8.1) est vraie pour tout p 2]1;+1[:
Il est bon d�avoir aussi une caractérisation géométrique des espaces UMD, à cette �n on
introduit la notion de ��convexité.

Dé�nition 1.8.3 X est dit ��convexe si et seulement s�il existe une fonction

� : X �X ! R;

véri�ant � (0; 0) > 0 et pour tout x; y de X:
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1. � (x; :) et � (:; y) sont convexes sur X:

2. � (x; y) 6 kx+ yk si kxk = kyk = 1:

Le résultat fondamental de D.L. Burkhorder (voir [2] et [3]) est le suivant :

Théorème 1.8.1 X est un espace UMD si et seulement si X est ��convexe.

Corollaire 1.8.1 Un espace de Banach X est un espace UMD si est seulement si pour tout
p (1 < p <1), la transformation de Hilbert est continue de Lp (R;X) dans lui-même.

Exemple 1.8.1 Il est possible de donner de nombreux exemples d�espaces de Banach clas-
siques qui ont la propriété UMD

1. Tout espace de Hilbert est UMD.

2. Tout espace isomorphe à un espace UMD est UMD.

3. Tout sous-espace fermé d�un espace UMD est UMD.

4. Si les espaces X et Y sont U.M.D alors les espaces interpolés (cas réel (X;Y )�;pou
complexe[X; Y ]�;p) sont espaces UMD si 1 < p <1.

5. Tous les espaces construits sur Lp (R;X), 1 < p <1, tel que X un espace de type
UMD sont de type UMD.



Chapitre 2

Equations di¤érentielles
opérationnelles avec des C-L de type
Robin généralisé : cas non commutatif
sur les espaces Lp

2.1 Introduction

Soient A, B et H des opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach complexe X, f 2
LP (0; 1;X) avec 1 < p <1 ; d0, u1 sont des éléments donnés dans X et ! est un réel positif
assez grand.
Notre but dans ce chapitre est d�étudier, dans le cas où A et B ne commutent pas au sens
des résolvantes, les équations di¤érentielles opérationnelles elliptiques complètes du second
ordre posées sur l�intervalle borné (0; 1), munies des conditions aux limites de type Robin
généralisé. Plus précisément, on considère le problème suivant :8<:

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x)� !u(x) = f(x); x 2 (0; 1) ;
u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1:

(2.1.1)

On s�intéresse à l�existence, l�unicité et la régularité maximale d�une solution classique du
problème (2.1.1), c�est-à-dire une fonction u telle que8<:

u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (A)) ;
u0 2 Lp (0; 1;D (B)) ;
u(0) 2 D (H) ;

et u satisfait le problème (2.1.1).
Pour étudier le problème (2.1.1), on considère un cas plus général en supposant des opérateurs
linéaires fermés non commutatifs L!; M! et on traite l�équation di¤érentielle opérationnelles
elliptique suivante :

u00(x) + (L! �M!)u
0(x)� 1

2
(L!M! +M!L!)u(x) = f(x); x 2 (0; 1) ; (2.1.2)
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sous les conditions aux limites abstraites de type Robin�
u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1:

(2.1.3)

On cherche une solution classique de (2.1.2)-(2.1.3), c�est-à-dire une fonction u telle que8<:
u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (L!M!) \D (M!L!)) ;
u0 2 Lp (0; 1;D (L! �M!)) ;
u(0) 2 D (H) ;

qui satisfait le problème (2.1.2)-(2.1.3).
Pour atteindre le but de ce chapitre, on suit les étapes suivantes.
1. Donner, pour ! assez grand, des hypothèses naturelles sur L!,M! et H qui permettent de
déterminer les conditions nécessaires et su¢ santes sur les données d0 et u1 pour l�existence
et l�unicité d�une solution classique du problème (2.1.2)-(2.1.3).
2. Trouver, à partir de l�étude du problème (2.1.2)-(2.1.3) avec L! et M! satisfaisant

L! �M! � 2B et
1

2
(L!M! +M!L!) � A� !I;

les conditions nécessaires et su¢ santes pour que le problème (2.1.1) admette une unique
solution classique.

Remarque 2.1.1 Si on suppose certaines conditions appropriées sur A et B, en posant�
L! = B �

p
B2 � A+ !I;

M! = �B �
p
B2 � A+ !I;

alors la solution du problème (2.1.2)-(2.1.3) est à priori la solution du problème (2.1.1).

2.2 Hypothèses

En première étape, on étudie le problème (2.1.2)-(2.1.3) et pour cela, on suppose que

X est un espace U.M.D; (2.2.1)

et qu�il existe un réel positif �xé !0 tel que les opérateurs linéaires fermés L! et M! véri�ent8><>:
9C0 > 0 : 8! > !0; ]0;+1[� � (L!) \ � (M!) ;

ker(L!) = ker (M!) = f0g ; Im(L!) = Im(M!) = X;

sup
�>0



� (L! � �I)�1



L(X) 6 C0 et sup

�>0



� (M! � �I)�1



L(X) 6 C0:

(2.2.2)

et 8><>:
9�L; �M 2]0; �

2
[;9C > 1;8! > !0;8s 2 R;

(�L!)is ; (�M!)
is 2 L(X);


(�L!)is




L(X)
6 Ce�Ljsj et




(�M!)
is




L(X)

6 Ce�M jsj:
(2.2.3)
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Remarque 2.2.1 Grâce aux hypothèses (2.2.2)-(2.2.3), pour ! > !0; L! etM! génèrent des
semi-groupes analytiques uniformément bornés dansX; respectivement

�
exL!

�
x�0 et

�
exM!

�
x�0

(voir [33], Dé�nition 1, p. 431 et le Théorème 2, p.437).

Pour tout ! > !0, on suppose également

D(L!) = D(M!) (2.2.4)

D((L! +M!)
2) � D((M! � L!)

2); (2.2.5)

L! +M! est inversible dans L(X); (2.2.6)

8! > !0;�! = (M! �H) + eL!eM! (L! +H) est inversible dans L(X); (2.2.7)

et
8! > !0;8� 2 D(L!); ��1! � 2 D((L! +M!)

2): (2.2.8)

L�hypothèse de non commutativité est

8! > !0; kCL! ;M!kL(X) 6 � (!) ; (2.2.9)

où CL! ;M! est le commutateur donné par

CL! ;M! = (M!L! � L!M!) (L! +M!)
�2 (2.2.10)

= [M!;L!] (L! +M!)
�2 ;

et
� : [!0;+1[! R+ avec lim

!!+1
� (!) = 0: (2.2.11)

On verra que dans de nombreux cas concrets, on a

� (!) = O

�
1

!�

�
avec � > 0:

Remarque 2.2.2 On suppose que les hypothèses (2.2.1)�(2.2.9) sont véri�ées. Si le pro-
blème (2.1.2)-(2.1.3) admet une solution classique, alors

u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (L!M!) \D (M!L!)) :

Or, d�après le Lemme 2.3.1, D (L!M!) \D (M!L!) = D
�
(L! +M!)

2� ;
on déduit alors, d�après [21]

u (0) ; u (1) 2
�
D
�
(L! +M!)

2� ; X� 1
2p
;p
=
�
X; D

�
(L! +M!)

2��
1� 1

2p
;p
:
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On note que�
X; D

�
(L! +M!)

2��
1� 1

2p
;p
= (X; D (L! +M!))2� 1

p
;p

= (X; D (L!))1+1� 1
p
;p

=
n
� 2 D (L!) : L!� 2 (X; D (L!))1� 1

p
;p

o
:

donc
u (0) ; u1 2 D (L!) :

Remarque 2.2.3 Dans les calculs qui suivent, la dépendance en ! n�étant pas nécessaire,
on notera L! = L; M! =M; �! = �.....

2.3 Lemmes techniques

Lemme 2.3.1 ( [16]) On suppose (2.2.4)�(2.2.6). Alors
1. D(LM) = D(M2) et D(ML) = D(L2):

2. D((L+M)2) = D(L2) \D(M2) = D(LM) \D(ML):

3. D((L�M)2 � (L+M)2) = D(LM) \D(ML) = D((L+M)2):

Preuve.

1. Soit � 2 D(LM); alors � 2 D(M) et

M� 2 D(L) = D(M);

d�où � 2 D(M2):

Inversement, si � 2 D(M2) alors � 2 D(M) et

M� 2 D(M) = D(L);

d�où � 2 D(LM): On obtient l�égalité D(LM) = D(M2):

En échangeant les rôles de L et M; on obtient D(ML) = D(L2):

2. Soit � 2 D((L+M)2); alors il existe � 2 X tel que

� = (L+M)�2 �;

de plus � 2 D(L+M) = D(M) \D(L) = D(M) et

M� = M (L+M)�2 �

=
1

2

�
2M (L+M)�1

�
(L+M)�1 �

=
1

2

�
I � (L+M � 2M) (L+M)�1

�
(L+M)�1 �

=
1

2

�
I � (L�M) (L+M)�1

�
(L+M)�1 �

=
1

2
(L+M)�1 � � 1

2
(L�M) (L+M)�2 �;
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mais y =
1

2
(L+M)�1 � 2 D(M) et de (2.2.4) et (2.2.5), on a

z =
1

2
(L�M) (L+M)�2 � 2 D(L�M) = D(M);

d�où M� = y � z 2 D(M) donc � 2 D(M2): En échangeant les rôles de L et M; on
obtient � 2 D(L2) et ainsi

� 2 D(M2) \D(L2):
Inversement, soit � 2 D(M2) \D(L2): Alors

L� 2 D(L) = D(L+M) et M� 2 D(M) = D(L+M);

donc L�+M� 2 D(L+M); ainsi � 2 D((L+M)2):

3. L�assertion 2 et l�hypothèse (2.2.5) permettent de déduire

D((L�M)2 � (L+M)2) = D((L+M)2) = D(LM) \D(ML):

�
Pour montrer les lemmes 2.3.2 et 2.3.3, on s�inspire de la méthode utiliser dans [16].

Lemme 2.3.2 Soient (2.2.1)�(2.2.7) et (2.2.10). Alors pour tout opérateur S; eS 2 fL; M;
L+M; L�Mg; on a
1. S (L� I)�1 ; S (L+M)�1 2 L(X);
2. S (L�M) (L+M)�2 ; S eS (L+M)�2 2 L(X);
3. (L+M) (L�M) (L+M)�2 ; (L�M)2 (L+M)�2 2 L(X);
4. (L+H) ��1; (M +H) ��1 2 L(X);
5. CL;M 2 L(X):

Preuve. Pour les assertions 1 et 2, on utilise la proposition 1.1.4:
3) Grâce à l�assertion précédente 2, on obtient�

(L+M) (L�M) (L+M)�2 2 L(X);
(L�M)2 (L+M)�2 2 L(X):

4) Puisque (L+H) est un opérateur fermé sur X et ��1 2 L(X) et

��1 (X) � D(L+H);

alors (L+H) ��1 2 L(X):
5) On a

CL;M = [M ;L] (L+M)�2

= (ML� LM) (L+M)�2

= ML (L+M)�2 � LM (L+M)�2 ;

et d�après l�assertion 2, on a LM (L+M)�2 ; ML (L+M)�2 2 L(X), alors CL;M 2 L(X):
�
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Lemme 2.3.3 Soient (2.2.1)�(2.2.7) et (2.2.10) . On a les assertions suivantes :
1. (L�M)2 = L2 � LM �ML+M2 et pour � 2 D((L+M)2); on a

(L�M)2 � = L2�� LM��ML�+M2�:

2. LM +ML =
1

2

�
(L+M)2 � (L�M)2

�
:

3.
�
(L�M) ; (L+M)�1

�
= �2

�
M ; (L+M)�1

�
= 2

�
L; (L+M)�1

�
4. CL;M =

1

2
(L+M)

�
(L�M) ; (L+M)�1

�
(L+M)�1 :

5. (L+H) ��1 = (L+M) ��1 + eLeM (L+H) ��1 � I

6.
�
(L+M)�1M � (L+M)�1CL;M (L+M) =M (L+M)�1 ;

(L+M)�1 L+ (L+M)�1CL;M (L+M) = L (L+M)�1 :

7.

8>>>>>>><>>>>>>>:

M (L+M)�1M +
1

2
(L�M) (L+M)�1CL;M (L+M) =

1

2
M � 1

2
(L�M)M (L+M)�1

L (L+M)�1 L+
1

2
(L�M) (L+M)�1CL;M (L+M) =

1

2
L+

1

2
(L�M)L (L+M)�1

8.
�
M + (L�M)M (L+M)�1 � (LM +ML) (L+M)�1 = 0 dans D(M);
L� (L�M)L (L+M)�1 � (LM +ML) (L+M)�1 = 0 dans D(L):

Preuve. 1- En vertu de l�assertion 2 du Lemme 2.3.2 , on a pour " 2 f�1; 1g et pour � 2
D((L+M)2) � D((L�M)2)

(L+ "M)2 � = (L+ "M) (L�+ "M�)

= L (L�+ "M�) + "M (L�+ "M�)

= L2�+ "LM�+ "ML�+M2�:

2- C�est une conséquence de l�assertion précédente et du Lemme 2.3.2 .
3- Soit � 2 D(M) = D(L); on a�

(L�M) ; (L+M)�1
�
� =

�
L; (L+M)�1

�
��

�
M ; (L+M)�1

�
�;�

L; (L+M)�1
�
�+

�
M ; (L+M)�1

�
� =

�
(L+M) ; (L+M)�1

�
� = 0:

(voir assertion 3 du Lemme 2.1 dans [16]).
4- On a

CL;M = [M ;L] (L+M)�2

= (ML� LM) (L+M)�2

et puisque on a pour � 2 D((L+M)2)�
(L+M) (L�M)� = L2�� LM�+ML��M2�;
(L�M) (L+M)� = L2�+ LM��ML��M2�;
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et ainsi
((L+M) (L�M)� (L�M) (L+M))� = 2 (ML� LM)�

d�où

CL;M = (ML� LM) (L+M)�2

=
1

2
((L+M) (L�M)� (L�M) (L+M)) (L+M)�2

=
1

2
(L+M)

�
(L�M) (L+M)�1 � (L+M)�1 (L�M)

�
(L+M)�1

=
1

2
(L+M)

�
(L�M) ; (L+M)�1

�
(L+M)�1 :

5) Puisque � = (M �H) + eLeM (L+H) ; alors

(L+M) ��1 + eLeM (L+H) ��1 � I

=
�
(L+M) + eLeM (L+H)� (M �H)� eLeM (L+H)

�
��1

= (L+H) ��1:

6) D�après l�assertion 3, on a

(L+M)�1M � (L+M)�1CL;M (L+M)

= (L+M)�1M � 1
2
(L+M)�1 (L+M)

�
(L�M) ; (L+M)�1

�
(L+M)�1 (L+M)

= (L+M)�1M � 1
2

�
(L�M) ; (L+M)�1

�
= (L+M)�1M +

�
M ; (L+M)�1

�
= M (L+M)�1 :

et

(L+M)�1 L+ (L+M)�1CL;M (L+M)

= (L+M)�1 L+
1

2
(L+M)�1 (L+M)

�
(L�M) ; (L+M)�1

�
(L+M)�1 (L+M)

= (L+M)�1 L+
1

2

�
(L�M) ; (L+M)�1

�
= (L+M)�1 L+

�
L; (L+M)�1

�
= L (L+M)�1 :
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7) D�après l�assertion 3, on a

M (L+M)�1M +
1

2
(L�M) (L+M)�1CL;M (L+M)

= M (L+M)�1M

+
1

4
(L�M) (L+M)�1 (L+M)

�
(L�M) ; (L+M)�1

�
(L+M)�1 (L+M)

= M (L+M)�1M +
1

4
(L�M)

�
(L�M) ; (L+M)�1

�
= M (L+M)�1M � 1

2
(L�M)

�
M ; (L+M)�1

�
= M (L+M)�1M � 1

2
(L�M)M (L+M)�1 +

1

2
(L�M) (L+M)�1M

= M (L+M)�1M � 1
2
(L�M)M (L+M)�1 +

1

2
(L+M � 2M) (L+M)�1M

= M (L+M)�1M � 1
2
(L�M)M (L+M)�1 +

1

2
M �M (L+M)�1M

=
1

2
M � 1

2
(L�M)M (L+M)�1 ;

de même, on obtient

L (L+M)�1 L+
1

2
(L�M) (L+M)�1CL;M (L+M) =

1

2
L+

1

2
(L�M)L (L+M)�1 :

8) Dans le domaine D(L) = D(M), on a d�après l�assertion 2,

M + (L�M)M (L+M)�1 � (LM +ML) (L+M)�1

= M + (L�M)M (L+M)�1 +
1

2

�
(L�M)2 � (L+M)2

�
(L+M)�1

= M + (L�M)M (L+M)�1 +
1

2
(L�M)2 (L+M)�1 � 1

2
(L+M) ;

c�est-à-dire

M + (L�M)M (L+M)�1 � (LM +ML) (L+M)�1

= (L�M)M (L+M)�1 +
1

2
(L�M)2 (L+M)�1 +M � 1

2
(L+M)

= (L�M)M (L+M)�1 +
1

2
(L�M)2 (L+M)�1 � 1

2
(L+M � 2M)

=
1

2
(L�M) [2M + (L�M)] (L+M)�1 � 1

2
(L�M)

=
1

2
(L�M) (M + L) (L+M)�1 � 1

2
(L�M)

= 0;

de même,
L� (L�M)L (L+M)�1 � (LM +ML) (L+M)�1 = 0:

�
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Lemme 2.3.4 On suppose (2.2.1)�(2.2.3). Alors, pour f 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p < +1 et
Q 2 fL;Mg ; on a
1. x! Q

R x
0
e(x�s)Qf(s)ds 2 Lp (0; 1;X) :

2. x! Q
R 1
x
e(s�x)Qf(s)ds 2 Lp (0; 1;X) :

3. x! Q
R 1
0
e(x+s)Qf(s)ds 2 Lp (0; 1;X) :

4.
R 1
0
esQf(s)ds;

R 1
0
e(1�s)Qf(s)ds 2 (D (Q) ; X) 1

p
;p :

Preuve. Pour les points 1, 2 et 3, voir [12] et A. Favini et al [18] p. 167-168 et (24), (25),
(26) dans [20]. Le point 4 est une conséquence du point 1 et 2, on procède comme dans la
Remarque 2.2.2, on utilise

x!
Z x

0

e(x�s)Qf(s)ds; x!
Z 1

x

e(s�x)Qf(s)ds 2 W 1;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (Q)) :

�

Lemme 2.3.5 On suppose (2.2.1)�(2.2.8) et ' 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p avec Q 2 fL;Mg. Alors :

1. (L+M) ��1' 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p :

2. (L+H) ��1' 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p :

Preuve.

1. On pose T = (L+M) ��1, alors T est un opérateur linéaire continu de X dans X: En
utilisant l�hypothèse (2.2.8), on obtient T (D(L)) � D(L) et

T 2 L(D(L); D(L));

( ici D(L) est un espace de Banach muni de la norme du graphe). Alors, en utilisant
les propriétés de l�interpolation, on trouve

T 2 L((X;D(L)) 1
p
;p ; (X;D(L)) 1

p
;p);

voir [29], p. 19.

2. D�après l�assertion 5 du Lemme 2.3.3, on a

(L+H) ��1 = (L+M) ��1 + eLeM (L+H) ��1 � I;

donc, d�après le point 1, on déduit

(L+H) ��1' 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p

pour ' 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p :

�
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2.4 Formule de représentation de la solution

De même dans cette section, la dépendance en ! n�étant pas nécessaire, on n�indexera pas
donc par ce paramètre.
En utilisant la formule de représentation de la solution du problème (2.1.2)-(2.1.3) trouvée par
Cheggag et al (voir [8] p. 63) dans le cas commutatif et quelques considérations heuristiques,
nous essayerons d�obtenir une équation intégral véri�ée par l�éventuelle solution classique
u := (L+M)�2 v: Cette équation intégrale est écrite sous la forme :

v +R(v) = F (f) + �

où R;F et S dépendent de L et M; R dépendant du commutateur CL;M et S dépendant des
données u1; d0:
Dans le cadre commutatif, la solution formelle du problème (2.1.2)-(2.1.3) est donnée, pour
presque tout x 2 (0; 1), sous la forme suivante :

u(x) = exM��1d0 + exMeL (L+H) ��1u1

� (L+M)�1 exM (L+H) ��1eL
Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds

+(L+M)�1 exM (L+H) ��1
Z 1

0

esLf(s)ds

+e(1�x)Lu1 � e(1�x)LeMeL (L+H) ��1u1 � e(1�x)LeM��1d0

� (L+M)�1 e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds

� (M + L)�1 e(1�x)LeM (L+H) ��1
Z 1

0

esLf(s)ds

+(L+M)�1
Z x

0

e(x�s)Mf(s)ds+ (L+M)�1
Z 1

x

e(s�x)Lf(s)ds

= D (x) + 	 (x) + � (x) ;

avec

D (x) = exM��1d0 � e(1�x)LeM��1d0 + exMeL (L+H) ��1u1 (2.4.1)

+e(1�x)Lu1 � e(1�x)LeMeL (L+H) ��1u1;

	(x) = � (L+M)�1 exM (L+H) ��1eL
Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds (2.4.2)

+(L+M)�1 exM (L+H) ��1
Z 1

0

esLf(s)ds

� (L+M)�1 e(1�x)LeM (L+H) ��1
Z 1

0

esLf(s)ds

� (L+M)�1 e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds;
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et

� (x) = (L+M)�1
Z x

0

e(x�s)Mf(s)ds+ (L+M)�1
Z 1

x

e(s�x)Lf(s)ds; (2.4.3)

où
� = (M �H) + eLeM (L+H) ;

avec
D(�) = D(M) \D(H) = D(L) \D(H):

Maintenant, dans le cas non commutatif, en faisant un raisonnement heuristique et cela en
supposant qu�il existe une solution classique u du problème (2.1.2)-(2.1.3) satisfaisant la
propriété de régularité maximale pour trouver une équation intégrale de la forme :

v := (L+M)2 u: (2.4.4)

Le calcul de 	(:)

Ici dans ce cas non commutatif, en remplaçant f par u00 + (L�M)u0 � 1

2
(LM +ML)u;

pour presque tout x 2 (0; 1) ; 	 s�écrit :

	(x) = � (L+M)�1 exM (L+H) ��1eL
Z 1

0

e(1�s)M (u00(s) + (L�M)u0(s)) ds

+
1

2
(L+M)�1 exM (L+H) ��1eL

Z 1

0

e(1�s)M (LM +ML)u(s)ds

+(L+M)�1 exM (L+H) ��1
Z 1

0

esL (u00(s) + (L�M)u0(s)) ds

�1
2
(L+M)�1 exM (L+H) ��1

Z 1

0

esL (LM +ML)u(s)ds

� (L+M)�1 e(1�x)LeM (L+H) ��1
Z 1

0

esL (u00(s) + (L�M)u0(s)) ds

+
1

2
(L+M)�1 e(1�x)LeM (L+H) ��1

Z 1

0

esL (LM +ML)u(s)ds

� (L+M)�1 e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)M (u00(s) + (L�M)u0(s)) ds

+
1

2
(L+M)�1 e(1�x)L

�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)M (LM +ML)u(s)ds

=
12X
i=1

	i (x) ;
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où

	1 (x) = � (L+M)�1 exM (L+H) ��1eL
Z 1

0

e(1�s)Mu00(s)ds;

	2 (x) = (L+M)�1 exM (L+H) ��1
Z 1

0

esLu00(s)ds;

	3 (x) = � (L+M)�1 e(1�x)LeM (L+H) ��1
Z 1

0

esLu00(s)ds;

	4 (x) = � (L+M)�1 e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)Mu00(s)ds;

	5 (x) = � (L+M)�1 exM (L+H) ��1eL
Z 1

0

e(1�s)M(L�M)u0(s)ds;

	6 (x) = (L+M)�1 exM (L+H) ��1
Z 1

0

esL(L�M)u0(s)ds;

	7 (x) = � (L+M)�1 e(1�x)LeM (L+H) ��1
Z 1

0

esL(L�M)u0(s)ds;

	8 (x) = � (L+M)�1 e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)M(L�M)u0(s)ds;

	9 (x) =
1

2
(L+M)�1 exM (L+H) ��1eL

Z 1

0

e(1�s)M (LM +ML)u(s)ds;

	10 (x) = �1
2
(L+M)�1 exM (L+H) ��1

Z 1

0

esL (LM +ML)u(s)ds;

	11 (x) =
1

2
(L+M)�1 e(1�x)LeM (L+H) ��1

Z 1

0

esL (LM +ML)u(s)ds;

	12 (x) =
1

2
(L+M)�1 e(1�x)L

�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)M (LM +ML)u(s)ds:

En e¤ectuant, pour les fonctions 	1; 	2; 	3 et 	4, des intégrations par parties, on trouve

	1 (x)

= � (L+M)�1 exM (L+H) ��1eL
Z 1

0

e(1�s)Mu00(s)ds

= � (L+M)�1 exM (L+H) ��1eL
�
u0(1)� eMu0(0) +Mu1 �MeMu(0)

�
� (L+M)�1 exM (L+H) ��1eLM2

Z 1

0

e(1�s)Mu(s)ds;

	2 (x)

= (L+M)�1 exM (L+H) ��1
Z 1

0

esLu00(s)ds

= (L+M)�1 exM (L+H) ��1
�
eLu0(1)� u0(0)� LeLu1 + Lu(0) + L2

Z 1

0

esLu(s)ds

�
;
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	3 (x)

= � (L+M)�1 e(1�x)LeM (L+H) ��1
Z 1

0

esLu00(s)ds

= � (L+M)�1 e(1�x)LeM (L+H) ��1
�
eLu0(1)� u0(0)� LeLu1 + Lu(0)

�
� (L+M)�1 e(1�x)LeM (L+H) ��1L2

Z 1

0

esLu(s)ds;

et

	4(x)

= � (L+M)�1 e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)Mu00(s)ds

= � (L+M)�1 e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

� �
u0(1) +Mu1 � eM (u0(0) +Mu(0))

�
� (L+M)�1 e(1�x)L

�
I � eM (L+H) ��1eL

�
M2

Z 1

0

e(1�s)Mu(s)ds:

Même procédure pour les fonctions 	5; 	6; 	7 et 	8

	5 (x)

= � (L+M)�1 exM (L+H) ��1eL
Z 1

0

e(1�s)M(L�M)u0(s)ds

= � (L+M)�1 exM (L+H) ��1eL
�
(L�M)u1 � eM(L�M)u(0)

�
� (L+M)�1 exM (L+H) ��1eLM

Z 1

0

e(1�s)M(L�M)u(s)ds;

	6 (x)

= (L+M)�1 exM (L+H) ��1
Z 1

0

esL(L�M)u0(s)ds

= (L+M)�1 exM (L+H) ��1
�
eL(L�M)u1 � (L�M)u(0)

�
� (L+M)�1 exM (L+H) ��1L

Z 1

0

esL(L�M)u(s)ds;

	7 (x)

= � (L+M)�1 e(1�x)LeM (L+H) ��1
Z 1

0

esL(L�M)u0(s)ds

= � (L+M)�1 e(1�x)LeM (L+H) ��1
�
eL(L�M)u1 � (L�M)u(0)

�
+(L+M)�1 e(1�x)LeM (L+H) ��1L

Z 1

0

esL(L�M)u(s)ds;
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et

	8 (x)

= � (L+M)�1 e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)M(L�M)u0(s)ds

= � (L+M)�1 e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

� �
(L�M)u1 � eM(L�M)u(0)

�
� (L+M)�1 e(1�x)L

�
I � eM (L+H) ��1eL

�
M

Z 1

0

e(1�s)M(L�M)u(s)ds:

Le calcul de (L+M)2(	1(:) + 	2(:) + 	3(:) + 	4(:))
En appliquant (L+M)2 à 	1(:) + 	2(:) + 	3(:) + 	4(:); on obtient

(L+M)2(	1 (x) + 	2 (x) + 	3 (x) + 	4 (x))

= �(L+M)exM (L+H) ��1eL
�
�eMu0(0) +Mu1 �MeMu(0)

�
+(L+M)exM (L+H) ��1

�
�u0(0)� LeLu1 + Lu(0)

�
�(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1

�
eLu0(1)� u0(0)� LeLu1 + Lu(0)

�
�(L+M)e(1�x)L

�
I � eM (L+H) ��1eL

� �
u0(1)� eMu0(0) +Mu1 �MeMu(0)

�
�(L+M)exM (L+H) ��1eLM2

Z 1

0

e(1�s)Mu(s)ds

+(L+M)exM (L+H) ��1L2
Z 1

0

esLu(s)ds

�(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1L2
Z 1

0

esLu(s)ds

�(L+M)e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

�
M2

Z 1

0

e(1�s)Mu(s)ds:

Le calcul de (L+M)2(	5 (:) + 	6 (:) + 	7 (:) + 	8 (:))

(L+M)2(	5 (x) + 	6 (x) + 	7 (x) + 	8 (x))

= (L+M)exM (L+H) ��1eLeM(L�M)u(0)

�(L+M)exM (L+H) ��1(L�M)u(0)

�(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1
�
eL(L�M)u1 � (L�M)u(0)

�
�(L+M)e(1�x)L

�
I � eM (L+H) ��1eL

� �
(L�M)u1 � eM(L�M)u(0)

�
�(L+M)exM (L+H) ��1eLM

Z 1

0

e(1�s)M(L�M)u(s)ds

�(L+M)exM (L+H) ��1L

Z 1

0

esL(L�M)u(s)ds

+(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1L

Z 1

0

esL(L�M)u(s)ds

�(L+M)e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

�
M

Z 1

0

e(1�s)M(L�M)u(s)ds:
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Le calcul de (L+M)2(	9 (:) + 	10 (:) + 	11 (:) + 	12 (:))
De même

(L+M)2(	9 (x) + 	10 (x) + 	11 (x) + 	12 (x))

=
1

2
(L+M)exM (L+H) ��1eL

Z 1

0

e(1�s)M (LM +ML)u(s)ds

�1
2
(L+M)exM (L+H) ��1

Z 1

0

esL (LM +ML)u(s)ds

+
1

2
(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1

Z 1

0

esL (LM +ML)u(s)ds

+
1

2
(L+M)e(1�x)L

�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)M (LM +ML)u(s)ds;

alors

(L+M)2(	(x))

= (L+M)2(
6X
i=1

	i (x))

= �(L+M)exM (L+H) ��1eL
�
�eMu0(0) +Mu1 �MeMu(0)

�
+(L+M)exM (L+H) ��1

�
�u0(0)� LeLu1 + Lu(0)

�
�(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1

�
eLu0(1)� u0(0)� LeLu1 + Lu(0)

�
�(L+M)e(1�x)L

�
I � eM (L+H) ��1eL

� �
u0(1)� eMu0(0) +Mu1 �MeMu(0)

�
�(L+M)exM (L+H) ��1

�
I � eLeM

�
(L�M)u(0)

�(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1
�
eL(L�M)u1 � (L�M)u(0)

�
�(L+M)e(1�x)L

�
I � eM (L+H) ��1eL

� �
(L�M)u1 � eM(L�M)u(0)

�
�(L+M)exM (L+H) ��1eLM2

Z 1

0

e(1�s)Mu(s)ds

+(L+M)exM (L+H) ��1L2
Z 1

0

esLu(s)ds

�(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1L2
Z 1

0

esLu(s)ds

�(L+M)e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

�
M2

Z 1

0

e(1�s)Mu(s)ds

�(L+M)exM (L+H) ��1eLM

Z 1

0

e(1�s)M(L�M)u(s)ds
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�(L+M)exM (L+H) ��1L

Z 1

0

esL(L�M)u(s)ds

+(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1L

Z 1

0

esL(L�M)u(s)ds

�(L+M)e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

�
M

Z 1

0

e(1�s)M(L�M)u(s)ds

+
1

2
(L+M)exM (L+H) ��1eL

Z 1

0

e(1�s)M (LM +ML)u(s)ds

�1
2
(L+M)exM (L+H) ��1

Z 1

0

esL (LM +ML)u(s)ds

+
1

2
(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1

Z 1

0

esL (LM +ML)u(s)ds

+
1

2
(L+M)e(1�x)L

�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)M (LM +ML)u(s)ds;

en posant v(:) = (L+M)2 u(:) et puisque, sur D((L+M)2), on a

L2e:L = e:LL2; M2e:M = e:MM2;

alors, après les simpli�cations, on obtient

(L+M)2(	(x))

= �(L+M)exM (L+H) ��1eL
�
�eMu0(0) + Lu1 � eMLu(0)

�
+(L+M)exM (L+H) ��1

�
�u0(0)� eLMu1 +Mu(0)

�
�(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1

�
�u0(0)� eLMu1 +Mu(0)

�
�(L+M)e(1�x)L

�
I � eM (L+H) ��1eL

� �
�eMu0(0) + Lu1 � eMLu(0)

�
�(L+M)e(1�x)Lu0(1)

+(L+M)exM (L+H) ��1eL �Z 1

0

e(1�s)M [�M2 �M(L�M) +
1

2
(LM +ML)](L+M)�2v(s)ds

+(L+M)exM (L+H) ��1 �Z 1

0

esL[L2 � L(L�M)� 1
2
(LM +ML)](L+M)�2v(s)ds

+(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1 �Z 1

0

esL[�L2 + L(L�M) +
1

2
(LM +ML)](L+M)�2v(s)ds

+(L+M)e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

�
�Z 1

0

e(1�s)M [�M2 �M(L�M) +
1

2
(LM +ML)](L+M)�2v(s)ds:

Si on dé�nit le commutateur CL;M comme suit

CL;M := [M ;L] (L+M)�2 = (ML� LM) (L+M)�2 ;
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alors

(L+M)2(	(x))

= (L+M)exM (L+H) ��1
��
�I + eLeM

�
u0(0)� eL (L+M)u1 +

�
M + eLeML

�
u(0)

�
�(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1

��
eLeM � I

�
u0(0) +

�
M + eLeML

�
u(0)

�
+(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1eL (L+M)u1

�(L+M)e(1�x)L
�
�eMu0(0) + u0(1) + Lu1 � eMLu(0)

�
�1
2
(L+M)exM (L+H) ��1eL

Z 1

0

e(1�s)MCL;Mv(s)ds

�(L+M)exM (L+H) ��1
Z 1

0

esLCL;Mv(s)ds

+
1

2
(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1

Z 1

0

esLCL;Mv(s)ds

�1
2
(L+M)e(1�x)L

�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)MCL;Mv(s)ds:

Finalement, Puisque u0(0) = Hu(0) + d0, on obtient

(L+M)2(	(x))

= (L+M)exM (L+H)u(0)� (L+M)exM (L+H) ��1eL (L+M)u1

�(L+M)exM (L+H) ��1
�
I � eLeM

�
d0

+(L+M)e(1�x)MeM (L+H) ��1eL (L+M)u1

+(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1
�
I � eLeM

�
d0

�(L+M)e(1�x)Lu0(1)� (L+M)e(1�x)LLu1 + (L+M)e(1�x)LeMd0

�1
2
(L+M)exM (L+H) ��1eL

Z 1

0

e(1�s)MCL;Mv(s)ds

�(L+M)exM (L+H) ��1
Z 1

0

esLCL;Mv(s)ds

+
1

2
(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1

Z 1

0

esLCL;Mv(s)ds

�1
2
(L+M)e(1�x)L

�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)MCL;Mv(s)ds:

Le calcul de �(:)
En utilisant la même procédure utilisée pour 	, la fonction � devient :
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�(x) = (L+M)�1
Z x

0

e(x�s)M [u00(s) + (L�M)u0(s)

�1
2
(LM +ML)u(s)]ds+ (L+M)�1

Z 1

x

e(s�x)L[u00(s)

+ (L�M)u0(s)� 1
2
(LM +ML)u(s)]ds

=
6X
i=1

�i(x);

avec

�1(x) = (L+M)�1
Z x

0

e(x�s)Mu00(s)ds;

�2(x) = (L+M)�1
Z 1

x

e(s�x)Lu00(s)ds;

�3(x) = (L+M)�1
Z x

0

e(x�s)M (L�M)u0(s)ds;

�4(x) = (L+M)�1
Z 1

x

e(s�x)L (L�M)u0(s)ds;

�5(x) = �1
2
(L+M)�1

Z x

0

e(x�s)M (LM +ML)u(s)ds;

�6(x) = �1
2
(L+M)�1

Z 1

x

e(s�x)L (LM +ML)u(s)ds:

L�idée principale est d�appliquer (L+M)2 et d�e¤ectuer des intégrations par parties a�n de
déduire l�équation intégrale satisfaite par v:
Le calcul de (L+M)2 (�1(:) + �2(:))
Suite à la Remarque 2.2.2, on a

u (0) ; u1 2 D (L) = D (M) ;

et donc

(L+M)�1MexMu (0) = (L+M)�1 exMMu (0) ;

(L+M)�1 LexLu1 = (L+M)�1 exLLu1:

En utilisant des intégrations par parties et pour presque tout x 2 (0; 1), on trouve
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�1(x) = (L+M)�1
Z x

0

e(x�s)Mu00(s)ds

= (L+M)�1
�
e(x�s)Mu0(s)

�x
0
+ (L+M)�1

Z x

0

Me(x�s)Mu0(s)ds

= (L+M)�1 u0(x)� (L+M)�1 exMu0(0)

+ (L+M)�1Mu(x)� (L+M)�1MexMu(0)

+ (L+M)�1
Z x

0

M2e(x�s)Mu(s)ds;

de même, on a

�2(x) = (L+M)�1
Z 1

x

e(s�x)Lu00(s)ds

= (L+M)�1 e(1�x)Lu0(1)� (L+M)�1 u0(x)

� (L+M)�1 Le(1�x)Lu1 + (L+M)�1 Lu(x)

+ (L+M)�1
Z 1

x

L2e(s�x)Lu(s)ds;

alors

(�1(x) + �2(x))

= u(x)� (L+M)�1 exM (u0 (0) +Mu (0))

+ (L+M)�1 e(1�x)L (u0(1)� Lu1)

+ (L+M)�1
Z x

0

M2e(x�s)Mu(s)ds

+(L+M)�1
Z 1

x

L2e(s�x)Lu(s)ds:

En appliquant (L+M)2 à �1(x) + �2(x) et puisque, on a

v(:) = (L+M)2 u(:);

on obtient

(L+M)2 (�1(x) + �2(x))

= v(x)� (L+M) exM (u0(0) +Mu (0))

+ (L+M) e(1�x)L (u0(1)� Lu1)

+ (L+M)

Z x

0

M2e(x�s)M (L+M)�2 v(s)ds

+(L+M)

Z 1

x

L2e(s�x)L (L+M)�2 v(s)ds:
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Le calcul de (L+M)2 (�3(:) + �4(:))
Pour presque tout x 2 (0; 1), on obtient grâce aux intégrations par parties

�3(x) = (L+M)�1
Z x

0

e(x�s)M (L�M)u0(s)ds

= (L+M)�1 (L�M)u(x)� (L+M)�1 exM (L�M)u(0)

+ (L+M)�1
Z x

0

Me(x�s)M (L�M)u(s)ds;

et

�4(x)

= (L+M)�1
Z 1

x

e(s�x)L (L�M)u0(s)ds

= (L+M)�1 e(1�x)L (L�M)u(1)

� (L+M)�1 (L�M)u(x)� (L+M)�1
Z 1

x

Le(s�x)L (L�M)u(s)ds;

d�où

�3(x) + �4(x)

= � (L+M)�1 exM (L�M)u(0) + (L+M)�1 e(1�x)L (L�M)u1

+(L�M)�1
Z x

0

Me(x�s)Mu(s)ds� (L�M)�1
Z 1

x

Le(s�x)Lu(s)ds:

En appliquant (L+M) à �3(:) + �4(:); on obtient

(L+M) (�3(x) + �4(x))

= �exM (L�M)u(0) + e(1�x)L (L�M)u1

+

Z x

0

Me(x�s)M (L�M)u(s)ds�
Z 1

x

Le(s�x)L (L�M)u(s)ds;

ainsi, puisque
(L+M)�1 exMMu (0) = (L+M)�1MexMu (0) ;

et
(L+M)�1 exLLu1 = (L+M)�1 LexLu1;
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en appliquant encore (L+M) et en remplaçant u par (L+M)�2 v; on trouve

(L+M)2 (�3(x) + �4(x))

= � (L+M) exM (L�M)u(0) + (L+M) e(1�x)L (L�M)u1

+(L+M)

Z x

0

e(x�s)MML (L+M)�2 v(s)ds

+(L+M)

Z 1

x

e(s�x)LLM (L+M)�2 v(s)ds

� (L+M)

Z x

0

M2e(x�s)M (L+M)�2 v(s)ds

� (L+M)

Z 1

x

L2e(s�x)L (L+M)�2 v(s)ds:

Le calcul de (L+M)2 (�5(:) + �6(:))
En�n, en appliquant (L+M)2 à (�5(:) + �6(:)) pour presque tout x 2 (0; 1), on obtient

(L+M)2 (�5(x) + �6(x))

= �1
2
(L+M)

Z x

0

e(x�s)MLM (L+M)�2 v(s)ds

�1
2
(L+M)

Z x

0

e(x�s)MML (L+M)�2 v(s)ds

�1
2
(L+M)

Z 1

x

e(s�x)LLM (L+M)�2 v(s)ds

�1
2
(L+M)

Z 1

x

e(s�x)LML (L+M)�2 v(s)ds:

Après sommation, on trouve

(L+M)2�(x) =

v(x)� (L+M) exM (u0(0) + Lu (0)) + (L+M) e(1�x)L (u0(1)�Mu1)

+ (L+M)

Z x

0

M2e(x�s)M (L+M)�2 v(s)ds+ (L+M)

Z 1

x

L2e(s�x)L (L+M)�2 v(s)ds

+(L+M)

Z x

0

e(x�s)MML (L+M)�2 v(s)ds+ (L+M)

Z 1

x

e(s�x)LLM (L+M)�2 v(s)ds

� (L+M)

Z x

0

M2e(x�s)M (L+M)�2 v(s)ds� (L+M)

Z 1

x

L2e(s�x)L (L+M)�2 v(s)ds

�1
2
(L+M)

Z x

0

e(x�s)MLM (L+M)�2 v(s)ds� 1
2
(L+M)

Z x

0

e(x�s)MML (L+M)�2 v(s)ds

�1
2
(L+M)

Z 1

x

e(s�x)LLM (L+M)�2 v(s)ds� 1
2
(L+M)

Z 1

x

e(s�x)LML (L+M)�2 v(s)ds;

après les simpli�cations, on obtient
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(L+M)2�(x) = v(x)� (L+M) exM (u0 (0) + Lu (0))

+ (L+M) e(1�x)L (u0(1)�Mu1)

+
1

2
(L+M)

Z x

0

e(x�s)MML (L+M)�2 v(s)ds

�1
2
(L+M)

Z x

0

e(x�s)MLM (L+M)�2 v(s)ds

+
1

2
(L+M)

Z 1

x

e(s�x)LLM (L+M)�2 v(s)ds

�1
2
(L+M)

Z 1

x

e(s�x)LML (L+M)�2 v(s)ds;

et puisque u0(0) = Hu(0) + d0; on trouve �nalement

(L+M)2�(x) = v(x)� (L+M) exM [(H + L)u (0) + d0]

+ (L+M) e(1�x)L (u0(1)�Mu1)

+
1

2
(L+M)

Z x

0

e(x�s)M (ML� LM) (L+M)�2 v(s)ds

+
1

2
(L+M)

Z 1

x

e(s�x)L (LM �ML) (L+M)�2 v(s)ds;

d�où

(L+M)2�(x) = v(x)� (L+M) exM ((H + L)u (0) + d0)

+ (L+M) e(1�x)L (u0(1)�Mu1)

+
1

2
(L+M)

Z x

0

e(x�s)MCL;Mv(s)ds

�1
2
(L+M)

Z 1

x

e(s�x)LCL;Mv(s)ds:

avec
CL;M := [M ;L] (L+M)�2 = (ML� LM) (L+M)�2 ;

2.5 L�équation intégrale

(L+M)2(	(:)) sommée avec (L+M)2�(:); permet de poser

v +R(v) = F (f) + �; (2.5.1)
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avec

R(v)(x) =
1

2
(L+M)

Z x

0

e(x�s)MCL;Mv(s)ds�
1

2
(L+M)

Z 1

x

e(s�x)LCL;Mv(s)ds

�1
2
(L+M)exM (L+H) ��1

Z 1

0

esLCL;Mv(s)ds

�1
2
(L+M)exM (L+H) ��1eL

Z 1

0

e(1�s)MCL;Mv(s)ds (2.5.2)

�1
2
(L+M)e(1�x)L

�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)MCL;Mv(s)ds

+
1

2
(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1

Z 1

0

esLCL;Mv(s)ds;

F (f) (x)

= (L+M)

Z x

0

e(x�s)Mf(s)ds+ (L+M)

Z 1

x

e(s�x)Lf(s)ds

� (L+M) exM (L+H) ��1eL
Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds (2.5.3)

+(L+M) exM (L+H) ��1
Z 1

0

esLf(s)ds

� (L+M) e(1�x)LeM (L+H) ��1
Z 1

0

esLf(s)ds

� (L+M) e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds;

et

�(x) = (L+M)exM (L+H) ��1
�
I � eLeM

�
d0

+(L+M) exMd0 � (L+M)e(1�x)LeMd0

�(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1
�
I � eLeM

�
d0 (2.5.4)

+(L+M)exM (L+H) ��1eL (L+M)u1 +

�(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1eL (L+M)u1

+(L+M)e(1�x)L (L+M)u1:

Remarque 2.5.1 Comme

(L+H) ��1 = (L+M) ��1 + eLeM (L+H) ��1 � I;

donc, on peut écrire
�(x) = eR(x) + S(x);
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avec

eR(x)
= (L+M)exMeLeM (L+H) ��1d0 � (L+M)exM (L+M) ��1eLeMd0

�(L+M)exMeLeM (L+H) ��1eLeMd0 + (L+M)exMeLeMd0

�(L+M)e(1�x)LeM
�
I + (L+H) ��1

�
I � eLeM

��
d0

+(L+M)exMeLeM (L+H) ��1eL (L+M)u1 � (L+M)exMeL (L+M)u1

�(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1eL (L+M)u1

+(L+M)exM (L+M) ��1eL (L+M)u1;

et
S(x) = (L+M)exM (L+M) ��1d0 + (L+M)e(1�x)L (L+M)u1:

2.6 Résultats principaux

Dans cette section, on suppose u1 2 D (L+M) = D(L); f 2 Lp (0; 1;X) avec 1 < p <1 et
on note encore L! = L; M! =M; R! = R; :::::::
Si u est une solution classique de notre problème; alors v := (L+M)2 u véri�e l�équation
intégrale suivante

v +R(v) = F (f) + eR + S:

Proposition 2.6.1 (voir [37], p. 96) Soient Q un générateur in�nitésimal d�un semi-groupe
analytique

�
exQ
�
x�0 sur X; ' 2 X; 1 < p <1 et m 2 Nn f0g. Alors

1. e�Q' 2 Lp (0; 1;X)
2. Qme�Q' 2 Lp (0; 1;X), e�Q' 2 Wm;p (0; 1;X), ' 2 (D (Qm) ; X) 1

mp
;p :

On pose, pour presque tout x 2 (0; 1)

G(g)(x) =

Z x

0

e(x�s)M!g(s)ds; K(g)(x) =

Z 1

x

e(s�x)L!g(s)ds;

où g est une fonction de (0; 1) de X.
On applique [33] et la remarque dans [13] p. 25 et en utilisant le théorème du graphe, on
obtient

Proposition 2.6.2 on suppose (2.2.1)s(2.2.3). Soit g 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p <1: Alors�
G(g) 2 W 1;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D(M)) ;
K(g) 2 W 1;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D(L)) ;

ce qui implique

G(g) (1) ; K(g) (0) 2 (D (M) ; X) 1
p
;p = (D (L) ; X) 1

p
;p : (2.6.1)
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Donc, pour presque tout x 2 (0; 1)

G0(g) =MG(g) + g; K 0(g) = �LK(g)� g;

et il existe C > 0 tel que 8>><>>:
kG(g)kLp(0;1;X) 6 C kgkLp(0;1;X) ;
kK(g)kLp(0;1;X) 6 C kgkLp(0;1;X) ;
kMG(g)kLp(0;1;X) 6 C kgkLp(0;1;X) ;
kLK(g)kLp(0;1;X) 6 C kgkLp(0;1;X) :

Proposition 2.6.3 Sous les hypothèses (2.2.1)s(2.2.4) et soit g 2 Lp (0; 1;X) avec 1 < p <
1: Alors les applications8>>>><>>>>:

	1 (g) = e�M (L+H) ��1K(g)(0);
	2 (g) = e�M (L+H) ��1eLG(g)(1);
	3 (g) = e(1��)LeM (L+H) ��1eLG(g)(1);
	4 (g) = e(1��)LeM (L+H) ��1K(g)(0);
	5 (g) = e(1��)LG(g)(1);

sont dans Lp (0; 1;D(L)) et il existe C > 0; tel que8<:
k	i(g)kLp(0;1;X) 6 C kgkLp(0;1;X) ; i = 1; 5
kM	i(g)kLp(0;1;X) 6 C kgkLp(0;1;X) ; i = 1; 2
kL	i(g)kLp(0;1;X) 6 C kgkLp(0;1;X) ; i = 3; 4; 5:

Preuve. On étudie 	1 (même travail pour les autres fonctions). On utilise C une constante
quelconque et peut être dépondant de p. Il est clair que 	1 2 Lp (0; 1;X) et

k	1(g)kLp(0;1;X) 6 C kgkLp(0;1;X) :

Maintenant, on montre que 	1 2 Lp (0; 1;D (M)). On a

	1 (g) (x)

= exM (L+H) ��1
Z 1

0

esLg(s)ds

=

Z x

0

e(x�s)MesM (L+H) ��1esLg(s)ds+ exM (L+H) ��1
Z 1

x

esLg(s)ds;

donc, on peut écrire
	1 (g) (x) = G (eg) (x) + e	1 (g) (x) ;

avec � eg (s) = esM (L+H) ��1esLg(s);e	1 (g) = exM (L+H) ��1
R 1
x
esLg(s)ds:

Mais eg 2 Lp (0; 1;X), alors d�après la Proposition 2.6.2, G(eg) 2 Lp (0; 1;D(M)) et
kMG(eg)kLp(0;1;X) 6 C kegkLp(0;1;X) 6 C kgkLp(0;1;X) : (2.6.2)
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Maintenant, suite au Lemme 2.3.3, assertion 5, on a

(L+H) ��1 = (L+M) ��1 + eLeM (L+H) ��1 � I;

et donc

e	1 (g) (x) = exM (L+H) ��1
Z 1

x

esLg(s)ds

= exM
�
(L+M) ��1 + eLeM (L+H) ��1 � I

� Z 1

x

esLg(s)ds

= exM (L+M) ��1
Z 1

x

esLg(s)ds (2.6.3)

+exMeLeM (L+H) ��1
Z 1

x

esLg(s)ds� exM
Z 1

x

esLg(s)ds

= I1 (x) + I2 (x) + I3 (x) :

Comme eL (X) � D(M), on a MeLeM (L+H) ��1 2 L(X) et on peut écrireZ 1

0

kMI2 (x)kp dx =

Z 1

0





exMMeLeM (L+H) ��1exL
Z 1

x

e(s�x)Lg(s)ds





p dx
6 C

Z 1

0





Z 1

x

e(s�x)Lg(s)ds





p dx
6 C kK(g)kpLp(0;1;X)
6 C kgkpLp(0;1;X) ;

de même Z 1

0

kMI3 (x)kp dx =

Z 1

0





exMM (L� I)�1 (L� I)

Z 1

x

esLg(s)ds





p dx
6 C

Z 1

0





(L� I)

Z 1

x

esLg(s)ds





p dx
6 C

�
kLK(g)kLp(0;1;X) + kK(g)k

�p
6 C kgkpLp(0;1;X) :

Pour I1, on utilise l�hypothèse (2.2.8), ce qui montre que M (L+M) ��1 (L� I)�1 2 L(X)
et donc Z 1

0

kMI1 (x)kp dx

=

Z 1

0





exMM (L+M) ��1 (L� I)�1 (L� I)

Z 1

x

esLg(s)ds





p dx
6 C

Z 1

0





(L� I)

Z 1

x

esLg(s)ds





p dx
6 C kgkpLp(0;1;X) :
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Finalement, les estimations précédentes concernant I1; I2 et I3 avec (2.6.2) et (2.6.3) montrent
que 	1 2 Lp (0; 1;D(M)) et

kM	1(g)kLp(0;1;X) 6 C kgkLp(0;1;X) :

�
Proposition 2.6.4 Soient les hypothèses (2.2.1)s(2.2.7) et soit f 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p <
1: Alors

F (f) 2 Lp (0; 1;X) :

Preuve. En utilisant les notations de la Proposition 2.6.3, on peut écrire F (f) de la forme :

F (f) (x)

= (L+M) (M � I)�1 (M � I)G(f) + (L+M) (L� I)�1 (L� I)K(f)

� (L+M) (M � I)�1 (M � I)	2 (f) + (L+M) (M � I)�1 (M � I)	1 (f)

� (L+M) (L� I)�1 (L� I)	4 (f) + (L+M) (L� I)�1 (L� I)	3 (f)

� (L+M) (L� I)�1 (L� I)	5 (f) :

On rappelle que (L+M) (L� I)�1 ; (L+M) (M � I)�1 2 L(X): Ainsi, en vertu des deux
propositions précédentes 2.6.2 et 2.6.3, F (f) 2 Lp (0; 1;X). �
Proposition 2.6.5 On suppose (2.2.1)s(2.2.8). Soit 1 < p <1: AlorseR 2 Lp (0; 1;X) :
Preuve. On note

U := (L+M) (L� I)�1 2 L(X) et V := (L+M) (M � I)�1 2 L(X):

Pour n 2 N� et � 2 X, on a

eL� 2 D(Ln) et eM� 2 D(Mn),

donc (M � I)eL; (L� I)eM 2 L(X) et ainsi, d�après l�hypothèse (2.2.8),

(M � I) (L+M) ��1eL =M (L+M) ��1 (L� I)�1 (L� I) eL

� (L+M) ��1eL 2 L(X):

Pour x 2 (0; 1), on peut écrireeR(x) = V exM(M � I)eLeM (L+H) ��1d0

�V exM(M � I) (L+M) ��1eLeMd0

�V exM(M � I)eLeM (L+H) ��1eLeMd0 + V exM(M � I)eLeMd0

�Ue(1�x)L(L� I)eM
�
I + (L+H) ��1

�
I � eLeM

��
d0

+V exM(M � I)eLeM (L+H) ��1eL (L+M)u1

�V exM(M � I)eL (L+M)u1

�Ue(1�x)L(L� I)eM (L+H) ��1eL (L+M)u1

+V exM(M � I) (L+M) ��1eL (L+M)u1:

donc, suite à la Proposition 2.6.1, eR 2 Lp (0; 1;X), 1 < p <1. �
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Proposition 2.6.6 Soient (2.2.1)s(2.2.7). Soit 1 < p <1: Alors

S 2 Lp (0; 1;X) ;

si et seulement si
u1;�

�1d0 2
�
X; D((L+M)2)

�
1� 1

2p
;p
:

Preuve. Pour x 2 (0; 1), on a

S(x) = (L+M)exM (L+M) ��1d0 + (L+M)e(1�x)L (L+M)u1

= (L+M)(M � I)�1(M � I)exM (L+M) ��1d0

+(L+M)(L� I)�1(L� I)e(1�x)L (L+M)u1

= S1(x) + S2(x):

Comme (L +M) (M � I)�1 est inversible dans L(X); on a S1 2 Lp (0; 1;X) si et seulement
si

x! (M � I)exM (L+M) ��1d0 2 Lp (0; 1;X) ; (2.6.4)

et, d�après la Proposition 2.6.1, (2.6.4) est équivalente à :

(L+M) ��1d0 2 (X; D(M))1� 1
p
;p = (X; D(L+M))1� 1

p
;p :

De même, S2 2 Lp (0; 1;X) si et seulement si

x! (L� I)e(1�x)L (L+M)u1 2 Lp (0; 1;X) ;

qui est équivalente à

(L+M)u1 2 (X; D(L))1� 1
p
;p = (X; D(L+M))1� 1

p
;p :

D�une autre part, on a S1 2 Lp
�
1
2
; 1;X

�
et S2 2 Lp

�
0; 1

2
;X
�
, alors

S 2 Lp (0; 1;X) () S 2 Lp
�
0; 1

2
;X
�
et S 2 Lp

�
1
2
; 1;X

�
() S1 2 Lp

�
0; 1

2
;X
�
et S2 2 Lp

�
1
2
; 1;X

�
()

(
(L+M) ��1d0 2 (X; D(L+M))1� 1

p
;p et

(L+M)u1 2 (X; D(L+M))1� 1
p
;p ;

et grâce à la propriété de réitération, on obtient :

S 2 Lp (0; 1;X)() ��1d0; u1 2
�
X;D((L+M)2)

�
1� 1

2p
;p
:

�
Maintenant, on a besoin de la dépendance de ! donc on réintroduit le paramètre ! dans R;eR; F (f) et S; en les notant R!; eR!; F!(f) et S!:
Dans la proposition suivante, on montre que I + R! est inversible pour ! assez grand, donc
la représentation de la solution classique u du problème (2.1.2)-(2.1.3) est

u = (L! +M!)
�2
h
(I +R!)

�1
�
F!(f) + eR! + S!

�i
: (2.6.5)
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Proposition 2.6.7 On suppose (2.2.1)s(2.2.11). Soit 1 < p < +1: Alors R! 2 L (Lp (0; 1;X))
et il existe !� > !0 tel que pour tout ! > !�

kR!kL(Lp(0;1;X)) < 1:
Ainsi I +R! est inversible dans L (Lp (0; 1;X)) pour ! > !�:

Preuve. Soit v 2 Lp (0; 1;X). Puisque CL! ;M! 2 L(X) alors CL! ;M!v 2 Lp (0; 1;X) : En
utilisant les notations des Propositions 2.6.2 et 2.6.3, on peut écrire

2R!(v) (:)

= (L! +M!) (M! � I)�1 (M! � I)G (CL! ;M!v (:)) (:)

� (L! +M!) (L! � I)�1 (L! � I)K (CL! ;M!v (:)) (:)

� (L! +M!) (M! � I)�1 (M! � I)	1 (CL! ;M!v (:)) (:)

� (L! +M!) (M! � I)�1 (M! � I)	2 (CL! ;M!v (:)) (:)

+ (L! +M!) (L! � I)�1 (L! � I)	3 (CL! ;M!v (:)) (:)

+ (L! +M!) (L! � I)�1 (L! � I)	4 (CL! ;M!v (:)) (:)

� (L! +M!) (L! � I)�1 (L! � I)	5 (CL! ;M!v (:)) (:) ;

et comme (L! +M!) (M! � I)�1 ; � (L! +M!) (L! � I)�1 2 L(X) donc, d�après les Propo-
sitions 2.6.2 et 2.6.3, on a R!(v) 2 Lp (0; 1;X) et il existe une constante b > 0 telle que, pour
! > !0

kR!(v)kLp(0;1;X) 6 b kCL! ;M!kL(X) kvkLp(0;1;X) ;
et suite à l�hypothèse (2.2.11), on a

kR!(v)kLp(0;1;X) 6 C� (!) kvkLp(0;1;X) ;
où lim

!!+1
� (!) = 0. Par conséquent, il existe !� > !0 telle que pour ! > !�

kR!kL(Lp(0;1;X)) < 1:
Alors I +R! est inversible dans L(Lp (0; 1;X)) pour toute ! > !�: �
Remarque 2.6.1 La solution (2.6.5)

u = (L! +M!)
�2
�
F!(f) + eR! + S!

�
� (L! +M!)

�2R!

véri�e les conditions aux limites �
u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1:

En e¤et

(F!(f) + �!) (1)

=
�
F!(f) + eR! + S!

�
(1)

= (L! +M!)e
M! (L! +H) ��1!

��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (L! +M!)u1

�
�(L! +M!)e

M! (L! +H) ��1!
��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (M! + L!)u1

�
+(L! +M!) e

M!d0 + (L! +M!)
�
�eM!d0 + (M! + L!)u1

�
= (M! + L!)

2 u1
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et

R!(v)(1) =
1

2
(L! +M!)

Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

�1
2
(L! +M!)e

M! (L! +H) ��1!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds

�1
2
(L! +M!)e

M! (L! +H) ��1! eL!
Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

�1
2
(L! +M!)

�
I � eM! (L! +H) ��1! eL!

� Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

+
1

2
(L! +M!)e

M! (L! +H) ��1!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds

= 0;

d�où

u(1) = (L! +M!)
�2 [(F!(f) + �!) (1)�R!(v)(1)]

= u1,

d�une autre part

(L! +M!)
2u(0)

= F!(f) (0) + �!(0)�R!(v) (0)

= (L! +M!)
2 ��1!

Z 1

0

esL!f(s)ds� (L! +M!)
2 ��1! eL!

Z 1

0

e(1�s)M!f(s)ds

+
1

2
(M! + L!)

2 ��1!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds

+
1

2
(L! +M!)

2 ��1! eL!
Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

+(L! +M!)
2��1!

��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (L! +M!)u1

�
;

donc

u(0) = ��1!

Z 1

0

esL!f(s)ds� ��1! eL!
Z 1

0

e(1�s)M!f(s)ds (2.6.6)

+
1

2
��1!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds+
1

2
��1! eL!

Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

+��1!
��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (L! +M!)u1

�
;

et on a
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u0(0)

= (L! +M!)
�2 (F 0!(f) (0) + �

0
!(0)�R0!(v) (0))

= (L! +M!)
�1 [�L!(M! �H) +M! (L! +H)] ��1!

Z 1

0

esL!f(s)ds

+(L! +M!)
�1 [�M! (L! +H) + L!(M! �H)] ��1! eL!

Z 1

0

e(1�s)M!f(s)ds

+
1

2
(L! +M!)

�1 [�L!(M! �H) +M! (L! +H)] ��1!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds

+
1

2
(L! +M!)

�1 [M! (L! +H)� L!(M! �H)] ��1! eL!
Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

�(L! +M!)
�1CL! ;M!v(0)

+(L! +M!)
�1 (M!L! � L!M!) �

�1
!

��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (L! +M!)u1

�
;

donc

u0(0)�Hu(0)

= (L! +M!)
�1 (M!L! � L!M!) �

�1
!

Z 1

0

esL!f(s)ds

� (L! +M!)
�1 (M!L! � L!M!) �

�1
! eL!

Z 1

0

e(1�s)M!f(s)ds (2.6.7)

+
1

2
(L! +M!)

�1 (M!L! � L!M!) �
�1
!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds

+
1

2
(L! +M!)

�1 (M!L! � L!M!) �
�1
! eL!

Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

�(L! +M!)
�1 (M!L! � L!M!)u(0)

+(L! +M!)
�1 (M!L! � L!M!) �

�1
!

��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (L! +M!)u1

�
+d0;

en insérant (2.6.6) dans (2.6.7), on obtient

u0(0)�Hu(0) = d0.

Remarque 2.6.2 Suite aux propositions précédentes, pour ! > !�, on peut dire que s�il
existe une solution classique du problème (2.1.2)-(2.1.3), elle s�écrit sous la forme (2.6.5) et
on en déduit alors l�unicité de la solution:

On a alors le résultat fondamental suivant.

Théorème 2.6.1 On suppose (2.2.1)�(2.2.11). Soit f 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p < 1: Alors, il
existe !� > !0 tel que pour tout ! > !�, les deux assertions suivantes sont équivalentes.
1. Le problème (2.1.2)-(2.1.3) admet une unique solution classique u:
2.

u1;�
�1
! d0 2

�
X; D

�
(L! +M!)

2
��
1� 1

2p
;p
: (2.6.8)
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Preuve. On considère !� assez grand et ! > !�.
Assertion 1 implique l�assertion 2
On suppose l�assertion 1, i.e u dé�nie par (2.6.5) est une solution classique du problème
(2.1.2)-(2.1.3). Alors

x 7! (L! +M!)
2 u(x) = (I +R!)

�1
�
F!(f)(x) + eR!(x) + S!(x)

�
2 Lp (0; 1;X) ;

et on obtient F!(f) + eR! + S! 2 Lp (0; 1;X). Donc, d�après les Propositions 2.6.4, 2.6.5 et
2.6.6, l�assertion 2 est satisfaite.
Assertion 2 implique l�assertion 1
On suppose (2.6.8). Le but est de montrer que u, dé�nie par (2.6.5), est une solution classique
de (2.1.2)-(2.1.3). Soit

v(x) = (L! +M!)
2 u(x)

= (I +R!)
�1
�
F!(f)(x) + eR!(x) + S!(x)

�
;

�Première étape : Montrons que u 2 Lp
�
0; 1;D((L! �M!)

2)
�
:

D�après les Propositions (2.6.4), (2.6.5), (2.6.6) et (2.6.7), on obtient v 2 Lp (0; 1;X) :
Comme

(L! �M!)
2 (L! +M!)

�2 2 L(X);
donc

x 7! (L! �M!)
2 u(x) = (L! �M!)

2 (L! +M!)
�2 v(x) 2 Lp (0; 1;X) :

�Deuxième étape : Montrons que (L! �M!)u
0 2 Lp (0; 1;X).Puisque v = F!(f) + �! �

R!(v), on a

u(:) := (L! +M!)
�2 (F!(f)(:) + �!(:))� (L! +M!)

�2R!(v)(:); (2.6.9)

donc, en utilisant (2.5.2), (2.5.3) et (2.5.4), on peut réécrire u de la forme suivante

u = u+ eu+ bu;
telles que 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

u(x) = (L! +M!)
�1G(f)(x) + (L! +M!)

�1K(f)(x)

�1
2
(L! +M!)

�1G (CL! ;M!v(:)) (x)

+
1

2
(L! +M!)

�1K (CL! ;M!v(:)) (x)

eu(x) = (L! +M!)
�1exM!f0

bu(x) = (L! +M!)
�1e(1�x)L!f1;

avec

f0 = � (L! +H) ��1! eL!G(f)(1) + (L! +H) ��1! K (f) (0)

+ (L! +H) ��1!
��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (L! +M!)u1

�
+ d0

+
1

2
(L! +H) ��1! K (CL! ;M!v(:)) (0)

+
1

2
(L! +H) ��1! eL!G (CL! ;M!v(:)) (1);
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et

f1 = �eM! (L! +H) ��1! K (f) (0) +
�
�eM!d0 + (M! + L!)u1

�
�
�
I � eM! (L! +H) ��1! eL!

�
G(f)(1)

�eM! (L! +H) ��1!
��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (M! + L!)u1

�
+
1

2

�
I � eM! (L! +H) ��1! eL!

�
G (CL! ;M!v(:)) (1)

�1
2
eM! (L! +H) ��1! K (CL! ;M!v(:)) (0):

On a

(L! +M!)u
0(x)

= M!G(f)(x)� L!K(f)(x)�
1

2
M!G (CL! ;M!v(:)) (x)

�1
2
L!K (CL! ;M!v(:)) (x)� CL! ;M!v (x) ;

mais f 2 Lp (0; 1;X) et ainsi v; donc, on vertu de la Proposition 2.6.2 et de l�assertion 5
du Lemme 2.3.3, on obtient (L! +M!)u

0(:) 2 Lp (0; 1;X).
Comme

(L! �M!)u
0(:) = (L! �M!) (L! +M!)

�1 (L! +M!)u
0(:);

on a
x 7! (L! �M!)u

0(x) 2 Lp (0; 1;X) : (2.6.10)

Maintenant pour f1, on assemble tout les termes qui contient eM! ; on peut réécrire

f1 = (M! + L!)u1 �G(f)(1) +
1

2
G (CL! ;M!v(:)) (1) + e

M!�1;

avec �1 2 X. Donc, d�après (2.6.8) et (2.6.1), on déduit

f1 2 (D(M!); X ) 1
p
;p ;

et ainsi
x 7! (L! �M!) bu0(x) 2 Lp (0; 1;X) : (2.6.11)

Il reste à étudier eu. Pour f0, en utilisant le Lemme 2.3.3, point 5, donc, on peut réécrire
f0 = (L! +M!) �

�1
! w0 + eL!eM! (L! +H) ��1! (w0 + d0)

+eL!eM!d0 � eL! (L! +M!)u1 + eL!G(f)(1)

�1
2
eL!G (CL! ;M!v(:)) (1)

�K (f) (0)� 1
2
K (CL! ;M!v(:)) (0) + (L! +M!) �

�1
! d0;

avec

w0 = �eL!eM!d0 + eL! (L! +M!)u1 � eL!G(f)(1)

+K (f) (0) +
1

2
K (CL! ;M!v(:)) (0) +

1

2
eL!G (CL! ;M!v(:)) (1):
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Alors

f0 = (L! +M!) �
�1
! w0 �K (f) (0)� 1

2
K (CL! ;M!v(:)) (0)

+ (L! +M!) �
�1
! d0 + eL!�0;

avec �0 2 X. Il est clair que w0 2 (D (M!) ; X) 1
p
;p donc

f0 2 (D(M!); X ) 1
p
;p ;

et
x 7! (L! �M!) eu0(x) 2 Lp (0; 1;X) : (2.6.12)

Finalement, à partir de (2.6.10), (2.6.11) et (2.6.12), on conclut que x 7! (L! �M!)u
0(x) 2

Lp (0; 1;X) :
�Troisième étape : Montrons que u 2 W 2;p (0; 1;X).
Grâce aux étapes précédentes et vu que u véri�e (2.1.2), on déduit que

x 7! u00(x) = � (L! �M!)u
0(x) +

1

2
(L!M! +M!L!)u(x) + f(x) 2 Lp (0; 1;X) ,

ce qui implique u 2 W 2;p (0; 1;X).
�Quatrième étape : Montrons que u véri�e le problème (2.1.2)-(2.1.3).
Pour presque tout x 2 (0; 1), on a

v(x) = (L! +M!)G(f)(x) + (L! +M!)K(f)(x) (2.6.13)

�1
2
(L! +M!)G (CL! ;M!v(:)) (x)

+
1

2
(L! +M!)K (CL! ;M!v(:)) (x)

+ (L! +M!) e
xM!f0 + (L! +M!) e

(1�x)L!f1;

et

(L! +M!)u
0(x)

= M!G(f)(x)� L!K(f)(x)�
1

2
M!G (CL! ;M!v(:)) (x)

�1
2
L!K (CL! ;M!v(:)) (x)

+M!e
xM!f0 � L!e

(1�x)L!f1 � CL! ;M!v (x) :

Par conséquent, en substituant (2.6.13) dans (L! +M!)u
0(x) , et en utilisant le Lemme

2.3.3, assertion 6, pour presque tout x 2 (0; 1), on obtient

u0(x) = M! (L! +M!)
�1G(f)(x)� L! (L! +M!)

�1K(f)(x)

�1
2
M! (L! +M!)

�1G (CL! ;M!v(:)) (x) (2.6.14)

�1
2
L! (L! +M!)

�1K (CL! ;M!v(:)) (x)

+M! (L! +M!)
�1 exM!f0 � L! (L! +M!)

�1 e(1�x)L!f1:
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Alors, pour presque tout x 2 (0; 1)

u00(x)

= f(x) +M! (L! +M!)
�1M!G(f)(x) + L! (L! +M!)

�1 L!K(f)(x)

�1
2
M! (L! +M!)

�1M!G (CL! ;M!v(:)) (x)

+
1

2
L! (L! +M!)

�1 L!K (CL! ;M!v(:)) (x) (2.6.15)

+
1

2
(L! �M!) (L! +M!)

�1CL! ;M!v(x)

+M! (L! +M!)
�1M!e

xM!f0 + L! (L! +M!)
�1 L!e

(1�x)L!f1:

En substituant (2.6.13) dans (2.6.15) donc, pour presque tout x 2 (0; 1), on obtient

u00(x) = f(x) + E1G(f)(x) + T1K(f)(x)�
1

2
E1G (CL! ;M!v) (x) (2.6.16)

+
1

2
T1K (CL! ;M!v) (x) + E1e

xMf0 + T1e
(1�x)Lf1;

où, sur le domaine D(L! +M!), E1 et T1 sont dé�nis comme suit :

E1 = M! (L! +M!)
�1M!

+
1

2
(L! �M!) (L! +M!)

�1CL! ;M! (L! +M!)

=
1

2
M! �

1

2
(L! �M!)M! (L! +M!)

�1 ;

et

T1 = L! (L! +M!)
�1 L!

+
1

2
(L! �M!) (L! +M!)

�1CL! ;M! (L! +M!)

=
1

2
L! +

1

2
(L! �M!)L! (L! +M!)

�1 ;

en vertu du Lemme 2.3.3, assertion 6. On utilise (2.6.9), (2.6.14) et (2.6.16), pour presque
tout x 2 (0; 1), on trouve

u00(x) + (L! �M!)u
0(x)� 1

2
(L!M! +M!L!)u(x)

= f(x) + E2G(f)(x) + T2K(f)(x)�
1

2
E2G (CL! ;M!v(:)) (x)

+
1

2
T2K (CL! ;M!v(:)) (x) + E2e

xM!f0 + T2e
(1�x)L!f1;

avec

E2 =
1

2
M! �

1

2
(L! �M!)M! (L! +M!)

�1

+(L! �M!)M! (L! +M!)
�1

�1
2
(L!M! +M!L!) (L! +M!)

�1
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et

T2 =
1

2
L! +

1

2
(L! �M!)L! (L! +M!)

�1

� (L! �M!)L! (L! +M!)
�1

�1
2
(L!M! +M!L!) (L! +M!)

�1 :

Mais, en vertu du Lemme 2.3.3, assertion 8, on obtient

E2G(f)(:) = T2K(f)(:) = 0 dans Lp (0; 1;X) :

Finalement, on déduit

u00(x) + (L! �M!)u
0(x)� 1

2
(L!M! +M!L!)u(x) = f(x):

D�après la Remarque 2.6.1, on conclut alors que u, déterminée par (2.6.5), est une solution
classique de (2.1.2)-(2.1.3).

�

2.7 Retour au cas commutatif

Dans cette section, on fait une comparaison entre ce travail et celui du récent papier [8]. On
va montrer que ce travail améliore les résultats de [8]. En e¤et, plutôt que de considérer des
familles d�opérateurs linéaires (L!)!�!0 ; (M!)!�!0 ; on considère les deux opérateurs linéaires
fermés L;M dans X tels que �

D(M) = D(L)
LM =ML;

(2.7.1)

comme hypothèses (11) et (12), p. 59 dans [8]. Mais, on ne suppose ni la commutativité entre
L et H; ni entre M et H, comme dans les hypothèses (15) et (16), p. 59 dans [8].
D�après (2.7.1), on a

� = (M �H) + eLeM(L+H) = (M �H) + eL+M(L+H);

et puisque CL;M = 0, on a R = 0. Alors, grâce à (2.6.5), la solution du problème�
u00(x) + (L�M)u0(x)� LMu(x) = f(x); x 2 (0; 1) ;
u0(0)�Hu(0) = d0; u(1) = u1;

(2.7.2)

est
u(:) = (L+M)�2 (F (f)(:) + �(:)) ;
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où ici (I +R)�1 = I. De plus, pour x 2 [0; 1]

(L+M)�2F (f) (x)

= (L+M)�1
Z x

0

e(x�s)Mf(s)ds+ (L+M)�1
Z 1

x

e(s�x)Lf(s)ds

� (L+M)�1 exM (L+H) ��1eL
Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds

+(L+M)�1 exM (L+H) ��1
Z 1

0

esLf(s)ds

� (L+M)�1 e(1�x)LeM (L+H) ��1
Z 1

0

esLf(s)ds

� (L+M)�1 e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds;

et

(L+M)�2� (x)

= (L+M)�1exM
�
(L+H) ��1 + I � (L+H) ��1eL+M

�
d0

�(L+M)e(1�x)LeM
�
(L+H) ��1 + I � (L+H) ��1eL+M

�
d0

+(L+M)�1exM (L+H) ��1eL (L+M)u1

+(L+M)�1e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

�
(L+M)u1:

Le fait que
(L+H) ��1 = (L+M) ��1 + eL+M (L+H) ��1 � I;

(voir le Lemme 2.3.3, point 5), on en déduit

eMd0 + eM (L+H) ��1d0 � eM (L+H) ��1eL+Md0

= eMd0 + eM
�
(L+M) ��1 + eL+M (L+H) ��1 � I

�
d0

�eM (L+H) ��1eL+Md0

= eM (L+M) ��1d0 + eMeL+M (L+H) ��1d0

�eM (L+H) ��1eL+Md0

= eM (L+M) ��1d0 + eM
�
eL+M ; (L+H) ��1

�
d0;

et puisque

(L+H) ��1d0 + d0 � (L+H) ��1eL+Md0

=
�
(L+H) + (M �H) + eL+M (L+H)

�
��1d0 � (L+H) ��1eL+Md0

=
�
(L+M) + eL+M (L+H)

�
��1d0 � (L+H) ��1eL+Md0

= (L+M) ��1d0 +
�
eL+M ; (L+H) ��1

�
d0;
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alors, on obtient

(L+M)�2�(x)

= exM��1d0 + (L+M)�1exM
�
eL+M ; (L+H) ��1

�
d0

�e(1�x)LeM��1d0 � (L+M)�1e(1�x)LeM
�
eL+M ; (L+H) ��1

�
d0

+(L+M)�1exM (L+H) ��1eL (L+M)u1

+(L+M)�1e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

�
(L+M)u1:

Finalement, la représentation de la solution du problème (2.7.2), pour p.p. x 2 (0; 1), est

u(x)

= exM��1d0 + (L+M)�1exM (L+H) ��1eL (L+M)u1

� (L+M)�1 exM (L+H) ��1eL
Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds

+(L+M)�1 exM (L+H) ��1
Z 1

0

esLf(s)ds (2.7.3)

�e(1�x)LeM��1d0 + (L+M)�1e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

�
(L+M)u1

� (L+M)�1 e(1�x)LeM (L+H) ��1
Z 1

0

esLf(s)ds

� (L+M)�1 e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds

+(L+M)�1
Z x

0

e(x�s)Mf(s)ds+ (L+M)�1
Z 1

x

e(s�x)Lf(s)ds

+(L+M)�1
�
exM � e(1�x)LeM

�
[eL+M ; (L+H) ��1]d0:

Cette représentation généralise celle utilisée dans [8], p. 63.
On note, que si l�opérateur H commute, au sens des résolvantes, avec les opérateurs L et M
alors le dernier terme

(L+M)�1
�
exM � e(1�x)LeM

�
[eL+M ; (L+H) ��1]d0;

sera nul et donc, notre solution coïncide dans ce cas avec celle utilisée dans [8].

Corollaire 2.7.1 Soient L et M deux opérateurs linéaires fermés véri�ant (2.7.1). On sup-
pose (2.2.1)�(2.2.8) avec, pour tout ! > !0, L! = L, M! = M et LM = ML. Soit
f 2 Lp (0; 1;X) avec 1 < p <1. Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes
1. Le Problème8<:

u00(x) + (L�M)u0(x)� LMu(x) = f(x); x 2 (0; 1) ;
u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1:

admet une unique solution classique.
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2. u1;��1d0 2
�
X;D((L+M)2)

�
1� 1

2p
;p
:

Remarque 2.7.1 Au lieu de supposer la commutativité entre H et les opérateurs L et M ,
on considère l�hypothèse suivante :

8� 2 D(L) = D(M) = D(L+M); ��1� 2 D((L+M)2);

Ce qui est évidemment véri�é lorsque l�opérateur H commute avec L et M au sens des
résolvantes.
On note ainsi la condition (2.7.1) implique (2.2.5).

2.8 Retour à l�équation initiale

En construisant une paire d�opérateurs (L!; M!) satisfaisant les hypothèses (2.2.1)s(2.2.8),
on s�attache à illustrer la théorie opérationnelle précédente. Le but est ensuite de pouvoir
résoudre le Problème initial (2.1.1), c�est-à-dire8<:

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x)� !u(x) = f(x); x 2 (0; 1) ;
u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1:

Nos hypothèses sont ici les suivantes
� � Sur l�espace ambiant

X est un espace UMD; (2.8.1)

� Sur les opérateurs A et B
On suppose qu�il existe un réel positif �xé !0 tel que, 8! > !0, les opérateurs A et B
véri�ent8<: B2 � A!0 est un opérateur linéaire fermé dans X; R� � � (B2 � A!0) ;

9C > 0; 8� 6 0;



(B2 � A!0 � �I)

�1




L(X)

6 C

j�j+ 1 ;
(2.8.2)

(
i) D

�
(B2 � A!)

1
2

�
� D(B);

ii) D(B2 � A!) � D((B2 � A!)
1
2B);

(2.8.3)




hB; (B2 � A!)
1
2

i
(B2 � A!)

�1




L(X)

6 � (!) ; (2.8.4)

où
� : [!0;+1[! R+ avec lim

!!+1
� (!) = 0: (2.8.5)

On suppose que les opérateurs�
L! := B � (B2 � A!)

1
2 ;

M! := �B � (B2 � A!)
1
2 ;

(2.8.6)
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véri�ent, pour tout ! > !0, les hypothèses suivantes8><>:
]0;+1[� � (L!) \ � (M!) ;

ker(L!) = ker (M!) = f0g ; Im(L!) = Im(M!) = X;

9C0 > 0; sup
�>0



� (L! � �I)�1



L(X) 6 C0 et sup

�>0



� (M! � �I)�1



L(X) 6 C0:

(2.8.7)

et 8><>:
8s 2 R; (�L!)is ; (�M!)

is 2 L(X);
9�L; �M 2]0; �

2
[;9C > 1 : 8s 2 R;


(�L!)is




L(X)
6 Ce�Ljsj;




(�M!)
is




L(X)

6 Ce�M jsj:
(2.8.8)

� Sous les hypothèses précédentes on obtient des résultats positifs modulo l�ajout de l�hy-
pothèse technique suivante

�! = (M! �H) + eL!eM! (L! +H) est un opérateur inversible dans L(X); (2.8.9)

et
8� 2 D(L!); ��1! � 2 D((L! +M!)

2): (2.8.10)

On va montrer par la suite que les hypothèses (2.8.2)�(2.8.10) impliquent (2.2.2)�(2.2.11)

2.8.1 Résolution du problème

On suppose ici que les hypothèses (2.8.1)�(2.8.10) sont réalisées.

Conséquences des hypothèses.

Remarque 2.8.1

1. L�hypothèse (2.8.3) est nécessaire puisque l�opérateurh
B; (B2 � A!)

1
2

i
(B2 � A!)

�1;

de l�hypothèse (2.8.4) est dé�ni sur X tout entier si et seulement si8<: D (B2 � A!) � D
�
B(B2 � A!)

1
2

�
;

D (B2 � A!) � D
�
(B2 � A!)

1
2B
�
;

donc si et seulement si (2.8.3) est véri�ée.

2. L�hypothèse (2.8.7) et (2.8.8) implique que L! et M! génèrent des semi-groupes analy-
tiques sur X;

�
e�L!

�
��0 ;

�
e�M!

�
��0 :
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Lemmes techniques

Lemme 2.8.1 ([31]) On suppose (2.8.2)�(2.8.3). 8! > !0

1. Les domaines des opérateurs sont8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D(L!) = D(M!) = D((B2 � A!)
1
2 );

D((L! +M!)
2) = D((B2 � A!));

D((L! �M!)
2) = D((B2 � A!)

1
2 ) \D((B2 � A!)

1
2B);

D(L!M!) = D
�
(B2 � A!)

1
2

�
�B � (B2 � A!)

1
2

��
;

D(M!L!) = D((B2 � A!)
1
2 ) \D(�B � (B2 � A!)

1
2 );

D([M!;L!]) = D(B2 � A!);

et
D((L! +M!)

2) � D((L! �M!)
2):

2. L�opérateur L! +M! est inversible dans L(X) et

(L! +M!)
�1 = �1

2
(B2 � A!)

� 1
2 2 L(X):

3. On a les extensions d�opérateurs suivantes( 1

4

�
(L! �M!)

2 � (L! +M!)
2� � A!;

L! �M! � 2B:

Preuve.
� En vertu de (2.8.3), on obtient les domaines suivants

D(L!) = D(M!) = D(B) \D((B2 � A!)
1
2 ) = D((B2 � A!)

1
2 ):

� D�autre part �
D(L! +M!) = D((B2 � A!)

1
2 );

(L! +M!)' = �2(B2 � A!)
1
2';

et d�après (2.8.2), L! +M! est inversible dans L(X) avec

(L! +M!)
�1 = �1

2
(B2 � A!)

� 1
2 :

� De même �
D(L! �M!) = D((B2 � A!)

1
2 );

(L! �M!)' = 2B';

et, en vertu de (i) de (2.8.3), L! �M! � 2B:
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� De plus

' 2 D((L! +M!)
2) , ' 2 D((B2 � A!)

1
2 ) et � 2(B2 � A!)

1
2' 2 D

�
(B2 � A!)

1
2

�
, ' 2 D (B2 � A!) ;

ainsi �
D((L! +M!)

2) = D(B2 � A!);
(L! +M!)

2' = 4(B2 � A!)':
(2.8.11)

Il est clair que (L! +M!)
2 = 4(B2 � A!):

� De même, on a

' 2 D((L! �M!)
2) , ' 2 D((B2 � A!)

1
2 ) et 2B' 2 D

�
(B2 � A!)

1
2

�
, ' 2 D

�
(B2 � A!)

1
2

�
\D

�
(B2 � A!)

1
2 B
�
� D (B2) ;

grâce à (i) de (2.8.3), et on en déduit(
D((L! �M!)

2) = D
�
(B2 � A!)

1
2

�
\D

�
(B2 � A!)

1
2B
�
;

(L! �M!)
2' = 4B2':

On déduit que 4B2 est un prolongement de l�opérateur (L! �M!)
2 :

� De plus grâce à (ii) de (2.8.3), on obtient

D((L! +M!)
2) � D((L! �M!)

2):

�On a

' 2 D(L!M!) , ' 2 D(L!) et M!' 2 D(L!)
, ' 2 D((B2 � A!)

1
2 ) et �B'� (B2 � A!)

1
2' 2 D

�
(B2 � A!)

1
2

�
, ' 2 D

�
(B2 � A!)

1
2

�
�B � (B2 � A!)

1
2

��
;

donc 8<: D(L!M!) = D
�
(B2 � A!)

1
2

�
�B � (B2 � A!)

1
2

��
L!M!' =

�
B � (B2 � A!)

1
2

��
�B � (B2 � A!)

1
2

�
':

� De la même manière on obtient8<: D(M!L!) = D
�
(B2 � A!)

1
2

�
B � (B2 � A!)

1
2

��
M!L!' =

�
�B � (B2 � A!)

1
2

��
B � (B2 � A!)

1
2

�
':

�On remarque que D(L!M!) n�est pas nécessairement égal à D(M!L!) puisque pour ' 2
D
�
(B2 � A!)

1
2

�
�B'�

�
B2 � A!

� 1
2 ' 2 D

��
B2 � A!

� 1
2

�
;
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n�implique pas nécessairement

B'�
�
B2 � A!

� 1
2 ' =

�
�B'�

�
B2 � A!

� 1
2 '
�
+ 2B' 2 D

��
B2 � A!

� 1
2

�
:

Mais

' 2 D(L!M!) \D(M!L!) ()

8>>><>>>:
' 2 D

�
(B2 � A!)

1
2

�
�B'� (B2 � A!)

1
2 ' 2 D

�
(B2 � A!)

1
2

�
B'� (B2 � A!)

1
2 ' 2 D

�
(B2 � A!)

1
2

�

()

8>>><>>>:
' 2 D

�
(B2 � A!)

1
2

�
B' 2 D

�
(B2 � A!)

1
2

�
(B2 � A!)

1
2 ' 2 D

�
(B2 � A!)

1
2

�
,

8<: ' 2 D
�
(B2 � A!)

1
2

�
B' 2 D

�
(B2 � A!)

1
2

�
, ' 2 D (B2 � A!) \D

�
(B2 � A!)

1
2 B
�
:

De plus, grâce à (ii) de (2.8.3), on a

D
�
B2 � A!

�
\D

��
B2 � A!

� 1
2 B
�
= D

�
B2 � A!

�
;

et pour tout ' 2 D (B2 � A!) � D
�
(B2 � A!)

1
2 B
�
\D (B (B2 � A!))

[M!;L!]' =
�
�B �

�
B2 � A!

� 1
2

��
B �

�
B2 � A!

� 1
2

�
'

�
�
B �

�
B2 � A!

� 1
2

��
�B �

�
B2 � A!

� 1
2

�
'

= �B2 +B
�
B2 � A!

� 1
2 +

�
B2 � A!

�
�
�
B2 � A!

� 1
2 B'

+B2 �
�
B2 � A!

� 1
2 B �

�
B2 � A!

�
+B

�
B2 � A!

� 1
2 '

= 2
h
B;
�
B2 � A!

� 1
2

i
':

Ainsi (
D ([M!;L!]) = D (B2 � A!) ;

[M!;L!]' = 2
h
B; (B2 � A!)

1
2

i
':

(2.8.12)

� Pour tout ' 2 D (M!L! + L!M!) = D (M!L!)\D (L!M!) = D (B2 � A!) � D (A!) ; on
a

�1
2
(M!L! + L!M!)' = B2'�

�
B2 � A!

�
' = A!';

on en déduit
�1
2
(M!L! + L!M!) � A!:
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�

Lemme 2.8.2 Sous les hypothèses (2.8.2)s(2.8.4), on a le commutateur est

CL! ;M! = 2
h
B;
�
B2 � A!

� 1
2

i �
B2 � A!

��1 2 L(X);
et (2.2.9) est satisfaite.

Preuve. Pour tout ' 2 X; on a

 =
�
B2 � A!

��1
' 2 D

�
B2 � A!

�
;

et, d�après l�hypothèse (2.8.3),

 2 D
�
B
�
B2 � A!

� 1
2

�
\D(

�
B2 � A!

� 1
2 B):

Donc, grâce à (2.8.11) et (2.8.12), on trouveh
B;
�
B2 � A!

� 1
2

i �
B2 � A!

��1
' = 2 [M!;L!] (M! + L!)

�2 '

= CL! ;M!':

De plus, d�après (2.8.4), on obtient

8! > !0; kCL! ;M!kL(X) 6 � (!) ;

donc (2.2.9) est satisfaite. �

Lemme 2.8.3 On suppose (2.8.2)-(2.8.3). On a le domaine d�interpolation�
X;D((L! +M!)

2)
�
1� 1

2p
;p
=
�
X;D((B2 � A!))

�
1� 1

2p
;p
:

Preuve. Puisque 0 < 1� 1
2p
< 1; D((L! +M!)

2) = D((B2�A!)) et grâce au Lemme 2.8.1,
assertion 1, on obtient�

X;D((L! +M!)
2)
�
1� 1

2p
;p
=
�
X;D((B2 � A!))

�
1� 1

2p
;p
:

Ainsi, les hypothèses (2.8.2)�(2.8.10) impliquent (2.2.2)�(2.2.11). �
On applique alors le Théorème 2.6.1.

Résultat principal

Théorème 2.8.1 On suppose (2.8.1)�(2.8.10). Soit f 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p < 1: Alors, il
existe !� > !0 tel que pour tout ! > !�, les deux assertions suivantes sont équivalentes.
1. Le problème (2.1.1) admet une unique solution classique u, c�est-à-dire�

u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (A)) ,
u0 2 Lp (0; 1;D (B)) ;

u(0) 2 D(H) et u véri�ant le Poblème (2.1.1).
2.

u1;�
�1
! d0 2

�
X;D((B2 � A!))

�
1� 1

2p
;p
:
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2.9 Exemple

Soit X = L2 (R) : On dé�nit les opérateurs L!;M! et H par8<:
D(L!) = D(M!) = H2 (R) ; D(H) = H1 (R) :
L!'(y) = '00(y) + a(y)'0(y)� !�'(y); M!' (y) = '00(y)� !�'(y);
H'(y) = '0(y);

(2.9.1)

avec � > 0; ! > 0 et a 2 C2b (R) ; a 6= 0.

2.9.1 Véri�cation des hypothèses

1. L�espace L2 (R) est un espace UMD. D�après Seeley [34], L! etM! véri�ent (2.2.2), (2.2.3)
donc L! et M! génèrent des semi-groupes analytiques.
2. D�après (2.9.1), on a D(L!) = D(M!): D�autre part,

L!M! 6=M!L!;

car
D(M!L!)
= f' 2 D(L!) : L!' 2 D(M!)g
= f' 2 H2 (R) et '00 + a'0 � !�' 2 H2 (R)g
= f' 2 H3 (R) : '00 + a'0 2 H2 (R)g
= f' 2 H3 (R) : '00 2 H2 (R)g
= H4 (R)

et

(M!L!)' (y)

= ('00 (y) + a(y)'0 (y)� !�' (y))
00 � !� ('00 (y) + a(y)'0 (y)� !�' (y))

= '(4) (y) + a00 (y)'0 (y) + a0 (y)'00 (y) + a0 (y)'00 (y) + a (y)'(3) (y)

�!�'00 (y)� !�'00 (y)� !�a (y)'0 (y) + !2�' (y)

= '(4) (y) + a (y)'(3) (y) + (2a0 (y)� 2!�)'00 (y)
+ (a00 (y)� !�a (y))'0 (y) + !2�' (y) ;

d�où 8<:
D(M!L!) = H4 (R)
(M!L!)' (y) = '(4) (y) + a (y)'(3) (y) + (2a0 (y)� 2!�)'00 (y)
+ (a00 (y)� !�a (y))'0 (y) + !2�' (y) ; y 2 R;

(2.9.2)

et
D(L!M!)
= f' 2 D(M!) : M!' 2 D(L!)g
= f' 2 H2 (R) et '00 2 H2 (R)g
= H4 (R) ;

(L!M!)' (y)

= ('00 (y)� !�' (y))
00
+ a (y) ('00 (y)� !�' (y))

0 � !� ('00 (y)� !�' (y))

= '(4) (y) + a (y)'(3) (y)� 2!�'00 (y)� !�a(y)'0 (y) + !2�' (y) :
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c�est-à-dire 8<:
D(L!M!) = H4 (R)
(L!M!)' (y) = '(4) (y) + a (y)'(3) (y)� 2!�'00 (y)
�!�a(y)'0 (y) + !2�' (y) ; y 2 R:

(2.9.3)

D�après (2.9.2) et (2.9.3), on a

[M!;L!]' (y)

= '(4) (y) + a (y)'(3) (y) + (2a0 (y)� 2!�)'00 (y)
+ (a00 (y)� !�a (y))'0 (y) + !2�' (y)

�'(4) (y)� a (y)'(3) (y) + 2!�'00 (y) + !�a(y)'0 (y)� !2�' (y)

= 2a0 (y)'00 (y) + a00 (y)'0 (y) ;�
D([M!;L!]) = H4 (R)
[M!;L!]' (y) = 2a

0 (y)'00 (y) + a00 (y)'0 (y) ; y 2 R:

3. De plus, D((L! +M!)
2) � D((L! �M!)

2), car�
D(L! +M!) = H2 (R)
(L! +M!)' (y) = 2'

00 (y) + a (y)'0 (y)� 2!�' (y) ; y 2 R;

et �
D(L! �M!) = H2 (R)
(L! �M!)' (y) = a(y)'0 (y) ; y 2 R:

De même,
D((L! +M!)

2)
= f' 2 D((L! +M!)) : (L! +M!) ' 2 D((L! +M!))g
= f' 2 H2 (R) et 2'00 + a'0 � 2!�' 2 H2 (R)g
= H4 (R) :

et
D((L! �M!)

2)
= f' 2 D((L! �M!)) : (L! �M!) ' 2 D((L! �M!))g
= f' 2 H2 (R) et a'0 2 H2 (R)g
= H3 (R) :

4. Inversibilité de L! +M! dans L(X): Si on pose8<:
D(P ) = D(Q) = H1 (R) ;
P' (y) = '0 (y) ; y 2 R;
Q' (y) = a(y)'0 (y) ; y 2 R;

on a
L! +M! = 2P

2 +Q� 2!�I:
D�après Engel-Nagel [15], Exemple 2.2, p. 169 et le Lemme 2.6, p. 173, on a !� 2 � (2P 2 +Q) ;
i.e 


�2P 2 +Q� 2!�I

��1


 6 C

2!�
;
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autrement dit, L! +M! est inversible dans L(X):
5. Inversibilité de �!.
On a �

D(M! �H) = H2 (R) ;
(M! �H)'(y) = '00(y)� !�'(y)� '0(y) =  (y).

Par la transformation de Fourier, on résout l�équation

(M! �H)'(y) = '00(y)� !�'(y)� '0(y) =  (y) où  2 L2 (R) :

On va montrer que M! �H est un isomorphisme de H2 (R) dans L2 (R).
Soit ' 2 H2 (R) alors

(M! �H)' = '00 � !�'� '0 2 L2 (R) ;
d�où M! �H est bien dé�ni. Il est fermé à domaine dense. On résout l�équation

'00(y)� !�'(y)� '0(y) =  (y);  2 L2 (R) ;

par la transformation de Fourier on a

(2i��)2 b'(�)� !�b'(�)� 2i��b'(�) = b (�);
d�où b'(�) = � b (�)

4�2�2 + !� + 2i��
;

on a bien b' 2 L2 (R). D�où
'(:) = �F

 b (�)
4�2�2 + !� + 2i��

!
(:):

Dire que ' 2 H2 (R) est équivaut à montrer que�
4�2�2 + 1

�\F (b') 2 L2 (R) ;
or �

4�2�2 + 1
�\F (b')(�) = �4�2�2 + 1� b (�)

4�2�2 + !� + 2i��
=

�
4�2�2 + 1

� b (�)
4�2�2 + !� + 2i��

et la fonction

� 7!
�
4�2�2 + 1

�
4�2�2 + !� + 2i��

est bornée, d�où le résultat. On en déduit que

�
(M! �H)�1  

�
(y) = �F

 b (�)
4�2�2 + !� + 2i��

!
(y)

= �
Z
R

e2i�y� b (�)�
!� + 4�2�2 + 2i��

�d�;
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donc

�! = (M! �H) + eL!eM! (L! +H)

=
�
I + eL!eM! (L! +H) (M! �H)�1

�
(M! �H);

et

(L! +H)
�
(M! �H)�1  

�
(y)

= L!
�
(M! �H)�1  

�
(y) +H

�
(M! �H)�1  

�
(y)

= �
Z
R

4�2�2e2i�y� b (�)�
!� + 4�2�2 + 2i��

�d� � (a(y) + 1) Z
R

2i��e2i�y� b (�)�
!� + 4�2�2 + 2i��

�d�
+!�

Z
R

e2i�y� b (�)�
!� + 4�2�2 + 2i��

�d�;
alors 

(L! +H)

�
(M! �H)�1  

�


L2(R) 6 C




b 



L2(R)

+ C!�



b 




L2(R)

= C (1 + !�) k kL2(R) ;

et 

eL!eM! (L! +H) (M! �H)�1  


 6 C (1 + !�)



eL!

L(L2) 

eM!



L(L2) k kL2(R)

6 C

!2�
(1 + !�) k kL2(R) :

Donc, pour ! assez grand, on déduit l�inversibilité de �!.
6. Maintenant, on montre que

8' 2 D(L!) = H2 (R) ;��1! ' 2 D((L! +M!)
2) = H4 (R) :

Soit ��1! ' =  , alors

' = �! =
�
(M! �H) + eL!eM!(L! +H)

�
 ;

et
(M! �H) =  00 � !� �  0 2 D(L!) = H2 (R) ;

implique
��1! ' =  2 H4 (R) = D((L! +M!)

2):

7. Pour le commutateur on a la proposition suivante :

Proposition 2.9.1 ( [31], p. 120) Il existe C > 0 tel que pour tout ! > 0;

[M!;L!] (L! +M!)
�2



L(X) 6
C

!

;

où


 =

�
2� si 0 < ! < 1;
� si ! > 1:
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Preuve. On pose, pour f 2 X = Lp (R)�
(L! +M!)

�2f = g;
(L! +M!)

�1f =  ;

alors
(L! +M!)

�1 = g avec g 2 D
�
(L! +M!)

2
�
= D (L!M!) \D (M!L!) ;

et ainsi �
g 2 D ((L! +M!)

2) ;
2g00 (y) + a (y) g0 (y)� 2!�g (�) =  (y) :

(2.9.4)

On a

f[M!;L!] gg (y) = 2a0 (y) g00 (y) + (a00 (y)� !�a (y) + !�) g0 (y)

= 2a0 (y)P 2g (y) + (a00 (y)� !�a (y) + !�)Pg (y) ;

or P est borné et, grâce à (2.9.4), on a

k[M!;L!] gk 6 C
�

P 2g

+ kPgk� (2.9.5)

6 C1
�

P 2g

+ kgk�

6 C1 (kg00k+ kgk)

6 C2

�
k k+ 1

!�
k k

�
:

De plus, de (L! +M!)
�1f =  ; on déduit�

 2 D ((L! +M!))
2 00 (y) + a (y) 0 (y)� 2!� (�) = f (y) ;

et

k k 6 C

!�
kfk : (2.9.6)

Il s�ensuit (de (2.9.5) et (2.9.6)) que

k[M!;L!] gk =


[M!;L!] (L! +M!)

�2 f




6 C

�
1

!�
+

1

!2�

�
kgk

6 2C

!

kfk :

Finalement, il existe C > 0 tel que, pour ! > 0;

[M!;L!] (L! +M!)
�2



L(X) 6
C

!

;

d�où 
 = 2� si 0 < ! < 1 et 
 = � si ! > 1: �
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2.9.2 Existence et unicité d�une solution classique

Toutes les hypothèses sont véri�ées, donc tous les résultats obtenus pour ! positif assez grand,
s�appliquent au problème concret8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

@2u

@x2
(x; y) + a(y)

@2u

@y@x
(x; y)� @4u

@y4
(x; y)� a(y)

@3u

@y3
(x; y)

�a0(y)@
2u

@y2
(x; y)� 1

2
a00(y)

@u

@y
(x; y) + !�a(y)

@u

@y
(x; y)

+2!�
@2u

@y2
(x; y)� !2�u(x; y) = f(x; y); x 2 (0; 1) ; y 2 R;

@u

@x
(0; y)� @u

@y
(0; y) = d0; y 2 R;

u(1; y) = u1; y 2 R:

(2.9.7)

La proposition suivante donne l�existence et l�unicité de la solution de ce problème

Proposition 2.9.2 Soit f 2 Lp (0; 1;L2 (R)) avec 1 < p < +1: Alors, pour ! > 0, les deux
assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le Problème (2.9.7) admet une unique solution classique u:

2. u1;��1! d0 2 (H4 (R) ; L2 (R)) 1
2p
;p ;

Lemme 2.9.1 On a, d�après [21], p. 680-681,�
H4 (R) ; L2 (R)

�
1
2p
;p
= B

4(1�1=2p)
2;p (R) :

Lemme 2.9.2 On a ��1! d0 2 B4(1�1=2p)
2;p (R) si et seulement si

y !
Z
R

e2i�y� bd0(�)�
!� + 4�2�2 + 2i��

�d� 2 B4(1�1=2p)
2;p (R) :

Preuve. Soit V! = eL!eM! (L! +H) (M! �H)�1 et on note

(I + V!)
�1 = I � V! (I + V!)

�1 :

On a

��1! d0 = (M! �H)�1 (I + V!)
�1 d0

= (M! �H)�1 d0 � (M! �H)�1 V! (I + V!)
�1 d0:

Mais V! contient l�operateur régulier eL! , alors ��1! d0 2 B
4(1�1=2p)
2;p (R) si et seulement si

(M! �H)�1 d0 2 B4(1�1=2p)
2;p (R), c�est-à-dire

y !
Z
R

e2i�y� bd0(�)�
!� + 4�2�2 + 2i��

�d� 2 B4(1�1=2p)
2;p (R) :

�



Chapitre 3

Equations di¤érentielles
opérationnelles avec des C-L de type
Robin généralisé : cas non commutatif
sur les espaces de Hölder

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on reprend l�étude du problème (2.1.1) mais cette fois-ci dans les espaces
de Hölder C�([0; 1] ;X) avec 0 < � < 1 qui ont une géométrie di¤érente de celle des espaces
Lp (0; 1;X) avec 1 < p < 1. Plus précisément, on s�intéresse aux équations di¤érentielles
opérationnelles complètes du second ordre de type elliptique, posées sur l�intervalle borné
[0; 1] et munies des conditions aux limites de type Robin généralisé :8<:

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x)� !u(x) = f(x); x 2 (0; 1) ;
u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1;

(3.1.1)

où A; B et H sont des opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach complexe X;
f 2 C�([0; 1] ;X) avec 0 < � < 1; d0; u1 sont des éléments donnés dans X et ! est un réel
positif assez grand.
On s�intéresse à l�existence et l�unicité d�une solution classique du problème (3.1.1), c�est-à-
dire une fonction u telle que�

u 2 C2 ([0; 1] ;X) \ C ([0; 1] ;D(A));
u0 2 C ([0; 1] ;D (B)) ;

u(0) 2 D (H) et u satisfaisant le problème (3.1.1) ainsi qu�à la régularité maximale de la
solution classique u, c�est-à-dire

u00; Bu0; Au 2 C�([0; 1] ;X):
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Pour étudier le problème (3.1.1), on traite un cas plus général en considérant des opérateurs
linéaires fermés non commutatifs L!; M!; ce qui ramène à traiter le problème8><>:

u00(x) + (L! �M!)u
0(x)� 1

2
(L!M! +M!L!)u(x) = f(x); x 2 (0; 1) ;

u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1:

(3.1.2)

On cherche une solution classique du problème (3.1.2), c�est-à-dire une fonction u telle que�
u 2 C2 ([0; 1] ;X) \ C ([0; 1] ;D (L!M!) \D (M!L!)) ;
u0 2 C ([0; 1] ;D (L! �M!)) ;

(3.1.3)

u(0) 2 D (H) et u satisfaisant le problème (3.1.2). On veut montrer également la propriété
de régularité maximale de la solution classique u, c�est-à-dire

u00; (L! �M!)u
0; (L!M! +M!L!)u 2 C�([0; 1] ;X): (3.1.4)

Bien évidemment, si la solution classique u véri�e

u00; (L! �M!)u
0; L!M!u 2 C�([0; 1] ;X);

alors on aura
M!L!u 2 C� ([0; 1] ;X) ;

puisque
M!L!u(x) = �2f(x) + 2u00(x) + 2(L! �M!)u

0(x)� L!M!u(x):

3.2 Hypothèses

Les hypothèses sur les opérateurs M! et L! sont les suivantes. Il existe un réel positif �xé !0
tel que 8<: 9� 2]0; �

2
[; 9C > 0 : 8! > !0; S� � � (L!) ; S� � � (M!) ;

(L! � zI)�1




L(X) 6

C

jzj ;


(M! � zI)�1




L(X) 6

C

jzj ; z 2 S�;
(3.2.1)

où S� :=
�
z 2 Cn f0g : jarg zj 6 �

2
+ �
	
:

Remarque 3.2.1 Sous l�hypothèse (3.2.1) et vu que les domaines des opérateurs L! et M!

ne sont pas supposés denses dans X, les opérateurs L! et M! génèrent des semi-groupes
analytiques généralisés sur X;

�
e�L!

�
�>0

;
�
e�M!

�
�>0

:

Pour tout ! > !0 et 0 < � < 1, on suppose également

D(L!) = D(M!); (3.2.2)

D((L! +M!)
2) � D((L! �M!)

2); (3.2.3)
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L! +M! est inversible dans L(X); (3.2.4)

(X;D(L!))1+�;1 = (X;D(M!))1+�;1 : (3.2.5)

Pour tout ! > !0, l�opérateur

�! = (M! �H) + eL!eM! (L! +H) est inversible dans L(X) (3.2.6)

et

8� 2 D(L!); ��1! � 2 D((L! +M!)
2); (L! +M!)

2 ��1! � 2 (X;D(L!))�;1 : (3.2.7)

L�hypothèse de non commutativité est

8! > !0; kCL! ;M!kL(X) 6 � (!) ; (3.2.8)

où CL! ;M! est le commutateur donné par

CL! ;M! = (M!L! � L!M!) (L! +M!)
�2 (3.2.9)

= [M!;L!] (L! +M!)
�2 ;

et
� : [!0;+1[! R+ avec lim

!!+1
� (!) = 0: (3.2.10)

Remarque 3.2.2 Notons que dans les exemples, on a souvent M! � H inversible avec de
plus, pour ! assez grand,

eL!eM! (L! +H) (M! �H)�1




L(X) < 1:

Dans ce cas, l�opérateur

�! =
�
I + eL!eM! (L! +H) (M! �H)�1

�
(M! �H) ;

est lui même inversible.

Remarque 3.2.3 On note que sous l�hypothèse (3.2.2), on a l�égalité suivante

(X;D(L!))�;1 = (X;D(M!))�;1 :

Remarque 3.2.4 Si les hypothèses (3.2.2) et (3.2.3) sont satisfaites et si de plus

D(M!L!) = D(L!M!);

alors l�hypothèse (3.2.5) est satisfaite.
En e¤et, d�après le Lemme 2.3.1, assertion 1, on a

D(M!L!) = D(L2!) = D(L!M!) = D(M2
!);

donc pour tout � 2]0; 1[, on obtient�
X;D(L2!)

�
�;1 =

�
X;D(M2

!)
�
�;1

et grâce à la propriété de réitération (voir Lions-Peetre [27]), il s�ensuit

(X;D(L!))1+�;1 =
�
X;D(L2!)

�
1+�
2
;1 =

�
X;D(M2

!)
�
1+�
2
;1 = (X;D(M!))1+�;1 :
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Remarque 3.2.5 Si on suppose (3.2.1), (3.2.2) et (3.2.4) et si on considère le cas commu-
tatif M!L! = L!M!, alors les hypothèses (3.2.3) et (3.2.5) sont véri�ées.
En e¤et
1- Soit ' 2 D

�
(L! +M!)

2� ; alors
'; (L! +M!)' 2 D (L! +M!) = D (L! �M!)

de plus

(L! �M!)'

= (L! �M!) (L! +M!)
�1 (L! +M!)'

= (L! +M!)
�1 (L! �M!) (L! +M!)' 2 D (L! +M!) ;

ainsi, ' 2 D
�
(L! �M!)

2� et donc (3.2.3) est satisfaite.
2- Si D (L!M!) = D (M!L!) alors, d�après la Remarque 3.2.4, l�hypothèse (3.2.5) est satis-
faite.

3.3 Lemmes techniques

Lemme 3.3.1 ([17]) Si on suppose (3.2.2) alors l�hypothèse (3.2.5) est équivalente à(
M! (L! � I)�1 (X;D(L!))�;1 � (X;D(L!))�;1 ;
L! (M! � I)�1 (X;D(M!))�;1 � (X;D(M!))�;1 :

(3.3.1)

Preuve. Considérons les hypothèses (3.2.2) et (3.2.5). Soit ' 2 (X;D(L!))�;1 = (X;D(L! � I))�;1 :
Alors

(L! � I)�1 ' :=  2 (X;D(L! � I))�;1 ;

et
' = (L! � I) 2 (X;D(L! � I))�;1 = (X;D(L!))�;1 ;

d�où
 ;L! 2 (X;D(L!))�;1 ;

c�est-à-dire
 2 (X;D(L!))1+�;1 = (X;D(M!))1+�;1 :

Ainsi
M! =M! (L! � I)�1 ' 2 (X;D(M!))�;1 = (X;D(L!))�;1 ;

ce qui prouve la première ligne de (3.3.1).
La seconde ligne est obtenue en échangeant les rôles de L! et M!:
Inversement, supposons (3.2.2) et (3.3.1). Soit ' 2 (X;D(L!))1+�;1 = (X;D(L! � I))1+�;1 :
Alors

(L! � I)' = L!'� ' 2 (X;D(L!))�;1 ;
donc

M! (L! � I)�1 (L! � I)' 2 (X;D(L!))�;1 = (X;D(M!))�;1 ;

ainsi ' 2 (X;D(M!))1+�;1 :
De la même manière si ' 2 (X;D(M!))1+�;1 ; alors ' 2 (X;D(L!))1+�;1 : �
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3.4 Résultats principaux

On rappelle la démarche adoptée dans le cadre Lp et qui est également valable dans notre
cadre höldérien: Si u est une solution classique du problème (3.1.2) alors

u (0) ; u1 2 D(L!) = D(M!)

et v := (L! +M!)
2 u véri�e, pour f 2 C� ([0; 1] ;X) avec 0 < � < 1, l�équation intégrale

suivante
v +R!(v) = F!(f) + S!; (3.4.1)

avec

R!(v)(x)

=
1

2
(L! +M!)

Z x

0

e(x�s)M!CL! ;M!v(s)ds�
1

2
(L! +M!)

Z 1

x

e(s�x)L!CL! ;M!v(s)ds

�1
2
(L! +M!)e

xM! (L! +H) ��1!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds

�1
2
(L! +M!)e

xM! (L! +H) ��1! eL!
Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds (3.4.2)

�1
2
(L! +M!)e

(1�x)L!
�
I � eM! (L! +H) ��1! eL!

� Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

+
1

2
(L! +M!)e

(1�x)L!eM! (L! +H) ��1!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds;

F!(f) (x)

= (L! +M!)

Z x

0

e(x�s)M!f(s)ds+ (L! +M!)

Z 1

x

e(s�x)L!f(s)ds

� (L! +M!) e
xM! (L! +H) ��1! eL!

Z 1

0

e(1�s)M!f(s)ds

+(L! +M!) e
xM! (L! +H) ��1!

Z 1

0

esL!f(s)ds (3.4.3)

� (L! +M!) e
(1�x)L!eM! (L! +H) ��1!

Z 1

0

esL!f(s)ds

� (L! +M!) e
(1�x)L!

�
I � eM! (L! +H) ��1! eL!

� Z 1

0

e(1�s)M!f(s)ds;

et

S!(x)

= (L! +M!)e
xM! (L! +H) ��1!

�
I � eL!eM!

�
d0 + (L! +M!) e

xM!d0

�(L! +M!)e
(1�x)L!eM! (L! +H) ��1!

�
I � eL!eM!

�
d0 � (L! +M!)e

(1�x)L!eM!d0

+(L! +M!)e
xM!eM! (L! +H) ��1! eL! (L! +M!)u1 + (3.4.4)

�(L! +M!)e
(1�x)M! (L! +H) ��1! eL! (L! +M!)u1 + (L! +M!)e

(1�x)L! (L! +M!)u1:
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Le but est de trouver, sous certaines hypothèses sur les données d0; u1; f(0) et f(1), !� > !0
tel que pour chaque ! > !�, on puisse construire un sous-espace Y! de C� ([0; 1] ;X) avec
0 < � < 1, satisfaisant

1. F!(f) + S! 2 Y!:
2. I +R! est inversible dans L(Y!):

Dans ce cas, pour ! > !�; on pourra déduire que s�il existe une solution classique u du pro-
blème (3.1.2) satisfaisant la propriété de la régularité maximale (3.1.4), alors u est uniquement
déterminée par la formule de représentation

u = (L! +M!)
�2 �(I +R!)

�1 (F!(f) + S!)
�
: (3.4.5)

Ainsi, pour obtenir des résultats d�existence et d�unicité pour le problème (3.1.2), il su¢ ra
d�étudier la régularité de cette représentation.

Proposition 3.4.1 Soit Q un générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique sur X;�
e�Q
�
�>0

non nécessairement continu en 0:

1. Soient � 2]0; 1[ et ' 2 X: Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(a) e:Q' 2 C� ([0; 1] ;X) :

(b) ' 2 (X;D(Q))�;1 :

2. Soient � 2]0; 1[ et g 2 C� ([0; 1] ;X) : On pose

w1 (x) =

Z x

0

e(x�s)Qg(s)ds; x 2 [0; 1] :

Alors w1 2 C� ([0; 1] ;X), et il existe K > 0 tel que

kw1kC�([0;1];X) 6 K kgkC�([0;1];X) :

3. Soient � 2]0; 1[ et g 2 C� ([0; 1] ;X). On pose

w2 (x) =

Z x

0

e(x�s)Q (g(s)� g(0)) ds; x 2 [0; 1] ;

alors w2 2 C1;� ([0; 1] ;X)\ C� ([0; 1] ;D(Q)) :

4. Soient � 2]0; 1[ , g 2 C� ([0; 1] ;X) et ' 2 X: On pose

w3 (x) = exQ'+

Z x

0

e(x�s)Qg(s)ds; x 2 [0; 1] ;

alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes

(a) w3 2 C1;� ([0; 1] ;X)\ C� ([0; 1] ;D(Q)) :

(b) ' 2 D(Q) et g(0) +Q' 2 (X;D(Q))�;1 :
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En particulier, si ' = 0X et g(0) 2 (X;D(Q))�;1 ; alors il existe K > 0 tel que

kQw3kC�([0;1];X) 6 K kgkC�([0;1];X) :

5. Soient � 2]0; 1[ et g 2 C� ([0; 1] ;X). Alors

Q

Z 1

0

esQ (g(s)� g(0)) ds 2 (X;D(Q))�;1 ;

et

Q

Z 1

0

e(1�s)Q (g(s)� g(1)) ds 2 (X;D(Q))�;1 :

6. Soient  2 X et x 2 [0; 1] ; alorsZ x

0

e(x�s)Q ds,
Z 1

x

e(s�x)Q ds 2 D(Q):

L�assertion 3 est obtenu en appliquant la théorie des sommes de Da Prato-Grisvard [11].
L�assertion 4. qui améliore l�assertion 3. est dû à Sinestrari [35], voir aussi Da Prato [10].
On trouve dans Guidetti [23], une preuve simple de ces résultats, voir proposition 2.5 p. 132,
Corollaire 2.1 et Théorème 2.4, p. 136.
Pour l�assertion 6, voir Sinestrari [35], proposition 1.2 page 20.
On pose pour une fonction g donnée de [0; 1] dans X et pour x 2 [0; 1]

G(g)(x) =

Z x

0

e(x�s)M!g(s)ds; K(g)(x) =

Z 1

x

e(s�x)L!g(s)ds:

Remarque 3.4.1 Pour plus de commodité et puisque, dans cette partie, la dépendance de !
n�est pas utile, on note L! = L; M! =M; �! = �; F!(f) = F (f)....

Proposition 3.4.2 On suppose (3.2.1)s(3.2.7). Soit f 2 C� ([0; 1] ;X) avec � 2]0; 1[: Alors

F (f) + S 2 C� ([0; 1] ;X) ;

si et seulement si8<:
��1d0; u1 2 D(ML) \D(LM);
(M � I) (L+M) ��1d0 + (L+M) (L� I)�1 f(0) 2 (X;D (L))�;1 ;
L (L+M)u1 + (L+M) (M � I)�1 f(1) 2 (X;D (L))�;1 :

(3.4.6)
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Preuve. On a, pour tout x 2 [0; 1]

F (f) (x)

= (L+M)

Z x

0

e(x�s)Mf(s)ds+ (L+M)

Z 1

x

e(s�x)Lf(s)ds

� (L+M) exM (L+H) ��1eL
Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds

+(L+M) exM (L+H) ��1
Z 1

0

esLf(s)ds

� (L+M) e(1�x)LeM (L+H) ��1
Z 1

0

esLf(s)ds

� (L+M) e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds

et

S(x) = (L+M)exM (L+H) ��1
�
I � eLeM

�
d0 + (L+M) exMd0

�(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1
�
I � eLeM

�
d0 � (L+M)e(1�x)LeMd0

+(L+M)exM (L+H) ��1eL (L+M)u1

�(L+M)e(1�x)MeM (L+H) ��1eL (L+M)u1 + (L+M)e(1�x)L (L+M)u1:

En sommant F et S, on obtient

F (f) (x) + S(x) = (L+M)

Z x

0

e(x�s)Mf(s)ds+ (L+M)

Z 1

x

e(s�x)Lf(s)ds

� (L+M) exM (L+H) ��1eL
Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds

+(L+M) exM (L+H) ��1
Z 1

0

esLf(s)ds

� (L+M) e(1�x)LeM (L+H) ��1
Z 1

0

esLf(s)ds

� (L+M) e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds (3.4.7)

+(L+M)exM (L+H) ��1
�
I � eLeM

�
d0 + (L+M) exMd0

�(L+M)e(1�x)LeM (L+H) ��1
�
I � eLeM

�
d0 � (L+M)e(1�x)LeMd0

+(L+M)exM (L+H) ��1eL (L+M)u1

�(L+M)e(1�x)MeM (L+H) ��1eL (L+M)u1 + (L+M)e(1�x)L (L+M)u1:
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Alors

F (f) (x) + S(x)

= (L+M)

Z x

0

e(x�s)Mf(s)ds+ (L+M)

Z 1

x

e(s�x)Lf(s)ds

� (L+M) exM (L+H) ��1eL[

Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds� (L+M)u1]

+ (L+M) exM (L+H) ��1[

Z 1

0

esLf(s)ds+
�
I � eLeM

�
d0]

� (L+M) e(1�x)LeM (L+H) ��1[

Z 1

0

esLf(s)ds+
�
I � eLeM

�
d0]

� (L+M) e(1�x)L[

Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds� (L+M)u1]

+(L+M)exMd0 � (L+M)e(1�x)LeMd0

+(L+M) e(1�x)LeM (L+H) ��1eL[

Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds� (L+M)u1];

c�est-à-dire

F (f) (x) + S(x)

= (L+M)

Z x

0

e(x�s)Mf(s)ds+ (L+M)

Z 1

x

e(s�x)Lf(s)ds

+(L+M) exM (L+H) ��1[

Z 1

0

esLf(s)ds+
�
I � eLeM

�
d0]

� (L+M) e(1�x)L[

Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds� (L+M)u1]

� (L+M) e(1�x)LeM (L+H) ��1[

Z 1

0

esLf(s)ds+
�
I � eLeM

�
d0]

� (L+M) exM (L+H) ��1eL[

Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds� (L+M)u1]

+(L+M)exMd0 � (L+M)e(1�x)LeMd0

+(L+M) e(1�x)LeM (L+H) ��1eL[

Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds� (L+M)u1]:

D�après le Lemme 2.3.3, point 5, on a

(L+H) ��1 = (L+M) ��1 + eLeM (L+H) ��1 � I;
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alors

F (f) (x) + S(x) =

(L+M)

Z x

0

e(x�s)Mf(s)ds+ (L+M)

Z 1

x

e(s�x)Lf(s)ds

+(L+M) exM
�
(L+M) ��1 + eLeM (L+H) ��1 � I

�
[

Z 1

0

esLf(s)ds+
�
I � eLeM

�
d0]

� (L+M) e(1�x)L[

Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds� (L+M)u1] (3.4.8)

� (L+M) e(1�x)LeM (L+H) ��1[

Z 1

0

esLf(s)ds+
�
I � eLeM

�
d0]

� (L+M) exM
�
(L+M) ��1 + eLeM (L+H) ��1 � I

�
eL[

Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds� (L+M)u1]

+(L+M)exMd0 � (L+M)e(1�x)LeMd0

+(L+M) e(1�x)LeM (L+H) ��1eL(

Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds� (L+M)u1);

Donc

F (f) (x) + S(x)

= (L+M)

Z x

0

e(x�s)Mf(s)ds+ (L+M)

Z 1

x

e(s�x)Lf(s)ds

+(L+M) exM (L+M) ��1
�Z 1

0

esLf(s)ds� eLeMd0

�
+(L+M) exMeLeM (L+H) ��1

�Z 1

0

esLf(s)ds+
�
I � eLeM

�
d0

�
� (L+M) exM

�Z 1

0

esLf(s)ds+
�
I � eLeM

�
d0

�
� (L+M) e(1�x)L

�Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds� (L+M)u1

�
� (L+M) e(1�x)LeM (L+H) ��1

�Z 1

0

esLf(s)ds+
�
I � eLeM

�
d0

�
� (L+M) exM (L+M) ��1eL

�Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds� (L+M)u1

�
� (L+M) exMeLeM (L+H) ��1eL

�Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds� (L+M)u1

�
+(L+M) exMeL

�Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds� (L+M)u1

�
+ (L+M) exM (L+M) ��1d0

+(L+M)exMd0 � (L+M)e(1�x)LeMd0

+(L+M) e(1�x)LeM (L+H) ��1eL
�Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds� (L+M)u1

�
;
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d�où

F (f) (x) + S(x)

= (L+M)

Z x

0

e(x�s)Mf(s)ds+ (L+M)

Z 1

x

e(s�x)Lf(s)ds

+(L+M) exM (L+M) ��1[

Z 1

0

esLf(s)ds� eLeMd0]

+ (L+M) exM [eLeMd0 �
Z 1

0

esLf(s)ds]

+ (L+M) exMeLeM (L+H) ��1[

Z 1

0

esLf(s)ds+
�
I � eLeM

�
d0]+

+ (L+M) e(1�x)L[(L+M)u1 �
Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds]

� (L+M) e(1�x)LeM (L+H) ��1[

Z 1

0

esLf(s)ds+
�
I � eLeM

�
d0]

� (L+M) exM (L+M) ��1eL[

Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds� (L+M)u1]

� (L+M) exMeLeM (L+H) ��1eL[

Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds� (L+M)u1]

+ (L+M) exM (L+M) ��1d0

+(L+M) exMeL[

Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds� (L+M)u1]� (L+M)e(1�x)LeMd0

+(L+M) e(1�x)LeM (L+H) ��1eL[

Z 1

0

e(1�s)Mf(s)ds� (L+M)u1]

= (I) (x) + (II) (x) + (III) (x) + (IV ) (x) + (V ) (x) + (V I) (x) + (V II) (x)

+ (V III) (x) + (IX) (x) + (X) (x) + (XI) (x) + (XII) (x) + (XIII) (x) :

On rappelle que
(L+M) (M � I)�1 ; (L+M) (L� I)�1 2 L(X):

De plus, d�après l�assertion 6 de la Proposition 3.4.1 et puisque f 2 C� ([0; 1] ;X) ; � 2]0; 1[;
on a pour tout x 2 [0; 1] ;

G(f)(x) =

Z x

0

e(x�s)Mf(s)ds 2 D(M);

K(f)(x) =

Z 1

x

e(s�x)Lf(s)ds 2 D(L):

Etude de la régularité de (I) (�) et (II) (�)
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On a, pour tout x 2 [0; 1]

(I) (x) = (L+M)

Z x

0

e(x�s)Mf(s)ds

= (L+M) (M � I)�1 (M � I)

Z x

0

e(x�s)Mf(s)ds

= (L+M) (M � I)�1
Z x

0

Me(x�s)Mf(s)ds� (L+M) (M � I)�1G(f)(x)

= (L+M) (M � I)�1
Z x

0

Me(x�s)M (f(s)� f(x)) ds

+(L+M) (M � I)�1
Z x

0

Me(x�s)Mf(x)ds� (L+M) (M � I)�1G(f)(x);

c�est-à-dire

(I) (x) = (L+M) (M � I)�1
Z x

0

Me(x�s)M (f(s)� f(x)) ds

� (L+M) (M � I)�1 f(x) + (L+M) (M � I)�1 exM (f(x)� f(0))

� (L+M) (M � I)�1 exM (L� I)�1 f(0) + (L+M) (M � I)�1 exML (L� I)�1 f(0)

� (L+M) (M � I)�1G(f)(x)

= (I)1 (x) + (I)2 (x) + (I)3 (x) + (I)4 (x) + (I)5 (x) + (I)6 (x) ;

de même

(II) (x) = (L+M)

Z 1

x

e(s�x)Lf(s)ds

= (L+M) (L� I)�1
Z 1

x

Le(s�x)Lf(s)ds

� (L+M) (L� I)�1K(f)(x)

= (L+M) (L� I)�1
Z 1

x

Le(s�x)L (f(s)� f(x)) ds

+(L+M) (L� I)�1 L

Z 1

x

e(s�x)Lf(x)ds

� (L+M) (L� I)�1K(f)(x)

= (L+M) (L� I)�1
Z 1

x

Le(s�x)L (f(s)� f(x)) ds� (L+M) (L� I)�1 f(x)

+ (L+M) (L� I)�1 e(1�x)L (f(x)� f(1))

� (L+M) (L� I)�1 e(1�x)L (M � I)�1 f(1)

+ (L+M) (L� I)�1 e(1�x)LM (M � I)�1 f(1)� (L+M) (L� I)�1K(f) (x)

= (II)1 (x) + (II)2 (x) + (II)3 (x) + (II)4 (x) + (II)5 (x) + (II)6 (x) :

�Grâce à la Proposition 3.4.1, assertion 3, (I)1 ; (II)1 2 C� ([0; 1] ;X).
� Il est clair que (I)2 ; (I)3 ; (II)2 ; (II)3 2 C� ([0; 1] ;X).
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� Suite à la Proposition 3.4.1, assertion 1, (I)4 ; (II)4 2 C� ([0; 1] ;X).
� (I)6 ; (II)6 2 C� ([0; 1] ;X) grâce à la Proposition 3.4.1, assertion 2.
Etude de la régularité de (IV ) (�) et (V I) (�)
�On a

LK(f)(0) =

Z 1

0

LesL (f(s)� f(0)) ds+ eLf(0)� f(0);

MG(f)(1) =

Z 1

0

Me(1�s)M (f(s)� f(1)) ds+ eLf(1)� f(1);

ainsi, pour tout x 2 [0; 1]

(IV ) (x) = (L+M) (M � I)�1 exM (M � I)
�
eLeMd0 �K(f)(0)

�
= � (L+M) (M � I)�1 exM (M � I) (L� I)�1

Z 1

0

LesL (f(s)� f(0)) ds

+(L+M) (M � I)�1 exM (M � I) (L� I)�1 (K(f)(0)� eLf(0))

� (L+M) (M � I)�1 exM((L� I)�1 f(0) + eLeMd0)

+ (L+M) (M � I)�1 exMM (L� I)�1 f(0)

+ (L+M) (M � I)�1 exMMeLeMd0

= (IV )1 (x) + (IV )2 (x) + (IV )3 (x) + (IV )4 (x) + (IV )5 (x) ;

et

(V I) (x)

= � (L+M) (L� I)�1 e(1�x)L (L� I) (M � I)�1
Z 1

0

Me(1�s)M (f(s)� f(1)) ds

+(L+M) (L� I)�1 e(1�x)L (L� I) (M � I)�1
�
G(f)(1)� eMf(1)

�
� (L+M) (L� I)�1 e(1�x)L

�
(L+M)u1 + (M � I)�1 f(1)

�
+(L+M) (L� I)�1 e(1�x)L

�
L (L+M)u1 + L (M � I)�1 f(1)

�
= (V I)1 (x) + (V I)2 (x) + (V I)3 (x) + (V I)4 (x) :

� De (3.3.1) et la Proposition 3.4.1, assertion 5, on trouve(
(M � I) (L� I)�1

R 1
0
LesL (f(s)� f(0)) ds 2 (X;D(L))�;1 ;

(L� I) (M � I)�1
R 1
0
Me(1�s)M (f(s)� f(1)) ds 2 (X;D(M))�;1 ;

donc, on peut déduire, grâce à la Proposition 3.4.1, assertion 1, que

(IV )1 ; (IV )5 ; (V I)1 2 C� ([0; 1] ;X) :

� En utilisant encore une fois (3.3.1), on obtient

(M � I) (L� I)�1 (K(f)(0)� eLf(0)) 2 (X;D(L))�;1 ;

(L� I)�1 f(0) + eLeMd0 2 D(L) � (X;D(L))�;1 ;

(L� I) (M � I)�1
�
G(f)(1)� eMf(1)

�
2 (X;D(L))�;1 ;

(L+M)u1 + (M � I)�1 f(1) 2 D(L) � (X;D(L))�;1 ;
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donc, suite à la proposition 3.4.1, assertion 1, on trouve

(IV )2 ; (IV )3 ; (V I)2 ; (V I)3 2 C� ([0; 1] ;X) :

� Il est clair, en vertu de (3.3.1), la Proposition 3.4.1, assertion 1 et de l�hypothèse (3.2.7),
que (III) ; (V ) ; (V II) ; (V III) ; (IX) ; (XI) ; (XII) et (XIII) 2 C� ([0; 1] ;X) :

Conclusion
On a

F (f) (x) + S (x)

= T (x) + (L+M) (M � I)�1 exM
�
(M � I) (L+M) ��1d0 + (L+M) (L� I)�1 f(0)

�
+(L+M) (L� I)�1 e(1�x)L

�
L (L+M)u1 + (L+M) (M � I)�1 f(1)

�
:

où, suite à l�étude précédente, T 2 C� ([0; 1] ;X) avec

T : = (I)1 + (I)2 + (I)3 + (I)4 + (I)6 + (II)1 + (II)2 + (II)3 + (II)4 + (II)6
+(IV )1 + (IV )2 + (IV )3 + (IV )5 + (V I)1 + (V I)2 + (V I)3 + (III)

+ (V ) + (V II) + (V III) + (IX) + (XI) + (XII) + (XIII) :

De plus

x ! (L+M) (M � I)�1 exM
�
(M � I) (L+M) ��1d0 + (L+M) (L� I)�1 f(0)

�
+(L+M) (L� I)�1 e(1�x)L

�
L (L+M)u1 + (L+M) (M � I)�1 f(1)

�
;

est dans C� ([0; 1] ;X) si et seulement si (3.4.6) est satisfaite. �
Maintenant, on fait apparaître la dépendance de !. En notant R; L,M , �... par R!; L!,M!,
�!....
En posant, pour ! > !0;

C�L! ;M!
([0; 1] ;X)

= fv 2 C� ([0; 1] ;X) : (L! �M!) (L! � I)�1CL! ;M!v(0) 2 (X;D(L!))�;1 ;
(L! �M!) (M! � I)�1CL! ;M!v(1) 2 (X;D(L!))�;1g;

(3.4.9)

on obtient ainsi le résultat suivant.

Proposition 3.4.3 On suppose (3.2.1)s(3.2.10) et soit � 2]0; 1[:
1. R!(v) 2 C� ([0; 1] ;X) si et seulement si v 2 C�L! ;M!

([0; 1] ;X) :

2. R!(v) 2 C�L! ;M!
([0; 1] ;X) si et seulement si v 2 C�L! ;M!

([0; 1] ;X) :

3. R!(v) 2 L(C�L! ;M!
([0; 1] ;X)):

4. Il existe !� > !0, tel que pour tout ! > !�,

kR!kL(C�L!;M!
([0;1];X)) < 1:

Ainsi, pour ! > !�, I +R! est inversible dans L(C�L! ;M!
([0; 1] ;X)).
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Preuve. 1) Soit v 2 C�L! ;M!
([0; 1] ;X) : Puisque CL! ;M! = [M!;L!] (L! +M!)

�2 2 L(X)
alors CL! ;M!v 2 C� ([0; 1] ;X).
On e¤ectue un raisonnement similaire à celui de la preuve de la Proposition 3.4.2.
On écrit pour tout x 2 [0; 1]

2R!(v)(x)

= (L! +M!)

Z x

0

e(x�s)M!CL! ;M!v(s)ds

� (L! +M!)

Z 1

x

e(s�x)L!CL! ;M!v(s)ds

�(L! +M!)e
xM! (L! +H) ��1!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds

�(L! +M!)e
xM! (L! +H) ��1! eL!

Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

�(L! +M!)e
(1�x)L!

�
I � eM! (L! +H) ��1! eL!

� Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

+(L! +M!)e
(1�x)L!eM! (L! +H) ��1!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds;

et comme
(L! +H) ��1! = (L! +M!) �

�1
! + eL!eM! (L! +H) ��1! � I;

alors, on peut réécrire R!(v) comme suit

2R!(v)(x)

= (L! +M!)

Z x

0

e(x�s)M!CL! ;M!v(s)ds

� (L! +M!)

Z 1

x

e(s�x)L!CL! ;M!v(s)ds

�(L! +M!)e
xM!

�
(L! +M!) �

�1
! + eL!eM! (L! +H) ��1! � I

� Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds

�(L! +M!)e
xM!

�
(L! +M!) �

�1
! + eL!eM! (L! +H) ��1! � I

�
eL!

Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

�(L! +M!)e
(1�x)L!

�
I � eM! (L! +H) ��1! eL!

� Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

+(L! +M!)e
(1�x)L!eM! (L! +H) ��1!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds;
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ce qui donne

2R!(v)(x)

= (L! +M!)

Z x

0

e(x�s)M!CL! ;M!v(s)ds

� (L! +M!)

Z 1

x

e(s�x)L!CL! ;M!v(s)ds

�(L! +M!)e
xM! (L! +M!) �

�1
!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds

�(L! +M!)e
xM!eL!eM! (L! +H) ��1!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds

+(L! +M!)e
xM!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds

�(L! +M!)e
xM! (L! +M!) �

�1
! eL!

Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds (3.4.10)

�(L! +M!)e
xM!eL!eM! (L! +H) ��1! eL!

Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

+(L! +M!)e
xM!eL!

Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

�(L! +M!)e
(1�x)L!

Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

+(L! +M!)e
(1�x)L!eM! (L! +H) ��1! eL!

Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

+(L! +M!)e
(1�x)L!eM! (L! +H) ��1!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds;

= (I) (x) + (II) (x) + (III) (x) + (IV ) (x) + (V ) (x) + (V I) (x) + (V II) (x) + (V III) (x)

+ (IX) (x) + (X) (x) + (XI) (x) :

Alors pour (I) et (II) ; on obtient

(I) (x) = (L! +M!)

Z x

0

e(x�s)M!CL! ;M!v(s)ds

= (L! +M!) (M! � I)�1 (M! � I)

Z x

0

e(x�s)M!CL! ;M!v(s)ds

= (L! +M!) (M! � I)�1
Z x

0

M!e
(x�s)M! (CL! ;M!v (s)� CL! ;M!v (x)) ds

� (L! +M!) (M! � I)�1CL! ;M!v (x)

+ (L! +M!) (M! � I)�1 exM! (CL! ;M!v (x)� CL! ;M!v (0))

� (L! +M!) (M! � I)�1 exM! (L! � I)�1CL! ;M!v (0)

+ (L! +M!) (M! � I)�1 exM!L! (L! � I)�1CL! ;M!v (0)

� (L! +M!) (M! � I)�1G(CL! ;M!v) (x)

= (I)1 (x) + (I)2 (x) + (I)3 (x) + (I)4 (x) + (I)5 (x) + (I)6 (x) ;
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de même

(II) (x) = � (L! +M!)

Z 1

x

e(s�x)L!CL! ;M!v (s) ds

= � (L! +M!) (L! � I)�1 (L! � I)

Z 1

x

e(s�x)L!CL! ;M!v (s) ds

= � (L! +M!) (L! � I)�1
Z 1

x

L!e
(s�x)L! (CL! ;M!v (s)� CL! ;M!v (x)) ds

+(L! +M!) (L! � I)�1CL! ;M!v (x)

� (L! +M!) (L! � I)�1 e(1�x)L! (CL! ;M!v (x)� CL! ;M!v (1))

+ (L! +M!) (L! � I)�1 e(1�x)L! (M! � I)�1CL! ;M!v (1)

� (L! +M!) (L! � I)�1 e(1�x)L!M! (M! � I)�1CL! ;M!v (1)

+ (L! +M!) (L! � I)�1K(CL! ;M!v) (x)

= (II)1 (x) + (II)2 (x) + (II)3 (x) + (II)4 (x) + (II)5 (x) + (II)6 (x) :

� Il est clair que (I)2 ; (I)3 ; (II)2 ; (II)3 2 C� ([0; 1] ;X) car v 2 C�L! ;M!
([0; 1] ;X) (et donc

CL! ;M!v 2 C�L! ;M!
([0; 1] ;X)).

� D�après la Proposition 3.4.1, assertion 1, (I)4 ; (II)4 2 C� ([0; 1] ;X).
� Grâce à la Proposition 3.4.1, assertion 2, (I)6 ; (II)6 2 C� ([0; 1] ;X).
� Suite à la Proposition 3.4.1, assertion 3, (I)1 ; (II)1 2 C� ([0; 1] ;X).
Etude de (V ) et (IX).
On a

(V ) (x)

= (L! +M!)e
xM!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v (s) ds

= (L! +M!) (M! � I)�1 exM! (M! � I) (L! � I)�1 (L! � I)

Z 1

0

esL!CL! ;M!v (s) ds

= (L! +M!) (M! � I)�1 exM! (M! � I) (L! � I)�1
Z 1

0

L!e
sL! (CL! ;M!v (s)� CL! ;M!v (0)) ds

�(L! +M!) (M! � I)�1 exM! (M! � I) (L! � I)�1
�
K(CL! ;M!v)(0)� eL!CL! ;M!v(0)

�
+(L! +M!) (M! � I)�1 exM! (L! � I)�1CL! ;M!v(0)

�(L! +M!) (M! � I)�1 exM!M! (L! � I)�1CL! ;M!v(0)

= (V )1 (x) + (V )2 (x) + (V )3 (x) + (V )4 (x) ;
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et

(IX) (x)

= �(L! +M!)e
(1�x)L!

Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

= �(L! +M!) (L! � I)�1 e(1�x)L! (L! � I) (M! � I)�1 (M! � I)

Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

= �(L! +M!) (L! � I)�1 e(1�x)L! (L! � I) (M! � I)�1 �Z 1

0

M!e
(1�s)M! (CL! ;M!v(s)� CL! ;M!v(1)) ds

+(L! +M!) (L! � I)�1 e(1�x)L! (L! � I) (M! � I)�1
�
G(CL! ;M!v) (1)� eM!CL! ;M!v(1)

�
�(L! +M!) (L! � I)�1 e(1�x)L! (M! � I)�1CL! ;M!v (1)

+(L! +M!) (L! � I)�1 e(1�x)L!L! (M! � I)�1CL! ;M!v (1)

= (IX)1 (x) + (IX)2 (x) + (IX)3 (x) + (IX)4 (x) :

� Suite à (3.3.1) et l�assertion 5, de la Proposition 3.4.1, on trouve(
(M! � I) (L! � I)�1 L!

R 1
0
esL! (CL! ;M!v (s)� CL! ;M!v (0)) ds 2 (X;D(L!))�;1;

(L! � I) (M! � I)�1M!

R 1
0
e(1�s)M! (CL! ;M!v(s)� CL! ;M!v(1)) ds 2 (X;D(M!))�;1;

on déduit donc, grâce à la Proposition 3.3.1 et la Proposition 3.4.1, assertion 1, que
(V )1 ; (IX)1 2 C� ([0; 1] ;X) .

� En utilisant encore une fois (3.3.1), on obtient

(M! � I) (L! � I)�1
�
K(CL! ;M!v)(0)� eL!CL! ;M!v(0)

�
2 (X;D(L!))�;1;

(L! � I)�1CL! ;M!v(0) 2 D(L!) � (X;D(L!))�;1;
(L! � I) (M! � I)�1

�
G(CL! ;M!v) (1)� eM!CL! ;M!v(1)

�
2 (X;D(L!))�;1;

(M! � I)�1CL! ;M!v (1) 2 D(L!) � (X;D(L!))�;1;

on obtient donc, suite à la Proposition (3.4.1), assertion 1,

(V )2 ; (V )3 ; (IX)2 ; (IX)3 2 C� ([0; 1] ;X) :

� En vertu de (3.3.1) et la Proposition 3.4.1, assertion 1, on déduit (IV ) ; (V II) ; (V III) ;
(X) ; (XI) 2 C� ([0; 1] ;X).

� D�après l�hypothèse (3.2.7), on a (III) ; (V I) 2 C� ([0; 1] ;X) :
On pose

P : = (I)1 + (I)2 + (I)3 + (I)4 + (I)6 + (II)1 + (II)2 + (II)3 + (II)4
+(II)6 + (III) + (IV ) + (V )1 + (V )2 + (V )3 + (V I) + (V II)

+ (V III) + (IX)1 + (IX)2 + (IX)3 + (X) + (XI) ;

alors

2R!(v)(x) = P + [(I)5 + (V )4] + [(II)5 + (IX)4]

= P + (L! +M!) (M! � I)�1 exM! (L! �M!) (L! � I)�1CL! ;M!v(0)

+(L! +M!) (L! � I)�1 e(1�x)L! (L! �M!) (M! � I)�1CL! ;M!v(1):
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L�étude précédente montre que P 2 C� ([0; 1] ;X), de plus

x ! (L! +M!) (M! � I)�1 exM! (L! �M!) (L! � I)�1CL! ;M!v(0)

+(L! +M!) (L! � I)�1 e(1�x)L! (L! �M!) (M! � I)�1CL! ;M!v(1);

est dans C� ([0; 1] ;X) si et seulement si�
(L! �M!) (L! � I)�1CL! ;M!v(0) 2 (X;D(L!))�;1;
(L! �M!) (M! � I)�1CL! ;M!v(1) 2 (X;D(L!))�;1;

ce qui est équivalent à dire que v 2 C�L! ;M!
([0; 1] ;X) :

2) En posant x = 0 dans (3.4.10), on obtient

2R!(v)(0)

= � (L! +M!)

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds

�(L! +M!) (L! +M!) �
�1
!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds

�(L! +M!)e
L!eM! (L! +H) ��1!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds

+(L! +M!)

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds

�(L! +M!) (L! +M!) �
�1
! eL!

Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

�(L! +M!)e
L!eM! (L! +H) ��1! eL!

Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

+(L! +M!)e
L!

Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

�(L! +M!)e
L!

Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

+(L! +M!)e
L!eM! (L! +H) ��1! eL!

Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

+(L! +M!)e
L!eM! (L! +H) ��1!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds;

ce qui donne, après simpli�cations

(L! +M!)
�2R!(v)(0) = �1

2
��1!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds

�1
2
��1! eL!

Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds;
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et en posant x = 1 dans (3.4.10), on trouve

R!(v)(1) =
1

2
(L! +M!)

Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

�1
2
(L! +M!)e

M! (L! +H) ��1!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds

�1
2
(L! +M!)e

M! (L! +H) ��1! eL!
Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

�1
2
(L! +M!)

Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

+
1

2
(L! +M!)e

M! (L! +H) ��1! eL!
Z 1

0

e(1�s)M!CL! ;M!v(s)ds

+
1

2
(L! +M!)e

M! (L! +H) ��1!

Z 1

0

esL!CL! ;M!v(s)ds

= 0:

Ainsi, d�après l�hypothèse (3.2.7) et comme
R 1
0
esL!CL! ;M!v(s)ds 2 D(L!), on a

R!(v) 2 C�L! ;M!
([0; 1] ;X)

si et seulement si v 2 C�L! ;M!
([0; 1] ;X).

3) D�après l�assertion précédente, R! est un opérateur linéaire de C�L! ;M!
([0; 1] ;X) dans lui

même:
4) Grâce à la Proposition (3.4.1) ; assertions 2 et 4, et suite à l�hypothèse (3.2.8), pour tout
! > !0, on a

kR!(v)kC�L!;M!
([0;1];X) 6 C kCL! ;M!kL(X) kvkC�L!;M!

([0;1];X)

6 C� (!) kvkC�L!;M!
([0;1];X) ;

or, d�après (3.2.10), on a lim
!!+1

� (!) = 0; donc il existe !� > !0, tel que pour tout ! > !�

kR!(v)kC�L!;M!
([0;1];X) < 1:

Ainsi, pour ! > !�, I +R! est inversible dans L
�
C�L! ;M!

([0; 1] ;X)
�
. �

Remarque 3.4.2 On note qu�il est nécessaire que R! soit dans C�L! ;M!
([0; 1] ;X) puisque

I +R! n�est pas inversible dans C� ([0; 1] ;X) ni dans C ([0; 1] ;X) :

Proposition 3.4.4 On suppose (3.2.1)�(3.2.7). Soit f 2 C� ([0; 1] ;X) ; � 2]0; 1[: Alors
F! (f) + S! 2 C�L! ;M!

([0; 1] ;X) ;

si et seulement si8>>>>><>>>>>:

��1! d0; u1 2 D(M!L!) \D(L!M!);

(M! � I) (L! +M!) �
�1
! d0 + (L! +M!) (L! � I)�1 f(0) 2 (X;D (L!))�;1 ;

L! (L! +M!)u1 + (L! +M!) (M! � I)�1 f(1) 2 (X;D (L!))�;1 ;
(L! �M!) (L! � I)�1CL! ;M! (L! +M!)

2 ��1! d0 2 (X;D(L!))�;1 ;
(L! �M!) (M! � I)�1CL! ;M! (L! +M!)

2 u1 2 (X;D(L!))�;1 :

(3.4.11)
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Preuve. Grâce à la Proposition 3.4.2, il su¢ t de calculer F!(f) + S! en 0 et 1:
1) On a

(L! +M!)
�2 [F!(f) (0) + S!(0)]

= (L! +M!)
�1 ��! � eL!eM! (L! +H) + (L! +H)

�
��1!

Z 1

0

esL!f(s)ds

� (L! +M!)
�1 �(L! +H) + �! � eL!eM! (L! +H)

�
��1! eL!

Z 1

0

e(1�s)M!f(s)ds

+(L! +M!)
�1 �I � eL!eM!

�
(L! +H) ��1!

��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (L! +M!)u1

�
+(L! +M!)

�1 ��I � eL!eM!
�
d0 + eL! (M! + L!)u1

�
;

et vu que
�! � eL!eM! (L! +H) + (L! +H) = L! +M!;

on obtient donc

(F!(f) + S!) (0)

= (L! +M!)
2 ��1!

Z 1

0

esL!f(s)ds� (L! +M!)
2 ��1! eL!

Z 1

0

e(1�s)M!f(s)ds

� (L! +M!)
2 ��1!

�
eL!eM!d0 � eL! (L! +M!)u1

�
+(L! +M!)

2 ��1! d0

�(L! +M!)e
L!eM! (L! +M!) �

�1
!

��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (L! +M!)u1

�
+(L! +M!)

�
I � eL!eM!

�
eL!eM! (L! +H) ��1!

��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (L! +M!)u1

�
+(L! +M!)e

L!eM!
��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (L! +M!)u1

�
;

d�après l�hypothèse (3.2.7) et puisque 8� 2 X; eQ� 2 D(Qn) avec n 2 N, on trouve

CL! ;M! (F!(f) + S!) (0) 2 (X;D(L!))�;1 , CL! ;M! (L! +M!)
2 ��1! d0 2 (X;D(L!))�;1 ;

et d�après (3.3.1), on a

(L! �M!) (L! � I)�1CL! ;M! (F!(f) + S!) (0) 2 (X;D(L!))�;1 ;

qui est équivalent à

(L! �M!) (L! � I)�1CL! ;M! (L! +M!)
2 ��1! d0 2 (X;D(L!))�;1 :
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2) D�une autre part, on a

(F!(f) + S!) (1)

= (L! +M!)

Z 1

0

e(1�s)M!f(s)ds

� (L! +M!) e
M! (L! +H) ��1! eL!

Z 1

0

e(1�s)M!f(s)ds

+(L! +M!) e
M! (L! +H) ��1!

Z 1

0

esL!f(s)ds

� (L! +M!)
�1 eM! (L! +H) ��1!

Z 1

0

esL!f(s)ds

� (L! +M!)
�
I � eM! (L! +H) ��1! eL!

� Z 1

0

e(1�s)M!f(s)ds

+(L! +M!)e
M! (L! +H) ��1!

��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (L! +M!)u1

�
�(L! +M!)e

M! (L! +H) ��1!
��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (M! + L!)u1

�
+(L! +M!) e

M!d0 + (L! +M!)
�
�eM!d0 + (M! + L!)u1

�
;

ce qui donne

(F!(f) + S!) (1)

= (L! +M!)e
M! (L! +H) ��1!

��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (L! +M!)u1

�
�(L! +M!)e

M! (L! +H) ��1!
��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (M! + L!)u1

�
+(L! +M!) e

M!d0 + (L! +M!)
�
�eM!d0 + (M! + L!)u1

�
= (L! +M!)

2 u1;

on obtient ainsi le résultat. �

Remarque 3.4.3 Grâce aux propositions précédentes, on peut dire que pour ! > !�, s�il
existe une solution classique du problème (3.1.2) satisfaisant la propriété de la régularité
maximale (3.1.4), elle s�écrit forcément sous la forme (3.4.5) et on en déduit alors l�unicité
de la solution classique.

Théorème 3.4.1 On suppose (3.2.1)�(3.2.10). Soit � 2]0; 1[: Alors, il existe !� > !0 tel
que pour tout ! > !�; les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le problème (3.1.2) admet une unique solution classique u satisfaisant�
u00; (L! �M!)u

0; (L!M! +M!L!)u 2 C�([0; 1] ;X);
(L! +M!)

2 u 2 C�L! ;M!
([0; 1] ;X):
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2. f 2 C�([0; 1] ;X) et8>>>>><>>>>>:

��1! d0; u1 2 D(M!L!) \D(L!M!);

(M! � I) (L! +M!) �
�1
! d0 + (L! +M!) (L! � I)�1 f(0) 2 (X;D (L!))�;1 ;

L! (L! +M!)u1 + (L! +M!) (M! � I)�1 f(1) 2 (X;D (L!))�;1 ;
(L! �M!) (L! � I)�1CL! ;M! (L! +M!)

2 ��1! d0 2 (X;D(L!))�;1 ;
(L! �M!) (M! � I)�1CL! ;M! (L! +M!)

2 u1 2 (X;D(L!))�;1 :
(3.4.12)

Preuve. Soit ! > 0 �xé telque ! > !�.
Su¢ sance :
On suppose (3.4.12) et f 2 C� ([0; 1] ;X) ; on veut prouver que u dé�ni par (3.4.5) et l�unique
solution classique du problème (3.1.2).

1. Première étape : On montre que u 2 C� ([0; 1] ;D (L!M! +M!L!)) :

Soit
(I +R!) (v) = (F!(f) + S!) ;

alors
v = (F!(f) + S!)�R!(v) = (L! +M!)

2 u;

d�où
u = (L! +M!)

�2 (F!(f) + S!)� (L! +M!)
�2R!(v): (3.4.13)

Grâce aux Propositions 3.4.3 et 3.4.4 on a (L! +M!)
2 u = v 2 C�L! ;M!

([0; 1] ;X).
D�après le Lemme 2.3.2, L!M! (L! +M!)

�2 ; M!L! (L! +M!)
�2 2 L(X); on obtient

donc

(L!M! +M!L!)u = (L!M! +M!L!) (L! +M!)
�2 (L! +M!)

2 u 2 C� ([0; 1] ;X) :
(3.4.14)

2. Deuxième étape : On montre que u0 2 C� ([0; 1] ;D (L! �M!)).
En introduisant les formules (3.4.2), (3.4.3) et (3.4.4) dans (3.4.13), on obtient pour
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tout x 2 [0; 1]

u(x) = (L! +M!)
�1G(f)(x) + (L! +M!)

�1K(f)(x)

� (L! +M!)
�1 exM! (L! +H) ��1! eL!G(f)(1)

+ (L! +M!)
�1 exM! (L! +H) ��1! K(f)(0)

� (L! +M!)
�1 e(1�x)L!eM! (L! +H) ��1! K(f)(0)

� (L! +M!)
�1 e(1�x)L!

�
I � eM! (L! +H) ��1! eL!

�
G(f)(1)

+(L! +M!)
�1exM! (L! +H) ��1!

��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (L! +M!)u1

�
�(L! +M!)

�1e(1�x)L!eM! (L! +H) ��1!
��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (M! + L!)u1

�
+(L! +M!)

�1 exM!d0 + (L! +M!)
�1e(1�x)L!

�
�eM!d0 + (M! + L!)u1

�
�1
2
(L! +M!)

�1G(CL! ;M!v)(x) +
1

2
(L! +M!)

�1K(CL! ;M!v)(x)

+
1

2
(L! +M!)

�1exM! (L! +H) ��1! K(CL! ;M!v)(0)

+
1

2
(L! +M!)

�1exM! (L! +H) ��1! eL!G(CL! ;M!v)(1)

+
1

2
(L! +M!)

�1e(1�x)L!
�
I � eM! (L! +H) ��1! eL!

�
G(CL! ;M!v)(1)

�1
2
(L! +M!)

�1e(1�x)L!eM! (L! +H) ��1! K(CL! ;M!v)(0);

que l�on peut écrire comme suit

u(x) = (L! +M!)
�1G(f)(x) + (L! +M!)

�1K(f)(x) (3.4.15)

�1
2
(L! +M!)

�1G (CL! ;M!v) (x) +
1

2
(L! +M!)

�1K (CL! ;M!v) (x)

+ (L! +M!)
�1 exM!f0 + (L! +M!)

�1 e(1�x)L!f1;

avec

f0

= � (L! +H) ��1! eL!G(f)(1) + (L! +H) ��1! K (f) (0)

+ (L! +H) ��1!
��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (L! +M!)u1

�
+d0 +

1

2
(L! +H) ��1! K (CL! ;M!v) (0) +

1

2
(L! +H) ��1! eL!G (CL! ;M!v) (1);
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c�est-à-dire

f0

= � (L! +M!) �
�1
! eL!G(f)(1)� eL!eM! (L! +M!) �

�1
! eL!G(f)(1) + eL!G(f)(1)

+ (L! +M!) �
�1
! K (f) (0) + eL!eM! (L! +M!) �

�1
! K (f) (0)�K (f) (0)

+ (L! +M!) �
�1
!

��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (L! +M!)u1

�
+eL!eM! (L! +H) ��1!

��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (L! +M!)u1

�
+eL!eM!d0 � eL! (L! +M!)u1

+
1

2

�
(L! +M!) �

�1
! + eL!eM! (L! +H) ��1! � I

�
K (CL! ;M!v) (0)

+
1

2

�
(L! +M!) �

�1
! + eL!eM! (L! +H) ��1! � I

�
eL!G (CL! ;M!v) (1);

et

f1

= �eM! (L! +H) ��1! K (f) (0) +
�
�eM!d0 + (M! + L!)u1

�
�
�
I � eM! (L! +H) ��1! eL!

�
G(f)(1)

�eM! (L! +H) ��1!
��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (M! + L!)u1

�
+
1

2

�
I � eM! (L! +H) ��1! eL!

�
G (CL! ;M!v) (1)

�1
2
eM! (L! +H) ��1! K (CL! ;M!v) (0):

On a donc, pour tout x 2 [0; 1]

v(x)

= (L! +M!)G(f)(x) + (L! +M!)K(f)(x)

�1
2
(L! +M!)G (CL! ;M!v) (x) +

1

2
(L! +M!)K (CL! ;M!v) (x) (3.4.16)

+(L! +M!) e
xM!f0 + (L! +M!) e

(1�x)L!f1:

D�après la Proposition 3.4.1, assertion 4,

u 2 C1;�([0; 1] ;X) \ C�([0; 1] ;D(L!));

si et seulement si8>>><>>>:
f0; f1 2 D(M!) = D(L!);

f (0)� 1
2
CL! ;M!v(0) +M!f0 2 (X;D(L!))�;1 ;

f (1) +
1

2
CL! ;M!v(1) + L!f1 2 (X;D(L!))�;1 :

(3.4.17)

D�après (3.4.12) et l�hypothèse (3.2.7), il est clair que f0; f1 2 D(M!) = D(L!) et de



3.4 Résultats principaux 107

plus

f0 =

� (L! +M!) �
�1
! eL!G(f)(1)� eL!eM! (L! +M!) �

�1
! eL!G(f)(1) + eL!G(f)(1)

+ (L! +M!) �
�1
! K (f) (0) + eL!eM! (L! +M!) �

�1
! K (f) (0)

� (L! � I)�1 L!K (f) (0) + (L! � I)�1K (f) (0)

+ (L! +M!) �
�1
! eL!

�
�eM!d0 + (L! +M!)u1

�
+(L! +M!) �

�1
! d0

+eL!eM! (L! +H) ��1!
��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (L! +M!)u1

�
+eL!eM!d0 � eL! (L! +M!)u1

+
1

2

�
(L! +M!) �

�1
! + eL!eM! (L! +H) ��1!

�
K (CL! ;M!v) (0)

�1
2
(L! � I)�1 L!K (CL! ;M!v) (0) +

1

2
(L! � I)�1K (CL! ;M!v) (0)

+
1

2

�
(L! +M!) �

�1
! + eL!eM! (L! +H) ��1! � I

�
eL!G (CL! ;M!v) (1);

c�est-à-dire

f0 =

� (L! +M!) �
�1
! eL!G(f)(1)� eL!eM! (L! +M!) �

�1
! eL!G(f)(1) + eL!G(f)(1)

+ (L! +M!) �
�1
! K (f) (0) + eL!eM! (L! +M!) �

�1
! K (f) (0)

� (L! � I)�1
�Z 1

0

L!e
sL!(f(s)� f(0))ds+ eL!f(0)

�
+(L! � I)�1 f(0) + (L! � I)�1K (f) (0)

+ (L! +M!) �
�1
! eL!

�
�eM!d0 + (L! +M!)u1

�
+(L! +M!) �

�1
! d0

+eL!eM! (L! +H) ��1!
��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (L! +M!)u1

�
+eL!eM!d0 � eL! (L! +M!)u1

+
1

2

�
(L! +M!) �

�1
! + eL!eM! (L! +H) ��1!

�
K (CL! ;M!v) (0)

�1
2
(L! � I)�1

�Z 1

0

L!e
sL!(CL! ;M!v(s)� CL! ;M!v(0))ds+ eL!CL! ;M!v(0)

�
+
1

2
(L! � I)�1CL! ;M!v(0) +

1

2
(L! � I)�1K (CL! ;M!v) (0)

+
1

2

�
(L! +M!) �

�1
! + eL!eM! (L! +H) ��1! � I

�
eL!G (CL! ;M!v) (1);
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donc

f(0)� 1
2
CL! ;M!v(0) +M!f0

= f(0)� 1
2
CL! ;M!v(0)� (L! +M!) �

�1
! eL!G(f)(1)

�eL!eM! (L! +M!) �
�1
! eL!G(f)(1) + eL!G(f)(1)

+ (L! +M!) �
�1
! K (f) (0) + eL!eM! (L! +M!) �

�1
! K (f) (0)

� (L! � I)�1
�Z 1

0

L!e
sL!(f(s)� f(0))ds+ eL!f(0)

�
+(L! � I)�1 f(0) + (L! � I)�1K (f) (0)

+ (L! +M!) �
�1
! eL!

�
�eM!d0 + (L! +M!)u1

�
+(L! +M!) �

�1
! d0

+eL!eM! (L! +H) ��1!
��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (L! +M!)u1

�
+eL!eM!d0 � eL! (L! +M!)u1

+
1

2

�
(L! +M!) �

�1
! + eL!eM! (L! +H) ��1!

�
K (CL! ;M!v) (0)

�1
2
(L! � I)�1

�Z 1

0

L!e
sL!(CL! ;M!v(s)� CL! ;M!v(0))ds+ eL!CL! ;M!v(0)

�
+
1

2
(L! � I)�1CL! ;M!v(0) +

1

2
(L! � I)�1K (CL! ;M!v) (0)

+
1

2

�
(L! +M!) �

�1
! + eL!eM! (L! +H) ��1! � I

�
eL!G (CL! ;M!v) (1);

c�est-à-dire

f(0)� 1
2
CL! ;M!v(0) +M!f0

= (M! � I) (L! +M!) �
�1
! d0 + (M! + L!) (L! � I)�1 f(0) + (L! +M!) �

�1
! d0

� (L! � I)�1
�
f(0)� 1

2
CL! ;M!v(0)

�
� 1
2
(L! �M!) (L! � I)�1CL! ;M!v(0)

�M! (L! +M!) �
�1
! eL!G(f)(1)

�M!e
L!eM! (L! +M!) �

�1
! eL!G(f)(1) +M!e

L!G(f)(1)

+M! (L! +M!) �
�1
! K (f) (0) +M!e

L!eM! (L! +M!) �
�1
! K (f) (0)

�M! (L! � I)�1
�Z 1

0

L!e
sL!(f(s)� f(0))ds+ eL!f(0)

�
+M! (L! � I)�1K (f) (0)

+M! (L! +M!) �
�1
! eL!

�
�eM!d0 + (L! +M!)u1

�
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+M!e
L!eM! (L! +H) ��1!

��
I � eL!eM!

�
d0 + eL! (L! +M!)u1

�
+M!e

L!eM!d0 �M!e
L! (L! +M!)u1

+
1

2
M!

�
(L! +M!) �

�1
! + eL!eM! (L! +H) ��1!

�
K (CL! ;M!v) (0)

�1
2
M! (L! � I)�1

�Z 1

0

L!e
sL!(CL! ;M!v(s)� CL! ;M!v(0))ds+ eL!CL! ;M!v(0)

�
+
1

2
M! (L! � I)�1K (CL! ;M!v) (0)

+
1

2
M!

�
(L! +M!) �

�1
! + eL!eM! (L! +H) ��1! � I

�
eL!G (CL! ;M!v) (1):

D�après (3.3.1) et (3.4.12) et la Proposition 3.4.1 ; point 5., on a

f(0)� 1
2
CL! ;M!v(0) +M!f0 2 (X;D(M!))�;1 ;

de même
f (1) +

1

2
CL! ;M!v(0) + L!f1 2 (X;D(L!))�;1 :

Ensuite, on obtient pour tout x 2 [0; 1]

(L! +M!)u
0(x)

= M!G(f)(x)� L!K(f)(x)�
1

2
M!G (CL! ;M!v) (x)

�1
2
L!K (CL! ;M!v) (x)� CL! ;M!v(x)

+M!e
xM!f0 � L!e

(1�x)L!f1;

donc, pour tout x 2 [0; 1] ; on a u0 (x) 2 D(L! + M!) = D(L! � M!): De plus, en
insérant (3.4.16) dans cette dernière formule, et en utilisant le Lemme 2.3.3 point 6.,�

(L! +M!)
�1M! � (L! +M!)

�1CL! ;M! (L! +M!) =M! (L! +M!)
�1 ;

� (L! +M!)
�1 L! � (L! +M!)

�1CL! ;M! (L! +M!) = �L! (L! +M!)
�1 ;

on obtient, pour tout x 2 [0; 1] ;

u0(x) = M! (L! +M!)
�1G(f)(x)� L! (L! +M!)

�1K(f)(x) (3.4.18)

�1
2
M! (L! +M!)

�1G (CL! ;M!v) (x)�
1

2
L! (L! +M!)

�1K (CL! ;M!v) (x)

+M! (L! +M!)
�1 exM!f0 � L! (L! +M!)

�1 e(1�x)L!f1:

En vertu de (3.4.17) et de la Proposition 3.4.1, point 4, on a

u0 2 C�([0; 1] ;D (L! �M!)): (3.4.19)

3. Troisième étape : On montre que u00 2 C�([0; 1] ;X):
Puisque f 2 C�([0; 1] ;X) et d�après (3.4.14) et (3.4.19), on a

u
00
= f � (L! �M!)u

0 +
1

2
(L!M! +M!L!)u 2 C�([0; 1] ;X):
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4. Quatrième étape : On montre que la fonction (3.4.5) est une solution du problème
(3.1.2).
On a pour tout x 2 [0; 1]

u00(x)

= f(x) +M! (L! +M!)
�1M!G(f)(x)� L! (L! +M!)

�1 L!K(f)(x)

�1
2
M! (L! +M!)

�1M!G (CL! ;M!v) (x) +
1

2
L! (L! +M!)

�1 L!K (CL! ;M!v) (x)

+
1

2
(L! �M!) (L! +M!)

�1CL! ;M!v(x) +M! (L! +M!)
�1M!e

xM!f0

+L! (L! +M!)
�1 L!e

(1�x)L!f1;

en insérant (3.4.16) dans cette dernière formule, on obtient donc

u00(x) = f(x) + E1G(f)(x) + T1K(f)(x)�
1

2
E1G (CL! ;M!v) (x) (3.4.20)

+
1

2
T1K (CL! ;M!v) (x) + E1e

xM!f0 + T1e
(1�x)L!f1;

où, d�après le point 7 du Lemme 2.3.3,

E1 = M! (L! +M!)
�1M! +

1

2
(L! �M!) (L! +M!)

�1CL! ;M! (L! +M!)

=
1

2
M! �

1

2
(L! �M!)M! (L! +M!)

�1 ;

et

T1 = L! (L! +M!)
�1 L! +

1

2
(L! �M!) (L! +M!)

�1CL! ;M! (L! +M!)

=
1

2
L! �

1

2
(L! �M!)L! (L! +M!)

�1 :

En utilisant (3.4.15), (3.4.18) et (3.4.20), on a pour tout x 2 [0; 1]

u00(x) + (L! �M!)u
0(x)� 1

2
(L!M! +M!L!)u(x)

= f(x) + E2G(f)(x) + T2K(f)(x)�
1

2
E2G (CL! ;M!v) (x)

+
1

2
T2K (CL! ;M!v) (x) + E2e

xM!f0 + T2e
(1�x)L!f1;

d�où, d�après les points 6, 7 et 8 du Lemme 2.3.3

E2 = E1 + (L! �M!)
�
(L! +M!)

�1M! � (L! +M!)
�1CL! ;M! (L! +M!)

�
�1
2
(L!M! +M!L!) (L! +M!)

�1

=
1

2
M! �

1

2
(L! �M!)M! (L! +M!)

�1 + (L! �M!)M! (L! +M!)
�1

�1
2
(L!M! +M!L!) (L! +M!)

�1

=
1

2

�
M! + (L! �M!)M! (L! +M!)

�1 � (L!M! +M!L!) (L! +M!)
�1�

= 0;
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et même pour

T2 = T1 � (L! �M!)
�
(L! +M!)

�1 L! + (L! +M!)
�1CL! ;M! (L! +M!)

�
�1
2
(L!M! +M!L!) (L! +M!)

�1

=
1

2
L! +

1

2
(L! �M!)L! (L! +M!)

�1 � (L! �M!)L! (L! +M!)
�1

�1
2
(L!M! +M!L!) (L! +M!)

�1

=
1

2

�
L! +� (L! �M!)L! (L! +M!)

�1 � (L!M! +M!L!) (L! +M!)
�1�

= 0;

donc
u00(x) + (L! �M!)u

0(x)� 1
2
(L!M! +M!L!)u(x) = f(x):

De plus, grâce à la Remarque 2.6.1, on trouve

u(1) = (L! +M!)
�2 (F!(f) + S!) (1)� (L! +M!)

�2R!(v)(1)

= u1;

et

u0(0)�Hu(0) = (L! +M!)
�2 (F 0!(f) + S 0!) (0)� (L! +M!)

�2R0!(v)(0)

�H (L! +M!)
�2 (F!(f) + S!) (0)�H (L! +M!)

�2R!(v)(0)

= d0;

donc u, dé�nie par (3.4.5), est une solution classique de (3.1.2).

Nécessité :
On suppose l�assertion 1. On a d�une part,

u00 + (L! �M!)u
0 � 1

2
(L!M! +M!L!)u = f;

on déduit f 2 C�([0; 1] ;X): D�autre part, u est uniquement déterminé par la formule (3.4.5)
et

(L! +M!)
2 u = (I +R!)

�1 (F!(f) + S!) 2 C�L! ;M!
([0; 1] ;X);

et d�après la Proposition 3.4.3, assertion 4, I +R! 2 L(C�L! ;M!
([0; 1] ;X)); , il s�ensuit donc

F!(f) + S! 2 C�L! ;M!
([0; 1] ;X);

ainsi, grâce à la Proposition 3.4.4, l�hypothèse (3.4.12) est satisfaite. �
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3.5 Retour à l�équation initiale

En construisant une paire d�opérateurs (L!; M!) satisfaisant les hypothèses (3.2.1)s(3.2.10),
on s�attache à illustrer la théorie opérationnelle précédente. Le but est ensuite de pouvoir
résoudre le Problème initial (3.1.1), c�est-à-dire8<:

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x)� !u(x) = f(x); x 2 (0; 1) ;
u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1:

Nos hypothèses sont ici les suivantes
� Sur les opérateurs A et B:
On suppose qu�il existe un réel positif �xé !0 tel que les opérateurs A et B véri�ent8<: B2 � A!0 est un opérateur linéaire fermé dans X; R� � � (B2 � A!0) ;

9C > 0; 8� 6 0;



(B2 � A!0 � �I)

�1




L(X)

6 C

j�j+ 1 ;
(3.5.1)

(
i) D

�
(B2 � A!)

1
2

�
� D(B);

ii) D(B2 � A!) � D((B2 � A!)
1
2B);

(3.5.2)

�
X;D(B � (B2 � A!)

1
2 )
�
1+�;1

=
�
X;D(�B � (B2 � A!)

1
2 )
�
1+�;1

; (3.5.3)

8! > !0;



hB; (B2 � A!)

1
2

i
(B2 � A!)

�1




L(X)

6 � (!) ; (3.5.4)

où
� : [!0;+1[! R+ avec lim

!!+1
� (!) = 0:

On suppose que les opérateurs �
L! := B � (B2 � A!)

1
2 ;

M! := �B � (B2 � A!)
1
2 ;

véri�ent les hypothèses suivantes8<: 9� > 0; 9C > 0 : 8! > !0; S� � � (L!) ; S� � � (M!) ;

(L! � zI)�1



L(X) 6

C

jzj ;


(M! � zI)�1




L(X) 6

C

jzj ; z 2 S�;
(3.5.5)

où S� :=
�
z 2 Cn f0g : jarg zj 6 �

2
+ �
	
:

� Sous les hypothèses précédentes on obtient des résultats positifs modulo l�ajout de l�hypo-
thèse technique suivante

Pour tout ! > !0; l�opérateur

�! = (M! �H) + eL!eM! (L! +H) est inversible dans L(X); (3.5.6)

et

8� 2 D(L); ��1! � 2 D((L! +M!)
2); (L! +M!)

2 ��1! � 2 (X;D(L!))�;1 : (3.5.7)
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3.5.1 Résolution du problème

Remarque 3.5.1

1. L�hypothèse d�ellipticité (3.5.1) est de type Krein [26]. D�après (3.5.1), il existe �1 2
]0; �

2
[; �1 > 0 petit tel que le secteur

� := fz 2 C� f0g : jarg zj > 2�1g [ fz 2 C : jzj > 2�1g ;

véri�e 8<: � � � (B2 � A!0) ;

9C > 0;8� 2 �;



(B2 � A!0 � �I)

�1




L(X)

6 C

j�j+ 1 :

2. Pour tout ! > !0; A! = A!0 � (! � !0) I; donc (3.5.1) implique que8<: B2 � A! est un opérateur linéaire fermé dans X; � � � (B2 � A!)

9C > 0;8� 2 �;



(B2 � A! � �I)

�1




L(X)

6 C

j�� ! + !0j+ 1
:

où C est une constante indépendante de !; dé�nie dans (3.5.1). Ainsi, l�opérateur

� (B2 � A!)
1
2 est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique généralisé

uniformément borné sur X:

Remarque 3.5.2 Les Lemmes 2.8.1, 2.8.2 et 2.8.3 et la Remarque 2.8.1 restent valables ici.

On veut montrer que les opérateurs L! := B� (B2�A!)
1
2 ; M! := �B� (B2�A!)

1
2 véri�ent

les hypothèses (3.2.1)-(3.2.8).

Lemmes techniques

Lemme 3.5.1 ([31]) On suppose (3.5.2)-(3.5.3).

1. On a le domaine d�interpolation

(X;D(L!))�;1 =
�
X;D(B2 � A!)

�
�
2
;1 :

2. L�hypothèse (3.5.3) est équivalente à (3.2.5).

Preuve. 1- D�après le Lemme 2.8.1 point 1., on a

D(L!) = D((B2 � A!)
1
2 ):

Comme 0 < � < 1; on a

(X;D(L!))�;1 = (X;D(B
2 � A!)

1
2 )�;1;

et on applique ensuite la propriété de réitération pour obtenir

(X;D(L!))�;1 =
�
X;D(B2 � A!)

�
�
2
;1 :
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2- Par la propriété de réitération, il s�ensuit que l�hypothèse (3.5.3) est équivalente à

(X;D((B � (B2 � A!)
1
2 )2)) �+1

2
;1 = (X;D((�B � (B2 � A!)

1
2 )2)) �+1

2
;1:

De plus, on a

D(M2
!) = D((�B � (B2 � A!)

1
2 )2);

D(L2!) = D((B � (B2 � A!)
1
2 )2):

Comme 0 <
1 + �

2
< 1; l�hypothèse (3.5.3) est équivalente à�

X;D(L2!)
�
1+�
1
;1 =

�
X;D(M2

!)
�
1+�
2
;1 ;

et par la propriété de réitération, il s�ensuit que (3.5.3) est équivalente à

(X;D(L!))1+�;1 = (X;D(M!))1+�;1 :

�

Lemme 3.5.2 ([31]) Sous les hypothèses (3.5.1)-(3.5.2), l�hypothèse (3.5.3) est équivalente
à(
(�B � (B2 � A!)

1
2 )(B � (B2 � A!)

1
2 � I)�1 (X;D (B2 � A!)) �

2
;1 � (X;D (B2 � A!)) �

2
;1 ;

(B � (B2 � A!)
1
2 )(�B � (B2 � A!)

1
2 � I)�1 (X;D (B2 � A!)) �

2
;1 � (X;D (B2 � A!)) �

2
;1 :

(3.5.8)

Preuve. Tout d�abord, grâce à la propriété de réitération et suite à (i) de (3.5.2), on a�
X;D

�
B2 � A!

��
�
2
;1 = (X;D(

�
B2 � A!

� 1
2 ))�;1 = (X;D(�B �

�
B2 � A!

� 1
2 ))�;1:

On suppose (3.5.3). Alors pour ' 2 (X;D (B2 � A!)) �
2
;1 = (X;D(B � (B2 � A!)

1
2 � I))�;1;

on a
(B �

�
B2 � A!

� 1
2 � I)�1' :=  2 (X;D(B �

�
B2 � A!

� 1
2 � I))1+�;1;

donc  2 D(B � (B2 � A!)
1
2 ) et

(B �
�
B2 � A!

� 1
2 � I) 2 (X;D(B �

�
B2 � A!

� 1
2 � I))�;1 = (X;D(B �

�
B2 � A!

� 1
2 ))�;1:

Or  2 (X;D(B � (B2 � A!)
1
2 ))�;1 alors, en faisant la somme, on obtient

(B �
�
B2 � A!

� 1
2 ) 2 (X;D(B �

�
B2 � A!

� 1
2 ))�;1;

c�est-à-dire

 2 (X;D(B �
�
B2 � A!

� 1
2 ))1+�;1 = (X;D(�B �

�
B2 � A!

� 1
2 ))1+�;1;
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par (3.5.3), donc,

(�B �
�
B2 � A!

� 1
2 )(B �

�
B2 � A!

� 1
2 � I)�1' 2 (X;D(�B �

�
B2 � A!

� 1
2 ))�;1;

et
(X;D(�B �

�
B2 � A!

� 1
2 ))�;1 =

�
X;D

�
B2 � A!

��
�
2
;1 ;

ce qui prouve la première ligne.
En échangeant les rôles de B� (B2 � A!)

1
2 et �B� (B2 � A!)

1
2 ; on obtient la seconde ligne.

Inversement, on suppose (3.5.8). Alors, pour ' 2 (X;D(B � (B2 � A!)
1
2 ))1+�;1; on a

(B �
�
B2 � A!

� 1
2 � I)' 2 (X;D(B �

�
B2 � A!

� 1
2 ))�;1 =

�
X;D

�
B2 � A!

��
�
2
;1 ;

donc, par (3.5.8), on obtient

(�B�
�
B2 � A!

� 1
2 )(B�

�
B2 � A!

� 1
2 �I)�1(B�

�
B2 � A!

� 1
2 �I)' 2

�
X;D

�
B2 � A!

��
�
2
;1 ;

ainsi

(�B �
�
B2 � A!

� 1
2 )' 2

�
X;D

�
B2 � A!

��
�
2
;1 = (X;D(�B �

�
B2 � A!

� 1
2 ))�;1;

d�où
' 2 (X;D(�B �

�
B2 � A!

� 1
2 ))1+�;1:

De la même manière si ' 2 (X;D(�B � (B2 � A!)
1
2 ))1+�;1; alors

' 2 (X;D(B �
�
B2 � A!

� 1
2 ))1+�;1:

�
On introduit, pour ! > !0; l�espace C�A;B;! ([0; 1] ;X) des fonctions v de C

� ([0; 1] ;X) telles
que8<: B(B � (B2 � A!)

1
2 � I)�1[B; (B2 � A!)

1
2 ] (B2 � A!)

�1
v (0) 2 (X;D (B2 � A!)) �

2
;1 ;

B(�B � (B2 � A!)
1
2 � I)�1[B; (B2 � A!)

1
2 ] (B2 � A!)

�1
v (1) 2 (X;D (B2 � A!)) �

2
;1 :

Alors, il est clair que
C�A;B;! ([0; 1] ;X) = C�L! ;M!

([0; 1] ;X) ;

est un espace de Banach complexe.
D�après les Lemmes 2.8.1, 2.8.2 et 3.5.1, il est clair que les hypothèses (3.5.1)�(3.5.7) im-
pliquent (3.2.1)�(3.2.10).
On applique alors le Théorème 3.4.1.
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Résultat principal

Théorème 3.5.1 On suppose (3.5.1)�(3.5.7) et soit � 2]0; 1[. Alors, il existe !� > !0 tel
que pour tout ! > !�, les assertions suivantes sont équivalentes

1. Le problème (3.1.1) admet une unique solution classique u satisfaisant8>><>>:
u 2 C2([0; 1] ;X) \ C([0; 1] ;D(A));
u0 2 C([0; 1] ;D(B));
8x 2 [0; 1] ; u(x) 2 D(B2 � A);

8x 2 [0; 1] ; u0(x) 2 D((B2 � A)
1
2 );

et la propriété de régularité maximale�
u00; Bu0; A!u; B

2u 2 C�([0; 1] ;X);
(B2 � A!)u 2 C�A;B;!([0; 1] ;X):

2. f 2 C�([0; 1] ;X); ��1! d0 2 D(A!); u1 2 D(A!) et�
�B � (B2 � A!)

1
2 � I

�
(B2 � A!)

1
2��1! d0 + (B

2 � A!)
1
2

�
B � (B2 � A!)

1
2 � I

��1
f(0);�

B � (B2 � A!)
1
2

�
(B2 � A!)

1
2u1 + (B

2 � A!)
1
2

�
�B � (B2 � A!)

1
2 � I

��1
f(1);

B
�
B � (B2 � A!)

1
2 � I

��1 h
B; (B2 � A!)

1
2

i
��1! d0;

B
�
�B � (B2 � A!)

1
2 � I

��1 h
B; (B2 � A!)

1
2

i
u1;

appartiennent à (X;D(B2 � A!)) �
2
;1.

3.6 Exemple

Soit X = L2 (R) : On dé�nit les opérateurs L!;M! et H comme suit�
D(L!) = D(M!) = H2 (R) ;
L!'(y) = '00(y) + a(y)'0(y)� !�'(y); M!' (y) = '00(y)� !�'(y);

et �
D(H) = H4 (R) ;
H'(y) = '(4)(y);

avec
� > 0; ! > 0; a 2 C2b (R) ; a 6= 0:

On va montrer que les opérateurs L!;M! et H véri�ent les hypothèses (3.2.1)�(3.2.8).
D�après l�exemple (2.9) du Chapitre 2, les hypothèses (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3), (3.2.4) et (3.2.8)
sont véri�ées et on a8<:

D(M!L!) = H4 (R)
(M!L!)' (y) = '(4) (y) + a (y)'(3) (y) + (2a0 (y)� 2!�)'00 (y)
+ (a00 (y)� !�a (y))'0 (y) + !2�' (y) ; y 2 R;
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et 8<:
D(L!M!) = H4 (R)
(L!M!)' (y) = '(4) (y) + a (y)'(3) (y)� 2!�'00 (y)
�!�a(y)'0 (y) + !2�' (y) ; y 2 R:

donc
D(L!M!) = D(M!L!) = H4 (R)

et d�après la Remarque 3.2.4, on a l�hypothèse (3.2.5) est véri�ée.
Reste à véri�er les hypothèses (3.2.6) et (3.2.7).
- Véri�cation l�hypothèse (3.2.6) ; pour montrer l�inversibilité de �!. On a�

D(M! �H) = H2 (R) ;
(M! �H)'(y) = '00(y)� !�'(y)� '(4)(y) =  (y).

En utilisant la transformation de Fourier, on résout l�équation

(M! �H)'(y) = '00(y)� !�'(y)� '(4)(y) =  (y) où  2 L2 (R) :

On va montrer que M! �H est un isomorphisme de H2 (R) dans L2 (R).
Soit ' 2 H2 (R) alors

(M! �H)' = '00 � !�'� '(4) 2 L2 (R) ;

d�où M! �H est bien dé�ni. Il est fermé à domaine dense. On résout l�équation

'00(y)� !�'(y)� '(4)(y) =  (y);  2 L2 (R) ;

par la transformation de Fourier on a

(2i��)2 b'(�)� !�b'(�)� (2i��)4 b'(�) = b (�);
d�où b'(�) = � b (�)

4�2�2 + !� + 16�4�4
;

on a bien b' 2 L2 (R). D�où
'(:) = �F

 b (�)
4�2�2 + !� + 16�4�4

!
(:):

Dire que ' 2 H2 (R) équivaut à montrer que�
16�4�4 + 1

�\F (b') 2 L2 (R) ;
or

�
16�4�4 + 1

�\F (b')(�) = �16�4�4 + 1� b (�)
4�2�2 + !� + 16�4�4

=

�
16�4�4 + 1

� b (�)
4�2�2 + !� + 16�4�4

;
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et la fonction

� 7!
�
16�4�4 + 1

�
4�2�2 + !� + 16�4�4

;

est bornée, d�où le résultat. On en déduit que

�
(M! �H)�1  

�
(y) = �F

 b (�)
4�2�2 + !� + 16�4�4

!
(y)

= �
Z
R

e2i�y� b (�)�
!� + 4�2�2 + 16�4�4

�d�;
donc

�! = (M! �H) + eL!eM! (L! +H)

=
�
I + eL!eM! (L! +H) (M! �H)�1

�
(M! �H)

et

(L! +H)
�
(M! �H)�1  

�
(y)

= L!
�
(M! �H)�1  

�
(y) +H

�
(M! �H)�1  

�
(y)

=

Z
R

4�2�2e2i�y� b (�)�
!� + 4�2�2 + 16�4�4

�d� � a(y)

Z
R

2i��e2i�y� b (�)�
!� + 4�2�2 + 16�4�4

�d�
+!�

Z
R

e2i�y� b (�)�
!� + 4�2�2 + 16�4�4

�d� � Z
R

16�4�4e2i�y� b (�)�
!� + 4�2�2 + 16�4�4

�d�;
alors 

(L! +H)

�
(M! �H)�1  

�


L2(R) 6 C




b 



L2(R)

+ C!�



b 




L2(R)

= C (1 + !�) k kL2(R) ;
et 

eL!eM! (L! +H) (M! �H)�1  



 6 C (1 + !�)


eL!



eM!



 k kL2(R)
6 C

!2�
(1 + !�) k kL2(R) :

Donc, pour ! assez grand, on déduit �! est inversible.
- Pour l�hypothèse (3.2.7),

8� 2 D(L!);��1! � 2 D((L+M)2); (L! +M!)
2 ��1! � 2 (X;D(L))�;1 :

On a

D((L! +M!)
3)

=
�
' 2 D(L! +M!) et (L! +M!)' 2 D((L! +M!)

2) = H4 (R)
	

=
�
' 2 H2 (R) et 2'00 (y) + a (y)'0 (y)� 2!�' (y) 2 H4 (R)

	
= H6 (R) :
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Si on pose ��1! ' =  c�est-à-dire

' = �! 

=
�
(M! �H) + eL!eM!(L! +H)

�
 :

Notons que
��1! ' 2 D(L!) \D(M!) \D(H) = D(H) = H4 (R) ;

c�est-à dire
 2 H4 (R) :

Puisque on a eL!� 2 D(L!) = H2 (R) ;
alors

' =
�
(M! �H) + eL!eM!(L! +H)

�
 2 D(H) = H4 (R) ;

implique (M! �H) 2 H2 (R) ;
donc

 00 � !� �  (4) 2 H2 (R) ;

d�où,
��1! ' =  2 H6 (R) = D((L! +M!)

3);

donc
(L! +M!)

2��1! ' 2 D((L! +M!)) = D(L!) � (X;D(L!))�;1 ;
Toutes les hypothèses sont véri�ées, donc on peut appliquer le Théorème 3.4.1 sur le problème
concret 8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

@2u

@x2
(x; y) + a(y)

@2u

@y@x
(x; y)� @4u

@y4
(x; y)� a(y)

@3u

@y3
(x; y)

�a0(y)@
2u

@y2
(x; y)� 1

2
a00(y)

@u

@y
(x; y) + !�a(y)

@u

@y
(x; y)

+2!�
@2u

@y2
(x; y)� !2�u(x; y) = f(x; y); x 2 [0; 1] ; y 2 R;

@u

@x
(0; y)� @4u

@y4
(0; y) = d0; y 2 R;

u(1; y) = u1; y 2 R:

(3.6.1)

Lemme 3.6.1 Soit � 2]0; 1[: Alors, on a d�après [21],

(X;D(L!))�;1 =
�
L2 (R) ; H2 (R)

�
�;1

= B
2(1��)
2;1 (R) :
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Perspectives
On donne ici une liste (non exhaustive) des principales perspectives de recherche qui appa-
raissent à l�issue de cette thèse :

1. On peut reprendre les mêmes équations dans les cadre commutatif et non commutatif
avec des conditions aux limites de type Robin8<:

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x) = f(x); x 2 (0; 1) ;
�u0(0)�Hu(0) = d0;
�u0(1) + hu(1) = d1:

où � et � sont deux constantes données, H et h sont deux opérateurs linéaires sur X:
On étudiera l�équation associée avec les opérateurs L! etM!. On peut même envisager
le cas où � et � sont remplacés par des opérateurs linéaires.

2. On peut étudier ces équations sur la droite réelle, dans le cas où A et B sont des
opérateurs variables, c�est-à-dire l�équation

u00(x) + 2B (x)u0(x) + A (x)u(x) = f(x); x 2 R:

Il est intéressant de noter que pour étudier l�équation associée on pourra introduire les
opérateurs L! et M!, dé�nis par�

L! (x) := B (x)� (B2 (x)� A (x))
1
2 ;

M! (x) := �B (x)� (B2 (x)� A (x))
1
2 :

3. On peut étudier aussi cette même équation, mais dans un intervalle borné

u00(x) + 2B (x)u0(x) + A (x)u(x) = f(x); x 2 (0; 1) ;

avec des conditions de Robin de la forme

u0(0)�Hu(0) = d0; u(1) = u1:

Ces études devront être faites dans les deux cadres fonctionnels (fondamentalement di¤é-
rents), Lp(0; 1;X); 1 < p <1 et C� ([0; 1];X) ; 0 < � < 1.
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Résumé

Ce travail est consacré à l�étude de l�équation di¤érentielle opérationnelle complète de type
elliptique, dans le cadre non commutatif, suivante

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x)� !u (x) = f(x); x 2 (0; 1) ; (1)

sous les conditions aux limites de type Robin généralisé�
u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1;

(2)

avec A; B et H sont des opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach X, u1; d0 2 X:
L�étude est faite dans deux cadres fonctionnels distincts : cadre C� ([0; 1] ; X) avec 0 < � < 1
et cadre Lp (0; 1;X) avec 1 < p <1.
On s�intéresse à l�existence, l�unicité et la régularité maximale d�une solution classique du
problème (1)-(2).
Mots clés : Equations di¤érentielles abstraites du second ordre de type elliptique, cadre non
commutatif, semi-groupes analytiques, régularité maximale, espace UMD, espace de Hölder,
espaces d�interpolation.

Abstract

This work is devoted to the study of the following complete abstract di¤erential equations of
elliptic type in non-commutative framework,

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x)� !u (x) = f(x); x 2 (0; 1) ; (3)

with the abstract boundary conditions of Robin�s type�
u0(0)�Hu(0) = d0;
u(1) = u1;

(4)

where A; B and H are closed linear operators in a complex Banach space X, u1; d0 2 X.
The study is performed in two di¤erent frameworks : frame C� ([0; 1] ; X) with 0 < � < 1 and
frame Lp (0; 1;X) with 1 < p <1.
We will seek for existence, uniqueness and optimal regularity of the classical solution to
(3)-(4).
Keywords : second-order abstract elliptic di¤erential equations, non-commutative case, ana-
lytic semi-group, maximal regularity, UMD space, Hölder space, interpolation spaces.
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