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Introduction

0.1 Objectif principal de la thése

On considére, dans un espace de Banach complexe X, le probléme abstrait de type Robin gé-
néralisé gouverné par une équation différentielle opérationnelle d’ordre deux de type elliptique
dans un cadre non commutatif.

On entend ici par équations différentielles opérationnelles ou abstraites (en abrégé EDA), des
équations différentielles a coefficients opérateurs linéaires (en général non bornés) sur ’espace
X.

Le probléeme de Robin que 1’on se propose d’étudier ici, consiste en ’équation différentielle
u'(x) + 2B/ (z) + Au(z) — wu (x) = f(2), z € (0,1), (0.1.1)
sous les conditions aux limites de type Robin généralisé

EE

ou A, B et H sont des opérateurs linéaires fermés dans X, vérifiant certaines hypotheéses
qu’on précisera par la suite, dy, u; sont des éléments donnés dans l'espace X et w est un
parameétre spectral strictement positif. Notre étude se fera dans deux espaces de Banach,
lorsque le second membre f appartient a I'une des deux classes de géométrie différente

LP(0,1; X) avec 1 < p < o0,

et
C?(10,1]; X) avec 0 < 6 < 1.

S’inspirant des travaux de A. Favini, R. Labbas, S. Maingot and M. Meisner (voir [16], [17]),
on étudiera a la place de (0.1.1)-(0.1.2)), ’équation différentielle

1
u'(z) + (L, — M) u'(x) — 3 (ML, + L,M,)u(z) = f(x), re(0,1), (0.1.3)
avec les conditions aux limites
{ u'(0) — Hu(0) = do, (0.1.4)

ou les opérateurs M, et L, vérifient notamment

1
— = (MyLy + L,M,) C A—uwl.

{Lw—ch2B,
2

On pensera, en particulier, au cas ol

Ly=B— (B2~ A+wl)?, My=—-B— (B*— A+wl)?,



0.2 Apercgu historique 5

sous I'hypothése qui permet de définir (B? — A + wl )%, par exemple lorsque A —wI — B? est
elliptique au sens de Krein.

On s’intéressera a ’existence, I'unicité et la régularité maximale de la solution classique pour
le probleme ({0.1.3))-(0.1.4) sous des conditions nécessaires et suffisantes de compatibilité des
données dy, u; et f.

L’originalité de ce travail réside particulierement dans le fait que ’étude du probléme —
(0.1.4) est faite dans un cadre non commutatif. Plus précisément on supposera

M,L, # LM,

et on ne fera pas d’hypothése de commutativité entre L, et H ou entre M, et H.
On définira alors le commutateur de deux opérateurs P et () sur X par

{ D([P;Q]) = D(PQ) N D(QP),
[P; Q¢ = PQS — QPE, & € D([F;Q]).

Ce cadre non commutatif est décrit respectivement par les deux hypothéses essentielles
et . La premiére a été utilisée pour la premiere fois dans le travail [I6] , mais pour
I’équation avec des conditions aux limites de type de Dirichlet.

Ce commutateur exprime, dans un certain sens, que l'opérateur [M,,; L] est assez petit pour
w assez grand. La deuxiéme exprime le fait que 'inverse du "déterminant du probléme" est
régularisant dans un certain sens.

0.2 Apercu historique

0.2.1 Cadre commutatif

Dans une série d’articles, les auteurs Favini, Labbas, Maingot, Tanabe et Yagi (voir [18], [19]
et [20]) se sont intéressés a I’équation différentielle opérationnelle

u"(z) + 2B/ (x) + Au(z) = f(x), z € (0,1), (0.2.1)
sous des conditions aux limites de type Dirichlet
uw(0) = ug,  u(l) =wuy, (0.2.2)

ou A et B sont des opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach complexe X vérifiant
Dellipticité de Krein pour I'opérateur A — B? et certaines hypothéses de commutativité. Deux
cadres ont été développés: f € LP (0,1; X) avec 1 < p < ooet f € C?([0,1]; X) avec § €]0, 1[.
Par la suite, les auteurs Cheggag, Favini, Labbas, Maingot et Medeghri (voir [5], [6], [7] et
[8]), ont étudié I’équation (0.2.1]) mais cette fois-ci avec des conditions aux limites de type
Robin généralisé
"0)— H =d
{ w(0) — Hu(0) = do, (0.2.3)

u(1l) = uy,
ol H est un opérateur linéaire fermé sur X.
Ici aussi, I'étude a été réalisée dans les espaces LP (0,1;X), 1 < p < oo et C?([0,1]; X)
avec 6 €]0,1[. Les auteurs ont considéré les cas ou B génére un groupe fortement continu

1 1
sur X et celui on L:= B — (B?>— A)2 et M := —B — (B% — A)? générent des semi-groupes
analytiques sur X, commutent entre eux et leurs résolvantes commutent avec H.
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0.2.2 Cadre non commutatif

Dans les deux articles [16], [17], les auteurs A. Favini, R. Labbas, S. Maingot et M. Meisner
ont étudié les deux problémes

u"(z) + 2Bu' (z) + Au(z) — wu(z) = f(z), z € R,

{ u'(x) + 2Bu/(z) + Au(z) — wu(z) = f(z), z € (0,1),
w(0) =up,  u(l) = u.

Pour cela, ils les ont réécrit sous forme
1
W)+ (L = M) () 7 (Lo = M) = (L + M) ule) = f(@), 2 €R
et

{ (@) + (Lo = M) () + 5 (B = ML = (L + M) ula) = £(2), 7 € (0,1),
w(0) =ug,  u(l) = uy,

avec LM, # M,L,, les opérateurs L, M, vérifiant, entre autres,

{LW—MMCZB

i ((Lw - Mw>2 - (Lw + Mw)2) CA- WL

et une hypothése sur le commutateur décrite dans (0.4.9)).

0.3 Outils et méthodes de travail

Cette these utilise beaucoup d’outils d’analyse fonctionnelle, en particulier la théorie des
semi-groupes, les puissances fractionnaires d’opérateurs, la théorie de l'interpolation et le
calcul fonctionnel de Dunford.

Les techniques utilisées s’inspirent de beaucoup de travaux ayant trait a I’étude des équations
différentielles opérationnelles posées dans des espaces de Banach. On cite, a titre indicatif,
les travaux récents développés dans [5], [6], []], [16] et [17].

0.4 Description des chapitres et résultats principaux

Cette thése comporte trois chapitres.
Le premier chapitre est consacré a des rappels d’usage sur les outils mathématiques utilisés
dans ce mémoire tels que :

1. les opérateurs linéaires fermés,
2. les espaces de Sobolev,

3. les espaces de Holder,
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4. les espaces d’interpolation

5. la théorie des semi-groupes, etc....

Le deuxiéme chapitre contient deux études :

1) La premiére a fait objet d'un article [9] et concerne le probléeme (0.1.3)-(0.1.4) dans le
cadre LP (0,1; X), 1 < p < 4o00. Cette partie comporte quatre étapes :

La premiere est consacrée a la construction d’'une formule de représentation de la solution
grace a un raisonnement heuristique : en supposant l'existence d’une solution vérifiant la
régularité optimale, on déduit une équation intégrale qu’on inverse pour avoir la formule de
représentation.

La deuxiéme étape concerne la régularité maximale de la formule de représentation trouvée
ainsi que l'unicité de la solution du probléeme.

La troisiéme étape est une comparaison entre notre travail et celui du cas commutatif traité
dans le récent papier [§].

Finalement, dans la quatriéme étape, on donne un exemple concret en équations aux dérivées

partielles illustrant notre probléme (0.1.3))-(0.1.4)).

Plus précisément, on suppose que
X est un espace UM D, (0.4.1)
et qu’il existe un réel positif fixé wy tel que

3Cy > 0 : Vw > wy, )0, +00[C p (Ly) N p (M),

ker(L,) = ker (M,) = {0}, Im(L,) = Im(M,) = X, (0.4.2)
sup [|A (L, — AT < Co,sup ||A (M, = AD) 7Y (5 < Co,

A>0 A>0

>_1H£(X) |L(X)

HQL,HM G]O, %[, 4C' > 1,YVw > wy, Vs € R.

(=Lo)", (=M)" € LX)y (0.4.3)

l=ra®|| < oo, =y < ot

L(X) L(X)
D(L.) = D(M.), (0.4.4)
D((Ly + M,)?) € D((M,, — Ly,)?), (0.4.5)
L, + M, est inversible dans £(X), (0.4.6)
Yw > wo, Ay, = (M, — H) + e*eM (L, + H) est inversible dans £(X), (0.4.7)
et

Yw > wo, Y€ € D(Ly), AS'€ € D((L, + M,)?). (0.4.8)

On fera I’hypothése de non commutativité suivante
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ou Cr, a, est le commutateur donné par

Crons, = (MyL,— LoM,) (L, + M,)>
== [Mwa Lw] (Lw + Mw)_2 3

avec
X : [wo, +oo[— R et lim y (w) = 0.

w——+00

On verra que dans de nombreux cas concrets, pour o > 0, on a

X(W):O(i)-

Pour avoir une représentation de la solution, on utilise celle du cas commutatif (voir Cheggag

et al. dans [§], p. 63). On suppose qu’il existe une solution u au probléme (0.1.3))-(0.1.4) et
on remplace la fonction f dans la solution du cas commutatif par

1
' + (L, — M) u' — 5 (ML, + L,M,)u.

En effectuant des intégrations par parties, on obtient une équation intégrale vérifiée par
v := (L, + M,)” u écrite sous la forme

v+ R, (v) = F,(f) + Ty,

ou R, est un opérateur dépendant du commutateur Cy, », et I',, dépend des données dj et
u1. On déduit, pour w assez grand, la représentation suivante :

u= (Lo + M) {(I+R)™ (Fu (f) +Tu)}
Le résultat principal obtenu dans ce chapitre est le suivant

Théoréme 0.4.1 On suppose ~(04-9). Soit f € LP(0,1;X), 1 < p < oo. Alors, il
existe w* > wq tel que pour tout w > w*, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le probleme (0.1.5)- admet une unique solution classique u c’est-a-dire

0 €W (0,100 12 0,1:D (LM) 1 D (ML),
u e LP (0, 1; D (Lw - Mw)) )

u(0) € D (H) et u vérifiant le probléeme (0.1.5)- .
2.
uy, A dy € (X, D ((Lw + M.,)%)), .

2p P

Pour plus de commodité, on notera
A, =A—wl.

2) La deuxiéme étude concerne le probléme ((0.1.1])-(0.1.2)) dans le cadre L? (0,1; X), 1 < p <
+00.
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On suppose qu’il existe un réel positif fixé wq tel que les opérateurs A, et B vérifient
B? — A, est un opérateur linéaire fermé dans X, R~ C p(B? — A,,),
_ C
3C > 0, YA <0, H(B2 A, 7Y < , (0.4.10)
e A+ 1
D ( B2 A %) D(B
( 2)?) € DB, (0.4.11)
D(B? - A,) C D((B?> - A,)2B),
Y > wo, H [B; (B? - Aw)%] (B =47, <x(e), (0.4.12)
X
ou
X : |wo, +oo[— RT avec lim x (w) = 0. (0.4.13)
On suppose que les opérateurs
L,:=B— (B*- A,)?,
M, :=—-B—(B2—A,)z,
vérifient, pour tout w > wy, les hypothéses suivantes
10, +00[C p (Le) N p (M),
ker(Ly,) = ker (M,,) = {0} Im(Ly) = Im(M.,) = X, 1 (0.4.14)
3Co > 0,5up [[A (L = AD) 7|y < Cosup [[A (M, o) < Co:
Vs € R, (L))", (—M,)" € L(X);
301,00 6] %[, 1C' > 1,Vs € R, (0415)
H(_ < 060L|5 , ‘(_Mw)is < CeGM\s\’
L(X)
I'opérateur
A, = (M, — H) +eeM (L, + H) est inversible dans £(X), (0.4.16)
et
V¢ € D(Ly), AJ€ € D((Ly, + M,)?). (0.4.17)

On obtient alors le résultat optimal suivant :

Théoréme 0.4.2 On suppose (0.4.10)~(0.4.17). Soit f € LP(0,1; X), 1 < p < oo. Alors, il
existe w* = wq tel que pour tout w > w*, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le probléme -(0.1.9) admet une unique solution classique u c’est-a-dire

w € W2 (0,1, X) 1 170,15 D (AL)),
u € LP (O, ;D (B)) J

u(0) € D(H) et u vérifiant le probléme -(0.1.9) ;
2.
ul,A;1d0 S (X,D((Bz — A)))lfip .

2p”
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Le troisiéme chapitre, comporte deux études :

1) la premiére concerne le probleme (0.1.3)-(0.1.4) dans le cadre holdérien C? ([0, 1]; X) avec
0 < 6 < 1. On étudie la régularité et la regularlte maximale de la représentation de la solution
trouvée dans le cadre LP du probleme (0.1.3)-(0.1.4). On donnera par la suite un exemple
concret lié aux équations aux dérivées partlelles

Les hypothéses considérées dans cette partie sont les suivantes :

Il existe un réel positif fixé wy tel que, pour tout w > wq, on suppose

36 >0, 3C >0: S(;Cp( w) s Sng(M)

2 = =0 ey < T 0L = 2Dy < 50 2 € S5 0419

ou S5 :={z € C\{0} : |arg 2| < Z + ¢},
D(L,,) = D(M,,), (0.4.19)
D((L,, + M,)*) € D((M,, — L,)?), (0.4.20)
L, + M, est inversible dans £(X), (0.4.21)
(X, D(Lu)) 140,00 = (X, D(Mos))1 1,00 » (0.4.22)
A, = (M, — H) + e*eM (L, + H) est inversible dans £(X), (0.4.23)
Ve € D(L,), AS'€ € D(Ly, + M,)?), (Lu+ M) A6 € (X, D(Ly))go . (0.4.24)

et I’hypothése de non commutativité

Yw = wy, ||CLw,Mw||g(X) <x (W) (0.4.25)

ou Cr, a, est le commutateur défini par

CLW,MW == (MwLw - Lwa) (Lw + Mw)72
= [Mwa Lw] (Lw + Mw>_2 5

et
X : [wo, +00[— R avec lim x (w) = 0.

w——400

Dans ce cas, on obtient une équation intégrale vérifiée par v := (L, + M,)" u et écrite sous
la forme

v+ R,(v) = F,(f) + Sw,

ou R, dépend de Cp a, et S, dépend des données dy, u;. Pour résoudre cette équation
intégrale, on se place dans I’espace de Banach complexe :

C7., ([0,1]; X)
={veC?(0,1;X): (Ly,— M) (L,—1)""Cy

.M,0(0) € (X, D(Ly,))
(Lo — M) (M, — 1) ™ Cpar,v(1) € (X, D(Lo))g o0 }-

0,00
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On déduit alors, pour w assez grand, la représentation suivante :
u= (Lo + M) {(I+Ro) ™ (Fu(f) + S} -

L’étude de cette représentation permet d’obtenir un résultat d’existence, d’unicité et de
régularité maximale de la solution dans le cas ou le second membre est dans un espace
holdérien.

On obtient alors le résultat optimal suivant

Théoréme 0.4.3 On suppose ((0.4.18)~(0.4.25) et soit 0 €]0,1]. Alors, il existe w* > wy tel
que pour tout w > w*, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléeme (0.1.5)- admet une unique solution classique u satisfaisant

u”, (Ly — M), (LM, + M,L,)u € C°([0,1] ; X),
(Lw + Mw)2 u € ng,Mw([Q 1] §X);

2. feC(0,1]; X) et

(

AS'dg,uy € D(L,M,,) N D(M,L,)
(M, —I) (Ly, + M) A dy + (L + M) (L — I)7' £(0) € (X, D (L))
Luy (L 4 M) uy + (Lo + M) (My — 1) f(1) € (X, D (L)) o0 »

(Ly — M) (Ly — 1) Opyar, (L + M) ASNdy € (X, D(L))
(Lo, — M) (M, — 1) Cpy g, (L + M) uy € (X, D(Ly))

0,00

6,00

\ 0,00 *

2) La deuxiéme étude concerne le probléme ((0.1.1))-(0.1.2) dans le cadre holdérien C? ([0, 1] ; X)
avec 0 < 0 < 1.

On suppose qu’il existe un réel positif fixé wq tel que les opérateurs A et B vérifient

B? — A, est un opérateur linéaire fermé dans X, R~ C p(B? — Ay,),

A L o
{ D<(BQ_A”)%> c D(B), (0.4.27)

D(B?— A,) C D((B*— A,)3DB), a
(X, D(B — (B? - Aw)%)>1+9m - (X, D(-B — (B* - Aw)%>) o’ (0.4.28)
Ve > wo, H [B; (B? - Aw)%] (B? - Aw)‘lHE(X) <x (W), (0.4.29)

ou

X: [wo, +oo[— RY avec lirf X (w) = 0.

On suppose que les opérateurs

L,:=B— (B*— A,)?,
M, :=—B—(B2— A,)2

Y
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vérifient les hypothéses suivantes

36 >0, 3C > 0: Vw > wy, 55Cp( w) S5 C p(M,),

(Lo = D) o < % 104 = 2D, < % e, (0.4.30)
ou S5 :={z € C\ {0} : |arg 2| < T +§}.
Pour tout w > wy, 'opérateur
A, = (M, — H) + e*eM (L, + H) est inversible dans £(X), (0.4.31)
et
Ve € D(Ly), AJ'¢ € D((Ly, + M,)*) et (Lo, + M)? A6 € (X, D(Ly))po - (0.4.32)

Le résultat principal de cette partie est le suivant

Théoréme 0.4.4 On suppose (0.4.26)~(0.4.33) et soit 6 €0, 1]. Alors, il existe w* > wy tel
que pour tout w > w*, les assertions suivantes sont équivalentes

1. Le probléme -(0.1:2) admet une unique solution u satisfaisant

u € C%([0,1]; X) N C([0,1]; D(A)),
u' € C([0,1]; D(B)),
Vo € [0,1],u(z) € D(B* — A),

Vo € [0,1],u/(x) € D((B - A)*),
et la propriété de régularité mazximale

u", Bu', Au, B*u e C%([0,1];X),
(B? = Au)u € CY p,(0,1]; X).

2. feC%0,1];X), Ajtdy € D(AL), uy € D(A,) et

(=B = (B = Au)* = 1) (B* = A3, o + (B2 = A} (B — (B2 = A): = 1) [(0),
(B (B2~ A1) (B2 — Abu + (B2~ A0} (~B— (B~ A)F — 1) J(),

B(B - (B - A" - I)_l B; (B = A)*| AL do.

B(-B— (B~ A):—1) |Bi(B*~ A w,

appartiennent o (X, D(B? — A,))

6 .
2/



Chapitre 1

Rappels

1.1 Opérateurs linéaires

Dans tout ce qui suit, (X, ||| ) est un espace de Banach complexe.

1.1.1 Opérateurs fermés et opérateurs fermables

On rappelle ci-dessous quelques définitions de base.
Soit A est un opérateur linéaire sur X de domaine D(A) C X.

Définition 1.1.1

1. On dit que A est o domaine dense (ou densément défini) si D(A) = X, i.e. si pour

tout x € X, il existe une suite (), d’éléments de D(A) telle que x = liril Ty,

2. On appelle noyau de A le sous-espace de X, noté ker (A), défini par :
ker (A) = {z € D(A) : Az =0}.
3. On appelle graphe de A le sous espace de X x X, noté G (A), défini par :
G(A)={(z,Az) e X x X :x € D(A)}.

4. A est dit borné si

D(A) =X et sup ||Azx|y < +o0,
[[=]I<1

et on écrit A € L(X).

5. A est dit fermé si et seulement si pour toute suite (z,,), C D (A) telle que

AT = aeD(4),
lim Ax, = v, Ax =y.

n—oo

6. A est dit fermé si G (A) est un fermé de X x X.
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7. A est dit fermable s’il existe A, un opérateur linéaire sur X, tel que
G (A) =G (4),

dans ce cas A est uniquement déterminé, c’est un opérateur fermé appelé la fermeture

de A.

Si A et B sont deuz opérateurs linéaires dans X, de domaines respectifs D(A) et D(B),
on écrira A C B pour signifier que B est un prolongement de A, c’est-a-dire

D(A) C D(B) et Bx = Az si x € D(A).

Noter que si A est fermable, A est la plus petite extension fermée de A (inclusion des
domaines).

8. Si A est injectif, on peut définir linverse de A, noté A~!, par

Al AD(A) —  D(A)

22, (1.1.1)

9. A étant un opérateur linéaire fermé sur X, on définit ’ensemble résolvant p(A) de
A par
p(A)={XeC:(\[-A)" € LX)},
et le spectre de A par
o (A) = C\p(A).

Définition 1.1.2 Soient A : D(A) C X — X et B : D(B) C X — X deux opérateurs
linéaires. On peut définir l'opérateur BA :

D(BA)={x € D(A): Ax € D(B)}
{ (BA)z = B(Az), x € D(BA).

On définit, pour tout n € N, A™ la n-iéme puissance de A, par :

D(A%) = X et A° =1,
D(AY) = D (A) et A' = A,
Vn > 2,D(A") = {x € D(A"): A"z € D(A)} et A" = AA™ .

Proposition 1.1.1 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. Alors l’application

R: p(4) — L(X)
A — Ry(A)=A-X)"

est analytique sur p (A).

Proposition 1.1.2 Soit A: D (A) C X — X un opérateur linéaire.

1. Si A est un opérateur fermé, alors pour tout B € L(X), l'opérateur
A+B:DA)CX —-X

est fermé.
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2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A=1 est fermé.

3. Si A est un opérateur fermé o valeurs dans X et D(A) est fermé dans X alors A est
continu de D(A) dans X .

4. St A est un opérateur continu de D(A) dans X alors A est fermé si et seulement si
son domaine est fermé.

5. Sip(A) £ @ alors A est fermé.

Preuve
— Soient (,),.y C D(A+ B) = D(A) et z,y € X tels que

limz, =z et lim (A+ B)x, =y.

n—oo n—oo

Comme B € L(X) alors lim Bx,, = Bz et donc lim Ax,, = y — Buz.

n—oo n—oo

Puisque A est fermé alors
x€ D(A)=D(A+ B) et Av =y — Bux,

i.e (A+ B)x = Az + Bz =y et donc A + B est un opérateur fermé.

— Pour la deuxiéme assertion, on utilise la définition de la fermeture d’un opérateur et
(Pour plus de détails, voir [25]).

— Pour la troisieme et la quatriéme assertion, vu que 'opérateur A est fermé alors, il en est
de méme pour son graphe G (A) et donc il suffit d’appliquer le théoréme du graphe fermé.

— Soient (,),cy C D(A) et z,y € X tels que lim x, = x et lim Az, =y et montrons que

x€ D(A) et Ax =y.
Comme p(A) # @ alors il existe Ay € p(A) tel que (A — Xo)™" € L(X) d’on

Ty, = (A - )\0])_1 (A — )\0[) Tn
= (A= XD) " Az — N (A= NI)

on obtient donc

limz, = lim ((A—XI) ™ Az, — Ao (A= AoT) ' 2,)

n—oo n—oo

= lim (A — X)) " Az, — lim Ao (A — XoI) "z,

= (A= XD) Ty =X (A= XI) "z
= (A- /\01)71 (y — Aow),

vu 'unicité et puisque, pour tout £ € X, (A — )\OI)_lé‘ € D (A), on déduit

lim z, = (A — NI) ™ (y — Moz) = 2 € D(A),

n—0o0

d’ou
y—Xox = (A—Xl)x= Az — Moz,

c’est-a-dire y = Ax et donc A est un opérateur fermé.
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Proposition 1.1.3 Si A :D (A) C X — X est un opérateur linéaire fermé et D(A) est muni
de la norme du graphe ||-|| p 4, définie par

Vo € D(A), [ellpay = [A¢llx + llellx
alors <D (A), H.||D(A)) est un espace de Banach.

La proposition suivante est un résultat qui sera beaucoup utilisé dans les chapitres suivants
pour justifier que certains opérateurs utilisés sont bornés.

Proposition 1.1.4 Soient B € L(X) et A : D(A) C X — X un opérateur linéaire fermé
tels que Im (B) C D(A). Alors AB € L(X).

Preuve. Il est clair que AB est défini sur X. Soit (), une suite d’éléments de X telle
que
(AB) x,, — y dans X.

Alors comme Im (B) C D(A). (Bw,),,5, est une suite d’éléments de D(A) et comme B €
L(X) on a

{ r, — x dans X,

Bx, — Bx dans X,
A(Bzx,) — y dans X.

A étant fermé on a Bx € D(A) et A(Bz) = y. Ainsi © € D(AB) et (AB)x = y. AB est
donc un opérateur fermé et défini sur X. D’aprés la Proposition point 3., on obtient
AB borné sur X, i.e. AB € L(X). O

1.1.2 Opérateur sectoriel

Il est important de préciser qu’il existe de nombreuses définitions équivalentes pour les opé-
rateurs sectoriels. On utilisera ici celle donnée dans Haase [24], page 19.

Soit ¢ € [0, 7|, on définit le secteur S, du plan complexe par

g _ { {z € C*: |arg (2)| < ¢} si ¢ €]0, 7],
P 10,00] si ¢ = 0.

Définition 1.1.3 Un opérateur A est dit sectoriel d’angle ¢, si les deux conditions suivantes
sont vérifiées
1. 0 (A) C Sy,
2. Yo €lp,w], M (A, @) == sup |[A(A— )~
\ESS

7]

1HL(X) < 0.

On note sect(¢p) l’ensemble des opérateurs linéaires sur X qui sont sectoriels d’angle ¢.
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1.2 Espaces fonctionnels

1.2.1 Les espaces de Holder

Comme il a été énoncé en introduction, on va travailler dans les espaces de Holder C? ([0, 1] ; X)
pour 0 < 6 < 1.

Définition 1.2.1 Soient X un espace de Banach complexe et C ([0,1]; X) l’espace de Banach
des fonctions continues sur [0,1] & valeurs dans X muni de la norme

= t
”fHC(X) tlél[g,)f] 1f (D)l x

L’ensemble des fonctions 0-holdériennes de [0, 1] dans X est défini par

C’O([O,l];X):{fEC’([O,l];X)/ sup Hf(lf)—f(:)ﬂx <—i—oo}.
t—s£05t,5€[0,1] |t — s
Proposition 1.2.1 Soit 0 €]0, 1[. Alors
C?([0,1];X) € C ([0,1]; X).

Proposition 1.2.2 C?([0,1]; X) avec 0 €]0,1[ est un espace de Banach muni de la norme
H'||C9([0,1];X) définie par

£ () = f(s)llx
f x = IIf xy T sup :
I ||c9([0,1]7x) | ||C([0,1],X) 5203t 0[O 1] It — s|9

1.2.2 Les espaces de Sobolev
Définition 1.2.2 Soient a < b finis ou infinis, k € N\ {0} et p € [1, +o0].
1. On définit pour p € [1,+o0]

b
LP ((a,b); X) = {f mesurable de (a,b) vers X avec / |f(2)]P dx < oo}
et pour p = 400
L7 ((a,b); X)

z€(a,b)

= {f mesurable de (a,b) vers X et 3C' > 0: sup |f(z)| < C p.p sur (a, b)} :
2. On définit les espaces de Sobolev

W ((a,0)5 X) = {f € 17 ((a,6): %), [/19 € L7 ((@,6)5 X) j = 0.1,k }

ou, pour j = 0,1,..... k, [f](j) est la dérivée j¥™° au sens des distributions de f et

(19 € LP ((a,b);: X) signifie qu'il existe g; € LP ((a,b) ; X) tel que [f]Y) = [g].
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Proposition 1.2.3 Soient a < b finis ou infinis, k € N~ {0} et p € [1,400].

1. L?((a,b); X) est un espace de Banach muni de la norme ||.|| 1y (o). x) définie par

S\ f @) de ) sip € [1,+o00l,

||f||Lp((a,b);X) = . .
inf {C tq |f(z)] < C p.p sur (a,b)} sip=-+oo.

2. WkP ((a,b); X) est un espace de Banach muni de la norme -l ((ap)x) définat par

k p

(Zjl LG
HfHka((a,b);X) -

()
ETAl

!

p € [1,+00],
Lp((a,m;)o) el ol
p

8t p = +00.
LP((a,b); X)

1.3 Calcul fonctionnel

1.3.1 Calcul fonctionnel de Dunford

Dans le cadre des opérateurs non bornés, on pourra consulter le livre de N. Dunford et J.
Schwartz [14] pour I’étude des premiers développements du calcul fonctionnel. Ici, on s’est
inspiré du livre de Haase [24].

Formule de Cauchy

Soient U un ouvert de C et H(U) l'espace des fonctions holomorphes de U dans C. Pour
f € H{U), K un compact & bord de U et z, a 'intérieur de K, la formule de Cauchy est
donnée comme suit

1 f\)
f(zO>—%/M_ZOdA,

ou I' est le bord positivement orienté de K.

Intégrale de Dunford-Riesz

Le calcul fonctionnel classique de Dunford-Riesz s’appuie sur la formule précédente pour
construire f(A) oi A est un opérateur linéaire borné et f est une fonction holomorphe.
Plus précisément, si A € L£(X) et si f est holomorphe sur un voisinage ouvert U de o (A)
(spectre de A) alors on définit I'intégrale de Dunford-Riesz par

FA) =5 [T OT- a7

ou I' est le bord positivement orienté d’un compact & bord K contenant o (A) et contenu
dans U.
L’application



1.3 Calcul fonctionnel 19

est un homomorphisme d’algebre qui vérifie entre autre

(z")(A) =A"sineN.
Sous certaines conditions, ce calcul fonctionnel peut étre étendu aux opérateurs sectoriels.
Calcul fonctionnel pour les opérateurs sectoriels

Définition 1.3.1 Soit ¢ €]0, x|
1. DR (S,) est l'espace des fonctions f de H(S,) qui sont bornées sur S, et vérifiant

3C >0, 3s>0/Vz € S,, |f(2)| < Cmin (|2]°,|2]77).

2. DRy (S,) est l'espace des fonctions f de H(S,) qui sont bornées sur S, qui admettent
un prolongement holomorphe sur un voisinage de 0 et qui vérifient

35 >0/ |f(2)| <O (|2]°) (quand |z| — +o0).
La notation DR est mise pour Dunford-Riesz.
On considere ici w €]0, 7] et A€Sect (w).

Définition 1.3.2 Soit f € DR (S,) UDRg (S,) ot ¢ €|w, w[. On pose alors

FA) =5 [T0OT- a7

ot la courbe T' est définie comme suit

1. Si f € DR (S,), on fixe w' €|w, [ et on prend pour I, le bord orienté positivement de
St

2. Si f € DRy (S,), on fixze W €|w, ¢| et on prend pour I, le bord orienté positivement de
S, UB(0,6). (ot d est un réel strictement positif, choisi de sorte que [ soit holomorphe
au voisinage de B(0,9)).

f (A) ainsi défini ne dépend pas du choix de w’ ou 4.
Définition 1.3.3 Soit f € DR (S,) + DRo (S,). On pose
f(A) =g (A)+h(A),

ot f =g+ h avec
g€ DR(S,), h € DRy (S,).
Proposition 1.3.1 Si f,g € DR (S,) + DRy (S,) et ¢,d € C alors
1. f(A) e L(X).
2. (cf +dg) (A) = c(f (A)) +d(g(A)).
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Extension du calcul fonctionnel
On considére encore w €0, 7| et AeSect (w).

Définition 1.3.4 On pose, pour ¢ €0, 7|,

P(S,) = {f € H(S,)/IneN: <1f+(zz>)n € DR (S,) + DRo (SSD)} .

Notons que P (S,,) contient DR (S,)+DRyg (S,) et aussi toutes les fonctions rationnelles qui

ont leurs poles hors de S_‘p et en particulier les constantes.

Définition 1.3.5 Pour tout f € P (S,) ot ¢ €|w, [, on définit f (A) comme suit

ra = () .

(14 2)"
Les principales propriétés de ce calcul fonctionnel étendu sont données ci-dessous.

Proposition 1.3.2 Si f € P (S,) avec ¢ €]w, |, alors
1. f(A) est un opérateur fermé sur X.
2. Si A est borné alors f (A) est borné.
3. 1(A) =1, (2")(A) = A" oun € N*.

4 2¢S, = <>‘\f(_z)z) (A) = f(A) (M — A)™" et en particulier

(A . z> (A) =\ —A)"

Dans le cas particulier ou A est injectif et dans 'optique de définir A%, pour tout o € C, on
s’intéresse & une nouvelle classe de fonctions.

Définition 1.3.6
1. Pour tout ¢ €]0, [, on pose

B(S,) = {feH(S@)/HneN:(fif—@ epms@)}.

Z)Qn
2. Si A est injectif, pour tout f € B(S,), ¢ €|w,n[, on définit
B 2 [ 2"f(2) )
fA)=(1+4)74a (—(1 e (A).

Proposition 1.3.3 Si f € B(S,) avec ¢ €]w, |, alors
1. f(A) est un opérateur fermé sur X.

2. Si A est un opérateur borné et inversible alors f (A) est borné.

Notons enfin que si f est dans 'intersection de P (S,) et B(S,) alors f(A) admet deux
formules de définition et ces formules coincident.
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1.4 Puissances fractionnaires

On utilisera dans ce travail les puissances fractionnaires d’opérateurs, en particulier la racine
carrée d’'un opérateur.

Soit A un opérateur linéaire fermé dans X, tel que p (A) contient |0, +oo[. S'il existe C' > 0
tel que pour tout A > 0,

A (A= AD)” < C < +oo,

1
||L(X)

alors, on définit pour 0 < Rea < 1 et x € D4, 'opérateur J¢ par

sin o
J% =

/ T (A D) (A)

T
et pour 0 < Rea < 2et z € Dy par

I = ¢ i (11) o) /0+oo Aot ((A — )7 - TAAQ) (—A) zdX

+(—A) zsin (71'%) ,

avec

(voir Balakrishnan [I] ).

Lemme 1.4.1 ([1], p. 423) Les opérateurs J* admettent des extensions fermées et (—A)“
est la plus petite extension fermée de J®.

Lemme 1.4.2 ([1], p. 432) Soit A un opérateur linéaire fermé o domaine dense dans X tel
que
AC>0: Ry Cp(A) et pour A >0 ( )
1 1.4.1
”(A_ M) HL(X) S 1+ )\

alors pour 0 < a < %, — (—A)® défini précédemment géneére un semi-groupe analytique S, (t)
défini par

)

Sa(t):/o (A=XD)""g(\ t;a)d) si0<a<

N | —

1
ot g\ t;a) = - sin (1A% sin mav) exp (—tA* cos war) , est analytique.

1 1 4o -
Remarque 1.4.1 Pour a = 5 on obtient S1(t) = — 0+ (A —XI) "' sintv/AdA.
2 T
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Puissances fractionnaires avec partie réelle positive

On considere ici A € sect(¢), ou ¢ €]0,7[ et soit a € C. Il s’agit alors, sous certaines
conditions, d’activer la formule

A% = (2%) (A).
Ici 2% désigne la détermination principale de la fonction "puissance a" caractérisée par
2% = et i 5 — el >0, 0 €] — 7.
Proposition 1.4.1 Soient A un opérateur linéaire fermé et o, 5 € C avec Re 3, Rea > 0.

Alors

1. A% est un opérateur fermé de X.
2. AP = A*AP = AP A,
3. Re3 > Rea alors D(AP) C D(A%) et en particulier

Rea <1= D(A) C D(A%)
4. Si A est injectif alors A% l’est aussi et
(A7) = (a)”
5. 510 € p(A) alors 0 € p(A*).
6. Ae€ L(X) alors A* € L(X).

Définition 1.4.1 Soit A un opérateur linéaire fermé o domaine dense dans X. On dit que
A€ BIP(a, X), avec a €]0, 1], si

] —00,0[C p(4), ker(A) = {0}, Im(A) =

AC > 1, VA> 0, |[(A+AD)” g%

e

Vs e R, A% € L(X) et
Je>1, Vs eR, [|A®]zx) < ce?lsl,

1.5 Les semi-groupes fortement continus
On trouve les démonstrations, de cette section, et d’autres propriétés dans [32] et [15].

Définition 1.5.1 Soit X un espace de Banach. La famille d’opérateurs linéaires bornés
{S(t)},5¢ est dite semi-groupe, si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
1. S(0) =1, (ou I désigne l'opérateur identité).
2. Vt, s >0, S(t+s)=S(t).5(s).
Lorsque la famille {S(t)}tzo est donnée pour t € R et que la deuxiéme propriété est
vérifiée pour tous t et s de R on dira qu’on a un groupe.
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Définition 1.5.2 On dit qu’un semi-groupe {S(t)},5, est fortement continu si et seulement
si pour tout x € X, Uapplication t — S(t)x de Ry dans X est continue, c’est o dire

Vo e X; Pn& |S(t)xr — x|y = 0.
On dit aussi que {S(t)},5, est un Cy semi-groupe.

Proposition 1.5.1 Si {S(t)},., est un semi-groupe fortement continu, alors il eviste deux
constantes M > 1 et w > 0 telles que

vt >0, 1SW)llpx) < Me™. (1.5.1)

Définition 1.5.3 On dit que {S(t)},5, est un

1. Cy semi-groupe uniformément borné si on a la majoration avec M > 0 et
w = 0.

2. Cy semi-groupe de contraction si on a la majoration avec M =1 et w = 0.

Définition 1.5.4 On appelle générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe {S(t)},5,, l'opé-
rateur linéaire A défini par

D(A) = {x € X : lim St =

t—0t

x
existe dans X }

Ve € D(A), Ax = lim M

t—0t t

On dit aussi que l'opérateur A engendre le Cy semi-groupe {S(t)},-

Théoréme 1.5.1 (Hille, Yosida, 1948)
Soit A :D(A) C X — X un opérateur linéaire sur X, un espace de Banach. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

a) A est générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction fortement continu .

b) A est un opérateur fermé a domaine dense dans X et pour tout A >0 on a A € p(A) et

[A(A =MD <

c) A est un opérateur fermé a domaine dense dans X et pour tout A € C avec Re A > 0, on
aX€p(A) et

JA-an7) < s

(Voir [15], p. 73).
Théoréme 1.5.2 (Feller, Miyadera, Phillips, 1952)

Soient A :D (A) C X — X wun opérateur linéaire sur X , un espace de Banach et w € R, M >
1 des constantes. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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a) A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu (T'(t)),., vérifiant
|T(#)]| < Me** pout tout t > 0.
b) A est un opérateur fermé a domaine dense dans X et pour tout A > w, on a X € p(A) et

H (A —w) (A - )\I)_I}HH < M pour tout n € N,

c) A est un opérateur fermé & domaine dense dans X et pour tout X\ € C avec Re A > w,
onalep(A) et

||(A — )\I)*”H < (Re)\L—w)” pour tout n € N,

(Voir [15], p. 77).

Définition 1.5.5 On dit qu'un Cy semi-groupe {S(t)},5, est différentiable si pour tout x de
X, la fonction t — S(t)x est différentiable de ]0,+oo[ dans X.

Proposition 1.5.2 Soit {S(t)},5, un Cy semi-groupe différentiable de générateur infinitési-
mal A. Alors, on a, pourn € Netx € X :

1. Wt €]0, 100, S(t)z € D(A™).
2. t — S(t)x est n fois différentiable sur |0, +oo[ et

Vvt €]0, 400[, S™(t)x = A"S(t)x.

3. Vt €]0, +oo|, SM(t) € L (X).
4. t — SM(t) est différentiable (donc continu ) de )0, +oo| dans L (X).

1.6 Semi-groupe analytique

Soit X un espace de Banach complexe. Si on considére un secteur Sy dans C et contenant R,
alors il sera possible de généraliser la notion de Cj semi-groupe a celle de semi-groupe ana-
lytique. Dans toute la suite arg désigne la détermination principale de la fonction argument
caractérisée par :

arg () = ¢ siz=re", r>0, ¢ € — 7, 7].

Définition 1.6.1
Soit 0 < ¢ < m. On appelle semi-groupe analytique l'application S définie sur le secteur Sy
avec

So={zeC: Jarg(2)] < 6}
et o valeur dans L (X) telle que
1. z — S(z) est analytique sur Sy.
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2. 5(00)=1etVreX, lim S(z)z=uz.

20,265,

3. V2,2 € S_¢, S(z1 4 z2) = S(21)S(29).
Théoréme 1.6.1 (Kato [25]) Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire. Alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A est fermé, D(A) est dense dans X et il existe C > 0 tel que

p(A) DII={A e C*/ ReA >0} et
< 0

VAEIL [[(AT=A) Y|,y ot

2. A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique, uniformément borné
(S(8))io-

On note en général (S(t)),>, par (e")

t>0"
Théoréme 1.6.2 Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (S (Z>)zesj unifor-
mément borné sur X. Alors les conditions suivantes sont équivalentes

1. Il existe 6 €]0, 5[ et C = 0 tel que

p(A) D S5 et

VA€ Szis (AT A) ¢

1||£(X) S m

2. (8(t)),>0 est un Cy semi-groupe différentiable et il existe M > 0 tel que pour tout t > 0,

S(1) € £(X, D)) et A4Sz, < o

3. 1l existe ¢ €]0, 7| tel que (S(t)),5, soit prolongeable en (S(z))ze% semi-groupe sur X,

analytique dans Sy, uniformément borné dans S_¢

Semi-groupe analytique généralisé
Soit A un opérateur linéaire fermé dans X de domaine non dense.

{ p(A)DSwg—{/\EC\{w}/ larg (A —w)| <240} et

sup H)\ w) (M —A)” Hz < 400,
AE

ot w € Ret 0 €0, 5.
On dira dans ce cas que (e“‘)po est un semi-groupe analytique généralisé de A et dans ce

cas (e"“"A)

Remarque 1.6.1 En fizant r > 0, 6y €]0,8[ alors (e™*)

2> 1est pas supposé un semi-groupe fortement continu (voir A. Lunardi [29]).

>0 65T défini par

21

oA = [ AN — A)7Ld)\, siz >0
6 = Y
I siz=0.

ou 7y est le bord de S, 5,\B (0,7) orienté négativement.
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1.7 Espaces d’interpolation
On donne ici certaines caractérisations des espaces d’interpolation dont on rappelle ci-dessous
les principales (voir [27], [10] et [11]) .

Définition 1.7.1 Soit X un espace de Banach.
On désigne par L? (R,; X) avec p € [1,400], l’espace de Banach des fonctions f fortement
mesurables définies pour presque tout t € R et telles que

([ e )" =15

avec la modification habituelle pour p = +oc.

L2(Ry5X) < TO0

Définition 1.7.2 Soient (Xo, ||.||,) et (Xi,].||;) deux espaces de Banach s’injectant conti-
nidment dans un espace topologique séparé X.
Pour p € [1,+0q] et 0 €]0,1[, on dit que x € (Xo, X1),,, si et seulement si

i)Vt > 0,3ug () € Xo, Jug (t) € Xy tel que x = ug (t) + uq (1),
i)t %uy € LP (Ry; Xo), t1 7%y € L2 (Ry; X,).

Proposition 1.7.1 (Xo N Xy, ||| x.x)s (Xo+ X1, s x,) et ((XO,X1)97P,||.||GVP> sont
des espaces de Banach pour les normes respectives

12l xorx, = 12llx +ll2llx, sizeXonXy
||xHX0+X1 = inf (”xOHXO + HCU1”X1) six € Xog+ Xi.

r; €X;,xo+x1=0

et
_ : -0 1-6
||x||0,p = ui:R+LI}£¢,i:0,1 (”t “0} LP(RysXo) T Ht “1| LQ(R+;X1)>
Vt>0,z=uq(t)+uq (t)
st x € (XO’Xl)G,p .
et de plus

XO N X1 C (Xo,X1>97p C X() + Xl,

avec injections continues.
Notons que (Xo, X1)y, = (X1, X0); 4, -

1.7.1 Quelques espaces d’interpolation particuliers
Définition 1.7.3 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine
D(A) C X,
munt de sa norme du graphe :
VzeD(A), [lzlpu = lzlx + Azl -
On pose alors, en suivant les notations de P. Grisvard

DA (0,p) = (D(A), X)

1-0,p

oup € [l,+o0] et 0 <O <1.
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Quand l'opérateur A vérifie certaines hypotheéses supplémentaires, il est alors possible de
donner des caractérisations explicites de D4 (6, p) comme suit :

Proposition 1.7.2 soient p € [1,+00], 0 < 0 <1 et A un opérateur linéaire fermé sur X
de domaine D(A).

1. Supposons que p(A) D RY et qu’il existe une constante C > 0 telle que

C

WA>0, [(A=AD " < T

alors
Di(0,p)={reX: AA-N)'zelP(Ry;X)},
Voir P. Grisvard [11]].

2. Si A génére un semi-groupe fortement continu et borné dans X
Dy(0,p)={zeX: t?('-I)rel?(Ry;X)}.
Voir Lions [28].

3. Si maintenant A génére un semi-groupe analytique borné dans X, alors
Dy(0,p)={xeX: t'"PAe"'z € L? (Ry; X))},
voir Butzer-Berens [])].
Notons que, D’aprés G. Da Prato et P. Grisvard [11], page 383, on a
Dam (0,p) = D (mb,p),
avec m € N* ' pe[l,+o0] et 0 <6< 1.

Définition 1.7.4 Soient p € [1,400], 0 < 8 < 1, k € N\ {0} et A un opérateur linéaire
fermé sur X de domaine D(A). On définit alors

Dy (0 +k,p):={& € D(A"): A*¢ e Ds(0,p)}.
Proposition 1.7.3 Soient p € [1,400], 0 <0 < 1, k € N tels que kO ¢ N et A un opérateur

linéaire fermé sur X de domaine D(A), alors

D (0 +k,p) = (D(AY), D(A™))

0.p’
voir [30], page 59.

1.7.2 Propriété fondamentale d’interpolation

On se donne deux triplets d’espaces d’interpolation (Xg, X7, X) et (Yp, Y1, Y) et un opérateur
linéaire T de X dans Y. Alors on a le théoréme suivant :

Théoréme 1.7.1 On suppose que les restrictions de T aux espaces X; a valeurs dans'Y; sont
linéaires continues. Alors pour tous 0 €]0,1] et p € [1,+00] Uopérateur T' est linéaire continu
de (Xo,Xl)M dans (YO,Yl)aJD et

1-6 9
||T”g((xo,xl)g,p,(yo,yl)e’p) <C ||T||£(X0,Y0) ”THL(Xl,Yl) :
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1.7.3 Espaces de traces

Définition 1.7.5 Soient o un paramétre réel, p €|1,+oc[, § > 0 et m € N. On désigne par
WP <p7 Q) X07 Xl)

l’ensemble des fonctions u telles que

{ i) t*u € L7 (0,6; Xo) , (1.7.1)

i) t*u(™ € LP(0,8; X1),

ou ul™ désigne la dérivée d’ordre m de u au sens des distributions. Muni de la norme

ol = mae (1l [ )
WP (p, a;; Xg, X1) est un espace de Banach.

Il est naturel, pour une fonction vérifiant (1.7.1]), de se demander a quelle condition sur j € N
peut-on définir la trace de u) en 07 Dans Paffirmative, & quel espace appartient-elle ? La
réponse est donnée par le théoréme essentiel suivant

Théoréme 1.7.2 Soient o € R et p €]1,4+00|. Alors, pour tout j € N tel que
r
O<a+-+7<m,
p

la trace de u'9) en 0 existe, de plus on a

u (0) € (Xo, X1)

0.

ot 0 = (a+%—|—j>/m.

Lemme 1.7.1 Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire fermé ot
(0,400) C p(A) etIC>0: YA>0, [[A(A-AD)}| <C.

St u e LP (a,b;D(Ak)) NW™P (a,b; X) avec m,k € N* et 1 < p < +oo. Alors pour tout
jGN(wecO<%—l—j<m ett €{a,t,b}, on a

u (t) € (D(AF), X) 4,

S
mp ' m P

La preuve est effectuée dans Grisvard [21], page 678, Teorema 2’.
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1.7.4 Espaces de Besov

Dans les applications, on doit souvent expliciter les espaces D4 (6, p). Ceux-ci peuvent étre
par exemple, des espaces de Holder, des espaces de sobolev, .... ou encore des espaces de
Besov. On trouve dans Grisvard [21], [22] les définitions suivantes.

Définition 1.7.6 Soientn € N\ {0}, s >0 et 1 < p < co. On définit l’espace de Besov

o (x) + ¢ (y) — 20 ()
—y|"

puis pour s > 1 entier
B (R") :=={p e W (R"): D% € B} (R"), || =5 — 1},
et enfin pour s non entier

B (R") := W™ (R") .

Définition 1.7.7 Soientn € N\ {0}, s >0 et 1 <p < oo et Q un ouvert de R". On définit
B (Q) = {p= VY € B, (R™)}.

Définition 1.7.8 Soient m,n € N\ {0}, s > 0 et 1 < p,q < c0. On définit l’espace de
Besov

B!, (R") =
n 1
{90 € LP(R"): <f0+°°t_q (Jan [ (z + teg) + @ (x — tey) — 20 (2)[)? %)q < oo} :
k=1
et pour 0 < s <1
. 1
S n n . e —S8 P E dt !
By (R"):=¢pe LP(R"): t5e lo (x4 teg) — ¢ ()] n <00y,
= \Jo Rn

PULS
By, (RY) = {p € W7 (R") : D°p € BL, (R"), o] =m — 1},

et enfin pour m < s <m+1,
Bl (R") := {p € W™ (R"): D¢ € By ™ (R"),|a| =m},
ot (eq, ..., e,) est la base canonique de R™.
Définition 1.7.9 Soient n € N\ {0}, s >0, 1 < p,q < 0o et Q un ouvert de R™. On définit
By, (R"):={p=1q:¢ € B, (R")}.

Dans le cas particulier p = q, on a le résultat suivant.
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Définition 1.7.10 Soient n € N\ {0}, s >0, 1 < p,q < oo et Q un ouvert de R". On a
B;q (R™) := B; (R™),

et
B, (Q):= B (Q).

Théoréme 1.7.3 ( [21] p. 681) Pour 1 <p < 400 et 1 < ¢ < 400, on a
(W™ (R"); LP (R™)),,, = Byl =" (R").

Proposition 1.7.4 ([21] p. 683) Soit Q une variété différentielle de classe C™ de dimension
n de bord de dimension n — 1 contenu dans R"™, alors pour 1 <p < 4+oc0 et 1 < q < +00, on

(W™ (Q); L7 ()),,, = By~ ().

1.8 Les espaces UMD

On considére un espace de Banach X.

Définition 1.8.1 Pour e €|0, 1] et p €]1,+o0[, on définit l'opérateur
H. € L(L" (R; X)),

par

Ve P (R; X), (Haf)(x):%/< i @ds, p.p. x € R,

Définition 1.8.2 X est appelé espace UMD ( Unconditional Martingale Differences), s’il
existe p €1, +o00| tel que

Ve LP(R; X), limH.f existe dans LP (R; X). (1.8.1)

e—0t
Dans ce cas, l’application
H: PR X) — LP (R; X)
f — H f= limH.f
e—07t
est un élément de L(LP (R; X)), appelé la transformée de Hilbert sur LP (R; X).

Notons que si X est un espace UMD alors ([1.8.1]) est vraie pour tout p €]1, 4o00].
Il est bon d’avoir aussi une caractérisation géométrique des espaces UMD, a cette fin on
introduit la notion de (—convexité.

Définition 1.8.3 X est dit (—conveze si et seulement s’il existe une fonction
(: X xX =R,

vérifiant ¢ (0,0) > 0 et pour tout z,y de X.
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1. ((x,.) et C(.,y) sont convezes sur X.
2. C(z,y) <o +yll sifle] = llyl = 1.

Le résultat fondamental de D.L. Burkhorder (voir [2] et [3]) est le suivant :
Théoréme 1.8.1 X est un espace UMD si et seulement si X est (—conveze.

Corollaire 1.8.1 Un espace de Banach X est un espace UMD si est seulement si pour tout
p (1 < p < ), la transformation de Hilbert est continue de LP (R; X) dans lui-méme.

Exemple 1.8.1 I est possible de donner de nombreuxr exemples d’espaces de Banach clas-
siques qui ont la propriété UMD
1. Tout espace de Hilbert est UMD.
2. Tout espace isomorphe a un espace UMD est UMD.
3. Tout sous-espace fermé d’un espace UMD est UMD.

4. Siles espaces X etY sont U.M.D alors les espaces interpolés (cas réel (X, Y)G’pou
complezel X Y]G,p) sont espaces UMD si 1 < p < oo.

5. Tous les espaces construits sur LP (R; X), 1 < p < oo, tel que X un espace de type
UMD sont de type UMD.



Chapitre 2

Equations différentielles
opérationnelles avec des C-L de type
Robin généralisé : cas non commutatif
sur les espaces LF

2.1 Introduction

Soient A, B et H des opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach complexe X, f €
L¥(0,1; X) avec 1 < p < 00; dy, uy sont des éléments donnés dans X et w est un réel positif
assez grand.

Notre but dans ce chapitre est d’étudier, dans le cas ot A et B ne commutent pas au sens
des résolvantes, les équations différentielles opérationnelles elliptiques complétes du second
ordre posées sur l'intervalle borné (0, 1), munies des conditions aux limites de type Robin
généralisé. Plus précisément, on considére le probléme suivant :

u'(z) + 2Bu/(z) + Au(x) —wu(x) = f(z), z€(0,1),
uw'(0) — Hu(0) = do, (2.1.1)

On s’intéresse a l'existence, I'unicité et la régularité maximale d’une solution classique du

probléme (2.1.1)), c’est-a-dire une fonction u telle que

ueW?r(0,1;X)NLr(0,1; D (A)),
u' € L (0,1; D (B)),
u(0) € D(H),

et u satisfait le probléme (2.1.1]).
Pour étudier le probléme ({2.1.1]), on considére un cas plus général en supposant des opérateurs

linéaires fermés non commutatifs L,,, M, et on traite I’équation différentielle opérationnelles
elliptique suivante :

(@) + (L — M) () — % (LMo + MoLo)u(z) = f(z), z€(0.1),  (2.1.2)
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sous les conditions aux limites abstraites de type Robin

{ Z,((lo)):_g?(o) = do, (2.1.3)

On cherche une solution classique de (2.1.2))-(2.1.3)), c’est-a-dire une fonction u telle que

we W2 (0,1;X) N L7 (0,13 D (LyM,) N D (ML),
u' € L7 (0,1; D (L, — M,)),

qui satisfait le probleme ([2.1.2)-(2.1.3)).

Pour atteindre le but de ce chapitre, on suit les étapes suivantes.
1. Donner, pour w assez grand, des hypothéses naturelles sur L,,, M, et H qui permettent de

déterminer les conditions nécessaires et suffisantes sur les données dy et u; pour l'existence
et I'unicité d’une solution classique du probléeme (2.1.2)-(2.1.3]).
2. Trouver, a partir de ’étude du probléeme (2.1.2)-(2.1.3)) avec L, et M, satisfaisant

1
L= M, C2B et 3 (LM, + MyLy) C A—wl,

les conditions nécessaires et suffisantes pour que le probléme (2.1.1) admette une unique
solution classique.

Remarque 2.1.1 Si on suppose certaines conditions appropriées sur A et B, en posant

Lo=B—-VB - A+uwl,
M,=-B—VB - A+uwl,

alors la solution du probleme (2.1.9)-(2.1.9) est a priori la solution du probléme .

2.2 Hypothéses
En premiére étape, on étudie le probléeme — et pour cela, on suppose que

X est un espace U.M.D, (2.2.1)
et qu’il existe un réel positif fixé wq tel que les opérateurs linéaires fermés L, et M, vérifient

4Cy > 0 : Vw > wy, |0, +00[C p(Ly) Np (M),

ker(L,) = ker (M) = {0}, Im(L,,) = Im(M,) = X, (2.2.2)
sup [|A (Lo, = AL) 7| 1 ) < Co et sup [[A (M, = M) 7| 1 ) < Co-

A>0 A>0

‘L(X)
et

01,00 €10, 5[,3C > 1,Vw > wy, Vs € R,
7L (=M,)" € L(X); (2.2.3)

(~Lo)® |
l=ro||, < cetwslet | (=) oy S G

L(X)
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Remarque 2.2.1 Grdce aux hypothéses -, pour w = wy, L, et M,, générent des
semi-groupes analytiques uniformément bornés dans X, respectivement (eILW)pO et (e””MW)pO

(voir [33], Définition 1, p. 431 et le Théoréme 2, p.437).

Pour tout w > wq, on suppose également

D(L,) = D(M,) (2.24)
D((L, + M,)?) € D((M,, — L,)?), (2.2.5)
L, + M, est inversible dans £(X), (2.2.6)
Yw > wo, A, = (M, — H) + e™eM (L, + H) est inversible dans £(X), (2.2.7)
et
Yw > wo, Y€ € D(Ly,), ALY € D((L, + M,)?). (2.2.8)

L’hypothése de non commutativité est
\V/CU 2 wo, HCLw’MwHﬁ(X) < X (w) ; (2'2'9)

ou Cr, a, est le commutateur donné par

CLW,MW - (MwLw - Lwa) (Lw + Mw)_2 (2210)
= [Mwa Lw] (Lw + Mw>_2 5
et
X : [wo, +oo[— RT avec lirJIrl X (w) = 0. (2.2.11)

On verra que dans de nombreux cas concrets, on a

X (w)=0 (—a> avec a > 0.

w

Remarque 2.2.2 On suppose que les hypothéses ~ sont vérifiées. Si le pro-
bleme - admet une solution classique, alors

u € W (0,1;X) N L7 (0,1; D (LyM,y) N D (M, L)) .

Or, d’apreés le Lemmem D (L,M,)ND(M,L,) =D ((L, + Mw)z) ,
on déduit alors, d’aprés [21)

w(0), u(1) € (D ((Lo+Mo)*), X) 1 = (X, D((Lw+ M), o -

2p” 2p”
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On note que
(X, D ((Lw + Mw)2))17 = (X, D(L,+ Mw))%%,p
= (X, D(Lw))1+1—%,p

— {¢ € D(Ly,): L,¢p € (X, D(Ly,)),_

[un

»P }

donc
u(0), uy € D(Ly,).

Remarque 2.2.3 Dans les calculs qui suivent, la dépendance en w n’étant pas nécessaire,
on notera L, =L, M, =M, A, = A.....

2.3 Lemmes techniques

Lemme 2.3.1 ( [16]) On suppose (2.2.4)~(2.2.6). Alors
1. D(LM) = D(M?) et D(ML) = D(L2).
2. D((L + M)?) = D(L*) N D(M?) = D(LM) N D(ML).
8. D((L — M)*> = (L+ M)*) = D(LM)ND(ML) = D((L + M)?).

Preuve.
1. Soit ¢ € D(LM), alors ¢ € D(M) et
Mg € D(L) = D(M),

d’ou ¢ € D(M?).
Inversement, si ¢ € D(M?) alors ¢ € D(M) et

M¢ € D(M) = D(L),

d’ott ¢ € D(LM). On obtient 'égalité D(LM) = D(M?).
En échangeant les roles de L et M, on obtient D(ML) = D(L?).
2. Soit ¢ € D((L+ M)?), alors il existe ¢ € X tel que

¢ = (L+M)*
de plus ¢ € D(L+ M) = D(M)N D(L) = D(M) et
M¢ = M(L+M)*¢C
2M (L+ M) ) (L+M)7'¢

'\4

(L+M —2M) (L+ M) (L+M)"'¢

(
(1-
(1-

»\4

) (L+ M) (L+M)"'¢

NI NN =N -

= <L+M>‘1<—§(L—M)<L+M>‘2<,
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1
maisy:§(L—l—M)71CED(M) et de (2.2.4) et (2.2.5)), on a
1
z:5(L—M)(L+M)_2CGD(L—M):D(M),

d'ot M¢p =y — 2 € D(M) donc ¢ € D(M?). En échangeant les roles de L et M, on
obtient ¢ € D(L?) et ainsi
¢ € D(M?) N D(L?).

Inversement, soit ¢ € D(M?) N D(L?). Alors
Lé € D(L) = D(L + M) et M¢ € D(M) = D(L + M),

donc Le)+ M¢ € D(L + M), ainsi ¢ € D((L + M)?).
3. L’assertion 2 et I'hypothése (2.2.5) permettent de déduire

D((L — M)*> = (L + M)*) = D((L+ M)*) = D(LM) N D(ML).

U
Pour montrer les lemmes et [2.3.3 on s’inspire de la méthode utiliser dans [16].

Lemme 2.3.2 Soient (2.2.1)~(2.2.7) et (2.2.10). Alors pour tout opérateur S5 e {L, M,
L+M,L—- DM}, ona

1. S(L—I)"", S(L+M)™" e L(X),

2. S(L—M)(L+M)™2 85(L+M)*ecL(X),

3 (L4+M)(L—M)(L+M)7, (L—M)?(L+M)">eL(X),

4. (L+H)A YL, (M+ H)A ! € L(X),

5. Crm € L(X).

Preuve. Pour les assertions 1 et 2, on utilise la proposition [1.1.4]
3) Gréace a assertion précédente 2, on obtient

{ (L+M)(L—M)(L+M)?eL(X),
(L —M)*(L+ M) e L(X).

4) Puisque (L + H) est un opérateur fermé sur X et A~' € L(X) et
AN (X)C D(L + H),

alors (L+ H)A™! € L(X).
5) On a
CL,M = [MQL](L+M)72
= (ML—LM)(L+ M)
= ML(L+M)?—LM(L+M)2,

et d’aprés assertion 2, on a LM (L4 M)™>, ML (L + M)™* € £(X), alors Cpy € L(X).
U



2.3 Lemmes techniques 37

Lemme 2.3.3 Soient (2.2.1)~(2.2.7) et (2.2.10) . On a les assertions suivantes :
1. (L+M)>=L*+ LM + ML+ M? et pour ¢ € D((L+ M)?), on a

(L—M)?*¢=L*— LM¢— MLp+ M?¢.

.LM+ML_%((L+M)2—(L—M)2).

L =M (L+ M) =2 [M;(L+ M) =2 [L;(L+ M)
2

(L+H)A = (L+ M)A+ eleM (L+ H)A T —

{ (L+M)""M—(L+ M)~ CL7M(L+M):M(L+M)’1,
(L+M)""L+(L+M) "' Cop (L+M)=L(L+M)"!

2
3
4. Cru =1(L+M) [(L—M);(L+M)""] (L+M)’1
5

'M(L+M)—1M+%(L—M)(L+M)—1OL,M(L+M):

, %M—%(L—M}M(L+M)‘1

' L(L+M)_1L+%(L—M)(L+M)_ICL,M(L+M):

\ %L+%(L—M)L(L+M)_1

s {M+(L—M)M(L+M)1_1—(LM+ML)(L+M)1_1_:O dans D(M),
L—(L—M)L(L+M)" = (LM+ML)(L+M)™" =0 dans D(L).

Preuve. 1- En vertu de 'assertion 2 du Lemme [2.3.2] n on a pour € € {—1,1} et pour ¢ €
D((L+M) ) D((L — M) )
(L+eM)?¢ = (L+eM)(Lo+eMp)
= L(Lop+ecM¢)+eM (Lop+eMo)
L*¢ +eLM¢+ecMLp+ M.

2- C’est une conséquence de 'assertion précédente et du Lemme [2.3.2] .

3- Soit ¢ € D(M) = D(L), on a

[(L—=M);(L+ M) ¢=[L(L+M)"|¢—[M;(L+M)"]
[Li(L+ M) o+ [Mi(L+M)¢=[(L+M);(L+M)""]

(voir assertion 3 du Lemme 2.1 dans [16]).
4- On a

Com = [M§L](L+M)72
= (ML—LM)(L+ M)

et puisque on a pour ¢ € D((L + M)2)

(L+M)(L—M)¢=1L2— LM¢+ MLé — M2,
(L—M)(L+M)¢=L>¢+ LM¢p— MLd — M?,
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et ainsi

(L+M)(L—M)—(L—M)(L+M))$p=2(ML—LM)¢
d’ou

ML —LM)(L+ M)
((L+M)(L—M)—(L—M)(L+M))(L+M)?

—~

Com =

(L+M)((L=M)(L+M)" —(L+M)" (L-M))(L+M)™"

NI~~~

= ~(L+M)[(L-M);(L+M ] (L+M".

5) Puisque A = (M — H) + ekeM (L + H) , alors

(L+M)A +ereM(L+H)A 1T
[(L+M)+e" e (L+H)—(M—H)—e"e™(L+H)|A™
(L+H)A

6) D’apres 'assertion 3, on a
(L+M)"" M —(L+M) "' Cpa(L+ M)
- 1 - _ -
= (L+ M) M =S (L+ M) (L+ M) [(L=M); (L+ M) (L+ M) (L+ M)

= (L+M)1M—%[(L—M);(L+M)1]

= (L+M)"' M+ [M;(L+M)™]
= M(L+M)".

et
(L+M)!

L+ (L4 M) Cpy(L+ M)
= (L+M)"L+

(L+ M) (L+M)[(L-M);(L+M)"](L+M) " (L+M)
= (L+M)™

L
= (L+M)7'L
= L(L+M)".

[(L—M);(L+ M)

1
2
1
2
[L; (L + M)_l]

_I_
+
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7) D’apres 'assertion 3, on a

M(L+M)_1M+%(L—M)(LnLM)_lCL,M(LJrM)
= M(L+M)"'M

+i (L—M)(L+M)" (L+M)[(L—-M);(L+M](L+M)(L+M)

- M(L+M)—1M+}1(L—M) (L —M);(L+M)"]

= M(L+M)1M-%(L-M)[M;(L+M)1]
= M(L+M)_1M—%(L—M)M(L+M)_1+ (L—M)(L+M)""M

(L+M —2M)(L+M)"" M

RN RN

= M(L+M)_1M—%(L—M)M(L+M)_1+

1
= M(L+M)_1M—§(L—M)M(L+M)_l+§M—M(L+M)_1M

1 1
= §M—§(L—M)M(L+M)_1,

de méme, on obtient

L(L+M)1L+%(L—M)(L+M)IC’L,M(L+M):%LJr%(L—M)L(LJrM)1.

8) Dans le domaine D(L) = D(M), on a d’apres 'assertion 2,
M+ (L—M)M(L+M)" = (LM+ ML) (L+M)™"
1 1 _
= M+ (L-M)M(L+M)" +-(L-M)?—=(L+M)?*)(L+M)"

2

= M+(L—M)M(LJrM)_l+%(L—M)2(L+M)_1—%(L+M),

c’est-a-dire
M+ (L—M)M(L+M)" —(LM+ ML) (L+ M)
= (L—M)M(L+M)_1+%(L—M)2(L+M)_1+M—%(L+M)

L—M)M(L+M)1+%(L—M)2(L+M)1—%(L+M—2M)

—~

(L—M)[2M+(L—M)](L+M)_l—%(L—M)

(L—M)(M+L)(L+M)1—%(L—M)

Ol RN

de méme,

L—(L—M)L(L+M)™" —(LM+ML)(L+M)"=0.
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Lemme 2.3.4 On suppose (2.2.1 N(-) Alors, pour f € L?(0,1;X), 1 <p < +o0 et

Qe{L, M}, ona
1.z —Q [ e S)Qf (s)ds € LP(0,1; X) .
2. 3:—>Qf 2@ f(s)ds € LP(0,1; X).
3. 3:—>Qf (@+9)Q f(s)ds € L? (0,1; X).
(

4o Jy e (s)ds, [y €I (s)ds € (D(Q), X)1,,

Preuve. Pour les points 1, 2 et 3, voir [I2] et A. Favini et al [I§] p. 167-168 et (24), (25),
(26) dans [20]. Le point 4 est une conséquence du point 1 et 2, on procéde comme dans la

Remarque [2.2.2] on utilise

T 1
r — / e (5)ds, x — / ML f(s)ds € WP (0,1; X) N LP(0,1; D (Q)) .
0 T

Lemme 2.3.5 On suppose (2.2.1)~(2.2.8) et p € (D (Q),X)

1. (L+ M)A o e (D(Q),X)
2. (L+H)AN'p e (D(Q),X)

7p :

Sl

7p'

S

Preuve.

g

, avec Q € {L,M}. Alors :

1
D>

1. Onpose T = (L+ M ) A_1 alors T" est un opérateur linéaire continu de X dans X. En
utilisant ’hypothese ([2.2.8), on obtient T(D(L)) C D(L) et

T € L(D(L),D(L)),

(ici D(L) est un espace de Banach muni de la norme du graphe). Alors, en utilisant

les propriétés de 'interpolation, on trouve

T e L((X, D)1,

voir [29], p. 19.

2. D’apres 'assertion 5 du Lemme [2.3.3], on a

(L+H)AN =L +MAN ML+ H)A 1T

donc, d’apres le point 1, on déduit

(L+H)A v e (D(Q),X)

pour ¢ € (D (Q), X)

D

3 =

B =

(X, D(L))1 ),

D’

P
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2.4 Formule de représentation de la solution

De méme dans cette section, la dépendance en w n’étant pas nécessaire, on n’indexera pas

donc par ce parametre.

En utilisant la formule de représentation de la solution du probléme — trouvée par

Cheggag et al (voir [§] p. 63) dans le cas commutatif et quelques considérations heuristiques,

nous essayerons d’obtenir une équation intégral vérifiée par 1’éventuelle solution classique
— (L 4+ M)~?v. Cette équation intégrale est écrite sous la forme :

v+ R)=F(f)+T

ou R, F' et S dépendent de L et M, R dépendant du commutateur C', ps et S dépendant des
données uq, dy.

Dans le cadre commutatif, la solution formelle du probléeme (2.1.2)-(2.1.3)) est donnée, pour
presque tout = € (0, 1), sous la forme suivante :

u(r) = eMA o+ eMel (L+ H)A 'y

1
—(L+ M) e*™ (L + H) A_leL/ eI=IM £(5)ds
0

1
+(L4+ M) ™ (L+ H)A™ / el f(s)ds
0
_i_e(lfm)Lul 6(1 :v)L M L (L-'-H)A Uy (lfx)LeMAfldO

1
— (L4 M)tk (I—eM(L+H)A ') / UM £(5)ds
0
1
— (M + L) e EeM (L4 H)A™? / et f(s)ds
0

+ (L + ]\4)71 /fﬂ e(x_S)Mf(s)ds + (L + ]\4)71 /1 e(s_x)Lf(s)ds
= D)+ ¥ (z)+P(x),

D(x) = e™MA T dy —emEMAT g 4 e Me L(L+H) Ay (2.4.1)
_i_e(lfz)Lul 6(1 x)L M L (L"—H)A Uy,
1
U(r) = —(L+M) " e™ (L4 H)A™ / =M £(5)ds (2.4.2)
0
1
+(L+ M) e ™M (L+ H)A™ / el f(s)ds
0
1
—(L+ M) et=oLeM (1 4 gy AT / et f(s)ds
0

1
— (L4 M)tk [I—eM(L+H)A e / eU=IM £(5)ds
0
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et
® (2) = (L + M) / @M () ds 4 (L + M)~ / =L f(5)ds) (2.4.3)
0 x
ou
A= (M—H)+e"eM(L+H),
avec

D(A) = D(M) N D(H) = D(L) N D(H).

Maintenant, dans le cas non commutatif, en faisant un raisonnement heuristique et cela en
supposant qu’il existe une solution classique u du probléme (2.1.2)-(2.1.3) satisfaisant la
propriété de régularité maximale pour trouver une équation intégrale de la forme :

= (L+M)*u. (2.4.4)

Le calcul de V¥ (.)

1
Ici dans ce cas non commutatif, en remplagant f par v” + (L — M) v — 3 (LM + ML)u
pour presque tout x € (0,1), ¥ sécrit :

U(z) = —(L+M) "™ (L+H) A_leL/o UM (" (s) + (L — M)/ (s)) ds

1
= L My e (L4 ) A / 0= (LN + ML) u(s)ds
0

(L4 M) ™ (L4 HYA- /0 el (" () + (L — M)/(s)) ds

—%(L+M) LetM(L+ H)A™ /165L<LM+ML>u<s>ds

— (L + M) " et=0EeM ([ 4 H) AT /01 eF (u"(s) + (L — M)u'(s)) ds

1 1
+5 (L + M)t et=DEeM (4 H)y AT / e’ (LM + ML) u(s)ds
0

— (L4 M)tk [I—e™(L+H)A e /01 UM (4 (s) 4+ (L — M)u/(s)) ds

1 1
+5 (L + M)t [T — M (L + H) A e /0 UM (LM 4+ ML) u(s)ds

= qu (z)
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ou

\1112 ({L‘) =

En effectuant,

1

= —(L+M) "ML+ H)AT? / eU=9My" (5)ds,
0
1
= (L+M)""e™(L+H)A™ / el (s)ds,
0
1
= — (L_’_M)*l e(l—ﬁl})LeM (L+ H) A—l/ sL l/( )ds
0

1
= —(L+ ]\4)_1 e—o)L [I —eM(L+ H) AfleL} / 1My (5)ds,
0

—(L+ M) e™ (L+ H)A™ 1eL/01 A=9M (T, — M)a/ (s)ds,
(L+M) " e®™(L+H)A™ /OleSL(L — M)u/(s)ds,
—(L+ M) e LM (L + H)YA™ / (L — M)/ (s)ds,
—(L+ M) ™5 — M (L + H) A "] /O 1 =M (L, — M) (s)ds,

1

1
5 (L+ M) et (L + H)A™! / UM (LM + ML) u(s)ds,
0

1
; (L+M)"e™(L+H)A™ / e’ (LM + ML) u(s)ds,
0

1

1
(L4 M) e EM (L4 HYAT? / el (LM + ML) u(s)ds,
0

2
1

1
“(L+M) eI —eM(L+ H)A e / eU=IM (LM + ML) u(s)ds.
0

2

pour les fonctions Wy, ¥y, W3 et Uy, des intégrations par parties, on trouve

\Ifl (.Z')

Wy ()

1
—(L4+ M) e™ (L 4+ H)A™ 1€L/ eU=9My" (5)ds
0

—(L+ M) ™ (L+ H)A e (u'(1) — M/ (0) + Muy — MeMu(0))
— (L4 M) e™ (L4 H) A el M? /1 1My (s)ds,

1
= (L+M)"'e™M(L+H)A™ /GSLu”(s)ds
0

= (L+M) "™ (L+H)A™ [Lu’(l)—u'(O)—LeLu1+Lu(O)+LZ/OleSLu(s)ds},
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\113 (I’)
= —(L+M) et EM (L 4+ HYA™ / e*fu'" (s)ds
= —(L+M) et OeM (L + HYA™ (ebu/(1) — u/(0) — LePuy + Lu(0))

1
—(L+ M) e EeM (L 4+ HY A1 L2 / e*fu(s)ds,
0

et
\114(I‘)
— _(L_‘_M)fle(l—x)L([ (L+HA /61 le/ ds
= —(L+ M) eI (T — ML+ H)A ) [W/(1) + Muy — e («/(0) + Mu(0))]

—(L+ M) et (1 — M (L + H)A ™ el) M2 / UMy (s5)ds.
0

Meéme procédure pour les fonctions Wy, Vg, U, et Wy

Uy (x)
= —(L+M) "ML+ H)A 16L/1 A=M (1, — M)/ (s)ds
= —(L+M) e M (L+H)A " (L — M)uy — (L — M)u(0))

1
—(L+ M) "™ (L+ H) A—leLM/ eW=IM ([, — M)u(s)ds,
0

U ()
— (L M) e™M (L4 H) A /esL(L— W (5)ds

M)
= (L+M) e (L+ H)A™ (e"(L — M)us — (L — M)u(0))

(L4 MY e (L4 H) AL /0 "L — Myu(s)ds,

\117 (iU)
= —(L+ M) tel=LeM (L 4 HYA? /l e*H(L — M)u'(s)ds
= —(L+M) et EeM (L + HYA™ (eX(L — M)us — (L — M)u(0))

1
+ (L4 M) el EM (L 4+ H) A_lL/ e (L — M)u(s)ds,
0
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et

Vs ()

1
= —(L+M)elloL (I—eM(L+H)A e / eB=IM (L, — M) (s)ds
0

= —(L+M)" eV (1 —eM(L+ H)Ae") (L — M)uy — (L — M)u(0))
— (L + M)tk (I—eM(L+H)A ") M /1 eI=IM (L, — M)u(s)ds.

Le calcul de (L + M)?(U(.) + Ua(.) + T3(.) + Uy(.))
En appliquant (L + M)? & Uy(.) + ¥s(.) + U5(.) + Uy(.), on obtient
(L+ M)>*(Vy (z) + Uy () + U3 (2 )+\114( )
= —(L+M)e"™(L+ H)A "e" (—eu/(0) + Muy — MeMu(0))
+(L + M)e™ (L + H)A™" (—=4/(0) — Le"u; + Lu(0))
( “)LeM (L + H)A™" (e"u/(1) — /(0) — Le™uy + Lu(0))
—(L+ M)e" " (I —eM(L+ H)A ') [W/(1) — eMu'(0) + Muy — Me™u(0)]
(

1
+(L + M)e™ (L + H) A1L2/ e*Lu(s)ds
0

1
—(L + M)e=9LeM (L 4 H) A~ 1LQ/ e*Fu(s)ds

1
—(L+ M)e"E[I —eM (L + H) A e] MZ/ e
0

Le calcul de (L + M)*(U5(.) + Pg () + U7 () + g (.))
(L + M)*(Us (z) 4+ Vg (z) + U7 (z) + Vg (z))
= (L+M)e™ (L+H)A e e (L — M)u(0)
—(L 4+ M)e"™ (L + H) AL — M)u(0)

—(L + M)e=ot M(L+H)A (e"(L — M)uy — (L — M)u(0))
—(L+ M)e" =5 [1 — M (L + H) A~ leL] (L — M)uy — e™(L — M)u(0)]
(L4 M)e™ (I + H) A 1eLM/ ML MYu(s)ds

—(L+M)e"™M(L+ H)A'L /1 (L — M)u(s)ds
+(L+ M)el LM ([ 4+ HYAT'L /1 e*H(L — M)u(s)ds

—(L+ M)e" L1 —eM(L+ H)A "] M / 1 eB=IM (L, — M)u(s)ds.
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Le calcul de (L + M)*(Wg () + Uy () + Py () + Tz (1))
De méme

(L + M)*(Tg () + U1g (2) + U1y (2) + Uiy (2))
%(L + M)e™ (L + H) A~tet / eW=IM (LM + ML) u(s)ds
——(L+ M)e™ (L + H) A~ /1 e*l (LM + ML) u(s)ds

1
+— (L4 M)et2EM (L 4+ HYA™? / el (LM + ML) u(s)ds
0

[\3|,_. N | — [\DIH

+=(L+ M)eM ™5 [T — M (L + H) A et / 1 UM (LM + ML) u(s)ds,

alors
(L4 M)*(¥(x))
= (L+MP*O_ ¥ (x)
L+ H) A" [t (0) + Muy — MeMu(0)]
ML+ H)A™ [=/(0) — LePuy + Lu(0)]
L M (L + H)A™" [e"d/(1) — u/(0) — Letuy + Lu(0)]

(1—2)
eIE T — eM(L+ H)Y A e"] [u/(1) — eMu/(0) + Muy — MeMu(0)]
—(L + M)e™ (L + H) A—1 (I —e"e™) (L — M)u(0)

—(L+ M)e" LM (L + HYA™ [e5(L — M)uy — (L — M)u(0)]
—(L+ M)e"E[1 —eM(L+ H)A™e"] [(L — M)uy — e™ (L — M)u(0)]
—(L+ M)e*™ (L + H)A el M? /1 e1=My(5)ds

L+ M)e™(L+ H)A L2 / efu(s)ds
0

1
—(L+ M)e =M (1 4 H) A2 / efu(s)ds
0

1
—(L + M)el=2E [I—eM(L+H)A "] M2/ e1=My(s)ds
0

1
—(L4+ M)e"™ (L 4+ H) A~ reP M / eI=IM (L, — M)u(s)ds
0



2.4 Formule de représentation de la solution

—(L+ M)e"™ (L+ H)A™'L /01 (L — M)u(s)ds

+(L+ M)eM2EeM (L + HYAT'L /01 (L — M)u(s)ds

—(L+ M)e"E[I —eM(L+ H)A "] M /0 1 eBIM (L, — M)u(s)ds
L4 MM (L4 Y Al /0 LM (10 4 ML) u(s)ds
——(L+ M)e™M(L+ H)A™ /01 el (LM + ML) u(s)ds

I

1
(L + M)eU=2LeM (1 4 HYA™! / el (LM + ML) u(s)ds
0

1
+= (L4 M) ™51 —eM(L+ H) A e ] / eW=M (LM + ML) u(s)ds,

1
>
1
>
1
>
1
2 0
)

en posant v(.) = (L + M)*u(.) et puisque, sur D((L + M)?), on a

LPet =e"L? M?e™ =eMM?,

alors, apres les simplifications, on obtient

+ H)A"e" [—eMu/(0) + Luy — e Lu(0)]
+ H)A™ [=u/(0) — e" Muy + Mu(0)]

(
(
—(L+ M)e"=5 (I — M (L + H)A ") [—eu/(0) + Luy — M Lu(0)]
(
(

+(L+ M) DM (L4 HYA™! x

eH[—L* + L(L — M) + % (LM + ML)](L + M) ?v(s)ds

S~

+(L+ M)e 51 — M (L + H)A e ] x
/1 UM N2 — M(L — M) + % (LM + ML)(L + M) %v(s)ds.

Si on définit le commutateur C, s comme suit

Cpar = [M; L) (L+M)?=(ML—LM)(L+ M),
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alors

(L +M)*(¥(x))
= (L+M)e™(L+H) A [(—1+ e e™)u/(0) — e (L + M) uy + (M + e“e L) u(0)]
—(L+ M)e"EM (L + HYA™ [(ePe™ — I) W/ (0) + (M + e"e™ L) u(0)]
+(L+ M)e=2LeM (L4 HY Al (L + M)y
—(L + M) [—eMa/(0) + /(1) + Luy — €™ Lu(0)]
1

1
—§(L + M)e™™ (L + H) A_leL/ eB=IMCOy 3 v(s)ds
0

1
—(L 4 M)e™™ (L—f—H)Al/ e*LCp pv(s)ds
0

1 1
—|—§(L + M)et=DLeM (1 4 H)A™! / e Cpav(s)ds
0

1 1
—§(L + M)et—2)k [I—e™(L+H)A 'e"] / eI=IMCy u(s)ds.
0

Finalement, Puisque u/(0) = Hu(0) + dy, on obtient

(L + M)*(¥(x))
= (L+ M)e™ (L+ H)u(0) — (L+ M)e"™ (L+ H)A'e" (L+ M)u
—(L+M)e™ (L+H)A' (I —e"eM) dy
+(L + M)e==MM (L 4 H)y A~ Ye! (L + M) wy
+(L+ M)e"EM (L + HYA™ (I — e eM) dy
—(L 4+ M)y (1) — (L 4+ M) Luy + (L + M)e=2LeM

%(L + M)e"™ (L + H) A~ te” /01 =My (s)ds
—(L+M)e™ (L+ H)A™ /01 e*LCp pv(s)ds

—l—%(L + M)e=2EeM (I 4 HYA™? /01 e*LCp pv(s)ds

—%(L + M)et-oL [I—eM(L+H)A e /01 e=IMCy u(s)ds.

Le calcul de ®(.)
En utilisant la méme procédure utilisée pour ¥, la fonction ® devient :
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Bo) = (L4 [ M) + (L= M)

_% (LM + ML) u(s)]ds + (L + M)™" / eI (s)

(L — M) u/(s) — % (LM + ML) u(s)|ds

avec

dy(z) = (L+M)* / eSO (L — M)/ (s)ds,
e IM (LM + ML) u(s)ds,
eI (LM + ML) u(s)ds.

L’idée principale est d’appliquer (L + M)? et d’effectuer des intégrations par parties afin de
déduire I’équation intégrale satisfaite par v.

Le calcul de (L + M)? (®1(.) + ®2(.))

Suite & la Remarque [2.2.2] on a

u(0),u; € D(L)=D (M),
et donc

(L+ M) Me™u(0) = (L4 M) e®™Mu(0),
(L+ M) Lettuy = (L+ M) el Luy.

En utilisant des intégrations par parties et pour presque tout z € (0,1), on trouve
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Qi (z) = (L+M)1/ e@=IMy (§)ds
0

= (L4 M) [N (s)] )+ (L + M)~ / M=/ (5)ds
= (L+M) " (@) = (L+ M) e™Mu'(0)

+ (L + M) Mu(z) — (L + M)™" Me*™u(0)

+(L+ M) / M2e@=9My(5)ds,

de méme, on a

Oy(z) = (L+M)" [ D5 (s)ds

1
o
= (L+ M) ey (1) — (L+ M) " (2)
— (L4 M) Le Py 4 (L 4+ M)~ Lu(z)
1
+(L+ M) / L2eC= 1y (s5)ds,

xT

alors

(®1(2) + Po(x))
() = (L+ M)~ ™ (' (0) + Mu (0))
+ M)t eI (4/(1) = Luy)

—|—M)_1/ M2e@=9My(5)ds
0

+ e

(L
(L

1
+(L+ M)l/ L2~y (s)ds.

En appliquant (L + M)? & ®,(z) + ®4(x) et puisque, on a
o) = (L + MY u(),
on obtient

(L + M)? (®1(x) + Po())
= (@) = (L+ M) e™ (@ (0) + Mu (0))
+ (L + M) e (! (1) — Luy)

+(L+ M) / M2e@=M ([, 4 M2 u(s)ds
0

1
+(L+ M) / L2~ (L4 M) % v(s)ds.

T
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Le calcul de (L + M)? (®3(.) + ®4(.))
Pour presque tout x € (0, 1), on obtient grace aux intégrations par parties

By(z) = (L+ M) /O " @I ([ MYl (s)ds

= (L+M)"" (L —IM) w(z) — (L + M) e™™ (L — M) u(0)
+(L+ M)~ / Me@=M ([, — M) u(s)ds,

et
®y()
= (L+ M)l/ els—2)L (L — M)u'(s)ds
= (L+ M) e L (L — M)u(1)
—(L+ M) (L - M)u(z) — (L+ M) /1 Le=0L (L — M) u(s)ds,
d’ou

D3(x) + Pu(x)
= —(L+M)""e™M (L - M)u(0)+ (L+ M) D5 (L — M),

T 1
+(L— M) / Me@=9My(s)ds — (L — M)l/ LeLy(s)ds.
0 T

En appliquant (L 4+ M) a ®3(.) + ®4(.), on obtient

(L + M) (®s(x) + Pa(x))

= —e"M (L — M)u(0) + "D (L — M),

T 1
+/ Me@=9M ([, — M) u(s)ds — / Le=0L (L — M) u(s)ds,
0

xT

ainsi, puisque
(L+ M) ™ Mu (0) = (L + M) Me™u (0),

et
(L+ M) e Luy = (L + M) Le® uy,
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en appliquant encore (L + M) et en remplacant u par (L + M) v, on trouve

(L + M)? (®3(z) + Pu(z))
= —(L+M)e™ (L — M)u(0) + (L + M) "5 (L — M),
)

+(L+M / @=IMNI (L4 M) 2 v(s)ds
(L + M) / LI (L 4 MY u(s)ds
—(L+ M) /0 " M2elem (L+ M) *v(s)ds
(L +M) / L2660 (1, 4 M) o(s)ds.

Le calcul de (L + M)? (®5(.) + Pg(.))
Enfin, en appliquant (L + M)* a (®5(.) + ®¢(.)) pour presque tout z € (0,1), on obtient

(L + M)? (®3(2) + 04(x))
= gL [ (L a0 u(s)as

1 x

—3 (L+ M) / @M (L 4+ M) v(s)ds
0

1 1

-3 (L + M) / eCIELM (L4 M) v(s)ds

1 R

) (L+ M) / eCTIENEL (L + M) % v(s)ds.

Apres sommation, on trouve

(L+ M)*®(z) =
v(z) — (L + M) e™ (u/(0) + Lu (0)) + (L + M) =L (4/ (1) — Muy)
+(L+ M) / M2@=M ([ 4+ M) v(s)ds + (L + M) / L2eC=DL (L 4+ M) u(s)ds

xT

T 1
+ (L + M) / e@IMNL (L + M) v(s)ds + (L + M) / eCTILLM (L + M) v(s)ds
0

x

(L + M) / " M2 M (1 A2 (s)ds — (L + M) / L2060 (L 4 M) 2 o(s)ds

1 @ 1 @
—5 (L+ M) / e IMIN (L + M) v(s)ds — 5 (L+ M) / @ MM (L + M) v(s)ds
0 0
1 1 1 1
—5 (L+M) / eCTOLLM (L + M) v(s)ds — 5 (L+ M) / eCTOLNMEL (L + M) v(s)ds,

apres les simplifications, on obtient
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(L+M)*®(x) = v(x)— (L+M)e™ (u (0) + Lu(0)
+ (L + M) e (4/ (1) — Muy)
#3 L0 [ ML M) o(s)ds
1 (L + M) /x @M N (L + ]\/[)_2 v(s)ds
2 0
#5 (L4 M) [N (L4 M) ()
_% (L + M) /x1 eCIENMEL (L + M) v(s)ds,
et puisque u'(0) = Hu(0) 4 dy, on trouve finalement
(L+M)*®(x) = v(x)— (L+M)e™ [(H+ L)u(0)+ do]
+ (L + M) YL (4 (1) — Muy)
43 (L M) [N (ML~ LM) (L 4+ M) o(s)ds
0
%(L+M) /1 =D)L (LM — ML) (L + M) v(s)ds,
d’ou
(L+M?®(z) = v(z)— (L+M) M((H+ L)u(0) + dy)
+(L+ M) e (' (1) = Muy)
% (L+ M) /: My ppu(s)ds
_% (L+ M) / eI CL arv(s)ds.
avec
Cuat i= (ML) (L+ M) = (ML~ LM) (L + M)~
2.5 L’équation intégrale
(L + M)%(¥(.)) sommée avec (L 4+ M)* ®(.), permet de poser
v+ R(v) = F(f)+T, (2.5.1)
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avec

T 1 1
(L+ M) / CIMCy yu(s)ds — 5 (L+ M) / IO yu(s)ds
0 T

DN | —

1 1
—§(L + M)e™ (L + H) A_l/ e*LOp av(s)ds
0

1 1

_§(L + M)e"™™ (L + H) A~ tet / UMy u(s)ds (2.5.2)
0

1 1

—§(L + M)e D [T — M (L + H)A et / eI=IMCO v (s)ds
0

1 1
—|—§(L + M)et= LM (1 4 HYA™! / e*LCp av(s)ds,
0

F(f) (z)
= (L+ M) / e@=IM f(§)ds + (L + M) / eI f(5)ds

(L4 M)e™ (L + H)Atel /0 M £ s (2.5.3)
+(L+M)e™M(L+H)A™ /01 et f(s)ds
— (L + M) et LeM (1 4 HYA™? /O 1 el f(s)ds
—(L+ M) ™5 — M (L+ H)A et /0 1 UM £(5)ds
et

['(x) L+ M)e™M(L+H —eleM) dy

( ) AT (1

+(L+ M)e*Mdy — (L + M)e=2LeM g,

—(L+ M)e" kM (L + HYA™ (I — e eM) dy (2.5.4)
(L + M)e™ (L + H)A e" (L + M) uy +

—(L + M)e =2 M (L 4+ H) A e (L + M)y

+(L + M)eN=DE (L 4+ M) uy.

Remarque 2.5.1 Comme
(L+ H)AN ' =(L+ M)A+ eteM(L+H) A~ 1T

donc, on peut écrire

['(x) = R(x) + S(x),
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avec
R(x)
= (L+M)eMeleM (L + HYA Vdy — (L + M)e™ (L + M) A~ eFeMd,
—(L+ M)e"MeleM (L + H) A teleMdy + (L + M)e™eleMd,
—(L+ M) 2EM [T+ (L+ H)A™ (I — e"e™)] dy
L+ M)eMeleM (L + HYA e (L 4+ M) uy — (L + M)e™e" (L 4+ M) u,
—(L + M)el—oE M(L+H)A Yel (L + M)y
(L + M)e™ (L + M)A~ el (L4 M)y,
et

S(x) = (L+ M)e®™ (L + M)A do + (L + M)e DL (L + M) uy

2.6 Reésultats principaux

Dans cette section, on suppose u; € D (L + M) = D(L), f € LP(0,1; X) avec 1 < p < o0 et
on note encore L, =L, M, =M, R, =R, .......

Si u est une solution classique de notre probléme, alors v := (L + M )2 u vérifie I’équation
intégrale suivante

v+ RW)=F(f)+ R+ 5.

Proposition 2.6.1 (voir [37], p. 96) Soient QQ un générateur infinitésimal d’un semi-groupe

analytique (e*?) _ sur X, o € X, 1 < p < oo et m € N\ {0}. Alors

1. eQp e L7 (0,1; X)
2. QmeQp e LP(0,1;X) & e@p e W™ (0,1;X) & ¢ € (D(Q™),X).

mp P

On pose, pour presque tout z € (0, 1)

Glg)(x) = / Tl Mag(5)ds, K (g)(x) = [ eeg(syas

ol g est une fonction de (0,1) de X.
On applique [33] et la remarque dans [I3] p. 25 et en utilisant le théoréme du graphe, on
obtient

Proposition 2.6.2 on suppose (2.2.1)~ (2.2.5). Soit g € L? (0,1;X),1 < p < co. Alors

{ G(g) € W2 (0,1; X)N LP(0,1; D(M)),
K(g) € Wh(0,1; X) N L7 (0,1; D(L)),

ce qui implique

(2.6.1)
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Done, pour presque tout x € (0,1)
G'(9) = MG(9) +9, K'(9) = ~LK(9) — g,
et il existe C > 0 tel que

1G(D ro,1x) < CllgllLoo1:x) -
1K (g )HLP 0,1;X) <C ||g||LP(0 LX)
|MG(g )HLP 0,1:X) CHg”LP (0,1;X)
LK (g )HLP(O,l,X) <C ||9||Lp(o,1;X)-

Proposition 2.6.3 Sous les hypothéses ~ et soit g € LP(0,1; X) avec 1 <p <

0o. Alors les applications

Uy (g) = e (L+ H) A" K(g)(0),

Uy (g) = e™ (L + H)A~'e"G(g)(1),

U3 (g) = e IEeM (L + H) A~'elG(g)(1),
Uy (g) = e IEeM (L + H) A1 K (9)(0),
U5 (9) = e EG(g)(1),

sont dans LP (0,1; D(L)) et il existe C > 0, tel que

1W:(g )||Lp(01x) CHgHLpolx) 175
1M ¥;(g )HLP(O,IX CHQHU’ o1x):t=1,2
LY (9 o 0,1:x) < Cllgloopix) 8 = 3,4,5

Preuve. On étudie ¥; (méme travail pour les autres fonctions). On utilise C' une constante
quelconque et peut étre dépondant de p. Il est clair que ¥y € LP (0,1; X) et

H\Ij1<9)”m(o,1;x) <C HgHLP(O,I;X) :
Maintenant, on montre que ¥, € L? (0,1; D (M)). On a
Uy (g) (z)
1
= "M(L+H) A_l/ e*Fg(s)ds
0

1
_ / (@=s)MesM ([, 4 ) A el g(s)ds + e"M (L+H)A‘1/ e*lg(s)ds,
0 xr

donc, on peut écrire _
Vi (g) (x) = G(9) (x) + V1 (g) (2),

avec { g(s)—€8M(L+H>A 1,50 (s),
Uy (g) = €M (L+ H) A [ ettg(s)ds.

Mais g € L? (0,1; X), alors d’apres la Proposition 2.6.2, G(g) € L? (0,1; D(M)) et

IMG(@) o 0.1:x) S C Il 01y < C NIl Loo1:) (2.6.2)
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Maintenant, suite au Lemme [2.3.3] assertion 5, on a
(L+ H)A ' =(L+ M)A 4 eteM(L+H) A — 1T,
et donc
1
Uy (9) () = eM(L+H)A? / eFg(s)ds
1
= eM[(L+ M)A +eteM(L+ H)A =] / efg(s)ds
1
= "M (L + M) A_l/ efg(s)ds

1 1
+eMeleM (L + H) Al/ efg(s)ds — e"”M/ eLg(s)ds
Comme el (X) € D(M), on a Mele™ (L + H)A™! € L(X) et on peut écrire

1 1 1
/ ML (2)||" de = / eMMele™ (L + H) A_le””L/ =L g(s)ds
0 0 T

1 1

C’/ / e=Lg(s)ds
0 x

CIE L 01:x)

Cllgllze,1:x)

/OlHMI?,(x)”pdx = /01 exMM(L_])1(L_I)/:68Lg(8)ds

o[- [ o

p
< C(ILEG)ou + 1K)
< CHQHE(OJ;X)-

p

p

dx

N

NN

de méme
p

dzx

p

dx

N

Pour I1, on utilise I'hypothese (2.2.8)), ce qui montre que M (L + M)A~ (L — 1)~

et donc

1
| n @ as
0

— /01 MM (L+ MYA (L —1) (L - I)/1 *g(s)ds

0/01 (L—1) /:eSLg(s)ds

Cllgllze1,x) -

p

dx

p

dzx

N

N

(2.6.3)

e £(x)



2.6 Résultats principaux 58

Finalement, les estimations précédentes concernant I, I et I3 avec (2.6.2)) et (2.6.3) montrent
que ¥y € LP(0,1; D(M)) et

||M\Ijl(9)||m(0,1;x) <O HgHLp(O,l;X) :

g

Proposition 2.6.4 Soient les hypothéses ~ et soit f € LP(0,1;X), 1 <p<
oo. Alors
F(f) € L (0,1;X).

Preuve. En utilisant les notations de la Proposition , on peut écrire F'(f) de la forme :

F(f) ()
= (L+M)(M—-1) (M DG(f)+ (L+M)(L=1)" (L—1)K(f)

—(L+ M) (M = 1) (M = 1) U5 (f) + (L + M) (M = 1) (M = 1) Uy (f)

—(L+M)(L—=1)" (L= 1) ¥y (f)

—(L+M)(L—=1)" (L= ¥s5(f).

On rappelle que (L + M) (L —I1)~", (L + M) (M —1)"" € £(X). Ainsi, en vertu des deux

propositions précédentes - et - ) e Lr(0,1; X). Il

Proposition 2.6.5 On suppose (2.2.1] ~ . Soit 1 < p < oo. Alors

f)+ (L4 M) (L—=1)" (L —1) ¥ (f)

ReL”(0,1;X).
Preuve. On note
U:=L+M(L-D)"el(X)etV:=(L+M)(M-I)"eL(X).
Pour n e N*et £ € X, on a
elé € D(L™) et eM¢ € D(M™),
donc (M — I)e*, (L — I)eM € L(X) et ainsi, d’aprés 'hypothése (2.2.8),
(M —I)(L+ M)A " =M(L+M)A Y (L—-1)"(L-1)e"
—(L+ M)A el € L(X).
Pour z € (0,1), on peut écrire
R(z) = Ve™™(M — Ie*eM™ (L + H) A 'd,
~Ver™M(M — 1) (L + M)A teteMd,
—Ve™(M — DeleM (L + H)AteleMdy + Ve™ (M — I)eteMd,
—Ue" (L — DM [T+ (L+ H)A™ (I —e"e™)] dy
+Ve™(M — Ie* e (L+ H)A'e" (L+ M)y
—Ver™(M — De" (L + M) w,
~Ue" (L — DM (L + H) A" (L + M) wy
Ve ™M(M — 1) (L+ M)A~ el (L4 M) u,.
donc, suite a la Propositionm ReLr (0,1; X), 1 < p < oc. O
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Proposition 2.6.6 Soient ~([2.2.7). Soit 1< p < co. Alors
Sel”(0,1;X),

st et seulement si

2p”

ui, A™'dy € (X, D((L + M)%),_ .

Preuve. Pour z € (0,1), on a

S(z) = (L+M)e™ (L + M)A dy + (L + M) (L 4+ M) u,
= (L+M)(M—I)""(M — D)e"™ (L+ M)A dy
(L4 ML -1 YL - 1)e" L (L + M),
= Si(z) + Sy(x).

Comme (L 4+ M) (M — I)"" est inversible dans £(X), on a S; € L? (0,1; X) si et seulement
si
x— (M —De"™ (L+ M)A *dy € LP (0,1; X), (2.6.4)

et, d’apres la Proposition [2.6.1] (2.6.4]) est équivalente a :
(L+ M)Ay € (X, D(M)), ., = (X, D(L+ M)), .

»P
De méme, Sy € LP (0,1; X) si et seulement si

z— (L =19 (L + M)u, € LP (0,1; X)
qui est équivalente a

(L+ M)u; € (X, D(L))k%’p = (X, D(L+M)), 1

;7p '

D’une autre part, on a S; € L? (%, l;X) et So € LP (0, %;X), alors

Selr(0,1;X) «— SelP(0,1;X) et Selr(31;X)

— S €LP(0,3X) et Sy € LPQ(%,?l;X)

(L+M)Atdy € (X, D(L+ M)),_1,, et
T ) (L+M)yw € (X, D(L+M)), 1,

et grace a la propriété de réitération, on obtient :

2p”’

S € LP(0,1;X) <= Ao, w € (X, D((L+ M)?), |

O
Maintenant, on a besoin de la dépendance de w donc on réintroduit le parametre w dans R,
R, F(f) et S, en les notant R, R, F,(f) et S,.

Dans la proposition suivante, on montre que [ + R, est inversible pour w assez grand, donc

la représentation de la solution classique u du probléme (2.1.2)-(2.1.3)) est

w=(Ly+ M) [(1 YR (Fw( £+ R+ sw)} . (2.6.5)
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Proposition 2.6.7 On suppose (2.2.1)~(2.2.11). Soit 1 < p < +o0. Alors R, € L (LP(0,1; X))
et il existe w* > wq tel que pour tout w > w*

1 Roll £(zo0,15)) < 1-
Ainsi I + R, est inversible dans L (LP (0,1; X)) pour w > w*.
Preuve. Soit v € L?(0,1; X). Puisque Cr n, € L£(X) alors Cp, pm,v € LP(0,1; X). En
utilisant les notations des Propositions et [2.6.3 on peut écrire

2R, (v) ()

= (Lo + M) (My = 1) (My = I) G (Crp,v ()) ()
(-

— (L + M) (Lo = )7 (L = 1) K (Cryar,v (1)) (1)
— (L + M) (My, — )™ (M, — 1) Wy (Cpyar,v (1) ()
_(Lw+Mw)(Mw I) 1(Mw_I)\P2(CLuMM ())()
+ (L + M) (L = 1) (L = 1) W3 (Cpyan,v (1)) (1)
+ (L + M) (L = 1) (L = 1) Wy (Cryar,v (1)) ()
— (Lo + M) (L = 1) (Lo — 1) W5 (Cryar,v (1)) (),

et comme (L, + M,) (M, — )", — (L, + M,) (L, — I)"" € £L(X) donc, d’apres les Propo-
sitions et2.6.3, on a R,(v) € L”(0,1; X) et il existe une constante b > 0 telle que, pour
w = Wy

[ Ry (v )HLP(O LX) <O ||C, MWHL(X) o/l (0,1;X)
et suite a 'hypothese (2.2.11)), on a
IR (0)ll o 0,1x) < OX (@) 0] o 0,1,x)

ol lir+n X (w) = 0. Par conséquent, il existe w* > wy telle que pour w > w*
wW—T00

[ Reoll £erm0.0.00) < 1-
Alors I + R,, est inversible dans £(L? (0,1; X)) pour toute w > w*. O
Remarque 2.6.1 La solution

w= (Lo + M) (Fw(f) YR+ sw) (Lo +M,)’R,

vérifie les conditions aux limites

{ uw'(0) — Hu(0) = dy,
u(1l) = uy.

En effet
(Fu(f) +Tw) (1)
— (E,(f) +Rw+sw) (1)
= (L, + M,)e™ (L, + H) A" [(I — e™eM) dy + e™ (L, + M.,) u1]
(Lo + M)e™ (L, + H) NS [(I — e*eM) dy + e™ (M., + Ly,) ui]
+ (Lo + M,,) eMdy + (Lo, + M) (—e™do + (M, + Li,) uq)
= (M,+L,)
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et
1 1
Ra0)(1) = 5 (Lat M) [y os)ds
0
1 1
—§(Lw + M,)eMe (L, + H) A;l/ ele O v(s)ds
0
1 1
—é(LerMw)eMw (L, + H) A el / eI=9Mo 1 w(s)ds
0
1 1
=5 (Lo + M,) (1 —eM (L, + H)AL' Lw]/ eU=Mo o\ v(s)ds
0
1 1
—|—§(Lw + M,)eM (L, + H) A;l/ ele Op o v(s)ds
0
= (),
d’on

u(l) = (Lo + M) [(Fu(f) +Tu) (1) = Ru(v)(1)]

d’une autre part

(Ly, + M,)*u(0)
= F,(f)(0) +T,(0) = R,(v) (0)

1
= (B M [ ) — (B M AT [ 0 s
1 o 0
—1—5 (M, + L,)* AS? / et Cp a,v(s)ds
0

1 1
+§ (L, + ]\Iw)2 A;leL“ / e(l_S)MWCLMva(S)ds
0

+(Loy + M)A [(1 — e e™) do + " (L, + M) ]

donc

u(0) = AJ! /1 et f(s)ds — A e /01 e1=9Me £(5)ds (2.6.6)

1 1
/ SLMCLWMM )ds_i_éAu—}leLw/ 6(1—s)MWCLw’MwU(S)dS
0

+A —elveMe) do + et (L, + M) w]

w

et on a
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u'(0)
= (Lo + M) (F(£) (0) +T5,(0) — R, (v) (0))

= (Lo + M) ' [~Ly(M, — H) + M, (L, + H)] A} /1 et f(s)ds

1
+ (L + M) [=M,, (Ly + H) + Ly(M, — H)] A el / e1=9Mo £(5)ds
0

1 1
+§ (L, + Mw)_1 [—L,(M,—H)+ M, (L, + H)] A;l / eSL“CLw,va(s)ds
0
2
—(Lw + Mw)ichmeU(O)
(L + M) ' (MyLy — L, M) AS [(I = e™eMe) do + e (Ly, + M) uq]

w

1 1
= (L + M) M, (L, + H) — L,(M, — H)] A " / =Moo u(s)ds
0

donc
u'(0) — Hu(0)

1
= (Lo + M) (ML — LoM,) A / el f(5)ds
0

1

— (L + M) (M, Ly — L,M,) A e / eU=9Me £(5)ds (2.6.7)
0
1

(Ly + M) " (ML, — L,M,) A / el Cr, m,v(s)ds
0

+

— N

1
—|—§(Lw + M)t (ML, — L,M,) A;leL“ / e(I’S)M“C'Lw,MwU(s)dS
0

— (Lo + M)~ (M, Ly, — LyM,,) u(0)
(Lo + M)t (MyLy — L, M) AT [(1 — et eM) dy + e (L, + M,,) uq]
+d,
en insérant dans , on obtient
u'(0) — Hu(0) = dp.

Remarque 2.6.2 Suite aux propositions précédentes, pour w > w*, on peut dire que s’il

existe une solution classique du probléme —, elle s’écrit sous la forme et

on en déduit alors 'unicité de la solution.

On a alors le résultat fondamental suivant.

Théoréme 2.6.1 On suppose (2.2.1)~(2.2.11). Soit f € L (0,1;X), 1 < p < oo. Alors, il
existe w* > wq tel que pour tout w > w*, les deux assertions sutvantes sont équivalentes.

1. Le probléme - admet une unique solution classique u.
2.

ur, Ay € (X, D (Lo + M), o . (2:6.8)

2p”
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*

Preuve. On considére w* assez grand et w > w*.
Assertion 1 implique ’assertion 2
On suppose l'assertion 1, i.e u définie par (2.6.5)) est une solution classique du probléme

-. Alors

v (Lo + M)V u(z) = (I + R,)™ (Fw(f)(x) 4 Ro(z) + Sw(x)) € L7 (0,1 X),

et on obtient F,(f) + R,+ S, € LP (0,1; X). Donc, d’apres les Propositions , et
I’assertion 2 est satisfaite.

Assertion 2 implique Passertion 1

On suppose ). Le but est de montrer que u, définie par , est une solution classique

de Smt

v(z) = (L, + M) u(x)
= I+ R (FulD)@) + Rol@) + 5.())

— Premiére étape : Montrons que u € L? (0, 1; D((Ly, — M, )2)) )
D’apres les Propositions (2.6.4)), (2.6.5)), (2.6.6) et (2.6.7)), on obtient v € L?(0,1; X).
Comme

(Lo — M) (L + M) % € L(X),

donc
& — (Ly — M) u(x) = (Ly — M) (L + M) > v(x) € LP (0,1; X).

— Deuxiéme étape : Montrons que (L, — M,,) v € LP (0,1; X).Puisque v = F,,(f) + [, —
R,(v), on a

u(.) == (L + M) (FL(£)() + Tu() — (Lw + My) 2 Ru(v)(), (2.6.9)

donc, en utilisant (2.5.2)), (2.5.3)) et (2.5.4), on peut réécrire u de la forme suivante

u="u+u-+u,

telles que
(u(x) = (Lf + M) 'G(f)(2) + (Lo + M) 'K (f)(2)
— (L + M,)*G (Cr,am,v())) (2)
< +§(Lw + M,) 'K (Cr, m,v(.)) ()
u(r) = (L, + Mw)ilezwaO
| G(x) = (Lo + M) tell=0le fy
fo = —(Lo+H)AS'e™G(f)(1) + (Lo + H) AZ K (£) (0)
+ (L, + H)AS? [(I — eL”eM“) do + e* (L, + M,,) ul} +d
+= (L, + H)YAJ'K (Cr,a0,v(.)) (0)

1
2
1
5 (Lo + H) A€ G (Crupa,v() (1),
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et

fi = —eMe (L + H)YAS'K (f) (0) + (—eMedy 4 (M, + Ly,) u1)
— [I =M (L, + H) A e™] G(f)(1)

w

—eMe (L, + H)AS' [(I — e e™) do + e™ (M, + L) uq]
1
+§ [] — GM“’ (Lw =+ H) A_leL“} G (OLW,MwU(-)) (1)

w

_%eMw (L, + HYAJ'K (Cr,.,v(.)) (0).

(L, + M,)u'(x)
= MG()() ~ LoK(£)(x) ~ 5 MG (Crann() (2)

gL (Craanv() (7) — Crano (7).

mais f € LP(0,1; X) et ainsi v, donc, on vertu de la Proposition et de l'assertion 5
du Lemme [2.3.3] on obtient (L., + M,)@(.) € L?(0,1; X).
Comme

(L — M)W () = (Lo — M) (Lo + M)~ (Lo + M) @ (),

on a

z— (L, — M,)u'(z) € L?(0,1; X). (2.6.10)

Maintenant pour f;, on assemble tout les termes qui contient e« ; on peut réécrire

fi= (O, + L) = GUHW) + 56 (Crannv()) (1) + Mo,

avec j1; € X. Donc, d’aprés (2.6.8) et (2.6.1]), on déduit
fr e (D(M,,), X))

et ainsi
w (L, — M) @W(x) € L (0,1; X). (2.6.11)
Il reste a étudier u. Pour fy, en utilisant le Lemme [2.3.3} point 5, donc, on peut réécrire

fo = (Lo+ M,) A;lwo + elweMe (L, + H) A1 (wo + dp)

w

teleeMedy — el (L, + M) uy + e G(f)(1)

3G (Cran()) (1)
K () (0) = 5K (Cranv()) (0) + (Lo + M) A,

avec

Wy = —eL“eM‘“do + eLw (Lw + Mw) Uy — eLwG<f)(1)

PR () (0) 4 5K (Crpe () (0) + 567G (Crao()) (1),
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Alors

fo = (Lut M) AZtwg — K (£) (0) = 3K (Crav() 0)
+ (Lo + M) AZ do + e g,

avec py € X. Il est clair que wg € (D (M), X):1 , donc

1
D’

fO S (D(MW)7X )

3=

7p )

et
2z (Ly — M)W (z) € L7 (0, 1; X). (2.6.12)
Finalement, a partir de (2.6.10)), (2.6.11)) et (2.6.12)), on conclut que x — (L, — M,,) u/(z) €
17(0,1; X).
— Troisiéme étape : Montrons que u € W27 (0,1; X).
Grace aux étapes précédentes et vu que u vérifie (2.1.2)), on déduit que

r—u"(z) = — (L, — M,)u'(z) + % (LM, + M,L,)u(x) + f(x) € LP(0,1; X),

ce qui implique u € W27 (0, 1; X).
— Quatriéme étape : Montrons que u vérifie le probleéme (2.1.2))-(2.1.3)).

Pour presque tout x € (0,1), on a
v(z) = (L, + M,)G(f)(x)+ (L, + M) K(f)(x) (2.6.13)
g (Lt M) G (Crng o)) ()

% (Lo + M) K (Cp aiv()) (@)
+ (Lo o+ M) €™M fo + (Lo + M) €708
et
(Lo + M) ' (2)

= MG()() ~ LoK()(w) ~ 5 MG (Crann() (2)

_%Lw[( (CLW,MWU(J) (x)

+ M, eMe fy — Lok fi—Cr v (x).

Par conséquent, en substituant (2.6.13) dans (L, + M,,)v/(z) , et en utilisant le Lemme
2.3.3| assertion 6, pour presque tout z € (0,1), on obtient

u'(r) = M, (L, + Mw)_l G(f)(x) = Ly (Lo + Mw)_l K(f)(z)

Mo (Lo M) G (Crann()) (2) (26.14)
_%Lw (Lo + M) K (Crav() (@)

+Mw (Lw + Mw)_l emMufO - Lw (Lw + Mw>_1 6(1_1)Luf1.
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Alors, pour presque tout z € (0, 1)
U/I(ZL‘)
= f(2) + My (Lo + M)~ MuG(f)(2) + Ly (L + Mo) ™ LK (f)(2)
—%Mw (Lo + M) MG (Cr aiv()) (2)

+%Lw (Lo + M) LK (Crav()) (2) (2.6.15)
+% (Lw - Mw) (Lw + Mw)_l CLw,MwU(x)

+ Mo (L + M) ™" Mye™ fo + Lo (Lo + M) ™" Ly =00 fy,
En substituant (2.6.13)) dans (2.6.15)) donc, pour presque tout = € (0,1), on obtient

u'(2) = f2) + ExG(f)(x) + TLK(f)(x) — %ElG (Croav) (x)  (2.6.16)
+%TIK (Croav) (@) + Ere™ fo + Tre " fy,

ou, sur le domaine D(L,, + M,,), E; et T} sont définis comme suit :
E, = M, (L,+ M,)"" M,
1 _
+§ (Lw - Mw) (Lw + Mw) ! C’LW,Mw (Lw + Mw)

= 3 w__(Lw_Mw)Mw(Lw+Mw)_17
et

T, = L,(L,+M,) "L,

1 _
+§ (Lw - MW) (Lw + Mw) ' OLW,MW (Lw + Mw)

1 1
= Lo+ 5 (Lo = My) Ly (Lo + M)~
en vertu du Lemme [2.3.3] assertion 6. On utilise (2.6.9)), (2.6.14) et (2.6.16)), pour presque

tout x € (0, 1), on trouve

W' (@) + (Lo — M) () — % (LuM, + ML) u(z)

= [f(@) + EG(f)(2) + TLE(f)(x) — %EQG (Croa,v()) (2)

1
+5 DK (Cro v () (@) + Bae™ fo 4 Toe =% fi,

avec
1 1
By = SMy— 5 (Lo — M) My (L + M)~
+ (Lw - Mw) Mw (Lw + Mw)_l
1

-3 (LM, + ML) (L, + M,) ™"
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et

1 1
Ty = SLot g (Lo — M) Lo (Lo + M,)™!
- Lw - Mw) Lw (Lw + Mw)_l

(
1
5 (LM, + ML) (L, + M,)"".

Mais, en vertu du Lemme [2.3.3], assertion 8, on obtient
EG(f)() =To,K(f)(.) =0 dans LP(0,1; X).

Finalement, on déduit
1
(@) + (L = Mo (@) = 5 (LuMa + MoLo) u(z) = f(2).

D’apres la Remarque [2.6.1] on conclut alors que u, déterminée par (2.6.5)), est une solution

classique de (2.1.2)-(2.1.3).
U

2.7 Retour au cas commutatif

Dans cette section, on fait une comparaison entre ce travail et celui du récent papier [8]. On
va montrer que ce travail améliore les résultats de [§]. En effet, plutot que de considérer des
familles d’opérateurs linéaires (L), , (M.,) on considére les deux opérateurs linéaires
fermés L, M dans X tels que

w>wo !

It (2.7.1)

comme hypothéses (11) et (12), p. 59 dans [§]. Mais, on ne suppose ni la commutativité entre
L et H, ni entre M et H, comme dans les hypothéeses (15) et (16), p. 59 dans [§].

D’apres (2.7.1)), on a
A=(M—H)+eeML+H)=(M—H)+ ML+ H),

{ D(M) = D(L)

et puisque O p = 0, on a R = 0. Alors, grace a (2.6.5)), la solution du probléme

{ u'(z) + (L — M)u/'(x) — LMu(x) = f(x), z € (0,1),

W' (0) — Hu(0) = do, u(1) = uy, (2.7.2)

est
u(.) = (L+ M) (F(f)(.) +T()),
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o ici (I + R)™" = I. De plus, pour z € [0,1]

(L +M)72F(f) (=)

T 1
= (L+ M)_l/ e(x’s)Mf(s)ds + (L + M)_l/ e(s’x)Lf(s)ds
0 T
1
—(L+M)"e™M(L+H)A™? / eI=9M f(5)ds
0
+(L+M)""e™(L+H)A™ /1 el f(s)ds
0
— (L + M) e EeM (L4 H)AT? /1 et f(s)ds
0
—(L+ M)_l e(1-o)L [I —eM(L+ H) A_leL} /1 e(l_s)Mf(s)ds,
0

et

(L+M)~°T (x)
= (L+M)'"eM[(L+H)A +1—(L+H)A "] dy
—(L 4 M)et=LeM [(L+H)A—1 +1—(L+H)A e ™M d,
+(L+ M) xM(L+H)A L+ M)yw
H(L+ M) e[ — M (L+ H)A ] (L + M) wy
Le fait que
(L+H)AN ' =(L+M)A '+ ML+ HYAN -1,
(voir le Lemme , point 5), on en déduit

eMdy+ M (L+ H)ANdy — ™ (L + H) A~ el M,
= eMdg+ e [(L+ M)A +e"™M(L+H)A ' —I] dy
. M(L+H)A—16L+Md0
= M(L+ M)A tdy+eMe ™M (L + H)A 'd
—eM (L + H) A~ e Md,
= M (L+ M)A dy +eM [e"M (L + H) A do,

et puisque
) 1d0—|—d0—(L—|—H>A 1€L+Md

(L
[ (L
(L+ M)+ "™ (L+H)| A 'dy — (L+ H)A "M d,
(L4 M)A do + [e"™; (L + H) A7 do,

+H)+ (M —H)+e""™M(L+H)|A'dy — (L+ H) A "™ d,
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alors, on obtient

(L+M)™D(x)
= eMA o + (L + M)~ e™ [ (L + H) A dy
—6(1 z)L MA ld —(L—FM)i (1— x)LeM[LJrM (L+H)A ]dO
+(L+ M) e"™M(L+ H)A " e" (L + M)u,
+(L+ M) e[ —eM(L+ H)A "] (L+ M)u

Finalement, la représentation de la solution du probléme (2.7.2)), pour p.p. z € (0, 1), est

u(z)
= MA Mg+ (L+ M) "™ (L+ HYA e (L+ M) u,

—(L+ M) e™ (L+ H)A™ /1 UM £(5)ds
0

1
+(L+ M) e™(L+ H) A~ / et f(s)ds (2.7.3)
0
—eIEMAT dy 4 (L + M) e [T — e (L+ H) A ] (L+ M) u

1
— (L4 M) eI (L4 H) A / et f(s)ds
0

1
— (L + M) etk [I—e™(L+H)A "] / UM £ (5)ds
0

1

+(L+M)! /w e IM f(s)ds + (L + M)~ / (s=2)L £(5)ds
—l—(L—l—M)_l (exM _e(l—a:)LeM) [ L+M . (L—l—H)A ]d ]

Cette représentation généralise celle utilisée dans [8], p. 63.
On note, que si 'opérateur H commute, au sens des résolvantes, avec les opérateurs L et M
alors le dernier terme

(L + M)fl (emM . e(lf:r)LeM) [ L+M, (L + H) Afl]do’
sera nul et donc, notre solution coincide dans ce cas avec celle utilisée dans [§].

Corollaire 2.7. 1 Soient L et M deux opérateurs linéaires fermés vérifiant . On sup-
pose (-)N avec, pour tout w > wgy, L, = L, M, = M et LM = ML. Soit
fell(0,1;X) avec 1 < p < 0. Alors, les deuz assertions suivantes sont équivalentes

1. Le Probléme

u'(x) + (L — M)u'(z) — LMu(z) = f(), ze(0,1),
uw'(0) — Hu(0) = do,

admet une unique solution classique.
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2. uq, A_ldo S (X, D((L + M)2)>1,L
2p”
Remarque 2.7.1 Au lieu de supposer la commutativité entre H et les opérateurs L et M,
on considere [’hypothése suivante :

V¢ € D(L) = D(M) = D(L+ M), A'¢ € D((L + M)?),

Ce qui est évidemment vérifié lorsque 'opérateur H commute avec L et M au sens des
résolvantes.

On note ainsi la condition implique .

2.8 Retour a I’équation initiale

En construisant une paire d’opérateurs (L., M,) satisfaisant les hypotheses (2.2.1)~(2.2.8)),
on s’attache a illustrer la théorie opérationnelle précédente. Le but est ensuite de pouvoir
résoudre le Probléme initial (2.1.1), c’est-a-dire

u'(r) + 2Bu'(z) + Au(x) —wu(x) = f(z), z€(0,1),
uw'(0) — Hu(0) = do,
u(l) = uy.

Nos hypothéses sont ici les suivantes

— — Sur l'espace ambiant
X est un espace UMD, (2.8.1)

— Sur les opérateurs A et B
On suppose qu’il existe un réel positif fixé wq tel que, Yw > wy, les opérateurs A et B
vérifient

B? — A, est un opérateur linéaire fermé dans X, R~ C p(B? — Ay,),

3C > 0, VA <0, H(B2 A, — D € w(i . (2.8.2)

{ i) D ((32 _A“>§> c D), (2.8.3)
i) D(B? — A,) C D(B® — A,)}B),

H [B; (B? - Aw)%] (B =407, <x(@). (2.8.4)
ou
X : [wo, +oo[— R avec lirJIrl X (w) = 0. (2.8.5)
On suppose que les opérateurs
L,:=B— (B*— A,):
1 2.8.6
{ M, = —B— (B2 — A,)3, (28.6)
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vérifient, pour tout w > wy, les hypotheéses suivantes

]0, +00[C p (L) N p (M),
ker(L,) = ker (M) = {0}, Im(L,) = Im(M,) = X, (2.8.7)
3Co > 0.sup [|A (L = M) ™ 1y < Co et sup [[A (M = A1) 7| 4y < Co.

A>0 A>0

et ) .
Vs e R, (—L,)",(—M,)"” € L(X);
301,00 €]0,5[,3C > 1:Vs e R, (2.8.8)

=Ly, <ol (=) < cet,

L(X)
— Sous les hypothéses précédentes on obtient des résultats positifs modulo ’ajout de 1’hy-
pothése technique suivante

£(X)

Ay = (M, — H) + e*eM~ (L, + H) est un opérateur inversible dans £(X), (2.8.9)

et
V¢ € D(Ly), AJ€ € D((Ly, + M,,)?). (2.8.10)

On va montrer par la suite que les hypotheses (2.8.2)~(2.8.10)) impliquent (2.2.2)~([2.2.11))

2.8.1 Reésolution du probléme

On suppose ici que les hypothéses ([2.8.1])~([2.8.10]) sont réalisées.

Conséquences des hypothéses.

Remarque 2.8.1
1. L’hypothése est nécessaire puisque l’opérateur

N

B5 (B = A3 | (B~ A

de U’hypothése est défini sur X tout entier si et seulement si

D(B*—A,)C D(B(B?—A,)7),
D(B*—A,)cD((B*—A,):B),

donc si et seulement si est vérifiée.

2. L’hypotheése (2.8.7) et (2.8.8) implique que L,, et M, générent des semi-groupes analy-

tiques sur X, (egLW)QO, (eSMe 50"
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Lemmes techniques

Lemme 2.8.1 ([31]) On suppose ~([2.8.3). Vw > w
1. Les domaines des opérateurs sont

.

D(Ly) = D(M.,) = D((32 Ay)?),

D((Ly, + M,)*) = D((B* —Au)), 1

D((Ly, — M,)*) = D((B? —Au)?) N D((B* ~ A,)2B),

D(LM,) = D ((B* = A.)* (=B - (B2 - A)})).

D(M,L,) = D((B* = A,)2) N D(=B — (B? - A,)?),
| D([M.; L)) = D(B? — Au),

et
D((Ly + M,)?*) € D((Ly, — M,,)?).

2. L’opérateur L, + M, est inversible dans L(X) et
_ 1 1
(L, 4+ M,) ™" = —§<B2 — A,) 72 € L(X).
3. On a les extensions d’opérateurs suivantes

1
~ (Lo — M,,)? — (Lo, + M,)?) C A,
- M, C 2B.

e
S

Preuve.

— En vertu de (2.8.3]), on obtient les domaines suivants

NI

D(L,) = D(M,) = D(B) N D((B® — 4,)2) = D((B*> — A,)

— D’autre part

VI

{ D(L, + M,) = D((B* — A,)z),
(Lo, + M) = —2(B% — A,)2¢,

et d’apres (2.8.2), L, + M, est inversible dans £(X) avec

=

1
(L, + M,) ' = —5(32 — A,)2.

— De méme .
D(Lw - Mw) = D((32 - Aw)i):
(Lw — M,)p = 2By,

et, en vertu de (i) de (2.8.3)), L, — M,, C 2B.
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— De plus

¢ € D((Lu+ M) & € D((B— A)i) et —2(B*— A)ip e D ((B> = A)})
& peD(B*-A,),
ainsi

{ D((Ly, + M,)*) = D(B? — A,), (2.8.11)

(L, + M,)?p =4(B* — A,)p.

Il est clair que (L, + M,,)? = 4(B* — A,).
— De méme, on a

1

o€ D((L,— M,)?) & ¢eD((B— A,)}) et 2B¢€D((BQ—AN)§)
& peD ((32 A )%) mD((BtAw)%B) c D(B?),

grace a (i) de (2.8.3), et on en déduit

{ D((L, — M,)*) =D ((B2 - Aw)%> nD ((B2 - Aw)%B) ,
(L, — M,)*p = 4B?¢p.

On déduit que 4B? est un prolongement de 1'opérateur (L, — ]\L,)2 .
— De plus grace a (ii) de (2.8.3)), on obtient
D((L, + M,)*) € D((L, — M,)?).
— On a

p € D(L,M,) < o€ D(L,) et ngo € D(L,)
& peD((B?—Ay)}) et — By — (BQ—AW)%goED((BQ—Aw)%>

(
& pen (B A0t (-B- (B2~ A1),

donc

[NIES

D(LM) = D (B = Au)* (=B = (B* - A)*)

LoMup = (B = (B = A)*) (-B = (B = A)*) ¢,
— De la méme maniere on obtient

D(MuL.) = D (B = A,)* (B — (B? - A.)?)

ML = (—B (B>~ A)?
— On remarque que D(L,M,) n’est pas nécessairement égal a D(M,L,) puisque pour ¢ €

D ((B2 - Aw)§>
—Bp— (B - A) e D ((B*— A,)*),
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n’implique pas nécessairement

[ SIS

p)+2BpeD((B-Al)*).

( goED((B2—Aw) )
o€ D(L,M,)ND(M,L,) += { —Bp— (B>~ A)>peD ((B2 ~ A
By — (B2~ A peD ((B2 - Aﬁ)
peD ((B2 A )%)

1

Bp— (B* - A)* ¢ = (—Bo— (B* - A,)

Mais

= N[

N|=

)

== BgoED 2
(B? — gDED %
goeD B2

= ;
BgoED )2

s peD(B - mD( %B).

De plus, grace a (i7) de (2.8.3), on a

1
2

D (B2~ A)ND((B~A.)" B) =D (B - AJ),
et pour tout ¢ € D (B? — A,) CD((BQ—A )%B> ND(B(B*—- A,))

MaLe = (~B-(B=4)°) (B-(B-A)")e

=SB B (B - AP+ (B - AL) - (B2 - AL By
B2 (B2—A) B— (B2—A)+B(B*—A) ¢
= 2[B; (B - A)*] e

Ainsi

[

{ D ([My; L)) = D (B* — A,), (2.8.12)

[My; L] o =2 [B; (B* — Aw)i] .

~ Pour tout ¢ € D (M, L, + L,M,) = D (M,L,)ND (L,M,) = D (B*>— A,) C D(A,), on

a
1
9 (M,L, + L,M,) o = B290 - (B2 - Aw) o = Aup,

on en déduit ]
3 (M,L,+ L,M,) C A,.
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Lemme 2.8.2 Sous les hypothéses ~, on a le commutateur est
Crom, =2 [B; (B* - Aw)ﬂ (B* - ,4w)‘1 e L(X),
et est satisfaite.
Preuve. Pour tout ¢ € X, on a
b= (B*—A,) 'peD(B-A,),
et, d’apres I’hypothése ,
veD(B(B* = A4.)*) nD((B*— A.)* B).

Donc, grace a (2.8.11)) et (2.8.12)), on trouve

-1

(B (B2 = A)7] (B2 = A) e = 2[Mus L] (M + L)
= Cr,m,®-
De plus, d’aprés , on obtient
Vo 2 wo, [[Croasllzy < X (W),
donc est satisfaite. U

Lemme 2.8.3 On suppose —. On a le domaine d’interpolation
(X, D((Lw + My)%), 1 = (X, D((B* — A.)))

= 1
%71) 1_ﬂ7p

Preuve. Puisque(0 < 1— 2ip < 1,D((L, + M,)*) = D((B>—A,)) et grace au Lemme[2.8.1
assertion 1, on obtient

(X, D((L., + wa))l% L= (X, D((B* = Au), 1 -

D’ 2p

Ainsi, les hypotheses (2.8.2))~(2.8.10) impliquent (2.2.2)~([2.2.11]). d
On applique alors le Théoréme [2.6.1].

Reésultat principal

Théoréme 2.8.1 On suppose (2.8.1)~(2.8.10}). Soit f € LP(0,1;X), 1 < p < oo. Alors, il
existe w* > wq tel que pour tout w > w*, les deux assertions suivantes sont équivalentes.
1. Le probléme admet une unique solution classique u, c’est-a-dire

uwe WP (0,1;X)NLP(0,1;D (A)),
u' € L?(0,1; D (B)),

u(0) € D(H) et u vérifiant le Pobléme .
2.

ur, ANy € (X, D((B? — Aw)))k%’p.
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2.9 Exemple

Soit X = L? (R). On définit les opérateurs L, M, et H par

(L) D(M,) = H*(R), D(H)=H"(R).
<(y)) (())Jra(y)sO(y) wr(y), Moy (y) = ¢"(y) — we(y), (2.9.1)

avec a > 0,w > 0et a € CZ(R), a # 0.

2.9.1 Vérification des hypothéses

1. L’espace L? (R) est un espace UMD. D’apres Seeley [34], L,, et M, vérifient (2.2.2)), (2.2.3)
donc L, et M, générent des semi-groupes analytiques.

2. D’apres (2.9.1)), on a D(L,) = D(M,,). D’autre part,
LM, # M,L,,

car

={p € D(Ly): Lup € D(M,)}

(R) et " +ap’ —wp € H* (R)}
={pe H3(R): ¢" +ay € H*(R)}

(R): ¢" € H*(R)}

et

—w* (¢" (y) +a(y)y' (y) — W (y))
()" () +d' () " (y) + a(y) ® (y)
wa (y) @' (y) + w* e (y)

2a’ (y) — 2w%) " (y)

d’ou

wLo)o () = W (y) +a(y) o® (y) + (24" (y) — 2w*) " (y) (2.9.2)
+(a" (y) —wa () ¢ (y) + ¢ (y), y €R,
et

"(y) —wo ()" +ay) (¢ (y) —we () —w (¢" (y) —we (y))
W () +aly) e® (y) — 207" (y) — wa(y)¢' (y) + ™o (y) .



2.9 Exemple

77

c’est-a-dire

D(L M,) = ( )
(LoM.)e (y) = ¢ )(y)+a(y) e (y) — 20" (y)
—wa(y)¢' (y) + w* e (y), y €R.

D’apres (2.9.2)) et (2.9.3)), on a

[Mes; L] @ (y)
= oY) +aly)e® (y) + (2d (y) — 2 ¢" (y)

+(a”() wa (y) ¢’ (y) + ™ (y)

Wy ) a(y) o™ (y) + 207" (y) + wa(y)¢ (y) — **@ (y)

= () "(y) +a" (y) ¢ (v),

{ D([M,; L)) = H* (R)

(Mo L) o (y) = 2d' (y) ¢" (y) +a" (y) ¢' (y), y € R
3. De plus, D((L, + M,)?) € D((L,, — M,)?), car

{ D(L, + M,) = H? (R)
(Lo + My)p () = 26" (y) +a(y) ¢’ (y) — 2w% (y), y €R,

“ { D(L., — M,) = H? (R)
(Lo — Mo,)e (y) = aly)¥' (y), y €R.
De méme,
D((Lw + M,)?)
={p € D((Lu + My)) : (L + My) @ € D((Ly, + My))}
={p e H?*(R) et 2¢" + ay’ — 2w*p € H* (R)}
= H'(R).
et

={p e D((Ly, = My)) : (Lw — My) ¢ € D((Le, — M)}
={p € H*(R) et ay’ € H*(R)}
= H*(R).

4. Inversibilité de L, + M, dans £(X). Si on pose

D(P)=D(Q) = H' (R),

Po(y)=¢'(y), y €R,

Qe (y) =aly)y¥' (y), y €R,
o L,+ M, =2P?+Q — 2w*I.

(2.9.3)

D’apres Engel-Nagel [15], Exemple 2.2, p. 169 et le Lemme 2.6, p. 173, on aw® € p (2P* + Q)

1.e
C
2 _ ar _—
H(QP +Q—2wT)” ‘<2wa
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autrement dit, L, + M, est inversible dans £(.X).
5. Inversibilité de A,,.

On a
{ D(M, — H) = H?(R),

(Mo, — H)o(y) = ¢"(y) —we(y) — ¢'(y) = ¥ (y).
Par la transformation de Fourier, on résout 1’équation

(M, — H)p(y) = ¢"(y) —we(y) — ¢'(y) = ¢(y) onv € L*(R).

On va montrer que M, — H est un isomorphisme de H? (R) dans L? (R).
Soit p € H?(R) alors
(M, —H)p=¢"—wo—¢ € L*(R),

d’ou M, — H est bien défini. Il est fermé a domaine dense. On résout ’équation
¢"(y) — w(y) — ' (y) = ly), ¥ e L*(R),

par la transformation de Fourier on a

(2im€)> B(€) — wB(E) — 2imEPB(E) = P(£),
d’ou ~
b(€)

PE) = A2 4 we o+ 2nE

on a bien g € L? (R). D’ou

__7 b(©)
o) ==F (4#252 + we + 2i7r§> )

Dire que ¢ € H?(R) est équivaut & montrer que

(47 + 1) F(p) € L2 (R),

or

D (€) (4 +1)9(¢)

9.9 = N e 202
(47T 5 + 1)f(90)(€) - (471’ 5 + 1) 47r2§2+wa+2i7T§ - 47r2£2—|—u}a—|—2iﬂ'£

et la fonction -
£ (;LW £+ 1) |
Am26° + we + 2imé

est bornée, d’ou le résultat. On en déduit que

(M, — H)" 9] (y)

(&)
<47r2§ + we + 227r§) )

_F
B 217ry£ ¢ )
B é we + 472€% + 2m§) at,
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donc
Ay = (M, —H)+e"eM (L, + H)
(I + ete™ (L, + H) (M, — H)™) (M., — H),
et
(L, + H) [(M — H)"' Y] (y)
~ L, [(M, ") (y) + H (M, — H) ™ ] (y)
[ m e G 2inet™ (E)
: { w? + 4m2€% + 2ime) ot 4 (we + 4n26” + 2im€)
N e2zTry§ ¢(£)
+w*é@ﬂ+4ﬂé+amad&
alors
H(Lw + H) [(Mw - H)il w] ||L2(]R) S ¢ H@HLQ(R) +Cw®
= C1+w) ¥l 2w -
et
lebe™ (Ly + H) (My = H) 0| < C (04w [l a1 [l o 11l 2gey

¢ o
S (L4 ) 19l 2y

Donc, pour w assez grand, on déduit I'inversibilité de A,,.
6. Maintenant, on montre que

Vo € D(L,) = H*(R), A ' € D((L, + M,)*) = H*(R).
Soit A1y = 1, alors
¢ =AW= [(M,—H)+e"e™ (L, + H)| ¢,
et
(M, — H)ip =" = — o' € D(Ly,) = H* (R),

implique
At =1 € H*(R) = D((L, + M,)?).

7. Pour le commutateur on a la proposition suivante :
Proposition 2.9.1 ( [31)], p. 120) 1l existe C > 0 tel que pour tout w > 0,
C

me? Ly (Lo, + Mw)_2||z:(x) S
ol

{2a si0<w<1,
’Y:

a stw=> 1.
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Preuve. On pose, pour f € X = L? (R)

alors
(Lo + M)~ = g avee g € D (L + M.)’) = D (LoM) 0 D (ML),
et ainsi
9 € D((Lo+ M,)?),
{ 29" (y) +a(y) g (y) — 2w (C) = (y). (2.9.4)
On a

{[My; Lo g} (y) = 2d'(y)g" () + (a" (y) — wa(y) +w*) g (v)
= 2d' (y) P9 (y) + (a" (y) — w®a(y) + w*) Pg (y),

or P est borné et, grace a (2.9.4), on a

I[Me; Lol gl < C (|| P*of| + [1Pgll) (2.9.5)

Cu (1Pl + lgl)
Cr(llg"l + llgll)

1
cx (Iol+ < ).

NN N

N

De plus, de (L, + M)~ f =1, on déduit

{ ¢ € D((Ly, + M,))
20" (y) +a(y) ' (y) — 2w (C) = f (),

et C
ol < = 1. (296)
Il s’ensuit (de (2.9.5)) et (2.9.6)) que
1M Ll gl = (Mo L] (Lo + M)
1 1
< (4o ) ol
w w
2C
< Zyn.
Finalement, il existe C' > 0 tel que, pour w > 0,
C
—2
H[MwyLw] (Lw+Mw) ||L(X) < Jv

doiy=2a si O<w<lety=a si w=>1. O
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2.9.2 Existence et unicité d’une solution classique

Toutes les hypothéses sont vérifiées, donc tous les résultats obtenus pour w positif assez grand,
s’appliquent au probléme concret

( 0%u 0%u 0*u Pu
w(x,z)v%(y)ayax (z,y) — o (z,y) —aly >a_( )
. O0%u 1, 0Ou ou
—a (y)p(m,y)—ia <y)8y (z,y) +wa(y )6 (z,y)

9%u 2.9.7
2T 5,) = Puley) = fop). 2 € (0,1), g€ R, (29)
ou ou
% (Ovy) - a_y(oay) - d07 (TS R?

\ u(l,y) =U, Y S R

La proposition suivante donne ’existence et 'unicité de la solution de ce probléme

Proposition 2.9.2 Soit f € L? (0,1; L? (R)) avec 1 < p < +o0. Alors, pour w > 0, les deux
assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le Probléeme admet une unique solution classique .
2. uy, Aty € (H*(R), L? (]R))%yp,

Lemme 2.9.1 On a, d’apres [21], p. 680-681,
(H'(R),L*(R)), , =By, "™ (R).
2p’

Lemme 2.9.2 On a A'dy € B4(1 1/2p) (R) si et seulement si

2imyé C/Z\
y _>/ T D) e ¢ plo1n (R).
(wo‘ + 4m2E° + 22715)
R

Preuve. Soit V,, = e’~eM (L, + H) (M, — H)™" et on note
I+V) ' =1-V,(I+V,)™"
On a

AYdy = (My,—H) " (I+V,) "dy
= (M, —H) Ydy— (M, — H) 'V, (I +V,) " do.

Mais V, Contlent I'operateur régulier e« alors Aj'dy € B4(1 1/2p) (R) si et seulement si
(M, —H) "dy e ng 1/20) (R), c’est-a-dire

R eyt Cio(f) 1 1/2p)
Y / (wo‘ + 47262 + 22'7T£) dbeB (R).




Chapitre 3

Equations différentielles
opérationnelles avec des C-L de type
Robin généralisé : cas non commutatif
sur les espaces de Holder

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on reprend ’étude du probléme mais cette fois-ci dans les espaces
de Holder C?([0,1]; X) avec 0 < # < 1 qui ont une géométrie différente de celle des espaces
LP(0,1; X) avec 1 < p < oo. Plus précisément, on s’intéresse aux équations différentielles
opérationnelles completes du second ordre de type elliptique, posées sur l'intervalle borné
[0, 1] et munies des conditions aux limites de type Robin généralisé :

u'(z) + 2Bu/(z) + Au(x) —wu(x) = f(z), z€(0,1),
uw'(0) — Hu(0) = do, (3.1.1)
u(l) = Uy,

ou A, B et H sont des opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach complexe X,
feC’[0,1];X) avec 0 < 6 < 1, dy, u; sont des éléments donnés dans X et w est un réel
positif assez grand.

On s’intéresse a ’existence et I'unicité d’une solution classique du probléme , c’est-a-
dire une fonction u telle que

we C2(0,1]; X) N C (0,1 D(A)),
{ o € C(0.1:D(B).

u(0) € D (H) et u satisfaisant le probléme (3.1.1) ainsi qu’a la régularité maximale de la
solution classique u, c’est-a-dire

u”, Bu, Au € C°([0,1]; X).
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Pour étudier le probleme (3 , on traite un cas plus général en considérant des opérateurs
linéaires fermés non commutatlfs L., M,, ce qui raméne & traiter le probléme

W) + (Lo — M) () — % (LM, + ML) u(x) = f(z), z€(0,1),
£(0) — Hu(0) = do, (3.1.2)
u(l) = uy.

On cherche une solution classique du probléme (|3 , ¢’est-a-dire une fonction u telle que

{ we C2([0,1; X)NC([0,1]; D (L,M,) N D (M,L,)), (3.1.3)

u' € C([0,1]; D (Le — M),

u(0) € D (H) et u satisfaisant le probleme (3.1.2)). On veut montrer également la propriété
de régularité maximale de la solution classique u, c’est-a-dire

u”, (L, — M), (LM, + M,L,)u € C%([0,1] ; X). (3.1.4)
Bien évidemment, si la solution classique u vérifie
u”, (Ly — M), LyMyu € C°([0,1]; X),

alors on aura

M, Lou € C?([0,1]; X),

puisque
M, Lou(z) = =2f(x) + 2u”"(z) + 2(Ly — M,)u'(2) — L, Mu(z).

3.2 Hypothéses

Les hypotheses sur les opérateurs M, et L, sont les suivantes. Il existe un réel positif fixé wy
tel que
36 €]0, [ 3C > 0: Vw > wy, Sng( w) S5 C p(M,),

Q

(3.2.1)

H(Lw H£ ‘ H -zl Hc(x) < g7 z € S5,

ou Ss:={z€ C\ {0} : |arg 2| < T +6}.

Remarque 3.2.1 Sous [’hypothése et vu que les domaines des opérateurs L, et M,
ne sont pas supposés denses dans X, les opérateurs L, et M, générent des semi-groupes
analytiques généralisés sur X, (efLW)bO, (ewa)£>0.

Pour tout w > wp et 0 < # < 1, on suppose également

D(L.) = D(M,), (3.2.2)

D((Ly + M,)*) C D((L,, — M,,)?), (3.2.3)
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L, + M, est inversible dans £(X), (3.2.4)
(X, D(Lo)) 14900 = (Xs D(IM)) 14900 - (3.2.5)
Pour tout w > wq, 'opérateur
A, = (M, — H) + e*eM (L, + H) est inversible dans £(X) (3.2.6)
et
VE € D(Ly), A6 € D((Luy + M,,)?), (L + M) A € (X, D(Ly))g o - (3.2.7)
L’hypothése de non commutativité est
Vw = wo, "CLw,Mw|’c(X) < x (W) (3.2.8)
ou Cr, am, est le commutateur donné par
Cron, = (MyLy— LuM,) (Lo + M)~ (3.2.9)
= [Mu; Lo} (Lo + M) 77,
et
X : [wo, +00[— R avec lim x (w) = 0. (3.2.10)

w——400

Remarque 3.2.2 Notons que dans les exemples, on a souvent M, — H inversible avec de

plus, pour w assez grand,

|e" e (L, + H) (M, — H)~ < 1.

1
ey

Dans ce cas, l'opérateur
Ao = (T +e*eM (L, +H) (M, - H)™") (M, - H),
est lut méme inversible.
Remarque 3.2.3 On note que sous I’hypothése , on a l’égalité suivante
(X, D(Ly))p 0o = (X, D(M.,,))
Remarque 3.2.4 Si les hypotheéses (3.2.9) et (3.2.5) sont satisfaites et si de plus
D(M,L,) = D(L,M,,),
alors l’hypothése est satisfaite.

En effet, d’aprés le Lemme|2.3.1), assertion 1, on a

D(M,Ly,) = D(L?) = D(L,M,) = D(M?),

w

6,00 *

donc pour tout 6 €0, 1[, on obtient
(X, D(LE)) g0 = (X, D(ME))

0,00
et grice o la propriété de réitération (voir Lions-Peetre [27]), il s’ensuit

(X, DL 1y = (X, DI2)) 1, = (X, DOMD) 1 = (X, D(ML))

146,00

146,00 *
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Remarque 3.2.5 Si on suppose (3.2.1), (3.2.9) et (3.2.4) et si on considére le cas commu-
tatif M, L., = L,M,,, alors les hypothéses (3.2.5) et (3.2.5) sont vérifiées.

En effet

1- Soit p € D ((Ly, + Mw)Q) , alors

0, (L + M) ¢ € D (Ly + M,) = D (L, — M,)

de plus

(Lw - Mw) 2
= (Lw - Mw) (Lw + Mw)_l (Lw + MW) 2
= (Ly+ M) " (Ly — M) (Ly + M) ¢ € D (L, + M,),
ainsi, ¢ € D ((Lw — Mw)2 et donc est satisfaite.

2- Si D (L,M,) = D (M,L,) alors, d’aprés la Remarque U’hypothése est satis-
faite.

3.3 Lemmes techniques

Lemme 3.3.1 ([17]) Si on suppose alors U’hypothése est équivalente a

Mo (L = 17 (X, D(E)) e © (X, D(L))
{Lw(Mw—[) ( DM, (3.3.1)

)o.o C (X, D(M,))

6,00 *

w)

w)
Preuve. Considérons les hypotheses (3.2.2)) et (3.2.5). Soit p € (X, D(Ly))y o, = (X, D(Ly,
Alors

(Lw_[>_1903:w € (X,D(L, — 1))

et
o= (Lo —1)Y € (X, D(Ly — 1))y = (X, D(Ly))

0,00
d’ou

¥, Lot € (X, D(Lw))g o0 »
c’est-a-dire

¥ e (X, D(Ly)) = (X, D(M,,))

140,00 146,00 °
Ainsi

My = M, (Lo — I)_1 p € (X, D(My))g o = (X, D(Ly))
ce qui prouve la premiére ligne de (3.3.1]).
La seconde ligne est obtenue en échangeant les roles de L, et M,,,.

Inversement, supposons (3.2.2) et (3.3.1)). Soit ¢ € (X, D(Ly))
Alors

0,00

146,00

(Lo —I) ¢ = Loy — ¢ € (X, D(Ly))

9,00
donc

M, (L, — [)71 (Lo — D)y € (X, D(Lw))e,oo = (X, D(M,))
ainsi ¢ € (X, D(Mw)>1+e,oo .
De la méme manieére si ¢ € (X, D(M,))

6,007

alors ¢ € (X, D(L,))

1+6,00 1+6,00 °

= (Xa D(Lw - [))1+9,oo‘

—1))p oo -
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3.4 Reésultats principaux

On rappelle la démarche adoptée dans le cadre LP et qui est également valable dans notre
cadre holdérien. Si u est une solution classique du probléme (3 alors

u(0),u; € D(L,) = D(M,)

et v = (L, + M,)*u vérifie, pour f € C?(]0,1];X) avec 0 < # < 1, I'équation intégrale
suivante

v+ Ry(v) = Fu(f) + S, (3.4.1)
avec
Ry (v)(x)
1 v 1 !
= 3 (L, + M,) / e@=IMay oy u(s)ds — 3 (Lo + M,) / e~ Le0p o v(s)ds
0 T
1 1
2(L + M)e"™e (L, + H) A / el Cp, a,v(s)ds
0
1 1
_§(L“’ + M,)e"™M (L, + H) A e™ / eU=9Moy 1 w(s)ds (3.4.2)
0
1 1
_Q(L‘“ + M,,)elt=2)ke [I—e™ (L, + H) A "] / UMy 1 w(s)ds
0
1 1
(Lot M)l et (L YA [ O (o).
0
Fo(f) (z)
T 1
= (L,+ Mw)/ eI £(§Yds + (L, + M) / e £(5)ds
0 T
1
(L M) (L HY AR [ e ()i
0
1
+ (L + M) "M (L, + H) A" / el f(s)ds (3.4.3)
0
1
— (Ly + M,,) eV w Mo (1, 4 H) A;l/ et f(s)ds
0
1
— (L + M) V08 [T — Mo (L, + H) A e™] / eU=9Me £(5)ds
0
et
So()
= (L, + M,)e"™ (L, + H) A (1 el eM) dy + (L, + M,,) eMd
+ ell= )b oM o e"we” ) do — (Lo, + M,)er " e™“dy
(L M)(l z)L (L wl(I L M)d (L M>(1 z)L Md
+(Ly + M,)e"MeeMe (L, +H) e" (Ly, + M) up + (3.4.4)
(L + M,,)eU Mo (L, + H) A L (Lu + M) uy + (Lo, + My)e ™% (L, + M) uy
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Le but est de trouver, sous certaines hypothéses sur les données dy, u1, f(0) et f
tel que pour chaque w > w*, on puisse construire un sous-espace Y, de C? ([0
0 < 0 < 1, satisfaisant

1. F,(f)+ S, €Y.
2. I + R, est inversible dans L£(Y,,).

f), w

1]; ) avec

Dans ce cas, pour w > w*, on pourra déduire que s’il existe une solution classique u du pro-
bléme ((3.1.2)) satisfaisant la propriété de la régularité maximale (3.1.4)), alors u est uniquement
determlnee par la formule de représentation

w= (L, + M) > [(I+R,)"(F,(f)+S.)]. (3.4.5)

Ainsi, pour obtenir des résultats d’existence et d’unicité pour le probléme ({3.1.2)), il suffira
d’étudier la régularité de cette représentation.

Proposition 3.4.1 Soit Q un générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique sur X,
(egQ) >0 O nécessairement continu en 0.

1. Soient 0 €]0,1] et p € X. Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(a) eCp e C7([0,1];X).

(b) ¢ € (X, D(Q))g00
2. Soient 0 €]0,1[ et g € C?([0,1]; X). On pose

wy (z) = / @9 (s)ds, = € [0,1].
0
Alors wy € CY([0,1]; X), et il existe K > 0 tel que
||w1||09 (0,1];x) K||9||09 0,1];X)

3. Soient 0 €]0,1[ et g € C?([0,1]; X). On pose

wn () = / TR (g(s) — g(0)) ds, z € [0,1],

alors wy € CH ([0,1]; X) N C? ([0,1]; D(Q)) .
4. Soient 0 €]0,1[ , g € C9([0,1]; X) et ¢ € X. On pose

ws (2) = " + / =0 (s)ds, z € [0, 1],
0

alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes
(a) wy € CY([0,1];X)N C?([0,1]; D(Q)).-
(b) ¢ € D(Q) et g(0) + Qv € (X, D(Q))o -
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En particulier, si ¢ = 0x et g(0) € (X, D(Q))y o » alors il existe K >0 tel que
HQw?ﬁ”CG([O,l];X) S K HgHC"([O,l];X)'

5. Soient 0 €]0,1] et g € C?([0,1]; X). Alors

Q / e (g(s) — 9(0)) ds € (X, D(Q))ye

et
Q / 1292 (g(s) — g(1)) ds € (X, D(Q))pe -

6. Soient 1) € X et x € 0,1}, alors

x 1
/ TR ds, / e=™%)ds € D(Q).
0 x

L’assertion 3 est obtenu en appliquant la théorie des sommes de Da Prato-Grisvard [11].
L’assertion 4. qui améliore Passertion 3. est d a Sinestrari [35], voir aussi Da Prato [10].
On trouve dans Guidetti [23], une preuve simple de ces résultats, voir proposition 2.5 p. 132,
Corollaire 2.1 et Théoréeme 2.4, p. 136.

Pour l’assertion 6, voir Sinestrari [35], proposition 1.2 page 20.

On pose pour une fonction g donnée de [0, 1] dans X et pour = € [0, 1]

Glg)(x) = / Sl Mg (s)ds, K (g)(x) = / e g (5)ds,

Remarque 3.4.1 Pour plus de commodité et puisque, dans cette partie, la dépendance de w
n'est pas utile, on note L, = L, M, = M, A, = A, F,(f) = F(f)....

Proposition 3.4.2 On suppose ~(3.2.7). Soit f € C?([0,1]; X) avec 6 €]0,1]. Alors
F(f)+8 e’ ([0,1];X),

st et seulement si

A~'dy,uy € D(ML) N D(LM),
(M —I)(L+ M)A dg + (L+ M) (L—1)"" f(0) € (X, D (L)) - (3.4.6)
L(L+M)uy+ (L+ M) (M—1)""f(1) € (X,D (L)),

oo *
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Preuve. On a, pour tout z € [0, 1]

F(f)(x)
= (L+ M) / e(‘”’s)Mf(s)ds + (L+ M) / e(s’x)Lf(s)ds

—(L+M)e™ (L + H) A_leL/ UM £(5)ds
0
+(L+M)e"™M(L+H)A™ / et f(s)ds
0

1
— (L + M) U2 LeM (L 4 H)A™! / et f(s)ds
0
1

—(L+ M) e(1=2)L [I —eM(L+ H) A_leL} / e(l_S)Mf(s)ds

0

S(z) = (L+M)e™(L+H)A ' (I—e"eM)dy+ (L+ M)e™Mdy
—(L+ M)e"EM (L + HYA™ (I —e"eM) dy — (L + M)el = TeMd,
+H(L+ M)e™ (L + H)A e (L + M) wy
—(L+ M)W MM (14 Iy A el (L + M) uy + (L + M)e 25 (L4 M) u,.

En sommant F' et S, on obtient
x 1
F() @)+ S(0) = (L4 M) [ e f(s)ds + (L4 31) [ o2 f(s)is
0 x
— (L4 M)e™ (L+ H)A'e” /1 UM £(5)ds
0
1
+(L+M)ye™M(L+H)A™? / et f(s)ds

0

1
— (L + M) et 2LeM (1 4 HYA™! / el f(s)ds
0

— (L4 M) 5[ — M (L+ H)A et /1 eU=9M £(5)ds (3.4.7)
0

+(L+ M)e™ (L+H)A™ (I —e"e™)dy+ (L + M)e™Mdy
e(1—2)L M (L+ H)A™ (I _ 6LeM) do — (L + M)e(l—a:)LeMdo
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Alors

c’est-a-dire

F(f) () + 5(x)
(L+ M) / @ IM f(5)ds + (L 4+ M) / eI f(5)ds

—(L+M)e™ (L—i—l—])/\_leL[/1 eI £ (5)ds — (L + M) uy]

+(L+M>ewM(L+H>A1[/O e f(s)ds + (I — M) dy)

—(L+M)e(1‘””)LeM(L+H)A‘1[/O el f(s)ds + (I — e*e™) dy)

1
(L4 M) [ s - (L4 M)
0
+(L+ M)e*Mdy — (L + M)e=2LeM g,

1
+ (L4 M) el=9LeM (L 4+ H) A_leL[/ UM £(§)ds — (L + M) uy],
0

F(f) (x) + S(x)
(L+ M) / @ IM f(s)ds + (L + M) / e f(s)ds

+ (L + M) e™ (L+H)A_1[/168Lf(s)ds—|— (1 —e"e™) do]
—(L+ M) e(l_m)L[/l eI=9M f(s)ds — (L + M) uy]

—(L+M)e<1x>LeM(L+H)A1[/O el f(s)ds + (I — e*e™) dy)

1
—(L+M)e™ (L + H) A_leL[/ eI £ (5)ds — (L + M) uy]
0
+(L+ M)e"Mdy — (L + M)e=2LeM g,

1
+ (L + M) eV 2LeM (L 4+ H) A_leL[/ eU=IM f(s)ds — (L 4+ M) uy].
0

D’apres le Lemme point 5, on a

(L+ H)AN ' =(L+ M)A eteM(L+H)A 1T,
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alors
F(f) (x) + S(x) =
(L+ M) / @M f(s)ds + (L + M) / eI f(5)ds
+(L+M)e™M[(L+ M)A +ebe™ (L+ H)A — 1] [/ el f(s)ds + (I —e*e™) dy)
—(L+ M) e(l_””)L[/l eI=IM f(§)ds — (L + M) uy] (3.4.8)
— (L + M) O=2LeM (1 4 H) Al[/ e f(s)ds + (I — e*e™) do]
—(L+M)e™[(L+ M)A +e"eM(L+ H)A™ ! = 1] eL[/l eU=IM £(s)ds — (L + M) 4]
+(L+ M)e*Mdy — (L + M)e=2LeM g,
+ (L + M) el=2LeM (L 4+ H) AleL(/ eU=IM £ (s)ds — (L 4+ M) uy),
Donc
F(f) (x) + S(x)
= (L+M) / @ IM f(s)ds + (L + M) / e f(s)ds

+(L+M)e"™(L+ M)A [/01 el f(s)ds — eLeMdg]

(L + M) e™MebeM (L4 H) A~ [ /O Lok fs)ds + (1 — ebe) dg]
(Lt M) M [ /O Lok fs)ds + (1 — ebe) do]

(L + M)t { /0 L 0-9IM () ds — (L + M) ul}

(L4 M) UEM (14 F) A [/01 e f(s)ds + (I — cbeM) do]
(L4 M) e™ (L + M) A-tek l /0 09 )5 — (L4 M) ul}
(L4 M) ™M eleM (L4 H) A=tek [ /0 M gy ds — (L + M) ul}

1
+ (L + M) e™™MeE U eI=IM f(§)ds — (L 4+ M) ul} + (L + M) e™ (L + M)A 'd,
0
+(L+ M)e*Mdy — (L + M)e=2LeM g,

1
+ (L + M) eV 2LeM (L4 HYA el {/ eU=9M f(s)ds — (L + M) ul} :
0
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d’ou
F(f) (x) + S(x)
= (L+ M)/ @ IM £ (s)ds + (L + ]\/[)/ eI f(s)ds

+(L+M)6$M(L+M)A_1[/165Lf(s)ds—eLeMdo]
—i—(L—i—M)emM[eLeMdO—/O et f(s)ds]

(L + M) e™MeleM (11 H) A= [/0 e f(s)ds + (I — e“eM) do)+

+(L+ M) e(l_I)L[(L + M)uy, — /01 e(l_s)Mf( )ds]

—(L+M)e<1—f>LeM(L+H>A—1[/O e f(s)ds + (I — M) dy)

—(L+ M)e™ (L + M) AleL[/l eU=IM £(5)ds — (L + M) 4]

(L+M)“4LM@+HM\%T/ékmﬁ@m&4L+Mmm
0
+ (L4 M)e™ (L + M)A td,

+(L+ M) e””MeL[/ =M f(5)ds — (L + M) ug] — (L + M)e=LeM g,

—l—(L—i—]\/[)e(lf”)LeM(L—l—[-I')AleL[/O1 U=9M £(5)ds — (L + M) uy]
I)

= (I)(x)+ (1) (z)+ (L) (x) + (IV) (x) + (V) (z) + (VI) (z) + (VII) (z)
+(VII) (z)+ (IX) (z) + (X) () + (X)) () + (XII) (x) + (XIII) ().

On rappelle que
(L+M)(M—1)" (L+M)(L-1)"€L(X).

De plus, d’apres I'assertion 6 de la Proposition et puisque f € C?([0,1]; X),0 €]0,1],
on a pour tout z € [0,1],

G(f)a) = / "l f(s)ds € D(M),
K(f)z) = / eL f(s)ds € D(L).

Etude de la régularité de (1) (-) et (I1)(+)
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On a, pour tout x € [0, 1]
(I)(z) = (L+M) /O " ele-n f(s)ds
= LM OI=DT =) [ g
= (L+M)(M—-1)" /0 Me™=9M f(s)ds — (L + M) (M — 1) G(f)()

- @+A@M4—D*[fMérmwﬂ@—f@»@

+(L+M)(M-1)"" /0 Me@=9M f(1)ds — (L + M) (M — 1) " G(f)(z),

c’est-a-dire

(@) = (L+M)(M-1)"" xMe(””’s)M(f(S)—f(af))dS

—(L+M)(M—D7" f(a)+ (L+ M) (M —1)""e™(f(z) — £(0))
—(L+MYM =D e ML -D O+ (L+M)(M—-1)"eML(L—1)""
—(L+M)(M—-1)""G(f)(x)

= (), (@) + D)y (z) + s (@) + (1) (x) + (I); (x) + (I)g (2)

de méme
(II)(x) = (L+M)/ eI £ (5)ds

= (L+M)(L-D"" / 1 L)L f(s)ds
@AM (- DR (@)
=(L+MML—01/ R“”Wﬂ$—f@D%

1
- L/ eCOLf(2)ds

+(L+M)(L-1)
—(L+M)(L—-1)"" K(f)(x)

= (L+M)(L—1)

+(L+M)(L-1)

—(L+M)(L-1)
+(L+M)(L-1)

= (D), (x) + (1), () + ()5 (x

)
— Grace a la Proposition assertion 3, (1), ,
— Il est clair que (I),, (1)3, (ID),, (I1); € C?([0,1]; X).
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— Suite a la Proposition , assertion 1, (I),,(II), € C?([0,1]; X).
~ (D), ([T)s € C?(]0,1]; X) grace a la Proposition , assertion 2.
Etude de la régularité de (IV) (-) et (VI)(:)
— Ona
1
LK) = [ 1t (7(6) = £0) ds + ¢-5(0) = S

MG(f)(1) = / MU= (f(s) — (1)) ds + b f(1) -

ainsi, pour tout z € [0, 1]

0),

fQ),

(IV)(z) = (L+M)(M—1)""e™ (M — 1) [e"edy — K(£)(0)]

= —(L+M

(L -1)” f(0>+eLeMdo>
M-I e*™MM (L —1)"" £(0)

I
—~
~
<
:/
S
_l’_
~
<
~—
[\
—
=
_l’_
~
-
~—

et

(L+ M)uy + (M 1) f(1))

= (V) (2) + (VI), (x) + (V) (2) + (V) (2).
— De (3.3.1)) et la Proposition | assertion 5, on trouve

(M —=1)(L-1)" fOLSL (f(s) = f(0)) ds € (X, D(L)),
(L—=1)(M—=1)7" [ MeO=9M (f(s) - f(1))ds € (X, D(M))

donc, on peut déduire, grace a la Proposition [3.4.1], assertion 1, que
UV), . (IV)s,(VI), € o ([0,1]; X).
— En utilisant encore une fois (3.3.1]), on obtient

(M = 1) (L= 1) (K()(0) =e"f(0)) € (X,D(L

(L—[)_lf(0)+eLeMd0€D( ) < (X,D(L
(L—1)(M—1)" (G(f)() Mf) e (X,D(L
(L+M)u, +(M—-1)"" ()e D(L) c (X,D(L

M- 1) M (M - 1) (L - 1) / Lt (f(s) — £(0))ds

Tt (M - I)(L 1)~ (K(f)(0

) =" £(0))

+ (V) (x) + (IV); (x),

— J(1) ds

L—=1)(M—=1)" )(1)—€Mf( ))

7
L—1)" e ™5 (L(L+M)u, +L(M—1)"" f(1))

,00 7

0,00 7

6,00

0,00

— N N N
— N N N

6,00
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donc, suite a la proposition [3.4.1] assertion 1, on trouve
(IV)y,(IV)y,(VI),,(VI), € C?([0,1]; X).

— Il est clair, en vertu de , la Proposition , assertion 1 et de ’hypothese ,
que (IU), V), (VII), (VIH), (IX), (XI), (XH) et (XIII)e C?(0,1];X).

Conclusion

On a

F(f)(z) + S ()
= T(x)+ (L+M) (M D7 e™ (M =) (L+ M)A do+ (L+ M) (L—1)"" £(0))
+(L+M)(L—1) e 5 (L(L+ M)uy + (L+M)(M—1)"" f(1)).

o1, suite & I’étude précédente, T € C? ([0,1]; X) avec

T =)y + D)y + (g + (g + (D + (L) + (L)y + (L) + (1), + (1)
(IV)y + (IV)y +(IV)g + (IV)5 4+ (V) + (VI)y + (V) + (111)

+
) +
(V)+ (VII)+ (VIIT) + (IX)+ (XI)+ (XII)+ (XIII).

_|_
+
De plus

r — (L+M)(M—-I)"e™ (M ~-1)(L+ M)A do+ (L+ M) (L-1)"" £(0))
+(L+M)(L—-D)" e (L(L+ M)u + (L+M)(M—1)"" f(1)),

est dans C? ([0,1]; X) si et seulement si est satisfaite. O
Maintenant, on fait apparaitre la dependance de w. En notant R, L, M, A... par R,,, L, M,,,
Ag....

En posant, pour w > wy,

Cl., ([0,1]5X)

={veC?([0,1];X): (L, — M) (L,—1)"Cy

o 0(0) € (X, D(Ly))y s (3.4.9)
(L = M) (M, = )7 Crpn,v(1) € (X, D(L))g o}

on obtient ainsi le résultat suivant.

Proposition 3.4.3 On suppose (3.2.1))~(3.2.10) et soit 6 €]0, 1].

1. R,(v) € C?([0,1]; X) si et seulement siv e C]_,, ([0,1];X).

2. R,(v) € CF_ . ([0,1];X) si et seulement sive C7_,, ([0,1];X).
8. R,(v) € L(CY_ 4. ([0,1]; X)).
y «

. I existe w* > wy, tel que pour tout w > w*,

1Roll ey, qomxy <1

Ainsi, pour w > w*, I + R, est inversible dans L(C]_ ,, ([0,1]; X)).
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Preuve. 1) Soit v € C7_,, ([0,1]; X). Puisque Cp, ar, = [Mo; L] (Lo + M) € L(X)
alors Cr,, v € C? ([0,1]; X).

On effectue un raisonnement similaire a celui de la preuve de la Proposition [3.4.2]

On écrit pour tout z € [0, 1]

2R, (v)(x)
= (Lw—l—Mw)/ e(m_S)M“C'LWMwU(S)dS
0

1
— (L + M) / ey v(s)ds
1
—(Lyy + M,,)e"™Me (L, + H)A! / et m,v(s)ds
0

1

—(Ly + M)e™™ (L, + H) A el / eI=9Mo 1 w(s)ds
0

1

—(Ly + M,)et=®)te [I—e™ (L, + H) A "] / eU=9Mey 1 w(s)ds
0
1
+(Ly + M)t e Mo (1, 4 ) A;l/ el Cp a,v(s)ds,
0
et comme
(Lo + H)YASY = (L + M) A+ eP«eMe (L, + H) A — 1,

alors, on peut réécrire R, (v) comme suit
2R, (v)(z)
= (Lo + Mw)/ @ IMe oy w(s)ds
0

1

— (L + M) / ey 1 w(s)ds
1
— (L + My)e™ [(Ly, + M) AT+ e*eM (L, + H) A" — I / et Cr p,v(s)ds
0
1
— (Lo 4+ My)e™ [(Ly + Mu) AL + em e (L, + H) AN — 1] ' / UMy o w(s)ds
0
1
—(Lyy + M,,)et=2)Le [I—e™ (L, + H) A "] / =My w(s)ds
0

1
+(Ly + M,)et 0w Mo (1 HY A / el Cp a,v(s)ds,
0
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ce qui donne

2R, (v)(x)
= (Lw+Mw)/ e(x_s)M“CLmev(s)ds
0

— (L + M,) /1 e(s_I)LwCLw,va(s)ds
—(Lyy + M,)e™e (L, + M) A! /1 el m,v(s)ds
0
—(Ly, + M,)eMeelweMe (L, + H) AL /1 el m,v(s)ds
0
+(Ly, + M,,)eMe /1 6SL”CLM’MMU(S)CZS
0
—(Ly, + M,)e™ (L, + M) A el /1 eU=IMo 1 w(s)ds (3.4.10)
0
—(Lyy + M,,)eMeelweMe (L, + H) A e™ /1 e(l_S)MwCLw,va(s)ds
0
+(Ly, + M,,)e"Me el /1 Moy apv(s)ds
0
—(Ly, + Mw)e(l_x)Lw /1 6(1_S)M“’CLW7MWU(8 ds
0

1
+(Ly, 4+ M)t EeeMe (1, 4 H) A el / =My w(s)ds
0

1
+(Ly + M)et e eMo (1, HYAZ! / eLeCp a,v(s)ds,
0

= () () + (L) (z) + (L) (x) + (IV) () + (V) () + (V) (2) + (VII) () + (VIIT) (z)
+(1X) () + (X) (2) + (XT) (z) .
)

Alors pour (I) et (II), on obtient

(1) (z)

(L, + Mw)/ e(I_S)M”C’LW,va(s)dS
0
C (Lo M) (My— 1) (M — 1) / (I (s)ds
0

= (Ly,+ M,) (M, — [)_1 M, e Mo (Croam,v(s) —Cp,a,v(x))ds

— (L + M) (M, — 1) CL, v (2)
+ (L + M) (M, — I) " e®™™e (Cp v () — Cry o, (0))
— (Lo + M) (M, — I) " e®™e (L, — )" Cp v (0)
(L + M) (M, —I) " e®™e L, (L, — )" Cpar,v (0)
— (L + M) (M, — 1) " G(CL,a,0) ()
= (), (@) + L)y (@) + (D)3 (x) + (1), (x) + ()5 () + (1)g (),
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de méme
(II)(x) = — (Lo + M) /1 e(s_x)L“C’Lmev (s)ds
= —(Ly+ M) (Ly— 1) (L, — 1) /1 e e v (s)ds
= —(Ly+ M,) (L, — I)_1 /1 L, els ke (Croa,v(s) —Cr,a,v(x))ds
+ (L + M) (Ly — )7 Cpag,v ()
— (L + M) (Ly — ) et 2Le (O v () = Opyan,v (1))
+ (Ly 4+ M) (Ly — )t eLe (M, — 1)1 Cp v (1)
— (L + M) (L, — ) et pg (M, — 1) Cpy v (1)
+ (L + M) (Ly — )V K(Cp, ag,v) (2)
= (), (z) + (I1)y (z) + (I1)3 (z) + (I])y () + (L); (x) + (1) (2)
— Il est clair que ( 2, (I),, ( I),, (IT); € C?([0,1]; X) car v € CF_ ;. ([0,1]; X) (et donc

CLW M,V € CL M., 1 ; )
— D’apres la Proposmo 3.4.1} assertion 1, (1),,(I1), € C?(]0,1]; X).
— Gréce a la Proposition [3.4.1] 3 1| assertion 2 )6 ,(I)s € CY([0,1]; X).
— Suite a la Proposmon | assertion 3, (I),, (1), € CY([0,1]; X).

Etude de (
On a

(V) (z)
1
= (Lw—l—Mw)exM“/ eSL“CLMva(s)ds
0

= (Ly+ M) (M, — 1) e (M, —I) (L, — 1) (L, — I) /1 eleCy v (s) ds

= (Ly+ M) (M, — 1) Mo (M, —I) (L, — 1)—1/0 Lyet (Cp, v (8) — Croar,v (0)) ds

— (Lo + M) (Mo, — 1)~ terte (Mo, = 1) (L, — I)_1 (K(CLW,MMUXO) - GLWCLM,MWU(O))
+(Ly 4+ M,) (M, — )" M (L, — 1) Cp, a1, 0(0)
—(Ly 4+ M) (M, — )" ™Mo M, (L, — 1)~ O ar,v(0)

= (V)1 @)+ (V)y(2) + (V) (z) + (V), (2),
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et
(1X) (x)

1
= —(Lw—i-Mw)e(lx)L“’/ e(l’s)MwC’Lmev(s)ds
0

= —(Ly+ M) (L, — 1) et =2te (L, — 1) (M, — )" (M, — I) /1 eU=Mo o w(s)ds
= (Lo + M) (Ly = )7 9P (L, = T) (M, = 1) %
/01 Mwe(lis)Mw (CLW,MWU(5> — CLW,MW ( )) ds
+(Ly + M) (Lo — 1)~ Fellm (Lo — 1) (M., — I)_l (G(CLW,Mww (1) = 6MWCLw,ML,J”(l))
—(Ly 4+ M) (L, — I) " e (M, — I) 1 Cp, g, (1)
+(Ly + M) (L, — 1) H e (M, — 1) Opy v (1)
= ([X) (x) + ([X), (z) + ([X) () + (IX), (z).
— Suite & et ’assertion 5, de la Proposition on trouve
(Mw—]) (L —] L fO SL“ CLwa ( ) CLw’MwU(O))dSG (X,D(Lw))gpo,
(Lo — 1) (My — )" M,, [, €=M (O apv0(s) — Cry o, v(1)) ds € (X, D(M,,) )00,

on déduit donc, grace a la Proposition et la Proposition [3.4.1, assertion 1, que
(V),, (IX), € C?([0,1]; X) .
— En utilisant encore une fois (3.3.1]), on obtient
(M, —I) (L, — )™ (K(Cpyar,v)(0) — €2 Cr, 0,0(0)) € (X, D(Ly))g.00,
(Lo — 1) Cpyanv(0) € D(Ly,) € (X, D(Ly))g.00,
(L = 1) (M, = 1) (G(Cru pa,v) (1) = 4C, ai,0(1)) € (X, D(L))g 00,
(My, — )"  Cryaa,v (1) € D(Ly,) € (X, D(Ly))s.00,
on obtient donc, suite & la Proposition (3.4.1]), assertion 1,
(V)gs (V)g, (IX)y, (IX)y € C([0,1]5 X).
— En vertu de (3.3.1)) et la Proposition [3.4.1] assertion 1, on déduit (IV), (VII), (VIII),
(X), (XT1) e ([0, ] X)
— D’aprés hypothese (3.2.7), on a (I11),(VI) € C?([0,1]; X).

On pose
Pooo=U)+U)y+U)z+ g+ e+ (L), + )y + I+ (11),
+UD)g+ UL+ IV)+ (V) +(V)y+ (V) + (VI)+ (VII)
+(VIII) + (IX), + (IX), + (IX); + (X) + (XI),
alors

2R,(v)(z) = P+[(I);+ (V)] +[(II);+ (IX),]
= P+ (L, + M,) (M, — 1) LMo (L, — M) (Ly — 1) Cp, a1,0(0)
+ (Lo + M) (Ly, — 1) e Lo (L, — M) (M, — 1) Cp, g, v(1).



3.4 Résultats principaux 100

L’é¢tude précédente montre que P € CY ([0,1]; X), de plus

v — (Ly+ M) (M, —I)"" ™Mo (L, — M) (L, — I)~" Cp, ar,0(0)
+(Loy + M) (L, — 1) e (L, — M) (M, — 1) Cp, g, v(1),

est dans C? ([0, 1] ; X) si et seulement si

{ (Lw - Mw) (Lw - ])71 C(LW,MWU(O) S (X7 D(Lw))é’,ooa
(L — M) (M, — )™ Cry a,0(1) € (X, D(Lu))g,00,

ce qui est équivalent a dire que v € C7_,, ([0,1]; X).

2) En posant = = 0 dans (3.4.10)), on obtient
2R.,(v)(0)

= —(L,+ M,) /1 e Cr, a,v(s)ds
0
(Lo + M) (Lo + M)A /0 Lestey o(s)ds
—(Ly, + M,)e"eM (L, + H) AL /01 e Cp, m,v(s)ds
(L + M) /0 Cestey L Lo(s)ds
(Lo + M) (L, + M) A-teb /0 Mgy, (s)ds
—(Lyy + M,,)e e (L, + H) A et /01 eU=Mo o w(s)ds
+(Ly, + M,,)e™ /1 emIMeCy oy u(s)ds
0
(Lo, + M) /01 eU=9Mo 1 w(s)ds
+(Ly + M,)eF<eMe (L, + H) A el /01 =)Moy o v(s)ds
(L, + M,,)e < eM (L, + H) AL / 1 e* O, a,v(s)ds,
0
ce qui donne, aprés simplifications
(L, + M,) 2R, (v)(0) = —=A.? /O 1 e O, a,v(s)ds

1 1
——A el / eU=IMey 1 w(s)ds,
0
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et en posant z = 1 dans (3.4.10)), on trouve

1 1
R = 5L+ M) [ OCy yn(s)ds

1
—~(Ly + M,)eM (L, + H) A;l/ et a,v(s)ds
0

1

—— (L 4+ M)eM (L, + H) A L“/ eI=9Mo 1 w(s)ds
0
1
——(L, + M, )/ eU=9Moy 1 w(s)ds
0

1
+=(Ly + M)eM (L, + H) A;leL“/ eU=Mo oy v(s)ds
0

N~ N = [\DIH N+~ N

(Lo + M,)eMe (L, + H) A" /1 et C a,v(s)ds

= 0. "
Ainsi, d’aprés ’hypothése (3 et comme fo esteCr m,v(s)ds € D(L,), on a
Ry(v) € C7 ap, (10,1]5X)

si et seulement si v € C7_,, ([0,1]; X).
3) D’apres 'assertion precedente R, est un opérateur linéaire de C? Lo, ([0,1]5 X) dans lui
meéme.

4) Gréace & la Proposition (3.4.1) ; assertions 2 et 4, et suite & I'hypothese (3.2.8), pour tout

w 2= wp, O a

HRW(U)”C’EW’MM([O,I];X) < C|C, MwHL X) HUHCﬁw’MW([O,l];X)
< Ox(w) HUHcg an, (10,1]5)
or, d’apres (13.2.10)), on a hrf X (w) = 0, donc il existe w* > wy, tel que pour tout w > w*
wW—100
||Rw<v)||cg g, (10,1:X) <1
Ainsi, pour w > w*, I + R,, est inversible dans £ (C7_,, ([0,1]; X)). O

Remarque 3.4.2 On note qu’il est nécessaire que R, soit dans C’zw’ a, ([0,1]5 X)) puisque
I + R,, n'est pas inversible dans C? ([0,1]; X) ni dans C ([0,1]; X) .

Proposition 3.4.4 On suppose (3.2.1)~(3.2.7). Soit f € C?([0,1];X), 6 €]0,1[. Alors
F, (f) + S, € Czw,Mw ([07 1] ;X)7

si et seulement si

( A'dy,uy € D(M,L,)N D(L,M,),
(Mw - ]) (Lw + Mw) A;1d0 + (Lw + Mw) (Lw - I)_l f((]) S (X’ D (Lw))07oo ’
Li (L + M) uy + (Lo, + M) (M, — 1)7F f(1) € (X, D (Lo))goc » (3.4.11)
(Ly — M) (L — 1) ' Crya, (Lo + Mw)QA Idy € (X D(L,))
(Lo — M) (M — 1) ™ Cpag, (Lo + M) us € (X, D(L))g o -

0,00
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Preuve. Gréace a la Proposition il suffit de calculer F,(f) + S, en 0 et 1.
1) On a

(Lo + M) 2 [FL(f) (0) + S.(0)]
= (Lo M) Ay — e (L H) + (Lo + H)] A / el f(5)ds

0
— (Lo + M) (L + H) + A, — €2 (L, + H)] A e™ /1 UM £(5)ds
0
+(Ly + M) (I - eLweMw) (Lo + H)AL' [(I — " eM) dy + ™ (Lo, + M) uq]
o+ (Lo + M) [(I = ebe™) do + ™ (M, + L) w]

et vu que
A, —eleMe (L, + H) + (L, + H) = L, + M,,,

on obtient donc

(Fu(f) + 5.) (0)
= (Lw+Mw)2A;1/O e*Le f(s)ds — (L, + M) A} L“/O =M £(5)ds

— (L, )2 A [eReeMedy — et (L, + M) uq]
(L ) A do
—(L elweM (Lo, 4+ M) AT [(1 — e e™) do + e (L, + M) u]

(L., (I —elweMe)etee (L, + H)AS' [(I — e™eM) do + e (L, + M,,) w1
(L elw Mo [([ eL“eM“) do + e (L, + M,) ul} ,

+
S5

_|_

)
)
)

€

€
+ + + + +

+

d’apres hypothese (3.2.7) et puisque V€ € X, e?¢ € D(Q™) avec n € N, on trouve
Croar, (Fu(f) +5,) (0) € (X, D(Lu))g0 € Cruan, (L + M) A do € (X, D(Lw)) g0
et d’aprés , on a
(L = Mo) (L = 1) Oy, (Fu(f) +50) (0) € (X, D(Le) )0
qui est équivalent a

(Lo — M) (Lo — 1) 7' Cryny (Lo + M) A do € (X, D(Lu))g e -
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2) D’une autre part, on a

(Fu(f) + 50) (1)

= (L, + M,) /1 eU=9Mo £(5)ds
0

1
— (Ly + M) eMe (L, + H) A e / eU=9IMe £(5)ds
0
1
4+ (Ly + M) eM (L, + H)A? / et f(s)ds
0

1
— (L + M) Mo (L, + H)A! / et f(s)ds
0

1
— (Lo + M) [I — e (L, + H) A e™] / eU=9Me £ (5)ds
0

+(Ly, + My)eM (L, + H) A
—(Ly + M)eMe (L, + H) A
+ (L + M,,) eMedy + (L, +

ce qui donne

(Fu(f) +5.) (1)
= (L + My)e™ (L, + H)AS' [(I —e™e™) do + e™ (Lo, + M.,) u1]

— (L + My)e™ (L, + HY AL [(1 — e e™) do + e (M, + L) uq]
+ (L + M) e™edy + (Lo, + M) [—e™dy + (M, + Ly,) i
= (Lw + Mw)2 Uy,

on obtient ainsi le résultat. O

*

Remarque 3.4.3 Grice aux propositions précédentes, on peut dire que pour w > w*, s’il
existe une solution classique du probléme satisfaisant la propriété de la régqularité
maximale , elle s’écrit forcément sous la forme et on en déduit alors lunicité
de la solution classique.

Théoréme 3.4.1 On suppose (3.2.1)~(3.2.10). Soit 0 €)0,1[. Alors, il existe w* > wy tel
que pour tout w > w*, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme admet une unique solution classique u satisfaisant

u”, (L, — M), (LyM, + ML) u € C%([0,1] ; X),
(Lo + MW)2 u € ng,Mw([Oa 1]; X).
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2. feC?0,1];X) et

( AZ'dy,uy € D(M,L,) N D(L,M,),
(M, —I) (Ly + M) A dy + (Lo + M) (Lo — )" £(0) € (X, D (Ly,))

L (L + My) ug + (L + M) (My — 1) (1) € (X, D (Lw))g oo

(Ly — M) (L — 1) Opy o, (L + M) ASNdy € (X, D(L))

| (Lo — M) (M, = 1)7 Cryna, (Lo + M)y € (X, D(Ly))

6,00

6,00

0,00 *

(3.4.12)

Preuve. Soit w > 0 fixé telque w > w*.

Suffisance :

On suppose (3.4.12) et f € CY ([0,1]; X ), on veut prouver que u défini par (3.4.5)) et 'unique

solution classique du probléeme (|3.1.2]).

1. Premiére étape : On montre que u € C? ([0,1]; D (L, M, + M,L,)) .

Soit
(I + Ro) (v) = (Fu(f) + S.)
alors
v = (F,(f) + 5S.,) — Ro(v) = (L, + M,)u,
d’ou

w= (L, + M,) 2 (E,(f) + S.,) — (L + M,) " Ry (v). (3.4.13)

Gréace aux Propositions [3.4.3) et [3.4.4] on a (L, + M,)’u = v € C7, a, ([0,1]5 X).
D’apreés le Lemme 2.3.2|7 LM, (L, + Mw)d, ML, (L, + Mw)f2 € L(X), on obtient
donc

(LoM, + MyLy)u = (LyM, + M,L,) (L, + M) % (Lo, + M,)*u € C?([0,1]; X).
(3.4.14)
2. Deuxiéme étape : On montre que v’ € €% ([0,1]; D (L, — M,)).
En introduisant les formules (3.4.2)), (3.4.3)) et (3.4.4) dans (3.4.13)), on obtient pour
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tout = € [0, 1]
u(@) = (Lo + M) G(f)(x) + ( M) K(f) (@)
— (Lo +M) et (L, ) SeG(hH ()
+ (Lo + M) ™M (L, +H)A K(£)(0)
— (Lo +M)1 (ke M“(L ) K(f)()
— (L + M)t ek [ — Mo (L, + H) A "] G(f)(1)
+(Ly + M) e™e (L, + H) A [( weMw)d0+eLw w + M) ]
—(Ly, + M)t oMo (L, 4+ HYAY [(1 — ePe™) dy + e™ (M,, + Lo) w1
+ (Ly + M)~ 1exde0+(Lw+M “teltmnbe (—eMedy + (M, + L) ug)
%(L ‘l‘M) G(OLW’MWU)(SL‘>+;(LW+MW) IK(CLW MWU)(JJ)
(Lt ML) (L H) AL (Cr e 0)(0)
+%(L + M) ™M (L, + H) A e G(Cr,ar,v)(1)
+%(Lw+Mw)‘1e(1‘”’)L“ [I—eM (L, + H)A ' e™ ] G(Cr,a,v)(1)
—%(Lw + M) tetm ke Mo (14 1) AVK (O, ar,v)(0),

que ’on peut écrire comme suit
w(@) = (Lo+ Mo)" G(f) (@) + (Lo + M) K(f) () (3.4.15)
1 _ 1 _
5 (L M) G (Cropav) () + 5 (Lo + M) K (Crar) (2)
+ (Lo + M) e™e fy + (L + M) el )

avec

Jo
= — (Lo + H)AS'e™G(f)(1) + (Lo + H)AS'K () (0)
+ (Lo + H)AS' [(I — e™e™) dy + e™ (Lo, + M.,) ui]

1 1
o+ 5 (Lo + H) ALK (Crnn,0) (0) + 5 (L + H) AT G (Cranv) (1),
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c’est-a-dire
Jo
= — (Lo + My) AT G(f)(1) = P (Ly, + My) ALt e G(f)(1) + e™G(f)(1)
+ (Lo + M) ASK (f) (0) + ete (L, + M) ATK (f) (0) = K (f) (0)
+ (Lo + M) AST [(I — e™e™) do + e™ (L, + M) uq]

[
+ereeMe (L, + H)AS  [(1 — e e™) do + ™ (Lo, + M) u ]

w

teleeMedy — elw (L, + M) uy
+2 (Lo + M) At + €™ (L, + HYAS — 1) K (Cr, a1,0) (0)

+= (Lo + Mo) At + e"e™ (L, + HYAS' — 1) e"G (Cp, a,v) (1),
et

fi

= —e" (L, + H)AJ'K (f) (0) + (—eMedo + (M., + Ly,) uy)
— (I =M (Ly+ H)AS'e™) G(£)(1)
—eM (L, + H)AS' (I — e™e™) do + ™ (M, + L) u)

1
+5 (I —eM (L, + H)A ™) G (Cr,av) (1)

1
—§eM°“ (Lo + H)AL K (Cr,a1,0) (0).

On a donc, pour tout x € [0, 1]

v(z)
= (Lo + M) G(f)(x) + (L + My) K(f)(z)

—% (Lo + M) G (Cr a0 () + % (Lo + M) K (Cr ) () (3.4.16)

+ (Lo + M) €™ fo + (L, + M) e £
D’apres la Proposition [3.4.1] assertion 4,
ue CH([0,1]; X) n C%([0,1]; D(Lw)),
si et seulement si
fo, i € D(M,;) = D(Ly),
£(0) = 5Cr.aa,0(0) + Mofo € (X, DLy (3.4.17)

f (1) -+ §CL“”M“’U(1> + wal c (X, D(Lw))

D’apres (3.4.12) et I'hypothese (3.2.7)), il est clair que fo, fi € D(M,) = D(L,) et de

0,00 °
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plus

S~

0:

Ly, + M) A 16L“G(f)(1)—€ e (Lo, + M) AL e™G(f)(1) + ™ G(f)(1)

— (Lo + Mo) A,
+ (Lo + M) A'E (£) (0) + ePeee (L + M) ALK (f) (0)
— (Lo = 1) LuK () (0) + (Lo = D)7 K () (0)

+ (Lo + M) A e [—eMedy + (Lo, + M) u]

+ (Lo + M) A Ny

+eleeMe (L, +H)A [(I —e™eM) dy+ e™ (L, + M) uq]

—|—€LW€de0 (Lw + Mw) Uy
1
+5 (Lo + M)At + e e™ (L, + H)ALY) K (Cr, a,v) (0)
1 _ 1 _
_5 (LUJ - I) . LUJK (CLwaMuv) (0) + 5 (LUJ - I) ' K (OLwyMw/U) (O)

1
+5 (Lo + My) At + €™ (L, + H) A = 1) "G (Cp, m,v) (1),

w

c’est-a-dire
Jo=
— (Lo + w)AwleL“G( Q) = etee (L, + M) ALt G(f)(1) + e G(f)(1)
(Lo + M) AT (f) (0) + ePoe (Ly + M) ASTK (f) (0)
( 1

Lo 17 ([ B0 - 10ds + ¢ 1)

At
)
+ (Lo = D)7 f(0) + (Lo — 1) K (£)(0)
+ (L + M) A e [—eMedy + (Lo, + M) u]
+ (L, + M) A dy
+ereeMe (L, + H)AS  [(1 — e e™) do + e (Lo, + M) u]
teteeMedy — ele (L, + M,) u,

1
+5 (Lo + My) At + e™e™ (L, + H)ALY) K (Cr, ar,v) (0)

1
—% (L, —1)7" (/ Loe*t (Cr, a,v(s) — Cr,ar,v(0))ds + eL“C’Lwﬁva(O)>
0

1 ~ 1 _
+= (Ly — 1)1 Cpaa,v(0) + 5 (L, — )" K (Cyp, a,v) (0)

(Lo + M)At + eteeM (L, + H)AS' — 1) e"G (Cr, a,v) (1),

— N

3
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donc

F(0) ~ 5Cr. a0,0(0) + Moy

= ()~ G0 0(0) — (L + M) A G(p)()

—ereeMe (Ly + My) Ate™ G(f)(1) + e G(f)(1)

(L + My) ALK (f) (0) + P e (Ly, + M) AL K (f) (0)
(=07 ([ B0 - g0s 4 10)

+ (Lo = 1) f(0) + (Lo — )T K (f)(0)

+ (Lo + M) At [—eMedy + (Lo, + M) |

+ (Lo, + M) AL Ny

telweMe (L, + H) AL [(I- eL“eM“) dy + e (L, + M) u |
telveMody — el (L, + M, )

+%((L M) A+ ebeeM (L, + H) AJY) K (Cra,v) (0)

+

|
—~
h

€

|
~

)~ (/0 L™ (Cp, a,v(s) — Crar,v(0))ds + eL“C'LwaU(O))
b (L= 1) Coaao(0) + 5 (Lo~ D)7V K (Craan,0) 0)

+

l\3I>—‘l\DIH | =

(Lo + M)At + ePeeMe (L, + HYAS' — 1) e"G (Cr, av) (1),
c’est-a-dire

£(0) = 5Crne0(0) + Moo

= (M, — 1) (Ly + M)A o + (My, + Ly,) (Ly — )" £(0) 4 (L, + M,,) A dg

- (Lw - I)il (f(O) - %CLW,MWU(O)) - % (Lw - Mw) (Lw - I)il CLW,MwU(O)

— M, (L, + M) AL ™ G(f)(1)
— M, et et (Lo + M,) AsleLwG(f)(l) + MweL“G(f)(l)
+M,, (L, + M) AL K (f) (0) + Myet=eMe (L, + M,) A, K (f) (0)

ML (L - 1) ( [ L) - poas + ewa<o>) M (L~ 1)V K () (0)
M, (L, + M) A el [—eM“’do + (L, + M,) ul]
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+Me"ee™ (L, + H) A [(I — ePeM) dy + e™ (L, + M.,) u1]
+MeteeMedy — Met (L, + M) uy

1
+§Mw (Lo + M) At + et e™ (L, + H)ASY) K (Cr,an,v) (0)

1 1
—5 Mo (Lo = 1) (/ L™ (Crarv(s) = Croan,v(0))ds + eLwch,vam))
0

1 _
+5 M, (L, — )" K (Cp, m,v) (0)
+%Mw (Lo + M) ASH + ePeMe (L + HYAZ — 1) G (Cponpv) (1),

D’apres (3.3.1)) et (3.4.12)) et la Proposition [3.4.1]; point 5., on a
1

f(O) — §CL&,,MWU<O> + wa() € (X, D(Mw))

0,00

de méme ]
f (1) =+ §OLW,MW’U(0) + wal & (X, D(Lw))e

Ensuite, on obtient pour tout z € [0, 1]
(Lo + M) ' (2)

= M.G()() ~ LK (F)(w) — 5 MG (Cranr) (1)

1
_§LwK (Crom,v) (z) — Cr, ap,v()

+ MM fo — L,et0Te £

,00 °

donc, pour tout z € [0,1], on a u/'(x) € D(L, + M,) = D(L, — M,). De plus, en
insérant (3.4.16|) dans cette derniére formule, et en utilisant le Lemme point 6.,

(Lw + Mw)il Mw - (Lw + Mw)il C’LW,Mw (Lw + Mw) = Mw (Lw + Mw)il 5
- (Lw + Mw)_l Lw - (Lw + Mw)_l CLW,Mw (Lw + Mw) = _Lw (Lw + Mw)_l y

on obtient, pour tout = € [0, 1],
W'(x) = M, (Ly+ M) G(f)(x) = Ly, (L, + M) K(f)(x) (3.4.18)
Mo (Lt M) ™ € (Crrv) (@) = 5L (L + M) K (Croag,0) (2)
+ M, (L + M) €™ fo — Ly (L + M)t el=o)be £
En vertu de (3.4.17)) et de la Proposition point 4, on a
u' € C%([0,1]; D (L, — M,)). (3.4.19)

3. Troisiéme étape : On montre que v’ € CY([0,1]; X).
Puisque f € CY([0,1]; X) et d’apres (3.4.14)) et (3.4.19), on a

u” = f - (Lw - Mw)u/ + % (Lwa =+ MwLw) u € CQ([()? 1] ;X)'
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4. Quatriéme étape : On montre que la fonction (3.4.5)) est une solution du probléme
B1.2).

On a pour tout x € [0, 1]
u”(m)
= flz)+ M, (Lo, + Mw)il M,G(f)(z) = Lo (Lo + MuJ)il L,K(f)(z)
)

1 _ 1 _

—5 Mo (Lo + M) " M,G (Cp, av) () + 5 Lo (Lo + M) "LoK (Cr ) (2)
1 _ _

5 (Lo = M) (Lo + M) YO v(x) + My (L + M) ™" M,e™™= £,

Ly (Lo 4+ M) " Ltk
en insérant (3.4.16)) dans cette derniére formule, on obtient donc

u'(z) = f(z)+ EG(f)(@) + LK (f)(z) — %ElG (Croarv) () (3.4.20)
+%T1K (Craa,v) (@) + Ere™ fo + Tiel =00

ou, d’apres le point 7 du Lemme [2.3.3]

_ 1 _
By = M,(L,+ M,) "M, + 3 (Lo — M) (Ly, 4+ M) Caa, (Ly + M)
1 1

== §Mw - 5 (Lw - Mw) Mw (Lw + Mw)il 5

et

_ 1 _
Ty = Ly (Ly+ M) "Ly, + 5 (Lo = M) (Ly + M) YCro, (Ly 4+ M)
1 1 .
= §L“’ — 5 (Lw — Mw) L, (Lw + Mw) .

En utilisant (3.4.15)), (3.4.18)) et (3.4.20]), on a pour tout z € [0, 1]

(@) + (L~ Mo () = 5 (LMo + ML) ue)
1

= f(x)+ EG(f)(z) + ToK(f)(z) — 5E2G (Croanv) (z)
+%T2K (Crann,) (z) + Epe™ fo + Tyl =0k g,

d’ou, d’apres les points 6, 7 et 8 du Lemme [2.3.3
By = Ei+ (L,— M) [(Ly+ M) M, — (Ly + M) "' Crya, (Lo + M)

1
-5 (LM, + ML) (Ly, + M) ™"

1 1
= My — 5 (Lo = My) My (Lo + M)+ (Ly — M) M, (L, + M,)~"
_% (LM, + M,L,) (L, + M,)™"

—_

= - [M,+ (Lo — M) M, (Ly + M) — (LuM,, + M,L,) (Lo, + M,) ']

|
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et méme pour
T, = Ty — (Ly — M) [(Lo + M) Ly + (L + M) Cryar, (L + M,)]
1
—5 (LuMy + ML) (Lo + M)

1 1
= gho+ 5 (Lo = My) Ly (Lo + M) — (Ly — M) Ly, (L, + M) ™"
1
—5 (LuMy + ML) (Lo + M,)™!

| =

= — Lo+ — (Lo — My) Ly (Lo + M) ™" = (LM, + ML) (L + M) ']

I
=N \G]

donc
(@) + (L — M) (z) — % (LM, + MoLo) u(z) = f(x).

De plus, grace a la Remarque [2.6.1, on trouve

u(l) = (Ly+ Mw)72 (FL(f) +50) (1) = (L + Mw>72 R,(v)(1)

Uy,
et

W'(0) — Hu(0) = (Ly+ M) (FL(f) + S.) (0) — (Lo + M) 2 RL,(v)(0)
—H (L, + M) 2 (F,(f) +S,) (0) — H (L, + M) "% Ry, (v)(0)

= dOa
donc u, définie par (3.4.5)), est une solution classique de (3.1.2]).

Nécessité :
On suppose l'assertion 1. On a d’une part,

1
u” + (Lw — Mw) u/ — 5 (Lwa + MwLw) u = f7

on déduit f € C?([0,1]; X). D’autre part, u est uniquement déterminé par la formule (3.4.5))
et
(L + M) = (I + Ro)™ (Fu(f) + S0) € CF g, (10,1)5 ),

et d’apres la Proposition [3.4.3| assertion 4, I + R, € L(C}_ ), ([0,1]; X)), , il s’ensuit donc
Fw(f) + S, € CZW,MW([Q 1] ;X)a

ainsi, grace a la Proposition Ihypothese (3.4.12)) est satisfaite. O
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3.5 Retour a I’équation initiale

En construisant une paire d’opérateurs (L, M, ) satisfaisant les hypotheses (3.2.1))~([3.2.10)),
on s’attache a illustrer la théorie opérationnelle précédente. Le but est ensuite de pouvoir

résoudre le Probléme initial (3.1.1]), ¢’est-a-dire

u'(x) + 2Bu/(z) + Au(z) — wu(z) = f(z), x€(0,1),
uw'(0) — Hu(0) = do,
u(l) = uy.

Nos hypothéses sont ici les suivantes
— Sur les opérateurs A et B.
On suppose qu’il existe un réel positif fixé wq tel que les opérateurs A et B vérifient
B? — A,,, est un opérateur linéaire fermé dans X, R~ C p(B% — A,,),
_ C (3.5.1)
3C >0, YA <0, HBQ—Aw a7 < ,
h ( 0 ) cx) A1

{ 0D <<32 - A‘“)%) c D(B), (3.5.2)

1

ii) D(B? — A,) € D((B? — A,)3 B),
<X, D(B — (B? - Aw)é))wm - (X, D(-B — (B* - Aw)%)) , (3.5.3)

146,00

< x(w), (3.5.4)

Vio 3 H [B; (B — Aw)%] (B — A" »

ou

X : [wo, +oo[— R avec lirf X (w) = 0.

On suppose que les opérateurs
{ L,:=B—(B?>—A,)?,
M, :=—-B—(B2—A,)z,
vérifient les hypothéses suivantes
36>0, 3C >0: Yw > wy, Ss C p(Ly),Ss C pg\fw),
— Z

i C - 3.5.5
(Lo =207 px) < 2]’ 1My = 217l ) < .

|Z|, S 557

ou S5 :={z € C\{0} : Jargz| < Z + 46} .

— Sous les hypothéses précédentes on obtient des résultats positifs modulo I’ajout de I’hypo-
these technique suivante

Pour tout w > wq, 'opérateur

A, = (M, — H) + e*eMe (L, + H) est inversible dans £(X), (3.5.6)
et

Vé e D(L), A ¢ € D((Luy + Mo)?), (L + M) A'E € (X, D(Lu))g o - (3.5.7)
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3.5.1 Résolution du probléme

Remarque 3.5.1

1. L’hypothése d’ellipticité est de type Krein [26l]. D’aprés , il existe 01 €
10, %[, 01 > 0 petit tel que le secteur

Yi={zeC\{0}: |argz| > 20,} U{z € C: |z| = 20},
vérifie
XC IO(B2 - Awo)

dC > 0,VA e X, ¢

< —.
cx)y A +1
2. Pour tout w > wy, A, = Ay, — (W —wp) I, donc implique que

;32 Ay, — M)*H

B? — A,, est un opérateur linéaire fermé dans X, ¥ C p(B% — A,)

30 >0,vAeR, |(B2— A, — A < ¢ .
cx) [ A—wHwe+1

ot C est une constante indépendante de w, définie dans . Ainsi, lopérateur
1

—(B*— A,)? est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique généralisé

uniformément borné sur X.

Remarque 3.5.2 Les Lemmes|2.8.1),12.8.4 et|2.8.4 et la Remarque restent valables ici.

1

On veut montrer que les opérateurs L, := B— (B2 —A,)2, M,, := —B— (B*— A,,)? vérifient

les hypotheses (B:2.1)-(32.5).

Lemmes techniques

Lemme 3.5.1 ([31]) On suppose (3.5.9)-(5.5.3).

1. On a le domaine d’interpolation

(X, D(Ls))g oo = (X, D(B* - Aw))g

,O0

2. L’hypothése est équivalente a .

Preuve. 1- D’apres le Lemme [2.8.1] point 1., on a

N =

D(L,) = D((B* — A,)?).

Comme 0 < # < 1,0na

N|=

(X, D<Lw))9,oo = (X, D<32 — Ay) )9,007
et on applique ensuite la propriété de réitération pour obtenir

(X, D(Le,))g oo = (X, D(B* - Aw)>g,oo
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2- Par la propriété de réitération, il s’ensuit que ’hypothése (3.5.3)) est équivalente &

N

(X, D((B = (B* = A,)?)") e oo = (X, D((=B = (B> = A.)?)*)) o1 -

De plus, on a

D(MZ) = D((-B—(B*—A.)?)).

D(Ly) = D((B—(B*—Au)?)?).

146
Comme 0 < % < 1, I’hypothese (3.5.3)) est équivalente a

(D)) e . = (X, DOV
et par la propriété de réitération, il s’ensuit que (3.5.3)) est équivalente &

(X, D(Ly)) = (X, D(M,))

146,00 1+6,00 °

U

Lemme 3.5.2 ([31)]) Sous les hypothéses -(3.5.9), Uhypothése est équivalente

(=B —(B2—A,)2)(B— (B2—A,)2 — )™ (X, D (B* - Au))o o © (X, D (B = AL))o
(B— (B*— A,)2) (=B — (B*— A,)2 — )" (X, D (B? A))o oo © (X, D (B2 = Au))s -
(3.5.8)

Preuve. Tout d’abord, grace a la propriété de réitération et suite a (i) de (3.5.2)), on a

1

))o.co = (X, D(£B — (B* = A,)?))p,00-

N

(X.D (B2 = A.)), . = (X.D((B* = A.)

8
2

N|=

On suppose (3.5.3)). Alors pour ¢ € (X, D (B? — A,))
on a

oo = (X, D(B = (B* = Ay)* = 1))gc0;

2]
2

N

(B—(B*—A,)* — D)\ = € (X, D(B — (B — A,)% — D)) 11000,

N|=

donc ¢ € D(B — (B? — A,)?) et

(NI
N
[NIE

(B_(BQ_Aw) _1)¢E(X7D(B_(B2_Aw) _I))H,OO:(X7D(B_(B2_AW) ))Q,OO'

N

Or v € (X,D(B — (B? — A,)

))o.00 alors, en faisant la somme, on obtient

(SIS
NI

(B— (B*—A.)*)¢ € (X,D(B— (B> = A.)?))o,00,

c’est-a-dire

[N
N

b€ (X, D(B— (B~ A))ispoo = (X. DB — (B> = 4,)" )i,
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par (3.5.3), donc,

(—B = (B = A)*)(B - (B* - A.)

N[

~ D) e (X, D(~B — (B2 = A,)*))oer

et

NI

(X, D(=B = (B* = 4)*))po0 = (X, D (B* = Ay))

[ )
5,00
ce qui prouve la premiére ligne.
1 1
En échangeant les roles de B — (B* — A,)? et —B—(B* — A,)?, on obtient la seconde ligne.

Inversement, on suppose (3.5.8)). Alors, pour ¢ € (X, D(B — (B* — Aw)%))Hg,oo, on a

[N

(B (B~ A)} — Do (X.D(B -~ (B~ A) o = (X.D (B~ A),

Y
,00

donc, par (3.5.8)), on obtient

(-B— (B~ A)

[NIES
[NIES

(B—(B*— A,) —1)"(B—(B2— A)* —I)p € (X, D (B2 — A.)), _,

.00
ainsi
1 1
(=B~ (B* = A,)*)p € (X, D (B>~ A))s , = (X.D(=B — (B* = Au)"))ox,

d’ou .

¥ € (XaD(_B - (82 - Aw)z))lJrQ,oo-
De la méme maniere si ¢ € (X, D(—B — (B* — Aw)%>)1+97oo, alors

1
¢ € (X,D(B— (B> = A4)*)) 146,00
O

On introduit, pour w > wo, l'espace C4 5, ([0,1]; X) des fonctions v de C? ([0,1]; X) telles
que

B(B — (B* = Au)* = I)7'[B: (B> = AL)*] (B2 = AL)” v (0) € (X, D (B = L))y
B(~B — (B> - A,)* — )7'[B: (B> — A,)*] (B> — A,) " w(1) € (X, D (B> = A)s .,

Alors, il est clair que
Clhpw (0.1]5:X) = CL, y, ([0,1]5X),

est un espace de Banach complexe.

D’apres les Lemmes [2.8.1] 2.8.2] et [3.5.1] il est clair que les hypotheses (3.5.1)~(3.5.7) im-
pliquent (3.2.1))~((3.2.10]).

On applique alors le Théoréeme |3.4.1]
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Résultat principal
Théoréme 3.5.1 On suppose ~ et soit 0 €]0,1[. Alors, il existe w* > wy tel

que pour tout w > w*, les assertions suivantes sont équivalentes

1. Le probléme admet une unique solution classique u satisfaisant

ue C2([0,1]; X) N C([0,1]; D(A)),
u' € C([0,1]; D(B)),

Vo € [0,1],u(z) € D(B* — A),

Vo €[0,1],u'(z) € D((B? — A)%)a

et la propriété de régularité maximale

u”, Bu', Ayu, B?ue C%([0,1]; X),
(B* — Ay)u € CY 5,((0,1]; X).

2. fe€0%0,1]; X), AS'dy € D(A,), uy € D(A,) et

N|=

(-8~ (B~ A) — 1) (B2 A)IAT o + (B2 — A} (B~ (B2~ A} — 1) f(0)
(B (82— A1) (B2 A)bu + (B2~ A3 (~B— (B2~ A}~ 1) f(),

B (B (B2 A — 1) - LB; (B? - Aw)%] AZVdy,

B (—B —(B2—A)7 — 1) [B; (B? - Aw)ﬂ i,

appartiennent o (X, D(B? — Au))e.

oo’

3.6 Exemple

Soit X = L? (R). On définit les opérateurs L, M, et H comme suit

{D(LW)ID(M)Z >(R),
Lop(y) = ¢"(y) + a(y)¢'(y) —wo(y), Muop(y) = ¢"(y) —we(y),
“ { D(H) = H*(R),

Ho(y) = ¢ (y),

a>0,w>0,acClHR), a#0.

On va montrer que les opérateurs L, M, et H vérifient les hypotheses (3.2.1))~(3.2.8)).
D’apres I'exemple (2.9) du Chapitre 2, les hypotheses (3.2.1)), (3.2.2)), (3.2.3)), (3.2.4)) et (3.2.8))
sont vérifiées et on a

D(M,L,) = H*(R)

(ML) (y) = W () + a(y) o (y) + (24 (y) — 2w*) ¢ ()
+(a" (y) —wa (y) ¢ (y) + w* ¢ (y), y €R,
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. D(L,M,) = H*(R)
(Lo Mg (y) = o™ (y) + a (y) P (y) — 200" (y)
—wa(y)¢' (y) + w* e (y), y €R.

donc

D(L,M,) = D(M,L,) = H*(R)

et d’aprés la Remarque |3.2.4) on a I’hypothese (3.2.5)) est vérifiée.
Reste a vérifier les hypotheses (3.2.6)) et (3.2.7)).

- Vérification I’hypothese l3.2.6i ; pour montrer I'inversibilité de A,. On a

(M., — H)p(y) = ¢"(y) — wo(y) — o (y) = v(y).
En utilisant la transformation de Fourier, on résout ’équation
(M, = H)p(y) = ¢"(y) —we(y) — ¢W(y) = 9(y) ouy e L*(R).

On va montrer que M, — H est un isomorphisme de H? (R) dans L? (R).
Soit ¢ € H?(R) alors

{D(MM—H>=H2<R>,

(Mo —H)p=¢" —wo— oW e L*(R),
d’ott M, — H est bien défini. Il est fermé a domaine dense. On résout ’équation

¢"(y) —wo(y) — W (y) = v(y), v € L*R),

par la transformation de Fourier on a

(2im€)* B(E) — wB(E) — (2ime)* B(€) = V),

d’ou ~
¥(§)

) = _477252 + we + 16m4e?’

on a bien € L? (R). D’ou

_ 7 ()
o)== <4w2§2 + we + 167r4§4> 0.

Dire que ¢ € H? (R) équivaut & montrer que

—

(167'¢* + 1) F () € L*(R),

or

= D (€) (16t + 1) 9(e)

(167" + 1) F ()() = (167%¢" + 1)

Am2€% 4 we + 1674t An2€? + we + 1674t
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et la fonction

(1671 + 1)

5 = D) g
4267 4+ w + 1674E

est bornée, d’otu le résultat. On en déduit que
9(€)
5 1| W)
4262 4+ wo 4 16m4e

_F
_ A (6)
I

(M, — H) " 9] (y)

B W + 4m2€% + 16m4¢ ) @,
donc
A, = (M, —H)+eeM (L, + H)
= (I +efeM (L, + H) (M, — H)™") (M, — H)
et
(Lo + H) [(M, — H) '] (y)
= Lo [(My— H)'9) (y) + H (M, — H) "' 9] (y)
- Ar2€2mE ) (£) 2imE e ) (€)
B 4 we + 472E% + 16m4¢ ) & ~aly )/ (wo + 4726% + 167r4§4)d5
X €2TUE ) (¢ L67€e2mue ) (¢)
T / (we + 4m2€* + 16 4t i / w4 4m26? + 16m4¢?) “
alors
(Lot B [OL = ) 6]y < €[], + €
= C1+w) ¥l 2w -
et

et (L + ) (0~ 0] < € ke [ | 19

C o
< ﬁ(“‘w Ml 2y

Donc, pour w assez grand on déduit A, est inversible.

- Pour ’hypotheése (|3 7

VE € D(L,), A € D((L+ M)?), (L, + M,)> A € (X, D(L))

On a ~
D((Ly + M,,)%)
= {p € D(L,+ M,) et (L, + M,)p € D((L, + M,)*) = H* (R)}
= {pe H*(R) et 20" (y) +a(y) ¢ (y) — 20 (y) € H* (R)}
= H°(R).
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Si on pose A '¢ = 9 c’est-a-dire

@:Aww
= [(M, — H)+e"eM (L, + H)] 1.

Notons que
At € D(L,)ND(M,)ND(H)= D(H) = H*(R),

c’est-a dire
Y€ H*(R).

Puisque on a e*~¢ € D(L,) = H* (R),
alors
o= [(M,—H)+e"e"(L,+ H)|y € D(H)=H*(R),

implique (M,, — H)¢ € H* (R),

donc
" —wp — W € H? (R),
d’ou,
At =9 € H°(R) = D((Ly + M.)?),
donc

(L, + M,)*A o € D((Ly, + M,)) = D(L,,) C (X, D(L,))

0,00

Toutes les hypotheéses sont vérifiées, donc on peut appliquer le Théoréme|3.4.1|sur le probléme

concret o 92 ot 93
U U U U
92 (l’,yQ) + a(y)ayax (z,y) — B (z,y) — a(y)a_yg (z,y)
. O0%u 1, Ou N ou
0

0 6.1
2 o) = Puley) = Sy 2 €01, yER, (36.1)
ou o0*u
% (07y) - 8_y4(07y) - dOa Yy S ]Ra

\ U(l,y) =u, Yy S R
Lemme 3.6.1 Soit § €]0,1]. Alors, on a d’aprés [21],
(X, D(Lo))po = (L*(R), H* (R))

_ g0 (R,

2,00

6,00
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Perspectives
On donne ici une liste (non exhaustive) des principales perspectives de recherche qui appa-

raissent & l’issue de cette thése :

1. On peut reprendre les mémes équations dans les cadre commutatif et non commutatif
avec des conditions aux limites de type Robin

u” )+23’M’( ) + Au(z) = f(x), ze(0,1),

au'(0) — Hu(0) = do,
pu' (1) + hu(l) = dy.

ol « et 3 sont deux constantes données, H et h sont deux opérateurs linéaires sur X.
On étudiera I’équation associée avec les opérateurs L, et M,,. On peut méme envisager
le cas ol @ et B sont remplacés par des opérateurs linéaires.

2. On peut étudier ces équations sur la droite réelle, dans le cas ou A et B sont des
opérateurs variables, c’est-a-dire ’équation

u'(z) + 2B (z)u'(x) + A(z) u(z) = f(x), z €R.

Il est intéressant de noter que pour étudier ’équation associée on pourra introduire les
opérateurs L, et M,,, définis par

{ Ly (@) =B (x) — (B (1) — A(@))},
M, (2) = —B (z) - (B (z) - A ()},

3. On peut étudier aussi cette méme équation, mais dans un intervalle borné
u'(z) + 2B () ' (z) + A(z) u(z) = f(z), z e (0,1),
avec des conditions de Robin de la forme
u'(0) — Hu(0) = do, u(l) = uy.

Ces études devront étre faites dans les deux cadres fonctionnels (fondamentalement diffé-
rents), LP(0,1; X), 1 <p<ooet C?([0,1;X), 0 <6 < 1.
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Résumé

Ce travail est consacré a I’étude de ’équation différentielle opérationnelle compléte de type
elliptique, dans le cadre non commutatif, suivante

u"(z) + 2Bu'(z) + Au(z) — wu (z) = f(z), z e (0,1), (1)
sous les conditions aux limites de type Robin généralisé

(e ®

avec A, B et H sont des opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach X, uq,dy € X.
L’étude est faite dans deux cadres fonctionnels distincts : cadre C? ([0,1], X) avec 0 < 0 < 1
et cadre LP (0,1; X) avec 1 < p < oo.

On s’intéresse a 'existence, I'unicité et la régularité maximale d’une solution classique du
probléme (1)-(2).

Mots clés : Equations différentielles abstraites du second ordre de type elliptique, cadre non
commutatif, semi-groupes analytiques, régularité maximale, espace UMD, espace de Holder,
espaces d’interpolation.

Abstract

This work is devoted to the study of the following complete abstract differential equations of
elliptic type in non-commutative framework,

' () + 2Bu (x) + Au(z) — wu (z) = f(x), e (0,1), (3)
with the abstract boundary conditions of Robin’s type

(e 2

where A, B and H are closed linear operators in a complex Banach space X, u;, dy € X.
The study is performed in two different frameworks : frame C? ([0, 1], X) with 0 < # < 1 and
frame L? (0,1; X) with 1 < p < oc.

We will seek for existence, uniqueness and optimal regularity of the classical solution to
(3)-(4).

Keywords : second-order abstract elliptic differential equations, non-commutative case, ana-
lytic semi-group, maximal regularity, UMD space, Holder space, interpolation spaces.
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