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La Modélisation Mathématique du Diabète Chez les Infectés par l’Hépatite C

Résumé :
Cette thèse s’intéresse à la modélisation mathématique de la relation

entre le diabète et l’hépatite C (VHC), deux problèmes de santé publique majeurs. L’ob-
jectif est de mieux comprendre comment ces maladies interagissent et d’évaluer des stra-
tégies pour limiter leur progression. Pour cela, deux modèles mathématiques sont dé-
veloppés. Le premier étudie l’impact des mesures de stérilisation sur la transmission du
VHC, tandis que le second modélise l’évolution du diabète chez les patients atteints d’une
infection chronique par le VHC. Ce dernier modèle utilise des équations différentielles or-
dinaires (EDO) et des dérivées fractionnaires de Caputo pour prendre en compte les effets
de mémoire et de dépendance à long terme.

L’analyse mathématique de ces modèles permet de démontrer l’existence et l’uni-
cité des solutions, ainsi que la stabilité des points d’équilibre. Elle évalue également l’in-
fluence des paramètres sur la dynamique des deux maladies et teste l’efficacité des stra-
tégies de contrôle. Des simulations numériques viennent illustrer les résultats théoriques
et fournissent une meilleure compréhension de l’évolution de la prévalence du diabète
chez les populations à risque.

En résumé, cette étude vise à expliquer comment le diabète se développe chez les
patients infectés par le VHC et à proposer des interventions pour limiter la progression
des deux maladies. Les résultats ouvrent la voie à de futures recherches combinant mo-
délisation mathématique et données épidémiologiques, afin d’améliorer les stratégies de
prévention et de traitement.�� ��Mots-Clés. Hépatite C, Diabète, Co-dynamique, Prévalence, Modèle épidémiologique,
Dérivé fractionnaire, Simulation.

! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !

Mathematical Modeling of Diabetes in Patients Infected with Hepatitis C

Abstract :
This thesis focuses on the mathematical modeling of the relationship

between diabetes and hepatitis C (HCV), two major public health problems. The objec-
tive is to better understand how these diseases interact and to evaluate strategies to limit
their progression. To achieve this, two mathematical models are developed. The first stu-
dies the impact of sterilization measures on HCV transmission, while the second models
the evolution of diabetes in patients with chronic HCV infection. This latter model uses
ordinary differential equations (ODEs) and Caputo fractional derivatives to account for
memory and long-term dependence effects.

The mathematical analysis of these models demonstrates the existence and unique-
ness of solutions, as well as the stability of equilibrium points. It also evaluates the in-
fluence of parameters on the dynamics of the two diseases and tests the effectiveness of
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control strategies. Numerical simulations illustrate the theoretical results and provide a
better understanding of the evolution of diabetes prevalence in at-risk populations.

In summary, this study aims to explain how diabetes develops in HCV-infected pa-
tients and to propose interventions to limit the progression of both diseases. The results
pave the way for future research combining mathematical modeling and epidemiological
data to improve prevention and treatment strategies.�� ��Key Words. Hepatitis C, Diabetes, Co-dynamics, Prevalence, Epidemiological model, Frac-

tional derivative, Simulation.
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• AAD : Antiviraux à action directe
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• ALAT : Alanine aminotransférase

• ANHC : Anchorage Neighborhood Health Center

• ARN : Acide ribonucléique

• CHC : Carcinome hépatocellulaire

• CDC : Centers for Disease Control and Prevention
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• DT2 : Diabète de type 2

• ESLD : Maladie hépatique en phase terminale (End Stage Liver Disease)

• FID : Fédération internationale du diabète

• GBD : Global Burden of Diseases, Injuries, and Risk Factors Study

• GHSS : Global Health Systems Solutions
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∗ Acidocétose Diabétique : une augmentation de l’acidité sanguine due à l’accumu-
lation de substances toxiques pour l’organisme, telles que les corps cétoniques, qui
résulte d’une concentration d’insuline trop faible dans le sang.

∗ Coma hyperosmolaire : Une énorme hyperglycémie, une déshydratation extrême,
une hyperosmolarité et une perturbation de la conscience.
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Introduction générale

Les maladies chroniques représentent aujourd’hui un enjeu majeur de santé publique
à l’échelle mondiale. Le diabète et l’hépatite C (VHC) figurent parmi les plus préoccu-
pantes en raison de leur forte prévalence et de leurs complications sévères [25, 99, 92, 72].

Le diabète est une maladie métabolique chronique caractérisée par une hyperglycé-
mie persistante, qui entraîne des complications graves telles que les maladies cardiovas-
culaires, l’insuffisance rénale et les neuropathies [57]. De son côté, l’infection par le VHC
est une pathologie virale qui cible principalement le foie et peut évoluer vers des formes
chroniques, causant cirrhose, cancer du foie et autres affections hépatiques [91, 99].

Bien que distinctes, ces deux maladies présentent des liens épidémiologiques et phy-
siopathologiques complexes. Plusieurs études ont révélé une prévalence plus élevée du
diabète chez les patients atteints d’une infection chronique par le VHC, suggérant une
interaction bidirectionnelle entre ces pathologies. Toutefois, les mécanismes expliquant
cette relation restent mal compris, et les stratégies actuelles de prévention et de prise en
charge ne prennent pas toujours en compte cette interdépendance. Une meilleure com-
préhension de ces interactions permettrait d’améliorer la gestion des deux maladies et
d’optimiser les interventions thérapeutiques [61, 4, 105, 10, 40, 123].

Malgré les avancées récentes dans la compréhension du diabète et du VHC, plusieurs
questions cruciales demeurent sans réponse. Comment le VHC influence-t-il le dévelop-
pement du diabète ? Quels sont les facteurs de risque communs à ces deux maladies ?
Comment les mesures de contrôle du VHC, telles que la stérilisation des équipements mé-
dicaux, peuvent-elles impacter la transmission du virus et, par extension, la prévalence du
diabète ? Ces interrogations soulignent la nécessité d’une approche intégrée pour étudier
l’interaction entre ces deux pathologies. Une meilleure compréhension de cette relation
pourrait non seulement améliorer la prise en charge des patients, mais aussi orienter les
politiques de santé publique vers des stratégies plus efficaces [113, 29, 123].

L’objectif de cette thèse est d’explorer la relation entre le diabète et l’hépatite C en s’ap-
puyant sur une approche de modélisation mathématique. Plus précisément, nous cher-
chons à analyser comment l’infection chronique par le VHC influence la prévalence du
diabète et à identifier les moyens de limiter cette progression.

Pour atteindre cet objectif, notre étude s’articule autour de trois axes principaux :

— Comprendre les interactions entre ces deux maladies et identifier les facteurs in-
fluençant leur dynamique commune.

— Évaluer l’impact des stratégies de contrôle du VHC, notamment les mesures de
stérilisation, sur la transmission du virus et leur effet potentiel sur la réduction des
nouveaux cas.

— Proposer des stratégies de prévention et de traitement adaptées aux populations
à risque afin de limiter la progression du diabète chez les patients infectés par le
VHC.
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Pour mieux comprendre l’évolution de ces maladies et évaluer l’efficacité des inter-
ventions, nous développons deux modèles mathématiques :

— Un premier modèle analyse l’effet des mesures de stérilisation sur la transmission
du VHC. Il permet d’évaluer leur efficacité dans la limitation de la propagation du
virus et la prévention de nouvelles infections.

— Un second modèle, plus approfondi, étudie l’évolution du diabète chez les patients
chroniquement infectés par le VHC. Il repose sur un système d’équations diffé-
rentielles ordinaires (EDO), enrichi par l’introduction de dérivées fractionnaires au
sens de Caputo. L’intégration de ces dérivées permet de mieux représenter les effets
de mémoire et de dépendance à long terme.

Ces modèles offrent une approche quantitative pour mieux comprendre la dynamique du
diabète dans la population atteinte par le VHC et permettent d’évaluer l’impact potentiel
des stratégies de contrôle sur l’évolution des deux maladies. L’analyse mathématique des
modèles permet de démontrer que les solutions existent, sont uniques, et que les points
d’équilibre sont stables. Pour aller plus loin, une étude détaillée est menée, notamment
une analyse de sensibilité, qui vise à comprendre comment les paramètres du modèle
(comme les taux de transmission ou les facteurs de risque) influencent la dynamique
des deux maladies. Cette analyse permet d’identifier les paramètres les plus critiques et
d’évaluer leur impact sur les résultats. Par exemple, on peut déterminer quels facteurs
aggravent ou réduisent la progression du diabète chez les patients atteints du VHC.

En complément, des simulations numériques sont réalisées pour tester l’efficacité des
stratégies de contrôle, comme les mesures de prévention ou les traitements. Ces simula-
tions illustrent les résultats théoriques et fournissent une vision concrète de l’évolution
du diabète dans les populations à risque. Elles permettent également de prédire les ef-
fets de différentes interventions et de guider les décisions en santé publique. Cette thèse
explore les liens entre le diabète et le VHC pour mieux comprendre leur interaction et
évaluer des stratégies de contrôle. Les résultats ouvrent la voie à des approches person-
nalisées, combinant modèles mathématiques et données réelles, pour améliorer la pré-
vention et le traitement. Cette thèse est structurée en plusieurs chapitres :

— Chapitre 1 : Contexte et enjeux de santé publique
Ce chapitre introduit les problématiques du diabète et de l’hépatite C (VHC) en tant
que défis majeurs de santé publique. Il met en évidence les liens épidémiologiques
entre ces deux maladies et les motivations scientifiques de cette étude.

— Chapitre 2 : Revue de la littérature et modèles existants
Une revue des travaux antérieurs est réalisée afin de présenter les modèles épidé-
miologiques existants relatifs au VHC et au diabète. Ce chapitre met en perspective
les approches développées jusqu’à présent et souligne les limites des modèles exis-
tants, justifiant ainsi l’apport des modèles proposés dans cette thèse.

— Chapitre 3 : Modélisation de l’impact des mesures de stérilisation sur la transmis-
sion du VHC
Ce chapitre introduit et analyse un premier modèle mathématique décrivant l’ef-
fet des mesures de stérilisation sur la transmission du VHC. L’étude théorique du
modèle est menée afin d’évaluer l’efficacité de ces mesures dans la réduction des
nouvelles infections.

— Chapitre 4 : Modélisation de la prévalence du diabète chez les patients atteints du
VHC
Un second modèle est proposé pour étudier la dynamique du diabète chez les pa-
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tients infectés par le VHC. Ce modèle est formulé sous forme d’un système d’équa-
tions différentielles ordinaires (EDO) et est ensuite généralisé à l’aide des dérivées
fractionnaires de Caputo. L’analyse mathématique de ce modèle est réalisée afin
d’étudier ses propriétés fondamentales et l’impact des différents paramètres sur la
progression de la maladie.

— Chapitre 5 : Résultats des simulations numériques et interprétation
Ce dernier chapitre présente les résultats des simulations numériques appliquées
aux modèles développés. L’objectif est de valider les analyses théoriques, d’illustrer
les scénarios de propagation et d’évaluer l’efficacité des stratégies de contrôle étu-
diées. Enfin, les implications des résultats, les limites de l’étude et les perspectives
de recherche futures sont discutées.
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Chapitre 1

Motivation et contexte biologique

Les maladies chroniques comme le diabète et l’hépatite C ont un impact majeur sur
la santé des patients et entraînent une augmentation des dépenses médicales de 22 %
[30]. La sensibilisation et l’éducation jouent un rôle clé pour réduire ces coûts et amé-
liorer la prévention [22]. Le diabète et l’hépatite C touchent des millions de personnes et
engendrent des complications aussi bien physiques qu’économiques. Leur lien est désor-
mais établi : l’hépatite C favorise l’apparition du diabète, tandis que le diabète aggrave
les maladies hépatiques, notamment le cancer du foie [51, 8]. Une approche de prise en
charge globale, combinant traitements antiviraux et antidiabétiques, est donc essentielle
[51, 28].

Ce chapitre pose les bases nécessaires pour comprendre cette interaction et servir de
fondement à la modélisation mathématique de ces maladies.

1 Généralité sur l’hépatite C

1.1.1 Prévalence et impact mondial de l’hépatite C

L’hépatite C représente un défi majeur pour la santé publique mondiale, avec environ
58 millions de cas chroniques et une incidence annuelle de 1,5 million de nouvelles in-
fections (OMS, 2019). La distribution géographique de l’infection présente une variabilité
notable liée à divers facteurs socio-économiques et sanitaires :

— Chine : Réduction de la prévalence grâce à des mesures de prévention ciblées.

— États-Unis : Tendance à l’augmentation de l’incidence.

— Inde : Prévalence variable avec une charge élevée dans certaines régions rurales.

Ces disparités régionales indiquent la nécessité de modèles épidémiologiques qui in-
tègrent des paramètres géographiques et socio-économiques pour prédire la dynamique
de l’infection.

Pour l’hépatite C aiguë (caractérisée par une inflammation temporaire et souvent asymp-
tomatique), le CDC estime à 3 621 les cas rapportés en 2018 aux États-Unis, avec une es-
timation ajustée de 50 300 cas réels. Ce décalage souligne l’importance de la détection
asymptomatique dans les modèles de propagation.

En termes de mortalité, le VHC a causé environ 290 000 décès en 2019 et 580 000
décès en 2017, liés principalement aux complications de la cirrhose et du cancer du foie.
Sa prévalence est environ cinq fois supérieure à celle du VIH, affectant plus de 3 millions
de personnes aux États-Unis et causant 10 000 décès annuels.

En résumé, ces données quantitatives illustrent le fardeau du VHC et sa pertinence
pour les modèles mathématiques visant à étudier l’impact des stratégies de prévention,
de diagnostic et de traitement sur la réduction de la mortalité et de la morbidité.
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1.1.2 Définition de l’hépatite C

Hépatite désigne l’état d’inflammation du foie. La fonctionnalité du foie peut être en-
travée lorsqu’il devient enflammé ou endommagé. L’hépatite peut être provoquée par de
nombreux facteurs, notamment la consommation excessive d’alcool, l’exposition à des
toxines, des médicaments spécifiques et certaines conditions médicales. Cependant, l’hé-
patite est souvent imputable à des infections virales (A, B, C, D, E, F) [25].

L’Hépatite C, une affection virale du foie, représente un considérable défi pour le
bien-être mondial en raison de sa fréquence généralisée, de ses répercussions potentielles
graves et de sa capacité à devenir une maladie persistante. Cette contagion, principale-
ment causée par le virus de l’hépatite C (VHC) (figure (1.1)), appartient à la famille des
flavivirus et figure parmi les principales causes de troubles hépatiques persistants dans
le monde [25]. La découverte du VHC a eu lieu en 1989. Il n’est contagieux que pour
l’homme et ses cousins proches, les chimpanzés. Il est principalement présent dans les
cellules hépatiques, mais il peut également être trouvé dans les lymphocytes circulants
[68].

FIGURE 1.1: Virus de l’hépatite C (VHC).

1.1.3 Modes de contamination

Le virus de l’hépatite C (VHC) se transmet généralement par contact avec le sang
d’une personne infectée (figure (1.2)), présent sur des aiguilles ou seringues réutilisées
ou en raison d’actes médicaux non sécurisés comme des transfusions de produits san-
guins avant 1992 qui n’ont pas fait l’objet d’un test de dépistage. Avec les techniques de
dépistage actuelles, la propagation du VHC par transfusion de produits sanguins conta-
minés est d’environ 1 sur 500 000 à 2 000 000 de transfusions [91, 26]. Le VHC est capable
de survivre sur du matériel et des surfaces sèches pendant environ 6 semaines [119]. La
consommation de drogues injectables est la voie de transmission la plus courante, re-
présentant environ 80 % des nouveaux cas de VHC [119]. La co-infection avec le virus de
l’immunodéficience humaine (VIH/SIDA) peut également contribuer à la transmission
du VHC en raison des voies de transmission communes [35]. Voici la figure (1.3) mon-
trant les modes de transmission les plus fréquents.
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FIGURE 1.2: Les risques de contamination par le sang.

FIGURE 1.3: Modes de contamination par l’hépatite C [81].

1.1.4 Évolution et complication

Lorsque l’infection causée par le virus de l’hépatite C n’est pas diagnostiquée et trai-
tée à temps, la maladie peut entraîner des conséquences graves (cirrhose, cancer), voire
la mort (figure (1.4)). Le VHC peut évoluer de façon asymptomatique sur une longue pé-
riode, et pour cette raison, environ la moitié des personnes atteintes du VHC ne savent
pas qu’elles sont infectées, ce qui pose des problèmes en termes de diagnostic précoce.
Cependant, la période d’incubation du VHC varie de 2 semaines à six mois. Une fois bien
établie, environ 30 % des personnes infectées éliminent spontanément le virus, sans au-
cun traitement. Les 70 % restants, elle peut développer une hépatite chronique et courir
un risque de fibrose (remplacement des hépatocytes par du tissu cicatriciel) et pouvant
aboutir à une cirrhose (stade très avancé de fibrose dans l’ensemble du foie) variant de 15
% à 30 % dans les 20 ans et, dans certains cas, d’un cancer du foie. Les manifestations de
cette infection peuvent inclure une fatigue persistante, une gêne abdominale, un ictère et
des évaluations atypiques de la fonctionnalité hépatique [119, 91, 117].

• L’hépatite C aiguë survient dans les 6 mois suivant l’exposition au virus de l’hépatite
C. L’hépatite C peut être une maladie de courte durée, mais pour la plupart des gens,
une infection aiguë entraîne une infection chronique [25].
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• L’hépatite C chronique est caractérisée par la persistance de l’ARN du VHC dans
le sang pendant au moins 6 mois après le début de l’infection aiguë [26]. Il peut
entraîner de graves problèmes de santé, notamment des lésions hépatiques, une
cirrhose (cicatrisation du foie), un cancer du foie et même la mort [25].

FIGURE 1.4: Évolution et Complication de la maladie de l’hépatite C.

1.1.5 Maladies extrahépatique du l’hépatite C

Les patients infectés par l’hépatite C chronique peuvent également manifester des
symptômes d’au moins une manifestation extrahépatique (non liée au foie) au cours de la
maladie [88], car le VHC n’affecte pas directement les hépatocytes. Contrairement à cela,
les dommages au foie sont liés aux réponses immunitaires innées et adaptatives de l’hôte
qui entraînent une nécrose cellulaire. Les dommages aux tissus qui en résultent jouent un
rôle dans les manifestations extrahépatiques du VHC chronique [10]. Les manifestations
extrahépatiques du VHC peuvent impliquer plusieurs systèmes organiques du corps hu-
main et inclure des syndromes métaboliques (diabète sucré, maladies cardiovasculaires,
maladies cérébrovasculaires), des maladies auto-immunes (syndrome de Sjögren, thyroï-
dite, arthrite), des troubles à médiation immunitaire (cryoglobulinémie mixte), des tu-
meurs malignes (lymphome), affections dermatologiques (lichen plan, porphyrie cutanée
tardive) et des maladies rénales [104, 26] ( figure (1.5) et (1.6)). Ces manifestations peuvent
augmenter la mortalité chez les patients infectés par l’hépatite C chronique et augmenter
le risque de développer une fibrose hépatique et un carcinome hépatocellulaire (CHC) ;
ils réduisent également la qualité de vie des patients et augmentent les coûts des soins
de santé dans le monde entier [104]. En 2014, le coût médical direct total des manifesta-
tions extrahépatiques de cette infection a été estimé à 1 506 millions de dollars américains
[122]. En effet, on doit ajouter ces estimations à la charge de morbidité liée au foie pour
obtenir une évaluation plus précise de la charge totale de la maladie de l’hépatite C. Étant
donné que la majorité des patients infectés par le VHC sont asymptomatiques, la présen-
tation de manifestations extrahépatiques du VHC peut aider à identifier cette infection.
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FIGURE 1.5: Manifestation extrahépatique de l’infection par le virus de l’hépatite C [104].

FIGURE 1.6: Des troubles hépatiques et extrahépatiques liés au VHC [87].

1.1.6 Prévention, dépistage et traitement

À ce jour, il n’existe pas de vaccin efficace contre l’hépatite C, et la prévention repose
principalement sur l’évitement du contact avec le virus [117]. Lors de la 75e Assemblée
mondiale de la santé en 2016, l’Organisation mondiale de la santé (OMS) a fixé des objec-
tifs ambitieux pour réduire les nouvelles infections par le VHC de 90 % et la mortalité de
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65 % d’ici 2030. Dans le cadre de cette stratégie, l’OMS organise des campagnes de sen-
sibilisation pour encourager la prévention, le dépistage et le traitement sous le thème «
Une vie, un foie », mettant en avant l’importance de la santé hépatique [117].

Le développement d’un vaccin contre le VHC est complexe en raison de la variabilité
des génotypes et de la capacité du virus à muter rapidement, contournant ainsi le système
immunitaire. Des vaccins potentiels basés sur des technologies moléculaires avancées
sont actuellement en phase d’exploration [13].

Compte tenu de la nature asymptomatique de l’infection par le VHC, seulement 20
% des patients sont diagnostiqués et 15 % reçoivent un traitement [120]. Le dépistage
repose sur des tests sanguins spécifiques pour détecter les anticorps anti-VHC et l’ARN
viral. Les thérapies antivirales directes (TAD) ont transformé le traitement de l’hépatite C,
permettant des taux de guérison élevés avec des traitements courts et efficaces. Cepen-
dant, l’accès à ces traitements reste limité dans certaines régions du monde.

Le dépistage précoce est essentiel : il permet de traiter 90 à 100 % des patients si le
VHC est identifié avant qu’il n’évolue en fibrose avancée, cirrhose ou cancer du foie. Une
clairance virale prolongée de plus de six mois après la thérapie est associée à une réduc-
tion significative de la mortalité, renforçant l’importance du dépistage et du traitement
précoces [112].

Environ 70 % des personnes atteintes d’hépatite C ne parviennent pas à éliminer le
virus sans traitement. Toutes les personnes infectées, y compris les enfants de moins de
trois ans et les adolescents, sont encouragées à suivre un traitement. Les traitements ac-
tuels (figure (1.7)), basés sur des antiviraux à action directe (AAD), nécessitent générale-
ment 8 à 12 semaines de prise orale et permettent des taux de guérison supérieurs à 90 %,
avec peu d’effets secondaires [25]. Ces AAD ont révolutionné le traitement de l’hépatite
C, en offrant des solutions pour limiter la progression vers des maladies chroniques liées
au VHC [120, 55, 7].

FIGURE 1.7: Évolution de la guérison de l’hépatite C [1].

2 Généralités sur le diabète

1.2.1 Prévalence et impact mondial

Le diabète est l’une des maladies chroniques les plus répandues dans le monde, tou-
chant près de 460 millions de personnes, selon l’étude Global Burden of Diseases, Injuries,
and Risk Factors Study (GBD) 2019. Le diabète représente la huitième cause de décès et
d’invalidité combinées à l’échelle mondiale [93, 111]. Selon l’Organisation mondiale de la
santé (OMS), environ 422 millions de personnes en étaient atteintes en 2014, la majorité

19



CHAPITRE 1. MOTIVATION ET CONTEXTE BIOLOGIQUE

vivant dans des pays à revenu faible ou intermédiaire [92]. Les prévisions de la Fédération
internationale du diabète (FID) estiment que ce nombre passera à 643 millions en 2030 et
à 783 millions en 2045. En 2021, le diabète a causé environ 6,7 millions de décès et généré
des dépenses de santé de 966 milliards de dollars, un montant qui pourrait dépasser les
1 000 milliards de dollars d’ici 2045 [72, 93]. Cette maladie est aussi un facteur de risque
important pour des pathologies graves telles que les maladies cardiovasculaires, les pro-
blèmes rénaux et les accidents vasculaires cérébraux [93, 111].

1.2.2 Définition du diabète

Le diabète sucré (DT) est une maladie métabolique chronique caractérisée par une
élévation persistante de la glycémie, due à un déficit en insuline ou à une résistance à
cette hormone. L’insuline, produite par le pancréas, permet au glucose d’entrer dans les
cellules pour fournir de l’énergie. En cas de diabète, le glucose s’accumule dans le sang,
entraînant une hyperglycémie qui peut causer des dommages sur divers organes à long
terme [24, 72].

Les principaux types de diabète sont :

— Diabète de type 1 (DT1) : Maladie auto-immune qui détruit les cellules β produc-
trices d’insuline. Environ 5 à 10 % des personnes atteintes de diabète sont de type
1. Le DT1 nécessite un traitement par insuline [24, 11].

— Diabète de type 2 (DT2) : Lié à une résistance à l’insuline et une production in-
suffisante de cette hormone. Il représente environ 90 à 95 % des cas de diabète,
se développant généralement avec l’âge, mais touchant de plus en plus les jeunes
[24, 11].

— Diabète gestationnel : Survient pendant la grossesse et disparaît généralement après
l’accouchement. Il augmente toutefois le risque de DT2 pour la mère et l’enfant plus
tard dans la vie [24].

— Prédiabète : Taux de glycémie plus élevé que la normale mais insuffisant pour diag-
nostiquer un diabète. Environ 98 millions d’adultes aux États-Unis sont en état de
prédiabète, souvent sans le savoir [24].

1.2.3 Complications liées au diabète

Bien qu’il n’existe pas de remède, des hypoglycémiants et l’insuline peuvent ralentir la
progression du diabète et réduire le risque de complications. En l’absence de traitement
adéquat, l’hyperglycémie peut provoquer des complications graves (figure (1.8)), qui af-
fectent divers organes [70, 82]. On distingue :

— Complications aiguës : Incluent l’acidocétose diabétique et le coma hyperosmo-
laire.

— Complications chroniques :

— Complications microvasculaires : Neuropathie (dégâts nerveux), néphropathie
(dégâts rénaux) et rétinopathie (dégâts oculaires).

— Complications macrovasculaires : Maladies cardiovasculaires, accidents vas-
culaires cérébraux, et maladies vasculaires périphériques.

D’autres complications incluent des problèmes dentaires, une vulnérabilité accrue
aux infections et des complications obstétricales chez les femmes enceintes. En cas de
glycémie extrême, des réactions potentiellement fatales peuvent survenir [94, 44].

20



CHAPITRE 1. MOTIVATION ET CONTEXTE BIOLOGIQUE

FIGURE 1.8: Les complications du diabète [44].

1.2.4 Prise en charge

Un contrôle rigoureux de la glycémie réduit de façon significative la fréquence et la
gravité des complications liées au diabète. La sensibilisation des patients et leur impli-
cation active dans la gestion de la maladie sont essentielles pour optimiser les résul-
tats cliniques. Les professionnels de santé jouent également un rôle clé dans la prise en
charge des comorbidités associées au diabète, comme le tabagisme, l’hypercholestérolé-
mie, l’obésité, l’hypertension artérielle et le manque d’exercice physique régulier [2].

Les avancées dans le traitement du diabète ont permis d’allonger l’espérance de vie
des patients. Toutefois, cette longévité accrue expose les patients à de nouvelles compli-
cations, telles que certains cancers, des déficits fonctionnels et cognitifs, des maladies du
foie, ainsi que des troubles du sommeil et de l’humeur. Des recherches de cohorte ont mis
en évidence ces liens, soulignant le besoin d’actualiser les stratégies de prise en charge en
intégrant la détection de ces affections émergentes [107].

La sensibilisation accrue des médecins de soins primaires est cruciale pour identifier
et gérer ces complications. Il est important que les directives de prise en charge du dia-
bète incluent le dépistage des maladies émergentes telles que la dépression, les maladies
hépatiques et certains cancers.

3 La Coexistence hépatite C et diabète : Importance et en-
jeux

L’infection par le virus de l’hépatite C (VHC) est une des principales causes de ma-
ladies hépatiques chroniques, telles que la cirrhose et le cancer du foie, et représente la
principale raison des transplantations hépatiques dans les pays occidentaux [31]. Envi-
ron 13 % des individus infectés par le VHC présentent des comorbidités, dont le diabète,
le VIH, et les maladies cardiovasculaires (figure (1.9)) [61]. En dépit de la baisse de la pré-
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valence de l’hépatite C dans certains pays, la charge de la maladie augmente en raison de
ses comorbidités, impactant significativement les résultats cliniques [95].

FIGURE 1.9: Comorbidités chez les patients infectés et non infectés par le VHC [85].

Ces mécanismes complexes soulignent l’importance de la mise en place de modèles
mathématiques pour analyser la dynamique de la coexistence hépatite C et diabète, en
tenant compte de paramètres comme la prévalence, la progression des complications et
l’impact de la résistance à l’insuline. Ces modèles permettent de simuler et prédire les
effets combinés des deux pathologies.

1.3.1 Mécanismes biologiques et conséquences cliniques de la coexis-
tence VHC et diabète

La coexistence par le VHC et le diabète repose sur des mécanismes biologiques inter-
dépendants, qui exacerbent les impacts cliniques pour les patients touchés. Ces interac-
tions sont principalement liées aux processus inflammatoires, aux altérations au niveau
du pancréas, et aux modifications des régulateurs cellulaires tels que les microARN.

— Inflammation hépatique : L’infection chronique par le VHC entraîne une produc-
tion élevée de cytokines inflammatoires, qui interfèrent avec l’action de l’insuline,
entraînant une résistance accrue à l’insuline et contribuant ainsi au développement
du diabète [48].

— Dysfonction pancréatique : Le VHC pourrait également infecter les cellules du pan-
créas, affectant directement la sécrétion d’insuline et augmentant le risque de dia-
bète en perturbant l’équilibre glycémique [27].

— Modification des microARN : Le VHC est capable de modifier certains microARN,
qui jouent un rôle clé dans le métabolisme du glucose, favorisant ainsi les processus
pathologiques associés au diabète [116].

Ces mécanismes biologiques combinés entraînent des complications significatives
pour les patients co-infectés. Les principaux effets cliniques incluent une progression ra-
pide de la fibrose hépatique et une élévation du risque de carcinome hépatocellulaire
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(CHC). De plus, la résistance à l’insuline observée réduit l’efficacité des traitements an-
tiviraux, et les complications cardiovasculaires et rénales associées à cette coexistence
aggravent encore le pronostic clinique.

1.3.2 Impacts sur la qualité de vie et la prise en charge des patients

Au-delà des complications cliniques, la coexistence par le VHC et le diabète altère
considérablement la qualité de vie des patients en rendant leur prise en charge médi-
cale plus complexe. La gravité des symptômes physiques est accentuée par l’interaction
entre les deux pathologies, qui conduit à des impacts cliniques étendus :

— Complications hépatiques avancées : La présence de diabète accélère la progres-
sion de la fibrose hépatique et augmente le risque de CHC, ce qui élève le taux de
mortalité chez les patients infectés par le VHC [11].

— Réduction de la réponse aux traitements : La résistance à l’insuline, courante chez
les patients co-infectés, réduit l’efficacité des traitements antiviraux, tels que l’INFα
et la ribavirine, diminuant ainsi les chances de rémission [100].

— Risques cardiovasculaires et rénaux : La coexistence accroît le risque de maladies
cardiovasculaires et de complications rénales, ce qui complique davantage la ges-
tion thérapeutique globale et augmente le risque de comorbidités sévères [87].

Ces complications physiques pèsent également sur la santé mentale et émotionnelle
des patients. La gestion quotidienne de la coexistence impose souvent des restrictions
sur les activités de la vie courante et engendre un stress émotionnel considérable, aggra-
vant ainsi le fardeau de la maladie. **Il est donc essentiel d’adopter une approche théra-
peutique intégrée, qui tienne compte des dimensions physiques et psychosociales, afin
d’améliorer la qualité de vie des patients et d’optimiser leur prise en charge globale.**

4 Impact économique et stratégies de gestion de la coexis-
tence VHC et diabète

La coexistence par l’hépatite C et le diabète impose un fardeau économique considé-
rable aux systèmes de santé. Les coûts élevés découlent des hospitalisations fréquentes,
des traitements antiviraux onéreux et des soins continus nécessaires pour gérer les com-
plications associées. **Évaluer ces coûts de manière précise est essentiel pour guider les
investissements vers des stratégies de prévention et de gestion intégrée, permettant ainsi
d’alléger ce fardeau financier et d’optimiser les ressources médicales.**

Pour réduire les coûts associés à cette coexistence complexe, une approche coordon-
née et ciblée est indispensable. Plusieurs actions clés peuvent contribuer à limiter les dé-
penses tout en améliorant la prise en charge des patients co-infectés :

— Dépistage régulier : Une surveillance systématique du diabète chez les patients at-
teints de VHC est cruciale pour détecter précocement les risques de complications
métaboliques et permettre des interventions adaptées, ce qui réduit les coûts liés
aux complications avancées.

— Sensibilisation des professionnels de santé : Former les équipes médicales aux spé-
cificités de la coexistence permet une prise en charge proactive, anticipant les com-
plications et limitant les hospitalisations coûteuses.
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— Prise en compte de la résistance à l’insuline : La résistance à l’insuline constitue un
obstacle majeur dans le traitement de la coexistence, car elle diminue la réponse
aux antiviraux. Des thérapies ciblant cette résistance, combinées à des modifica-
tions du mode de vie (perte de poids, activité physique), sont recommandées pour
améliorer les résultats thérapeutiques et ainsi réduire les besoins de soins à long
terme [98].

Les antiviraux à action directe (AAD) représentent une avancée majeure pour le trai-
tement des patients co-infectés, en améliorant le contrôle glycémique et en réduisant la
dépendance à l’insuline et aux antidiabétiques [10]. Cependant, le coût élevé de ces trai-
tements demeure un obstacle, en particulier dans les régions à ressources limitées. Pour
rendre les AAD plus accessibles, des initiatives sont en cours, notamment avec l’explora-
tion de traitements botaniques potentiellement plus abordables [54].

5 Conclusion

La relation complexe entre l’hépatite C et le diabète impose de repenser les pratiques
cliniques et les stratégies de prise en charge. Bien que des avancées aient été réalisées
dans la compréhension de ces deux pathologies, leur interaction reste partiellement in-
expliquée, nécessitant des approches intégrées de recherche et de gestion thérapeutique.

Les modèles prédictifs, intégrant les interactions entre le VHC et le diabète, peuvent
jouer un rôle clé en anticipant les complications et en orientant les stratégies de traite-
ment. En identifiant les patients à risque, ces modèles facilitent une gestion clinique plus
proactive et personnalisée, optimisant ainsi les ressources médicales.

Dans les chapitres suivants, nous explorerons les modèles mathématiques existants
pour le diabète et l’hépatite C, ainsi que leurs extensions possibles pour mieux com-
prendre la co-dynamique de ces deux pathologies.
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Revue de la littérature

La modélisation mathématique est un outil puissant pour étudier des systèmes com-
plexes, comme la propagation des maladies et l’efficacité des traitements. En utilisant
des équations, on peut simuler différents scénarios et prédire comment une maladie va
évoluer [53, 96]. Dans le cas de l’hépatite C et du diabète, les modèles mathématiques
permettent de :

I Comprendre la propagation du virus de l’hépatite C. On peut déterminer les fac-
teurs clés qui influencent la transmission du virus et évaluer l’impact des mesures
de prévention.

I Prédire l’évolution de la maladie. En tenant compte de facteurs de risque, on peut
anticiper la progression de la maladie chez un individu donné.

I Évaluer l’efficacité des traitements. On peut simuler différents traitements pour iden-
tifier les plus efficaces et déterminer la durée optimale.

I Comprendre l’interaction entre l’hépatite C et le diabète. On peut modéliser les mé-
canismes biologiques qui lient ces deux maladies et comment elles s’influencent
mutuellement.

I En utilisant des données spécifiques à chaque patient, ces modèles jouent un rôle
essentiel dans la médecine personnalisée en ajustant les plans de traitement en
fonction des besoins spécifiques de chaque patient.

Pour construire ces modèles, nous utilisons des concepts mathématiques tels que :

— Les équations différentielles : elles modélisent l’évolution des variables au fil du
temps.

— Les paramètres : ce sont des constantes numériques qui représentent des caracté-
ristiques spécifiques du système, comme les taux de transmission du virus ou l’effi-
cacité d’un traitement.

— Les variables : ce sont les quantités qui varient, comme le nombre d’individus in-
fectés ou la concentration d’un médicament dans le sang.

En analysant ces modèles, il est possible d’identifier les paramètres clés à contrôler
afin de maîtriser la propagation de la maladie et d’optimiser les stratégies thérapeutiques
[53].

Dans ce chapitre, nous explorerons différents modèles mathématiques utilisés pour
analyser la dynamique de l’hépatite C, tels qu’ils sont présentés dans la littérature. Nous
examinerons également certains modèles mathématiques portant sur le diabète et ses
complications. Enfin, nous évoquerons les modèles qui traitent de la coexistence de l’hé-
patite C et du diabète, ainsi que de leur interaction avec d’autres maladies chroniques.
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1 Modélisation mathématique de l’hépatite C

L’hépatite C est une maladie virale chronique qui représente un enjeu majeur de santé
publique en raison de sa transmission silencieuse et de ses complications à long terme.
Pour mieux comprendre son évolution et évaluer l’efficacité des stratégies de lutte, les
chercheurs ont développé des modèles mathématiques qui permettent :

X D’analyser la dynamique de propagation du virus dans une population.

X D’identifier les facteurs influençant la transmission (comportements à risque, im-
munité, accès aux soins, etc.).

X D’évaluer l’efficacité des traitements antiviraux et d’optimiser leur durée.

X De mesurer l’impact des stratégies de prévention telles que le dépistage, la vacci-
nation et les campagnes de sensibilisation.

Ces modèles permettent d’explorer différents scénarios et d’aider à la prise de déci-
sion en santé publique.

Pour décrire la dynamique du VHC, plusieurs variables sont couramment utilisées :

• N(t ) : le nombre de la population totale au temps t.

• S(t ), X(t ) : le nombre des individus susceptibles au temps t. il s’agit de personnes
qui peuvent être infectées par le virus.

• E(t ) : le nombre des individus exposés qui sont en période d’incubation de l’épi-
démie au temps t, les sujets durant cette phase sont asymptomatiques, et ils sont
généralement infectés, mais pas infectieux.

• I(t ) : le nombre des individus atteints d’une infection aiguë au temps t.

• C(t ), C1(t ) : le nombre des individus atteints d’une infection chronique au temps t.

• C2(t ) : le nombre des individus infectés de façon chronique qui ont échoué au trai-
tement au temps t.

• Cr (t ) : le nombre des individus qui ont éliminé le virus de leur organisme et ne sont
plus infectés au temps t.

• T(t ), Tr (t ) : le nombre des individus qui sont sous traitement au temps t.

• R(t ), Z(t ) : le nombre des individus récupérés au temps t.

• Rs(t ) : le nombre des individus qui répondent bien au traitement au temps t. Ces
personnes présentent peu ou pas de lésions hépatiques, évaluées par les niveaux
de fibrose F0, F1 ou F2.

• NR(t ) : le nombre des individus qui ne répondent pas au traitement au temps t. Ces
personnes ont des dommages hépatiques plus sévères, caractérisés par des niveaux
de fibrose F3 ou F4.

• F(t ) : le nombre des individus qui souffrent de lésions hépatiques causées par la
maladie de l’hépatite C au temps t.

• Qh(t ) : le nombre des individus hospitalisés en raison de la détérioration de leur
santé ou les personnes dans le même cas isolées au temps t.

Afin d’améliorer la compréhension de l’hépatite C et d’optimiser les stratégies de lutte,
plusieurs modèles mathématiques ont été développés dans la littérature. Ces travaux se
sont concentrés sur :

X L’épidémiologie du VHC et la dynamique de transmission du virus.
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X L’évaluation des stratégies de traitement et de prévention, incluant les antiviraux
et les politiques de dépistage.

Dans la partie suivante, nous passerons en revue les principaux modèles proposés et
leurs contributions à l’analyse de la propagation et du contrôle de l’hépatite C.

2.1.1 Le modèle de Martcheva et al., en 2003 :

Un modèle épidémiologique pour l’hépatite C (figure (2.1)) est présenté dans ce tra-
vail [74], englobant un stade infectieux chronique et en prenant en considération une
population de taille variable. Les chercheurs examinent à la fois un modèle de base non
structuré et structuré par âge afin de saisir la dynamique de la maladie. Ils remarquent
que, même si le modèle non structuré ne permet pas d’oscillations prolongées, le mo-
dèle structuré par âge indique que l’équilibre endémique peut être instable et que des os-
cillations prolongées sont envisageables. L’étude met en évidence les conséquences des
phases chroniques sur la propagation de la maladie et les possibilités des stratégies de
traitement pour aider à lutter contre la maladie.

FIGURE 2.1: Le modèle de Martcheva et al.

Le modèle mathématique est présenté sous la forme :

dS

d t
(t ) = bN(t )− (

γI(t )+δC(t )
) S(t )

N(t )
−µS(t )+αC(t ),

dI

d t
(t ) =

(
γI(t )+δC(t )

) S(t )

N(t )
− (
µ+k

)
I(t ),

dC

d t
(t ) = kI (t )− (

µ+α)
C(t ).

Avec,

— b : taux de recrutement.

— µ : taux de mortalité.

— α : taux de succès du traitement.

— k : taux de passage au stade chronique.

— γ : taux de contact efficace avec des personnes atteintes d’hépatite C aiguë.

— δ : taux de contact efficace avec des personnes atteintes d’hépatite C chronique.

En 2005, Das et ses collaborateurs ont étendu ce modèle en y intégrant la classe des
personnes immunisées [32]. En 2008, Yuan et al. ont également apporté des modifica-
tions en incluant la période de latence [124].
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En 2012, Ainea et al. ont développé un modèle mathématique qui prend en compte à
la fois l’impact du traitement et de l’immigration de personnes infectées sur la propaga-
tion du virus de l’hépatite C [5].

2.1.2 Le modèle de Martin et al., en 2015 :

Les chercheurs dans [42] ont utilisé le modèle mathématique de Martin et al. [76] pour
prédire l’impact de l’augmentation de l’accès aux traitements antiviraux directs (AAD) sur
la prévalence du virus de l’hépatite C (VHC) chez les utilisateurs de drogues injectables
(UDI). Leurs résultats suggèrent qu’une augmentation significative des traitements pour-
rait réduire considérablement la prévalence du VHC, en particulier chez les UDI parti-
cipant à des programmes de réduction des risques et chez les jeunes UDI, moyennant
un coût important mais réalisable. Cette étude souligne les bénéfices potentiels pour la
santé publique et les implications financières de l’extension des traitements AAD pour
lutter contre le VHC dans les populations à haut risque. Plusieurs études ont été menées
sur ce sujet [125, 75, 76, 77, 78] afin de démontrer l’effet du traitement du VHC chez les
consommateurs de drogues sur la prévalence de la maladie.

Le schéma (2.2) ci-dessous présente le modèle,

FIGURE 2.2: Le modèle de Martin et al.

Le modèle mathématique est donné par le système suivant,
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

dX

d(t )
(t ) = θ+wασTr (t )−

(
πδε

C1(t )+C2(t )

N(t )
+π (1−δ)

C1(t )+C2(t )

N(t )
+µ

)
X(t ),

dC1

d t
(t ) =π(1−δ)

C1(t )+C2(t )

N(t )
X(t )−φ−µC1(t ),

dC2

d t
(t ) = w (1−α)Tr (t )−µC2(t ),

dTr

d t
(t ) =φ− (wασ+w (1−α)+µ+wα (1−σ))Tr (t ),

dZ

d t
(t ) =πδε

C1(t )+C2(t )

N(t )
X(t )+wα (1−σ)Tr (t )−µZ(t ).

Avec,

— θ : taux moyen d’injections.

— π : taux moyen d’infection par le VHC par an.

— δ : proportion moyenne de personnes infectées qui éliminent spontanément l’in-
fection.

— ε : proportion moyenne de personnes infectées spontanément guéries et ayant ac-
quis une immunité.

— φ : taux de traitement moyen.

— w : 1 / durée du traitement.

— α : proportion moyenne d’infections guéries avec RVS (Réponse Virologique Soute-
nue).

— σ : proportion de personnes traitées entraînant l’immunité.

— µ : taux moyen de décès des UDI (Utilisateurs de Drogues Injectables).

2.1.3 Le modèle de S. Zhang et X. Xu, en 2017 :

Dans les études menées par [3, 121, 126], la théorie du contrôle optimal a été em-
ployée pour étudier les actions entreprises afin de limiter la propagation de la maladie à
travers diverses mesures et stratégies. Par exemple, Zhang et Xu [126] proposent un mo-
dèle mathématique à cinq compartiments pour une approche d’analyse dynamique et
de contrôle optimal dans le traitement de l’hépatite C. Dans ce modèle, le compartiment
des susceptibles est divisé en deux sous-compartiments : les susceptibles non informées
(Su) et les susceptibles conscientes (Sa). Leur étude porte sur la propagation et le contrôle
de la maladie à l’aide de modèles mathématiques, avec pour objectif d’identifier des mé-
thodes de traitement optimales afin de minimiser le nombre d’individus infectés et les
coûts associés. La figure (2.3) présente le diagramme représentant ce modèle.

29



CHAPITRE 2. REVUE DE LA LITTÉRATURE

FIGURE 2.3: Le modèle de S. Zhang et X. Xu.

Le modèle se présente sous la forme du système d’équations différentielles ordinaires
suivant, 

dSu

d t
(t ) = b −λSu (t )Su(t )− (

µ+w
)

Su(t )+ (
1−q

)
γI(t ),

dSa

d t
(t ) = wSu(t )−λSa (t )Sa(t )−µSa(t )+ (

1−p
)
ξT(t ),

dI

d t
(t ) = λSu (t )Su(t )+λSa (t )Sa(t )− (

µ+γ)
I(t ),

dC

d t
(t ) = qγI (t )− (

µ+σ+θ)C(t )+pξT(t ),

dT

d t
(t ) =σC(t )− (

µ+ξ)T(t ).

Où

λSu (t ) = β (I+k1C(t )+k2T(t )) ,

λSa (t ) = αλSu(t ).

Avec,

— b : taux de natalité.

— µ : taux de mortalité.

— β : taux de contact infectieux.

— k1 : taux d’infectiosité des infections chroniques par rapport aux infections aiguës.

— k2 : taux d’infection des individus traités par des individus infectés aigus.

— α : taux de contagiosité de la conscience.

— w : taux de passage de la classe susceptible non informée la classe du susceptible
conscient.
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— γ : taux de guérison des infections aiguës.

— q : proportion de la progression de l’état aigu à l’état chronique.

— ξ : taux de transfert de l’état traité.

— p : proportion de retour à l’état chronique de la classe traitée.

— σ : taux de passage de la classe chronique à la classe traitée.

— θ : taux de mortalité due au VHC.

2.1.4 Le modèle de Miller et al., en 2019 :

Dans cette recherche [84], les chercheurs ont développé deux modèles mathématiques.
Le premier modèle est un modèle standard de type SIR (figure (2.4)). Le second modèle
étudie la transmission du virus de l’hépatite C (VHC) chez les utilisateurs de drogues in-
jectables. Les chercheurs considèrent que le matériel d’injection est un réservoir environ-
nemental du virus et, par conséquent, un élément clé de la propagation du VHC. Cette
recherche présente une approche du VHC en tant qu’infection transmise indirectement,
où le matériel d’injection est perçu comme un agent pathogène (vecteur). Elle fournit
des informations sur l’impact des mesures de santé publique, telles que les programmes
d’échange de seringues, sur l’épidémie.
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𝒌 𝒌

𝜷
𝑺𝑾𝒊

𝑾𝒖 +𝑾𝒊

𝐖𝐮
𝝅𝒘

𝜶
𝑾𝒖𝑰

𝑾𝒖 +𝑾𝒊

𝝊

FIGURE 2.4: Le modèle SIR de Miller et al.

La représentation mathématique du modèle SIR est donnée par le système suivant :
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

dS

d t
(t ) =πS −βS (t )

Wi (t )

Wu (t )+Wi (t )
−µS (t ) ,

dI

d t
(t ) = βS (t )

Wi (t )

Wu (t )+Wi (t )
− vI (t )−µI (t ) ,

dR

d t
(t ) = vI (t )−µR(t ) ,

dWu

d t
(t ) =πW −αI (t )

Wu (t )

Wu (t )+Wi (t )
−kWu (t ) ,

dWi

d t
(t ) = αI (t )

Wu (t )

Wu (t )+Wi (t )
−kWi (t ) .

Avec,

— πS : nombre de recrutement des individus susceptibles.

— µ : taux de mortalité des hôtes.

— β : taux d’interaction entre les hôtes susceptibles S et le réservoir environnemental.

— v : taux de guérison de la maladie.

— πW : taux de recrutement des agents environnementaux non infectés.

— k : taux de disparition (ou de rejet) des agents environnementaux.

— α : taux d’interaction entre les hôtes infectés I et le réservoir environnemental.

En 2022 [108], les chercheurs ont examiné un modèle mathématique inspiré du modèle
de Miller et al. [84] afin de mieux comprendre la transmission du VHC. Ils ont ensuite
étudié les points d’équilibre et leur stabilité en se basant sur la théorie des systèmes dy-
namiques. Un problème de contrôle optimal a été élaboré pour minimiser les populations
infectées et non éduquées d’injecteurs, tout en tenant compte des coûts du traitement et
de l’éducation. L’étude du contrôle optimal met en évidence l’efficacité de la combinaison
des actions de traitement et d’éducation dans la maîtrise de la propagation de la maladie.

2.1.5 Le modèle de Shukla et al., en 2022 :

Un modèle mathématique a été développé par Shukla et ses collaborateurs [102]
pour le diagnostic non invasif de la fibrose hépatique chez les patients atteints d’hépatite
C chronique. Utilisant des équations différentielles ordinaires non linéaires, ce modèle
prédit la progression de la maladie, offrant une alternative aux biopsies hépatiques inva-
sives. Validé par des simulations de la la dynamique du système (DS) et à la modélisation
basée sur les agents (MBA), il démontre qu’un traitement précoce augmente le taux de
réponse et réduit les complications, notamment la fibrose. Cette étude souligne l’impor-
tance du diagnostic et du traitement précoce pour améliorer les résultats des patients. Le
schéma du modèle proposé est illustré à la figure (2.5).
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FIGURE 2.5: Le modèle de Shukla et al.

Mathématiquement, le modèle épidémiologique est représenté par le système d’équa-
tions suivant,

dS

d t
(t ) = β−α1S (t )T (t )+α6Cr (t )−µS (t ) ,

dT

d t
(t ) = α1S (t )T (t )+α7F(t )T (t )−α2T (t )−α3T (t )−µT (t ) ,

dRs

d t
(t ) = α2T (t )−α4Rs (t )−µRs (t ) ,

dNR

d t
(t ) = α3T (t )−α5NR(t )−µNR(t ) ,

dCr

d t
(t ) = α4Rs (t )−α6Cr (t )−µCr (t ) ,

dF

d t
(t ) = α5NR(t )−α7F(t )T (t )−µF(t ) .

Avec,

— β : le taux de recrutement de nouvelles personnes sensibles.

— α1 : le taux auquel les personnes sensibles commencent un traitement.

— α2 : le taux de réponse positive au traitement.

— α3 : le taux d’échec du traitement.

— α4 : le taux de guérison des personnes ayant répondu positivement au traitement.

— α5 : le taux de développement d’une fibrose chez les personnes n’ayant pas répondu
au traitement.

— α6 : le taux de sortie du système de surveillance des personnes guéries.

— α7 : le taux de succès du traitement de la fibrose.

— µ : le taux de mortalité naturelle.
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2.1.6 Le modèle de El Youssoufi et al., en 2023 :

Dans cette étude [43], un modèle de l’hépatite C est analysé afin d’examiner son im-
pact majeur sur la santé publique mondiale. Les auteurs postulent que la classe des indivi-
dus susceptibles est subdivisée en deux catégories : les personnes susceptibles conscientes
(Sa), qui, grâce à leurs connaissances acquises notamment par l’éducation, la préven-
tion et leur participation à des campagnes de sensibilisation, ont moins de probabilités
de contracter le VHC que les personnes susceptibles non informées (Sn). L’étude porte
sur l’existence et la stabilité des points d’équilibre du modèle. L’analyse de la stabilité,
tant locale que globale, de ces points repose sur la méthode de Lyapunov et le principe
d’invariance de LaSalle. De plus, le taux de reproduction de base (R0) est calculé, et la
positivité et la bornitude des solutions sont démontrées. Un problème de contrôle op-
timal est également exploré, avec la proposition de trois types de mesures de contrôle :
les programmes de sensibilisation, de dépistage précoce, d’isolement et de traitement.
Les contrôles optimaux sont déterminés à l’aide du principe du maximum de Pontrya-
gin, et des simulations numériques sont réalisées pour valider les résultats théoriques. Le
schéma de la figure (2.6) illustre les transitions entre les compartiments du modèle.

FIGURE 2.6: Le modèle de El Youssoufi et al.

Du point de vue mathématique, le modèle est fourni par le système d’équations diffé-
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rentielles suivant,

dSa

d t
(t ) =Λ1 − β1Sa(t )I(t )

N
− β3Sa(t )C(t )

N
−µSa(t ),

dSn

d t
(t ) =Λ2 − β2Sn(t )I(t )

N
− β4Sn(t )C(t )

N
−µSn(t ),

dE

d t
(t ) =

β1Sa(t )I(t )

N
+ β3Sa(t )C(t )

N
+ β2Sn(t )I(t )

N
+ β4Sn(t )C(t )

N
− (
α1 +α2 +µ

)
E(t ),

dI

d t
(t ) = α1E(t )− (

µ+θ1 +θ2
)

I(t ),

dC

d t
(t ) = α2E(t )+θ1I(t )− (

µ+σ+δ1
)

C(t ),

dQh

d t
(t ) = θ2I(t )+σC(t )− (

γ+µ+δ2
)

Qh(t ),

dR

d t
(t ) = γQh(t )−µR(t ).

Avec,

— Λ1,Λ2 :taux d’incidence des individus dans les compartiments Sa et Sn , respective-
ment.

— µ : taux du décès naturel.

— β1 : taux d’infection d’un individu du compartiment Sa par contact avec un individu
infecté en phase aiguë.

— β2 : taux d’infection d’un individu du compartiment Sn par contact avec un individu
infecté en phase aiguë.

— β3 : taux d’infection d’un individu du compartiment Sa par contact avec un individu
infecté de manière chronique.

— β4 : taux d’infection d’un individu du compartiment Sn par contact avec un individu
infecté de manière chronique.

— α1 : taux de personnes infectées par le virus VHC qui sont asymptomatiques.

— α2 : taux de de personnes développant rapidement une infection par le VHC, avec
une période d’incubation très courte, et présentant un risque élevé de complica-
tions en raison d’une immunodéficience, d’autres maladies chroniques, de l’âge
avancé ou de conditions de vie précaires.

— θ1 : taux de progression des infections aiguës vers une infection chronique.

— θ2 : taux de mise en quarantaine des individus présentant des complications graves.

— γ : taux de guérison.

— σ : la proportion d’individus atteints d’une infection chronique qui reçoivent un
traitement thérapeutique en milieu hospitalier ou à domicile en raison d’une dété-
rioration de leur état de santé.

— δ1 :taux de mortalité due aux complications de l’hépatite C.

— δ2 : taux de mortalité pendant la quarantaine dans les établissements de soins.
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2 Modélisation mathématique du diabète

Le diabète est une maladie silencieuse et omniprésente qui perturbe la régulation du
glucose dans le sang et entraîne de nombreuses complications de santé. La modélisation
mathématique joue un rôle essentiel pour mieux comprendre ses mécanismes, optimiser
sa prise en charge et évaluer son impact à l’échelle de la population. Plusieurs approches
ont été développées pour étudier la régulation du glucose et de l’insuline [36, 69], analyser
l’épidémiologie et la propagation de la maladie [115, 33, 66, 18, 37, 67], ainsi que pour
évaluer les complications associées [21, 41].

Dans cette perspective, différents modèles mathématiques ont été conçus afin de si-
muler la dynamique du diabète et ses effets sur la santé. Pour faciliter leur compréhen-
sion, il est utile de définir les principales variables utilisées dans ces modèles :

• S(t ) : le nombre d’individus sains (non diabétiques) à l’instant t, susceptibles de
développer un diabète.

• D(t ) : le nombre d’individus atteints de diabète à l’instant t.

• C(t ) : le nombre d’individus diabétiques qui développent des complications à l’ins-
tant t, notamment en raison d’une mauvaise gestion de la maladie.

• H(t ) : le nombre d’individus hospitalisés à l’instant t, que ce soit pour un suivi mé-
dical du diabète ou pour des complications sévères.

Grâce à ces variables, divers modèles mathématiques ont été élaborés pour simuler et
analyser l’évolution du diabète au sein d’une population. Ces travaux permettent de mieux
comprendre la dynamique de la maladie et d’évaluer l’impact des interventions médi-
cales et des politiques de santé publique. Parmi les principaux modèles développés, on
peut citer :

2.2.1 Le modèle A.Boutayeb et al., en 2004 :

En 2004, Boutayeb et son équipe [21] ont développé un modèle basé sur des équations
différentielles pour suivre l’évolution des populations diabétiques, avec ou sans compli-
cations. Ce modèle met en évidence l’impact potentiel des interventions sur la réduction
des complications et l’amélioration de la rentabilité. Le modèle est présenté schémati-
quement dans la figure (2.7).

FIGURE 2.7: Le modèle de A.Boutayeb et al.
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Le modèle mathématique présenté par :


dD

d t
(t ) = I− (

λ+µ)
D(t )+γC (t ) ,

dC

d t
(t ) = λD(t )− (

γ+δ+ν+µ)
C (t ) .

Avec,

— I : l’incidence du diabète.

— λ : le taux de transition de l’état D à l’état C.

— γ : le taux de guérison des complications du diabète et de retour à l’état D.

— δ : le taux de mortalité due aux complications du diabète.

— ν : le taux de personnes atteintes de complications graves du diabète entraînant un
handicap.

— µ : le taux de mortalité naturelle.

Dans une autre étude [19], des équations aux dérivées partielles sont utilisées pour mo-
déliser l’évolution de la population de patients diabétiques, avec l’objectif de contrôler le
nombre de personnes développant des complications à différents âges.

En 2006, Boutayeb [20] a étudié un modèle non linéaire de population en diabétolo-
gie, axé sur l’évolution du diabète jusqu’à ses complications, sans prendre en compte les
conséquences économiques, sociales et médicales qui en résultent. Le nombre de per-
sonnes présentant des complications au cours du temps a été évalué à l’aide de méthodes
numériques afin de suivre l’évolution de la population diabétique.

En 2007, Boutayeb [18] a introduit la classe des pré-diabétiques, soulignant l’impor-
tance croissante de la prévention et de la promotion de la santé dans les soins, plutôt que
de se concentrer uniquement sur le traitement des maladies.

En 2014, Derouich et ses collaborateurs [37] ont repris le modèle de Boutayeb [18]
et ont présenté une méthode de contrôle optimal qui prend en compte l’évolution du
prédiabète vers le diabète, avec ou sans complications. Ils ont démontré que le nombre
de personnes atteintes de diabète, avec ou sans complications, pouvait être considéra-
blement réduit sur une période de 10 ans. En se référant au modèle de Boutayeb [21],
Kinsola et ses collaborateurs [6] ont constaté que les complications liées au diabète pou-
vaient être maîtrisées malgré la persistance de la maladie.

En 2015, Bernard et al. [15] ont repris le modèle développé par Boutayeb et ses colla-
borateurs [20], en utilisant une approche de contrôle optimal non linéaire. Ils ont proposé
que le contrôle soit le taux de guérison des complications et ont observé que cette stra-
tégie pouvait entraîner une optimisation du nombre de personnes atteintes de diabète,
avec ou sans complications.

2.2.2 Le modèle P. Widyaningsih et al., en 2018 :

Contrairement à l’approche de Boutayeb et al. [21], la présente étude [115] inclut la
phase susceptible (S), où ils ont supposé que le nombre d’incidences n’est pas constant,
qui est varie en fonction de les facteurs liés au mode de vie et aux facteurs génétiques. Le
modèle présenté par la figure (2.8).
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FIGURE 2.8: Le modèle de P. Widyaningsih et al.

Le système d’équations différentielles suivant représente mathématiquement le mo-
dèle suggéré :



dS

d t
(t ) = αS (t )+α(

1−ρ) (D(t )+C (t ))−βS (t )
D(t )

N
−µS (t ) ,

dD

d t
(t ) = αρ (D(t )+C (t ))− (

λ+µ)
D(t )+σC (t ) ,

dC

d t
(t ) = λD(t )− (

σ+δ+µ)
C (t ) .

Avec

— α : le taux de recrutement.

— β : le taux de contact infectieux entre une personne saine et une personne atteinte
d’un mode de vie malsain.

— µ : le taux de mortalité naturelle.

— ρ : la proportion de naissances avec prédisposition génétique.

— λ : le taux de développement de complications.

— σ : le taux de guérison des complications.

— δ : le taux de mortalité due aux complications.

2.2.3 Le modèle A. Kouidere et al., en 2019 :

Cette étude [65] propose un modèle discret original pour explorer la dynamique des
populations de personnes atteintes de diabète présentant des complications, en tenant
compte de l’influence de l’environnement. Kouidere et al. évaluent l’impact de trois in-
terventions : des programmes de sensibilisation (éducation et médias), un traitement et
un soutien psychologique avec suivi. L’objectif est double : réduire le nombre de patients
diabétiques développant des complications et minimiser les conséquences d’une mau-
vaise adaptation à l’environnement. Le modèle développé est présenté dans le système
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suivant :



Pk+1 =Λ1 +
(
1−µ−β1 −β3

)
Pk ,

Dk+1 = β1Pk +γEk −αDk Ek
N + (

1−µ−β2
)

Dk ,

Ek+1 =Λ2 + (1−µ−γ)Ek ,

Ck+1 = β3Pk +β2Dk +αDk Ek
N + (1−µ−δ)Ck .

Avec

— µ : le taux de mortalité naturelle.

— δ : le taux de mortalité spécifique due aux complications du diabète.

— β1 : le taux de développement du diabète sans complications.

— β2 : la probabilité de développer des complications du diabète.

— β3 : le taux de progression vers le stade de complications du diabète.

— α : le taux de développement de complications du diabète en raison de facteurs
environnementaux.

— γ : le taux de passage vers un état sans complications en raison de l’amélioration
des conditions de vie.

— Λ1 : l’incidence du pré-diabète.

— Λ2 : l’incidence du diabète dû à l’impact environnemental.

En 2020, Kouidere et ses collaborateurs [66] ont proposé un modèle continu basé sur
leurs travaux précédents [65], en y intégrant la population saine et en distinguant deux
catégories de personnes atteintes de diabète avec complications : celles dont les compli-
cations sont traitables (CT) et celles dont les complications sont graves (CS). La théorie
du contrôle a été appliquée pour analyser ce modèle. Les résultats obtenus ont démontré
l’efficacité de diverses stratégies proposées dans le cadre d’un programme de sensibilisa-
tion axé sur l’éducation et les médias, ainsi que d’un accompagnement comprenant un
traitement et un soutien psychologique régulier.

2.2.4 Le modèle N. Andima et al., en 2022 :

Un modèle mathématique [9] est développé pour étudier la progression du diabète et
de ses complications en milieu hospitalier, en considérant l’impact de la congestion des
ressources et de la croissance de la population diabétique. L’étude évalue l’influence des
taux de guérison et de la qualité de vie sur l’évolution et la gestion du diabète. Le modèle
est illustré figure (2.9).
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FIGURE 2.9: Le modèle de N. Andima et al.

Les équations différentielles qui régissent cette proposition peuvent donc être don-
nées : 

dS

d t
(t ) =Λ+α(1−ρ)D(t )− (1−ε)β

S (t ) (t )D

N(t )
−µS (t ) ,

dD

d t
(t ) = αρD(t )+ (1−ε)β

S (t )D(t )

N(t )
+σH(t )−wD(t )−µD(t ) ,

dC

d t
(t ) = wD(t )− φC (t )

1+κC (t )
−δC (t )−µC (t ) ,

dH

d t
(t ) =

φC (t )

1+κC (t )
− (
σ+η+µ)

H(t ) .

Avec

— ε : le taux d’incidence du mode de vie (0 < ε < 1). ε = 0.1 correspond à un mode de
vie ayant une influence minimale ou maximale sur la santé.

— β : la probabilité qu’une interaction entraîne une incidence.

— α : le taux de natalité.

— ρ : la proportion de naissances avec diabète.

— w : le taux de développement de complications liées au diabète.

— δ : le taux de mortalité due aux complications du diabète.

— σ : le taux de guérison des complications du diabète.

— η : le taux de mortalité chez les patients hospitalisés.

— µ : le taux de mortalité naturelle.

— φ : le taux d’hospitalisation par habitant.

— κ : le paramètre de saturation influençant le délai de traitement en raison d’un
manque de ressources disponibles.

3 Modélisation de la coexistence : Hépatite C et Diabète

Les maladies transmissibles (MT), telles que l’hépatite C (VHC), et les maladies non
transmissibles (MNT), comme le diabète, interagissent souvent de manière complexe.
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Leur coexistence constitue un enjeu majeur pour la santé publique, car elle peut affecter
aussi bien la progression des maladies que leur prise en charge clinique [11, 100, 87]. Les
MT, en fragilisant l’organisme, peuvent favoriser l’apparition ou l’aggravation des MNT.
Inversement, les MNT, en affaiblissant le système immunitaire, peuvent accroître la vul-
nérabilité aux infections. C’est notamment le cas de l’hépatite C, qui est associée à un
risque accru de développement du diabète de type 2 en raison d’une résistance à l’in-
suline et d’un dysfonctionnement des cellules bêta. Par ailleurs, le diabète constitue un
facteur de risque important de complications hépatiques sévères, telles que la cirrhose ou
le carcinome hépatocellulaire [51, 104, 97]. Il est donc crucial d’étudier cette interaction
afin d’anticiper ses effets et d’adapter les stratégies thérapeutiques [48].

Bien que la littérature scientifique ait largement exploré la dynamique du VHC et ses
co-infections avec des pathologies comme le VIH [110, 16, 23, 80, 34], l’hépatite B [58, 101]
ou la tuberculose [64], les recherches sur la relation entre le VHC et le diabète restent li-
mitées. Or, une meilleure compréhension de cette coexistence permettrait d’améliorer la
prise en charge des patients et d’optimiser les interventions de santé publique. Divers
modèles mathématiques ont déjà été développés pour analyser l’impact du diabète sur
d’autres maladies infectieuses, notamment le COVID-19 [12, 90, 56, 46], la tuberculose
[73, 57, 86] et le VIH [62], mettant en évidence le rôle du diabète dans l’évolution et la
gravité des infections. Cependant, peu d’études se sont intéressées spécifiquement à l’in-
teraction entre le VHC et le diabète, malgré les preuves épidémiologiques suggérant un
lien étroit entre ces deux maladies.

Dans cette optique, cette recherche propose une modélisation mathématique de la
coexistence entre le VHC et le diabète, afin de mieux comprendre leur interaction et d’éva-
luer l’impact de différentes stratégies de contrôle. Pour cela, plusieurs approches sont
envisagées. Une première consiste à représenter les différentes phases de l’infection par
le VHC (infection aiguë, chronique, complications hépatiques) ainsi que l’évolution du
diabète (pré-diabète, complications métaboliques) au sein d’un même cadre dynamique.
Une autre approche vise à étudier l’influence de la progression du VHC sur l’apparition
du diabète en intégrant l’impact des lésions hépatiques sur la régulation de l’insuline. Par
ailleurs, l’optimisation des traitements constitue un axe central de cette étude, en com-
binant les thérapies antivirales et les soins du diabète pour déterminer les stratégies les
plus efficaces. Enfin, des méthodes avancées, comme les modèles stochastiques prenant
en compte des fluctuations aléatoires ou le calcul fractionnaire permettant d’inclure des
effets à long terme, sont explorées pour affiner la représentation de la dynamique des
maladies.

L’objectif ultime de cette recherche est de proposer des outils mathématiques permet-
tant d’anticiper l’évolution de ces pathologies et d’améliorer leur gestion. En l’absence de
modèles spécifiques à cette coexistence, cette étude apporte une contribution précieuse
en fournissant une base théorique rigoureuse pour mieux comprendre les interactions
entre le VHC et le diabète. Ces résultats pourraient non seulement guider les décisions
médicales, mais aussi orienter les politiques de prévention et de prise en charge des pa-
tients, afin de réduire les risques associés à ces maladies chroniques.
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Chapitre 3

Modélisation mathématique de
l’hépatite C

L’hépatite C, une maladie potentiellement mortelle, reste sous-déclarée et mal com-
prise, en particulier dans les régions les plus touchées par l’épidémie. En Algérie, les in-
fections se produisent principalement dans les cabinets dentaires, où elles se propagent
par le sang à travers des objets contaminés, 90 % des Algériens ne sont pas conscients de
cette maladie [14], qui peut entraîner des complications graves telles que la cirrhose ou
le cancer du foie si elle n’est pas diagnostiquée et traitée à temps. Les coûts de traitement
sont très élevés, variant de 24 à 120 millions de dollars, ce qui est inaccessible pour les
personnes en difficulté financière. La prévention est la seule solution, et l’ANHC (Ancho-
rage Neighborhood Health Center) rappelle : “ mieux vaut prévenir que guérir ”. Dans
ce chapitre, nous allons étudier un modèle mathématique de type SIR de l’épidémie de
l’hépatite C. Nous démontrerons l’existence de deux équilibres et analyserons leur stabi-
lité afin de mieux comprendre et anticiper les mesures susceptibles d’aider à éradiquer le
virus de l’hépatite C.

1 Présentation du modèle

Notre modèle [50] évalue l’efficacité de la stérilisation du matériel infecté comme mé-
thode préventive contre l’hépatite C (VHC). Contrairement à l’étude de Miller et al. [84],
qui se concentre sur les consommateurs de drogues et les aiguilles comme vecteur de
transmission, notre étude inclut des sources de contamination plus variées, telles que le
matériel dentaire, les objets de toilette, les tatouages et les piercings. En analysant une
population mixte, nous visons à mieux comprendre la transmission du VHC et à proposer
des stratégies de prévention plus efficaces.

Hypothèses du modèle

Notre modèle s’appuie sur des hypothèses qui combinent les bases de Miller et ses
collègues [84] et nos propres contributions. Ces hypothèses décrivent la transmission du
VHC entre les humains et le matériel contaminé.

Population et transmission

— La population humaine, notée NH, est divisée en trois groupes :

— Personnes susceptibles d’être infectées (SH).
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— Personnes infectées (IH).

— Personnes guéries (RH).

— La population du matériel, notée NM, est divisée en deux groupes :

— Matériel non infecté (MS), susceptible d’être contaminé.

— Matériel infecté (MI), qui transmet le virus.

— On fait l’hypothèse que la population de matériel NM reste constante au cours du

temps et égale à
λM

k
, le nombre de matériel introduit étant exactement compensé

par celui éliminé.

— Contrairement à Miller, l’environnement (aiguilles, matériel dentaire, objets de toi-
lette, etc.) joue un rôle central dans la transmission du VHC.

— L’interaction entre les individus sensibles (SH) et le matériel infecté (MI) est modé-
lisée par un taux β :

βSHMI

MI +MS
.

— Le matériel non infecté (MS) peut être contaminé par contact avec des individus
infectés (IH), décrit par :

αMSIH

SH + IH +RH
.

Guérison, décès et stérilisation

— Comme dans l’étude de Miller [84], les individus infectés guérissent à un taux λ et
rejoignent la classe RH :

λIH.

— La maladie provoque des décès chez les individus infectés à un taux τ :

τIH.

— Notre modèle introduit un processus de stérilisation du matériel infecté. Ce proces-
sus, représenté par un taux θ, permet au matériel infecté (MI) de revenir à l’état non
infecté (MS) :

θMI.

Notre modèle enrichit les travaux de Miller et al. [84] en ajoutant une dimension en-
vironnementale. Alors que Miller se concentre sur la transmission entre humains, nous
étudions comment le matériel contaminé (aiguilles, matériel dentaire, etc.) contribue à
la propagation du virus. En évaluant l’impact de la stérilisation du matériel, nous propo-
sons une stratégie de prévention innovante pour réduire la transmission du VHC dans des
contextes où les sources de contamination environnementales sont prédominantes.

Notre proposition est illustrée dans le diagramme de la figure (3.1).
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FIGURE 3.1: Le schéma illustrant le modèle proposé.

Ce diagramme (figure 3.1) peut être représenté mathématiquement par un système
d’équations différentielles non linéaires, donné par :

dSH

d t
(t ) = λH − βSH(t )MI(t )

MI(t )+MS(t )
−µHSH(t ),

dIH

d t
(t ) =

βSH(t )MI(t )

MI(t )+MS(t )
−λIH(t )− (

τ+µH
)

IH(t ),

dRH

d t
(t ) = λIH(t )−µHRH(t ),

dMS

d t
(t ) = λM − αMS(t )IH(t )

SH(t )+ IH(t )+RH(t )
+θMI(t )−kMS(t ),

dMI

d t
(t ) =

αMS(t )IH(t )

SH(t )+ IH(t )+RH(t )
−θMI(t )−kMI(t ),

SH(0) = SH0 , IH(0) = IH0 ,RH(0) = RH0 ,MS(0) = MS0 ,MI(0) = MI0 ,

SH0 , IH0 ,RH0 ,MS0 ,MI0 > 0.

(1)

Les paramètres du modèle sont définis comme suit :

— λH : nombre de recrutement des individus susceptibles.

— µH : taux naturel de décès de la population humaine.

— β : taux d’interaction entre les humains susceptibles et le matériel contaminé.

— τ : taux de décès causé par la maladie.

— λ : taux de guérison de la maladie.

— λM : taux de recrutement du matériel non contaminé.

— k : taux de rejet du matériel contaminé ou non contaminé.

— α : taux d’interaction entre les individus infectés et le matériel non contaminé.

— θ : taux de stérilisation du matériel contaminé.

Dans la partie suivante, nous analysons mathématiquement le modèle proposé.
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2 Analyse mathématique du modèle

Dans cette partie, nous étudions l’existence et l’unicité de la solution du modèle en ap-
pliquant le théorème de Cauchy-Lipschitz [103]. Ensuite, nous calculons le taux de repro-
duction de base R0 à l’aide de la méthode de la matrice de next generation reférence, qui
permet de déterminer si l’épidémie peut se propager dans la population. Enfin, nous ana-
lysons les points d’équilibre et leur stabilité, en nous concentrant sur le point E0. La sta-
bilité du point E1 sera explorée numériquement pour confirmer les résultats théoriques.
Nous commençons par rappeler le modèle étudié.



dSH

d t
(t ) = λH − βSH(t )MI(t )

NM(t )
−µHSH(t ),

dIH

d t
(t ) =

βSH(t )MI(t )

NM(t )
−λIH(t )− (

τ+µH
)

IH(t ),

dRH

d t
(t ) = λIH(t )−µHRH(t ),

dMS

d t
(t ) = λM − αMS(t )IH(t )

NH(t )
+θMI(t )−kMS(t ),

dMI

d t
(t ) =

αMS(t )IH(t )

NH(t )
−θMI(t )−kMI(t ),

SH(0) = SH0 , IH(0) = IH0 ,RH(0) = RH0 ,MS(0) = MS0 ,MI(0) = MI0 ,

SH0 , IH0 ,RH0 ,MS0 ,MI0 > 0.

(3.1)

Avec, 
NH = SH + IH +RH,
NM = MI +MS ,
λM = kNM 6= 0.

3.2.1 Existence et unicité de la solution

Pour analyser l’existence et l’unicité de la solution du problème (3.1), on utilisera le
théorème de Cauchy-Lipschitz suivant :

Soient I un intervalle de R+ et F : IRd →Rd une application continue et globalement
lipschitzienne au sens suivant :

pour tout intervalle compact K ⊂ I,∃k > 0 tel que pour tout t ∈ K et pour tout
X1,X2 ∈Rd ,

‖F(t ,X1( t ))−F(t ,X2( t ))‖6 k ‖X1(t )−X2(t )‖ .

Alors ∀ t0 ∈ K et ∀ X0 ∈ Rd , le problème de Cauchy, X′(t ) = F(t ,X(t )), avec X(t0) = X0

admet une unique solution X définie sur I tout entier.

Théorème 1: Cauchy-Lipschitz
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Le système considéré (3.1) est formulé sous la forme du problème de Cauchy :

{
X′ (t ) = F(X (t )) , t ∈ [0,T]
X (0) = X0,

(3.2)

avec,

X (t ) =


SH (t )
IH (t )
RH (t )
MS (t )
MI (t )

 , et F(X (t )) =


f1 (X (t ))
f2 (X (t ))
f3 (X (t ))
f4 (X (t ))
f5 (X (t ))

 .

où 

f1 (X (t )) = λH − βSH(t )MI(t )

NM(t )
−µHSH(t ),

f2 (X (t )) =
βSH(t )MI(t )

NM(t )
−λIH(t )− (

τ+µH
)

IH(t ),

f3 (X (t )) = λIH(t )−µHRH(t ),

f4 (X (t )) = λM − αMS(t )IH(t )

NH(t )
+θMI(t )−kMS(t ),

f5 (X (t )) =
αMS(t )IH(t )

NH(t )
−θMI(t )−kMI(t ).

On rappelle que la norme N(.) de l’espace des fonctions continues de I dans R5 (noté
par C

(
I,R5

)
) est définie par

N(F) = max
t∈I

‖F(t )‖ ,

avec ‖.‖ est la norme de R5.

On est maintenant en mesure d’énoncer le résultat suivant :

Le problème différentiel (3.1) admet une unique solution
(SH(t ), IH(t ),RH(t ),MS(t ),MI(t ))T ∈R5 pour tout t ∈ [0,T] .

Théorème 2

Preuve. Pour démontrer que le problème de Cauchy (3.1) possède une solution unique,
il suffit de prouver que la fonction vectorielle F du problème équivalent (3.2) satisfait la
condition de Lipschitz.
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Soient t ∈ [0,T] , X1,X2 ∈R5, on a :

‖F(X1(t ))−F(X2(t ))‖

= max



∣∣ f1 (X1 (t ))− f1 (X2 (t ))
∣∣∣∣ f2 (X1 (t ))− f2 (X2 (t ))
∣∣∣∣ f3 (X1 (t ))− f3 (X2 (t ))
∣∣∣∣ f4 (X1 (t ))− f4 (X2 (t ))
∣∣∣∣ f5 (X1 (t ))− f5 (X2 (t ))
∣∣

= max



∣∣∣∣−βSH1 (t )MI1 (t )

NM(t )
−µHSH1 (t )+ βSH2 (t )MI2 (t )

NM(t )
+µHSH2 (t )

∣∣∣∣∣∣∣∣βSH1 (t )MI1 (t )

NM(t )
− (
λ+τ+µH

)
IH1 (t )− βSH2 (t )MI2 (t )

NM(t )
+ (
λ+τ+µH

)
IH2 (t )

∣∣∣∣∣∣λIH1 (t )−µHRH1 (t )−λIH2 (t )+µHRH2 (t )
∣∣∣∣∣∣−αMS1 (t )IH1 (t )

NH(t )
+θMI1 (t )−kMS1 (t )+ αMS2 (t )IH2 (t )

NH(t )
−θMI2 (t )+kMS2 (t )

∣∣∣∣∣∣∣∣αMS1 (t )IH1 (t )

NH(t )
−θMI1 (t )−kMI1 (t )− αMS2 (t )IH2 (t )

NH(t )
+θMI2 +kMI2

∣∣∣∣
On suppose qu’à tout instant t ∈ [0,T], la population humaine NH(t ) = SH(t )+ IH(t )+

RH(t ) est comprise entre deux réels strictement positifs Nmin et Nmax.
On va majorer chacune des composantes

∣∣ fi (X1 (t ))− fi (X2 (t ))
∣∣, i = 1, ...,5.

∣∣ f1 (X1 (t ))− f1 (X2 (t ))
∣∣ =

∣∣∣∣−βSH1 (t )MI1 (t )

NM(t )
−µHSH1 (t )+ βSH2 (t )MI2 (t )

NM(t )
+µHSH2 (t )

∣∣∣∣
≤ β

NM(t )

∣∣−SH1 (t )MI1 (t )+SH2 (t )MI2 (t )
∣∣+µH

∣∣−SH1 (t )+SH2 (t )
∣∣ .

En rajoutant et retranchant le terme SH1 MI2 , on a :

∣∣ f1 (X1 (t ))− f1 (X2 (t ))
∣∣ =

β

NM(t )

∣∣SH1 (t )
(−MI1 (t )+MI2 (t )

)+MI2 (t )
(−SH1 (t )+SH2 (t )

)∣∣
+µH

∣∣−SH1 (t )+SH2 (t )
∣∣

≤ β

NM(t )
SH1 (t )

∣∣−MI1 (t )+MI2 (t )
∣∣+βMI2 (t )

NM(t )

∣∣−SH1 (t )+SH2 (t )
∣∣

+µH
∣∣−SH1 (t )+SH2 (t )

∣∣ .

Comme SH1 ≤ Nmax et
MI2

NM
≤ 1, alors,

∣∣ f1 (X1 (t ))− f1 (X2 (t ))
∣∣ ≤

(
β

NM(t )
Nmax +β+µH

)
‖X1(t )−X2(t )‖ .

Car,

‖X1(t )−X2(t )‖
=

√(
SH1 (t )−SH2 (t )

)2 + (
IH1 (t )− IH2 (t )

)2 + (
RH1 (t )−RH2 (t )

)2 + (
MS1 (t )−MS2 (t )

)2 + (
MI1 (t )−MI2 (t )

)2.

Pour la deuxième équation et en suivant le même raisonnement on trouve :
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∣∣ f2 (X1 (t ))− f2 (X2 (t ))
∣∣ =

∣∣∣∣βSH1 (t )MI1 (t )

NM(t )
− (
λ+τ+µH

)
IH1 (t )− βSH2 (t )MI2 (t )

NM(t )
+ (
λ+τ+µH

)
IH2 (t )

∣∣∣∣
≤

(
β

NM(t )
Nmax +β+λ+τ+µH

)
‖X1(t )−X2(t )‖ .

De manière évidente et vu la linéarité des termes, la troisi ème équation entraine,

∣∣ f3 (X1 (t ))− f3 (X2 (t ))
∣∣ =

∣∣λIH1 (t )−µHRH1 (t )−λIH2 (t )+µHRH2 (t )
∣∣

≤ (
λ+µH

)‖X1(t )−X2(t )‖ .

De la quatrième équation, on a :

∣∣ f4 (X1 (t ))− f4 (X2 (t ))
∣∣ =

∣∣∣∣−αMS1 (t )IH1 (t )

NH(t )
+θMI1 (t )−kMS1 (t )+ αMS2 (t )IH2 (t )

NH(t )
−θMI2 (t )+kMS2 (t )

∣∣∣∣
≤ α

NH(t )

∣∣MS2 (t )IH2 (t )−MS1 (t )IH1 (t )
∣∣+θ ∣∣MI1 (t )−MI2 (t )

∣∣
+k

∣∣MS2 (t )−MS1 (t )
∣∣ .

En rajoutant et retranchant le terme MS1 IH2 , on a :

∣∣ f4 (X1 (t ))− f4 (X2 (t ))
∣∣ ≤ α

NH(t )
MS1 (t )

∣∣IH2 (t )− IH1 (t )
∣∣+ α

NH(t )
IH2 (t )

∣∣MS2 (t )−MS1 (t )
∣∣

+θ ∣∣MI1 (t )−MI2 (t )
∣∣+k

∣∣MS2 (t )−MS1 (t )
∣∣ .

Sachant que MS1 ≤ NM, que NH(t ) ≥ Nmin et que
IH2

NH
≤ 1, on arrive à

∣∣ f4 (X1 (t ))− f4 (X2 (t ))
∣∣ ≤

(
αNM(t )

Nmin
+α+θ+k

)
‖X1(t )−X2(t )‖ .

Enfin, de la cinquième équation et en suivant les étapes précédantes, on a :

∣∣ f5 (X1 (t ))− f5 (X2 (t ))
∣∣ =

∣∣∣∣αMS1 (t )IH1 (t )

NH(t )
−θMI1 (t )−kMI1 (t )− αMS2 (t )IH2 (t )

NH(t )
+θMI2 (t )+kMI2 (t )

∣∣∣∣
≤ αNM(t )

Nmin

∣∣IH2 (t )− IH1 (t )
∣∣+α ∣∣MS2 (t )−MS1 (t )

∣∣+θ ∣∣MI2 (t )−MI1 (t )
∣∣

+k
∣∣MI2 (t )−MI1 (t )

∣∣
≤

(
αNM(t )

Nmin
+α+θ+k

)
‖X1(t )−X2(t )‖ .

Par conséquent, on a :

‖F(X1(t ))−F(X2(t ))‖
=

∥∥F(SH1 (t ), IH1 (t ),RH1 (t ),MS1 (t ),MI1 (t ))−F(SH2 (t ), IH2 (t ),RH2 (t ),MS2 (t ),MI2 (t ))
∥∥

≤ C‖X1(t )−X2(t )‖
où,

C = max(
β

NM(t )
Nmax +β+µH,

β

NM(t )
Nmax +β+λ+τ+µH, λ+µH ,

αNM(t )

Nmin
+α+θ+k).
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3.2.2 Le calcul du nombre de reproduction de base R0 et des points d’équi-
libre

Le nombre de reproduction de base R0

Définition 3.1 (Nombre de reproduction de base [38]) Le nombre de reproduction de base
R0 est un concept clé en épidémiologie. Il représente le nombre moyen de cas secondaires
générés par un individu infectieux typique pendant sa période d’infectiosité, lorsqu’il est
introduit dans une population entièrement composée de susceptibles .

Comprendre comment une épidémie se propage est essentiel pour la contrôler. Les
modèles épidémiologiques mettent en avant le rôle clé du nombre de reproduction de
base R0, qui représente le nombre moyen de nouvelles infections causées par un individu
infecté. Si R0 < 1, l’épidémie décline, tandis que si R0 > 1, elle peut persister ou s’étendre
[45].

Calcul de R0

Le nombre de reproduction de base R0 est déterminé à l’aide de la matrice de next
generation, selon la méthode développée par Van Den Driessche et Watmough (2002)
[109]. Cette approche se base uniquement sur les équations des états infectés et permet
de construire deux matrices essentielles :

— La matrice F, qui représente le taux d’apparition de nouvelles infections.

— La matrice V, qui décrit les sorties des compartiments infectés, incluant la guérison
et la mortalité.

Le nombre de reproduction de base R0 est ensuite défini comme le rayon spectral de la
matrice FV−1, évaluée au point d’équilibre sans maladie E0, correspondant à l’état où au-
cun individu n’est infecté.

Dans notre modèle, le point d’équilibre sans maladie E0 est donné par :

E0 =

(
λH

µH
,0,0,NM,0

)
.

Les matrices utilisées sont définies comme suit :

F =

 0
βSH

NM
αMSNH −αMSIH

N2
H

0

 .

V =

( (
λ+τ+µH

)
0

0 (θ+k)

)
.

La matrice de next generation, obtenue par FV−1, s’écrit :

FV−1 =

 0
βSH

NM (k +θ)

−αIHMS −αNHMS

N2
H

(
λ+τ+µH

) 0

 .

Le nombre de reproduction de base R0 est alors défini comme le rayon spectral de
cette matrice, ce qui donne :

R0 = ρ(FV−1(E0)).
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Ainsi, dans notre modèle, nous obtenons :

R0 =
βα

(λ+τ+µH)(k +θ)
.

Ce paramètre joue un rôle crucial pour quantifier la capacité de propagation de l’hépatite
C dans la population et identifier les conditions nécessaires pour contrôler ou éliminer
l’infection.

Points d’équilibre

Définition 3.2 (Point d’équilibre sans maladie [83]) Un point d’équilibre sans maladie (DFE,
Disease-Free Equilibrium) est un état où la maladie est absente de la population.

Définition 3.3 (Point d’équilibre endémique [83]) Un point d’équilibre endémique est un
état où la maladie persiste dans la population.
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Le système (3.1) admet deux points d’équilibre E0 et E1, définis comme suit :

• Le point d’équilibre sans maladie E0 existe quelles que soient les données, et il
est donné par :

E0 =

(
λH

µH
,0,0,NM,0

)
.

• Si R0 > 1 et αβ+αµH > τ(k +θ), alors le point d’équilibre endémique E1 existe ;
sinon, il n’existe pas. Il est donné par :

E1 =
(
S∗

H, I∗H,R∗
H,NM −M∗

I ,M∗
I

)
,

où : 

S∗
H =

λH − (λ+τ+µH)I∗H
µH

,

I∗H =
αβλH −λH(λ+τ+µH)(k +θ)

(λ+τ+µH)(αβ+αµH −τ(k +θ))
,

R∗
H =

λ

µH
I∗H,

M∗
S = NM −M∗

I ,

M∗
I =

αµHNMI∗H
(αµH −τ(k +θ))I∗H +λH(k +θ)

.

Théorème 3: Points d’équilibre du système

Preuve. Les équilibres du système (3.1) sont donnés par les solutions du système des
équations algébriques suivantes :

λH − βS∗
HM∗

I

NM
−µHS∗

H = 0,

βS∗
HM∗

I

NM
−λI∗H − (

τ+µH
)

I∗H = 0,

λI∗H −µHR∗
H = 0,

λM − αM∗
S I∗H

S∗
H + I∗H +R∗

H

+θM∗
I −kM∗

S = 0,

α

S∗
H + I∗H +R∗

H

M∗
S I∗H − (k +θ)M∗

I = 0.

(3.3)

Comme la population du matériel est constante NM = MS +MI, alors le système (3.3)
se réduit au quatre équations suivantes :

λH − βS∗
HM∗

I

NM
−µHS∗

H = 0 (3.4)
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βS∗
HM∗

I

NM
− (
λ+τ+µH

)
I∗H = 0 (3.5)

λI∗H −µHR∗
H = 0 (3.6)

α(NM −M∗
I )I∗H

S∗
H + I∗H +R∗

H

− (k +θ)M∗
I = 0 (3.7)

La somme des équations(3.4, 3.5), donne :

λH −µHS∗
H − (

λ+τ+µH
)

I∗H = 0.

On trouve, alors,

S∗
H =

λH − (
λ+τ+µH

)
I∗H

µH
. (3.8)

D’aprés l’équation (3.6), il est clair que :

R∗
H =

λ

µH
I∗H. (3.9)

Pour déterminer M∗
I , on remplace (3.8) et (3.9) dans l’é quation (3.7),

α(NM −M∗
I )I∗H

S∗
H + I∗H +R∗

H

− (k +θ)M∗
I = 0,

α(NM −M∗
I )I∗H

λH − (
τ+µH

)
I∗H

µH
+ I∗H

− (k +θ)M∗
I = 0,

α(NM −M∗
I )I∗H − (k +θ)

(
λH − (

τ+µH
)

I∗H
µH

+ I∗H

)
M∗

I = 0.

On obtient,

M∗
I =

αµHNMI∗H(
αµH −τ (k +θ)

)
I∗H +λH (k +θ)

. (3.10)

En substituant(3.8, 3.10) dans l’équation (3.5), on trouve

β

NM
S∗

HM∗
I −

(
λ+τ+µH

)
I∗H = 0,

βS∗
HM∗

I

NM
=

(
λH − (

λ+τ+µH
)

I∗H
)
αβI∗H(

αµH −τ (k +θ)
)

I∗H +λH (k +θ)
,

αβ
(
λH − (

λ+τ+µH
)

I∗H
)

I∗H(
αµH −τ (k +θ)

)
I∗H +λH (k +θ)

− (
λ+τ+µH

)
I∗H = 0,(

αβ
(
λH − (

λ+τ+µH
)

I∗H
)(

αµH −τ (k +θ)
)

I∗H +λH (k +θ)
− (
λ+τ+µH

))
I∗H = 0. (3.11)

D’aprés (3.11), on distingue deux cas :

Cas I : Soit I∗H = 0, on trouve alors,

SH =
λH

µH
,RH = MI = 0 et MS = NM.

52



CHAPITRE 3. MODÉLISATION MATHÉMATIQUE DE L’HÉPATITE C

D’où l’existence du premier point d’équilibre E0, donné par :

E0 =

(
λH

µH
,0,0,NM,0

)
.

Cas II : Soit I∗H 6= 0, on a

αβ
(
λH − (

λ+τ+µH
)

I∗H
)(

αµH −τ (k +θ)
)

I∗H +λH (k +θ)
− (
λ+τ+µH

)
= 0,

donc,

αβ
(
λH − (

λ+τ+µH
)

I∗H
)

I∗H − (
λ+τ+µH

)((
αµH −τ (k +θ)

)
I∗H +λH (k +θ)

)
I∗H = 0,

Aprés simplification, on trouve,

αβλHI∗H−αβ
(
λ+τ+µH

)
I∗2

H −(
λ+τ+µH

)(
αµH −τ (k +θ)

)
I∗2

H −λH
(
λ+τ+µH

)
(k +θ) I∗H = 0,

ce qui implique,

αβλHI∗H−λH
(
λ+τ+µH

)
(k +θ) I∗H−αβ

(
λ+τ+µH

)
I∗2

H −(
λ+τ+µH

)(
αµH −τ (k +θ)

)
I∗2

H = 0.

Aprés simplification, on trouve une équation de la forme,[
αβλH −λH

(
λ+τ+µH

)
(k +θ)

]
I∗H − [(

λ+τ+µH
)(
αβ+ (

αµH −τ (k +θ)
))]

I∗2
H = 0,

AI∗H −BI∗2
H = 0.

Avec, {
A =αβλH −λH

(
λ+τ+µH

)
(k +θ) ,

B =
(
λ+τ+µH

)(
αβ+ (

αµH −τ (k +θ)
))

.

Par conséquent,

I∗H =
A

B
, (3.12)

I∗H =
αβλH −λH

(
λ+τ+µH

)
(k +θ)(

λ+τ+µH
)(
αβ+ (

αµH −τ (k +θ)
)) . (3.13)

D’où l’existence du point endemique E1, donné par :

E1 = (S∗
H, I∗H,R∗

H,NM −M∗
I ,M∗

I ).

Avec, 

S∗
H =

λH − (
λ+τ+µH

)
I∗H

µH
,

I∗H =
αβλH −λH

(
λ+τ+µH

)
(k +θ)(

λ+τ+µH
)(
αβ+ (

αµH −τ (k +θ)
)) ,

R∗
H =

λ

µH
I∗H,

M∗
S = NM −M∗

I ,

M∗
I =

αµHNMI∗H(
αµH −τ (k +θ)

)
I∗H +λH (k +θ)

.
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3.2.3 La positivité des points d’équilibre

Il est clair que le point E0 est positif sans condition, il reste alors qu’à montrer que le
point E1 est positif, cela revient à montrer que S∗

H, I∗H,R∗
H,M∗

I sont positifs, en effet,

1. La positivité de S∗
H, d’aprés (3.8) on a :

S∗
H =

λH − (
τ+µH +λ)

I∗H
µH

.

Il est clair que le dénominateur de S∗
H est positif, donc il suffit d’étudier la positivité

du numérateur,

λH − (
τ+µH +λ)

I∗H = λH − (
τ+µH +λ)( αβλH −λH

(
λ+τ+µH

)
(k +θ)(

λ+τ+µH
)(
αβ+ (

αµH −τ (k +θ)
)))

=
λH

(
λ (k +θ)+µH (k +θ+α)

)
α

(
β+µH

)−τ (k +θ)

=
S1

S2
.

:

Comme le numérateur S1 est positif, alors il reste à montrer que S2 est positif c’est.à.dire :

α
(
β+µH

)−τ (k +θ) > 0,

α
(
β+µH

) > τ (k +θ) .

2. La positivité de I∗H,d’aprés (3.12), on a :

I∗H =
αβλH −λH

(
λ+τ+µH

)
(k +θ)(

λ+τ+µH
)(
αβ+ (

αµH −τ (k +θ)
)) ,

=
I1

I2
.

I∗H est positif si I1, I2 sont positifs, en effet,

L’écriture de I1 en fonction de R0,

I1 = αβλH −λH
(
λ+τ+µH

)
(k +θ)

et,

R0 =
βα(

λ+τ+µH
)

(k +θ)

on a :

I1

αβλH
=

αβλH −λH
(
λ+τ+µH

)
(k +θ)

αβλH

= 1−
(
λ+τ+µH

)
(k +θ)

αβ

=
R0 −1

R0

donc I1 est positif si R0 > 1.
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L’écriture de I2 en fonction de R0,

I2 =
(
λ+τ+µH

)(
αβ+ (

αµH −τ (k +θ)
))

= αβτ+αβ(
λ+µH

)+αµH
(
λ+τ+µH

)−τ(
λ+τ+µH

)
(k +θ)

≥ αβτ−τ(
λ+τ+µH

)
(k +θ)

donc :

I2

αβτ
≥ αβτ−τ(

λ+τ+µH
)

(k +θ)

αβτ

≥ R0 −1

R0

on remarque que I2 est positif si R0 > 1.

3. La positivité de R∗
H, d’aprés (3.9),

R∗
H =

λ

µH
I∗H,

on remarque que R∗
H est positif si I∗H est positif.

4. La positivité de M∗
I , d’aprés (3.10), on a :

M∗
I =

αµHNMI∗H(
αµH −τ (k +θ)

)
I∗H +λH (k +θ)

=
M1

M2
,

il est clair que M1 est positif si I∗H est positif alors, M∗
I est positif si M2 est positif, en

effet,

M2 =
(
αµH −τ (k +θ)

)
I∗H +λH (k +θ)

=
(
αµH −τ (k +θ)

) αβλH −λH
(
λ+τ+µH

)
(k +θ)(

λ+τ+µH
)(
αβ+ (

αµH −τ (k +θ)
)) +λH (k +θ)

=
αβλH

(
(k +θ)

(
λ+µH

)+αµH
)(

λ+τ+µH
)(
αβ+αµH −τ (k +θ)

)
=

N1

N2

:

alors M2 > 0 si N2 est positif c’est.à.dire :

N2 =
(
λ+τ+µH

)(
αβ+αµH −τ (k +θ)

)
=

(
λ+τ+µH

)(
αβ+αµH

)−τ(
λ+τ+µH

)
(k +θ)

donc N2 est positif, si
αβ+αµH > τ (k +θ)

Car : (
λ+τ+µH

)(
αβ+αµH

)−τ(
λ+τ+µH

)
(k +θ) > 0

αβ+αµH −τ (k +θ) > 0

αβ+αµH > τ (k +θ)
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On déduit alors que M2 est positif si

αβ+αµH > τ (k +θ) ,

et donc M∗
I est positif si I∗H est positif et si

αβ+αµH > τ (k +θ) .

3.2.4 Stabilité de E0

Pour étudier la stabilité des points d’équilibre, on va calculer la matrice jacobienne du
système (3.4, 3.5, 3.6, 3.7) qui est donnée par :

J(SH, IH,RH,MI) =



−βMI

NM
−µH 0 0 −βSH

NM
βMI

NM
−(
λ+τ+µH

)
0

βSH

NM
0 λ −µH 0

−α(NM −MI)IH

(SH + IH +RH)2

α(NM −MI) (SH +RH)

(SH + IH +RH)2

−α(NM −MI)IH

(SH + IH +RH)2

−αIH

SH + IH +RH
− (k +θ)


.

E0 est localement asymptotiquement stable si seulement si :

R0 < 1.

Dans le cas contraire, il est instable.

Théorème 4

Preuve. La matrice jacobienne au point E0 est donnée par :

J(E0) =



−µH 0 0 − βλH

NMµH

0 −(
λ+τ+µH

)
0

βλH

NMµH
0 λ −µH 0

0
αNMµH

λH
0 − (k +θ)


(3.14)

(3.14)⇔

J(E0) =


−A 0 0 −B
0 −C 0 B
0 D −A 0
0 E 0 −F

 .
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Avec, 

A =µH,

B =
βλH

NMµH
,

C =
(
λ+τ+µH

)
,

D = λ,

E =
αNMµH

λH
,

F = (k +θ) .

On calcule le polynôme caractéristique de la matrice J(E0), on trouve :

det(J(E0)−XI4) =
(−µH −X

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−λ− (

τ+µH
)−X 0

βλH

NMµH
λ −µH −X 0

αNMµH

λH
0 − (k +θ)−X

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −(

X+µH
)2 (

kλ+kτ+kµH +θλ+θτ−αβ+θµH + (
θ+λ+τ+µH +k

)
X+X2)

= −(
X+µH

)2 P(X).

Il est clair que les valeurs propres,

X1 = X2 = −µH < 0,

on voit bien que P est du type

A+BX+CX2 = 0.

Avec,

A = kλ+kτ+kµH +θλ+θτ+θµH −αβ,

B =
(
θ+λ+τ+µH +k

)
,

C = 1.

Utilisons la règle de Descartes [106] pour montrer que les coefficients du polynôme P
ne changent pas de signes.

On constate que B et C sont positifs, il reste qu’à montrer que A est positif,

A = kλ+kτ+kµH +θλ+θτ+θµH −αβ> 0,

or,

(k +θ)
(
λ+τ+µH

)−αβ > 0(
1− αβ

(k +θ)
(
λ+τ+µH

)) > 0

1−R0 > 0 car R0 < 1.

Donc , A est positif si R0 < 1.
D’aprés la règle de Descartes, le polynôme n’admet aucune racine positive, d’où la

stabilité asymptotique du point E0.
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Chapitre 4

Modélisation du diabète chez les
porteurs chroniques du VHC

Le diabète est une maladie chronique dont la prévalence est particulièrement très éle-
vée chez les sujets infectés par le virus de l’hépatite C (VHC). Cette corrélation entre les
deux maladies est le résultat de mécanismes complexes impliquant des facteurs immu-
nologiques, métaboliques et inflammatoires [48, 27, 116]. La modélisation mathématique
permet d’étudier cette interaction en considérant la dynamique de transmission et la pré-
valence du diabète dans la population infectée.

Dans ce chapitre, nous proposons d’abord un modèle basé sur des équations différen-
tielles ordinaires (EDO) pour décrire l’évolution du diabète chez les individus porteurs du
VHC. Nous définissons les différentes classes de population et établissons les équations
régissant le système. Ensuite, nous analysons les propriétés mathématiques du modèle,
notamment l’existence et l’unicité des solutions, ainsi que la stabilité des équilibres.

Cependant, les modèles classiques en EDO ne prennent pas en compte certains ef-
fets temporels comme la mémoire et la dépendance à long terme des processus biolo-
giques. Afin d’améliorer la pertinence de la modélisation, nous proposons une extension
du modèle en utilisant des équations différentielles fractionnaires. Cette approche per-
met d’intégrer les effets de mémoire dans la dynamique de transmission et d’évolution
du diabète, offrant ainsi une représentation plus réaliste du phénomène. Nous concluons
par une analyse de sensibilité pour déterminer les paramètres les plus influents dans la
propagation du diabète. Les résultats numériques, nous permettant de visualiser ces dif-
férentes approches ainsi que de comparer les modèles fractionnaires et les modèles en
EDO, seront illustrés dans un dernier chapitre.

1 Présentation du Modèle

Nous développons un nouveau modèle épidémiologique déterministe visant à étudier
la prévalence du diabète chez les porteurs chroniques du virus de l’hépatite C (VHC).Ce
modèle repose sur une approche compartimentale, où la population totale des porteurs
chroniques du VHC à un instant t , notée N(t ), est divisée en six sous-populations :

— ICa (t ) : Porteurs chroniques du VHC conscients de leur état à l’instant t . Ces indivi-
dus, grâce à des campagnes de sensibilisation, de dépistage et de prévention, sont
moins susceptibles de développer un diabète [123].

— ICun (t ) : Porteurs chroniques du VHC inconscients de leur état à l’instant t . Ces indi-
vidus peuvent rester non diagnostiqués en raison de la nature asymptomatique de
l’infection, d’un accès limité aux programmes de dépistage ou d’un manque de sen-
sibilisation aux facteurs de risque tels que l’exposition passée à l’usage de drogues
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intraveineuses ou à des transfusions sanguines non sécurisées. Leur méconnais-
sance de l’importance du dépistage volontaire et des mesures de santé préventives
les expose à un risque accru de complications, comme le diabète, en raison d’une
infection par le VHC non prise en charge [104].

— ID(t ) : Individus atteints d’hépatite C chronique ayant développé un diabète sans
complication à l’instant t . Ce groupe gère généralement les deux affections sans
détérioration significative.

— IDC (t ) : Porteurs chroniques du VHC ayant développé un diabète avec complica-
tions à l’instant t . Cette situation survient lorsque les individus de la classe ID(t ) ne
dépistent pas leur glycémie et ne traitent pas leur infection par le VHC [87].

— RD(t ) : Diabétiques ayant guéri de l’infection par le VHC à l’instant t [10, 59].

— R(t ) : Individus non diabétiques ayant guéri de l’infection par le VHC à l’instant t
[120, 55, 7].

Ainsi, la population totale est donc donnée par :

N(t ) = ICa (t )+ ICun (t )+ ID (t )+ IDC (t )+RD (t )+R(t ) .

Pour la construction du modèle, nous définissons plusieurs paramètres et posons cer-
taines hypothèses :

— On suppose que ces porteurs chroniques proviennent d’une population d’individus
infectés de manière aiguë par le VHC, notée Ne , que l’on considère constante dans
le modèle. Cette hypothèse permet de se focaliser sur la dynamique des compli-
cations chroniques, en particulier sur le développement du diabète chez les sujets
atteints de façon persistante par le VHC.

Au lieu de considérer un taux de recrutement constant noté simplement λ, nous
proposons d’exprimer ce taux sous la forme :

λ = βNe

où :

— Ne représente le nombre d’individus atteints d’une infection aiguë par le VHC,
supposé constant dans le modèle ;

— β désigne le taux de progression des infections aiguës vers des formes chro-
niques.

— Taux d’incidence des infections : Soit λ le taux d’incidence des infections par le
VHC évoluant vers un état chronique. Plus précisément :

— ελ représente la proportion d’individus prenant conscience de leur infection.

— (1−ε)λ désigne ceux qui demeurent inconscients de leur état.

— Les individus inconscients peuvent devenir conscients de leur infection à un
taux α.

— Taux de guérison du VHC : Le paramètre ψ représente le taux moyen auquel les
individus atteints d’une infection chronique par le VHC, conscients de leur état,
bénéficient d’un traitement et passent à la classe des individus guéris R(t ).

— Développement du diabète :

— La transition des individus inconscients de leur infection ICun (t ) vers la classe
des diabétiques ID(t ) s’effectue à un taux η.
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— La transition des individus conscients de leur infection ICa (t ) vers ID(t ) est ré-
gie par le paramètre γ, supposé inférieur à η en raison d’une meilleure prise
en charge de la maladie.

— Complications du diabète :

— w désigne le taux de progression des diabétiques vers l’état de complications.

— En l’absence de dépistage et de traitement du VHC, les individus appartenant
à ICun (t ) peuvent directement développer un diabète avec complications et
ainsi transiter vers IDC (t ) à un taux φ.

— Traitement du VHC chez les diabétiques :

— Les porteurs chroniques du VHC appartenant aux classes ID(t ) et IDC (t ) peuvent
bénéficier d’un traitement contre le VHC et passer dans la classe RD(t ) à des
taux respectifs δ1 et δ2.

— Les individus atteints de complications diabétiques peuvent revenir à l’état de
diabétique sans complications ID(t ) à un taux σ, représentant une rémission
des complications aiguës.

— Mortalité et invalidité :

— µ désigne le taux de mortalité naturelle.

— τ1 et τ2 représentent respectivement les taux de mortalité des porteurs chro-
niques du VHC et des diabétiques avec complications.

— τ3 caractérise le taux d’invalidité lié aux complications sévères du diabète.

Ces hypothèses sont représentées schématiquement dans la figure (4.1), qui illustre le
diagramme du modèle.

 

ICa 

ICun 

R 

ID IDC 

RD ελ 

(1 − ε)λ 

(𝜇 + 𝜏1)ICa 

 

(𝜇 + 𝜏1) ICun 

 

(𝜇 + 𝜏1 + 𝜏2 +𝜏3) IDC 

 

 

𝜓ICa 

 

𝜇R 

 

𝜇RD 

 

𝛿2IDC 

 

(𝜇 + 𝜏1) ID 

 

𝜎IDC 

 

𝜔 ID 

 

𝜂ICun 

 

𝛼ICun 

 

𝜙ICun 

 
FIGURE 4.1: Schéma représentatif du modèle.

2 Formulation du modèle mathématique

Nous allons maintenant formaliser la dynamique du modèle. Nous commençons par
une formulation en équations différentielles ordinaires (EDO), qui capture les transitions
entre les différentes sous-populations. Ensuite, nous étendrons cette approche en intro-
duisant des dérivées fractionnaires pour intégrer les effets de mémoire et de dépendance
à long terme.
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4.2.1 Modèle basé sur les EDO

Le modèle est décrit par le système d’équations différentielles ordinaires (EDO) sui-
vant : 

dICa (t )

d t
= ελ+αICun (t )− (γ+µ+τ1 +ψ)ICa (t ),

dICun (t )

d t
= (1−ε)λ− (α+µ+τ1 +η+φ)ICun (t ),

dID(t )

d t
= γICa (t )+ηICun (t )+σIDC (t )− (µ+τ1 +w +δ1)ID(t ),

dIDC (t )

d t
= wID(t )+φICun (t )− (µ+τ1 +τ2 +τ3 +δ2 +σ)IDC (t ),

dRD(t )

d t
= δ1ID(t )+δ2IDC (t )−µRD(t )

dR(t )

d t
=ψICa (t )−µR(t ),

(4.1)

où,
λ = βNe

avec les conditions initiales

ICa (0) = ICa 0, ICun (0) = ICun 0, ID(0) = ID0, IDC (0) = IDC0, RD(0) = RD0, R(0) = R0.

Les paramètres du modèle et leurs significations sont détaillés dans le tableau suivant :

TABLEAU 4.1: Description des paramètres du modèle

Symbole Description
λ Taux de recrutement des infections par le VHC évoluant vers des cas chroniques.
β Taux de progression des infections aiguës vers des formes chroniques.

Ne Nombre d’individus infectés de manière aiguë par le virus de l’hépatite C (VHC).
ε Proportion des individus conscients de leur infection par le VHC (0 ≤ ε≤ 1).
µ Taux de mortalité naturelle.
τ1 Taux de mortalité spécifique aux porteurs chroniques du VHC.
τ2 Taux de mortalité des diabétiques avec complications.
τ3 Taux d’invalidité due aux complications sévères du diabète.
ψ Taux de guérison du VHC grâce au traitement pour les individus conscients ICa .
η Taux de développement du diabète chez les individus non diagnostiqués ICun .
γ Taux de développement du diabète chez les individus conscients ICa (γ< η).
w Taux de développement des complications du diabète.
φ Taux de passage direct de ICun vers IDC (diabète avec complications).
δ1 Taux de guérison du VHC grâce au traitement pour les diabétiques sans complications ID.
δ2 Taux de guérison du VHC grâce au traitement pour les diabétiques avec complications IDC .
σ Taux de récupération des complications diabétiques (retour à ID).

4.2.2 Extension du modèle en dérivées fractionnaires

Pour tenir compte des effets de mémoire et de dépendance à long terme dans la dy-
namique du système, nous formulons une version fractionnaire du modèle en adoptant
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la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre υ :



CDv ICa (t ) = εβυNe +αυICun (t )− (γυ+µυ+τυ1 +ψυ)ICa (t ),

CDv ICun (t ) = (1−ε)βυNe − (αυ+µυ+τυ1 +ηυ+φυ)ICun (t ),

CDv ID(t ) = γυICa (t )+ηυICun (t )+συIDC (t )− (µυ+τυ1 +wυ+δυ1)ID(t ),

CDv IDC (t ) = wυID(t )+φυICun (t )− (µυ+τυ1 +τυ2 +τυ3 +δυ2 +συ)IDC (t ),

CDv RD(t ) = δυ1ID(t )+δυ2IDC (t )−µυRD(t ),

CDv R(t ) =ψυICa (t )−µυR(t ).

(4.2)

Les paramètres situés à droite du système classique (4.1) sont ajustés conformément
à la méthode présentée dans Diethelm [39], afin de garantir la cohérence dimension-
nelle des équations, étant donné que la dimension du membre gauche est de l’ordre de
(temps)−υ. Lorsque υ → 1, le système fractionnaire (4.2) converge vers le système clas-
sique. où 0 < υ< 1 et CDv est la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre υ définie comme
suit :

Définition 4.1 ([63]) Soit n −1 < υ < n, n ∈ N, et g ∈ Cn [0,b]. La dérivée fractionnaire de
Caputo d’ordre υ pour une fonction g est définie comme

CDv
0+g (t ) =

1

Γ(n − v)

∫ t

0
(t −τ)n−v−1g (n)(τ)dτ, t > 0.

3 Analyse mathématique du problème

L’étude mathématique du modèle est essentielle pour comprendre sa dynamique et
assurer sa validité. Dans cette section, nous analysons d’abord les propriétés fondamen-
tales du modèle classique basé sur des équations différentielles ordinaires, en établissant
notamment l’existence et l’unicité des solutions ainsi que la stabilité des points d’équi-
libre. Ensuite, nous généralisons cette approche en intégrant les dérivées fractionnaires
afin de mieux capturer les effets de mémoire dans la progression de la maladie. Cette
analyse permet d’évaluer l’impact des paramètres du modèle et d’identifier les conditions
nécessaires pour un contrôle optimal de la dynamique du diabète chez les porteurs chro-
niques du VHC.

4.3.1 Analyse du modèle classique

Le système d’équations différentielles ordinaires (4.1) peut être reformulé sous la forme
d’un problème de Cauchy :

{
Y′(t ) = AY(t )+B,

Y(t0) = Y0,
(4.3)

où Y(t ), A et B sont définis comme suit :
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— Y(t ) représente le vecteur d’état, donné par :

Y(t ) =



ICa (t )
ICun (t )
ID (t )

IDC (t )
RD (t )
R(t )

 . (4.4)

— A est la matrice du système, définie par :

A =



−a1 α 0 0 0 0
0 −a2 0 0 0 0
γ η −a3 σ 0 0
0 φ w −a4 0 0
0 0 δ1 δ2 −µ 0
ψ 0 0 0 0 −µ

 , (4.5)

avec : 
a1 = γ+µ+τ1 +ψ,
a2 = α+µ+τ1 +η+φ,
a3 =µ+τ1 +w +δ1,
a4 =µ+τ1 +τ2 +τ3 +δ2 +σ.

(4.6)

— B est le vecteur du système, donné par :

B =



εβNe

(1−ε)βNe

0
0
0
0

 . (4.7)

Les conditions initiales sont données par :

Y(0) =



ICa 0

ICun 0

ID0

IDC0

RD0

R0

 . (4.8)

Positivité des solutions

Preuve. La positivité des solutions découle du fait que A est une matrice de Metzler, c’est-
à-dire une matrice dont tous les éléments hors diagonale sont positifs ou nuls. De plus, le
vecteur B est positif.

En appliquant la théorie des systèmes dynamiques linéaires positifs, on sait que si A
est une matrice de Metzler et si B ≥ 0, alors la solution du système (4.3) reste dansR6+ pour
tout t ≥ 0, ce qui garantit la cohérence biologique du modèle.
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Existence et unicité des solutions

Nous établissons maintenant l’existence et l’unicité de la solution du problème de
Cauchy (4.3).

Le problème (4.3) admet une solution unique définie sur [0,T].

Théorème 5

Preuve. Dans le cas général, un système d’équations différentielles linéaires de la forme :{
Y′(t ) = A(t )Y(t )+B(t ),

Y(t0) = Y0,
(4.9)

où A(.) : [0,T] →Mnn(R) et B(.) : [0,T] → Rn , admet une solution unique si A et B sont
des fonctions continues sur [0,T].

Dans notre cas, A est une matrice constante et B un vecteur constant, donc tous deux
sont continus sur [0,T]. Par conséquent, d’après le théorème classique de Cauchy-Lipschitz
(voir [47]), il existe une unique solution du problème (4.3) définie sur [0,T] et satisfaisant
la condition initiale Y(t0) = Y0.
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Points d’équilibre

Nous allons maintenant déterminer les points d’équilibre du système (4.1) et analyser
leur stabilité.

Le système (4.3) admet un unique point d’équilibre endémique

E∗ =
(
I∗Ca

, I∗Cun
, I∗D, I∗DC

,R∗
D,R∗)>,

où ses composantes sont données par :

I∗Ca
=
λ

a1

(
ε+ α

a2
(1−ε)

)
, (4.10)

I∗Cun
=
λ

a2
(1−ε), (4.11)

I∗D =
λ

a1(a3a4 −σw)

(
(1−ε)(σφa1 +αγa4 +ηa1a4)

a2
+εγa4

)
, (4.12)

I∗DC
=

λ

a1(a3a4 −σw)

(
(1−ε)(αγw +wηa1 +φa1a3)

a2
+εγw

)
, (4.13)

R∗
D =

λ

µa1(a3a4 −σw)

(
(1−ε)

(
δ1(σφa1 +αγa4 +ηa1a4)

)
a2

+ (1−ε)(wδ2(αγ+ηa1)+φδ2a1a3)

a2
+εγ(wδ2 +δ1a4)

)
, (4.14)

R∗ =
λψ

µa1

(
ε+ α

a2
(1−ε)

)
. (4.15)

De plus, E∗ est positif et globalement stable.

Théorème 6

Preuve.

— Détermination du point d’équilibre : Afin de trouver les points d’équilibre, nous
résolvons le système algébrique suivant,

AE∗+B = 0.

Ainsi,

E∗ = −A−1B,
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et donc,



I∗Ca
=
λ

a1

(
ε+ α

a2
(1−ε)

)
,

I∗Cun
=
λ

a2
(1−ε),

I∗D =
λ

a1(a3a4 −σw)

(
(1−ε)(σφa1 +αγa4 +ηa1a4)

a2
+εγa4

)
,

I∗DC
=

λ

a1(a3a4 −σw)

(
(1−ε)(αγw +wηa1 +φa1a3)

a2
+εγw

)
,

R∗
D =

λ

µa1(a3a4 −σw)

(
(1−ε)

(
δ1(σφa1 +αγa4 +ηa1a4)

)
a2

+ (1−ε)(wδ2(αγ+ηa1)+φδ2a1a3)

a2
+εγ(wδ2 +δ1a4)

)
,

R∗ =
λψ

µa1

(
ε+ α

a2
(1−ε)

)
.

— Positivité du point d’équilibre : Pour garantir que le point E∗ est biologiquement
pertinent, il est nécessaire de montrer que toutes ses composantes sont positives.
En effet, tous les termes de (4.16) sont des expressions fractionnaires où les numé-
rateurs et dénominateurs sont strictement positifs sous les conditions du modèle.
Ainsi, nous avons E∗ > 0, ce qui assure que le point d’équilibre est bien défini dans
l’ensemble des états admissibles.

— Stabilité globale du point d’équilibre : Pour analyser la stabilité du point d’équi-
libre E∗, nous déterminons les valeurs propres de la matrice A, qui sont les solutions
de l’équation caractéristique :

det(A−λI) = 0. (4.16)

Les valeurs propres de A sont données par :



λ1 = −a2,

λ2 = −µ,

λ3 = −µ,

λ4 = −a1,

λ5 = −1

2

(
(a3 +a4)−

√
(a3 −a4)2 +4σw

)
,

λ6 = −1

2

(
(a3 +a4)+

√
(a3 −a4)2 +4σw

)
.

(4.17)

Nous observons que toutes les valeurs propres sont réelles et vérifient λi < 0 pour
tout i . Par conséquent, le point d’équilibre E∗ est globalement asymptotiquement
stable.
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4.3.2 Analyse du modèle fractionnaire

Existence et unicité des solutions

Nous établissons ici que le système (4.2) admet une solution unique en le reformulant
sous la forme d’un problème de Cauchy :

CDvΨ (t ) = AΨ (t )+B, (4.18)

avec la condition initiale :

Ψ (t0) =Ψ0,

où :

Ψ (t ) =



ICa (t )
ICun (t )
ID (t )

IDC (t )
RD (t )
R(t )

 , A =



−a1 αυ 0 0 0 0
0 −a2 0 0 0 0
γυ ηυ −a3 συ 0 0
0 φυ wυ −a4 0 0
0 0 δυ1 δυ2 −µυ 0
ψυ 0 0 0 0 −µυ

 , B =



εβυNe

(1−ε)βυNe

0
0
0
0

 .

Le problème de Cauchy (4.18) admet une unique solution positive.

Théorème 7

Preuve. L’existence et l’unicité des solutions pour les systèmes de cette forme ont été étu-
diées dans [17]. Nous rappelons ici le théorème garantissant ces propriétés :

Soient 0 < α≤ 1, (t0, t f ) ⊂R, et U un ensemble ouvert connexe de Rn+1. Considérons
D = (t0, t f )χU et supposons que (t0,Ψ0) ∈D. Si les matrices A(t ) et B(t ) sont continues
sur [t0, t f ], alors l’équation fractionnaire :

Ψ(α) = A(t )Ψ+B(t )

admet une solution unique Ψ(t ) qui est continue sur (t0, t f ) et satisfait les condi-
tions :

Ψ(t0) =Ψ0,

lim
t→t+0

(t − t0)1−αΨ(t ) <∞,

(
I1−α

t+0
Ψ
)

(t+0 ) <∞.

Théorème 8

Comme le système fractionnaire (4.18) satisfait les hypothèses du théorème, nous en
déduisons qu’il admet une solution unique. Pour plus de détails, voir [17] et [60]. De plus,
étant donné que A est une matrice de Metzler et que B ≥ 0, le système (4.18) est positif.
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Points d’équilibre

Le système (4.18) admet un unique point d’équilibre endémique

E∗∗ =
(
I∗∗Ca

, I∗∗Cun
, I∗∗D , I∗∗DC

,R∗∗
D ,R∗∗)>,

où ses composantes sont données par :

I∗∗Ca
=
βυNe

a1

(
ε+ αυ

a2
(1−ε)

)
, (4.19)

I∗∗Cun
=
βυNe

a2
(1−ε), (4.20)

I∗∗D =
βυNe

a1(a3a4 −συwυ)

(
(1−ε)(συφυa1 +αυγυa4 +ηυa1a4)

a2
+εγυa4

)
, (4.21)

I∗∗DC
=

βυNe

a1(a3a4 −συwυ)

(
(1−ε)(αυγυwυ+wυηυa1 +φυa1a3)

a2
+εγυwυ

)
, (4.22)

R∗∗
D =

βυNe

µυa1(a3a4 −συwυ)

(
(1−ε)

(
δυ1(συφυa1 +αυγυa4 +ηυa1a4)

)
a2

+ (1−ε)(wυδυ2(αυγυ+ηυa1)+φυδυ2 a1a3)

a2
+εγυ(wυδυ2 +δυ1 a4)

)
, (4.23)

R∗∗ =
βυNeψ

υ

µυa1

(
ε+ αυ

a2
(1−ε)

)
. (4.24)

De plus, E∗∗ est positif et globalement stable.

Théorème 9

Preuve. La détermination du point d’équilibre et la démonstration de sa positivité pour
le modèle fractionnaire suivent la même démarche que pour le modèle classique.

— Détermination du point d’équilibre : Le point d’équilibre est obtenu en résolvant
l’équation :

AE∗∗+B = 0. (4.25)

Comme A est une matrice inversible, la solution unique est donnée par :

E∗∗ = −A−1B. (4.26)

— Positivité du point d’équilibre : La positivité de E∗∗ est garantie si :

A−1B ≥ 0.

Puisque A est une matrice de Metzler et que B est un vecteur positif, il en résulte que
toutes les composantes de E∗∗ sont positives.

Ainsi, la preuve suit exactement les mêmes étapes que pour le modèle classique.
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— Stabilité globale de E∗∗ : La stabilité est assurée en analysant les valeurs propres de
la matrice A, données par :

λ1 = −a2,

λ2 = λ3 = −µυ,

λ4 = −a1,

λ5 = −1

2

(
(a4 +a3)−

√
(a3 −a4)2 +4συwυ

)
,

λ6 = −1

2

(
a3 +a4 +

√
(a3 −a4)2 +4συwυ

)
.

(4.27)

Toutes ces valeurs propres sont négatives, ce qui garantit que E∗∗ est globalement
stable.
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Chapitre 5

Simulation numérique des modèles
présentés

Ce chapitre présente une étude numérique des modèles épidémiologiques introduits
dans les chapitres 3 et 4. Les simulations ont pour objectif de compléter l’analyse théo-
rique en illustrant le comportement des solutions pour différentes configurations de pa-
ramètres.

1 Simulation numérique du premier modèle

Dans cette section, nous validons numériquement le modèle présenté dans le cha-
pitre 03 (3.1), en utilisant le solveur MATLAB ode45. Nous commençons par vérifier les
résultats théoriques concernant les points d’équilibre E0 et E1, puis nous simulons l’en-
semble du modèle pour évaluer l’impact des paramètres de stérilisation du matériel in-
fecté et de la prise en charge sur l’évolution de la population humaine.

5.1.1 Confirmation numérique des résultats théoriques du modèle

Nous vérifions la stabilité des points d’équilibre E0 et E1 par simulations numériques.
La confirmation du premier point E0 sera abordée en premier, suivie de celle du point E1,
dont la stabilité a été confirmée uniquement numériquement en raison de contraintes
techniques.

1 Stabilité du point d’équilibre E0

Le premier point d’équilibre E0 représente une situation où la population infec-
tée est nulle. Pour confirmer ce point, nous avons utilisé les paramètres du tableau
(5.1), qui garantissent son existence et sa stabilité. En vérifiant la condition R0 =
0.6923 < 1, nous confirmons la stabilité de E0.

Point d’équilibre E0 = (4496,0,0,30000,0)
E1 = (9284,−824,−3787,31507,−1507)

Paramètre λH β µH λ λM τ α k θ

Valeur 230 0.5253 0.05116 0.235 1500 0.011 0.122 0.05 0.4

TABLEAU 5.1: Paramètres vérifiant la stabilité de E0.

La figure (5.1) montre la convergence du système vers E0 pour ces paramètres, ce
qui valide les résultats théoriques.
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FIGURE 5.1: Convergence du système vers E0.

2 Confirmation du deuxième point d’équilibre E1

Le deuxième point d’équilibre E1 correspond à une situation où la population in-
fectée est plus significative. La confirmation de ce point a été effectuée numérique-
ment pour les conditions d’existence et de stabilité, la stabilité étant vérifiée par
le calcul des valeurs propres de la matrice jacobienne du système, en utilisant les
paramètres du tableau (5.2).

Point d’équilibre E0 = (4496,0,0,30000,0)
E1 = (2146,811,1364,22696,7304)

Paramètre λH β µH λ λM τ α k θ

Valeur 230 0.23 0.05116 0.086 1500 0.011 0.6 0.05 0.3

TABLEAU 5.2: Paramètres vérifiant la stabilité de E1.

Pour E1, R0 = 1.6313 > 1, ce qui confirme l’existence du point. Les valeurs propres
obtenues sont :


v p1 = −0.5924,
v p2 = −0.0512,
v p3 = −0.0628+0.0616i ,
v p4 = −0.0628−0.0616i .

Ces valeurs ayant toutes une partie réelle négative assurent la stabilité asympto-
tique de E1. La figure (5.2) montre la convergence du système vers ce point d’équi-
libre.
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FIGURE 5.2: La convergence du système vers E1.

5.1.2 Simulation numérique

Dans cette sous-section, nous effectuons des simulations numériques du modèle SIR-
MI pour étudier l’impact de la stérilisation et du taux de prise en charge sur la dynamique
de la population humaine. Les paramètres utilisés sont présentés dans le tableau (5.3).

Le Temps 20 ans
C.I SH IH RH MS MI

Valeur 60000 30000 20000 10000 20000
Paramètre λH β µH λ λM τ α k θ

Valeur 230 0.072-0.6 0.01-0.05116 0.006-0.235 1500 0.011 0.1-0.6 0.05 0.17-0.8

TABLEAU 5.3: Les variations des valeurs estimées des données biologiques .

L’impact du stérilisation de matériel sur l’évolution de la maladie

Dans cette sous-section, nous analysons l’effet du paramètre de stérilisation pour dif-
férentes valeurs de θ = 0.2,0.5,0.8. La figure (5.3) montre que la stérilisation réduit le
nombre d’infections. Cela suggère qu’un meilleur respect des règles d’hygiène, des re-
commandations de désinfection du matériel médical réutilisable, ainsi que l’utilisation
de matériel à usage unique, pourraient contribuer à éliminer presque complètement les
infections.

L’impact du paramètre λ sur le passage de IH à RH

Dans cette sous-section, nous examinons l’impact de différentes valeurs deλ = 0.04,0.2,0.6
sur la gestion des patients infectés et guéris, comme le montre la figure (5.4). L’objectif est
de démontrer que, bien que les patients guéris du VHC, ils ne sont pas protégés contre une
nouvelle infection. Une stratégie thérapeutique optimisée pourrait améliorer leur qualité
de vie.
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FIGURE 5.3: Évolution de sous-population humaine IH pour différentes valeurs de θ = 0.2,0.5,0.8,
dans une population totale où NH = 110000 et NM = 30000.

FIGURE 5.4: Évolution des sous-populations humaines IH et RH pour différentes valeurs de λ =
0.04,0.2,0.6, dans une population totale où NH = 110000 et NM = 30000.
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2 Simulation numérique du deuxième modèle

Cette section présente la simulation numérique du modèle (4.2) en utilisant les diffé-
rences finies non standard (NSFD) adaptées aux dérivées fractionnaires selon [52] . Nous y
abordons l’analyse de sensibilité, l’étude de la convergence du système vers l’état d’équi-
libre pour différentes valeurs de l’ordre fractionnaire υ, ainsi que l’impact des paramètres
de sensibilisation (ε,α) sur l’amélioration du point d’équilibre.

Les simulations de l’ensemble de cette section sont réalisées en fixant les conditions
initiales suivantes :

ICa = 210000, ICun = 90000, ID = 72000, IDC = 7200, RD = 100, et R = 1000.

Les paramètres du modèle jouent un rôle fondamental dans la compréhension de la dy-
namique de l’infection par le VHC, notamment en ce qui concerne la sensibilisation des
individus infectés, la survenue de complications et les effets des traitements. Leur choix
conditionne la fiabilité des simulations. Les valeurs utilisées sont issues en grande par-
tie de données réelles, en particulier du contexte égyptien, reconnu pour ses efforts de
dépistage et de traitement à grande échelle.

Certains paramètres ont été extraits de la littérature scientifique, tandis que d’autres
sont estimés en l’absence de données précises. Le tableau 5.4 résume l’ensemble des pa-
ramètres utilisés, en précisant leur valeur annuelle et leur source.

TABLEAU 5.4: Paramètres du modèle et leurs valeurs

Paramètre Valeur (an) Source
λ 4900 [49], [114]
β 0.7 Estimé

Ne 7000 Estimé
ε 0,5 Estimé [118]
µ 0,006 [71]
τ1 0,0076 [49]
τ2 0,1022 Estimé
τ3 0,05 [21]
α [0,2–0,95] Estimé
γ 0,005 Estimé
ψ 4,13 [49]
η 0,1 Estimé
φ 0,01 Estimé
σ 0,08 [21]
δ1 4,13 [89]
δ2 4,13 Estimé similaire à δ1

w 0,66 [21]

5.2.1 Analyse de sensibilité

Dans cette section, nous analysons l’effet des variations des paramètres sur le point
d’équilibre E∗∗ du modèle proposé (4.2). L’objectif est d’identifier les paramètres les plus
sensibles qui influencent la convergence du système vers son équilibre. Pour cela, des
indices de sensibilité sont calculés afin d’évaluer l’impact relatif de chaque paramètre sur
les composantes de E∗∗.
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Considérons le vecteur des variables à l’équilibre :

E∗∗ =
(
I∗∗Ca

, I∗∗Cun
, I∗∗D , I∗∗DC

,R∗∗
D ,R∗∗

)T
,

aussi bien que le vecteur des paramètres :

P = (µ,τ1,τ2,τ3,λ,ε,α,γ,ψ,η,φ,σ,δ1,δ2, w)T.

Les indices de sensibilité normalisés sont définis par :

S
(
E∗∗

i ,P j ,υ
)

=
P j

E∗∗
i

· ∂E∗∗
i

∂P j
, i = 1, . . . ,6, j = 1, . . . ,15.

Les indices de sensibilité sont significativement influencés par l’ordre des dérivées
fractionnaires, υ. Les figures (5.5a à 5.5c) illustrent les indices calculés dans des conditions
d’équilibre, à l’aide des valeurs des paramètres listées dans le tableau (5.4). Afin d’exami-
ner en profondeur le modèle et d’intégrer les effets mémoire, différentes valeurs de υ sont
prises en compte. Chaque figure est divisée en deux sections : la partie gauche représente
les paramètres non contrôlés, tels que la mortalité naturelle, qui ne sont pas affectés par
les interventions, tandis que la partie droite se concentre sur les paramètres contrôlés. Les
paramètres contrôlés sont associés à la sensibilisation et à la connaissance de l’hépatite
C, qui jouent un rôle essentiel dans la stratégie d’élimination. L’identification du VHC par
le dépistage et les tests est essentielle pour que les patients adoptent des changements de
mode de vie appropriés et initient un traitement.

Notre étude examine également la prévalence du diabète au sein de la population at-
teinte d’une infection chronique par le VHC et comment la sensibilisation à l’infection par
le VHC peut réduire le diabète en tant que complication. D’après la figure (5.6a), l’indice
η a un effet positif sur la population de personnes infectées présentant un diagnostic de
diabète (sans complications). En revanche, les paramètres ε, α et δ1 ont un impact négatif
sur la population I∗∗D . Cela indique qu’une sensibilisation accrue, représentée par ε et α,
peut réduire significativement la prévalence du diabète dans cette population. De même,
pour la population I∗∗DC

représentée à la figure (5.6b), la sensibilisation et les connaissances
sur l’infection par le VHC, représentées par ε et α, ont un impact négatif important (envi-
ron −1 pourε et −0.5 pour α). Cela suggère que l’expansion des programmes de dépistage
et de diagnostic réduira davantage la prévalence du diabète dans cette population.
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(a) Indices de sensibilité pour la sous-population I∗∗Ca .

 

(b) Indices de sensibilité pour la sous-population I∗∗Cun
.

 

(c) Indices de sensibilité pour la sous-population R∗∗.

FIGURE 5.5: Indices de sensibilité pour les sous-populations I∗∗Ca , I∗∗Cun
et R∗∗.
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(a) Indices de sensibilité pour la sous-population I∗∗D .

 

(b) Indices de sensibilité pour la sous-population I∗∗DC
.

 

(c) Indices de sensibilité pour la sous-population R∗∗
D .

FIGURE 5.6: Indices de sensibilité pour les sous-populations I∗∗D , I∗∗DC
et R∗∗

D .
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5.2.2 Convergence numérique du système vers l’équilibre

Dans cette sous-section, nous analysons la convergence du système vers un état d’équi-
libre. La figure 5.7 illustre la dynamique des populations non diabétiques, tandis que la
figure 5.8 présente celles ayant développé un diabète suite à une infection chronique par
le VHC. Les résultats révèlent que toutes les sous-populations tendent vers l’équilibre au
fil du temps. Le modèle fractionnaire présente une convergence plus lente que son ho-
mologue classique basé sur des équations différentielles ordinaires. Plus précisément, le
temps nécessaire pour atteindre l’équilibre augmente à mesure que l’ordre fractionnaire
υ diminue. Les valeurs considérées sont υ = 0,98, 0,94 et 1, où υ = 1 correspond au cas
classique. Ce comportement est attribué à l’effet mémoire inhérent à la dérivée fraction-
naire de Caputo, qui ralentit l’évolution du système pour les valeurs plus faibles de υ. Par
conséquent, le système décroît vers l’équilibre à un taux proportionnel à t−υ, ce qui est
cohérent avec les résultats de [79, 52]. Cela souligne le rôle important de l’ordre fraction-
naire υ dans la régulation du taux de convergence du système.

**

**

**

FIGURE 5.7: Convergence des sous-populations non diabétiques ICa , ICun et R vers l’équilibre E∗∗.

**

**

**

FIGURE 5.8: Convergence des sous-populations diabétiques ID, IDC et RD vers l’équilibre E∗∗.
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5.2.3 L’impact de la sensibilisation sur l’amélioration de l’état d’équi-
libre

Cette sous-section explore comment les campagnes de sensibilisation influencent la
prévalence du diabète chez les personnes infectées par le VHC. L’Égypte a fait d’impor-
tants progrès dans la lutte contre le VHC en adoptant la stratégie 2030 de l’OMS pour
l’élimination du VHC. Cette stratégie vise à diagnostiquer 90 % des personnes infectées et
à traiter 80 % des patients éligibles. L’introduction des antiviraux à action directe (AAD),
très efficaces et bien tolérés, a transformé le traitement du VHC, avec des taux de gué-
rison pouvant atteindre 95 % et des effets secondaires minimes. Ces progrès ont permis
de traiter efficacement le VHC et de réduire considérablement ses complications, dont le
diabète. En mettant l’accent sur les campagnes de sensibilisation, l’Égypte a fait des avan-
cées remarquables dans le diagnostic et le traitement du VHC, en ligne avec les objectifs
mondiaux de l’OMS.

Dans notre modèle, nous supposons que les personnes informées de leur infection par
le VHC reçoivent un traitement, ce qui reflète la mise en œuvre réussie de programmes de
dépistage et de traitement de masse en Égypte. Le paramètre ε indique la proportion de
personnes informées de leur infection, tandis que α représente le taux de diffusion de
la sensibilisation grâce aux interventions de santé publique. Ces paramètres nous per-
mettent d’évaluer l’influence de la sensibilisation sur la prévalence du diabète chez les
populations affectées par le VHC chronique. Les résultats de simulation correspondants
sont présentés dans les figures 5.9–5.14.

Les simulations montrent qu’une augmentation de la proportion de porteurs conscients
ε et du taux de sensibilisation α entraîne une hausse du nombre d’infections chroniques
conscientes I∗∗Ca

, ce qui favorise une augmentation des cas de guérison R∗∗. Cela met en
évidence les effets positifs des efforts de sensibilisation et de traitement.

En parallèle, l’augmentation de ces paramètres réduit le nombre d’infections chro-
niques non conscientes I∗∗Cun

, ce qui conduit à une diminution des cas de diabète associés
I∗∗DC

, des formes sévères I∗∗DSC
, ainsi que des cas de diabète chronique guérie de VHC R∗∗

D .

Ces tendances illustrent les conséquences d’une sensibilisation insuffisante, qui favo-
rise le nombre de cas non diagnostiqués et accélère la progression vers des stades plus
graves de la maladie.

Globalement, l’analyse d’équilibre met en évidence l’influence cruciale de la sensibi-
lisation, modélisée par ε et α, sur la réduction de la prévalence du diabète chez les per-
sonnes infectées par le VHC. Notamment, une sensibilisation accrue correspond à des
valeurs plus faibles de I∗∗D et I∗∗DC

, démontrant son rôle dans la prévention de l’aggravation
de la maladie.

La sensibilisation peut être efficacement renforcée par des initiatives de santé pu-
blique telles que des programmes de dépistage, des campagnes d’information, des ac-
tions médiatiques, des messages ciblés et un soutien aux changements de comportement
et de mode de vie. Mises en œuvre systématiquement, ces stratégies améliorent le diag-
nostic précoce, réduisent le taux de cas non détectés et, in fine, conduisent à de meilleurs
résultats de santé pour les personnes atteintes du VHC et de ses complications.
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FIGURE 5.9: Valeurs d’équilibre pour I∗∗Ca
en fonction de la proportion de porteurs conscients du

VHC (ε) et du taux de sensibilisation (α) dans une population totale de taille N = 380300.

FIGURE 5.10: Valeurs d’équilibre pour I∗∗Cun
en fonction de la proportion de porteurs conscients du

VHC (ε) et du taux de sensibilisation (α) dans une population totale de taille N = 380300.
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FIGURE 5.11: Valeurs d’équilibre pour I∗∗D en fonction de la proportion de porteurs conscients du
VHC (ε) et du taux de sensibilisation (α) dans une population totale de taille N = 380300.

FIGURE 5.12: Valeurs d’équilibre pour I∗∗DC
en fonction de la proportion de porteurs conscients du

VHC (ε) et du taux de sensibilisation (α) dans une population totale de taille N = 380300.
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FIGURE 5.13: Valeurs d’équilibre pour R∗∗
D en fonction de la proportion de porteurs conscients du

VHC (ε) et du taux de sensibilisation (α) dans une population totale de taille N = 380300.

FIGURE 5.14: Valeurs d’équilibre pour R∗∗ en fonction de la proportion de porteurs conscients du
VHC (ε) et du taux de sensibilisation (α) dans une population totale de taille N = 380300.
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Conclusion

Cette thèse a étudié l’interaction entre le diabète et l’hépatite C à travers la modélisa-
tion mathématique. Deux modèles ont été développés : l’un analysant l’impact des me-
sures de stérilisation sur la transmission du VHC, l’autre décrivant l’évolution du diabète
chez les patients infectés, en intégrant des dérivées fractionnaires de Caputo pour mieux
représenter les effets de mémoire.

L’analyse mathématique a démontré l’existence et l’unicité des solutions ainsi que la
stabilité des points d’équilibre. Les simulations numériques ont permis d’évaluer l’im-
pact des paramètres du modèle et des stratégies de contrôle sur la progression des deux
maladies.

Les résultats obtenus soulignent l’importance de mesures de prévention adaptées pour
limiter la progression du diabète chez les patients atteints du VHC. Cette étude ouvre la
voie à des recherches futures combinant modélisation et données épidémiologiques afin
d’optimiser les stratégies de santé publique.
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