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Introduction

Dans ce mémoire, on considére I’équation différentielle abstraite compléte du second ordre de type elliptique
a coefficients opérateurs variables suivante

' () + B(z)u' (z) + A(z)u(z) — Mu(z) = f(x), =€(0,1) (0.1)

avec les conditions aux limites de Dirichlet

(W00 0

ol A eRY, feC?([0,1]; X) avec § € ]0,1[ et X un espace de Banach, ¢ et 1 sont deux éléments donnés dans
X, (B(%)),¢[0,1) st une famille d’opérateurs linéaires bornés et (A (x)),¢(o 1) est une famille d’opérateurs
linéaires fermés de domaines D (A (z)) non nécessairement denses dans X.

Dans tout ce travail, on note pour tout x € [0, 1]

Qz)=A(x) -, K(x)=—(-Q()"*.

On suppose que la famille des opérateurs linéaires fermés (Q (2)),¢p,; de domaines D (Q (z)) vérifie la
condition d’ellipticité

c

30 >0,Vz € [0,1], 2> 0,3(Q(z) — 2I) " € L(X) : H(Q (z) — zI)_luL(X) <y (03
qui reste vérifiée dans un secteur du plan complexe
Togro ={z€C—{0}:]argz| <Ot U{z€C:|z| <rp},
ou 6y et rg sont des nombres positifs petits.
La famille des opérateurs B (z),¢ ;) vérifie
iC >0, vz €[0,1], ||B (:c)HL(X) <C. (0.4)

Dans ce travail, le terme B (x) v’ (x) est considéré comme une "perturbation".

En plus des hypotheses (0.3]) , (0.4) , on suppose qu’il existe un second secteur
Loprjom =12€C—{0} :Jargz| <01 +7/2} U{z € C: |z| <},

o 07 > 0 petit et r; > 0 tels que pour tout z € [0,1],

p (— (Q (37>)1/2) DTy 4n/2,m-
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On suppose que pour tout z € D'y, 4r/2,,, Iapplication 2 — (K (x) —z[)_1 deéfini sur [0,1] est dans
C?([0,1]; L (X)) et il existe C > 0, v € ]1/2,1] et n € ]0,1] tels que pour tout z € Ty, /2, et tout
x € [0,1]

9 (K2 — 21! <
JmEe-n| < 05)
B(0)(X) c DIR®), B(1)(X)c DED), (0.6)
(K () \emo (D (K (0))) € DIK0))
o , 0.7)
(K @) et (D (K (1)) € DK (D)
H8<K<x>zf>1a<f<<s>zf> <ol s, (0.8)
ox Js L(X) |z]
Ha‘; (K (z) — 2I)" <Clz)', (0.9)
L(X)
d? 4 & ~1 n
|4 K@) = ) oy SOl (0.10)

L’équation (0.1)) a été traitée par de nombreux auteurs parmi lesquels, on cite :

1. cas B=0, A constant et A =0:
Le céleébre travail de S.G. Krein fait en 1967 ot 'auteur a étudie cette équation différentielle, en se
basant sur la méthode de réduction de 'ordre et les propriétés des semi groupes et de la racine carrée
(—A)l/2 (avec D (A) dense dans X). Cette équation a été étudiée aussi, dans le cadre des sommes
d’opérateurs par G. Da Prato et P. Grisvard en 1975. Ici, les auteurs ont utilisé principalement le calcul
fonctionnel de Dunford et les espaces d’interpolation avec la restriction f (0) = f (1) = 0.

2. cas B=0 et A variable (A dépend de z ) :
En 1975, ’équation différentielle avec des conditions aux limites homogeénes a été largement traitée
par G. Da Prato et P. Grisvard dans un cadre plus général de sommes d’opérateurs, ils ont supposé
que, pour chaque x € [0,1], (—A (x)) vérifie 'hypothese d’ellipticité dite de Krein et des hypothéses de
différentiabilité sur la résolvante.
En 1985, R. Labbas et B. Terreni ont étudié I’équation différentielle avec des conditions aux limites

du type Sturn-Liouville
apu (0) — b()ul (0) =0
au (1) = b’ (1) =0

)

ota; >0,b;>0et a; +b; >0,7=0,1. Ceci, en imposant aussi la restriction f(0) = f(1)=0.
En 1987, I’équation différentielle (0.1)) avec des conditions aux limites non homogenes a été traitée par
R. Labbas, en utilisant ’hypothése

(0%
S0, p. K >0 telque Q) (A) — =0 (@) - @(n7)|, < Kool

L(X) 2|
ou a+2p—2 > 0, dite de la non commutativité de Labbas-Terreni des I’hypothéses sur la diffirentiabilité
des résolvantes. Ici, il n’a pas exigé que f(0) = f (1) =0.
En utilisant les techniques de calculs de Sinestrari, il a obtenu des conditions nécessaires de com-
patibilité entre les données et le second membre f, pour obtenir une solution stricte du probléme
— .Dans toutes ces études, les outils essentiels sont se le calcul fonctionnel de Dunford et les
espaces d’interpolation.
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3. cas A et B constants (B #0) :
L’équation différentielle abstraite compléte

W (2) + 2B (2) + Au(2) = f (), @€ (0,1)

a été développée selon deux approches :
La premiére s’appuie sur le calcul fonctionnel de Dunford et les espaces d’interpolation. On cite le
travail de R. Labbas, en 1994 ou cette équation différentielle compléte a été étudiée pour la premiére
fois les hypothéses essentielles étaient :

B? — A est un opérateur elliptique,
B génére un groupe,
B et B2 — A se commutent au sens des résolvantes.

La deuxiéme approche utilise les techniques des semi-groupes et la méthode de réduction d’ordre de
S.G. Krein, basée sur les puissances fractionnaires d’opérateurs linéaires.

4. Cas A et B variables (A et B dépendant de z) :
Les auteurs A. Favini, R. Labbas, K. Lemrabet et B.K. Sadallah en 2008, on traité I’équation différen-
tielle (0.1) avec des conditions aux limites du type

{ u(0) = o,

u (o) =1, ol o est un petit nombre réel positif,

sous des hypotheses de différentiabilité des résolvantes des opérateurs Q (z) .

Leurs approche était basée sur le calcul fonctionnel de Dunford, les techniques de calculs de Sinestrari
et les espaces d’interpolation.

Ce mémoire se compose de trois chapitres :

Au premier chapitre on rappelle quelques notions fondamentaux d’analyse fonctionnelle concernant les opéra-
teurs linéaires, les semi-groupes, les puissances fractionnaires, les espaces d’interpolation, 'intégral de Dunford
et les espaces de Holder.

Dans le deuxiéme chapitre on étudie I'existence, I'unicité et la régularité de la solution stricte du probléme
-,

Au dernier chapitre on présente un exemple d’une équation aux dérivées partielles ot on peut appliquer les
résultats précédents.



Chapitre 1

Rappels et définitions

Dans tout ce qui suit (X;||.|| i) est considéré comme un espace de Banach complexe.

1.1 Les opérateurs linéaires

Définition 1.1 Un opérateur linéaire A sur X , est une application linéaire définie sur un sous-espace
vectoriel D(A) C X, appelé domaine de lopérateur A, a valeurs dans X.

Définition 1.2 (Opérateur linéaire borné)

On dit qu’un opérateur linéaire A : X — X est borné si pour tout g € X,

( lim ||z — x|y = 0> = ( lim ||Az — Azl = 0)
0 Tr—x0

ce qui équivalent a
lim ||Az|y =0.
r—xQ

On note L (X) Uespace des opérateurs linéaires bornés de X dans X. Cet espace muni de la norme suivante

Ax
1Azl _ g 4wl

A = =
14l cx) vexa0 [Zlx  jalc<t

est un espace de Banach.

Définition 1.3 (Opérateur linéaire fermé)

Un opérateur A: D (A) C X — Y est fermé si et seulement si pour tout suite (T,),,~, d’éléments de D (A)
telle que B

T, > €X
Az, >y €Y

on a
r € D(A) et Ax =y.

Définition 1.4 Soit A: D (A) C X — X un opérateur linéaire.

On appelle ensemble résolvant de 'opérateur A, Uensemble ouvert p (A) défini par

p(A) = {/\ €C/A— N :D(A) — X est bijectif et (A— )" ¢ L(X)}.
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Si lopérateur A est fermé, alors
p(A)={AeC/A-A:D(A) — X est bijectif }.
Si A€ p(A), on définit la résolvante Ry (A) de A au point A par Ry (A) := (A —XI)™".
Le spectre de A, notée o (A), est défini par
o (4) = C\p(4).

Définition 1.5 (Opérateur sectoriel)

Soit X un espace de Banach complexe. Un opérateur linéaire fermé A sur X est dit sectoriel si :

1. D(A) et Im (A) sont denses dans X.
2. ker (A) = {0}.
3. |—00,0[ C p(A) et AM > 1 tel que

H)\(A—/\I)’lu <M,

L(X)

pour tout A > 0.

1.2 Les semi-groupes d’opérateurs linéaires
On considere (T (t));>, une famille d’opérateurs lin¢aires bornés définis sur X, a € |0,7/2| et le secteur
Yo ={z€C—{0}:|argz| < a}.

Définition 1.6 (Semi-groupe fortement continu)

La famille (T (t))tzo est appelée semi-groupe si on a :
1. T(0) =1, ou I désigne 'opérateur identité.
2. Vs, te R, T (s+t)=T(s)T ().

Si de plus, pour chaque x € X, Uapplication t — T (t) x de RY dans X est continue c’est a dire

Vo € X, lim ||T(t)z —al|x =0,
z e X, lim T ()2 —z|x

alors (T' (1)), est dit semi-groupe fortement continu ou Co semi-groupe.
Si la famille (7" (t)) est définie pour ¢ € R et satisfait les conditions 1) et 2) alors (7 (t)),cp est dit groupe.

Définition 1.7 (Générateur infinitésimal d’un semi-groupe)

On appelle générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (T (t)),~ , l'opérateur linéaire A, défini par

T _
D(A) = {x € X : lim w existe dans X}

t—0+
VieD(A), A= lim LHT=T

t—0+ t
On dit aussi que lopérateur A géneére le Cy semi-groupe (T (t))tzo-

Définition 1.8 (Semi-groupe analytique)

Une famille (T (2)),¢x, d’éléments de L (X) forme un semi-groupe analytique de type o dans X si elle vérifie
les conditions :

1. T0)=1,
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2. Vz1,29 € Ty tels que 21429 € By, T (21422) =T (21) T (22) .
3. Ve >0,Vx e X, OlirenE |T (x) — x|y =0.

a—e

4. La fonction z — T (2) est analytique dans ¥,

Proposition 1.1 On définit la famille d’opérateurs linéaires (T (t)),~, , notée (exp (tA)),~, par :
1. T(0) =1

2.¥t>0,Vee X, T(t)x =exp(tA)z = QL /exp (M) (A= X))~ zd),
i
Y

oty C p(A) est un contour non borné dans Y r/o allant de coexp (— (a+m/2)) a coexp ((a+7/2)).
Alors (exp (tA)),~, est un Cy semi-groupe de générateur infinitésimal A.

L’opérateur (exp (tA)),~, se prolonge analytiquement en un semi-groupe analytique de type o noté (exp (tA))
1/2

ZEX

et Uopérateur (—A)'/? est bien défini. De plus il existe un secteur Yotn/2 avec a € ]0,7/2] tels que Xoir/2 C

p (— (—A)l/z) et — (—A)? génere un semi-groupe analytique.

Définition 1.9 (Semi-groupe analytique généralisé)

Un semi-groupe (T (t)),>, est un semi-groupe analytique généralisé d’angle o dans X si :
1. T'(-) est la restriction d’une fonction holomorphe T : ¥4 — L (X).
2.V 21,29 € Xy tels que 21 + 20 € 2oy, T (21 + 22) = T (21) T (22) -

1.3 Les puissances fractionnaires d’opérateurs linéaires

Soit A un opérateur sectoriel et o € C, alors

ZO(

A% = (2)% (A) = (1+ A)" <<1+>

>(A), 0 <Rea <n.

Proposition 1.2 (Les puissances fractionnaires a partie réelles positives)
Soient a, B € C tels que Rea, Ref >0 on a :

1. A%est un opérateur linéaire fermé dans X.
SiAe L(X) alors A € L(X).

ActB = A2 AP = AP A,

Si Rea < Re B alors D (AP) C D (A?).

Si A est injectif, alors A% [est aussi et (A’l)a
Si0€p(A) alors 0 € p(A%).

Sio<a< g, alors (A®)’ = A8 qvec w €10, 7].

(4*)7h

NS G oo

Proposition 1.3 (Les puissances fractionnaires a partie réelles quelconque)
Soient a, B € C, on suppose aussi que A est injectif alors

1. A% est un opérateur linéaire fermé dans X.

2. AP C A*AP et D (A“AP) = D (A*)N D (AP)

3. Si A™ est injectif et (A_l)a = (A",

4. 8i0€ p(A) alors 0 € p(A%).

5. SiaeR tel que |a] < g, alors (A*)’ = A8 quec w €10, 7).
Proposition 1.4 Si 0€ p(A) et a« € C avec Rea > 0, alors

1. A= (A" e L(X).
2. AP = A" AP = AP A
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1.4 Les espaces d’interpolation

Soient (Xo; ||.|lg), (X1;]-]l;) deux espaces de Banach complexes.

On munit les espaces de Banach Xo N X7, Xy + X des normes suivantes :

12l xonx, = 2l x, + [121x, » siaz € XoNX;
Iy, = it (el + llel,) . siz € Xo+ X
rz=zp+x]

Définition 1.10 Soit p € [1,+00], On note LY (RT; X) l’espace de Banach des fonctions mesurables f :
Rt — X telles que :

+o0 i\
Flssrn = ([ IFORT) T < sipelirod

1y = Supess | (B < oo
teR+t
On définit Uespace d’interpolation entre Xo et X1 noté (Xo; X1), p bar :

VE>0, Ju; () € Xy iz =wup(t) +ur(t), i=0,1

z e (Xog; X —
(X0 X1)o,p { t~%up € L? (RT; Xo), ¢ %u; € L? (R X))

ou d’une maniére équivalente

+oo d
Vt>0, u(t)eXoNX1:z= [ u(t)—
z € (Xo0; X1)p, <= g dt

t=%u e LY (RT; Xy), t' 7% € LY (RT; X;)
Les espaces d’interpolation sont caractérisés par la propriété suivante :

Proposition 1.5 Soient p € [1,+00], 0 € ]0,1] et A un opérateur linéaire fermé sur X de domaine D (A).

1. Si on suppose que
RT Cp(A) et

3C >0, VA >0,

(4- )\I)AHL(X) = %’

alors
Da(0,p) = {a: eX: tPAA M) zelr (R+;X)} .

2. Si A génére un semi-groupe analytique borné dans X, alors
A(0,p) = {x €eX: t'%Aexp(tA)z € LP (R"’;X)} .
3. Si A génére un semi-groupe fortement continu borné dans X, alors
Da(0,p)={zeX: t ¥ (exp(td) —I)z € L2 (R*;X)}.

Dans notre cas

D4 (0,+00) = {:r € X :sup H t?A(A - tI)fle <0< +oo}
>0 b's

sachant que

T o) = l1T]| x +su HteA A—tl_le
12l p 4 0,400) = 17l x Sup ( ) y

Les espaces d’interpolation sont des espaces de Banach.
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1.5 Intégrale de Dunford

Pour U un ouvert de C, on désigne H (U) ’ensemble des fonctions holomorphes sur U.

Définition 1.11 (Intégrale de Dunford-Riesz)
Soient A € L (X), U un ouvert de C, K un compact de U contentant o (A) (spectre de A) et v le bord de K

orienté positivement (v est donc finie et entoure le spectre de A).

Soit f € H(U), alors
F) =5 [ @@= e

2

1.6 Les espaces de Holder

Définition 1.12 Soient a,b € R, tels que a < b, § €]0,1] et k € N.
L’ensemble des fonctions holdériennes d’exposant 6 de [a,b] dans X noté C% ([a,b], X) est défini par

C9<[a7b]7X) = f:[&,b]—)X7 sup M<o®
eoclel o=l

Cet espace muni de la norme

If (=) = f(s)llx
f a.bl: = f . + su 3
£ llce a,e1) = 1 lleo,x) e
z—s#0
est un espace de Banach.

De plus
C? (Ja,b]; X) € C([a,b];; X) .



Chapitre 2

Etude d’existence et d’unicité de la
solution stricte

2.1 Position du probléme et hypothéses

Ce travail est consacré a la résolution de ’équation différentielle abstraite compléte de second ordre de type
elliptique & coefficients opérateurs variables suivante

u'(x)+ B(x)v () +A@)u(z) = u(z) = f(z), x¢€(0,1) (2.1)

avec des conditions aux limites de Dirichlet
{ u(0) = (2.2)

ot A eRY, feC?([0,1]; X) avec § € ]0,1[ et X un espace de Banach, ¢ et 1) sont deux éléments donnés dans
X, (B(%)),¢)0,1) st une famille d’opérateurs linéaires bornés et (A (x)),¢(o1) est une famille d’opérateurs
linéaires fermés de domaines D (A (z)) non nécessairement denses dans X.

On pose
Qx)=A(x)—AI, A>0

et on considere le probléme (2.1)) — (2.2)) dans le cas elliptique.

La famille d’opérateurs lin¢aires fermés (Q (x)),¢[o,1) & domaines D (Q (x)) vérifie I'hypothese d’elliptécité
suivante

_ - C
30 >0, ¥z € [0,1], ¥2 > 0, 3(Q (z) — 2I) " € L(X) : H(Q (z) — 2I) 1HL(X) <o (2.3)
qui reste vraie dans le secteur
Togro ={z€C—{0}:]argz| <Ot U{z€C:|z| <rp},
ou 6y et rg sont des nombres positifs petits.
On suppose que les opérateurs (B (z)),¢(o 1) vérifient
3C >0, vz €[0,1]: [|B (@)l x) < C. (2.4)

Le terme B (x)u' (z) est considéré comme une "perturbation".
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L’hypothese (2.3, permet de définir les puissances fractionnaires de (—Q (z)). En particulier, pour tout
x € [0,1] et A > 0, les racines carrées — (—Q (x))l/ % sont bien définies et générent des semi-groupes analytiques

(exp— (-Q@)*y) = (exp (= (~A@)+ 1) y)

y>0 y>0 ’

non nécessairement fortement continus en 0.

De plus, il existe un second secteur
Lo pnjom ={2€C—{0} : Jargz| <01 + /2 U{z € C:|z| <},

ou 01 > 0 petit et 71 > 0 tels que pour tout x € [0,1],

p (= (@Q@)"*) > Toynpa
On pose
To={z=rexp(xhy) :r>ro} U{z € C:|z| =rp et |argz| > 6o},

orientée de ocoexp (—0y) & coexp (fp) et

I'n={z=rexpti(b1+7/2):r >r1}U{z€C:|z| =ret |argz| > 61 +7/2},

IMy={z=rexpti(01 +7/2):r>ri} U{z€C:|z| =met |argz| <6, + 7/2},

les courbes I'1, 'y orientées de ooexp (—i (61 + 7/2)) & coexp (i (01 + 7/2)), par conséquent, pour tout z €
[0,1], y > 0 et tout entier positive k, on a les représentations des semi-groups suivantes :

exp (- (-Q@)"y) =~ [exp(ay) (= (@ - 21) s

Q@] e (~ (-Q@)2y) = 51

2m/zke"p(zy) (*(*Q(w))”r"fz])_ldz '

I

On a aussi pour z > 0, z € [0, 1]

1/2 -t 1 (Q (37)_5[)_1
(- (@)™ -21) 5 [

ds

et

s+ 22

(- Q)" —=1) = }j VEQ) s,
0

(vior [16] p.36.formule (2.29)) et [I6] p. 37, relation 2.32).

Remarque 2.1 On peut aussi représenter semi-groupe exp (— (-Q (1:))1/2 y) sur la courbe I's par
y>0

xp (< (-Q@)"*y) =~ [ e (au) (- (@) - 21) " d

et tout les calculs faits pour ce semi-groupe sont valables sur Ty et T'y.
Pour tout « € [0,1], on note K (z) = — (—Q (z))l/z.
Lemme 2.1 Sous I'hypotheése (2.3)), il eviste une constante C > 0 telle que pour tout z € T'g, 4 /2.1y,

C

< =, 2.5
L(x) ~ |2| (25)

o
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En plus des hypotheses (2.3) et (2.4) , on suppose que pour tout z € I'g, /2., , 'application x — (K (z) — zI)f1 ,
défini sur [0,1] est dans C?([0,1]; L (X)) et il existe C > 0, v € ]1/2,1] et € ]0,1][ telles que pour tout
2 €Ty, 4nj2,r, et tout z € [0,1],

0 1 C
— (K (z) — 2I) < —, (2.6)
‘ Oz LX) |2]”
B(0)(X) c D(K(0), B(1)(X)c D(K (1)), (2.7)
d Y —_——
— (K (2)) " \a=0 (D (K(0))) € D (K (0))
o : (28)
—1 ———
7 (K (@) \e= (D (K (1)) € D(K (1))
0 1 0 1 ‘CL‘ - 3|77
— (K (z)—2I)"" — — (K (s) — 2I) <C U m+v—1>0, (2.9)
‘ Oz s L(X) ||
82 1 1—v
— (K (z) — 2I) < C|7| (2.10)
Ox? L(X)
et
| - S we| <ol (.11)
da? ds? L) ' '
Remarque 2.2 Toutes les constantes précédentes C,v et n sont indépendantes de x et on a toujours
n+v—-1<vetn+v—-—1<n.
On peut remplacer z par VA + z dans les hypotheses (2.6) , [2.9) et ([2.10) .
Conséquences des hypothéses
1. On peut aussi résoudre ce probléme en utilisant I’hypothése de type [I8] suivante
1 d _
K@@ -0 L <G (2.12)
dx Lx) A
L’hypothese (2.6) est plus faible par rapport a (2.12)).
En effet conduit & (2.6 en utilisant la formule
9 (k N =K (@) (K DL (K (@) K (@) (K n 2.13
5p (K (@) —2D)7 = K(2) (K (2) —2l) - (K (2)) " K (2) (K (z) —2]) ", (2.13)

déduite des expressions :

O (K (@) 21" = lim l”f () —21) " — (K (x) — 2I)" ] '

S§—X

8.13 s—T

En utilisant 'identité de la résolvante suivante, pour ¢ quelconque dans X, x > 0 et z > 0,

-1
(K (0)— 2D § = (K(w) (K (2) — =I) _I) 0

z z




2.1 Position du probléme et hypothéses 12

On obtient
(K (s) = 2D) " = (K (2) = 21) "'
- % [K (s) (K () — 2I) " — K (2) (K (z) — zf)ﬂ
= LK) (K () — 2 [T = (K () = 2D) (K (5)) 7 K (2) (K () = =)'
1

= K () (K (s) = 2D) (K (@) = 20) (K (@) = (K () = 21) (K ()| K (@) (K () = 2)*

= K () (K(s) = 2D) " [~ (K (@) + (K ()| K (@) (K (@) = 21) "

D’ou

= limK (s) (K (s) — 2I) " [

sS—T

= K@) (K (@)~ 2D) o (K (@) K (@) (K ()~ 21)"

Ainsi, on obtient (2.6)).
2. L’inégalité

K (@) (K (2) — 2D (@) = K () (K () -2 Lo < 22250 o)
dx ds L(X) |Z|
implique et ; .
Lkt - Lw )Y <o (2.15)
L(X)
En effet, et d’apres , on aura
TR (@) oD = R ) )T = K@) (K ) 2D (R () K () (K () 20
K (5) (K (5) = =0) " (K (3) 7 K () (K () — =0) !
K (5) (K (3) = 1) (K ()7 K (@) (K (2) = =0) !
K (5) (K () — =)™ (K ()7 K () (K (5) = 20) "
= (a1 —ag)+ (a3 — aq).
Donc C n
lon — @)l ) < |"

en vertu de (2.14)) .
D’autre part, on a

K () (K () — 21) ™" — K () (K (s) — 2I) ' = 2 ((K () — 21) " — (K (s) — zf)*l) .
D’apres et , on obtient

K (5) (K () — 217 S (K ()"

IN

(s — )l ) 2|

T P )
/&(K(’)")—ZI) dr

L(X)

|z — s] |z — s]
< CO—5g <C T
|| |2
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De plus
K (@) (K (@)~ 2D)7 (1 @)™~ K () (K () = 20) 7 (K ()7
— K@@ -0 (K@) -5 w6
(K @) (K () = 2D)7 = K (5) (K ()~ 2D)7") S (K ()
— K@@ -0 (40 @) 7 - L))
t2 (/xaaT(K(r) —zI)_ldr) LE )™
d’ou 8
LK @) - L )
= (K (@) =D K @)K @) (6 () = o) (0 (@) = K () (K ()=o) (K (6

Pour z = 1,on obtient

d —1 d —1
(K (@) - (K (9)
— (K@D K@) K@) (K@) -1 (K@) - KG9~ D7 4 ()
~ (K @)= ) (K (@) ( [ w0 -n" dr) PO
ce qui conduit &
d _ d _ "
IR A IR CER IR
< Clz—s|".
3. L’hypothése permet de dériver la formule , on obtient alors
% (K (z) —2I)"" = K(z)(K(z)—zI)"" %K (z) (K (z) — 2I) " (2.16)

+22K (z) (K (z) — 2I) " <de (z) (K (z) — zI)_1> .

En effet, de I'identité de la résolvante, on écrit ([2.13)) sous la forme

a% (K (z) — 2I) ' = (1 + 2 (K (z) — zI)_l) % (K (z)) ! (1 +2 (K (z) - zI)_l) .
En dérivant cette expression, on obtient
% (K (x)—2)"" = za% (K () —=I)"" % (K (@) (T+2 (K (@) = 21) ")
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+
—
~
+
N
=
&
N~—
|
N
~
S~—

L

(K@) (K@)~ D7) (K@) =

Finalement, en utilisant la formule (2.13]), on obtient (2.16]).
4. Pour |z| assez grand, la formule (2.16]) conduit & (2.10]) , étant donné que

82 —1 1—v 1—v
— (K (z) — 2I) =0(1)+0 (|7 =0 (7] .
|2 owro(s) o (s
De plus, d’apres ([I1] p. 113), on a
d? 1 d? -1 n n 1-v 2—2v
5 (K (@)= =)' = 25 (K (s) = 1) <O [lo—sl"+ (o = sl + o= s|") o' + o — 5| |2*7>*]

(2.17)
on obtient alors (2.11]) pour z = 0.
2.2 Représentation de la solution

Tout d’abord on considéré le cas ou B (x) = 0 et Q (z) = Q est un opérateur constant vérifiant ’hypothése
d’ellipticité (2.3)) .

u’ (z) + Qu(z) = f (), z € (0,1)
uw(0)=¢ (2.18)
u(l) = v

(on pose K = (— (—Q)I/Q) .
Dans ce cas, on considére le probléme auxilliaire

d\
—
8
~
+
N
<
—
&
I
~
—
&

ou g,y € X, feC?(0,1];X).

On résoud 'équation homogéne suivante
V" (z) + zv (z) = 0.
Ici la détermination analytique de la racine carrée de —z est choisie de telle sorte que
Rev—2z > 0.
Il est connu que la solution de ’équation homogéne est de la forme
v(z) =cexp (—\/—7230) + co exp ( —zx) .

On cherche la solution de ’équation non homogene en utilisant la méthode de la variation des constantes i
.e : en posant

v(z) = c1 (z) exp (—V—22) + c2 (z) exp (V—22) , (2.19)
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telles que c¢; et co sont deux fonctions a déterminer vérifiant le systéme suivant
i (z) exp (—v/—zz) + ¢4 (z) exp (vV—2zz) = 0
{ —v/=zc} (z) exp (—v/—zx) + /—2ch (z) exp (V—2z) = f () -
Le déterminant de ce systéme est
b ‘ exp (—v/—zx) exp (v—2z)

= =2y —z.
V—=zexp (—v/=zz) /—zexp (V—zz) v

On pose
0 exp( —zm) |
Dy = =—J(xr)ex —zx),
! ‘ f(x) ﬁexp( —zx) I (@) p( )
exp (—\/—zx) 0 |
Dy = = f(x)exp (—vV—2zx) .
—v=zexp (—v/—zz) f(x) f @) exp )

Donc les coefficients ¢} (z) et ¢ (x) sont donnés par :

(o) = = —5 = (@) ex (V=52)
& (2) = 22 = 7 (@) exp (—v/=5a)

D 2=z
en intégrant, on obtient

1 x
c1 (m):—wjz[f(s)exp( —2zs) ds + ki

i

1
co () = % / f(s)exp (—v/=2s) ds + ko

ol k1 et ko sont deux constantes, donc en remplacant dans ([2.19)) , on trouve que
1 x
v(z) = _ﬁ/f(s) exp (—v—=z(z — s)) ds + ky exp (—v—zx)
0

. 1
+ﬁ / f(s)exp (—v=z (s —x)) ds + kyexp (V-2 (1 — 2)) .

Les conditions aux limites v (0) = ¢ et v (1) = ¢ donnent

1
k1+k2eXp(_\/jz) :@+/f(5)exp(— —ZS)d3=<p+[1
0

klexp(—\/jz)—|—/<:2=¢+/f(s)exp(—ﬁ(1—s))ds:w—l—lg

b= [ Fo)em (~yv=2s)
0

I, = /f (s)exp (—v=z (1 —s))ds

0
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Le déterminant de ce systéme est

1 exp (—v/=2)

=1— _9./Z
exp (—\/—z) 1 P ( Z) ’
donc
b — 1 p+1; exp (—\/—z)
YT — exp (—2\/—2') Y+ I 1
et
o — 1 1 o+1;
2T 1- exp (—2\/—,2) exp (—\/—z) P+ I

En reportant ces deux expressions dans v (x), on obtient

v(z) = exp(—\fx)fwrexp(—\@(l—x))il

1

/wm—WSw—x»ﬂ@w,

x

%C; exp(— m—s»ﬂ@w—Q};

ou

¢ —exp (—vV—2) ¥)

1
© % 1 ew (_2\/_7)) (

1
2\/TZ(I—eXp 2\/_72' {exp— —2(1—3s))f(s)ds
2\/jz(lfexp (—2v/=2)) {exp V=2(2—5))f (s)ds
1
4T ew (2v) (¢ —exp (=v=2) )
1

exp(—v/—zs)f (s)ds

T (o (2v2))

1
_2\/—72 (1 — exp (—2\/—72))

exp(—vV=Z(L + 5))f (s) ds

o —— = o Y—_ =

d’apres le calcul fonctionnel de Dunford ainsi la solution du probléme (2.18) est donnée

u(z) = exp(zK)§ +exp((l —2)K)E,
-I-%/exp((m—s)K)Kflf(s)ds—F%/exp((s—x)K)Kilf(s) ds
0 T
ou
& = I-2)" (p—exp(K)0)
-2 -2

/exp(sK)K_lf (s)ds+

0 0

2
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& = (I-2) (¥ —exp(K)p)
1 1! -1
_d _QZ) /exp((l—s)K)K_lf(s)ds-l- u _QZ) /eXP((1+3)K)K_1f(S)dS
o 0
avec 7— exp(2K)
1Y

(pour linversibilité de (I — Z), voir [13] p. 60).

Pour la résolution du probléme (2.1)) — (2.2) dans le cas variable, on cherche une solution sous la forme

u(@) = exp(eK ()& (2) +expl(1 - K ()€ (2) (220)
b [ expl(a — 9K (@) (€ (@) £ () ds
[
+%/exp s—z)K (z)) (K ()" f* (s)ds
— Z(z))"" . _
&) = (1-7@)" (" e @)~ TE enplsr () 0 (@) 5 (5)ds

et

_ 1 exp(22)

(I-2Zz) "= (K (z)—2I) " "dz+1 >

2ir | 1—exp(22)
I

{ Z (z) = exp(2K ()

tels que ¢*, 9" et f* sont des fonctions inconnues a déterminer dans un espace adéquat (f* € C? ([0,1]; X),
0 < 8 < 1), afin d’obtenir une solution strict w du probléme (2.1f) — (2.2) .
La solution stricte est une fonction u vérifiant

{UECQ([ 1];X), u(x) € D(Q (x)) pour chaque z € [0, 1]
(z)u(x) € C([0,1]; X)

et satisfait le probléme (2.1] . .
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D’autre part, par un calcul formel, on obtient
{ u(0)=¢* =0
u(l) =y =1

Par conséquent, il suffit de chercher f* dans un espace approprié telle que la représentation s’écrit sous la
forme

u (@) (2.21)
= Y (@) (e (2K () — exp (2~ 0)K (1) 0
HY @) (0p((1 = ) ()~ exp((1 + 2K (1))
i / expl(o -+ 5)K (2) (K (0)) 7" £ (5) s+ 50 [ expl(2-+ = 9)K (@) (K (2) 7 1 ()
0 0
Y;x /exp (2—2—s)K () (K ()" f* (s ds+Y§” /eXp (2—2+ 5K (2)) (K (2)”" f*(s)ds
0 0

x

;( / exp((z — )K (x)) (K ()" f* (s) ds + / exp((s — 2)K (@) (K ()" * <s>ds)
0
o+ di (2) % +m (@, ) +o e, f),

Y (@)= (I - Z (x)"

v (x, f*) est défini par les deux derniéres intégrales, soit une solution stricte du probléme (2.1) — (2.2)) .

2.3 Reésultats de base

Pour étudier 'existence, 'unicité et la régularité de la solution stricte u, on aura besoin d’étudier le compor-
tement des opérateurs

2

9 (exp (2K (2)) ) e - (exp (2K (2)) )

exp (zK (2)) ¢, T e

proche de 0, ou ¢ € D (K (0)). Sachant que des résultats similaires peuvent étre obtenus proche de 1, les
opérateurs

2

exp (1 - 2)K (2))v, - (exp((l —z)K (2)) ) et —— (exp (1 — 2)K (z)) ),

d?
oy €D ((K(l))2) — D(A(1)).
Soient £ > 0 et = € [0,1]. Grace a la représentation
exp (EK (x)) = f—/exp &z) (K(x) —2I)~ Ldz,
les opérateurs
agexp(gK :——/exp fz K(z)—2I)" " dz,

2
s exp (€K (1) ——/epfz (K(2) - =) d2
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sont bien définis.

De plus, on a les estimations suivantes,

I eren@)| <= (2.22)
5 (€K (@) <o, (223)
et I'estimation par rapport au parameétre A :
0 C
”8:0 exp (K (z)) LS )\%gli(nﬂ)il). (2.24)
Pour lestimation , on utilise la remarque (2.2)) et la propriété suivante
3C >0, VA >0, Vz €Iy
{ 2+ VA2 Clal, |5+ VA 2 0VA (2.25)
Par la suite, on aura besoin d’utiliser la formule suivante, pour tout ¢ € D (K (0)),
K@iyt - K@QUE@-DT g
= o) @) e (k@) K 00
HE @)D EO) T - (K@) e (K@) K0
fEOED 0 -2 (k@) KO
(K @)~ D7 L (K (@) K 0)
T (K@) -1 (2.26)
= D K@) K O) - (K @) e (K@) K0
(K@) D (K @) KO p (K (@) - D ()¢
1d 1 0 —1 d —1
A K@) KO (K@) - D (K@) K0
et
T k@ -0 = Lwe -0 W) - K@) e K@) KOp  21)
(K@)~ D (K @) K (00— 2 (K ()~ 1) (K @) K (0)
K@) - DT KOs (K@) - D7 (K @) K (0)¢
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2.3.1 Etude des opérateurs exp (2K (z) @)
Lemme 2.2 [] existe C' > 0 telle que

1. Pour tout > 0 et ¢ € D (K (0)) on a
lp — exp (2K (0)) ol x < C 2 [[K(0) ¢l x -

2. Pour tout z >0et p € D ((K (O))2) on a

o —exp (2K ) ¢l < O || (K 0)°¢] -
Preuve.

Soient > 0 et € > 0 avec x > ¢, alors

exp (eK (0)) ¢ —exp (zK (0)) ¢ = % (—exp (e2) + exp (z2)) (K(O) (K((;) —z) @) dz.
1. Sip e D(K (0)), alors
exp (K (0) 9~ e oK O)p = [ | [ 5iexp (€2) (K0~ 27 K (0) gz | ag
5 Ty

_ / exp (¢K (0)) K (0) pdg

€

d’ou
llexp (eK (0)) ¢ —exp (2K (0)) ¢l x < C (z—¢) [|[K(0) ¢ x -

2.SipeD ((K (O))2) ,on a

lexp (e (0)) ¢ — exp (@K (0) ¢y < € (% = &%) | (K 0] -

Pour obtenir les estimations d’émondeés, il suffit de faire tendre e vers 0.
On obtient un lemme similaire pour ¢ € D (K (1)).

Lemme 2.3 Sous les hypothéses (2.3) , (2.4]), (2.6) et (2.9), il existe une constante C > 0 telle que

1. Pour tout o € X etx >0 on a
lexp (zK (2)) ¢llx < Cllellx -

2. Pourtoutpoe X, x>0ets>0ona
K () exp (2K () ol < < gl
3. En particulier, si o € D(K (0)), > 0 et s € [0,z] alors
1K (s) exp (2K () ol x < CK(0) ¢l x -
4. L’application x — exp (xK (z)) ¢ appartient & l’espace C ([0,1]; X) si et seulement si ¢ € D (K (0)) =

D (A(0)), dans ce cas
lir% exp (zK (2)) p = .
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5. L’application z — exp (zK (x)) ¢ appartient a Uespace C? ([0,1]; X) si et seulement si ¢ € Dc(g) (6, +00) .

Preuve.

1. Soient p € X, x > 0 et on pose zz = &, alors

llexp (K () ¢llx < Cllelx -

2. De la méme maniére, on obtient

IK () exp (2K () ol < < gl
3. Soient ¢ € D (K (0)), = > 0 et s € [0, z], alors
K (s)exp (K (s))p = K (s)exp(zK (s)) [(K (0) " - (K(S))fl} K (0) ¢ +exp (2K (s)) K (0) ¢

= K (e (o (9) | (K 0)7 = (K () 45 (K () | K (00

S (s)exp (oK () [ 41 (K () oo — 25 (8 ()| K 00

5K () exp (2K () - (K (5)) 7 K (0) 0 + exp (oK (5)) K (0) 5

= a1+a2+a3+a4.

En écrivant le premier terme sous la forme

d
d¢

d

o= K G exp (oK () [ (4 (KO = (K ()™ ) d6K 0,

0
et d’apreés le théoréme de la moyenne, on obtient
larllx < Cz[|K0)¢llx -

De la méme maniére, on obtient
lazllx < C z|[K(0)¢| -

S
lasllx < € — [ (0) @l x
laally < CIIK(0) ol x -

4. On écrit que
exp (zK (7)) ¢ = exp (2K (0)) ¢ + [exp (2K (x)) — exp (zK (0))] . (2.28)

Grace a [9] et [15], on a z — exp (K (0)) ¢ € C ([0, 1] ; X) si et seulement si ¢ € D (K (0)) = D (A (0)).
De plus, on a (par la formule (2.22))

llexp (2K (x)) ¢ — exp (2K (0)) ¢lly < C 2" [l x -

5. On utilise aussi la formule (2.28)) et le résultat dans [I5] :
z 1 exp (2K (0)) ¢ € C° (0,1]; X)

si et seulement si ¢ € D (g (6, +00) = D 4(0) (0/2, +00).
Par la propriété de réitération

lexp (2K (2)) ¢ — exp (K (¢)) |y < (@ —2)"
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Corollaire 2.1 Sous les hypothéses (2.3)), (2.4)) , (2.6]) et (2.9), il existe une constante C > 0 telle que
1. Pourtoutv € X et0<z<1ona

lexp (1 —2)K (2)) ¢l x < CllPlx -
2. Pourtoutp € X,0<x<lets>0ona
1K (s) exp (1 —2)K (s)) ¢l x < % 19 x -
3. En particulier, siv € D(K (1)),0<z <1 et s € [x,1] alors,
1K (s) exp (1 = 2)K () ¥[lx < CIE (1) 9] x -

4. L’application © — exp ((1 —z)K (x))¢ appartient ¢ Uespace C ([0,1];X) si et seulement si ¢ €
D (K (1)) =D (A(1)), dans ce cas

Tim exp (1)K () = .

5. L’application x — exp ((1 — 2)K (z))¢ appartient a lespace C? ([0,1];X) si et seulement si 1) €
Dk )y (0,4+00) = D a1y (0/2, +0) .

2.3.2 Etude des opérateurs % (expzK () p)

Lemme 2.4 Soit p € D ((K (O))2> = D (A(0)). Alors sous les hypothéses (2.3)) , (2.6) et (2.9), I’application

d .
T (exp(zK (x))@) appartient a Uespace C™P) ([0,1]; X) et
x

2 (exp(eK (a))g) — K (0) g, quand & — 0.

Preuve.
Soient = > 0, ¢ € D ((K (0))2> .On a

exp(zK (z))p = —i /exp (z2) (K (z) — 21) " @dz

24w
1Y
et
d _ 1 0 1
T (ep(eK (@)9) = —5— [ exp(az) o (K(@) = =)' pdz
Iy

1 -1
—5 | Fexp (x2) (K(z) — 2I)” " @dz
Iy

= “U@e-V(z)p.

Pour U (z) ¢, on utilise la remarque (2.1]) et la décomposition suivante (voir [I] p. 25 ),

Ul@)e = Ulx)lp—exp(@k (0)¢] + U (2) (K(0) ™" = (K(x))™") K(0) exp(ak (0))¢

+% / exp (22) % (K(z) —2I) " (K(x))"" K(0) exp(zK (0))¢dz,
Iy
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et le calcul de

1

i / exp (z2) % (K(z) —2I)"" (K (z)) " K(0) exp(zK (0))pdz
T2

—%/%M%(K(@ — 2DV K(0) exp(zK (0))pdz
s

On utilise ensuite (2.13]) et on écrit

8 —1 -1 1 a 1

g (K (@) =D~ (K (@)™ =~ (K () — 2])
= R ) K@) - )T L (K @) R @) (K@) 2D (K () 2D (K (@)
= k@)t k@ - @)

1

%/GXP (z2) 8% (K(x) = 1) (K ()" K(0) exp(eK (0))pdz
I

- i / %% (K(2) = 2I) " K(0) exp(eK (0))pdz
T

(K (@) K(0) exp(ak (0)¢ +exp (2K (2) - (K (@)™ K(0) exp(eK (),

ce qui implique que

Ulw)p = U@)lp—explek (0)¢] +U (@) [(K(©0))™" = (K(2)) ™| K(0) exp(aK (0))

+% / esz("”Z)a%(K(x) — D)7 K(0) exp(a K (0))pd=

+ (exp (¢K (z)) — 1) % (K ()" (K(0)) exp(zK (0))

= Ui(2)p+Uz(2) 0+ Us(z) o+ Us(z) e
On a par Pestimation (2.6]), le lemme (2.2]) et pour zz = o
v 2
U1 (2) ¢llx < C a”* (K (0)) ¢
De la méme maniére, on obtient

U2 (2) ol x < C 2" H|(K (0)% ¢

IUs (2) el < C 2" H|[(K (0)% ¢

Pour tout z > 0, on a

Us)e = (exp @k ()~ 1) |0 (K@) ™~ 2 (K@) \amo| exp(aK (0) K (0)¢
F(exp (2K (2)) 1) - (K ()™ oo lexp( K (0))K (0) 0~ K (0)
F(exp (2K (2) — 1) 0 (K@) \acoK (0)

= Uy (z) o+ Us (x) ¢ + Uss (x) ¢,
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et d’apres (2.15))

[Un (2) ¢llx < C 2" [K(0) ¢l x — 0, quand z — 0.

En vertu de lemme ([2.3)) assertion 4, on obtient

1Us2 () ¢l x < cllexp(zK (0))p — K (0) ¢lly — 0, quand 2 — 0,

puisque K (0) p € D (K (0)) C D (K (0)).

Finalement, pour Uyss () on utilise ’hypothése (2.8) pour montrer que

Uys () ¢ — 0, quand x — 0.

Pour V (x) ¢, on écrit
1

Vi) = = zexp(xz)((K(m)_zj)*l_(K(O)_ZI)ﬂ)wdz

T

Iy
1 -1
—&—% /zexp (22) (K(0) — 2I)” " @dz
Iy

= % zexp (xz) ((K(m) — D)7t = (K(0) — zI)_l) wdz
+% /exp (x2) M (K(O))2 pdz

= Vi(z)o+ Va(x)ep.

Le théoréme des résidus donne

Va(z) o — =K (0)¢, quand z — 0.

Pour V4 (2) ¢, on a

1 0 - 0
M@e = o [zew) | [ o0 @) - - 5
T, 0
= zexp (xz) — (K (o) — 2I)” " \o=opdz
2im
I
= by + be.

Comme

¢ = (I —exp(zK (0)))p + exp(zK (0))p

et d’apres le lemme ([2.2) et 'hypothese (2.9)), on obtient

lballx < C 27T

(K (0))? QDHX — 0, quand x — 0

Iall < € 2" |[(K (0)* | — 0, quand 2 — 0

d’ou

Vi(x)p — 0, quand x — 0.

D’ou

dx

4 (exp(zK (z)))p — K (0) ¢, quand z — 0.

De la méme maniére, on trouve le résultat pour ¢ € D((K (1))?) = D (A (1)).
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2.3.3 Etude des opérateurs dTZ (exp (2K (x) )

d
On écrit
d? 1 9 1
s (exp (zK (2)) ) = ~o | # exp (x2) (K(z) — 2I) " @dz (2.29)
Iy
1

9 -1
—5; | Zexp (z2) p (K(z) —2I)" pdz

Iy
1 02 1
~ 5 /exp (22) p) (K(x) —2I)" " @dz
I'y

= Si(@)e+ S2(x)p+ S3(x)e.

Etude de 'opérateur S :

Lemme 2.5 Soit ¢ € D (K (0))> = D(A(0)) et on suppose les hypotheses [2.3) , (2-6) et (2.9), alors pour
tout © €]0,1], on a

S (z) ¢ = exp (2K (0)) (K (0))* o+ F (z) ¢
ot la fonction © — Fy (x) @ appartient o Uespace C ([0,1]; X) . De plus
51 (2) 9 — (K (0))° ¢, quand s — 0

si et seulement si

Preuve.
On pose
S (@) = —% 2 exp (a2) ((K () —21)” — (K(0) — 21) ") d
I'y
—% 22 exp (x2) (K(0) — 2I) " dz

Iy

= 511 ((L’) + 512 (LL')

pour x > 0 et xz = o, on obtient

1811 (@)l (x) < C 2”72

Maintenant, on écrit
Si1 (z) ¢ = St (z) [p — exp(zK (0) 9] + S11 (2) exp(z K (0)) .

Grace au lemme ([2.2)), on obtient

1511 () (¢ — exp(zK (0)) @) x < C "

(K (0))? <pHX — 0, quand z — 0.
De l'estimation

lexp(ek )¢y < C a2 (K (0)*¢|  — 0. quand & — 0.

Par conséquent
S11(z) ¢ — 0, quand x — 0.

Pour S12 (x) ¢, on écrit
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Sz (z) ¢ = exp(zK (0)) (K (0)* ¢
d’apres le lemme ([2.3)), assersion 4, on obtient

exp(2 K (0)) (K (0))* ¢ — (K (0))*, quand z — 0,

si et seulement si

Par conséquent
S1(z)p — (K (0))2 v, quand x — 0,

si et seulement si

(K (0))” ¢ € D (K (0)) = D(A(0)).

Etude 'opérateur S :

Lemme 2.6 Soit ¢ € D(K (O))2 = D(A(0)) et on suppose que les hypotheses (2.3),(2.6) et (2.9) sont
vérifiées. Alors la fonction © — So () @ appartient a Uespace C™™:v) ([0,1]; X) et

Sy (x)p — 0, quand z — 0.

Preuve.
Pour z > 0, ¢ € X et xz = 0, on obtient

152 (@) ¢llx < C 2" il

alors, on écrit que

Sa () (p — exp(@K (0)) ) + s () [(K (0) " = (K (2)) | K (0) exp(xK (0))p

—% exp (xz) % (K(x)— zI)f1 K (0) exp(zK (0) pdz

Sy (w) ¢

Iy
+% / zexp (z2) (K (x) — 2I) ™" % (K ()" K (0) exp(zK (0) pdz

= S21 (%) p + S22 (w) ¢ + S23 () ¢ + Sa4 () .

En effet, il suffit de prouver que

1 0 -1 —1 1 7] -1
—5- | Zexp (z2) P2 (K(z) —2I)" (K (z)) " dz+ - / exp (zz) 9 (K(z)—2I)" " dz
T Iy
o [rew @) (@) - 27 4 (K (@) dz =0
| zexp(zz x)—2 = x 2 =0.
Iy
D’aprés les calculs donnés dans la preuve du lemme , on a
e (K (w) 2D @) (K ()~ 20) 2 (K (@)~ 2D) 7 (K ()7 = (ke ()
Ox Ox dx dx ’

en intégrant & gauche de I'y, on obtient

1 d .
m!mm@mmm>M—o
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Maintenant, on utilise le lemme (2.2]) et on pose zz = o, on obtient

[S21 (z) pllx < C z"

(K (0)*¢ ‘X — 0, quand z — 0

de méme, on obtient
[|S22 () ¢l x < C 2 H(K (O))2 © ‘X — 0, quand z — 0

[S2s (z) pllx < C x”

(K (0))? go‘ X—> 0, quand z — 0.

Pour Sa4 (), on écrit

Sos(z)p = ;;t/‘zexp<xz> ﬁ1<<m>——z1>*1A—<zr<o>4—zI>*1};5%<fr<x>>*11r<o>exp<xf<<o>>¢dz
b [ a0 (K(0) = 207 [ (K @) = (6 (@) o K (0 explaR (0))gds
I

+% / zexp (z2) (K(0) — 2I) " (CZ (K (z))" \x=0> K (0) exp(zK (0))¢dz
|1

= a+b+ec
Donc
lallx <€ || (K ©)*¢|  — 0, quand 2 — 0
bl < € 27| (5 0))% ¢ — 0, quand 2 — 0.
Pour le terme (c), on écrit

c = % / exp (z2) K (0) (K(0) — zI) ™" % (K (2))"" K (0) (K(0) — 2I) ™" (K (0) — 21) exp(z K (0))¢pdz
Iy
1

= e ) 5 (K@) — 2D \amoexp(eK (0) K (0) g

Iy
,% / zexp (z2) a% (K (2) — 2I) " \uro exp(zK (0))pdz

= ¢ +cCo.

D’ou
[erlly < C 2

(KO ¢|

leallx < € 2 || (K (0) ]|

par conséquent
Sa () ¢ — 0, quand x — 0.

Etude 'opérateur S :

Lemme 2.7 Soit ¢ € D(K (O))2 = D(A(0)) et on suppose que les hypotheses (2.3),(2.6) et (2.9) sont
vérifiées. Alors pour tout x € ]0,1] ,0n a

d2

a2 (K (@) \e=o(K (0))| + Fs (z)

S3 (x) ¢ = exp (2K (0)) |-
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ot la fonction x — F3 (z) ¢ appartient a Uespace C™M) ([0,1]; X) . De plus

d2

—g K (@) \e=o(K (0)), quand & — 0

Sz (z)p —

st et seulement si

d2

— (K (@) \e=o(K (0))p € D (K (0)) = D (A(0)).

Preuve.

De la formule (2.27)), on écrit

Sz(z)p = —% exp (zz) 88722 (K(x)— 27" (K (0)) 7" = (K ()" +$% (K ()" K (0) pdz
1Y
to [ewten) () — 0 L @) K 0
Iy
+% /exp (22) (% (K (x) — 21)"! % (K (2))"" K (0) pdz
I
_Q;T/WO:’TQ(K(:U) D)V K (0) pdz
I,
+% exp (z2) ai; (K(z) —2I)"" % (K (x)) " K (0) pdz

= S31(2) o+ Ss2 () p + S33 () p + S34 () p + S35 () -
On traite maintenant le comportement des opérateurs Ss1, S32, S33, S34 et S35 au voisinage de 0.

Pour cela, on utilise I'estimation.
11 = exp (oK (0))) K (0) ¢llx < C a||(K (0)) ¢ (2.30)
Pour les termes Ss31 () ¢, Ss3 (z) ¢, Ss34 (z) p et S35 () , on écrit
K (0)¢ = [K (0)¢ —exp (K (0)) K (0) ¢] + exp (2K (0)) K (0) ¢
et on utilise la formule (2.30]), alors on obtient

1951 (@) ell x < C 2T

(K (0))* goHX — 0, quand z — 0,

et
Sl0)p = g [0 (K@) -2 |15 (@) - 4 (K@) o] K 0
Iy
2
+5— [ ew(a2) [(K(m) — D)7 (K(0) - zI)*l] % (K ()" \uroK (0) pdz
Iy

d2

T3 (K (2) " \a=oK (0) iz

o | exp (x2) (K(0) — 21)71)
Iy

= a1 +az+as.
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Donc
laillx <C a"|K(0)¢llx — 0, quand z — 0,

lazllx < C 2" [|K(0) ¢l x — 0, quant 2 — 0

et on a pour as

as = exp (2K (0)) | g (K (2)) ™ om0 K (0) | — —g (K () \umo K (0)

si et seulement si

—% (K ()" \ozoK (0) ¢ € D (K (0)) = D (A(0)).
On a
Ss3 (x) = %/exp (z2) % (K(z) — 21)" % (K ()" (K (#) — 2I) (K(2) — 2I)"" K (0) pd=
Iy
= % exp (zz) [K(l') (K(z) - ZI)_l % (K (I))_l 8%0 (K(z) — z[)_1 K (0) pdz
Iy
_% zexp (w2) a% (K(x) —20)"" % (K ()" (K (z) — 2I) ' K (0) pd=
Iy

= b1+ ba.

avec
lbrllx < C 2 [|(K (0)*¢] x — 0, quand z — 0,

b2l x < C 2V [|(K (0))%¢||, — 0, quand z — 0.

De méme maniére, on obtient

1954 () @llx < C 2" [|(K (0)*¢] x — 0, quand 2 — 0,

[|S35 (z) @l x < C ||(K (0))290HX — 0, quand z — 0.
D’apres les lemmes (2.5 , (2.6 et (??), on obtient,

B (exp (2K () 0) = exp (K (0)) [ (00 — - (K (@)™ o (K (0) (@) ] + F (@) 0

ou la fonction
r— F(x)p=F(z)p+S2(z)p+ I3 (x)p

appartient a espace C™(7:v) ([0, 1]; X).

De plus
d2 2 d2
72 (@xp (2K (2)) ) — (K (0))"¢ — -5

si et seulement si

(K (@)™ \amo (K (0)) " (K (0)) ¢,

(K (0) ¢~ g (K () \amo (K (0)) 7 (K (0))* € DK (0)) = D(A(W).

D’une maniére analogue, on trouve le résultat pour ¢ € D (K (1))° = D (A(1)).
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2.4 Reégularité de la solution

On va étudier la régularité de la solution u du probléme (2.1)) — (2.2)) représentée par (2.21)) , pour simplifier
les calculs on va calculer le terme

Op (u) (z) =" () + B (z) v’ (z) + Q (z) u ()

pour tout x € |0, 1] et on analyse son comportement au voisinage de 0 et 1.

2.4.1 Régularité de 'opérateur Op (dy)
On rappelle que 'application

z— Y (2) = (I —exp (2K ()" € C*([0,1]; L(X))
On a pour tout = € ]0,1]
Q () do(2)p = —(K (2))*Up () Y (z) exp (¢K (2)) ¢,

do(z)e = [Uo (2)Y' () + Ug (2) Y (2)] exp (¢ K (2)) ¢ + U (2) Y () %(QXP (=K (2)) ¢),

donc
B@dyrle = B@)[Uo@)Y @)+ 03 @)Y @)]exp @K (1)) (231)
FB @)U ()Y (2) - (exp (2K (2) )
=Gr(z)yp
et
dB@)e = [Uo()Y" (@) + 204 (@)Y () + U (2) ¥ (2)]exp (2K (2)) o

(

+ 200 (2) Y () +2Up (2) Y (2)] ——(exp (2K (2)) @) + Vo (2) Y (2 )ddg(exp(wK( ) ¢)
(
(

)

(
= [Uo (2)Y" (z) +2U; (2) Y (x)+U6’ z) Y (z)]exp (K () ¢
+[2U0 (2) Y (2) +2Ug (2) Y (2)] 7 (exp (2K (2)) ) + Uo (@) Y (2) [S1 (2) ¢ + 2 (@) ¢ + 53 (2) ],

/
0
4

dx

(pour les opérateurs S; (x),i = 1,2, 3, voir la formule (2.29))
Soit

Op (do (1) ) (z) = dy(z)p + Q () do(x)p + B () dy(z) - (2.32)
En utilisant le fait que @ (x) do(z)p + S1 () ¢ = 0, alors

Op(do(.) ) (z) = Fx () o + G (2) 0,

R@e = W0 Y" @)+ 204 @)Y @) + U (@)Y (@)]exp (oK (@) ¢
1205 () Y (2) + 204 () Y (2)] - (exp (K () )
o ()Y ()12 () 9+ 85 () ¢].
Puisque

U (x) = f% /zexp((? —22)2) (K (z) — 2I) " " dz + ﬁ /exp ((2 — 2x)2) % (K (z) — 21) " dz,
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et
Ul () = % /z2 exp (2 — 22)2) (K (2) — 21) " dz — % /zexp (2 = 22)2) % (K () — 21) " dz
I Ty
+% exp (2 — 22)2) % (K () — 21) "V dz,
I}
alors

{ x+— Uj(x) e C([0,1]; L (X)) €]0,1]
z+— UY (x) € C([0,1]; L(X)) € [0,1]
On calcule maintenant la limite du terme
[Uo () Y" () +2Up () Y' (z) + Uy (2) Y (z)] exp (2K (v)) ¢

quand x — 0 ce qui sera important par la suite.
D’apres le lemme ([2.3)), assertion 4, on a

(exp (2K (2)) ¢) \a=0 = ¢
et pour tout z € [0,1], on a

V') =Y (o) (4 exp (2K () Y o),
Y7 (@) = 2 () (;; exp (2K (az))) Y (2) (jz exp (2K (m))) Y (2) + Y(2) (;ﬁ; exp (2K (@)) Y (2).

En vertu de lemme (2.4) et comme Uy (0) Y (0) = I, on obtient

[0 ()Y (2) + 2Up () Y’ (2) + Up (2) Y ()]

RO O)Y 0+ 205 0 0] (0 0K (@) 9)) \emo

— 4K (0)exp (2K (0)) Y (0) (;Lexp (2K <x>>) \ooY (0) ¢

4 0 -1
i Flzexp@z)%(f((x)—zf) \a=0Y (0) ppdz

= 4(a+D).

On remarque que le terme a est dans D ((K (0))"), n € N*.

Pour le terme b, on a

b= g [ e ) (5 (K@) ) oK O (0) = 21) ¥ (0)
—% : 22 exp (22) (K (0) — 2I)! (ddx (K (x))1> \oeoK (0) (K (0) — 2I) "' Y (0) pdz
= b +b

avec by € D (K (0)).

Pour by,0n écrit

b= (j (K (z))‘l) \aco (;ﬂ [zexp () (K © - 207 Y 0K O wdz)

I
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_ (ddm (K (@)1) \a—o (K (0) exp (2K (0)) Y (0) K (0) ),

ou K (0)exp (2K (0))Y (0) K (0) p € D (K (0)) et par 'hypothese (2.8) , on obtient b; € D (K (0)).
D’autre part, par les lemmes (2.6) et (?7?), on aura que

d2 -1
U (0)Y () [52 (0) 0+ 54 (2) ] — (= (0 (@)™ \ama (0) )

si et seulement si

(—d2 (K (@) \aso K (0) @) e DK (0)) = DA ).

dx?

Par conséquent
F(0) = B0 (9) — 0 (K (2) 7 \ero K (0)
out ¥y () € D (K (0)).
Gréce a la formule , on obtient
G (0)0 = B (0) [2exp (2K (0) Y (0) (K (0) 0 + (K (0)) ¢] = i (o).

ou ¥§ () € D (K (0)) = D (A(0)) par hypothese .

Donc

2
Fr(0) ¢+ G (0) 9 = B () — 0 (K (1)) o (K (0) 7 (K (0)* ¢

ou & (p) = o (¢) + ¥5 () € D (K (0)).
Finalement, on aura la proposition suivante pour la régularité de 'opérateur Op(dp).

Proposition 2.1 Soit ¢ € D((K (0))%) et on suppose que les hypotheéses ([2.3) 3, @24, 2:6) et @II) sont
vérifier. Alors la fonction x — Op (do (.) ) (z) appartient & Uespace C™»10) ([0,1]; X) .

2.4.2 Régularité de 'opérateur Op (d,)

On écrit, pour tout z € [0, 1]

di(@)yy = (I—exp(20)K ()Y (2)exp((1-2)K (2))
= U, ()Y (z)exp (1 — 2)K (z)) ¢

et on pose
Op(di()¥)(z) = [d(2)Y + Q (z)di(x)Y] + B (z)dy(z)¥ (2.33)
= Sy(@)Y+Ta(2) v,
tels que
Sx(@) v = [U1(2)Y" () + 201 (2)Y' (2) + UY ()Y (2)] exp (1 - ) K (z)) ¢
+201 ()Y (2) + 207 (2) Y (2)] %(exp (1 =2)K () ¥)
—|—U1<gcl)ﬂ_y(gc)/F zexp ((1 —z)z) % (K (z) — 20) " " dz
xZ x 2 1

7% /F1 exp ((1 —x)z) % (K (z) — 2I)”  4dz

et

T ()¢ = B () [Ur (2) Y (x) + Up (2) Y ()] exp (1 — 2) K (2)) +B () Uy (2) Y (2) %(exp (1 =2)K () ).

Alors on aura une proposition similaire & la proposition (2.1)).
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Proposition 2.2 Soit ¢ € D((K (1))%) et on suppose que les hypotheses 2.3) , 2.4) , (2.6) et (2.11)) ,s0nt
vérifiées. Alors la fonction x +—— Op (dy (.) ) (z) appartient & Uespace C™10)([0,1]; X) .

2.4.3 Régularité de 'opérateur Op (m)

On rappelle que, pour tout = € ]0,1], on a

m(z, f*)
1 v 1
= /exp x+8)K (2)) (K (9{:))71 fr(s)ds+ éx) /exp((2 +z—-9)K (z)) (K (ac))fl fr(s)ds
1 1
SO [espl@— o - o) @) (K @) 5 (s + T [exp((2 — o ) () (6 @) 1 (5)ds
0 0

Op (m (., f*)) (x) =m" (2, f*) + Q (¥) m (x, f*) + B (z) m' (z, [7). (2.34)
Proposition 2.3 On suppose que les hypothéses (2.3)) , (2.4) , (2.6) et (2.11) sont vérifiées. Alors la fonction
x+— Op(m (.) f*) (x) appartient o lespace C™"10) (0,1]; X).

Preuve.
Pour tout x,s €]0,1[, on a

[exp((z + $)K (2)) — exp((2 — = + 5) K (z))]
= (I —exp((2 —22)K (x))) exp((z + s) K (x))
Uo (z) exp((z + s) K (2)),

[exp((2 — 2 — $)K (2)) —exp((2 + 2 — s)K (2))]
= (I —exp(2zK (x)) exp((1 — 2) K (z)) exp((1 — s) K (z))
= Ui (z)exp(2 - (z + s)K ().

Alors, on peut écrire

m(z, f*) = [ma(x, f*) +ma(z, [5)] + [ma (2, f*) + m3 (z, [7)]

_ / exp((z + 5)K (2)) (K ()" f* (s) ds
0

/Cxp (z+9) K (2)) (K (2))"" f* (s)ds.

En utilisant le calcul fonctionnel de Dunford et la formule suivante
_ _ 1 _ _
(K (2) = 2D) " (K @) = 2 [(K (@) 2D = (K @),

z
on obtient, pour tout = € ]0,1[ et f* € C? ([0, 1; X])
1

! (@) = =5 Vs (@)Y (@) + U (2) V' @) [ explla + K (@) (K @)™ (5)ds

0
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Grace aux hypothéses (2.4) et (2.6) toutes les intégrales précédentes sont absolument convergentes. Par
exemple, concernant le terme Ny (f*) (x), on a

[Nx (F7) (@)l x < Callf e
On note que tous ces termes sont régulier en 1.
Maintenant on calcule le terme @ (z) m (z, f*) pour z € )0, 1]

Qz)m(x, f*) = Q(z)[ma(z, f7) +ma(z, [7)]+Q () [ma (z, f7) + ms (z, [7)]
1

- (K@) % [ espla+ 9 (@) (K @) £ (51

0

2U1

(K ()2 D@ Y @ ez @+ 9K @) (K @) 1 (5)ds
0
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D’apres les propriétés des semi-groupes analytiques et I’holdérianité de f*, ces deux intégrales sont absolument
convergentes.

D’autre part, pour tout « € ]0,1], on a
' , 1) = [ (o, 1)+ ] G £+ (o, ) 4 (o, ),
ot
mf (z, f*) +mj (z, [7) (2.36)
= W@ Y (@) + 205 () ¥ () + Uy () ¥ ()]

x / exp (2 + 5)K (2)) (K ()" £* (5) ds

—%[wm @) +200 @)V (@)] [ o {ex0 (@ + 9K @) (5 @)} 1 (5
0
L 2
QLT [ {exp (o + 9K @) (K ()1} £ (5)ds
0

et pour tout z € [0,1], on a
my (z, f*) +mj (2, f7)
= @Y @)+ 20 @) ¥ (@) + U () Y ()

1

x / exp (2 — (3 + 8)K (2)) (K (2))"" £ (s) ds

0
S RUL@Y @)+ 200 @Y @) [ 5 {e @ @+ 9K @) (K @)} 7 (5)ds
0
X a ' 2 1
7%/%{@@ 2 - (z+ 8)K (2)) (K ()~ }f* (s) ds.
0

On va traiter la régularité de m” (z, f*) en 0 et 1, donc il suffit d’étudier la régularité de mY (z, f*)+m4 (z, f*)
en 0 car mj (z, f*) +m¥ (z, f*) est continu en 0. De la méme maniére, on traite la régularité de m% (x, f*) +

my (z, f*) en 1.
On commence par étudier la régularité en 0 des termes suivants (voir (2.36)) :

M (z,f*) = [exp((@+s)K (@) (K (2))" f*(s)ds,

My (o, f7) = {exp (@ + 9)K (@) (K (@)1} 1 (5) ds,

¥l

oS —— o Y— =

L 2
My (0,1 = [ 55 {exp (@ + 9K @) (5 @)} £ (9)ds
0

Le terme M (z, f*) est se traite d’une maniére similaire a celle de Nyp (f*) (x) et le terme Ms (z, f*) se traite
comme(Ny; (f*) (2));—z 3 -
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Pour Mj (z, f*), on a

My (o, f) = =5 [ [ et 9)2) (K (0) 217 1 () dads
0TIl
—%//exp((m—i—s)z)%(f( (z) — 2I) 7" f* () dzds
0TIl
| exp ((z + s)z) 02 1
—%//M%(K(m)—zl) £ () deds.
0TIl
Donc
fUO(%”“’)Mg( )+ Q@) Iy (o f) + ma (a, )
Uo (2)Y (x) .
exp ((z + s)z K (z)—2zI)"" f*(s)dzds
o 4 /
- 4271_ / exp( xz—i—s Fre) K(m)—z])f1 f*(s)dzds.
0TIl

Les deux intégrales sont absolument convergentes grace aux ’hypothése (2.6) et (2.10]).
En utilisant la formule (2.16]) , on obtient

U (@)Y (2)

9 M3 (.Z‘,f*)—FQ(JZ) [ml (x,f*)+m4 (1'7f*)]

/exp ((x + s)z) % (K (z) — 2I) "' f* (s) dzds

(@) |
o)
U @)Y (@) m / exp (( + 5)2) %) (K(:)’Z[)_ d (I;Ef))_ (K (2)) (K (2) — 2I)" f* (5) dzds
0 Iy
1 1 2
Y(z)/ exp ((z + 8)2) K () (K (2) — 21)"* (d(K;;’:)) K (2) (K(m)—zI)_1> * () dzds
0 Iy
= DY 1 )k 1y @)+ 13 ).

Concernant le terme I (), on a

L) = ]/exp<<x+s>z>(i(ff(m)—zn—gﬂ(ff()—zf) o ) “ (s) dzds

0TIy

+//exp((x+s)z)(%(f( (2) — 2I) " \amof* (s) dzds

0T
= I(x)+ Lo (z).

Donc par 'hypothese (2.9)), on obtient

HlllHX <C 2" Hf*”c’(x) — 0, quand z — 0,
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et par I’hypothese (2.6

Mzl < C 2%/ llox) — 0, quand z — 0.

Concernant le terme Iy (x), on écrit

K (2) (K (z) = 21) " d® (K (x) "

1
/ exp ((z + s)z
0

1

—

K (z) (K (z) — 2I)"*

X

z dx?

— K (0) (K (0) — zf)—l} F*(s) deds

K (z) (K (2) —=I) "

exp ((z +5)2)

+
—
—

N
=

(K ()" (K (2)""

z

X
1 o
ISH
U
8
o

+
Q[\‘D O\»—I
EQ“~\
¢]
»
o]
)
_|_
v
S~—

—~
/\
\_/
\_/

X

da:2

dx?

\1_0] K (0) (K (0) — zI) ™" f* (s) dzds

= Iy () 4 I (z) + L3 (2).

avec

. lK(x) (K (2) = =1)"" — K (0) (K (0) - znl]

\z oK (0) (K (0) — 2I) ™" f* (s) dzds

latllx <€ 2l lo(x) — 0, quand & — 0,

[L22]lx < C 2" Hf*Hc(X) — 0, quand x — 0,

[L23]x < C 2| f*llc(x) — 0, quand x — 0.

Finalement, on obtient

my (z, f*) +my (z, f*) + Q (x) [m

= _% Uy (x) Y (z) +2Uf (2) Y

—% 20§ ()Y (z) + 2Uy (z) Y' ()]

2z7r ]/exp +5
0TIl
1
4z7r / o
01
=P (f") (x).

De la méme maniére, on obtient

1(z, f7) +my (o

z)+ Uy (x

%‘QJ ot~

9
ox

f)]

1

/exp x4 8)K (2)) (K (z)"" f* (s)ds
0

{exp (@ +9)K (@) (K @) } 1 (s) ds
K (z) —zI)"" f* (s) dzds

(K (x) — 2I) "' f* (s) dzds
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m/2/ (Qj,f*) +mg (.’Ii,f*) +Q(.’L‘) [m2 (xuf*) +ms3 (377.][*)]

5[0 @)Y (@) + 20} (@)Y (@) + U} (@) Y (@) / exp (2 — (z+ $)K (2)) (K (2))"" * (s) ds
1

~3 201 @)Y (@) + 20 @)Y @) [ {ex 2= (o + 9K (@) (K @)} £ 0)ds

Up(z)Y (z) [* 0 1
—T/O /Flexp(Q—(x—i—s)z)M(K(m)—zl) ¥ (s)dzds

T T ! 2 -1
AL /0 /F (2= (@ +9)2) K (@) =) (5) deds
)

=Qx(f") (2),

grace aux propriétés des semi-groupes et les hypothéses (2.6]) et (2.10), les intégrales précédentes sont bien
définies.
Ainsi

Op (m (., [7)) (x) = Mx (f) (x) + Nx (f7) (2) ,

My(f) (@) = mf (2, f)+mi(z f)+Q ) [m(z, f*) +mu(z, f7)] (2.37)
+my (2, f7) +mg (2, f7) + Q () [ma (z, f7) + m3 (z, f7)]

2.4.4 Régularité de 'opérateur Op (v)

On rappelle que, pour tout z € ]0,1[, on a

v ) =5 [exp (=8 K@) (K @) £ ()ds + 5 [ exp((s - a) K@) (K (@) £ (5)ds
0 T

ot f*e CP([0,1];X), (0<B<1).
On pose
Op(v (., f) (@) =" (2, f)+Qx)v(z, f*)+ B(z)v (z,f).
Alors on a la proposition suivante.
Proposition 2.4 On suppose que les hypothéses , , et (2.11) sont vérifices. Alors la fonction
x+— Op (v (., f*) () appartient & Uespace C™»Fn+tv=1) ([0, 1]; X).

Preuve.
On a

K (z)exp ((z — ) K(2)) (f* (s) — [ (z)) ds

N =

Qx)v(z, f7) = -

K (z)exp((s — z) K(x)) (f* (s) — [" (z)) ds

DN =

8~ = o ~—_=

(@)~ 3o @K @) (1) — 5 exp (1 - 2)K (@) f° (7).

grace aux propriétés des semi-groupes analytiques et I’holdérianité de f*, les deux premiéres intégrales sont
absolument convergentes, par exemple :
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l;/KUexp((xs) () (7 (5) — £ @)ds| < Ca® 1o
0 X
D’autre part,
Vi) = g [en( s K@) £ (s)ds— 5 [ exp((s -0 Ka) £ (s)ds
0 T
+y [ exp (o= o) K@) 4o (K@) (s + 5 [ ex((s =) K(e) 5 (K@)~ 1 (5)ds
0 xr

+5 [ (o @) ) \pmiamy (K@) £ (51

+

0
11 gexp((s—gr;)zr((gc)) \i=(s—a) (K (2)) 7 f* (s) ds
2[(8:6 )

6
=> wi(x,f
=1

Pour simplifier les termes w3 (x, f*) + ws (z, f*) et wy (z, f*) + we (x, f*) on utilise le calcul fonctionnel de
Dunford, on obtient alors

w3 (z, f*) +ws (z, f*) = By (x) + By () .

De la formule

0 -1 1 10 -1 1d -1 1 d -1
()~ =0y ) L ey -2 = 2 ) ) et )
(voir la preuve du lemme (2.4])), on déduit que
By ()
= _% // —EXP((QCZ_ 5)2) % (K (x))"" f* (s) dzds — ﬁ // —exp((xz— 5)2) % (K(x) — 2I)"" f* (s) dzds
0 Iy 0TI
//exp (x —8)z) (K(z)—2I)" 1%(K(x))71f*(s)dzds
0T,
= Ba1 () + Lo () + Baos (2),

avec

By (z) + Bag (z) =0,
et par intégration a gauche de la courbe I'y, on obtient (5 () = 0.
Alors

ws (z, f*) +ws (z, f*) 4m//exp z=5) (K(a;)—zf)—lf* (s) dzds,
0 I'y

cette intégrale est absolument convergente car

‘ 4m//exp — (K(fc)*ZI)_lf*(s)dzds

0T,

< C gttt 1 lex) »

X
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d’une maniére similaire, on obtient

wy (z, f*) +we (z, f*) = — 1 //M%(K(@—zI)flf*(s)dzds.

Par conséquent
o' (z, f*) = wi(z, f) Fwa (2, f) + [UB(x [ +ws (@, f5)] + [wa (2, [7) + we (2, f7)]

= wi (o, f7) + ws (x, f7) 4m//eXp z=5) (ij(K(z)—zI)_lf*(s)dzds

0Ty
,Lm exp((s—2)z) 9 ) — 2D £ (8) dads
4i7r[r/ P 53:(K() I)"" f* (s) dzds,

tous ces termes sont bien définis grace aux propriétés des semi-groupes et 'hypothéese (2.6)) et de méme pour

B (z)v' (z, f*), ou

B (x) U/ (xaf*) = wl (iC,f* + B £E ( af*) (238)
) [ exp((z = 5)z) 0 z) —zI) 7 f* (s) dzds
ﬂ// T (K(a)— =)™ [* (s) ded
7T//e (s =) )(%(K(x)—zl)flf*(s)dzds
ry
) (),
donc B (0) v (z, f*) € D (K (0)) = D (A(0)) en vertu de (2.7) .

Le calcul du terme wj (x, f*) + w§ (z, f*) + wj (z, f*) + w§ (z, f*), donne

wh (2, f*) +ws (@, f*) +w) (2, f7) + wg (2, f7)

= 5 [ (o)) o (s 4;7 [ G ) - oy

0 0 Iy ‘
—;] (;x exp (nK (:v))) \n=(s—a).f" (s) ds — Q]/wgz (K(@) =D f* (5) deds.
T 0TIy

Ces intégrales sont absolument convergentes (voir les hypotheses (2.6 et (2.10)) , par exemple

X — 2 B
H 4z77//e pllz =2 ;,EQ (K (z) — 2zI) "' f* (s) dzds

0T,

<Cz"[[fllox)-
X

Maintenant, pour la dérivé de wj (z, f*) + wh (z, f*), on utilise la méthode présentée par
exemple dans([16], théoréeme (3.3.4). p. 70).
Pour0<e<zxz <1, ona

wi (2, f7) + w; (z, f7) ==

N —
@
"
ko]
=
&
|
®w
S—
I
&
K‘\"
*
—
VA
S~—
QU
[9)
|
N —
(e}
s
ol
—~
[V
|
&
S~—
ha
&
S~—
S—
kﬁ
*
—~
[V
S~—
IS
@®

d’ou
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(W) (2, f*) + (w3) (, f*) = %exp (K@) [f" (z =) + [ (z +¢)] — exp (eK(x)) [~ (2)

5 exp K@) £ () + 5 exp (1= K@) f (2)

+y [ K@ew (@9 K@) () - £ (@) ds
0

+% / K (z)exp ((s —z) K(2)) [ (s) — [ ()] ds
r+e

+5 / (;ﬂeXp(nK(x))) \n=(z—s)f" (s) ds

0

1
1

-5 / (889@ exp (17K(:c))> \p=(s—z)[" () ds

x+e

et quand € — 0, on obtient
Tim () (. ) + (w5) (2, )

= e K@) £ () + 5 exp (1 - D)K (@) f* (2)

3 / K (z)exp (o 5) K@) [ (5) = f* (@)]ds

DN =

4 / K (z) exp (s — 2) K(2)) [f* (5) — £ ()] ds

—_

4 / <exp (K (z )\n_(z_s>f* (s)ds

0

1

_5/ ((?azexp(nK( ))) \n=(s—2)f* (s) ds

x

tous ces termes sont bien définis grace aux propriétés des semi-groupes, I’hldérianité de f* et 'hypothése

(2.6) -

Finalement, on déduit que
V) = e K@) £ (@) + 5 e (- 2K (@) £ (@)

+s / K (@) exp (= ) K () (1 (5) = f° () ds
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1

_ / (;exp (nK(a:))> \ie(s—a)f* () ds

X — 2
4m//e bl aazg (K () —2)"" £ (s) dzds

z
0T,
exp ((s — x) z) 02 1 e
~Zin // . 3x2 (K(z) — 2I)"" f* (s) dzds,
x Fl

par conséquent
v (@ f) + Q@) v (@, f7) = f7 () + Va2, f7),

ou

/ ( exp (nK (z)) > \n=(o—s) " (s) ds — ] <68$ exp (nK(m))) \n=(s—a) f* (5) ds(2.39)

xp ((z —s)2) 92 B
4@7r//e . 3332 (K(x) —2I)"" f* (s) dzds

z
0Ty
exp ((s — ) z) 0? —1 s
~ L // p, 8x2 (K(x) —2I)"" f*(s) dzds.
r I'y
En utilisant ’hypothése , on obtient
{ Va(0,f7) € D(K(0)) = D(Q(0))
Va(1,f7) e D(K (1) =D(Q(1))
D’aprés les calculs précédents, on obtient
Op (v (., f%) (z) = f* (z) + VA (f7) (2) + Wx (f7) (2). (2.40)

) e ¢ ([0,1]; X) et f* € CP ([0,1] ; X) alors la fonction 2 — Op (v (., f*)) (z)
1: X).

Comme Vy (f*) (z)+Wy (f*) (=
appartient a C™in(8n+v—1) ([o,

2.4.5 L’équation vérifiée par la solution et sa résolution

En vertu de tous les calculs précédents, on déduit que la représentation donnée par (2.21)) satisfait 1’équation
abstraite suivante

u'(2) + B(z)u () +Q () u(z) = Op(u)(z) (2.41)
= [Fx(z)p+Gr() ¢l +[9x (2) Y +Tx (2) ]
+ [Mx (f7) (z) + Na (f7) (2)]
+ VA (f7) () + W (f7) (z) + f* (2)]
= f(z), pourze]0,1].

Pour déterminer la fonction inconnue f*, on utilise le résultat suivante (voir [5] )
Lemme 2.8 Sous hypothése (2.3), il existe a constante C > 0 tel que
C

O
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pour tout X > 0,2 € Ty, r/2,, 0 €[0,1] et
_ 1/2 < B 1/2
H( A(z) + M) exp (y( Ax)+A) )HL(X) _Cexp( WYA )

pour w > 0 et pour tout k € R, y >0 et A > 0.

Maintenant, on a le résultat suivant

Proposition 2.5 Soient ¢ € D ((K (0))*), ¢ € D ((K (1))2> et f€C?([0,1];X) (0 <6< 1), on suppose
que les hypothéses (2.3)) , (2.4) , (2.6]) et (2.11]) sont vérifiées et que u donné par (2.21)) est une solution stricte
du probléme (2.1) — (2.2)). Alors la fonction f* € C([0,1]; X) vérifie I’équation

U+R)U)O)=FO)-F()e—=Gr()p=5Sx()Y—=Tx(), (2.42)
Ry (f7) () = (Mx) (f*) () + (N2) () () + (Va) (F) (O + (W) (FF) () -

De plus, il existe \* > 0 tel que pour tout X > N*, lopérateur (I + R)) est inversible dans C ([0,1]; X) et
donc f* sera donnée par

FYO=T+R)T()=Fr()e—Gr()p—Sx () —Tx () Y]. (2.43)

Preuve.

Pour avoir (2.42)) , il suffit de voir (2.41]) sa résolution dans I'espace C ([0, 1] ; X) , on doit éstimer [[Rx (f*) ()|l ((0,1]:x))
pour A > 0 assez grand.

Par exemple, on estimer les termes écrits dans V) (f*) (x) (voir (2.39))).
On a

Ve s = / (e (et \5—@:s)f*(S)dS—]<£cexp(€K(w))> e (5)ds

xT

< . 2
4m//e p((z=>s) 5;2 (K(z) — 2I)7" £* (5) dzds

z

X — ) 02 _
4m//e p((s =) W (K(z) — 2I)7" £* (5) dzds

V4
IFl
= Ri+ Ry + R3+ Ry.

De l’estimation ([2.24]),on obtient

C

N 1 ey s

1Ballx <

de méme pour Rs, tel que

C

[ Rzl y < N 1 lex) -

Pour le terme R3, on utilise la formule (2.16)) et ’identité de la résolvante, donc

—ﬁ//exp((x—s)z) (K(x)—zI)A%K(x) (K(x)—zl)_lf* (s) dzds

2K (2))-1 )
//exp x—S) d ([22( ) (K (z) —2I)"" f*(s)dzds
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1 exp((w—s)z) (K ()" . o
_ // f*(s)dzd

dim z d?z
0T
—%//exp ((x —s)2) % (K (z) — )" %K () (K (z) — 2I) " f* (s) dzds

0T,
= R31 + R3z + R33 + Raa.

On remarque que Rs3 = 0.
Concernant le terme R3;, on utilise la propriété (2.25) (voir [I2]) et le remarque (2.2)), alors on obtient

C e
[Rs1llx < i 1 o)

de méme pour Rss.

Pour le terme R34, on a
c .
NEEE=E 1f ||c(X) :

D’une maniére analogue, on traite les opérateurs Ny (f*) (z).(voir (2.35)), M (f*) () (voir (2.37))) et W (f*) (z)
(voir (233)).

En conclusion
B (f7) @)llx = M (f) (@) + Na(f) (@) + Va (f7) (2) + Wi (f) (@) x

c 1 1 1 1 1 .
A(vtn=1)/2 + \Y/2 + A=) + N + N I1f ”C(X)

[ Raallx <

IN

Donc Ry € L(C([0,1]; X)).
Ainsi, il existe A* > 0 tel que
VAZ N, Bl Leqogx)) < 1-

Par conséquent (I + Ry) est inversible et (I + Ry) ™" existe pour tout A > A* dans C ([0,1]; X) et on obtient
243).

Dans ce qui suit, on aura besoin du résultat suivant concernant f* (0) et f* (1).

Proposition 2.6 Soient ¢ € D ((K (0))2 , Y eD ((K (1))2> et f€C?([0,1];X),0< 6 < 1. On suppose

les hypotheses (2.3]) , (2.4) , (2.6) et (2.11) sont vérifiées et u donné par (2.21)) est une solution stricte du
probléme (2.1)) — (2.2)) alors que

f1(0)=f(0)+ % (K () \e=oK (0) o+ @ () + 70 (", 9)
D5 (p) € D (K (0)), 7o (f*,4) € D (K (0))
et
fFA)=r1)+ % (K ()" ezt K (1) 4 + ®F () + 711 (F%,9)

®1 (v) € D(K (1)), ri(f*,¢) € D(K (1))
De plus f* € C?([0,1]; X) ot B =min (§,n+v —1).
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Preuve.
On a

JH(0) = f(0)=Fx(0) =G (0) =S (0) =T (0) ¥ = M (f*) (0) = Na () (0) = VA (f*) (0) =W (f*) (0) ,

TO=FM)=F@)e-Gx(1)e-S (1) —Tx (1) =My (f*) (1) =Na (f7) (1) =Va (f) ) =Wx (f*) (1)

Le terme

=Sx (0) ¢ = Tx (0) ¢ — M (f7) (0) = N (£7) (0) = Va (£7) (0) = W (f*) (0) := 7o (f*, %))

avec 1o (f*, ) € D (K (0)),
et on a

—Fx () =G () = My (f7) (1) = Nx (f7) (1) = Va () (1) = Wa (f*) (1) =1 (7, )
telle que r1 (f*,¢) € D (K (1)).

On a vu que
dQ

- (K () \amoK (0) ¢,

Fx (0) o+ G2 (0) o = @5 ()
ot @ (¢) = Vo (@) + Vg (), donc

d2

a2 (@) \a=oK (0) ¢ — 5 () + 70 (f*,¢).

fr(0)=75(0)+

avec @ (¢) € D (K (0)).
Grace a (2.33)), on obtient

S ()6 T3 (1)1 = 8 () — 3 (K () e K ()
o @5 (1) = ¥ () + W5 (1), donc
P = )+ g (K (@) Nt (1)~ 85 () 471 ()

avec @3 (1) € D (K (1)).

On sait que, sous des résultats précédent la fonction
z— Fx(2) o+ Gx(z) ¢+ Sx () + Tn () + My (f7) (2) + Na (f7) () + VA (f7) (@) + Wi (f7) (2)

appartient a l'espace C"T°~1(]0,1];X), on déduit donc que si f*existe elle appartient nécessairement a
I'espace C7 ([0,1]; X) ot f = min (n+v —1,6).

2.4.6 Reésultat essentiel d’existence et d’unicité de la solution stricte
Théoréme 2.1 Soient ¢ € D ((K (O))z), Y eD ((K (1))2) et f€C?(]0,1];X), (0 <8 < 1).0n suppose

que les hypotheses (2.3)) , (2.4)) , (2.6) et (2.11) sont vérifiées. Alors il existe \* > 0 tel que pour tout X > \*,
la fonction u donné par (2.21) est la solution stricte unique du probléme (2.1) — (2.2]) si et seulement si

dx?

F)+ (K (1) + % (K (@)™ \em K ()y € D(K (1)) = D(Q(1))

2
{ F(0) + (K (0)" ¢ + st (K (2)) " \a=oK (0) p € D (K (0)) = D(Q(0))
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Ce résultat peut s’écrire sous la forme suivante en utilisant les opérateurs A (z) .

Théoréme 2.2 Soient ¢ € D ((K( ))2), z/J €D ((K( ))2) et f€C?(0,1];X), (0 <@ < 1).0n suppose
que les hypothéses . , . , . ) et (2.11)) sont vérifiées. Alors il existe \* > 0 tel que pour tout A > \*,
la fonction uw donné par est la solution stricte unique du probléeme (2.1) — . si et seulement si

F(0)—A(0)p+ ‘% (A= A@) " \amo (A = A4(0))/* p € D (A(0))
F1) - <>w+d—<A A@@) VP \ast A= A1)y € D(A(D))

Preuve.
Onedoi‘? vérifier que la représentation suivante
u(@®) = Y@ - e (2~ 20)K (@)]exp (oK ()¢
Y (@) [T~ exp(22K ()] exp((1 ~ 2)K (2)) ¥
i / exp((z +5)K () (K (@)™ 1 (5)ds
0
S [ a2+ 0 - 9K (@) (K @) £ (5)ds
0
SO [epl@— o - 9K (@) (K @) £ (5)ds
0
S [exp@ =0+ 9K @) (K @) 1 (5)ds
0

1

s [ [explle =)k @) (K @) £ (5)ds+ [ exp((s — 2K (@) (K (@) 1 (5)ds
0

T

est une solution stricte de probleme (2.1)) , (2.2)). Il suffit de considérer le cas ) = 0 et de montrer que

zr— Q@) u(z) = — (K ())*u(z) € C([0,1]; X)
On a

(K (@)% u(@) = Y (2)[I—exp(2—20)K ()] (K () exp (zK (z)) ¢

x

HE @) o £+ 5 [ K@ ep((o - 9K @) (77 () - 1 (@)ds

0

/ K (@) expl(s = 2)K (2)) (f* (5) = f (&) ds + 5 exp(@K () ()

+26Xp((1—x) @) () = [ (2).

D’autre part, pour m (z, f*), on va considérer seulement le premier terme (qui peut avoir une singularité en
0, les autres termes sont réguliers quand on leur applique (K (z))°.

Donc
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(K ()" m (z, [*)

= TR [ op((a+ 9K @) (7 (5) — 1 (0)) ds
D fop(ak (2) ~ Dexp(eK (@) £ (0) + B (2. 17).

avec

T [ a2 -0 = ) (2) (K )7 1 (5)
+Yéx) /O exp((2 — z + 5)K () (K (2)) " f* (s) ds
Par conséquent
(K (x))Q w(z) = Y (z)[I—exp((2—22)K (2))] (K (m))2 exp (zK (z)) p + %QXP(HJK () f* (z)
_%x) lexp(zK () — I] exp(zK (z) f* (0)
Y (x)2K = /exp((x +8)K (2)) [f* (s) — f7(0)] ds

0
T

R (2, %) + 1/K (z) exp((z — ) K () [f* (s) = 7 ()] ds

0

[\

45 [ K @ expl(s = o) @) £ (5) - £ (2)] s

Les quatres derniers termes sont continus sur [0,1]. On regarde les trois premiers termes.
On a

Y (@) [ - exp ((2 = 22) K (2))] (K ()" exp (2K (2)) ¢ + %exp(xK (@) f" (x)

Y (z)
2
Y () [T — exp (2 - 20) K ()] = 1) (K (2))” exp (2K () ¢

+ (K () exp (2K () ¢ - W

5 D (L ) () £(0) + 5 exp (@K (@) [F* () — £ (0)] + exp (oK () £ (0).

exp(z K (2) — I] exp(zK (x) f* (0)

[exp(zK (z) — Ilexp(zK (x) f* (0)
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Il reste a étudier le terme
(K (2))? exp (2K (z)) ¢ + exp (zK ()) £* (0).
On a
(K ()% exp (2K (z)) ¢ + exp (zK (z)) £* (0)
z))* — (K (0))2) exp (2K (z)) ¢ + (K (0))* exp (2K (z)) ¢ + exp (¢ K (z)) £* (0)
x))* = (K (0)) ) exp (zK () ¢ + (K (0))° [exp (zK (2)) — exp (xK (0))] ¢

+[exp (2K (2)) — exp (zK (0))] £7 (0) + (K (0))* exp (zK (0)) ¢ + exp (zK (0)) £* (0)
= a+b+ct+d+e.

I
’QQ

On sait que
((K (a:))2 — (K (0))2> exp (zK (x)) ¢ — 0, quand = — 0,

(K (0))? [exp (2 (2)) — exp (2K (0))] ¢ — 0, quand = — 0,
c € C([0,1];X) et pour le terme d + e, on obtient

d+e = exp(@K (0)[(K(0))+f (0)]

r 2
= oxp (@K (0)) [(K(0)* + £ (0) + % (K (2)) " \a=oK (0) 0 + 65 () +70 (f*, ¥)

r 2
= oxp (@K (0)) [(K(0)* + £ (0) + % (K ()™ \a=oK (0) 0| + exp (zK (0)) (65 () + 7o (7, ¥))

= a+p.

On a d’aprés le lemme (2.4)), 8 € C ([0,1]; X) et pour « on a :
2
a € C([0,1]; X) si et seulement si f (0) + (K (0))* ¢ + % (K (2)) " \omoK (0) p € D(K (0)) = D (Q (0)).

De la méme maniére, on obtient la condition de compatibilité en 1.




Chapitre 3

Exemple

On donne ici un exemple concret ol on appliquer tous les résultats précédents.

Soit X = C'([0,1]) muni de sa norme du maximum,
a,be C*([0,1]), k€]0,1[, a(z)>0
et

min b (x) > 0.
x€[0,1]

On définit la famille d’opérateurs linéaires fermés (—A (x))l/ 2

{ D (= (-A@)"?) = {e e C>(0,1]) : a () 9 (0) = b(2) ¢ (0) =0, (1) =0}
(4@ ¢) (1) =¢" (). y€ 0,1

ce qui implique

pour tout z € [0, 1] par

D(A(g;)):{ p € C([0,1]) s a(x) ¢ (0) - b(x?@/(o 0, }

@' (1) =0, a(z)¢”(0) —b(x)¢" (0) =0, ¢" (1) =0
(A(@) ) () = =™ (y), y € [0,1]

~
~

De plus, on a
D(A@) =D ((A@)"?*) ={peC,1], (1) =0} £ X
et donc D (A (z)) n’est pas dense dans X.

On définit la famille d’opérateurs linéaires bornés B (x)me[o’” par

D(B(z))=X

(B(2)¢) (y) =c(z)p(y)
ot ¢ désigne une fonction dans C* ([0,1]).
On considére ainsi le probléme concret suivant
82u 8u 0*u

a(x)u(m,O)—b(x)g—z(x,O) =0, z€(0,1)

(P) ()Z (z,0) — b()gZ(:co) 0, z€(0,1) ’
1) = gZ(aﬁl) xz € (0,1)

( y)=¢),u(ly)=¢(y), ye(0,1)
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ot f € C?([0,1] x [0,1]; X).
Pour obtenir 1’écriture abstraite du probléme (P) on utilise la notation vectorielle usuelle suivante

pour la solution u et le second membre f.

Alors, on a

Les hypotheses (2.5) , (2.6) , , , (2.9) , (2.10) et (2.11) sont vérifiées pour les familles des opérateurs

(B ()),ep0,1 €t (A (x))xe[o)l] . La Vériﬁcation des ces hypothéses est trés techniques, on se limite & démontrer
(2-5) et (2.6).

Vérification de ’hypothése (2.5) :

On posse — (—A (av))l/2 = K (z), on ressoud le probléme

¢ (y) — 2o (y) =
()sO() b(z)
p(1) =

Y (y)
¢ (0)=0 ,

alors la solution s’écrit sous la forme

[(— (—A (m))l/Q_zI)lgb} (v) :/K\/z(y,x,s)w(s)ds,

0
sinh/z (1 — y) [a (z) sinh \/zs + b (z) /z cosh /zs] §0<s<y
K (goms) = vz [a(x)sinh \/zs + b () /2 cosh /zs] -
VERRT sinh v/z (1 — ) [a (z) sinh \/zy + b (z) v/z cosh v/zy] Sy<s <1
Vzla(x)sinh \/zs + b (x) y/z cosh /z5] - -
De plus
coshRe v/z (1 — y) coshRe v/zs a(z)+b(z)|Vz] sis<y
[Vz] [a (z) sinh/z + b (x) v/z cosh /7] -
|Kﬁ(y7x,s){§ LR ’
coshRe v/zy coshRev/z (1 — s) a(z)+b(z)|Vz| Siy<s
[vz] [a (z) sinh \/z + b (z) y/z cosh /7] -
donc

1

a (@) +b(@) |Vl

Z|Kﬁ(y,x,s)|ds < [coshRe/zycoshRev/z (1 — s)] Ro V2]Vl o (2) sinh /2 + b () V2 cosh 3]
_ sinhRe /z (a () + b (z) |/2])
Rev/z|v/z| |a (z) sinh/z + b (x) /7 cosh y/Z]
sinhRe vz (a (z) + b (2) |v/z])
Re+/z |\/z|sinh Re/z (a (z) + Re | /2| b(z))
puisque

|a (z)sinh v/ + b (z) v/z cosh v/z| > sinhRe v/z (a () + Re |v/z| b(z)) . (1)
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D’ou pour ¢ € X,
%

2|

H (— (—A(x)"/? - zI)i1 wHX < sup] K /2 (y,a,)| ds <

Vérification de ’hypothése (2.6 :
On a

waw—urwuw=/Kﬁ@www@m&

Grace a 'hypothése de différentiabilité des fonctions a, b, on a

1
d 1 . a(z)b (z) —a (z)b(z) :
— (K (xz) — 21 = —sinhvz (1 — sinhz (1 —s s) ds,
5 @) =207 ) Va( ”mmwmﬁ+wmﬁwmﬁf! (1-5)% (3
d’ou
g z) — 27t sinh/z (1 — a(2)¥ (z) —d (2)b(z) 1sin z(l1—s s)ds
lé’x(K() D wa : bvz(1-1) (a(sc)sinh\/g—kb(x)\/gcosh\/gfo/ he el .
|sinh /2 (1 — y)] sinh Re /2 1l
sinhRe /2| |a (z) + Re y/zb (z)]> Revz X
1
< Cm”ﬂ)”x
< Zllx
< ool

pour tout z € L'y, /2., avec v € |1/2,1].
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