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Introduction

La théorie du calcul fractionnaire et ses applications joue un role trés important pour résoudre
les équations différentielles ou intégrales d’ordre fractionnaire.

La matrice opérationnelle d’ondelette de Haar est 1'une des méthodes qui donne une solution
numérique a ces équations.

Ce mémoire est constitué de quatre chapitres.

On définie dans le premier chapitre, les notions principales de la théorie de calcul intégral
fractionnaire et de la dérivation fractionnaire au sens de Riemann -Louville. Dans le deuxiéme
chapitre, on introduit les ondelettes de Haar et leurs propriétés importantes comme la série de
Haar ,la matrice de Haar,..etc.Dans le troisieme chapitre ,on définie 'intégral de I'ondelette de
Haar puis on cherche une approximation de cet intégral par la matrice opérationnelle .Ensuite
on définie la matrice opérationnelle d’ordre fractionnaire de I’ ondelette de Haar qui nous aidera
a résoudre les équations différentielles ou intégrales.

Dans le derniére chapitre , on utilise toutes les notions définies dans les chapitres précédents

pour étudier un probléme physique par la résolution d’une équation différentielle.



Remerciements

Avant tout, je remercie Dieu le tout puissant de m’avoir donné le courage et 'effort pour
finir ce travail.

Je tiens tout d’abord & adresser mes plus vifs remerciements 8 Monsieur Sidi Mohamed Bahri
mon encadreur qui m’a guidé dans ce travail, pour son aide continue, ses encouragements sans
cesse et ses conseils précieux .

Je n’oublierai pas de remercier également Mr S. Gala pour avoir accepter de présider mon
jury. Je tiens aussi a remercier Melle Dj Bensikaddour pour avoir accepter d’examiner ce travail.

Je remercie I’ensemble des enseignents du département de Mathématique et informatique &
I'université Abdelhamid Ibn Badis -Mostaganem. Mes remerciements s’adressent a tous ceux
qui m’ont poussé vers la réussite, en particulier:

mes parents, mes fréres et sceurs.



Chapitre 1
Calcul fractionnaire

Le calcul fractionnaire devient de plus en plus important dans plusieurs domaines de la science
et la technologie. Dans ce chapitre, on introduit la théorie de la dérivation fractionnaire au sens

de Riemann -Louville qui est la plus connue et la plus répandue.

1.1 Préliminaires

1.1.1 Quelques Définitions

Avant d’approfondir notre étude de la théorie du calcul fractionnaire et de 'ondelette de Haar,

il est indispensable de définir quelques concepts mathématiques fondamentaux.

Définition 1 (Fonction mesurable) Une fonction mesurable est une fonction continue presque

par tout .

Définition 2 (Produit scalaire) Soit f, g :[0,1] — R deuz fonctions mesurables . On définit

le produit scalaire de fet g par

(f,9) :/0 f(z)g(z)dx.

Définition 3 (Fonctions orthogonales ) Soit f,g:[0,1] — R deuz fonctions mesurables.On

dit que f et g sont orthogonales si

(fig9)=0.

En utilisant ce produit scalaire, il est possible de définir une norme et une distance.



Définition 4 (Espace L%(X,u)) Soit X un espace mesuré o— fini . Nous disons q’une fonc-

tion mesurable f, définie presque partout dans X, appartient a L?(X, ) si l'intégrale

nﬂfszﬂ@Fm

est finie.

Définition 5 (Le produit de convolution)

Soit f € L'(R)et g € L*(R),le produit de convolution de f et g, notée f * g est définie par:

f*mw:/}@—mmmm.

Théoréme 1 (Inégalité de Schwartz ) Pour tous vecteurs x, y dans un espace vectoriel H

muni d’un produit scalaire (., .)l"inégalité suivante est vrais

N|=

(@, y)| < (z,2)% (y,y)7 .

Définition 6 (Suite orthonormeée)

Une suite (f,)n>0de vecteurs dans L*(X, u) est dite orthonormée si

<fn> fm> = 5n,m

avec
lssm=n

5nm: .
0sim#n

)

Définition 7 (Fonction a plusieurs blocs) On définie la fonction & plusieurs blocs(FPB)
b;(t) par :

1 si L <t< @ o
bi(t) = mn ™ aqueci=1,m—1,
0 allieurs

les fonctions bi(t) sont disjointes et orthogonales.

Théoréme 2 (Théoréme de Fubini)

Soient (a,b, c,d) € Ritel que a < b et ¢ < d, f une fonction continue défini par :
f:a,b] x [c,d] — R.

Alors [ est intégrable sur [a,b] X [c,d] et:



/ab (/Cdf(x,y)dy> da = /cd (/abf(x,y)dx) dy. (1.1)

1.2 Fonction spécifiques de calcul fractionnaire

Ces fonctions jouent un roéle trés important dans la théorie de calcul fractionnaire.

1.2.1 La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler qui prolonge

le factoriel aux valeurs non entiéres.
Définition 8 (La fonction Gamma )
La fonction Gamma d’Fuler est définie par | “intégrale suivante:

+oo
['(z) = / e 't*7tdt, (Rez > 0). (1.2)

0

Le graphe de la fonction I'(2) pour z = z € R est tracé sur la figure ci- dessous:

y

257

U

Figl La fonction Gamma

Les propriétés de la fonction Gamma

1. Une propriété importante de la fonction I'(z) est la relation de récurrence suivante :

['(z+1) =2I'(2), (Rez > 0). (1.3)



2. La fonction Gamma d’ Euler généralise le factoriel ,en effet

I'(z+1)=n!, ¥n € N*,(Rez > 0). (1.4)

3. Si—-1<z<0alors 0 < 241 < 1donc I'(z + 1) est bien définie et

I(z) = @ (1.5)

4. lim I'(2) = 400, ['(1) = 1.

z—0t

5. Pour toutes les valeurs entiéres négatives de z, la fonction Gamma est infinie, c’est a dire,

I'(-1),I'(-2),..I'(—n), ...sont infinies.
1.2.2 La fonction Béta

Définition 9 ( La fonction Béta d’Euler )

La fonction Béta d’FEuler est définie par l’intégrale suivante:

+oo
B(z,y) = / t*1v=1dt, (Rex > 0,Rey > 0). (1.6)
0

La relation entre la fonction Béta d’FEuler et La fonction Gamma d’FEuler est donnée par

L)l (y)

Bla.y) = I'(z +y)

(1.7)
Remarque 3 La formule (1.7)permet de simplifier le calcul de la dérivation fractionnaire et de
lintégration fractionnaire.

1.3 Théorie de Riemann-Liouville

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est la plus connue et répandue ,nous allons

définir d’abord l'intégrale de Riemann-Liouville.



1.3.1 Intégrales de Riemann-Liouville
Intégrales d’ordre arbitraire

On commence par examiner une formule qui donne des primitives successives d’une fonction
continue.

Soit f une fonction continue

f:a,b— R.

Une primitive de f est donnée par

(1)) = / f(t)dt.

Pour une primitive seconde on aura

(fff)($)=7 S/f(t)dt ds. (1.8)

Le théoréme 2 de Fubini ramene l'intégrale double (1.8) a une intégrale simple

T

(I2f) () = / (x — 1) f(t)dt.

a

Puis par itération sur n, on obtient

(=t

(2 = [ T s

a

Définition 10 Soit f une fonction continue f : [a,b[— R.On appelle intégrale de Riemann

-Liouville de f l'intégrale suivante:

(12 fz) = ﬁ / (z— 1) f(t)dt (1.9)
Lo
- mt F(t) (1.10)

ot «v est un réel (ou méme complexe) convenablement choisi .



Remarque 4 La formule (1.9)est (du moins formellement ) une généralisation de la niéme

!

primitive avec 'ordre de "primitivation " o non entier.

Exemple 1 Considérons la fonction f définie par:

f(z)=(z—a)’,B>0.
L’intégrale de Riemann -Liouville de f est donné par:

T

"‘av—afj:L x— )"z —a)’dt.
Ia-a = g [0 e = o

a

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement de variable suivant

t=a+ (x—a)r,

d’ ot

]3(x—a)6 = —F(—a)/<1 —T)a_lTﬂdT

apres utilisation de la relation (1.3).

Pour a =1, on a

L(B+1)

L(B+2)

(z —a)”
g+1

INz — a)’

a ('I - a)ﬁ
a cause de la relation(1.3) .

Proposition 5 Soit f une fonction continue & support compact i.e. f € C°([a,b]).

1. Pour a, 8 complexes tels que Rea > Oet Re 5 > 0 on a

1212 f) = I, (111)
2. Pour Rea>1 on a
d
—Jof =]o1f 1.12
SIf =1 (112)



3. Et pour Rea >0 on a

lim (I5f)(z) = f(z). (1.13)

a—0t

Preuve.

1. La démonstration s’obtient par calcul direct en utilisant la fonction Béta d’ Euler ( 1.6).

En effet

12 P))(@) = ﬁ / N — ) I f) (5)ds
= ; ’ sx—sa_ls— A1 s
=m0
1 T S
1

_ x—s5)* s — )" 1ds]dt.
r(@r(a)/a >[/a< o (s — £)°ds)dt

On pose s =t + (z — t)7, alors

I ) = m / ' f(t)%(m _ gy
1

- - ’ T — a+p4-1
Sl GG

= (I"7f)(x)

d’ot le résultat.

. La deuxiéme identité se justifie par les théorémes classiques de dérivation d’une inté-
grale dépendante d’un parameétre et 'utilisation de I’équation fondamentale de la fonction

Gamma d’Euler (1.3) pour z = a — 1:

I'a) =(a—1DI'(a —1).

. Pour la derniére identité , soit f € C°([a, b]) alors

(1) (x) = ﬁ / (z — )21 F (1)t

a

et grace a I'exemplel, on a

(z —a)’

(1) =525

—>B"01



d’ou

x x

e (ZE—O&)ﬁ 1 Tz — )t . 1 r—H* 1 (r
N -5 = e / (@ = 0 = s / (& — 1) ()
1 | a—1
< =0T O - @)

- 7 / (x— ) | f(t) — f()| dt

+ﬁ / (— 0 () — f(a)) dt

r—0

D’une part, f est continue sur [a, b],donc pour tout x et t dans [a,b],
Ve>0,30>0/t—z|<0=|f(t) — flz)] <e,

ce qui donne

[0 - swlar < [ @—ora ==
r—0 r—09
D’autre part,
z—0 z—08
/ (r— O () — f()dt < / (& — O (L FO)] + 1 (2))dt
< 2521[31%]‘]0 \/ )* T dt, Y € |a, b

o (u 5“>avecM_ sup |£(€).

o o ¢€la,x]
d’ou

(a: _ a)ﬁ—H

([gf)(.f) - F(ﬁ‘i‘ 1)

f(x)’ < [£6% +2M ((z — a)™ — 0%)]

al'(a)

IN

NEE 0% 4+ 2M ((x — a)* — %))




En faisant tendre o vers 0, on obtient pour tout & > 0

: « (:E — Oé)ﬁJrl
a{%ﬂ (L (@) - Wf@?) ¢
c’est a dire pour tout € > 0 :
: e’ (ZE — a>ﬁ+1
Q1L%1+(Ia @) = Wf@) <e,

Donc

lim (I3 f)(z) = f(2).

a—0t

1.3.2 Dérivée de Riemann -Liouville

Définition 11 Soit o €)m — 1, m| avec m € N\ {0}.On appelle dérivée d’ordre o au sens de

Riemann -Liouwille la fonction définie par

0z = (o) [ese). (114

avec 1"~ lopérateur intégral fractionnaire (1.9).

Exemple 2 Soit f(z) = (v — a)? avec B > 0.

On a:
d m
o o B — _
D (z —a) < dx)

TB+1) T(B+1+m-a)

( r'p+1)
F'G+1+m—a)

(x — a)ﬁ tm-a

alors

Diw—a) = TB+l+m—a) T(B+1-a) (2= a)”
_ F(ﬁ + 1) (ZL‘ . a)ﬁ—a
- T(B+1-0a)

ol nous avons utilisé la formule

(%) (=@ = A= DA —m+ Dw —a)* " = = PA+D ) gpm,

(A—m+1)
Il est claire que la formule de dérivation (1.14)se réduit pour o = 1a

s _L(B+1)

D} (z — a) NG

a

(x —a)’! = %(x —a)’.

10



Dans l'exemplel ,si on prend 3 = 0 ,on obtient le résultat suivant :

(x —a)™®

DYl = ————.
“ 'l —a)

Remarque 6 La dérivée de Riemann-Liouville d” une constante n’est pas nulle.

Lemme 1 Soit a €]m — 1, mlet f une fonction vérifiant DS f = 0(appartenant au noyau de
Uopérateur D) .
Alors

m—1

I'(j+1)
CJ —
I'G+14+a—m)

(z — a)ltem (1.15)

ot les c; sont des constantes quelconques .

Preuve. En partant de de la relation

Dz = () 1) -

on a d’abord

~
3
Q
=
—~
K
N—
I
Qﬁ
—~
K
|
=
SN—
<

(L)) =) oli (v — a)’).

En tenant compte de la relation (1.5) jon aura

m—

L") Z r(j + 1 + a) TGrita) o

=0

Ensuite par dérivation classique et en utilisant le fait que

d\" (A +1) .
(@) (9c—a)A——F()\_I_l_m)(x—@)A :

on aura le résultat. U

Proposition 7 L’ opérateur de dérivation de Riemann Liouville DS posséde les propriétés suiv-

antes:

11



1. D¢ est linéaire.

2. lim (D2f)(x) = fD(2)et lim (D2f)(x) = [ (x).

a—>m—1 a—<«m

3. D% o I =id.
a a o m—1 (z—a)i—mte
4' [(]a © Da)f](‘r) - f([E) - Zj:O T(j—m+a+1)
Corollaire 8 Si 0 < a < let f de classe C([a,b]), alors
(10 D2)f = . (1.16)
Lemme 2 Soit f continue sur |a,b] et o > 0,alors:

lim (I°f)(z) = 0. (1.17)

a—0

12



Chapitre 2
Les ondelettes

Les ondelettes sont des fonctions simples utilisées pour décomposer une fonction réelle (signal)
en une combinaison linéaire de fonctions élémentaires: ondelettes de base. Il existe plusieurs
familles d’ondelettes : Ondelettes de Haar, Daubechies, Shannon, CAS, etc. Dans ce chapitre,
nous présenterons la plus ancienne et la plus simple de toutes les familles d’ondelettes : les

ondelettes de Haar .

Définition 12 Une ondelette est une fonction 1 € L*(R) de moyenne nulle c-a-d

/ B()dt = 0, (2.1)

de plus
¥l 2 =1, (2.2)

Y est dite ondelette mere.

Remarques

1. La condition (2.1) signifie que 1 est oscillante et de moyenne nulle.
2. La condition (2.2) signifie que )*ne s’annule pas.

3. 1) peut étre a valeurs complexes.

4. 1l existe de nombreuses ondelettes meéres 1) possibles.

Exemple 3 Ondelette "Chdapeau Mexicain"

W(t) = (%wi> (1) exp (%2> .

13
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Fig 2 Ondelette de Chdpeau Mexicin

Ondelette de Morlet

025 T

Fig3 Ondelette de Morlet

2.1 Base d’ondelette

Les ondelettes de base sont des fonctions obtenue a partir de 'ondelette mére 1(t) avec les

supports dans les domaines fréquentiel et spatial (ou temporel) sont bornés.

14



Localisée et oscillante, 1(t) engendre les autres ondelettes v, ,(t) lorsqu’elle est contractée

et translatée par un parameétre b. Les ondelettes ainsi générées sont définies par:

Gas(t) = %w (

ol a est le parameétre d’échelle ou de dilatation et b le parameétre de translation .Une ondelette

t—>
a

) avec a > 0,be R (2.3)

est seulement une copie translatée représentée dans une autre échelle d’ une fonction unique ) (t)
appelée ondelette -mére.
Dans le cas ot a et b sont discrétisés de la maniére suivante:

a=ay' et b=nbpay" avec ay > 1 et by > 0 fixés et appartenant & Z, alors

Vo (t) = j@@b (%t - nbo) : (2.4)

Remarque 9 ¢, , et ¢, . sont dites ondelettes filles.

2.1.1 Analyse Multi Résolution (AMR)

L’ analyse multirésolution a été introduite par Mallat(1989). Cet outil mathématique permet

de calculer des approximations successives d’une fonction a des résolutions spatiales différentes.

Définition 13 On dit que la suite (V;);czde sous espaces emboités de L*(R) est une analyse

multi-résolution de L*(R) si les conditions suivantes sont vérifier
1. V; CVjn,j €L
2. feV;ssi f(2) € Vi
3. NjezV; = {0}.
4- UjenVj = L*(R).

5. Il existe une fonction Yen Vy telle que {1p(- — k), k € Z} ez forme une base orthonormé de

V.

2.2 L’ ondelette de Haar

L’ ondelette de Haar est une ondelette crée par Alfréd Haar en 1909. C’est la premiére ondelette

connue. Elle est la plus simple & comprendre et & implémenter.

15



Elle est définie par:

IN

t

VAN
= e

() 1 s 0
1 p—
-1 si 3<t<

(2.5)

Les ondelettes de Haar de base sont des fonctions dilatées et ou translatées de 'ondelette

meére h :

aveci € Net 0 < j < 2™

La famille {%; ;}, ;forme une suite orthonormée dans L2[0,1].

On peut écrire les ondelettes de Haar de base sous la forme simple suivante :

(. 2j—2 25— 1
22 sl te€ W,W 5
b =1 or 2j —1 2j
() —22 si te [—2”1 Yot |
| 0 s t¢[0,1].
y 17
05T
f o t {
-05 0 05 15
X
05T
-1

Fig4: Ondelette mere de Haar hy (%)

Pour faciliter I’exposé, nous allons utilisé les notations simple suivantes :

Notation 10 Pour tout r € N*, il existe un unique couple (i,j) € N?telque

r=2"+j-14i=0,1,2,..5 € {1,2,3,..,2'},

16
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(2.8)



alors, en posant
h,(t) = h; ;(%), (2.9)

et

J, = : =0,-,1,;
avec u 5

Pexpression (2.7) prend la nouvelle forme suivante:

1 J <t< J;
h(t) =19 =1 Ji<t<, (2.10)
0 atlleurs.

De méme, on définie la fonction échelle de Haar (ondelette pere) hg(t) par:

1,0<t<1
ho(t) = (2.11)

0, ailleurs

05T

05T

Figh Fonction échelle de Haar h(t)

Le tableau suivant définit les parameétres i et j des huit premiers ondelettes de Haar :

r 0 1
ondelette de Haar h() (t) hl (t) hg (t) h3<t> h4 (t) h5 (t) h/6 (t) h7 (t)
0
1

i

0
j 0

Exemple 4 L’ondelette de Haar hs(t)

17
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1+ —_—

Fig6 Ondelette de Haar hy (1)

2.2.1 Propriétés des ondelettes de Haar

Les ondelettes de Haar ont plusieurs propriétés importantes :

1. Les fonction de Haar h,(t) sont orthogonales .

Par construction de la norme du chaque h,.(t); est 27 pour tout r = 2i+j—1;et 0 < j < 2.

Montons que (h,(t), h,(t)) = 0 pour r # u.

on pose u = 2" +m — 1 avec r # u,0 < m < 2"

de plus (n,m) est 'unique couple tel que u s’écrit ainsi et m € {1,2,3,..,2"}
On distingue deux cas :

1"cas

Soit ¢ =n et j # m et on a alors :

[ 241 C[m 2m+1
IT_{E’W[“ ]u_|:2_n’ ontl |-

Ainsi I,N I, =0, et donc

zzeme cas
Soit ¢ # n et j = m on distingue encore deux sous cas :

1'*" sous cas: soit I,N I, =0; et on est ramené au premier cas

18



2ime sous cas: soit 1,N I, #0; et dans ce cas on est ramené au premier cas, les rappels
sur les intervalles dyadiques(2.2)justifient que I'un des deux intervalles est inclus dans la moitié
de l'autre supposons par exemple sans perte de généralité que n < i, [, d’amplitude 277 et I,
d’amplitude 27".Alors I, est inclus dans la moitié¢ de [,,.En particulier, h,(t) est constante sur
I

égal & 1 ou —1:notons c cette valeur

donc pour tout r et u dans N, on a

27 pour r=u=2+j—1
0 pour r#u
1. La famille des ondelettes de Haar {h.},., forme une base Hilbertienne de

L2[0,1].

Pour montrer cette proposition on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3 Pour tout m € N* tel que m = 2" — 1

Vect{h,(t),r =0,1,..,m} = Vect{x[in = k=0,1,..,m}.

» oM

avec

Vect: enveloppe linéaire (ensemble des combinaisons linéaires) des h,.(t);

k k+1[

. fonction caractéristique de [%, o

X

£y
D’aprés le lemme(3), le systéme de Haar est orthogonal. Il reste a prouver qu’il est

complet, c’est a dire montrer la densité suivante :

Vect{h,(t),r =0,1,..,m} = L?[0,1].
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Soit f € C°([0,1]),on définit la suite de fonctions (f,), . de la fagon suivante:

neN

k

Vn eN, Vz €, f,(z) = f(2—n)
Alors on a, pour tout n € N, et x € [2%, %[,
k

rﬂm—hmﬂzh@w¢<>

< mp\ﬂm—f@ﬂ:f(i)

lz—y| <5

on

car f est continue sur [0, 1] donc uniformément continue sur ce segment.

Ainsi
puis
1
Vo > 0,dN € N,Vn > N,2—n <4
par suite
1
ve>0,3N €N,¥n> N, sup u@wwwﬂzf(ﬁ)Se
lz—y|< 5%

et finalement

Ve > 0,3N € N,¥n > N, ||f — ful <
Enfin on utilise la densité des fonctions continues dans L? ([0, 1]) pour la norme |||, .

. Toute fonction de L?[0,1] peut étre approcher par des combinaisons linéaires

des ondelettes de Haar (série de Haar).

D’aprés la propriété précedente, toute fonction f & carrée intégrable sur lintervalle [0, 1],

peut étre développer en série de Haar de la maniére suivante :

f(t> = Zarhr(t>a (2'12)

avec
ar = (f,hr), (2.13)
ou {.,.) est le produit scalaire dans L? ([0, 1]).

La série(2.12) contient un nombre infini de termes. Or, pour le calcul numérique, nous
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avons besoin d’une somme finie. On procéde donc a une troncature, & savoir
F#) = arhi(t). (2.14)

3. Il existe une relation entre la fonction échelle (ondelette pére) h, et ’ondelette
meére hy :

ha(t) = ho(2t) — ho(2t — 1). (2.15)

(2.15)est dite relation d’échelle.
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Chapitre 3

La matrice opérationnelle d’intégration

fractionnaire

Il y a plusieurs méthodes pour résoudre une équation intégrale. La méthode de la matrice opéra-
tionnelle d’intégration est I'une des méthodes qui permet de convertir cette équation integrale

a une équation algébrique simple a résoudre.

3.1 La matrice de Haar

2i=1) . _

Définition 14 On définie la matrice de Haar @kxk en tout point de colocation t; =

2m
1,2,3,..,m par:
ho(s;)  holsr) ho(%5:1)
_ () () I (*5)
Bpup = '2k '2k 2%k (3.1)
[ T (55) hi(255)
Exemple 5 Pour k=2, on a
B ho(3) ho(3)
2Xx2 — 1 3 )
ha(z) Ma(3)

on utilise la formule (2.4), a savoir
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d’ot

Pour k=4 on a

et

de plus

alors

~—  —

q)4><4 -

S = =

23




Pour k = 8 en effet

11 1 1 1 1 1 1
11 1 1 -1 -1 -1 -1
11 -1 -10 0 0 0

5|00 0 0 1 1 -1l
1 -1 0 0 0 0 0 0
00 1 -1 0 0 0 0
00 0 0 1 -1 0 0
000 0 0 0 0 1 —1|

Remarque 11 La matrice de Haar contient beaucoup de zéros ,en effet

La matrice de Haar | le nombre d’éléments | le nombre des zéro | Pourcentage des zéro
Dys 64 32 50%

D161 256 176 68.75%

D930 1024 832 81.25%

3.2 L’inverse de la matrice de Haar

Pour calculer I'inverse de la matrice de Haar ., on applique ’expression suivante:

Bty = 18O = L ding(112,228 - 2 2t B
22 23 T
ou
Iy 0
Qrxk = : 21_2
0o - | 2P by
et

diag :matrice diagonale

Exemple 6 Pour k = 2 linverse de la matrice de Haar $2X2€St donné par:
A1 1 T
(I)2><2 = §®2X2Q2x2,

24
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111 1 10
211 1 0 1

d’ot
R 1
q)5x12: i
2

1
2

N[ =

N[—= N

N[ =

D=

Pour k = 4 linverse de la matrice de Haar $4X4est donné par

1

$le4 = §EI\)Z><4Q4><4-
En effet,
(11 1 1 ][1000] [
111 1 -1 =1 0100
411 -1 0 0 0020
(000 1 —1]loo0o0z2]| |
1 1 1
i1 3 0
1 1 1
g1 _ |1 1 —3 0
(I)4><4_ 1 1 1
i "1 0 3
1 1 1
1 1 0 3

L L N N N T

e LN ]

L

Pour k = 8 linverse de la matrice de Haar <T>8Xg est donné par

—~ 1~
Pglg = §<I>8szdiag(1, 1,2,2,22 2% 22 2%),

en effet
[ 1 1 1
s 5 1 U
11 1
8 8 2 0
11 1
8 8 i 0
11 1
-1 |8 8 ; 0
8x8 T | 4 1 1
8 8 1
1 1 1
8 s 0 2
1 1 1
8 s 0 1
1 1 1
s 5 0 —3

25
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N[ =
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3.3 Le vecteur de coefficient de Haar

D’aprés (2.14), on peut approcher toute fonction de L? [0, 1] comme suit :

k—1
F(£) 22> ah,(t) = ATg(1). (3.3)
r=0
ou A est le vecteur des coefficients de Haar défini par :
A = [a07a17..., kal]T,
et ¢(t) le vecteur des ondelettes de Haar défini par
¢<t> - [ho’hl’...,hkfl]T.
Pour connaitre le vecteur des coefficients de Haar, en tout point de colocation t; = 2’;—;1, ke
N*, on écrit
1 3 5 2k —1 T
(o) 7 (o) f (o) ()] = A7
alors
1 3 5 2k —1\] =
AT = — — — ) .1, . 4
Exemple 7 Siy(t) = [-0,5,—1,5,4,6] est une fonction constante par morceaux alors :

y(t) = 2ho(t) — 3hnt) + Fhalt) — ha(t) = AT B

Les coefficients de Haar a; peuvent étre obtenus en utilisant directement 3.4 et par inversion

de la matrice de Haar 4.4 on trouve

AT =y L)

(101 1 1]

1 1 -1 -1
— [-0,5,—1,5,4,6] x

1 -1 0 0

(0 0 1 1|
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Exemple 8 Prenons la fonction de L?[0,1] suivante:

ft)y=1,0<t<1,

pour k =4 on a:

()10 Q) aze)

On applique la formule (3.4):

i i 3 O
1 9 25 49 i1 _1 9
A e 1 1 2 :_[ B B B ]
{64,64,64,64} L1 15 | 168 —128 —32 —96
R

Le vecteur des coefficients de Haar est

AT = [ 0,328 —0,25 0,0625 —0,1875
3.4 Intégration de ’ondelette de Haar
Nous définissons l'intégral de 'ondelette de Haar comme suit
t
ho(t) = 1 :,/ ho(z)dz = ¢ Y0 <t < 1
0

1 0<t %

N =
I/\
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Fig8 Ondelette de Haar hy(t) et 'intégrale correspondante

257

15T

Fig7Ondelette de Haar hy(t) et 'intégrale correspondante

En général I'intégrale d’une ondelette de Haar est définie comme:

0 ailleurs

est définie par:

t t—J17J1St<Jl
/hT(x)dx: 2.
0 Jo—t,J%§t<J0
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Dans la suite de notre travail on calcul cette intégrale par une méthode numérique qui basée

sur les matrices de Haar.

3.5 Approximation de ’intégral du vecteur de Haar

Prenons le vecteur de Haar d’ordre 4

¢(t) = [ho(x), hi (), hao(z), ha(x)].

Les intégrales des quatre ondelettes de Haar peuvent étre exprimées comme :

¢ 1
/hg(x)dx:t,0§t<1’:§[1 35 7]
0
car
t
/ hr(fﬂ)diﬂ =t~ agho(t) + alhl(t) + Clghg(t) + aghg(t),
0
ou
1 1
4
ag = 20/thg :/tdt -
0 0 8
1 1 2
a = 20/ thy(t =/ tdt — /tdt:——
0 0 8
) 1
a9 = 2 thg = tdt = —=
0 0 8
) 1
as = 2 thg = tdt = —=
0 0 8
a la fin
t ~ %[1717171] - %[1’]-’_]—’_1] - _[]‘ ]‘ O 0] [070’1’_1]7
t:%[1,3,5,7],
t t0<t<1i 1
/hl(t)d:v— ~-[13 3 1],
0 1-t,1<t<1 8
par ce que
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/ ()i = aoho(t) + axha(t) + asha(t) + ash(t).

ou

3 1 9
%::/tﬁﬁ/U—ﬂﬁ:ﬂ
0 1 8
1 1
a = 2° /‘Mt—/(l—wﬁ =0
0 3
i 3 1
a; = T./tﬁ—/tﬁ = —=
0 1 8
i 1 1
a3:21/(bﬁﬁ—/(hﬂﬁ>:—
0 3 8

4

12

¢ 2 1 1
/ﬁm@mm ~[1,1,1,1] — =[1,—-1,0,0] + =[0,0, 1, —1]
0 8 8 8

12

1
~[1,3,3,1].
8[ ? Y Y ]

De méme facon , nous obtenue les approximations d’autres on trouve

t t,0<t<: 1
/hg(x)dx— ) ) ) ’zg[ll()()]
0 5-t,z§t<§
t t—l,l§t<§ 1
/hg(x)da:: 22 * 2—[0011]
0 1-t,3<t<1 8
Ainsi on trouve
1 35 7
t 111 3 31
Gy(z)dx 3
0 1100
0 011
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3.6 La matrice opérationnelle d’intégration

L’intégration de vecteur de ondelette de Haar ¢ peut étre développer avec les série de Haar

comme

A¢@zpmw (3.6)

avec P la matrice opérationnelle d’intégration de ondelette de Haar

On peut définie

P= kak_</¢ )z, ¢ > //gb t)dadt,

On obtient la matrice Py avec

t
0
Exemple 9 Pour k=2 on a
1 1 1
0

0 0 2
1 % 1 1
a = 20/ thl(t)dt:/ tdt—/ tdt = —=
0 0 1 4

2

nous avons

[ hotaide =t = autlt) +ata =3[ 1 1] =1 [1 1] =1[1 8],

1 1
ap = /tdt+/ (1—t)dt ==
0 1 8
1 1
a; = 2°</ tdt—/ (1—t)dt):()
0 3

alors
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1 1 1
Payo = — X5 "
SN | 211 -1 411 o

La matrice opérationnelle d’intégration des ondelettes de Haar Pyx4 est donneés par :

(135 7] [+ L 1 o]
1113 31 i1 1
Py = < X?4121
811100 110 4
(001 1] [§ -3 0 -3
(4 2 1 1]
12 0 -1 1
Sl s 0 o
[z 3 0 0|

Remarque 12 La matrice opérationnelle d’intégration contient beaucoup de zéros.

3.6.1 La matrice opérationnelle d’intégration fractionnaire

La méthode de la matrice opérationnelle est I’'une des méthodes numériques d’ optimisation la
plus importante pour résoudre les équations différentiel ou intégrales; cette méthode permet de
réduire ces équation par des équations algébriques .On va s ’intéresser dans cette section a la

matrice opérationnelle d’intégration fractionnaire de I'ondelette de Haar.

La matrice opérationnelle d’ intégration fractionnaire d’ une fonction a plusieurs

blocs (FPB)

Définition 15 (Formule de Kilicman and Al Zhour)

On note la matrice opérationnelle d’ intégration fractionnaire d’ une fonction (FPB) F“définit

par
(I°B,,) (t) = FB,,(1), (3.8)
avec ~ _
1 61 52 . Smfl
0 1 51 . gm—?
J S S ¢ (3.9)
- meT(a+2) R '
100 I
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& = (k+ 1) — 2k 4 (K — 1)°+, (3.10)

Exemple 10 La matrice opérationnelle d’ intégration fractionnaire d’ une fonction a plusieurs

1

blocs d’ordre o = 3

Pour k =2
pos_ | 1229
0 1
Pour k=28
(0,28 0 076 0 0 0 -0,76 0 |
0 02 0 076 0 0 0 —0,76
0O 0 0,2 0 07 0 0 0
ps_| 00 0 0328 0 07 0 0
O 0 0 0 02 0 07 0
o 0 0 0 0 02 0 0,76
o o0 0 0 0 0 02 0
0 0 0 0 0 0 0 0,28 |

Remarque 13 Comme [’'ondelette de Haar est constante alors on peut [’écrire sous la forme
d’une fonction FPB.
ho(t) = @ B (1), (3.11)

ot
Bo(t) = [ bo(t) i) - Bit) oo bua(D)
3.6.2 La matrice opérationnelle d’ intégration fractionnaire de ’ondelette

de Haar

La matrice opérationnelle d’ intégration fractionnaire de 'ondelette de Haar est donnée par

(I%9)(t) = Prmd(t), (3.12)
avec
P% . .. la matrice carré m x m et dite la matrice opérationnelle d’ intégration fractionnaire

de l'ondelette de Haar.

On peut écrire la série de Haar comme fonction(FPB) d’apres (3.8)et(3.11)on trouve :
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(I°9)(t) &~ (1@ Bu(1))(1)
== &\)mxm([aBm)(t)
P

= (e}
meF Bm
d’oll

Pﬁlxm(b(t) = Pr?LXm(I)meFaBm
La matrice opérationnelle d’ intégration fractionnaire de 'ondelette de Haar P¢ ., =~ et donnée
par :

= By FOO L (3.13)

(67
P mxXm

mxXm

Exemple 11 La matrice opérationnelle d’ intégration d’ordre o = % de l'ondelette de Haar

P2();<52:
1 1 1 2,29 i1
Pyt = 0,23 X x| 22
1 —1 0 1 1 -1
10,49 —0,03
0,03 —0,03
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Chapitre 4

Application

4.1 Equation différentielle de Torvik

Notre but est de montrer |1 importance de la matrice opérationnelle pour résoudre des systémes
différentiels d’ordre fractionnaire. Cette méthode permet de réduire ce systéme a une équation
algébrique.

L’équation différentielle de Torvik qui défini le mouvement de prolongement d’une plaque
solide avec :

m : la mase,

1 la densité,

p :t la viscosité(le glissement),

y(t) :le déplacement de cette plaque.

On considére ’équation différentielle de Torvik

Ay"(t) + BD2y(t) + Cy(t) = f(t),t >0
y(0) = y'(0) =0,
avec A ,B,C des constantes telles que
A=m,B=2A/up,C =k

Soit le systeme

y'(t) +0,5D3y(t) + 0,5y(t) = f(t),t >0

4.1
y(0) =4 (0) =0 )

avec
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8,0<t<1
f(t) = ,
0,t>1

ou

et u(t) est la fonction d’ Heaviside

1, 0<t<1
u(t) = :

0 , ailleurs
Solution execte

Le theoreme existence et 'unicité de la solution exacte de systéme (4.1)est donné dans la
référence(5]

La solution exacte de ’équation (4.1)s’ecrit

-0 P 2) o (34)]

ou

— G+l
E; = ,7 €N.
A ;;‘!F S

4.1.1 Solution numérique via la matrice opérationnelle d’ intégration

Nous allons utiliser une méthode de résolution basée sur le développement en base d’ondelette
de Haar et sur la matrice opérationnelle 'intégration et de la dérivation fractionnaire
vue dans le chapitre 2et 3 les fonction y(t) et f(t) peuvent s’écrit sous forme d’une série de

Haar comme suit :

y(t) =3 arhy(t)

F&) =" ()

ou bien sous forme matricielle
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y(t) = AT‘/I;me
f(t) = BT @y
avec
ATle vecteur de coefficients de Haar inconnue
BT le vecteur de coefficients de Haar connu.

Par l'intégration de I’équation (4.1), on trouve

/ / Pdtdt +0, 5/ / D3y(t)dtdt + 0, 5/t/0ty(t)dt:/0t/otf(t)dtdt (4.2)

En vertu du calcul fractionnaire

I’D?y(t) = y(t)
2D3y(t) = 1°%y(t)

d’apres la relation (4.2), on trouve

y(t) + 0,51y (#) + 0,5 /0 t /0 ()it — /0 t /0 t)dedt (4.3)

En vertu de(3.6), on obtient:

IY5y(t) = ATP)?

mxXm

Zy(t) = ATP?

mxXm

Maintenant on peut approximer équation(4.3) sous forme matricielle comme suit:

AT®yn +0,5AT P, +0,54TP2 = BTP2
AT (B + 0.5+ 0,5P2,) = BTPl,
AT = BTp?

avec BT le vecteur de coéffients de Haar associé a f(t).

mxXm (C/I;mxm + O 5

PY% 10, 5P?

-1
mxXm m><m>

On peut calculer le vecteur de coéfficien de Haar par la formule (2.9)

)] Paxo = [16,0].



La matrice d’intégration de 'ondelette de Haar Py oétant

1 2 —1
P2><2 — Z )
1 0
alors
P2 1 4 1

La matrice opérationnelle d’intégration de ’ondelette de Haar Psy5 d’ordre o = 0,5 étant

o 0,49 —0,03
2%2 =
0,03 —0,03
- o ) 1 1 0,24 —0,015 0,125 —0,031
Qpisem +0,5F5, + 0,58, + +
1 -1 0,015 —0,015 0,031 0
1,365 0,954
1,046 —1,015

Par inversion matricielle, on trouve:

-1 0,4259 0,4003
W)

(@mm +0,5P%  10,5P2
0,4380 —0,5727

Donc
. 1141 0,4259  0,4003
AY = [16 0] x — X
1611 ¢ 0,4380 —0,5727
= [2,1424 1,0284 ]. (4.4)
Ainsi
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y(t) = A$2><2
1 1

= [2,1424 1,0284}
1 -1

— | 3,1707 1,1140 |.

11 faut choisir n trés grand pour avoir une meilleur approximation de la solution du probléme(4.1) .
Interprétation graphique de la solution
Dans la figure ¢i dessous, on a représenté la solution numérique notée y,,,, et la solution exacte

notée y..¢. Il apparait clairement que y.,+ approche y,,, d'une maniére assez satisfaisante.

¥4pp (t] yext(t)
8-

-6t

Figure 4-1: FIG la solution exacte yex(t) et la solution d’ approximation yapp(t)
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Conclusion

Notre but était de résoudre les équations différentielles fractionnaire par une méthode numérique

qui est basée sur la matrice opérationnelle d’intégration fractionnaire.L’intérét de cette méthode

réside dans la réduction des équation différentielles de équations algébriques linéaire

Cette méthode peut étre utiliser pour résoudre les équations différentielles linéaires et non
linéaire d’ordre fractionnaire .

L’exemples de I’ équation différentielle de Torvik montrer la puissance de cette méthode pour

résoudre des différent problémes.
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Introduction

La théorie du calcul fractionnaire et ses applications joue un role trés important pour résoudre
les équations différentielles ou intégrales d’ordre fractionnaire.

La matrice opérationnelle d’ondelette de Haar est 1'une des méthodes qui donne une solution
numérique a ces équations.

Ce mémoire est constitué de quatre chapitres.

On définie dans le premier chapitre, les notions principales de la théorie de calcul intégral
fractionnaire et de la dérivation fractionnaire au sens de Riemann -Louville. Dans le deuxiéme
chapitre, on introduit les ondelettes de Haar et leurs propriétés importantes comme la série de
Haar ,la matrice de Haar,..etc.Dans le troisieme chapitre ,on définie 'intégral de I'ondelette de
Haar puis on cherche une approximation de cet intégral par la matrice opérationnelle .Ensuite
on définie la matrice opérationnelle d’ordre fractionnaire de I’ ondelette de Haar qui nous aidera
a résoudre les équations différentielles ou intégrales.

Dans le derniére chapitre , on utilise toutes les notions définies dans les chapitres précédents

pour étudier un probléme physique par la résolution d’une équation différentielle.
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Chapitre 1
Calcul fractionnaire

Le calcul fractionnaire devient de plus en plus important dans plusieurs domaines de la science
et la technologie. Dans ce chapitre, on introduit la théorie de la dérivation fractionnaire au sens

de Riemann -Louville qui est la plus connue et la plus répandue.

1.1 Préliminaires

1.1.1 Quelques Définitions

Avant d’approfondir notre étude de la théorie du calcul fractionnaire et de 'ondelette de Haar,

il est indispensable de définir quelques concepts mathématiques fondamentaux.

Définition 1 (Fonction mesurable) Une fonction mesurable est une fonction continue presque

par tout .

Définition 2 (Produit scalaire) Soit f, g :[0,1] — R deuz fonctions mesurables . On définit

le produit scalaire de fet g par

(f,9) :/0 f(z)g(z)dx.

Définition 3 (Fonctions orthogonales ) Soit f,g:[0,1] — R deuz fonctions mesurables.On

dit que f et g sont orthogonales si

(fig9)=0.

En utilisant ce produit scalaire, il est possible de définir une norme et une distance.



Définition 4 (Espace L%(X,u)) Soit X un espace mesuré o— fini . Nous disons q’une fonc-

tion mesurable f, définie presque partout dans X, appartient a L?(X, ) si l'intégrale

nﬂfszﬂ@Fm

est finie.

Définition 5 (Le produit de convolution)

Soit f € L'(R)et g € L*(R),le produit de convolution de f et g, notée f * g est définie par:

f*mw:/}@—mmmm.

Théoréme 1 (Inégalité de Schwartz ) Pour tous vecteurs x, y dans un espace vectoriel H

muni d’un produit scalaire (., .)l"inégalité suivante est vrais

N|=

(@, y)| < (z,2)% (y,y)7 .

Définition 6 (Suite orthonormeée)

Une suite (f,)n>0de vecteurs dans L*(X, u) est dite orthonormée si

<fn> fm> = 5n,m

avec
lssm=n

5nm: .
0sim#n

)

Définition 7 (Fonction a plusieurs blocs) On définie la fonction & plusieurs blocs(FPB)
b;(t) par :

1 si L <t< @ o
bi(t) = mn ™ aqueci=1,m—1,
0 allieurs

les fonctions bi(t) sont disjointes et orthogonales.

Théoréme 2 (Théoréme de Fubini)

Soient (a,b, c,d) € Ritel que a < b et ¢ < d, f une fonction continue défini par :
f:a,b] x [c,d] — R.

Alors [ est intégrable sur [a,b] X [c,d] et:



/ab (/jf(%g)dy) da = /cd (/abf(x,y)dx) dy. (1.1)

1.2 Fonction spécifiques de calcul fractionnaire

Ces fonctions jouent un roéle trés important dans la théorie de calcul fractionnaire.

1.2.1 La fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler qui prolonge

le factoriel aux valeurs non entiéres.
Définition 8 (La fonction Gamma )
La fonction Gamma d’Fuler est définie par | “intégrale suivante:

+oo
['(z) = / e 't dt, (Rez > 0). (1.2)

Le graphe de la fonction I'(2) pour z = z € R est tracé sur la figure ci- dessous:

¥

Figl La fonction Gamma

Les propriétés de la fonction Gamma

1. Une propriété importante de la fonction I'(z) est la relation de récurrence suivante :

['(z+1) =2I'(2), (Rez > 0). (1.3)



2. La fonction Gamma d’ Euler généralise le factoriel ,en effet

I'(z+1)=n!, ¥n € N*,(Rez > 0). (1.4)

3. Si—-1<z<0alors 0 < 241 < 1donc I'(z + 1) est bien définie et

I(z) = @ (1.5)

4. lim I'(2) = 400, ['(1) = 1.

z—0t

5. Pour toutes les valeurs entiéres négatives de z, la fonction Gamma est infinie, c’est a dire,

I'(-1),I'(-2),..I'(—n), ...sont infinies.
1.2.2 La fonction Béta

Définition 9 ( La fonction Béta d’Euler )

La fonction Béta d’FEuler est définie par l’intégrale suivante:

+oo
B(z,y) = / t*1v=1dt, (Rex > 0,Rey > 0). (1.6)
0

La relation entre la fonction Béta d’FEuler et La fonction Gamma d’FEuler est donnée par

L)l (y)

Bla.y) = I'(z +y)

(1.7)
Remarque 3 La formule (1.7)permet de simplifier le calcul de la dérivation fractionnaire et de
lintégration fractionnaire.

1.3 Théorie de Riemann-Liouville

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville est la plus connue et répandue ,nous allons

définir d’abord l'intégrale de Riemann-Liouville.



1.3.1 Intégrales de Riemann-Liouville
Intégrales d’ordre arbitraire

On commence par examiner une formule qui donne des primitives successives d’une fonction
continue.

Soit f une fonction continue

f:a,b— R.

Une primitive de f est donnée par

(1)) = / f(t)dt.

Pour une primitive seconde on aura

(fff)($)=7 S/f(t)dt ds. (1.8)

Le théoréme 2 de Fubini ramene l'intégrale double (1.8) a une intégrale simple

T

(I2f) () = / (x — 1) f(t)dt.

a

Puis par itération sur n, on obtient

(=t

(2 = [ T s

a

Définition 10 Soit f une fonction continue f : [a,b[— R.On appelle intégrale de Riemann

-Liouville de f l'intégrale suivante:

(12 fz) = ﬁ / (z— 1) f(t)dt (1.9)
Lo
- mt F(t) (1.10)

ot «v est un réel (ou méme complexe) convenablement choisi .



Remarque 4 La formule (1.9)est (du moins formellement ) une généralisation de la niéme

!

primitive avec 'ordre de "primitivation " o non entier.

Exemple 1 Considérons la fonction f définie par:

f(z)=(z—a)’,B>0.
L’intégrale de Riemann -Liouville de f est donné par:

T

"‘av—afj:L x— )"z —a)’dt.
Ia-a = g [0 e = o

a

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement de variable suivant

t=a+ (x—a)r,

d’ ot

]3(x—a)6 = —F(—a)/<1 —T)a_lTﬂdT

apres utilisation de la relation (1.3).

Pour a =1, on a

L(B+1)

L(B+2)

(z —a)”
g+1

INz — a)’

a ('I - a)ﬁ
a cause de la relation(1.3) .

Proposition 5 Soit f une fonction continue & support compact i.e. f € C°([a,b]).

1. Pour a, 8 complexes tels que Rea > Oet Re 5 > 0 on a

1212 f) = I, (111)
2. Pour Rea>1 on a
d
—Jof =]o1f 1.12
SIf =1 (112)



3. Et pour Rea >0 on a

lim (I5f)(z) = f(z). (1.13)

a—0t

Preuve.

1. La démonstration s’obtient par calcul direct en utilisant la fonction Béta d’ Euler ( 1.6).

En effet

12 P))(@) = ﬁ / N — ) I f) (5)ds
= ; ’ sx—sa_ls— A1 s
=m0
1 T S
1

_ x—s5)* s — )" 1ds]dt.
r(@r(a)/a >[/a< o (s — £)°ds)dt

On pose s =t + (z — t)7, alors

I ) = m / ' f(t)%(m _ gy
1

- - ’ T — a+p4-1
Sl GG

= (I"7f)(x)

d’ot le résultat.

. La deuxiéme identité se justifie par les théorémes classiques de dérivation d’une inté-
grale dépendante d’un parameétre et 'utilisation de I’équation fondamentale de la fonction

Gamma d’Euler (1.3) pour z = a — 1:

I'a) =(a—1DI'(a —1).

. Pour la derniére identité , soit f € C°([a, b]) alors

(1) (x) = ﬁ / (z — )21 F (1)t

a

et grace a I'exemplel, on a

(z —a)’

(1) =525

—>B"01



d’ou

x x

e (ZE—O&)ﬁ 1 Tz — )t . 1 r—H* 1 (r
N -5 = e / (@ = 0 = s / (& — 1) ()
1 | a—1
< =0T O - @)

- 7 / (x— ) | f(t) — f()| dt

+ﬁ / (— 0 () — f(a)) dt

r—0

D’une part, f est continue sur [a, b],donc pour tout x et t dans [a,b],
Ve>0,30>0/t—z|<0=|f(t) — flz)] <e,

ce qui donne

[0 - swlar < [ @—ora ==
r—0 r—09
D’autre part,
z—0 z—08
/ (r— O () — f()dt < / (& — O (L FO)] + 1 (2))dt
< 2521[31%]‘]0 \/ )* T dt, Y € |a, b

o (u 5“>avecM_ sup |£(€).

o o ¢€la,x]
d’ou

(a: _ a)ﬁ—H

([gf)(.f) - F(ﬁ‘i‘ 1)

f(x)’ < [£6% +2M ((z — a)™ — 0%)]

al'(a)

IN

NEE 0% 4+ 2M ((x — a)* — %))




En faisant tendre o vers 0, on obtient pour tout & > 0

: « (:E — Oé)ﬁJrl
a{%ﬂ (L (@) - Wf@?) ¢
c’est a dire pour tout € > 0 :
: e’ (ZE — a>ﬁ+1
Q1L%1+(Ia @) = Wf@) <e,

Donc

lim (I3 f)(z) = f(2).

a—0t

1.3.2 Dérivée de Riemann -Liouville

Définition 11 Soit o €)m — 1, m| avec m € N\ {0}.On appelle dérivée d’ordre o au sens de

Riemann -Liouwille la fonction définie par

0z = (o) [ese). (114

avec 1"~ lopérateur intégral fractionnaire (1.9).

Exemple 2 Soit f(z) = (v — a)? avec B > 0.

On a:
d m
o o B — _
D (z —a) < dx)

TB+1) T(B+1+m-a)

( r'p+1)
F'G+1+m—a)

(x — a)ﬁ tm-a

alors

Diw—a) = TB+l+m—a) T(B+1-a) (2= a)”
_ F(ﬁ + 1) (ZL‘ . a)ﬁ—a
- T(B+1-0a)

ol nous avons utilisé la formule

(%) (=@ = A= DA —m+ Dw —a)* " = = PA+D ) gpm,

(A—m+1)
Il est claire que la formule de dérivation (1.14)se réduit pour o = 1a

s _L(B+1)

D} (z — a) NG

a

(x —a)’! = %(x —a)’.

10



Dans l'exemplel ,si on prend 3 = 0 ,on obtient le résultat suivant :

(x —a)™®

DYl = ————.
“ 'l —a)

Remarque 6 La dérivée de Riemann-Liouville d” une constante n’est pas nulle.

Lemme 1 Soit a €]m — 1, mlet f une fonction vérifiant DS f = 0(appartenant au noyau de
Uopérateur D) .
Alors

m—1

I'(j+1)
CJ —
I'G+14+a—m)

(z — a)ltem (1.15)

ot les c; sont des constantes quelconques .

Preuve. En partant de de la relation

Dz = () 1) -

on a d’abord

~
3
Q
=
—~
K
N—
I
Qﬁ
—~
K
|
=
SN—
<

(L)) =) oli (v — a)’).

En tenant compte de la relation (1.5) jon aura

m—

L") Z r(j + 1 + a) TGrita) o

=0

Ensuite par dérivation classique et en utilisant le fait que

d\" (A +1) .
(@) (9c—a)A——F()\_I_l_m)(x—@)A :

on aura le résultat. U

Proposition 7 L’ opérateur de dérivation de Riemann Liouville DS posséde les propriétés suiv-

antes:

11



1. D¢ est linéaire.

2. lim (D2f)(x) = fD(2)et lim (D2f)(x) = [ (x).

a—>m—1 a—<«m

3. D% o I =id.
a a o m—1 (z—a)i—mte
4' [(]a © Da)f](‘r) - f([E) - Zj:O T(j—m+a+1)
Corollaire 8 Si 0 < a < let f de classe C([a,b]), alors
(10 D2)f = . (1.16)
Lemme 2 Soit f continue sur |a,b] et o > 0,alors:

lim (I°f)(z) = 0. (1.17)

a—0

12



Chapitre 2
Les ondelettes

Les ondelettes sont des fonctions simples utilisées pour décomposer une fonction réelle (signal)
en une combinaison linéaire de fonctions élémentaires: ondelettes de base. Il existe plusieurs
familles d’ondelettes : Ondelettes de Haar, Daubechies, Shannon, CAS, etc. Dans ce chapitre,
nous présenterons la plus ancienne et la plus simple de toutes les familles d’ondelettes : les

ondelettes de Haar .

Définition 12 Une ondelette est une fonction 1 € L*(R) de moyenne nulle c-a-d

/ B()dt = 0, (2.1)

de plus
¥l 2 =1, (2.2)

Y est dite ondelette mere.

Remarques

1. La condition (2.1) signifie que 1 est oscillante et de moyenne nulle.
2. La condition (2.2) signifie que )*ne s’annule pas.

3. 1) peut étre a valeurs complexes.

4. 1l existe de nombreuses ondelettes meéres 1) possibles.

Exemple 3 Ondelette "Chdapeau Mexicain"

W(t) = (%wi> (1) exp (%2> .

13



Fig 2 Ondelette de Chdpeau Mexicin

Ondelette de Morlet

Fig3 Ondelette de Morlet

2.1 Base d’ondelette

Les ondelettes de base sont des fonctions obtenue a partir de 'ondelette mére 1(t) avec les

supports dans les domaines fréquentiel et spatial (ou temporel) sont bornés.

14



Localisée et oscillante, 1(t) engendre les autres ondelettes v, ,(t) lorsqu’elle est contractée

et translatée par un parameétre b. Les ondelettes ainsi générées sont définies par:

Gas(t) = %w (

ol a est le parameétre d’échelle ou de dilatation et b le parameétre de translation .Une ondelette

t—>
a

) avec a > 0,be R (2.3)

est seulement une copie translatée représentée dans une autre échelle d’ une fonction unique ) (t)
appelée ondelette -mére.
Dans le cas ot a et b sont discrétisés de la maniére suivante:

a=ay' et b=nbpay" avec ay > 1 et by > 0 fixés et appartenant & Z, alors

Vo (t) = j@@b (%t - nbo) : (2.4)

Remarque 9 ¢, , et ¢, . sont dites ondelettes filles.

2.1.1 Analyse Multi Résolution (AMR)

L’ analyse multirésolution a été introduite par Mallat(1989). Cet outil mathématique permet

de calculer des approximations successives d’une fonction a des résolutions spatiales différentes.

Définition 13 On dit que la suite (V;);czde sous espaces emboités de L*(R) est une analyse

multi-résolution de L*(R) si les conditions suivantes sont vérifier
1. V; CVjn,j €L
2. feV;ssi f(2) € Vi
3. NjezV; = {0}.
4- UjenVj = L*(R).

5. Il existe une fonction Yen Vy telle que {1p(- — k), k € Z} ez forme une base orthonormé de

V.

2.2 L’ ondelette de Haar

L’ ondelette de Haar est une ondelette crée par Alfréd Haar en 1909. C’est la premiére ondelette

connue. Elle est la plus simple & comprendre et & implémenter.

15



Elle est définie par:

1 si O

IN
IN

= e

t

ha(t) = (2.5)

-1 si 5<t<

1
2
Les ondelettes de Haar de base sont des fonctions dilatées et ou translatées de 'ondelette

meére h :

hij(t) =hi (2t —j+1), (2.6)

aveci € Net 0 < j < 2™
La famille {%; ;}, ;forme une suite orthonormée dans L2[0,1].

On peut écrire les ondelettes de Haar de base sous la forme simple suivante :

(. 2/ —2 2j—1
22 sl te€ W; W 5
hiy(t) = . -1 2] 2.7
7]( ) —22 si te [W, il | ( )
| 0 i t¢[0,1].
¥ 1
0.5
' e : ' |
0.5 1] 0.5 1 1.5
0.5
a1t

Fig4: Ondelette mere de Haar hy (%)
Pour faciliter I’exposé, nous allons utilisé les notations simple suivantes :

Notation 10 Pour tout r € N*, il existe un unique couple (i,j) € N?telque
r=2"+j-14i=0,1,2,..5 € {1,2,3,..,2'}, (2.8)

16



alors, en posant
h,(t) = h; ;(%), (2.9)

et

J, = : =0,-,1,;
avec u 5

Pexpression (2.7) prend la nouvelle forme suivante:

1 J <t< J;
h(t) =19 =1 Ji<t<, (2.10)
0 atlleurs.

De méme, on définie la fonction échelle de Haar (ondelette pere) hg(t) par:

1,0<t<1
ho(t) = (2.11)

0, ailleurs

Figh Fonction échelle de Haar h(t)

Le tableau suivant définit les parameétres i et j des huit premiers ondelettes de Haar :

r 0 1
ondelette de Haar h() (t) hl (t) hg (t) h3<t> h4 (t) h5 (t) h/6 (t) h7 (t)
0
1

i

0
j 0

Exemple 4 L’ondelette de Haar hs(t)

17



-1 B o 05 1

05T

a1+ D —

Fig6 Ondelette de Haar hy (1)

2.2.1 Propriétés des ondelettes de Haar

Les ondelettes de Haar ont plusieurs propriétés importantes :

1. Les fonction de Haar h,(t) sont orthogonales .

Par construction de la norme du chaque h,.(t); est 27 pour tout r = 2i+j—1;et 0 < j < 2.

Montons que (h,(t), h,(t)) = 0 pour r # u.

on pose u = 2" +m — 1 avec r # u,0 < m < 2"

de plus (n,m) est 'unique couple tel que u s’écrit ainsi et m € {1,2,3,..,2"}
On distingue deux cas :

1"cas

Soit ¢ =n et j # m et on a alors :

[ 241 C[m 2m+1
IT_{E’W[“ ]u_|:2_n’ ontl |-

Ainsi I,N I, =0, et donc

zzeme cas
Soit ¢ # n et j = m on distingue encore deux sous cas :

1'*" sous cas: soit I,N I, =0; et on est ramené au premier cas

18



2ime sous cas: soit 1,N I, #0; et dans ce cas on est ramené au premier cas, les rappels
sur les intervalles dyadiques(2.2)justifient que I'un des deux intervalles est inclus dans la moitié
de l'autre supposons par exemple sans perte de généralité que n < i, [, d’amplitude 277 et I,
d’amplitude 27".Alors I, est inclus dans la moitié¢ de [,,.En particulier, h,(t) est constante sur
I

égal & 1 ou —1:notons c cette valeur

donc pour tout r et u dans N, on a

27 pour r=u=2+j—1
0 pour r#u
1. La famille des ondelettes de Haar {h.},., forme une base Hilbertienne de

L2[0,1].

Pour montrer cette proposition on a besoin du lemme suivant :

Lemme 3 Pour tout m € N* tel que m = 2" — 1

Vect{h,(t),r =0,1,..,m} = Vect{x[in = k=0,1,..,m}.

» oM

avec

Vect: enveloppe linéaire (ensemble des combinaisons linéaires) des h,.(t);

k k+1[

. fonction caractéristique de [%, o

X

£y
D’aprés le lemme(3), le systéme de Haar est orthogonal. Il reste a prouver qu’il est

complet, c’est a dire montrer la densité suivante :

Vect{h,(t),r =0,1,..,m} = L?[0,1].

19



Soit f € C°([0,1]),on définit la suite de fonctions (f,), . de la fagon suivante:

neN

k

Vn eN, Vz €, f,(z) = f(2—n)
Alors on a, pour tout n € N, et x € [2%, %[,
k

rﬂm—hmﬂzh@w¢<>

< mp\ﬂm—f@ﬂ:f(i)

lz—y| <5

on

car f est continue sur [0, 1] donc uniformément continue sur ce segment.

Ainsi
puis
1
Vo > 0,dN € N,Vn > N,2—n <4
par suite
1
ve>0,3N €N,¥n> N, sup u@wwwﬂzf(ﬁ)Se
lz—y|< 5%

et finalement

Ve > 0,3N € N,¥n > N, ||f — ful <
Enfin on utilise la densité des fonctions continues dans L? ([0, 1]) pour la norme |||, .

. Toute fonction de L?[0,1] peut étre approcher par des combinaisons linéaires

des ondelettes de Haar (série de Haar).

D’aprés la propriété précedente, toute fonction f & carrée intégrable sur lintervalle [0, 1],

peut étre développer en série de Haar de la maniére suivante :

f(t> = Zarhr(t>a (2'12)

avec
ar = (f,hr), (2.13)
ou {.,.) est le produit scalaire dans L? ([0, 1]).

La série(2.12) contient un nombre infini de termes. Or, pour le calcul numérique, nous

20



avons besoin d’une somme finie. On procéde donc a une troncature, & savoir
F#) = arhi(t). (2.14)

3. Il existe une relation entre la fonction échelle (ondelette pére) h, et ’ondelette
meére hy :

ha(t) = ho(2t) — ho(2t — 1). (2.15)

(2.15)est dite relation d’échelle.
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Chapitre 3

La matrice opérationnelle d’intégration

fractionnaire

Il y a plusieurs méthodes pour résoudre une équation intégrale. La méthode de la matrice opéra-
tionnelle d’intégration est I'une des méthodes qui permet de convertir cette équation integrale

a une équation algébrique simple a résoudre.

3.1 La matrice de Haar

2i=1) . _

Définition 14 On définie la matrice de Haar @kxk en tout point de colocation t; =

2m
1,2,3,..,m par:
ho(s;)  holsr) ho(%5:1)
_ () () I (*5)
Bpup = '2k '2k 2%k (3.1)
[ T (55) hi(255)
Exemple 5 Pour k=2, on a
B ho(3) ho(3)
2Xx2 — 1 3 )
ha(z) Ma(3)

on utilise la formule (2.4), a savoir
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d’ot

Pour k=4 on a

et

de plus

alors

~—  —

q)4><4 -

S = =

23




Pour k = 8 en effet

11 1 1 1 1 1 1
11 1 1 -1 -1 -1 -1
11 -1 -10 0 0 0

5|00 0 0 1 1 -1l
1 -1 0 0 0 0 0 0
00 1 -1 0 0 0 0
00 0 0 1 -1 0 0
000 0 0 0 0 1 —1|

Remarque 11 La matrice de Haar contient beaucoup de zéros ,en effet

La matrice de Haar | le nombre d’éléments | le nombre des zéro | Pourcentage des zéro
Dys 64 32 50%

D161 256 176 68.75%

D930 1024 832 81.25%

3.2 L’inverse de la matrice de Haar

Pour calculer I'inverse de la matrice de Haar ., on applique ’expression suivante:

Bty = 18O = L ding(112,228 - 2 2t B
22 23 T
ou
Iy 0
Qrxk = : 21_2
0o - | 2P by
et

diag :matrice diagonale

Exemple 6 Pour k = 2 linverse de la matrice de Haar $2X2€St donné par:
A1 1 T
(I)2><2 = §®2X2Q2x2,

24
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111 1 10
211 1 0 1

d’ot
R 1
q)5x12: i
2

1
2

N[ =

N[—= N

N[ =

D=

Pour k = 4 linverse de la matrice de Haar $4X4est donné par

1

$le4 = §EI\)Z><4Q4><4-
En effet,
(11 1 1 ][1000] [
111 1 -1 =1 0100
411 -1 0 0 0020
(000 1 —1]loo0o0z2]| |
1 1 1
i1 3 0
1 1 1
g1 _ |1 1 —3 0
(I)4><4_ 1 1 1
i "1 0 3
1 1 1
1 1 0 3

L L N N N T

e LN ]

L

Pour k = 8 linverse de la matrice de Haar <T>8Xg est donné par

—~ 1~
Pglg = §<I>8szdiag(1, 1,2,2,22 2% 22 2%),

en effet
[ 1 1 1
s 5 1 U
11 1
8 8 2 0
11 1
8 8 i 0
11 1
-1 |8 8 ; 0
8x8 T | 4 1 1
8 8 1
1 1 1
8 s 0 2
1 1 1
8 s 0 1
1 1 1
s 5 0 —3
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3.3 Le vecteur de coefficient de Haar

D’aprés (2.14), on peut approcher toute fonction de L? [0, 1] comme suit :

k—1
F(£) 22> ah,(t) = ATg(1). (3.3)
r=0
ou A est le vecteur des coefficients de Haar défini par :
A = [a07a17..., kal]T,
et ¢(t) le vecteur des ondelettes de Haar défini par
¢<t> - [ho’hl’...,hkfl]T.
Pour connaitre le vecteur des coefficients de Haar, en tout point de colocation t; = 2’;—;1, ke
N*, on écrit
1 3 5 2k —1 T
(o) 7 (o) f (o) ()] = A7
alors
1 3 5 2k —1\] =
AT = — — — ) .1, . 4
Exemple 7 Siy(t) = [-0,5,—1,5,4,6] est une fonction constante par morceaux alors :

y(t) = 2ho(t) — 3hnt) + Fhalt) — ha(t) = AT B

Les coefficients de Haar a; peuvent étre obtenus en utilisant directement 3.4 et par inversion

de la matrice de Haar 4.4 on trouve

AT =y L)

(101 1 1]

1 1 -1 -1
— [-0,5,—1,5,4,6] x

1 -1 0 0

(0 0 1 1|
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Exemple 8 Prenons la fonction de L?[0,1] suivante:

ft)y=1,0<t<1,

pour k =4 on a:

()10 Q) aze)

On applique la formule (3.4):

i i 3 O
1 9 25 49 i1 _1 9
A e 1 1 2 :_[ B B B ]
{64,64,64,64} L1 15 | 168 —128 —32 —96
R

Le vecteur des coefficients de Haar est

AT = [ 0,328 —0,25 0,0625 —0,1875
3.4 Intégration de ’ondelette de Haar
Nous définissons l'intégral de 'ondelette de Haar comme suit
t
ho(t) = 1 :,/ ho(z)dz = ¢ Y0 <t < 1
0

1 0<t %

N =
I/\
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Fig8 Ondelette de Haar hy(t) et 'intégrale correspondante

[

L] 0.5 1 1.5 I;', 25 3

x

Fig7Ondelette de Haar hy(t) et 'intégrale correspondante

En général I'intégrale d’une ondelette de Haar est définie comme:

0 ailleurs

est définie par:

t t—J17J1St<Jl
/hT(x)dx: 2.
0 Jo—t,J%§t<J0
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Dans la suite de notre travail on calcul cette intégrale par une méthode numérique qui basée

sur les matrices de Haar.

3.5 Approximation de ’intégral du vecteur de Haar

Prenons le vecteur de Haar d’ordre 4

¢(t) = [ho(x), hi (), hao(z), ha(x)].

Les intégrales des quatre ondelettes de Haar peuvent étre exprimées comme :

¢ 1
/hg(x)dx:t,0§t<1’:§[1 35 7]
0
car
t
/ hr(fﬂ)diﬂ =t~ agho(t) + alhl(t) + Clghg(t) + aghg(t),
0
ou
1 1
4
ag = 20/thg :/tdt -
0 0 8
1 1 2
a = 20/ thy(t =/ tdt — /tdt:——
0 0 8
) 1
a9 = 2 thg = tdt = —=
0 0 8
) 1
as = 2 thg = tdt = —=
0 0 8
a la fin
t ~ %[1717171] - %[1’]-’_]—’_1] - _[]‘ ]‘ O 0] [070’1’_1]7
t:%[1,3,5,7],
t t0<t<1i 1
/hl(t)d:v— ~-[13 3 1],
0 1-t,1<t<1 8
par ce que
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/ ()i = aoho(t) + axha(t) + asha(t) + ash(t).

ou

3 1 9
%::/tﬁﬁ/U—ﬂﬁ:ﬂ
0 1 8
1 1
a = 2° /‘Mt—/(l—wﬁ =0
0 3
i 3 1
a; = T./tﬁ—/tﬁ = —=
0 1 8
i 1 1
a3:21/(bﬁﬁ—/(hﬂﬁ>:—
0 3 8

4

12

¢ 2 1 1
/ﬁm@mm ~[1,1,1,1] — =[1,—-1,0,0] + =[0,0, 1, —1]
0 8 8 8

12

1
~[1,3,3,1].
8[ ? Y Y ]

De méme facon , nous obtenue les approximations d’autres on trouve

t t,0<t<: 1
/hg(x)dx— ) ) ) ’zg[ll()()]
0 5-t,z§t<§
t t—l,l§t<§ 1
/hg(x)da:: 22 * 2—[0011]
0 1-t,3<t<1 8
Ainsi on trouve
1 35 7
t 111 3 31
Gy(z)dx 3
0 1100
0 011
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3.6 La matrice opérationnelle d’intégration

L’intégration de vecteur de ondelette de Haar ¢ peut étre développer avec les série de Haar

comme

A¢@zpmw (3.6)

avec P la matrice opérationnelle d’intégration de ondelette de Haar

On peut définie

P= kak_</¢ )z, ¢ > //gb t)dadt,

On obtient la matrice Py avec

t
0
Exemple 9 Pour k=2 on a
1 1 1
0

0 0 2
1 % 1 1
a = 20/ thl(t)dt:/ tdt—/ tdt = —=
0 0 1 4

2

nous avons

[ hotaide =t = autlt) +ata =3[ 1 1] =1 [1 1] =1[1 8],

1 1
ap = /tdt+/ (1—t)dt ==
0 1 8
1 1
a; = 2°</ tdt—/ (1—t)dt):()
0 3

alors
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1 1 1
Payo = — X5 "
SN | 211 -1 411 o

La matrice opérationnelle d’intégration des ondelettes de Haar Pyx4 est donneés par :

(135 7] [+ L 1 o]
1113 31 i1 1
Py = < X?4121
811100 110 4
(001 1] [§ -3 0 -3
(4 2 1 1]
12 0 -1 1
Sl s 0 o
[z 3 0 0|

Remarque 12 La matrice opérationnelle d’intégration contient beaucoup de zéros.

3.6.1 La matrice opérationnelle d’intégration fractionnaire

La méthode de la matrice opérationnelle est I’'une des méthodes numériques d’ optimisation la
plus importante pour résoudre les équations différentiel ou intégrales; cette méthode permet de
réduire ces équation par des équations algébriques .On va s ’intéresser dans cette section a la

matrice opérationnelle d’intégration fractionnaire de I'ondelette de Haar.

La matrice opérationnelle d’ intégration fractionnaire d’ une fonction a plusieurs

blocs (FPB)

Définition 15 (Formule de Kilicman and Al Zhour)

On note la matrice opérationnelle d’ intégration fractionnaire d’ une fonction (FPB) F“définit

par
(I°B,,) (t) = FB,,(1), (3.8)
avec ~ _
1 61 52 . Smfl
0 1 51 . gm—?
J S S ¢ (3.9)
- meT(a+2) R '
100 I
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& = (k+ 1) — 2k 4 (K — 1)°+, (3.10)

Exemple 10 La matrice opérationnelle d’ intégration fractionnaire d’ une fonction a plusieurs

1

blocs d’ordre o = 3

Pour k =2
pos_ | 1229
0 1
Pour k=28
(0,28 0 076 0 0 0 -0,76 0 |
0 02 0 076 0 0 0 —0,76
0O 0 0,2 0 07 0 0 0
ps_| 00 0 0328 0 07 0 0
O 0 0 0 02 0 07 0
o 0 0 0 0 02 0 0,76
o o0 0 0 0 0 02 0
0 0 0 0 0 0 0 0,28 |

Remarque 13 Comme [’'ondelette de Haar est constante alors on peut [’écrire sous la forme
d’une fonction FPB.
ho(t) = @ B (1), (3.11)

ot
Bo(t) = [ bo(t) i) - Bit) oo bua(D)
3.6.2 La matrice opérationnelle d’ intégration fractionnaire de ’ondelette

de Haar

La matrice opérationnelle d’ intégration fractionnaire de 'ondelette de Haar est donnée par

(I%9)(t) = Prmd(t), (3.12)
avec
P% . .. la matrice carré m x m et dite la matrice opérationnelle d’ intégration fractionnaire

de l'ondelette de Haar.

On peut écrire la série de Haar comme fonction(FPB) d’apres (3.8)et(3.11)on trouve :
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(I°9)(t) &~ (1@ Bu(1))(1)
== &\)mxm([aBm)(t)
P

= (e}
meF Bm
d’oll

Pﬁlxm(b(t) = Pr?LXm(I)meFaBm
La matrice opérationnelle d’ intégration fractionnaire de 'ondelette de Haar P¢ ., =~ et donnée
par :

= By FOO L (3.13)

(67
P mxXm

mxXm

Exemple 11 La matrice opérationnelle d’ intégration d’ordre o = % de l'ondelette de Haar

P2();<52:
1 1 1 2,29 i1
Pyt = 0,23 X x| 22
1 —1 0 1 1 -1
10,49 —0,03
0,03 —0,03
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Chapitre 4

Application

4.1 Equation différentielle de Torvik

Notre but est de montrer |1 importance de la matrice opérationnelle pour résoudre des systémes
différentiels d’ordre fractionnaire. Cette méthode permet de réduire ce systéme a une équation
algébrique.

L’équation différentielle de Torvik qui défini le mouvement de prolongement d’une plaque
solide avec :

m : la mase,

1 la densité,

p :t la viscosité(le glissement),

y(t) :le déplacement de cette plaque.

On considére ’équation différentielle de Torvik

Ay"(t) + BD2y(t) + Cy(t) = f(t),t >0
y(0) = y'(0) =0,
avec A ,B,C des constantes telles que
A=m,B=2A/up,C =k

Soit le systeme

y'(t) +0,5D3y(t) + 0,5y(t) = f(t),t >0

4.1
y(0) =4 (0) =0 )

avec
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8,0<t<1
f(t) = ,
0,t>1

ou

et u(t) est la fonction d’ Heaviside

4.1.1

1, 0<t<1
u(t) = :
0 , ailleurs

Solution execte

Le théoreme existence et l'unicité de la solution exacte de systéme (4.1)est donné dans la
référence[5]

La solution exacte de I’équation (4.1)s’ecrit

- [ (3 o ()]

ou

= (j +r)ly?
EY = g N.
A Tzoj!r(/\j+>\T+M),T€

4.1.2 Solution numérique via la matrice opérationnelle d’ intégration

Nous allons utiliser une méthode de résolution basée sur le développement en base d’ondelette
de Haar et sur la matrice opérationnelle 'intégration et de la dérivation fractionnaire
vue dans le chapitre 2et 3 les fonction y(t) et f(t) peuvent s’écrit sous forme d’une série de

Haar comme suit :

ou bien sous forme matricielle
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y(t) = AT‘/I;me
f(t) = BT @y
avec
ATle vecteur de coefficients de Haar inconnue
BT le vecteur de coefficients de Haar connu.

Par l'intégration de I’équation (4.1), on trouve

/ / Pdtdt +0, 5/ / D3y(t)dtdt + 0, 5/t/0ty(t)dt:/0t/otf(t)dtdt (4.2)

En vertu du calcul fractionnaire

I’D?y(t) = y(t)
2D3y(t) = 1°%y(t)

d’apres la relation (4.2), on trouve

y(t) + 0,51y (#) + 0,5 /0 t /0 ()it — /0 t /0 t)dedt (4.3)

En vertu de(3.6), on obtient:

IY5y(t) = ATP)?

mxXm

Zy(t) = ATP?

mxXm

Maintenant on peut approximer équation(4.3) sous forme matricielle comme suit:

AT®yn +0,5AT P, +0,54TP2 = BTP2
AT (B + 0.5+ 0,5P2,) = BTPl,
AT = BTp?

avec BT le vecteur de coéffients de Haar associé a f(t).

mxXm (C/I;mxm + O 5

PY% 10, 5P?

-1
mxXm m><m>

On peut calculer le vecteur de coéfficien de Haar par la formule (2.9)

)] Paxo = [16,0].



La matrice d’intégration de 'ondelette de Haar Py oétant

1 2 —1
P2><2 — Z )
1 0
alors
P2 1 4 1

La matrice opérationnelle d’intégration de ’ondelette de Haar Psy5 d’ordre o = 0,5 étant

o 0,49 —0,03
2%2 =
0,03 —0,03
- o ) 1 1 0,24 —0,015 0,125 —0,031
Qpisem +0,5F5, + 0,58, + +
1 -1 0,015 —0,015 0,031 0
1,365 0,954
1,046 —1,015

Par inversion matricielle, on trouve:

-1 0,4259 0,4003
W)

(@mm +0,5P%  10,5P2
0,4380 —0,5727

Donc
. 1141 0,4259  0,4003
AY = [16 0] x — X
1611 ¢ 0,4380 —0,5727
= [2,1424 1,0284 ]. (4.4)
Ainsi
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y(t) = A$2><2
1 1

= [2,1424 1,0284}
1 -1

— | 3,1707 1,1140 |.

11 faut choisir n trés grand pour avoir une meilleur approximation de la solution du probléme(4.1) .
Interprétation graphique de la solution
Dans la figure ¢i dessous, on a représenté la solution numérique notée y,,,, et la solution exacte

notée y..¢. Il apparait clairement que y.,+ approche y,,, d'une maniére assez satisfaisante.

Fp(t) eatit]
Fr

Figure 4-1: FIG la solution exacte yex(t) et la solution d’ approximation yapp(t)
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Conclusion

Notre but était de résoudre les équations différentielles fractionnaire par une méthode numérique

qui est basée sur la matrice opérationnelle d’intégration fractionnaire.L’intérét de cette méthode

réside dans la réduction des équation différentielles de équations algébriques linéaire

Cette méthode peut étre utiliser pour résoudre les équations différentielles linéaires et non
linéaire d’ordre fractionnaire .

L’exemples de I’ équation différentielle de Torvik montrer la puissance de cette méthode pour

résoudre des différent problémes.
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