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RESUME

Dans ce mémoire nous présentons, quelques résultats sur l’oscillation des solutions des équa-

tions différentielles linéaires a coefficients d’ordre itératif fini sous forme
SO+ A fE Y 4+ Af + Agf =0

FE 4 Ay B o Ay f = F,

Comme nous le verrons plus loin ce probléme présente un trés grand intérét.




INTRODUCTION

La théorie de Nevanlinna est un outil incontournable dans la théorie des fonctions, en par-
ticulier dans ’étude des propriétés des solutions des équations différentielles complexes, no-
tamment la croissance et l'oscillation des solutions. En effet depuis 1925, l'année ot R.
Navanlinna a publie les résultats de ses travaux sur la théorie de la distribution des valeurs
des fonctions méromorphes, les chercheurs ne cessent de publier dans la méme thématique
et plusieurs problémes ont été étudies et résolus. Des liens étroits avec d’autres domaines
sont mis en évidence en particulier avec la théorie analytique des équations différentielles.
Pour une introduction a la théorie des équations différentielles dans le plan complexe avec la

théorie de Nevanlinna voir [13].

La recherche active dans ce domaine a été lancée par H. Wittich et ses étudiants dans les
années 1950 et 1960 concernant la croissance des solutions des équations différentielles li-
néaires

f(k) =+ Akz—lf(k_l) 4+t Alf’ +Ayf =0 (0.1)
FO 4 A fE D 4 Agf = F (0.2)

On s’intéresse a 'étude de la croissance et l'oscillation des solutions des équations diffé-
rentielle linéaires non homogénes ou homogénes d’ordre supérieur a coefficients fonctions
méromorphes. Pour cela, on va introduire des conditions sur [’ordre des coefficients.

Nous obtenons plusieurs résultats lorsque les coefficients dans (0.1) ou (0.2) sont des fonctions
entiéres ou méromorphes d’ordre fini (voir [1,2,3 10,11 ,12]).

Ce mémoire se compose d’une introduction et deux chapitres.

Dans le premier chapitre on va citer quelques notations, définitions et résultats dont on aura
besoin dans le deuxiéme chapitre, on peut considérer ce chapitre comme une introduction &
la théorie de Nevanlinna, on va aussi citer quelques théorémes et définitions concernant la

distribution des valeurs des fonctions analytiques dans le disque unité.



Tandis que dans le deuxiéme chapitre on va se baser sur l’oscillation des solutions d’équation

différentielles linéaire d’ordre itératif fini et nous obtenons quelques résultats et nous donnons

les théoréemes et leurs preuves avec plus détails.

Enfin, nous donnons une conclusion générale sur l’oscillation des solutions des équations

différentielle linéaires & coefficients d’ordre itératif fini.




Chapitre 1

Quelque élément de la théorie de
R.Nevanlinna

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques définitions et notations avec les résultats fon-
damentaux qui sont utilisés dans le chapitre qui suit; notations de la théorie des fonctions
méromorphes Nevanlinna (voir [10, 13]). Afin de décrire la croissance de l'ordre de fonc-
tions entiéres ou des fonctions méromorphes plus précisément, nous introduisons quelques

notations concernant [’ordre itératif fin.

1.1 Formule de Jensen
Théoréme 1.1.1 [10, 13] Soit f une fonction méromorphe telle que f(0) Z 0, oo,

(a1, ag, . ..), (resp.by, by, -+ ) ses zéros (resp. ses poles) chacun étant compté avec son ordre

de multiplicité. Alors

2m
1 i r r
10g|f(0)|:—/log|f(re‘p)|d<p+Zlog——Zlog— (1.1)
2m 101 |a;]
0 [bj|<r laj|<r
Preuve. On démontrer le théoréme lorsque f n’admet ni zéros ni poles sur le cercle |z| = r.

Cosidérons la fonction

s =1 IT - =250 T 2 (12)

T( |bj‘<'l’

J

On a g # 0, oo,
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dans le disque |z| < 7 et In|g (z)| est une fonction harmonique.

D’aprés la formule de la moyenne

2
1 .
log|g (0)| = %/log ‘g (re’?) ‘ dep. (1.3)
0

D’autre part,

SO &
laj|<r

|
loglg (0)] = R (1.4)
11
‘bj|<7’
donc
r r
Inlg (0)) =In|f (0)|+ > lnmf— > IHW'
laj|<r J |bj|<r J
Pour z = r¢¥, on a U

1.2 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Soit f une fonction méromorphe non constante. Pour tout nombre complexe a, on désigne par
n (t,a, f) le nombre de racines de l’équation f(z) = a situées dans le disque |z| < t, chaque
racine étant comptée un nombre de fois égal a son ordre de multiplicité et par n(t,a, f) le
nombre des racines distinctes de l’équation f (z) = a dans le disque |z| < t. On désigne par
n (t, 00, f) le nombre des poles de la fonction [ dans le disque |z| < t, chaque pdle étant
compté avec son ordre de multiplicité et par T (t,00, f) le nombre des pdles distincts de f

dans le disque |z| <t

T

N(r,a,f):/

0

[n(t7a7f)_n<07avf)]
t

dt +n(0,a, f)logr (a# o0),

N (r,a, f) = /0’“ n(ta. /) ;ﬁ(o’a’f)]dt—i—ﬁ(o,a,f)logr (a # o0),

N (r,00, f) = N (r, ) _/OT 7 (t,00, /) ;ﬁ(o’oo’f)]dt—|—ﬁ(0,oo,f)logr,



1.2 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna 4

m(r,a,f)zm(r,L) :%/OQﬂlongW;dG (a # c0) ,

f—a re?) — al
et

| i0
m(r,oo,f):m(r,f):%/o log ‘f(re )}d@,

N (r,a, f) (respectivement N (r,a, f)) est appelée fonction a-points (respectivement a-points
distincts) de la fonction f dans le disque |z| < r. Elle caractérise la densité des zéros de
Uéquation f(z) = a dans le disque |z| <1 et m(r,a, f) est dite fonction de proximité de la

fonction f au point a. Elle exprime la déviation en moyenne de la fonction f au point a.

Lemme 1.2.1 ([13]) Soit f une fonction méromorphe avec a-points oy, ag, -+, «, dans le
disque |z| < r tels que 0 < |ay| < |ag| < -+ < |ay| < r. Alors

T T

n(t,a, f) n(t,a, f) —n(0,a, f) r
/—t dt:/ ; dt:|zllog|—j’.
0 0 aj|<r

Preuve. Posons |aj| =r; (1<j<n).
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r = r
Z 1og? = ;logr—j

= Z (logr — logr;)

j=1
= nlogr — Zlogrj
j=1
n—1
= Zj (logrji1 —logr;) +n(logr —logr,)
j=1
n—1 n—1
= Z [(j +1)1logrjs1 — jlogr;] — Zlogrj+1 +nlogr —nlogr,
Jj=1 j=1
= nlogr, — Zlogr
j=1

rs

n—1 "Itt P
o Z ) dt n ndt
AT t
Jj=1 : Tn

_ /n(t,CL,f)dt
t
0

_ /n<t7a7f)_n(0>aaf)dt
; .

0

g

Exemple 1.2.1 Soit fi (z) = €* et fo(z) = €* (a € C). Nous avons f1(z) et fa(z) sont des

fonctions entiéres, alors ils n’ont pas des pdles. D ot
n(r,oo,fl) = n(r,oo,fg) = 07

et
N(Tafl) :N<r7f2) =0.

Définition 1.2.1 ([10,13]) Pour tout réel x > 0, on définit

log x x>1

log+x:max(10g$,0):{ 0 0<z<1
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Lemme 1.2.2 ([13]) On a les propriétés suivantes :

a) logz <log™ z (x>0).
b) logtx <log™y (0 <z <y).
c) logz =log"z —log" L (2 >0).

d) [logz|=log"z+1log" L (z>0).
e) log* (H :CZ> < Z:log+ T;.
i=1 i=1
f) log™ (Z a:j> < ZlogJr x; + logn.
j=1 j=1

Proposition 1.2.1 ([13]) Soit f une fonction méromorphe et a € C tels que

oo

f(z) —a= chzj,cm #0, m € Z,

j=m

est le développement de Laurent de f(z) — a a lorigine. Alors on a

2m
log |cim| = %/log!f (rei*”)!dgo—i—N(r,oo,f) - N (T,OO,%) :
0

Preuve. Considérons la fonction h(z) = f(z)z7™,
on a h(0) # 0,00, et

m =mn(0,0, f) —n (0,00, f).

En effet, si m > 0, alors

n (0,0, f) =m et

n (0,00, f) =0

st m < 0, alors

n (0,0, f) =0 et

n (0,00, f) = —m

sim=20

n (0,0, f) =n (0,00, f) = 0.

Donc f et h possédent les mémes zéros et les mémes poles dans 0 < |z| <,

d’aprés le théoréeme 1.1.1 et le lemme 1.2.1
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log\cm\ = log | (0)]

_—/log|h rel? |dgo+zlog< ) Zlog<l_>

|bg|<r laj|<r
r r

7 —m n(t,00,f)—n(0,00,f) n(t,0,f)—n(0,0,f)
log|f(7"e‘p)7“ |dg0+/ - dt—/fdt

21 T T

7 n(t7oo7f)_n(ovoovf) n(tvovf)_n(ovovf)
10g|f(re@)|dgo+—mlogr+/ ; dt—/fdt

27 r T
7 n(t,oo,f)—n(O,oo,f) n(tvovf)_n(0707f)
log | f (re*?)| dp+—[n (0,0, f)—n (0, oo, f)] 10g7’+/ ; dt—/ ; dt
0 0 0
27
10g|f(rew)|dgo—|—N(r,f)—N(r,%) : O

0

Théoréme 1.2.1 ([13]) (premier théoréme fondamental de R.Nevanlinna)

Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent f—a (a € C) a lorigine

+oo
f(z)—a:chzj, cm #0, mez, zeC.
j=m
Alors
1
T(fT) — T, 1) ~ Wn|enl + 0 (a)
ou

I (r,a)] <In"|a| +1n2.
Preuve. Montrons le théoéme pour a = 0.

D’aprés la proposition 1.2.1 et le lemme 1.2.2 (¢), on a

Injen| = 5 /lnlf(re )Id¢+N(T’f>_N<T’%)

o

() =m (0. 0) + N ()= N (r,3)

n(11) (1)

(r, f) + N (r, ) = In|ep|

=T (r,f)—In|cy|. (1.5)
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Montrons le cas général a # 0. Posons h = f — a. Alors
1 1
N(r:)=N
()= (7)
N(Tah) :N(r,f—a) :N<Taf)7
on a
InT|h| =In*|f —a] <In*|f| +1n" |a] +1n2 (1.6)
Int|fl =In" |h+a| <In" |h| +In" |a| + 1n2 (1.7)
En intégrant (1.6) et (1.7) on aura :
1 2 1 1 27
%/lrﬁ |h (re'?)|de < o In* | f (re’)| de + %/(hﬁ la| +1n2)
0 0
m(r,h) < m(r,f)+1In"|a| +1n2
m(r,f) < m(r,h)+In" |a| +1n2
Posons
@(Taa) :m(r,h) —m(T7f)
—(In"|a] +1n2) < @(r,a) =m(r,h) —m(r, f)
< In*|a|+1n2
& |o(r,a)| <In'|a] +1n2
D’apreés (1.5) on a
1 1 1 1
T(?”, m) = T <T, E) =m (T, E) + N <T, E)
= m('r’,f)—l—N(r,f) —lIl|Cm|
= T(T,f) _ln‘cm‘ +§0(r>a)
]

Lemme 1.2.3 ([10]) Pour tout a € C, on a

2m
1 ,
log™ |a| = %/log la — €| db.
0
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Preuve. On applique la formule de Jensen pour la fonction

g(z) =a—=z
avec r = 1, on obtient
log|a| = S /27r log ‘g (ei9)| do — logi _ 1 /27r log |a - ew‘ df + log |a|
27 J, la| 27 J, '

Par conséquent,
1 2w )
— 10g‘a—ew|d¢9:0:log+|a|.
21 J,

Si la| > 1, alors f n'a pas de zéros dans le disque |z| < 1. Donc,

1 2m ]
log* |a] = log|a| = %/ log‘a—ele}dé.
0

Définition 1.2.2 ([13]) (fonction caractéristique)

Soit f une fonction méromorphe. On définit la fonction caractéristique de Nevanlinna par

T f)=m(r, f)+N(rf),

ou 0 <r < +oo.
Cette fonction joue un role trés important dans la théorie de la distribution des valeurs des

fonctions méromorphes.
Exemple 1.2.2 Pour la fonction f (z2) = ¢e*, on a N (r, f) = 0. D’autre part,

1 2w o
m (7“, 0, f) = m (71’ f) - / 10g+ |€T(COS p+isin go)‘ dg@
2w Jo
1 27 1 g
= 10g+|€rcos<p|d(p: _/ TCOSngQD
21 Jo 2m J_

= LQ/QCOS d —Z[sin ]%—
ot i = Ylo =

SHIE

Done, T (r, f) =

3=
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Théoréme 1.2.2 (Cartan, [10]) Soit f une fonction méromorphe dans |z| < R alors

27
T(r,f)z/o N(r,eie,f)dH—l—logﬂf(O)], (0<r<R).

Preuve. On applique la formule de Jensen pour la fonction f (z) — e%, alors

, 1 [%7 . . . 1
log‘f(O) —ew| = %/0 10g|f (re’e) — ew‘dgo—l—N (r,f,ew) — N <r, —f—eie)

1 [% . . )
— %/0 log{f (rezg) — e’e‘ dp+ N (r, f) — N(r,ew,f).

En intégrant par rapport a 6 de 0 a 27

1 27 » 1 2T 1 27 » 0
o |, log|f (0) —e”|df = %/U %/0 log | f (re”) — €| dy| do
1 27 0
N0 =g [N (et ) ap
1 27 1 27 » 0
= %/0 [%/0 log{f(re)—e‘d@]dgp
1 27 0
—i—N(r,f)—%/O N(r,e ,f)d@.
D’aprés le lemme 1.2.3
log™® | f (0)] :i/% i/%log\f(rew)—eﬂd@ do+ N (r f)—i/%N(r e’ f)do
21 Jo |27 Jo ’ 27 Jo T

1 2 0
:m(r,f)+N(T,f)—%/0 N(r,e ,f)d@

1

=T(r f)——/%N(r e, f)do
B ’ 27 Jo T

g

Proposition 1.2.2 ([13]) Soient f,f1, f2, -+, fu (n > 1) des fonctions meromorphes et a, b,

¢, et d des constantes complezes telles que ad — be # 0. Alors
'T<T7Hfj)§ZT<r7fj)'

j=1 j=1
. T (T,ij) < ZT(r,fj)+logn.

j=1 j=1

u—y

N

w

LT (r f"y=nT(r,f) , VneN.

)
4. T (7", ZJJ:IZ> =T(r,f)+0O1) r— +oo, f # ’Td.
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1.3 Principale estimation de la dérivée logarithmique

Théoréme 1.3.1 ([13]) Soit f une fonction méromorphe transcendante. Alors

(L) st

ot S(r,f) = OlogT (r, f)+logr) a Uextérieur d’un ensemble E C [0,+0c0) de mesure

linéaire finie. St f est d’ordre fini, alors

m (n %) =0 ogn).

Corollaire 1.3.1 ([13]) Soit f une fonction méromorphe transcendante et k > 1 est un

m(n%k)):Mﬁf),

ov S(r,f) = O(logT (r,f)+logr) a Uextérieur d’un ensemble E C [0,+00) de mesure

nombre entiér. Alors

linéaire finie. Si f est d’ordre fini alors

m (7‘, #) =0 (logr).

1.4 Ordre d’une fonction méromorphe

Définition 1.4.1 ([10,13]) Soit f est une fonction méromorphe. On définit lordre de f par

— log T (r, f)

= 1 1.8

7 (f) r—1>I—|¥100 log T ( )

Si
— logT

r—+oo  logr
on dit que la fonction f est d’ordre infini.
Exemple 1.4.1 Pour la fonction f(z) = exp(z), on a T (r, f) = Z. Dot o (f) = 1.
Exemple 1.4.2 Pour la fonction f(z) = expexp(z), on a T (r,f) ~ %, r — 400.

Tor)2

Dot o (f) =+o0



1.5 Mesure linéaire et mesure logarithmique 12

1.5 Mesure linéaire et mesure logarithmique
Définition 1.5.1 ([11]) On définit la mesure linéaire d’une ensemble E C [0, +00) par
+oo
m(E) =[x
0
ol X est la fonction caractéristique de l’ensemble E.

Définition 1.5.2 ([11]) La mesure logarithmique d’un ensemble H C [1,400) est définie

par

ol Xy est la fonction caractéristique de l’ensemble H.

Exemple 1.5.1 La mesure linéare de ’ensemble E = [1,5] U [6,8] C [1,+00) est

m(E):/0+OOXE(t):/15dt+/:dt:6

Exemple 1.5.2 La mesure logarithmique de l’'ensemble F' = [1,¢e] C [1,+00)

+oo e
Im (F) = Xe () gy o [Ty
/ /
1 1

1.6 La croissance et la distribution des valeurs d’une
fonction entiére ou méromorphe

1.6.1 L’ordre de croissance d’une fonction

Définition 1.6.1 Soit f une fonction entiére. Alors l'ordre et U’hyper-ordre de [ sont définis

respectivement par

= loglog M (r, f)

=1
J(f) r—lgloo log?"
— logloglog M (r, f
72 (f) = T <EREREMNT)

ot M (r, f) = max {[f (2)],[2| = 7} .
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Si [ est une fonction méromorphe, alors l’ordre et [’hyper-ordre de f sont définis par

voir ([13])

— logT(r,f)
= Tim —=—\"JJ
O(f) r—{I—Eloo logT
— loglogT (r, f
o2 (f) = &i&%-

Exemple 1.6.1 La fonction f(z) = exp{expz"} est d’ordre o (f) = oo et d’hyper ordre

oo (f) =n.

1

sm\/E} est d’ordre o (f) = oo et de hyper ordre o5 (f) = 3

z

Remarque 1.6.1 Si f est d’ordre fini alors Uhyper ordre de cette fonction est nulle.

La fonction f(z) = exp{

1.6.2 La notion d’ordre p- itératif d’une fonction

St lordre d’une fonction entiére ou méromorphe est infini, on définit I’hyper ordre de cette
fonction.

Pour la définition de ’ordre p- itératif d’une fonction méromorphe, on a besoin de définir les
expressions suivantes : pour tout v € R, on pose exp, r :=expr et €Xpy41 T 1= €xp (expp r) ,
p € N. De la méme fagon on définit log, r := logr et log, ,r := log (logp 7") , p € N et ceci

pour r suffisamment grand

Définition 1.6.2 [13] Soit f une fonction méromorphe. Alors lordre p—itératif est défini

par

o () — 8 T 0

N). 1.9
T = (beN) (1.9)

Si f est une fonction entiére, alors ordre p— itératif est défini par

op (f) = o 8 L0 S) - logpn M(r. /) (p € N). (1.10)

r—00 logr r—00 logr

Exemple 1.6.2 Pour la fonction f (z) = exp,(z), ¢ €N ona

+oo sip<q
op(f)=q 1 sip=gq
0 stp > q
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Théoréme 1.6.1 Soit f,g deux fonctions méromorphes. Alors

1. o(f+yg) <max{o(f);o(g)}.
2. o(fg) <max{o(f);o(g)}-

8. Sio(f)<ol(g)alorso(f+g)=0c(fg)=0(g).

Définition 1.6.3 Soit f une fonction méromorphe. Alors l'indice de croissance de [’ordre

est défini par

0 pour f rationelle
i(f)=1< min{peN: o,(f) <oo} pour f trancsendante avec o, (f) < oo existes,
00 pour f avec o, (f) = oo pour tout p € N.

Définition 1.6.4 Soit f une fonction méromorphe. Alors l'ordre inférieur p— itératif est
défini par

(1) = tim T 0 T)

N). 1.11
lm RS e (111)

1.6.3 Exposant de convergence des zéros d’une fonction méro-
morphe

Définition 1.6.5 Soit f une fonction méromorphe. On définit ’exposant p—itératif de conver-
gence des zéros de la fonction f par
__ log, N (7“, l)
A (f) = Tm —0 12

r—-+00 log r

On définit l'exposant p—itératif de convergence des zéros distincts de la fonction f par

Xp(f): im M,

r—-+00 log r

Définition 1.6.6 Soit f une fonction méromorphe. Alors ’exposant p—itératif de conver-

gence des a— points de la fonction f noté A\, (f,a) est défini par

Ap(f,a):mwzmbgpmr’a’f) (p €N). (1.12)

r—00 log r 7—00 log r
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Si a =0, alors on obtient ’exposant p—itératif de convergence des zéros de la fonction f

(peN). (1.13)

r—00 log r r—00 log r
On définit lexposant p—itératif de convergence des a— points des zéros distincts de la fonction

f par
X (foa) = T o 0@ f) gl Nnaf) g (1.14)

r—00 log r r—00 log r

Si a = 00, on définit l’exposant p—itératif de convergence des poles distincts d’une fonction

méromorphe f est défini par

)\_(l) —log,n(r,f) ——log,N(r,f)

= lim —-" = lim —~~ N). 1.15
TLIEO logr rgrolo logr pe ) ( )

Exemple 1.6.3 L’exposant et l’hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonc-

tion f(z) = e + 2 sont égaux respectivement ¢ oo et 1.

Exemple 1.6.4 L’exposant et I’hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonc-

tion f(2) = e + e* sont égaux respectivement a oo et 1.

Exemple 1.6.5 L’exposant et I’hyper exposant de convergence des points fixes de la fonction

f(2) = cos (€*) sont égaux respectivement & oo et 1.

1.7 L’indice central d’une fonction entiére

+oo
Définition 1.7.1 [13,11] Soit f(z) = Zanz” une fonction entiére et soit 0 < r < +o00.

n=0
Notons par p(r) = max {|a,|r"; n=0,1, ---} le terme mazimal de f. L’indice central de

la fonction f est défini par
vy (r) = max {m; pu (r) = |ap,| ™ et m =m(r)}

Ezemple 1.7.1 Pour le polynéme p (z) = anz" + -+ + a2, a, # 0, pour r suffisamment

grand, on a
p(r) = lan|r"
et

v, (1) = n.
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1.8 Lemmes préliminaires

Lemme 1.8.1 Si f(z) est une fonction entiére d’ordre o et d’indice central vy (r), alors

T log vy (r)

g =
r—+00 logr

Lemme 1.8.2 [15] Soit g : (0,+00) — R, h : (0,4+00) — R deuz fonctions monotones

croissantes telles que

i. g(r) < h(r) a Uextérieur d’un ensemble Ey de mesure linéaire finie. Alors, pour tout a>1

il existe o > 0 tel que g(r) < h(ar) pour tout r > 9.

ii. g(r) < h(r) a Uestérieur d’un ensemble Ey de mesure logarithmique finie. Alors, pour

toute o > 1, il existe 7o > 0 tel que g(r) < h(r®) Pour tout r > rq.

Preuve. pour (i) : depuis E est de mesure logarithmique finie, clairement E peut contenir
au plus un nombre fini d’intervalles disjoints de la forme [r, ar] pour r > 1, il en résulte que
il existe une ro > 0, tel que pour tout v > 1o, lintervalle [r,ar] doit contenir un point t ot
te EU0,1]. Alors g(r) < g(t) < h(t) < h(ar). Ou bien on noté o := [, dr, et on choi

ro = o/ (o —1). Pour tout v > 1o, lintervalle [r,ar] content le complément de E. En fait,

/ dt=r(a—1)>ro(a—1) =o0.
par conséquent, on prendre t € [r,ar]\ E, nous obtenons
g9(r) < g(t) < h(t) < h(ar).

Pour (i) : on notons X\ = /dr/r < 00, et choisi 7o = exp (A\/ (o — 1)) pour tout r > ry,

E

ro

dt

d’intervalle [r,r%] rencontre le complément de E. Comme dans la preuve précédent / &=

logr® —logr = (o« —1)logr > (o —1)logrg = \. Par conséquent, prend maintenant t €
[r, 7]\ E, nous obtenons

g(r) < g(t) < h(t) < h(r?).
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Lemme 1.8.3 ([6]) Soit f une fonction méromorphe, soit a > 1 et € > 0 donné. Alors il
existe une constante B > 0 et un ensemble Ey C [0,00) de mesure linéaire finie tel que pour

tout z satisfaisant |z| = r ¢ Ey, on a

< B[T (ar, ) rflog T (ar, f)]" (k €N).

Lemme 1.8.4 ([12], [8]) Soit f (2) = > a,z™ une fonction entiére, (1) est le terme mazi-
n=0
mal, i.e :

p(r) = max {|a,|r";n =0,1,---},

et soit vy (r) Uindice central de f. On a les assertions suivantes

(1) si |ag| # 0, alors
vy (t)

log 1 (r) = log |ao| +/ Tdt’ (1.16)
0

(ii) pour r < R, nous avons

M (r, f) < p(r) {I/f (R) + R}E 7"} . (1.17)

Lemme 1.8.5 [11, 12, 13] Soit f(z) une fonction transcendante, et soit z un point vérifiant
|z| =7 ou|f(2)| = M(r, f). Alors pour toute |z| a l'extérieur d’un ensemble E5 de r de mesure

logarithmique finie, nous avons

FO@) (v N L, N
F(z) —<Z )U+ (1)) (neN,r¢ Ey), (1.18)

ou vs(r) est l'indice central de f.

Lemme 1.8.6 [3,15] Soit f(z) une fonction entiére d’ordre itératif fini satisfaisant o,(f) =

03, i, (f) =p, 0 < q<p<oo, et soit vy (r) l'indice central de f. Alors nous avons

lim —27 2 — 5, (1.19)

lim —4 2 — . (1.20)
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Lemme 1.8.7 [15] Soit f(2) = 28, ot g(z), d(z) sont des fonctions entiéres d’ordre itératif
fini satisfaisant i(d) < p ot op(d) < p,(g) < op(g) < 00, p € N. Soit z un point avec |z| = r
ou |g(z)| = M(r,g) et vy(r) désigne Uindice central de g. Alors on a l’estimation

f(2) (Ug (T))"

=) (1+0(1)) (neN). (1.21)

f(2) z
pour tout |z| = r a Uextérieur d’un ensemble E, de r mesure logarithmique finie.
Preuve. Utilisant la relations de recurence, on peut montrer facilement cela
n—1 (5 d J1 d™ Jn
(n) _ g 9 R i
_ 7+Z;7'(Z)C”“" (d) < y ) , (1.22)

= J1---In

ol ¢jj,..j, est des constantes, et j + ji + 2jo + ... + nj, = n. Dot

<.

Fo g nZLG) A\ dm\
f g Z g d d
Jj=0 (]1---Jn)

De lemme 1.8.5, nous avons

G) (4 vo (7))
g9 (2) _ ( o )) (1+0(1)) (j=1,...n). (1.24)

9(2) z
Ou |zl =, |g(2)] = M(r,g), r ¢ Fa,lmEy < oco. (1.23) et (1.24)

0 (212 [ B () e s (2) (5

(]1]71)

Q

De puis que i(d) < p ou o,(d) = B < o3, pour tout donné (0 < 2e < o3 — ) et pour r

suffisamment grand, nous avons
T (2r,d) < exp, , {(27’)5+§} :

De lemme 1.8.3, il existe un ensemble F; C [1,00) avec mE; < oo tel que pour tout z

satisfaire |z| = r & Eyet pour v suffisamment grand, nous avons

‘ d™ (2)
d(z)

pour m = 1,...,n. De lemme 1.8.6 et p,(g) = p,(f) = o3 > (3, il suit que vy (r) >

< B|T (2r,d) < expy1 {77} =o0(1)exp,_, {r*},

exp,_1 {r7*7°} pour r suffisamment grand. Donc

() (2 (5

< exp {— exp, {7“03’5}} .€Xp,_; {7"

el = 0(r — o0)
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Ensemble E5 = Ey U Ey et note ImE3 < oo, & un point z avec |z| =1 ¢ Es,|g(2)| =

M (r,g), nous concluons que (1.21) tient.

g

Lemme 1.8.8 [(16,17)] Soit f (z) est une fonction entiére d’ordre itératif fini satisfaisant i

(f)=p+1, 0pi1 (f) =02, pty1 (f) = 11,0 < g < p < o0, et soit vy (r) est l'indice central de

f. Alors on a
—lo
im gp-i-l Vy (T)
r—00 log r
li loqurl vy (T)
im —————~
oo log r

= 03,

(1.25)

(1.26)

o0
Preuve. Soit f(z) = > a,z". Sans perte de généralisation, nous pouvons supposer que
n=0

lag| # 0 de (1.16), on a

vy (r)

2r
log pu (2r) = log |ao| —I—/ Tdt > log |ao| + vy (r) log 2.
0
Par linégalité de Cauchy, C’est facile de voir p(2r) < M (2r, f), alors
vy (r)log2 <log M (2r, f) + c1,

avec ¢y > 0 est un constant. Par 1.10 et (1.28) nous obtenons

mlongrl ve(r) - m10$C>;p+2M(7", f)

T—00 log r T r—o00 log r =%
g B 7 () o M f)
r—oo  logT r—00 log r

D’autre part, de (1.17), on a
M (r, f) < p(r) {vs (2r) + 2} = |ay ] 777 vy (2r) + 2},

depuis {|a,|} est une suite bornée de (1.31), on a

log, o Vs (2r)

log,,, o M (r, f) < log,, vy (2r) |14 log, ., vy (21) +log, o7 + Ca,
p
avec ¢y > 0 est un constant. Alors
—lo M (r, —lo ve(2r —lo ve(r
oy = m Ep+2 ( f)gim Ep+1 f( ):im Ep+1 f()
r—00 logr r—oo  log2r r—co  logr
= lim 10gq-{-2 M (7", f) < lim logq—l-l yf (2T) — lim logq Vf (T) '
—— log r T e log2r r—oo loOgrT

De (1.29), (1.30), (1.33) et (1.34), nous obtenons les conclusions (1.25) et (1.26).

(1.27)

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)
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Lemme 1.8.9 [12/ Soient Ao(z), A1(z),..., Ax_1(2) des coefficients entiéres dans l’équation
f(k) + Ak—l(z)f(k_l) 4o+ AO(Z)f =0,

et au moins un d’entre eux est une fonction transcendante. Si As(z) (0 < s < k—1) est le pre-

mier coefficient (selon la suite Ag, Ay, ..., Ax_1) satisfaisant lim Z m(r, Aj) /m(r,A;) <
r—00 jmstl

1 (r¢ Es), ou E5 C (1,400) est un ensemble d’avoir mesure linéaire finie, alors [’équation
FO + A a(2) f5D - Ag(2) f = 0,

posséde au plus s solutions entiéres linéairement indépendantes satisfaisant

mlOgT(T’f)

r—oo m (1, Ap)

=0 (T' ¢ E5) .
Lemme 1.8.10 [18,7,8,9] Soit f(z) une fonction entiére d’ordre itératif fini avec
i(f)=p, peN

Alors, il existe des fonctions entiéres 5(z) et D(z) de telle sorte que

et

En outre, pour tout € > 0 donné,
log 8 (2)] > —exp {r?D* ) (r ¢ Ey), (1.35)
ot Fg est un ensemble de r de mesure linéaire finie.

Lemme 1.8.11 Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre itératif fini aveci(f) =p, p € N.
Alors, il existe des fonctions entiéres m1(z), m1(z) et D(z) de telle sorte que

7 (2) eP)

T (2)

fz) = (1.36)
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et
o, (f) = max{ap(m),ap(ﬂg),Up(eD(Z))}. (1.37)

De plus, pour tout € > 0 donné, on a

exp{— exp, 1 {r7"*}} < [f(2)] < exp, {r"V*}(r ¢ En), (1.38)

ou F; est un ensemble de r de mesure linéaire finie.

Preuve. Par le lemme 1.8.10, il est facile de voir que (1.36) et (1.37) influence. Pose
f(z) = %&D)(Z), ot m1(z),ma(z) sont les produits canoniques formés avec les zéros et les
poles de f(z) respectivement. Depuis max{o,(m1),0,(m2), 0,(eP)} = 0, (f) et par le lemme

1.8.10, suffisamment grand pour |z| = r, nous avons
71 (2)] < exp, {r77F2 ) <exp, {r7WT2} | [ePB)| < exp, {ror) T2 ) (1.39)

T2 (2)] < exp, {TUP(M)J“%} < exp, {r”"(f)Jrg} , (1.40)

7 )] 2 exp, {-expy . (1)} 2 oxp, {—expy s (PPOHE)) (g B (LD

|2 (2)| = exp, {—exp,_, {T"P(”H%}} > exp, {—exp, ; {rop(f)+%}} (r¢ E;) (1.42)

avec E; est un ensemble de r de mesure linéaire finie. Depuis 0,_1 (D) = o, (e?®)) <0, (f)
et ’eD(Z)} > e IPCN pour suffisamment grand |z| = r, on a

|eD(Z)‘ > ¢ PO > oxp {_ exp,_; {Tﬂp(f)+§}} ' (1.43)

Par (1.39)-(1.43), nous pouvons obtenir facilement. O

Remarque 1.8.1 Le Lemme 1.8.11 est une amélioration du Lemme 1.8.10 et généralise le

résultat dans [4, p. 84, Lemme 4].

Lemme 1.8.12 Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre itératif infini satisfaisant i (f) =
p. Alors il existe un ensemble Fg C (1,400) de mesure logarithmique finie, tel que pour tout

re Eg, ona
log, T (r,
. (r, f)
r—oo  logr

=0,(f). (1.44)
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Preuve. Par définition 1.6.2, il existe une suite {r, } -, tend vers co et satisfaire (1 + %) Tn <

i1 tel que
logT
Tn—00 ].Og T’n

=0, (f). (1.45)
Il existe un nitel que pour n > n; et pour tout r € [rn, (1 + %) rn} ,on a

log, T (rn, f) _log, T (r,f) _log, T (L+1)r,, f)
< < .

1.46
log (1 + %) Tn logr - log ry, ( )
Ensemble Fg = U [rn, (1 + %) rn} , pour tout r € Fg, par (1.46), on a
log, T (r, log, T (7,
i 2B T S) oy T S)
r—00 log r r—oo log r,

et

o gy & |

n=ni n=ni



Chapitre 2

Oscillation des solutions des équations
différentielles linéaires a coeflicients
fonctions d’ordre itératif fini

2.1 Introduction

Nous avons étudié dans notre mémoire quelques propriétés d’oscillation complexes des équa-

tions différentielles linéaire d’ordre itératif de la forme
FE 4 A1 (2) fE D 4 Ag(2)f =0, (2.1)

et
PO+ Ay (2) fED 4t Ag(2)f = F(2), (2.2)

et on a obtenu de nombreux résultats lorsque les coefficients dans (2.1)
ou (2.2) sont des fonctions entiéres ou méromorphe d’ordre fini (voir [1, 2,3, 10, 11, 12]).
Lorsque les coefficients dans (2.1) ou (2.2) sont fonctions entiéres d’ordre itératif finie, nous

avons les résultats suivant.

2.2 principaux résultats
Théoréme 2.2.1 [14] Soit Ay (z),- -, Ax_1(2) des fonctions entiéres. Si

Z<AJ)§p (J:057k_1>p€N)7
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alors toutes les solutions de (2.1) vérifient
Tpia(f) < max{oy(Ay), j =0, - k- 1},
Théoréme 2.2.2 [1}] Soit Ao(2), -, Ax_1(2) des fonctions entiéres et soit i(Ag) = p, p €
N. Sii(A)) <p ot o,(A;) < op(Ag) pour tout j=1,---  k—1, alors
i(f)=p+1

et
op1(f) = o,(Ao),

pour toutes les solutions non-triviales de (2.1).

Théoréme 2.2.3 [1] soit Ag(z), -, Ax_1(2), des fonctions entiéres, et soit i (Ag) = p, (p €
N). Supposons que
max{p,(4;) :j =1,2,--- , K =1} < 0p(4o)(> 0)
et
max{71,(A4;) : 0, (4;) =0, (Ao)} <7, (Ay) =7(0 <7 < +00).
Alors, chaque solution f # 0 de (2,1) satisfait i(f) =p+1 et op41(f) = 0,(Ao).

Lorsque les coefficients dans (2.1) ou (2.2) sont des fonctions méromorphes d’ordre itératif

fini, nous avons aussi les résultats suivants.

Théoréme 2.2.4 [3,15] Soit Ag(2), -, Ar_1(2), I # 0, des fonctions méromorphes. Si
f(2) est une solution méromorphe de (2.2) satisfaisant l'une des conditions suivantes :

(1) max{i(F) = ¢, i(4;)(j =0,---, k =1} <i(f) =p+1(peN),

(i) b=max{op1(F), 0p1(4;)(j =0, -+, k= 1)} <opalf),

alors A\y41(f) = A1 (f) = 0 (f).

Théoréme 2.2.5 [15] Soit A;j(z)(j = 0, ---, k — 1) des fonctions méromorphes d’ordre

itératif fini satisfaisant § = max {ap (A;), A (i) NE: 0} <o,(A), (peN), oui(A;) <p
pour j # 0. Si f # 0 est une solution méromorphe de (2.1), alors

Tpi1(f) 2 ap(Ao).
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Théoréme 2.2.6 [15] Soit Aj(z) (j =0, ---, k—1) des fonctions méromorphes d’ordre
itératif fini satisfaisant max{o,(Aj), A, (Ai) ,J F st < py(As) < op(As) < 00, 5 € {0,
L---, k—=1}p e N), owi(A;) <p pourj#s. Si f# 0 est une solution méromorphe de
(2.1) satisfaisant

alors 0,41 (f) < 0p(As).

Dans ce chapitre, nous avons étudiée la croissance des solutions des équations différentielles
linéaires des équations (2.1) et (2.2) avec des coefficients fonctions entiéres ou méromorphes
d’ordre itératif fini. Sous certaines conditions sur les coefficients on obtient les résultats sui-

vants qui améliorent et étendent les résultats ci-dessus.

Théoréme 2.2.7 Soient Ay (2),- -, Ak—1(2) des fonctions entiéres d’ordre itératif fini sa-
tisfaisant

i(Ao) = p,op (Ao) = 0

et -
im > “m (r, A;) /m (r, Ag) < 1,
j=1

alors chaque solution f (z) non-triviale de (2.1) satisfait 0,1 (f) = 0, (Ao) = 071.

Corollaire 2.2.1 Soit Ay (2), A1 (2),---, Ag_1(2) des fonctions entiéres d’ordre itératif fini
satisfaisant
k—1
lim Zm(r,Aj)/m(r,Ao) <1
j=1

et Ay est fonction transendante avec o (Ag) < oo. Alors toute solution f (z) non triviale de

(2.1) satisfait oo (f) = o (Ao) .

Théoréme 2.2.8 Soit Ay (2),A1(2),- -+, Ar_1(2) des fonctions entiéres d’ordre itératif fini

satisfaisant
max {0}, (4;), j # 0} < p, (Ao) = 0y (Ao) ,

et
k—1

li_mZm(r,Aj)/m(r,Ao) <1(r¢ E),

r—oo
]_
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ot Fy est un ensemble de r de mesure linéaire finie. Alors chaque solution f (z) non triviale

de (2.1) satisfait o1 (f) = p, (Ao) = 0p (Ao) .

Remarque 2.2.1 Dans les théorémes 2.2.2-2.2.3 et le théoréme 2.2.7, les auteurs ont étudié
la croissance de la solution de (2.1) dans le méme cas ot le coefficient Ay (z) dans (2.1)
domine les autres coefficients A; (z)(j=1,--- ,k—1) et ont obtenu la méme conclusion

opt1 (f) =0, (Ao) (p € N). On note que la condition
max {o, (4;),j=1,--- k—1} <0, (A4y),

dans le Théoréeme 2.2.2 est plus fort que la condition

k—1

MZm (r,A;) /m(r, Ap) <1

j=1
dans Théoréeme 2.2.7. Donc, le Théoréeme 2.2.7 est une amélioration du Théoréme 2.2.2 et
le Corollaire 2.2.1 est une amélioration du résultat dans [8, p.121, Théoreme 4]. Si dans le

Théoreme 2.2.7, nous remplacons la condition

k—1

lim Y “m (r, A;) /m (r, Ag) < 1

Jj=1

par la condition
k—1

li_mZm (r, A;) /m(r, Ag) < 1
7’—)00]:1
et p, (Ao) = 0, (Ao), alors nous pouvons obtenir la méme conclusion comme du Théoreme

2.2.7, par conséquent le Théoréme 2.2.8 généralise le Théoréme 2.2.7.

Théoréme 2.2.9 Soit Ay(z), A1(2),..., Ax_1(2), F(z) # 0 des fonctions méromorphes. Si

f(2) est une solution méromorphe de l’équation (2,2) satisfaisant

i(f)=p+1, op1(f) =02

et b1
m Y T(r,4)+T(rF)| /T(rf) <1,
=0
alors

o1 (F) = Apia (f) = 0p1 () = 02
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Remarque 2.2.2 Le Théoréme 2.2.9 est une amélioration du Théoréme 2.2.10 puisque les
conditions dans Théoréme 2.2.10 sont plus fortes que la condition dans le Théoréme 2.2.9.
Pouvons-nous obtenir la méme conclusion lorsque le coefficients dans (2.1) sont des fonctions

méromorphes ? Le Théoréme 2.2.10 ci-dessous nous donne une réponse affirmative.

Théoréme 2.2.10 Soit Ao(2), A1(2),..., Ax_1(2) des fonctions méromorphes d’ordre d’itéra-
tif fini satisfaisant

A
i(Ao) = p, 6(00, Ag) = tim 2] - g

r—00 T (T, Ao)

et
k—1

EZm (r,Aj) /m(r,Ag) < 1.
j=1
Alors chaque solution f (z) non triviale de (2.1) satisfait

opi1 (f) = op (Ao) -

Théoréme 2.2.11 Soit Ag(z), A1(2), -+, Ax_1(2), F(2) des fonctions méromorphes d’ordre
itératif fini satisfaisant max{d,(Ayj), 0,(F),\, (i) JF s <y, (As) <6, (As) oui(A)) <p
(j #5). Si f(2) est une solution méromorphe de (2.2) satisfaisant

N (r, f)
N(r, f)

<exp,_y {r'} (b < p, (4)),

alors 0p1(f) < dp(Ay).

Corollaire 2.2.2 Soit Ay(2), A1(z), -+, Ax_1(z) des fonctions méromorphes d’ordre itératif

fini satisfaisant

. 1 :
8,1 5,(F) Ay () £ 0) <y () 8, (4) < 0
Si f(z) #Z 0 est une solution méromorphe de (2,1) satisfaisant

N(r f)
N{(r, f)

<exp, ; {rb} (b< fhy (Ag)),
alors

5P+1(f) = 5p<A0)-

Remarque 2.2.3 Théoréme 2.2.10 est un supplément du Théoreme 2.2.5. Le Théoréme
2.2.11 est une extension du Théoréme 2.2.6 puisque le Théoréme 2.2.6 est un cas particulier

du Théoréme 2.2.11 avec F(z) = 0.
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2.3 Preuves des principaux résultats
2.3.1 Preuve du théoréme 2.2.7

Nous divisons la preuve en deux parties :

i) Op+1 (f) = o1
ii) opi1 (f) < o1

Pour (i) : par (2.1), nous obtenons

A0 fEY () /()
B I I IO R IO} 2
Par le lemme de la dérivée logarithmique et (2.83), nous avons
k—
(1, Ao) < Z )+ 0 {log (T (r, )} (r ¢ E). (2.4)

ou E est un ensemble de r de mesure linéaire finie pas nécessairement le méme dans tous les

cas. Supposons que :
k—1

mZm (r,A;) /m(r,Ag) = a < [, <1,
j=1

alors pour r suffisamment grand, nous avons

E

-1

m(r, Aj) < Bym (r, Ap). (2.5)

<.
Il
—

Par (2.4) et (2.5), nous avons

(1= 81)m(r, Ag) < Oflog (rT (r, f))} (r & E). (2.6)

Par o, (Ag) = o1 et le Lemme 1.8.12 il existe un ensemble Eg C [1,400) de mesure loga-
rithmique infinie telle que

pour z satisfaisait |z| =r € Eg\E et pour tout ¢ >0, on a

(1= By)exp, o {r =} < (1= By)m(r, Ao) < O{log (T (r, )} (2.7)

De (2.7) on a 0,41 (f) > 0, (Ag) =
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Pour(ii) : Par (2.1) nous obtenons

7 (2) £ (2) 10
‘ ) ) ) ‘ *ll- (28)

Par le Lemme 1.8.5 et (2.8), pour tout z satisfaisant |z| =1 ¢ Es et |f(z)] = M(r, f), on a

‘(ﬂiﬁ)?1+ou»

z

/" (2)

< |Ag_1]

+ e+ A

(’l“ §é E3) ’
(2.9)

éﬂAkn+L%2w+~~+ma4(ﬂ§3)_<1+ou»

ou Ej est un ensemble de r mesure linéaire logarithmique finie. Par (2.5) et o, (Ao) = 01, il
est facile de voir que 0, (Aj) < o1 j=1,--- ,k—1. D’aprés le Lemme 1.8.11 et (2.9), il existe
un ensemble E; C (1,+00), de mesure logarithmique finie telle que pour tout z satisfaisant
|z| =r ¢ (E3U E7), nous avons

(ﬂiﬁ)il+au»

z < kexp, {TUI+€}

<“f7(7’))k_1 1to).  (210)

Par le Lemme 1.8.2, et le Lemme 1.8.6 et (2.10), nous avons o,+1 (f) < o1. De (i) et (i),

on obtient que chaque solution non triviale f(z) de (2.1) satisfait o,41 (f) = 0, (Ao) = 01.

2.3.2 Preuve du Théoréme 2.2.8

D’apreés le Lemme 1.8.9, on obtient que toutes les solutions linéairement indépendantes f de

(2.1) satisfait m% >0 (r¢ Ey). Cela signifie que chaque solution f # 0 de (2.1)

satisfait lim % > 0(r ¢ Ev), alors il existe 6 > 0 et une séquence {r,} -, tendant vers

oo telle que pour r, ¢ Ey suffisamment grand et pour chaque solution f # 0 de (2.1), nous
avons

log T (1, f) > 0m (rp, Ag) . (2.11)

Comme 1, (Ao) = 0, (Ag) et (2.11) nous avons

op1 (f) = 1y, (Ao) = 0, (Ag) - (2.12)

D’autre part, d’aprés le Théoréme 2.2.1, nous avons que toute solution f # 0 de (2.1)
satisfait

Op+1 (f) < max{ap (AJ) 7j =0,--- 7k - 1} = 0p (AO) : (213)

Par (2.12) et (2.13), nous avons apy1 (f) = 1, (Ao) = o) (Ao) -
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2.3.3 Preuve du Théoréme 2.2.9

De (2.2), nous obtenons

11 /f®W(z) fE V() /" (z) )

- == + A ———+-+A + Ao ). 2.14

ARG ) T .
Il est facile de voir que si f a un zéro a zy d’ordre o (> k), et Aog,..., Ax_1 sont analytiques

en 2y, alors F doit avoir un zéro en zy d’ordre o — k, d’ou
1 1 1)
n{ir,=| <knl(r ~ +n<r,—>+ n(r,A;), 2.15
() =i (ng) o) 1 e 215
1 1 1) <=
_NG7>§MV07>+NQGO+§]Wn&y (2.16)
§=0

Par le lemme de la dérivée logarithmique et (2.14), nous avons

m <7~, %) <m (r, %) + k;:m (r, A) + O {log (°T (r, f))} (r & E). (2.17)

Par (2.16) et (2.17), nous obtenons

T <r, %) <7 <r, %) +O(1) < kN (r, %) T (r, F)+§T (r, A;})+0 {log (T (r, f))} (r ¢ E).

=0
(2.18)
Supposons que
k-1
> T (r,A;) + T (r,F)
lim = —d<ec<l. 2.19
r—00 T <7~7 f) ( )
D’aprés (2.19), pour r suffisamment grand et £ (0 < e < ¢ — ) donné, nous avons
k-1
ST (A + T (1, F) < (54T (1, f) < T (1, ). (2.20)
=0
En substituant (2.20) dans (2.18), nous obtenons
— 1
T ) KN (15 ) + T (0 f) 4T 0 1), (0 8 B). .21
Par (2.21), nous obtenons
E = 1 2k —( 1
T < —N - < N - E 2.22
el (I e (R T (222

Par le Lemme 1.8.2 et (2.22), nous avons A\py1 (f) > 0pi1 (f) = 0. Par conséquent

Ap1 (f) = Apia (f) = 0p1 () = 02
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2.3.4 Preuve du théoréme 2.2.10

—

On suppose que f = ZE; est une solution méromorphe non triviale de (2.1), par (2.8)-(2.4)

dans la démonstration du Théoréme 2.2.7, il existe une constante 3, < 1 telle que pour r

suffisamment grand, nous avons

(1= B1)m(r, Ag) < O {log (rT (r, f))} (r ¢ E). (2.23)

Comme i(Ag) = p, alors par le Lemme 1.8.12, nous avons

lim log T (r, Ao)
r—oo  logr

=0, (Ay) (r¢ Es), (2.24)

ot Eg est un ensemble de r infinie mesure linéaire logarithmique. Comme 6(0c0, Ag) =

. log m(r,Ap)
lim T(r,Ao)

T—00

> 0, alors nous avons

lim logm (r, Ap)

r—00 log r

=0, (Ag) (r € Ejg). (2.25)
Par (2.23) et (2.25), nous obtenons 6,41 (f) > 6,(Ao).

2.3.5 Preuve du Théoréme 2.2.11

On suppose que [ = ZEZ% est une solution méromorphe de (2.2). De la relation (2.2), nous
obtenons
B f) fltD) fls=1) f F
—As—f(s)—f----—f—As_,_lW—l—AS_lW'f‘""f‘Aom—W. (2.26)
Par (2.26), nous avons
T(r,A)) < MT(r, f) +T (r, F) + > T (r, A;) + O{log(rT(r, )}, (r ¢ E) (2:27)
i#s

ou M > 0 est une constante, qui n’est pas nécessairement la méme dans chaque cas. Par
py (As) > max{d,(A;) (j # s),0, (F)} et de (2.27), nous obtenons ju, (f) > p,(As). Etant
donné que les poles de f sont obtenus des poles de A; (j = 0,--- ,k—1) et F, alors nous

avons

hy (}) =%, () Smax{Ap (Ai) oy (%) G =0,k 1)} <py(4), (229
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et par

=

(r, f)
(r f)
ot b < i, (As), nous avons N (r, f) < N (r, f)exp,_, {r’}. D’ou

< exp, ; {rb} ,

=

Ay (d) =, <%> < max {Xp (%) ,b} < p, (As) . (2.29)
Par (2.29) et p, (f) > p,(As), nous avons p,(g) = p,(f) > p,(As). Par (2.2) de plus, nous

avons

‘f(’“’ () fE V() 9 (2)
f(2) f(2) f(2)

D’apreés le Lemme 1.8.8, il existe un ensemble E4 ayant une mesure logarithmique finie

= |Ap|

(2.30)

i

‘+---+\Ao\+‘

telle que pour tout z satisfaisant |z| =r ¢ Ey et |g(2)| = M(r,g), on a

() (4 vo (1))
f ():<gz< )) (1+0(1)) (G=1,---,k). (2.31)

f(2)
Pour tout z satisfaisant |z| =1 ¢ Ey et |g(z)| = M(r,g) > 1, nous avons
F(z)| |F(2).d(z) (A)
o [ s e ey, (2:32)

D’aprés le Lemme 1.8.11, il existe un ensemble E; ayant une mesure linéaire finie telle que

pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ E; et pour tout € > 0 donné, on a
45 ()| < eapp{r™ 8%} (=0, k—1) (2:33)

En substituant (2.31)-(2.33) dans (2.30), nous obtenons

<”f_(7“>)k (140(1) <k <”f_(7”))k_l (14 0(1)exp, {r@t} . (2.34)

z z

Comme € > 0 est arbitraire, par (2.34) et le Lemme 1.8.6, nous avons o,1(f) < 0,(As).



CONCLUSION

L objectif de ce mémoire étant ’étude de la croissance et l'oscillation des solutions des équa-

tions linéaires a coefficients fonctions entiéres et méromorphes de la forme
FO 4 A () &Y 4o Ag(2)f =0,

et
F® 4 A (2) F5 D 4 Ag(2) f = F(2).

Une question naturelle : FEst-il possible d’obtenir des résultats similaires lorsque les coefficients

sont des fonctions entiéres ou méromorphes d’ordre [p,q| ?
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