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RÉSUMÉ

Dans ce mémoire nous présentons, quelques résultats sur l�oscillation des solutions des équa-

tions di¤érentielles linéaires à coe¢ cients d�ordre itératif �ni sous forme

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A1f 0 + A0f = 0

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A0f = F;

Comme nous le verrons plus loin ce problème présente un très grand intérêt.



INTRODUCTION

La théorie de Nevanlinna est un outil incontournable dans la théorie des fonctions, en par-

ticulier dans l�étude des propriétés des solutions des équations di¤érentielles complexes, no-

tamment la croissance et l�oscillation des solutions. En e¤et depuis 1925, l�année où R.

Navanlinna a publie les résultats de ses travaux sur la théorie de la distribution des valeurs

des fonctions méromorphes, les chercheurs ne cessent de publier dans la même thématique

et plusieurs problèmes ont été étudies et résolus. Des liens étroits avec d�autres domaines

sont mis en évidence en particulier avec la théorie analytique des équations di¤érentielles.

Pour une introduction à la théorie des équations di¤érentielles dans le plan complexe avec la

théorie de Nevanlinna voir [13] :

La recherche active dans ce domaine a été lancée par H. Wittich et ses étudiants dans les

années 1950 et 1960 concernant la croissance des solutions des équations di¤érentielles li-

néaires

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A1f 0 + A0f = 0 (0.1)

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A0f = F: (0.2)

On s�intéresse à l�étude de la croissance et l�oscillation des solutions des équations di¤é-

rentielle linéaires non homogènes ou homogènes d�ordre supérieur à coe¢ cients fonctions

méromorphes. Pour cela, on va introduire des conditions sur l�ordre des coe¢ cients.

Nous obtenons plusieurs résultats lorsque les coe¢ cients dans (0:1) ou (0:2) sont des fonctions

entières ou méromorphes d�ordre �ni (voir [1 ; 2 ; 3 ; 10 ; 11 ; 12]) :

Ce mémoire se compose d�une introduction et deux chapitres.

Dans le premier chapitre on va citer quelques notations, dé�nitions et résultats dont on aura

besoin dans le deuxième chapitre, on peut considérer ce chapitre comme une introduction à

la théorie de Nevanlinna, on va aussi citer quelques théorèmes et dé�nitions concernant la

distribution des valeurs des fonctions analytiques dans le disque unité.



Tandis que dans le deuxième chapitre on va se baser sur l�oscillation des solutions d�équation

di¤érentielles linéaire d�ordre itératif �ni et nous obtenons quelques résultats et nous donnons

les théorèmes et leurs preuves avec plus détails.

En�n, nous donnons une conclusion générale sur l�oscillation des solutions des équations

di¤érentielle linéaires à coe¢ cients d�ordre itératif �ni.



Chapitre 1

Quelque élément de la théorie de
R.Nevanlinna

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques dé�nitions et notations avec les résultats fon-

damentaux qui sont utilisés dans le chapitre qui suit ; notations de la théorie des fonctions

méromorphes Nevanlinna (voir [10, 13]). A�n de décrire la croissance de l�ordre de fonc-

tions entières ou des fonctions méromorphes plus précisément, nous introduisons quelques

notations concernant l�ordre itératif �ni.

1.1 Formule de Jensen

Théorème 1.1.1 [10; 13] Soit f une fonction méromorphe telle que f(0) 6� 0;1;

(a1; a2; . ::), (resp.b1; b2; � � � ) ses zéros (resp. ses pôles) chacun étant compté avec son ordre

de multiplicité. Alors

log jf (0)j = 1

2�

2�Z
0

log
��f �rei'��� d'+ X

jbj j<r

log
r

jbjj
�
X
jaj j<r

log
r

jajj
(1.1)

Preuve. On démontrer le théorème lorsque f n�admet ni zéros ni pôles sur le cercle jzj = r:

Cosidérons la fonction

g (z) = f (z)
Y
jaj j<r

r2 � ajz
r (z � aj)

=
Y
jbj j<r

r2 � bjz
r (z � bj)

: (1.2)

On a g 6= 0;1;
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dans le disque jzj < r et ln jg (z)j est une fonction harmonique.

D�aprés la formule de la moyenne

log jg (0)j = 1

2�

2�Z
0

log
��g �rei'��� d': (1.3)

D�autre part,

log jg (0)j =

jf (0)j
Y
jaj j<r

r
jaj jY

jbj j<r

r
jbj j

; (1.4)

donc

ln jg (0)j = ln jf (0)j+
X
jaj j<r

ln
r

jajj
�
X
jbj j<r

ln
r

jbjj
:

Pour z = rei'; on a �

1.2 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Soit f une fonction méromorphe non constante. Pour tout nombre complexe a, on désigne par

n (t; a; f) le nombre de racines de l�équation f (z) = a situées dans le disque jzj � t; chaque

racine étant comptée un nombre de fois égal à son ordre de multiplicité et par n (t; a; f) le

nombre des racines distinctes de l�équation f (z) = a dans le disque jzj � t: On désigne par

n (t;1; f) le nombre des pôles de la fonction f dans le disque jzj � t; chaque pôle étant

compté avec son ordre de multiplicité et par n (t;1; f) le nombre des pôles distincts de f

dans le disque jzj � t

N (r; a; f) =

rZ
0

[n (t; a; f)� n (0; a; f)]
t

dt+ n (0; a; f) log r (a 6=1) ;

N (r; a; f) =

Z r

0

[n (t; a; f)� n (0; a; f)]
t

dt+ n (0; a; f) log r (a 6=1) ;

N (r;1; f) = N (r; f) =
Z r

0

[n (t;1; f)� n (0;1; f)]
t

dt+ n (0;1; f) log r;
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m (r; a; f) = m

�
r;

1

f � a

�
=
1

2�

Z 2�

0

log+
1

jf (rei�)� ajd� (a 6=1) ;

et

m (r;1; f) = m (r; f) = 1

2�

Z 2�

0

log+
��f �rei���� d�;

N (r; a; f) (respectivement N (r; a; f)) est appelée fonction a-points (respectivement a-points

distincts) de la fonction f dans le disque jzj � r. Elle caractérise la densité des zéros de

l�équation f (z) = a dans le disque jzj � r et m (r; a; f) est dite fonction de proximité de la

fonction f au point a. Elle exprime la déviation en moyenne de la fonction f au point a:

Lemme 1.2.1 ([13]) Soit f une fonction méromorphe avec a-points �1; �2; � � � ; �n dans le

disque jzj � r tels que 0 � j�1j � j�2j � � � � � j�nj � r: Alors
rZ
0

n (t; a; f)

t
dt =

rZ
0

n (t; a; f)� n (0; a; f)
t

dt =
X
j�j j�r

log
r

j�jj
:

Preuve. Posons j�jj = rj (1 � j � n) :
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AlorsX
j�j j�r

log
r

j�jj
=

nX
j=1

log
r

rj

=
nX
j=1

(log r � log rj)

= n log r �
nX
j=1

log rj

=

n�1X
j=1

j (log rj+1 � log rj) + n (log r � log rn)

=
n�1X
j=1

[(j + 1) log rj+1 � j log rj]�
n�1X
j=1

log rj+1 + n log r � n log rn

= nlogrn �
nX
j=1

log r

=
n�1X
j=1

j

rj+1Z
rj

dt

t
+

rZ
rn

ndt

t

=

rZ
0

n (t; a; f)

t
dt

=

rZ
0

n (t; a; f)� n (0; a; f)
t

dt:

�

Exemple 1.2.1 Soit f1 (z) = ez et f2 (z) = eaz (a 2 C) : Nous avons f1 (z) et f2 (z) sont des

fonctions entières, alors ils n�ont pas des pôles. D�où

n (r;1; f1) = n (r;1; f2) = 0;

et

N (r; f1) = N (r; f2) = 0:

Dé�nition 1.2.1 ([10; 13]) Pour tout rèel x � 0; on dé�nit

log+ x = max(log x; 0) =

�
log x x > 1
0 0 � x � 1
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Lemme 1.2.2 ([13]) On a les propriétés suivantes :

a) log x � log+ x (x � 0) :

b) log+ x � log+ y (0 < x � y):

c) log x = log+ x� log+ 1
x

(x � 0) :

d) jlog xj = log+ x+ log+ 1
x

(x > 0) :

e) log+
 

nY
i=1

xi

!
�

nX
i=1

log+ xi:

f) log+
 

nX
j=1

xj

!
�

nX
j=1

log+ xj + log n:

Proposition 1.2.1 ([13]) Soit f une fonction méromorphe et a 2 C tels que

f(z)� a =
1X
j=m

cjz
j; cm 6= 0; m 2 Z;

est le développement de Laurent de f(z)� a à l�origine. Alors on a

log jcmj =
1

2�

2�Z
0

log
��f �rei'��� d'+N (r;1; f)�N �r;1; 1

f

�
:

Preuve. Considérons la fonction h (z) = f (z) z�m;

on a h (0) 6= 0;1, et

m = n (0; 0; f)� n (0;1; f) :

En e¤et, si m > 0, alors

n (0; 0; f) = m et

n (0;1; f) = 0

si m < 0, alors

n (0; 0; f) = 0 et

n (0;1; f) = �m

si m = 0

n (0; 0; f) = n (0;1; f) = 0:

Donc f et h possèdent les mêmes zéros et les mêmes pôles dans 0 < jzj < r;

d�après le théorème 1.1.1 et le lemme 1.2.1
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log jcmj = log jh (0)j

= 1
2�

2�Z
0

log jh (rei')j d'+
X
jbkj<r

log
�

r
jbkj

�
�
X
jaj j<r

log
�

r
jaj j

�

= 1
2�

2�Z
0

log jf (rei') r�mj d'+
rZ
0

n(t;1;f)�n(0;1;f)
t

dt�
rZ
0

n(t;0;f)�n(0;0;f)
t

dt

= 1
2�

2�Z
0

log jf (rei')j d'+�m log r +
rZ
0

n(t;1;f)�n(0;1;f)
t

dt�
rZ
0

n(t;0;f)�n(0;0;f)
t

dt

= 1
2�

2�Z
0

log jf (rei')j d'+�[n (0; 0; f)�n (0;1; f)] log r+
rZ
0

n(t;1;f)�n(0;1;f)
t

dt�
rZ
0

n(t;0;f)�n(0;0;f)
t

dt

= 1
2�

2�Z
0

log jf (rei')j d'+N (r; f)�N
�
r; 1
f

�
: �

Théorème 1.2.1 ([13]) (premier théorème fondamental de R.Nevanlinna)

Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent f �a (a 2 C) à l�origine

f (z)� a =
+1X
j=m

cjz
j; cm 6= 0; m 2 z; z 2 C:

Alors

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� ln jcmj+ ' (r; a) ;

où

j' (r; a)j � ln+ jaj+ ln 2:

Preuve. Montrons le théoème pour a = 0:

D�après la proposition 1.2.1 et le lemme 1.2.2 (c), on a

ln jcmj = 1
2�

2�Z
0

ln jf (rei')j d'+N (r; f)�N
�
r; 1
f

�
= m (r; f)�m (r; 0; f) +N (r; f)�N

�
r; 1
f

�
= m

�
r; 1
f

�
+N

�
r; 1
f

�
= m (r; f) +N (r; f)� ln jcmj

= T (r; f)� ln jcmj : (1.5)
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Montrons le cas général a 6= 0: Posons h = f � a. Alors

N

�
r;
1

h

�
= N

�
r;

1

f � a

�
N (r; h) = N (r; f � a) = N (r; f) ;

on a

ln+ jhj = ln+ jf � aj � ln+ jf j+ ln+ jaj+ ln 2 (1.6)

ln+ jf j = ln+ jh+ aj � ln+ jhj+ ln+ jaj+ ln 2 (1.7)

En intégrant (1.6) et (1.7) on aura :

1

2�

2�Z
0

ln+
��h �rei'��� d' � 1

2�

Z
ln+
��f �rei'��� d'+ 1

2�

2�Z
0

(ln+ jaj+ ln 2)

m(r; h) � m (r; f) + ln+ jaj+ ln 2

m (r; f) � m (r; h) + ln+ jaj+ ln 2

Posons

' (r; a) = m(r; h)�m (r; f)

�(ln+ jaj+ ln 2) � ' (r; a) = m(r; h)�m (r; f)

� ln+ jaj+ ln 2

, j' (r; a)j � ln+ jaj+ ln 2

D�après (1.5) on a

T (r;
1

f � a) = T

�
r;
1

h

�
= m

�
r;
1

h

�
+N

�
r;
1

h

�
= m (r; f) +N (r; f)� ln jcmj

= T (r; f)� ln jcmj+ ' (r; a)

�

Lemme 1.2.3 ([10]) Pour tout a 2 C, on a

log+ jaj = 1

2�

2�Z
0

log
��a� ei��� d�:
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Preuve. On applique la formule de Jensen pour la fonction

g (z) = a� z

avec r = 1; on obtient

log jaj = 1

2�

Z 2�

0

log
��g �ei���� d� � log 1jaj = 1

2�

Z 2�

0

log
��a� ei��� d� + log jaj :

Par conséquent,
1

2�

Z 2�

0

log
��a� ei��� d� = 0 = log+ jaj :

Si jaj � 1; alors f n�a pas de zéros dans le disque jzj < 1: Donc,

log+ jaj = log jaj = 1

2�

Z 2�

0

log
��a� ei��� d�:

�

Dé�nition 1.2.2 ([13]) (fonction caractèristique)

Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit la fonction caractéristique de Nevanlinna par

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) ;

où 0 < r < +1:

Cette fonction joue un rôle très important dans la théorie de la distribution des valeurs des

fonctions méromorphes.

Exemple 1.2.2 Pour la fonction f (z) = ez; on a N (r; f) � 0: D�autre part,

m (r;1; f) = m (r; f) =
1

2�

Z 2�

0

log+
��er(cos'+i sin')�� d'

=
1

2�

Z 2�

0

log+ jer cos'j d' = 1

2�

Z �
2

��
2

r cos'd'

=
r

2�
2

Z �
2

0

cos'd' =
r

�
[sin']

�
2
0 =

r

�
:

Donc, T (r; f) = r
�
:
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Théorème 1.2.2 (Cartan, [10]) Soit f une fonction méromorphe dans jzj < R alors

T (r; f) =

Z 2�

0

N
�
r; ei�; f

�
d� + log+ jf (0)j ; (0 < r < R) :

Preuve. On applique la formule de Jensen pour la fonction f (z)� ei�; alors

log
��f (0)� ei��� = 1

2�

Z 2�

0

log
��f �rei��� ei��� d'+N �r; f; ei���N �r; 1

f � ei�

�

=
1

2�

Z 2�

0

log
��f �rei��� ei��� d'+N (r; f)�N �r; ei�; f� :

En intégrant par rapport à � de 0 à 2�

1

2�

Z 2�

0

log
��f (0)� ei��� d� =

1

2�

Z 2�

0

�
1

2�

Z 2�

0

log
��f �rei��� ei��� d'� d�

+N (r; f)� 1

2�

Z 2�

0

N
�
r; ei�; f

�
d�

=
1

2�

Z 2�

0

�
1

2�

Z 2�

0

log
��f �rei��� ei��� d�� d'

+N (r; f)� 1

2�

Z 2�

0

N
�
r; ei�; f

�
d�:

D�après le lemme 1.2.3

log+ jf (0)j = 1

2�

Z 2�

0

�
1

2�

Z 2�

0

log
��f �rei��� ei��� d�� d'+N (r; f)� 1

2�

Z 2�

0

N
�
r; ei�; f

�
d�

= m (r; f) +N (r; f)� 1

2�

Z 2�

0

N
�
r; ei�; f

�
d�

= T (r; f)� 1

2�

Z 2�

0

N
�
r; ei�; f

�
d�

�

Proposition 1.2.2 ([13]) Soient f ,f1; f2; � � � ; fn (n � 1) des fonctions meromorphes et a, b,

c, et d des constantes complexes telles que ad� bc 6= 0: Alors

1. T

 
r;

nY
j=1

fj

!
�

nX
j=1

T (r; fj) :

2. T

 
r;

nX
j=1

fj

!
�

nX
j=1

T (r; fj) + log n:

3. T (r; fn) = nT (r; f) , 8 n 2 N:

4. T
�
r; af+b
cf+d

�
= T (r; f) +O(1) r ! +1; f 6= �d

c
:
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1.3 Principale estimation de la dérivée logarithmique

Théorème 1.3.1 ([13]) Soit f une fonction méromorphe transcendante. Alors

m

�
r;
f 0

f

�
= S (r; f) ;

où S (r; f) = O (log T (r; f) + log r) à l�extérieur d�un ensemble E � [0;+1) de mesure

linéaire �nie. Si f est d�ordre �ni, alors

m

�
r;
f 0

f

�
= O (log r) :

Corollaire 1.3.1 ([13]) Soit f une fonction méromorphe transcendante et k � 1 est un

nombre entièr. Alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= S (r; f) ;

où S (r; f) = O (log T (r; f) + log r) à l�extérieur d�un ensemble E � [0;+1) de mesure

linéaire �nie. Si f est d�ordre �ni alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O (log r) :

1.4 Ordre d�une fonction méromorphe

Dé�nition 1.4.1 ([10; 13]) Soit f est une fonction méromorphe. On dé�nit l�ordre de f par

� (f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r
: (1.8)

Si

lim
r!+1

log T (r; f)

log r
= +1;

on dit que la fonction f est d�ordre in�ni.

Exemple 1.4.1 Pour la fonction f (z) = exp (z) ; on a T (r; f) = r
�
. D�où � (f) = 1.

Exemple 1.4.2 Pour la fonction f (z) = exp exp (z), on a T (r; f) � exp(r)

(2�3r)
1
2
, r ! +1.

D�où � (f) = +1
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1.5 Mesure linéaire et mesure logarithmique

Dé�nition 1.5.1 ([11]) On dé�nit la mesure linéaire d�une ensemble E � [0;+1) par

m (E) =

Z +1

0

�E (t) dt;

où �E est la fonction caractéristique de l�ensemble E:

Dé�nition 1.5.2 ([11]) La mesure logarithmique d�un ensemble H � [1;+1) est dé�nie

par

lm (H) =

Z +1

1

�H (t)

t
dt;

où �H est la fonction caractéristique de l�ensemble H:

Exemple 1.5.1 La mesure linéare de l�ensemble E = [1; 5] [ [6; 8] � [1;+1) est

m (E) =

Z +1

0

�E (t) =

Z 5

1

dt+

Z 8

6

dt = 6

Exemple 1.5.2 La mesure logarithmique de l�ensemble F = [1; e] � [1;+1)

lm (F ) =

Z +1

1

�F (t)

t
dt =

Z e

1

dt

t
= 1

1.6 La croissance et la distribution des valeurs d�une
fonction entière ou méromorphe

1.6.1 L�ordre de croissance d�une fonction

Dé�nition 1.6.1 Soit f une fonction entière. Alors l�ordre et l�hyper-ordre de f sont dé�nis

respectivement par

� (f) = lim
r!+1

log logM (r; f)

log r
;

�2 (f) = lim
r!+1

log log logM (r; f)

log r
;

où M (r; f) = max fjf (z)j ; jzj = rg :
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Si f est une fonction méromorphe, alors l�ordre et l�hyper-ordre de f sont dé�nis par

voir ([13])

� (f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r
;

�2 (f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
:

Exemple 1.6.1 La fonction f (z) = exp fexp zng est d�ordre � (f) = 1 et d�hyper ordre

�2 (f) = n:

La fonction f (z) = exp
�
sin
p
zp
z

�
est d�ordre � (f) =1 et de hyper ordre �2 (f) =

1

2
:

Remarque 1.6.1 Si f est d�ordre �ni alors l�hyper ordre de cette fonction est nulle.

1.6.2 La notion d�ordre p- itératif d�une fonction

Si l�ordre d�une fonction entière ou méromorphe est in�ni, on dé�nit l�hyper ordre de cette

fonction.

Pour la dé�nition de l�ordre p- itératif d�une fonction méromorphe, on a besoin de dé�nir les

expressions suivantes : pour tout r 2 R, on pose exp1 r := exp r et expp+1 r := exp
�
expp r

�
;

p 2 N. De la même façon on dé�nit log1 r := log r et logp+1 r := log
�
logp r

�
; p 2 N et ceci

pour r su¢ samment grand

Dé�nition 1.6.2 [13] Soit f une fonction méromorphe. Alors l�ordre p�itératif est dé�ni

par

�p (f) = lim
r!1

logp T (r; f)

log r
(p 2 N) . (1.9)

Si f est une fonction entière, alors l�ordre p� itératif est dé�ni par

�p (f) = lim
r!1

logp T (r; f)

log r
= lim

r!1

logp+1M (r; f)

log r
(p 2 N): (1.10)

Exemple 1.6.2 Pour la fonction f (z) = expq (z) ; q 2 N on a

�p (f) =

8<:
+1 si p < q
1 si p = q
0 si p > q
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Théorème 1.6.1 Soit f ,g deux fonctions méromorphes. Alors

1. � (f + g) � max f� (f) ; � (g)g :

2. � (fg) � max f� (f) ; � (g)g :

3. Si � (f) < � (g) alors � (f + g) = � (fg) = � (g) :

Dé�nition 1.6.3 Soit f une fonction méromorphe. Alors l�indice de croissance de l�ordre

est dé�ni par

i (f) =

8>>>><>>>>:
0 pour f rationelle

min fp 2 N : �p (f) <1g pour f trancsendante avec �p (f) <1 existes,

1 pour f avec �p (f) =1 pour tout p 2 N:

Dé�nition 1.6.4 Soit f une fonction méromorphe. Alors l�ordre inférieur p� itératif est

dé�ni par

�p (f) = lim
r!1

logp T (r; f)

log r
(p 2 N) : (1.11)

1.6.3 Exposant de convergence des zéros d�une fonction mèro-
morphe

Dé�nition 1.6.5 Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant p�itératif de conver-

gence des zéros de la fonction f par

�p (f) = lim
r!+1

logpN
�
r; 1
f

�
log r

:

On dé�nit l�exposant p�itératif de convergence des zéros distincts de la fonction f par

�p (f) = lim
r!+1

logpN
�
r; 1
f

�
log r

:

Dé�nition 1.6.6 Soit f une fonction méromorphe. Alors l�exposant p�itératif de conver-

gence des a� points de la fonction f noté �p (f; a) est dé�ni par

�p (f; a) = lim
r!1

logp n (r; a; f)

log r
= lim

r!1

logpN (r; a; f)

log r
(p 2 N) : (1.12)
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Si a = 0, alors on obtient l�exposant p�itératif de convergence des zéros de la fonction f

�p (f) = lim
r!1

logp n
�
r; 1
f

�
log r

= lim
r!1

logpN
�
r; 1
f

�
log r

(p 2 N) : (1.13)

On dé�nit l�exposant p�itératif de convergence des a� points des zéros distincts de la fonction

f par

�p (f; a) = lim
r!1

logp n (r; a; f)

log r
= lim

r!1

logpN (r; a; f)

log r
(p 2 N): (1.14)

Si a = 1, on dé�nit l�exposant p�itératif de convergence des pôles distincts d�une fonction

méromorphe f est dé�ni par

�p

�
1

f

�
= lim

r!1

logp n (r; f)

log r
= lim

r!1

logpN (r; f)

log r
p 2 (N) : (1.15)

Exemple 1.6.3 L�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonc-

tion f(z) = ee
z
+ 2 sont égaux respectivement à 1 et 1:

Exemple 1.6.4 L�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonc-

tion f(z) = ee
z
+ ez sont égaux respectivement à 1 et 1:

Exemple 1.6.5 L�exposant et l�hyper exposant de convergence des points �xes de la fonction

f (z) = cos (ez) sont égaux respectivement à 1 et 1:

1.7 L�indice central d�une fonction entière

Dé�nition 1.7.1 [13,11] Soit f(z) =
+1X
n=0

anz
n une fonction entière et soit 0 � r < +1.

Notons par � (r) = max fjanj rn; n = 0; 1; � � � g le terme maximal de f . L�indice central de

la fonction f est dé�ni par

vf (r) = max fm;� (r) = jamj rm et m = m (r)g

Exemple 1.7.1 Pour le polynôme p (z) = anzn + � � � + a0z0, an 6= 0, pour r su¢ samment

grand, on a

� (r) = janj rn

et

vp (r) = n:
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1.8 Lemmes préliminaires

Lemme 1.8.1 Si f(z) est une fonction entière d�ordre � et d�indice central vf (r), alors

� = lim
r!+1

log vf (r)

log r
:

Lemme 1.8.2 [13] Soit g : (0;+1) ! R, h : (0;+1) ! R deux fonctions monotones

croissantes telles que

i. g(r) � h(r) à l�extérieur d�un ensemble E2 de mesure linéaire �nie. Alors, pour tout �>1

il existe r0 > 0 tel que g(r) � h(�r) pour tout r > r0.

ii. g(r) � h(r) à l�extérieur d�un ensemble E2 de mesure logarithmique �nie. Alors, pour

toute � > 1, il existe r0 > 0 tel que g(r) � h(r�) Pour tout r > r0.

Preuve. pour (i) : depuis E est de mesure logarithmique �nie, clairement E peut contenir

au plus un nombre �ni d�intervalles disjoints de la forme [r; �r] pour r � 1, il en résulte que

il existe une r0 > 0, tel que pour tout r > r0, l�intervalle [r; �r] doit contenir un point t où

t 2 E [ [0; 1] : Alors g (r) � g (t) � h (t) � h (�r) : Ou bien on noté � :=
R
E
dr; et on choi

r0 = �= (�� 1) : Pour tout r > r0; l�intervalle [r; �r] content le complément de E: En fait,Z �r

r

dt = r (�� 1) > r0(�� 1) = �:

par conséquent, on prendre t 2 [r; �r] n E; nous obtenons

g(r) � g(t) � h(t) � h(�r):

Pour (ii) : on notons � =
Z
E

dr=r < 1; et choisi r0 = exp (�= (�� 1)) pour tout r > r0;

d�intervalle [r; r�] rencontre le complément de E. Comme dans la preuve précédent

r�Z
r

dt
t
=

log r� � log r = (�� 1) log r > (�� 1) log r0 = �: Par conséquent, prend maintenant t 2

[r; r�] n E; nous obtenons

g(r) � g(t) � h(t) � h(r�):

�
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Lemme 1.8.3 ([6]) Soit f une fonction méromorphe, soit � > 1 et " > 0 donné. Alors il

existe une constante B > 0 et un ensemble E1 � [0;1) de mesure linéaire �nie tel que pour

tout z satisfaisant jzj = r =2 E1, on a����f (k) (z)f (z)

���� � B [T (�r; f) r" log T (�r; f)]k (k 2 N) :

Lemme 1.8.4 ([12], [8]) Soit f (z) =
1P
n=0

anz
n une fonction entière, � (r) est le terme maxi-

mal, i.e :

� (r) = max fjanj rn;n = 0; 1; � � � g ;

et soit �f (r) l�indice central de f: On a les assertions suivantes

(i) si ja0j 6= 0; alors

log � (r) = log ja0j+
Z r

0

�f (t)

t
dt; (1.16)

(ii) pour r < R; nous avons

M (r; f) < � (r)

�
�f (R) +

R

R� r

�
: (1.17)

Lemme 1.8.5 [11, 12, 13] Soit f(z) une fonction transcendante, et soit z un point véri�ant

jzj = r où jf(z)j =M(r; f). Alors pour toute jzj à l�extérieur d�un ensemble E3 de r de mesure

logarithmique �nie, nous avons

f (n) (z)

f (z)
=

�
vf (r)

z

�n
(1 + o (1)) (n 2 N; r =2 E3) ; (1.18)

où vf (r) est l�indice central de f .

Lemme 1.8.6 [3,15] Soit f(z) une fonction entière d�ordre itératif �ni satisfaisant �p(f) =

�3, �q(f) = �, 0 < q � p <1, et soit vf (r) l�indice central de f . Alors nous avons

lim
r!1

logp vf (r)

log r
= �3; (1.19)

lim
r!1

logq vf (r)

log r
= �: (1.20)
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Lemme 1.8.7 [15] Soit f(z) = g(z)
d(z)
, où g(z), d(z) sont des fonctions entières d�ordre itératif

�ni satisfaisant i(d) < p où �p(d) < �p(g) � �p(g) <1, p 2 N. Soit z un point avec jzj = r

où jg(z)j =M(r; g) et vg(r) désigne l�indice central de g. Alors on a l�estimation

f (n) (z)

f (z)
=

�
vg (r)

z

�n
(1 + o (1)) (n 2 N) : (1.21)

pour tout jzj = r à l�extérieur d�un ensemble E4 de r mesure logarithmique �nie.

Preuve. Utilisant la relations de recurence, on peut montrer facilement cela

f (n) =
g(n)

d
+

n�1X
j=0

g(j)

d
:
X

(j1:::jn)

cjj1:::jn

�
d0

d

�j1
:::

�
d(n)

d

�jn
; (1.22)

où cjj1:::jn est des constantes, et j + j1 + 2j2 + :::+ njn = n. D�où

f (n)

f
=
g(n)

g
+

n�1X
j=0

g(j)

g

X
(j1:::jn)

cjj1:::jn

�
d0

d

�j1
:::

�
d(n)

d

�jn
: (1.23)

De lemme 1.8.5, nous avons

g(j) (z)

g (z)
=

�
vg (r)

z

�j
(1 + o (1)) (j = 1; :::; n) : (1.24)

Où jzj = r; jg (z)j =M(r; g); r =2 E2; lmE2 <1: (1:23) et (1.24)

f (n) (z)

f (z)
=

�
vg (r)

z

�n 24(1 + o (1)) + n�1X
j=0

�
vg (r)

z

�j�n
(1 + o (1))�

X
(j1:::jn)

cjj1:::jn

�
d0

d

�j1
:::

�
d(n)

d

�jn35 :
De puis que i (d) < p ou �p (d) = � < �3; pour tout donné " (0 < 2" < �3 � �) et pour r

su¢ samment grand, nous avons

T (2r; d) � expp�1
n
(2r)�+

"
2

o
:

De lemme 1.8.3, il existe un ensemble E1 � [1;1) avec mE1 < 1 tel que pour tout z

satisfaire jzj = r =2 E1et pour r su¢ samment grand, nous avons����d(m) (z)d (z)

���� � B jT (2r; d)jj � expp�1 �r�+"	 = o (1) expp�1 �r�3�"	 ;
pour m = 1; :::; n. De lemme 1.8.6 et �p (g) = �p (f) = �3 > �; il suit que vg (r) >

expp�1 fr�3�"g pour r su¢ samment grand. Donc�����
�
vg (r)

z

�j�n�
d0

d

�j1
:::

�
d(n)

d

�jn�����
� exp

�
� expp�2

�
r�3�"

		
: expp�1

�
r�+"

	
! 0 (r !1)
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Ensemble E3 = E1 [ E2 et note lmE3 < 1; à un point z avec jzj = r =2 E3; jg (z)j =

M (r; g) ; nous concluons que (1.21) tient. �

Lemme 1.8.8 [(16; 17)] Soit f (z) est une fonction entière d�ordre itératif �ni satisfaisant i

(f) = p+ 1, �p+1 (f) = �2; �q+1 (f) = �; 0 < q � p <1; et soit �f (r) est l�indice central de

f . Alors on a

lim
r!1

logp+1 �f (r)

log r
= �3; (1.25)

lim
r!1

logq+1 �f (r)

log r
= �: (1.26)

Preuve. Soit f (z) =
1P
n=0

anz
n: Sans perte de généralisation, nous pouvons supposer que

ja0j 6= 0 de (1.16), on a

log � (2r) = log ja0j+
Z 2r

0

�f (r)

t
dt � log ja0j+ �f (r) log 2: (1.27)

Par l�inégalité de Cauchy, C�est facile de voir � (2r) �M (2r; f) ; alors

�f (r) log 2 � logM (2r; f) + c1; (1.28)

avec c1 > 0 est un constant. Par 1.10 et (1.28) nous obtenons

lim
r!1

logp+1 �f (r)

log r
� lim

r!1

logp+2M (r; f)

log r
= �2; (1.29)

lim
r!1

logq+1 �f (r)

log r
� lim

r!1

logq+2M (r; f)

log r
= �: (1.30)

D�autre part, de (1.17), on a

M (r; f) < � (r) f�f (2r) + 2g =
��a�f (r)�� r�f (r) f�f (2r) + 2g ; (1.31)

depuis fjanjg est une suite bornée de (1.31), on a

logp+2M (r; f) � logp+1 �f (2r)
�
1 +

logp+2 �f (2r)

logp+1 �f (2r)

�
+ logp+2 r + c2; (1.32)

avec c2 > 0 est un constant. Alors

�2 = lim
r!1

logp+2M (r; f)

log r
� lim

r!1

logp+1 �f (2r)

log 2r
= lim

r!1

logp+1 �f (r)

log r
; (1.33)

� = lim
r!1

logq+2M (r; f)

log r
� lim

r!1

logq+1 �f (2r)

log 2r
= lim

r!1

logq �f (r)

log r
: (1.34)

De (1.29), (1.30), (1.33) et (1.34), nous obtenons les conclusions (1.25) et (1.26). �
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Lemme 1.8.9 [12] Soient A0(z), A1(z),..., Ak�1(z) des coe¢ cients entières dans l�équation

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A0(z)f = 0;

et au moins un d�entre eux est une fonction transcendante. Si As(z) (0 � s � k�1) est le pre-

mier coe¢ cient (selon la suite A0, A1, ..., Ak�1) satisfaisant lim
r!1

nX
j=s+1

m (r; Aj)�m (r; As) <

1 (r =2 E5), où E5 � (1;+1) est un ensemble d�avoir mesure linéaire �nie, alors l�équation

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A0(z)f = 0;

possède au plus s solutions entières linéairement indépendantes satisfaisant

lim
r!1

log T (r; f)

m (r; Ap)
= 0 (r =2 E5) :

Lemme 1.8.10 [18,7,8,9] Soit f(z) une fonction entière d�ordre itératif �ni avec

i(f) = p; p 2 N:

Alors, il existe des fonctions entières �(z) et D(z) de telle sorte que

f(z) = �(z)eD(z);

�p(f) = maxf�p(�); �p(eD(z))g

et

�p (�) = lim
r!1

logpN
�
r; 1
f

�
log r

:

En outre, pour tout " > 0 donné,

log j� (z)j � � exp
�
r�p�(z)+"

	
(r =2 E6) ; (1.35)

où E6 est un ensemble de r de mesure linéaire �nie.

Lemme 1.8.11 Soit f(z) une fonction méromorphe d�ordre itératif �ni avec i(f) = p, p 2 N:

Alors, il existe des fonctions entières �1(z), �1(z) et D(z) de telle sorte que

f(z) =
�1 (z) e

D(z)

�2 (z)
(1.36)
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et

�p (f) = maxf�p(�1); �p(�2); �p(eD(z))g: (1.37)

De plus, pour tout " > 0 donné, on a

expf� expp�1fr�p(f)+"gg � jf(z)j � exppfr�p(f)+"g(r =2 E7); (1.38)

où E7 est un ensemble de r de mesure linéaire �nie.

Preuve. Par le lemme 1.8.10, il est facile de voir que (1.36) et (1.37) in�uence. Pose

f(z) = �1(z)eD(z)

�2(z)
, où �1(z),�2(z) sont les produits canoniques formés avec les zéros et les

pôles de f(z) respectivement. Depuis maxf�p(�1); �p(�2); �p(eD(z))g = �p (f) et par le lemme

1.8.10, su¢ samment grand pour jzj = r, nous avons

j�1 (z)j � expp
�
r�p(�1)+

"
2

	
� expp

�
r�(f)+

"
2

	
;
��eD(z)�� � expp �r�p(f)+ "

2

	
(1.39)

j�2 (z)j � expp
�
r�p(�2)+

"
2

	
� expp

�
r�p(f)+

"
2

	
; (1.40)

j�1 (z)j � expp
�
� expp�1

�
r�p(�1)+

"
2

		
� expp

�
� expp�1

�
r�p(f)+

"
2

		
(r =2 E7) (1.41)

j�2 (z)j � expp
�
� expp�1

�
r�p(�2)+

"
2

		
� expp

�
� expp�1

�
r�p(f)+

"
2

		
(r =2 E7) (1.42)

avec E7 est un ensemble de r de mesure linéaire �nie. Depuis �p�1 (D) = �p
�
eD(z)

�
� �p (f)

et
��eD(z)�� � e�jD(z)j; pour su¢ samment grand jzj = r; on a

��eD(z)�� � e�jD(z)j � exp�� expp�1 �r�p(f)+ "
2

		
: (1.43)

Par (1.39)-(1.43), nous pouvons obtenir facilement. �

Remarque 1.8.1 Le Lemme 1.8.11 est une amélioration du Lemme 1.8.10 et généralise le

résultat dans [4; p. 84; Lemme 4] :

Lemme 1.8.12 Soit f(z) une fonction méromorphe d�ordre itératif in�ni satisfaisant i (f) =

p: Alors il existe un ensemble E8 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie, tel que pour tout

r 2 E8; on a

lim
r!1

logp T (r; f)

log r
= �p (f) : (1.44)
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Preuve. Par dé�nition 1.6.2, il existe une suite frng1n=1 tend vers1 et satisfaire
�
1 + 1

n

�
rn <

rn+1 tel que

lim
rn!1

log T (rn; f)

log rn
= �p (f) : (1.45)

Il existe un n1tel que pour n � n1 et pour tout r 2
�
rn;
�
1 + 1

n

�
rn
�
; on a

logp T (rn; f)

log
�
1 + 1

n

�
rn
�
logp T (r; f)

log r
�
logp T

��
1 + 1

n

�
rn; f

�
log rn

: (1.46)

Ensemble E8 = [
n=n1

�
rn;
�
1 + 1

n

�
rn
�
; pour tout r 2 E8; par (1.46), on a

lim
r!1

logp T (r; f)

log r
= lim

r!1

logp T (rn; f)

log rn
= �p (f) ;

et

mlE8 =
1X

n=n1

Z (1+ 1
n)rn

rn

dt

t
=

1X
n=n1

log

�
1 +

1

n

�
=1:

�



Chapitre 2

Oscillation des solutions des équations
di¤érentielles linéaires à coe¢ cients
fonctions d�ordre itératif �ni

2.1 Introduction

Nous avons étudié dans notre mémoire quelques propriétés d�oscillation complexes des équa-

tions di¤érentielles linéaire d�ordre itératif de la forme

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A0(z)f = 0; (2.1)

et

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A0(z)f = F (z); (2.2)

et on a obtenu de nombreux résultats lorsque les coe¢ cients dans (2.1)

ou (2.2) sont des fonctions entières ou méromorphe d�ordre �ni (voir [1, 2,3, 10, 11, 12]).

Lorsque les coe¢ cients dans (2.1) ou (2.2) sont fonctions entières d�ordre itératif �nie, nous

avons les résultats suivant.

2.2 principaux résultats

Théorème 2.2.1 [14] Soit A0 (z) ; � � � ; Ak�1(z) des fonctions entières. Si

i(Aj) � p (j = 0; � � � ; k � 1; p 2 N);
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alors toutes les solutions de (2.1) véri�ent

�p+1(f) � maxf�p(Aj); j = 0; � � � ; k � 1g:

Théorème 2.2.2 [14] Soit A0(z); � � � ; Ak�1(z) des fonctions entières et soit i(A0) = p; p 2

N . Si i(Aj) < p où �p(Aj) < �p(A0) pour tout j = 1; � � � ; k � 1; alors

i(f) = p+ 1

et

�p+1(f) = �p(A0);

pour toutes les solutions non-triviales de (2.1).

Théorème 2.2.3 [1] soit A0(z); � � � ; Ak�1(z); des fonctions entières, et soit i (A0) = p, (p 2

N): Supposons que

maxf�p(Aj) : j = 1; 2; � � � ; K � 1g � �p(A0)(> 0)

et

maxf� p(Aj) : �p (Aj) = �p (A0)g < � p (A0) = � (0 < � < +1) :

Alors, chaque solution f 6� 0 de (2,1) satisfait i(f) = p+ 1 et �p+1(f) = �p(A0):

Lorsque les coe¢ cients dans (2.1) ou (2.2) sont des fonctions méromorphes d�ordre itératif

�ni, nous avons aussi les résultats suivants.

Théorème 2.2.4 [3; 15] Soit A0(z); � � � ; Ak�1(z); F 6� 0; des fonctions méromorphes. Si

f(z) est une solution méromorphe de (2.2) satisfaisant l�une des conditions suivantes :

(i) maxfi(F ) = q; i(Aj)(j = 0; � � � ; k � 1)g < i(f) = p+ 1 (p 2 N),

(ii) b = maxf�p+1(F ); �p+1(Aj)(j = 0; � � � ; k � 1)g < �p+1(f),

alors �p+1(f) = �p+1(f) = �p+1(f).

Théorème 2.2.5 [15] Soit Aj(z)(j = 0; � � � ; k � 1) des fonctions méromorphes d�ordre

itératif �ni satisfaisant � = max
n
�p (Aj) ; �p

�
1
As

�
; j 6= 0

o
< �p (A0) ; (p 2 N) ; ou i(Aj) < p

pour j 6= 0. Si f 6� 0 est une solution méromorphe de (2.1), alors

�p+1(f) � �p(A0):
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Théorème 2.2.6 [15] Soit Aj(z) (j = 0; � � � ; k � 1) des fonctions méromorphes d�ordre

itératif �ni satisfaisant maxf�p(Aj); �p
�
1
As

�
; j 6= sg < �p(As) � �p(As) < 1, s 2 f0;

1; � � � ; k � 1g(p 2 N), où i(Aj) < p pour j 6= s. Si f 6� 0 est une solution méromorphe de

(2.1) satisfaisant
N (r; f)

N (r; f)
< M;

alors �p+1 (f) � �p(As).

Dans ce chapitre, nous avons étudiée la croissance des solutions des équations di¤érentielles

linéaires des équations (2.1) et (2.2) avec des coe¢ cients fonctions entières ou méromorphes

d�ordre itératif �ni. Sous certaines conditions sur les coe¢ cients on obtient les résultats sui-

vants qui améliorent et étendent les résultats ci-dessus.

Théorème 2.2.7 Soient A0 (z) ; � � � ; Ak�1 (z) des fonctions entières d�ordre itératif �ni sa-

tisfaisant

i(A0) = p; �p (A0) = �1

et

lim
r!1

k�1X
j=1

m (r; Aj)�m (r; A0) < 1;

alors chaque solution f (z) non-triviale de (2:1) satisfait �p+1 (f) = �p (A0) = �1:

Corollaire 2.2.1 Soit A0 (z) ; A1 (z) ; � � � ; Ak�1 (z) des fonctions entières d�ordre itératif �ni

satisfaisant

lim
r!1

k�1X
j=1

m (r; Aj)�m (r; A0) < 1

et A0 est fonction transendante avec � (A0) < 1: Alors toute solution f (z) non triviale de

(2:1) satisfait �2 (f) = � (A0) :

Théorème 2.2.8 Soit A0 (z) ; A1 (z) ; � � � ; Ak�1 (z) des fonctions entières d�ordre itératif �ni

satisfaisant

max f�p (Aj) ; j 6= 0g � �p (A0) = �p (A0) ;

et

lim
r!1

k�1X
j=1

m (r; Aj)�m (r; A0) < 1 (r =2 E1) ;
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où E1 est un ensemble de r de mesure linéaire �nie. Alors chaque solution f (z) non triviale

de (2.1) satisfait �p+1 (f) = �p (A0) = �p (A0) :

Remarque 2.2.1 Dans les théorèmes 2.2.2-2.2.3 et le théorème 2.2.7, les auteurs ont étudié

la croissance de la solution de (2.1) dans le même cas où le coe¢ cient A0 (z) dans (2.1)

domine les autres coe¢ cients Aj (z) (j = 1; � � � ; k � 1) et ont obtenu la même conclusion

�p+1 (f) = �p (A0) (p 2 N) : On note que la condition

max f�p (Aj) ; j = 1; � � � ; k � 1g < �p (A0) ;

dans le Théorème 2.2.2 est plus fort que la condition

lim
r!1

k�1X
j=1

m (r; Aj) =m (r; A0) < 1

dans Théorème 2.2.7. Donc, le Théorème 2.2.7 est une amélioration du Théorème 2.2.2 et

le Corollaire 2.2.1 est une amélioration du résultat dans [8; p:121; Théoreme 4]. Si dans le

Théorème 2.2.7, nous remplaçons la condition

lim
r!1

k�1X
j=1

m (r; Aj) =m (r; A0) < 1

par la condition

lim
r!1

k�1X
j=1

m (r; Aj) =m (r; A0) < 1

et �p (A0) = �p (A0) ; alors nous pouvons obtenir la même conclusion comme du Théorème

2.2.7, par conséquent le Théorème 2.2.8 généralise le Théorème 2.2.7.

Théorème 2.2.9 Soit A0(z), A1(z),..., Ak�1(z); F (z) 6� 0 des fonctions méromorphes. Si

f(z) est une solution méromorphe de l�équation (2,2) satisfaisant

i(f) = p+ 1; �p+1 (f) = �2

et

lim
r!1

"
k�1X
j=0

T (r; Aj) + T (r; F )

#
�T (r; f) < 1;

alors

�p+1 (f) = �p+1 (f) = �p+1 (f) = �2:
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Remarque 2.2.2 Le Théorème 2.2.9 est une amélioration du Théorème 2.2.10 puisque les

conditions dans Théorème 2.2.10 sont plus fortes que la condition dans le Théorème 2.2.9.

Pouvons-nous obtenir la même conclusion lorsque le coe¢ cients dans (2.1) sont des fonctions

méromorphes ? Le Théorème 2.2.10 ci-dessous nous donne une réponse a¢ rmative.

Théorème 2.2.10 Soit A0(z); A1(z);...; Ak�1(z) des fonctions méromorphes d�ordre d�itéra-

tif �ni satisfaisant

i(A0) = p; �(1; A0) = lim
r!1

m (r; A0)

T (r; A0)
> 0

et

lim
r!1

k�1X
j=1

m (r; Aj)�m (r; A0) < 1:

Alors chaque solution f (z) non triviale de (2.1) satisfait

�p+1 (f) � �p (A0) :

Théorème 2.2.11 Soit A0(z); A1(z); � � � ; Ak�1(z); F (z) des fonctions méromorphes d�ordre

itératif �ni satisfaisant maxf�p(Aj), �p(F ),�p
�
1
As

�
; j 6= sg < �p (As) � �p (As) ou i (Aj) < p

(j 6= s) : Si f(z) est une solution méromorphe de (2.2) satisfaisant
N (r; f)

N (r; f)
� expp�1

�
rb
	 �

b < �p (As)
�
;

alors �P+1(f) � �P (As).

Corollaire 2.2.2 Soit A0(z); A1(z); � � � ; Ak�1(z) des fonctions méromorphes d�ordre itératif

�ni satisfaisant

maxf�p(Aj); �p(F ); �p
�
1

A0

�
; j 6= 0g < �p (A0) � �p (As) <1:

Si f(z) 6� 0 est une solution méromorphe de (2,1) satisfaisant
N (r; f)

N (r; f)
� expp�1

�
rb
	 �

b < �p (A0)
�
;

alors

�P+1(f) = �p(A0):

Remarque 2.2.3 Théorème 2.2.10 est un supplément du Théorème 2.2.5. Le Théorème

2.2.11 est une extension du Théorème 2.2.6 puisque le Théorème 2.2.6 est un cas particulier

du Théorème 2.2.11 avec F (z) � 0.
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2.3 Preuves des principaux résultats

2.3.1 Preuve du théorème 2.2.7

Nous divisons la preuve en deux parties :

i) �p+1 (f) � �1:

ii) �p+1 (f) � �1:

Pour (i) : par (2.1), nous obtenons

� A0 =
f (k) (z)

f (z)
+ Ak�1

f (k�1) (z)

f (z)
+ � � �+ A1

f 0 (z)

f (z)
: (2.3)

Par le lemme de la dérivée logarithmique et (2.3), nous avons

m (r; A0) �
k�1X
j=1

m (r; Aj) +O flog (rT (r; f))g (r =2 E) ; (2.4)

où E est un ensemble de r de mesure linéaire �nie pas nécessairement le même dans tous les

cas. Supposons que :

lim
r!1

k�1X
j=1

m (r; Aj) =m (r; A0) = � < �1 < 1;

alors pour r su¢ samment grand, nous avons

k�1X
j=1

m (r; Aj) < �1m (r; A0) : (2.5)

Par (2.4) et (2.5), nous avons

(1� �1)m (r; A0) � O flog (rT (r; f))g (r =2 E) : (2.6)

Par �p (A0) = �1 et le Lemme 1.8.12 il existe un ensemble E8 � [1;+1) de mesure loga-

rithmique in�nie telle que

pour z satisfaisait jzj = r 2 E8�E et pour tout " > 0; on a

(1� �1) expp�1
�
r�1��

	
� (1� �1)m (r; A0) � O flog (rT (r; f))g : (2.7)

De (2.7) on a �p+1 (f) � �p (A0) = �1:
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Pour(ii) : Par (2.1) nous obtenons����f (k) (z)f (z)

���� � jAk�1j ����f (k�1) (z)f (z)

����+ � � �+ jA1j ����f 0 (z)f (z)

����+ jA0j : (2.8)

Par le Lemme 1.8.5 et (2.8), pour tout z satisfaisant jzj = r =2 E3 et jf(z)j =M(r; f), on a�����
�
vf (r)

z

�k
(1 + o (1))

����� � (jAk�1j+ jAk�2j+ � � �+ jA0j)
�����
�
vf (r)

z

�k�1
(1 + o (1))

����� (r =2 E3) ;
(2.9)

où E3 est un ensemble de r mesure linéaire logarithmique �nie. Par (2.5) et �p (A0) = �1, il

est facile de voir que �p (Aj) � �1 j = 1; � � � ; k�1. D�après le Lemme 1.8.11 et (2.9), il existe

un ensemble E7 � (1;+1); de mesure logarithmique �nie telle que pour tout z satisfaisant

jzj = r =2 (E3 [ E7), nous avons�����
�
vf (r)

z

�k
(1 + � (1))

����� � k expp �r�1+�	
�����
�
vf (r)

z

�k�1
(1 + � (1))

����� : (2.10)

Par le Lemme 1.8.2, et le Lemme 1.8.6 et (2.10), nous avons �p+1 (f) � �1. De (i) et (ii),

on obtient que chaque solution non triviale f(z) de (2.1) satisfait �p+1 (f) = �p (A0) = �1:

2.3.2 Preuve du Théorème 2.2.8

D�après le Lemme 1.8.9, on obtient que toutes les solutions linéairement indépendantes f de

(2.1) satisfait lim
r!1

log T (r;f)
m(r;A0)

> 0 (r =2 E1) : Cela signi�e que chaque solution f 6� 0 de (2.1)

satisfait lim
r!1

log T (r;f)
m(r;A0)

> 0 (r =2 E1), alors il existe � > 0 et une séquence frng1n=1 tendant vers

1 telle que pour rn =2 E1 su¢ samment grand et pour chaque solution f 6� 0 de (2.1), nous

avons

log T (rn; f) > �m (rn; A0) : (2.11)

Comme �p (A0) = �p (A0) et (2:11) nous avons

�p+1 (f) � �p (A0) = �p (A0) : (2.12)

D�autre part, d�après le Théorème 2.2.1, nous avons que toute solution f 6� 0 de (2.1)

satisfait

�p+1 (f) � max f�p (Aj) ; j = 0; � � � ; k � 1g = �p (A0) : (2.13)

Par (2.12) et (2.13), nous avons �p+1 (f) = �p (A0) = �p (A0) :



2.3 Preuves des principaux résultats 30

2.3.3 Preuve du Théorème 2.2.9

De (2.2), nous obtenons

1

f
=
1

F

�
f (k) (z)

f (z)
+ Ak�1

f (k�1) (z)

f (z)
+ � � �+ A1

f 0 (z)

f (z)
+ A0

�
: (2.14)

Il est facile de voir que si f a un zéro à z0 d�ordre � (> k), et A0,..., Ak�1 sont analytiques

en z0, alors F doit avoir un zéro en z0 d�ordre �� k, d�où

n

�
r;
1

f

�
� kn

�
r;
1

f

�
+ n

�
r;
1

F

�
+

k�1X
j=0

n (r; Aj) ; (2.15)

N

�
r;
1

f

�
� kN

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

F

�
+

k�1X
j=0

N (r; Aj) : (2.16)

Par le lemme de la dérivée logarithmique et (2.14), nous avons

m

�
r;
1

f

�
� m

�
r;
1

F

�
+

k�1X
j=0

m (r; Aj) +O flog (rT (r; f))g (r =2 E) : (2.17)

Par (2.16) et (2.17), nous obtenons

T

�
r;
1

f

�
� T

�
r;
1

f

�
+O (1) � kN

�
r;
1

f

�
+T (r; F )+

k�1X
j=0

T (r; Aj)+O flog (rT (r; f))g (r =2 E) :

(2.18)

Supposons que

lim
r!1

k�1X
j=0

T (r; Aj) + T (r; F )

T (r; f)
= � < c < 1: (2.19)

D�après (2.19), pour r su¢ samment grand et " (0 < " < c� �) donné, nous avons
k�1X
j=0

T (r; Aj) + T (r; F ) � (� + ")T (r; f) < cT (r; f) : (2.20)

En substituant (2.20) dans (2.18), nous obtenons

T (r; f) � kN
�
r;
1

f

�
+ cT (r; f) + "T (r; f) ; (r =2 E) . (2.21)

Par (2.21), nous obtenons

T (r; f) � k

1� c� "N
�
r;
1

f

�
� 2k

1� cN
�
r;
1

f

�
(r =2 E) ; (2.22)

Par le Lemme 1.8.2 et (2.22), nous avons �p+1 (f) � �p+1 (f) = �2. Par conséquent

�p+1 (f) = �p+1 (f) = �p+1 (f) = �2:
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2.3.4 Preuve du théorème 2.2.10

On suppose que f = g(z)
d(z)

est une solution méromorphe non triviale de (2.1), par (2.3)-(2.4)

dans la démonstration du Théorème 2.2.7, il existe une constante �1 < 1 telle que pour r

su¢ samment grand, nous avons

(1� �1)m(r; A0) � O flog (rT (r; f))g (r =2 E) : (2.23)

Comme i(A0) = p; alors par le Lemme 1.8.12, nous avons

lim
r!1

log T (r; A0)

log r
= �p (A0) (r =2 E8) ; (2.24)

où E8 est un ensemble de r in�nie mesure l inéaire logarithmique. Comme �(1; A0) =

lim
r!1

logm(r;A0)
T (r;A0)

> 0; alors nous avons

lim
r!1

logm (r; A0)

log r
= �p (A0) (r 2 E8) : (2.25)

Par (2.23) et (2.25), nous obtenons �p+1 (f) � �p(A0).

2.3.5 Preuve du Théorème 2.2.11

On suppose que f = g(z)
d(z)

est une solution méromorphe de (2.2). De la relation (2.2), nous

obtenons

� As =
f (k)

f (s)
+ � � �+ As+1

f (s+1)

f (s)
+ As�1

f (s�1)

f (s)
+ � � �+ A0

f

f (s)
� F

f (s)
: (2.26)

Par (2.26), nous avons

T (r; As) �MT (r; f) + T (r; F ) +
X
j 6=s

T (r; Aj) +Oflog(rT (r; f)g; (r =2 E) (2.27)

où M > 0 est une constante, qui n�est pas nécessairement la même dans chaque cas. Par

�p (As) > maxf�p(Aj) (j 6= s) ; �p (F )g et de (2.27), nous obtenons �p (f) � �p(As). Étant

donné que les pôles de f sont obtenus des pôles de Aj (j = 0; � � � ; k � 1) et F , alors nous

avons

�p

�
1

f

�
= �p (d) � max

�
�p

�
1

Aj

�
; �p

�
1

F

�
; (j = 0; � � � ; k � 1)

�
< �p (As) ; (2.28)
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et par
N (r; f)

N (r; f)
< expp�1

�
rb
	
;

où b < �p (As) ; nous avons N (r; f) < N (r; f) expp�1
�
rb
	
: D�où

�p (d) = �p

�
1

f

�
� max

�
�p

�
1

f

�
; b

�
< �p (As) : (2.29)

Par (2.29) et �p (f) � �p(As), nous avons �p(g) = �p(f) � �p(As). Par (2.2) de plus, nous

avons����f (k) (z)f (z)

���� = jAk�1j ����f (k�1) (z)f (z)

����+ � � �+ jAsj ����f (s) (z)f (z)

����+ � � �+ jA0j+ ����F (z)f (z)

���� : (2.30)

D�après le Lemme 1.8.8, il existe un ensemble E4 ayant une mesure logarithmique �nie

telle que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 E4 et jg(z)j =M(r; g), on a

f (j) (z)

f (z)
=

�
vg (r)

z

�j
(1 + 0 (1)) (j = 1; � � � ; k) : (2.31)

Pour tout z satisfaisant jzj = r =2 E4 et jg(z)j =M(r; g) > 1, nous avons����F (z)f (z)

���� = ����F (z) :d (z)g (z)

���� �M expp
�
r�p(As)

	
: (2.32)

D�après le Lemme 1.8.11, il existe un ensemble E7 ayant une mesure linéaire �nie telle que

pour tout z satisfaisant jzj = r =2 E7 et pour tout " > 0 donné, on a

jAj (z) j � exppfr�p(As)+"g (j = 0; � � � ; k � 1) (2.33)

En substituant (2.31)-(2.33) dans (2.30), nous obtenons�
vf (r)

z

�k
(1 + o (1)) � k

�
vf (r)

z

�k�1
(1 + o (1)) expp

�
r�p(As)+"

	
: (2.34)

Comme " > 0 est arbitraire, par (2.34 ) et le Lemme 1.8.6, nous avons �p+1(f) � �p(As).



CONCLUSION

L�objectif de ce mémoire étant l�étude de la croissance et l�oscillation des solutions des équa-

tions linéaires à coe¢ cients fonctions entières et méromorphes de la forme

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A0(z)f = 0;

et

f (k) + Ak�1(z)f
(k�1) + � � �+ A0(z)f = F (z):

Une question naturelle : Est-il possible d�obtenir des résultats similaires lorsque les coe¢ cients

sont des fonctions entières ou méromorphes d�ordre [p; q] ?
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