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RESUME

L’objectif de ce travail est d’étudier I’évolution d’une épidémie dans le temps. Dans un premier

temps on développe deux modéles :

e Un modele de la dynamique d’une population atteinte par une épidémie sans vaccination.

e Un modele de la dynamique d’une population atteinte par une épidémie avec vaccination.

Ensuite, on simule les deux modeéles par la méthode de différences finies, dans le but de voir

l’effet de la vaccination sur la propagation de I’épidémie.



INTRODUCTION

Un modéle mathématique est une formulation d’un phénomeéne physique (thermique, électro-
statique, hydrogéologie, mécanique), biologique (Pathologie) ou chimique basée sur I'opérateur
différentiel, intégral, Laplacien, gradient, interpolation,...d’un probléme ou d’une hypothése
particuliere.
En médecine, la transmission épidémiologique est la plus modélisée mathématiquement, ce
phénomene est représenté par des modeles du type (SI, SIS,SIR, SIX, SIRX,...etc.), pour
remédier ces problémes d’'une maniére approximative, il existe plusieurs méthodes et la tache
principale consiste a sélectionner celle qui est la mieux adaptée pour atteindre I’objectif. Ce
principe est trés général et peut étre appliqué a un probléme que nous allons aborder tout au
long de ce travail. La connaissance préalable de ces méthodes nous permet de bien choisir la
maniére de résoudre un probléme numérique donné, le plus efficacement possible en tenant en
compte le point de vue informatique pour améliorer la précision et une bonne interprétation
des résultats.

Ce travail est basé sur les prérequis en analyse numérique, modélisation et programmation

MATLAB. Ce rapport est organisé de la maniére suivante :

— Dans le premier chapitre, nous présentons les définitions de quelques notions constructifs
sur la théorie des équations différentielles ordinaires que nous allons utiliser par la suite,
spécifiquement nous précisons la méthode de différences finies utilisée pour la simulation
de notre probléme.

— Dans le deuxiéme chapitre, nous décrivons quelques modeéles en épidémiologie et nous
expliquons chaque formule mathématique par un diagramme représentatif.

— Dans le troisiéme chapitre, nous exposons la méthode de différences finies.

— Le dernier chapitre de ce mémoire est destiné particuliérement & ’application numérique,
passons tout d’abord par un exemple académique qui teste dans un premier temps la
vitesse de convergence de cette méthode, en suite nous faisons la simulation numérique

d’un probléme qui étudie la propagation d’une épidémie (la fievre aphteuse) et 'impact du



vaccin sur ce dernier, en discutant les résultats obtenus. Nous terminons ce travail par une

conclusion, perspectives, bibliographie et une annexe.




Chapitre 1

Rappels des outils mathématimatiques

Dans ce chapitre on va présenter quelques outils mathématiques qu’ils vont étre utiles pour

la suite de notre travail.

1.1 Probléme de Cauchy

Définition 1.1.1 On appelle équation différentielle d’ordre n tel que n € N* toute relation
de type

’

flzyu(z),u (x),... ,u(”)(x)) =0 sur |a, b

Généralement, pour résoudre une EDO numériquement, on a besoin de conditions aux limites.

On définit le probleme de Cauchy par

Définition 1.1.2 Un probléme est dit de "Cauchy ", s’il s’écrit sous la forme
fz,u(z), v (z),. .., u™(x) =0 sur la, b

u(a) = dp

u'(a) = dy (1.1.1)

(

u"(a) = dp—q
dTL

Xz

IS

ot u™(x) =

3

=8

Dans le cas ot n = 1, on a le probleme d’ordre un suivant

{ 1{52;222'0): 0 sur ]a,b (1.1.2)

L’écriture ([1.1.2]) est équivalente a la définition suivante
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Définition 1.1.3 Soit I C R un intervalle ouvert et une fonction :

{ f:IxRT— R?
(@,u) = f(z,u(z))

on appelle solution scalaire de I’équation différentielle a coefficient non constant "d’ordre un"

tout couple (J,u) ou J C I et u est une fonction dérivable définie sur J tel que pour tout

redJ,ona
{ u'(z) = f(z,u())
u(a) = do acJ

Remarque 1.1.1 L’équation (1.1.1)) est dite autonome lorsqu’elle ne dépend pas de la va-

riable temporelle "t .

Remarque 1.1.2 Pour assurer ’existence et l'unicité de la solution, on suppose que f est

localement lipchitzienne par rapport & la deuziéme variable [1).

Définition 1.1.4 Soit f : I x R? — R une fonction continue .
on dit que f est localement lipschitizienne par rapport a la deuxiéme variable
si V(z0,up) € I x R?, ils existent un voisinage V de (xg,uo) et une constante Claouo) > 0 tels

que V(a,w), (x,w) €V [|f(2,u) — F(@,w)l] < Clagun) 1u = w].

Définition 1.1.5 On appelle systéme différentiel (ou encore un systéme d’équations diffé-

rentielles) toute forme compacte

u(z) = F(z,u(z)) (1.1.3)

ou

Le systéme (|1.1.3]) est équivalent a

(1.1.4)

tel que F(x,u(x)) = (Fi(z,u(z)), Fo(x,u(x)), ..., F.(xz,u(x))).
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Résoudre le systeme différentiel (1.1.4) revient a trouver une fonction vectorielle u(x) qui

vérifie (1.1.3)) telle que

uy ()
u(r) = :
Le probléme ((1.1.4) est & un probléme de Cauchy, si on le rajoute les contraintes,

Ul(l‘g) = do
’LLQ(Z’(]) = dl

un(z0) = dp1.
On peut ramener une équation différentielle & coefficient non constant d’ordre n

!

u™(z) = —ag(z)u(z) — ay(z)u (x), ..., —an_1 (2)u™ D (z) + f(x) sur [a,b]

a un systémes d’équations différentielles d’ordre 1

L u™(2) = —ag(@)uy(z) — ay(2)ua(2), ..., —an_1(2)un(x) + f(2)
cette opération s’appelle la réduction de I’ordre.

Pour plus de détails sur les équations différentielles ordinaires voir [1].



Chapitre 2

Modélisation mathématique en
épidémiologie

L’épidémiologie est indispensable pour comprendre la physiopathologie d’une maladie chez
I’étre vivant, elle décrit les variations des maladies et cherche les déterminants de ces varia-
tions, de plus elle vise a la comprehension des causes de maladies et a ’amélioration de leurs
traitements et moyens de prévention.

Dans le cas des maladies infectieuses, I’épidémiologie cherche a identifier les agents pathogeénes
et a prendre leur mode de propagation. Ainsi, les épidémiologistes cherchent & répondre a
des questions telles que : quelles sont les populations a risque ?

C’est Daniel Bernoulli en 1760 qui a réalisé le premier travail de modélisation en épidémio-
logie afin de démontrer, par une étude de scénarios était efficace pour prévenir la variole en
termes de nombre de morts évités et de gain d’espérance de vie. Actuellement la modélisation
en épidémiologie concerne aussi bien les maladies infectieuses (par exemple infection par le
VIH, par Uhépatite C, par les maladies a prion, grippe, etc.) que les maladies non infectieuses
(par exemple le cancer) puis publié en 1766. Les roles de la modélisation en épidémiologie :
1) Iaide a la description de données complexes afin de faciliter la diffusion des résultats,

2) a démontré les lois générales expliquant la diffusion des épidémies,

3) lestimation des valeurs de parameétres qui ne peuvent étre directement mesurés dans une
observation ou dans une expérience,

4) la prévision des nombres de cas futur dans certaines maladies,

5) loptimisation de plans expérimentaux.
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Au début du 20°siecle, Ronald Ross, découvreur du plasmodium falciparum, parasite a 1’ori-
gine du paludisme, publie une série de travaux utilisant des modeles mathématiques pour
étudier la propagation et le controle de la malaria.

Dans les années 1920 fut celle des modéles compartiment aux, qui divisent la population en
classes épidémiologiques tels que les individus susceptibles (S) d’étre infectés, ceux qui sont
infectieux(/) Ensuite, Kermack et Kendrick en 1927 proposent un autre modéle composé de
trois compartiments : (5), (1), et Removed/Recovered (R) ceux qui ont acquis une immunité
a la suite de la guérison.

Une épidémie se transmet par contacte directe (dans des maladies sexuelles telles que le
SIDA) ou bien par contacte indirecte (fievre Aphteuse Rougeole, Rubéole, Grippe...) véhiculés
par l'air ou par des objets. Sa propagation dans une population dépendant de paramétres
extrémement nombreux (stade cliniques possibles, déplacement des individus, souches de la
maladie,...). Depuis plusieurs années, le travail mathématique et ’épidémiologie ont une
relation complémentaire a assimilé par la modélisation en général.

Les modéles mathématiques se sont progressivement affirmés comme outils d’aide a la déci-
sion. En effet, les modeéles permettent de prévoir les conséquences pour la population d’actions
aussi variées que la vaccination pour avoir effectué une neutre amélioration en matiére de
performance sanitaire. Cette image explique bien I’effet du vaccin pour limiter la propagation

d’une maladie infectieuse

Evolution d’un programme de vaccination

® @ ® @ ®
Avant Progranme Parte da Regain de Eradication
vaccination de vaccination confiance confiance

Maladie

4 o
Arrét de la
vaccination

Incidence de la maladie

|
Epidémie
Couverture
vaceinae
Effets
indésirasies
' —

Eradication
B |

Temps
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2.1 Modéles en compartiments

Le modeéle épidémiologique sert a démontrer comment le nombre d’individus dans chaque
compartiments varie au cours du temps ¢, il est formé de deux parties : les compartiments et

les regles

e Compartiments : sont les différentes classes de la population par a rapport a la maladie,

ils existent sept qui sont utilisables (S, I, F, X, R, M, C'), on les définie comme suit

S : représente les individus qui sont exposés a la maladie (susceptible).

I : représente les individus qui portent la maladie (infectieux).

E' : représente les individus qui sont infectés mais non infectieux.

X : les individus qui meurent a cause de la maladie (déces).

R : les individus qui ont acquis une immunisation contre la réinfection (Résistants).

M : les individus qui sont nés avec une immunité contre la maladie par voie maternelle.

C': représente les individus qui portent la maladie sans 1’apparition de signes (carriers).
® Régles : spécifient la probabilité des individus passant d’une classe & une autre.

Modéles ST
Supposons que la probabilité de transmission de la maladie puisse varier d’une paire d’indi-
vidus a I'autre selon une distribution donnée, en un temps ¢ suffisamment court pour que les
naissances et morts «naturelles» aient un impact négligeable sur la dynamique de la maladie.
On appelle susceptible I'individu de population qui est saine mais pouvant potentiellement
devenir infectée par la maladie, on notera S le compartiment contenant ces individus, et que
le probléme aux valeurs initiales constitué un systéme décrit ci-dessous auquel sont adjointes

les conditions initiales S(0) = Sy > 0 et 1(0) = Iy > 0, avec Sy + Iy = Ny > 0.
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Le plus simple modeéle qui décrit la dynamique de la transmission d’une épidémie est repré-

senté par le schéma suivant

Le diagramme (SI)

En un instant ¢, le compartiment S comporte S(t) individus. De la méme fagon, on qualifie
d’infectés les individus affligés par la maladie. Le compartiment contenant cette fraction de
la population sera noté I et contient /(t) individus au temps t.

On considére maintenant que la probabilité qu'un individu susceptible devienne infecté est
proportionnelle au nombre d’individus actuellement infectés et que le taux de transmission
de la maladie est €.

Si un grand nombre d’individus est en cause, on peut s’attendre a ce qu’ils d’entre eux de-
viennent nouvellement infectés a chaque t. Donc pour savoir la variation de nombre d’éléments
au cours de temps au sens mathématique cette variation est donnée par une EDQO, sinon un
systeme des EDOs.

Ce modele est formulé mathématiquement par

% = —cI(H)S(t)
% = cI(t)S(t)

Remarque 2.1.1 Le signe négative signifie qu’il y a quelques éléments sains sortent de l’en-
semble et devient infectés et le positive signifie que le nombre d’éléments infectieux va aug-

menter

Modeéles SIS

Pour bon nombre de maladies, la guérison est heureusement possible. Si a chaque unité de

temps un individu infecté a une probabilité p > 0 de «guérir» de la maladie et de redevenir
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susceptible, on a en moyenne pl individus guérissant chaque unité temporelle, voir le schéma

qui suit

Le diagramme (SIS)

La formulation mathématique de ce modeéle est

ds
g—} = —cl(t)S(t) + pI(t)
— =cl(t)S(t) — pl(t

= IS (1) - pI (1),
si la guérison ne peut étre possible, il s’agit d’'un modele S1.

Modeéles SIR, SIRS et SIX

Certaines maladies sont mortelles. Afin d’en tenir compte, on utilise le compartiment X pour
stocker les individus décédés, avec un taux de mortalité due a la maladie p.

Pour bon nombre de maladies, les individus ayant guéris ou acquiére une immunité, dans
certain cas, cette immunité est permanente et dans d’autres, elle est temporaire. La lettre
R sera utilisée pour référer aux individus ayant guéri de la maladie & un taux r et en ayant
maintenant acquis I'immunité.

— Dans le cas ot I'immunité est Permanente alors on parle d’un modéle STR.

— Dans le cas ot 'immunité est temporaire alors on parle d’'un modele STRS.

— En cas ou l'individu n’aura pas 'immunité et décéde par la maladie alors on parle d’un

modele STX.
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Ces modeéles sont schématisés par

eS(I() M

11
11
11
11
11
11
L 4
L

-———

S3
*
. X

”
&
#
L
.:

Le systéeme d’équations différentielles régissant le modeéle STR correspond au diagramme qui

est en rouge est

(dS
E = —EI(t)S(t)
dl
S pri el(t)S(t) —ri(t)
dR
— =rl(t).
\ dt ’ (t)
Le systéme d’équations différentielles de modele STRS correspond au diagramme qui est en
bleu est
(dS
i —el(t)S(t) + IR(t)
dl
— =l —rl
4 7 el(t)S(t) —ri(t)
dR
— =rl(t) — .
7 rI(t) — 0R(t)

Le systéme d’équations différentielles régissant le modeéle STX correspond au diagramme qui

est en vert est

( %?22—616)5@)
L O c1yst) - i)
C;—)f = pl(t),

ou

¢ :est le taux de transmission de la maladie
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0 :est la probabilité des individus qui ont acquis I'immunité de redevenir susceptible selon la
maladie.

r :est la probabilité qu'un individu infectieux d’étre guérissant et d’acquiére une immunité
contre la maladie.

1 :est le taux de mortalité a cause de 'infection.

En réalité ce n’est pas toujours facile de résoudre une équation différentielle ordinaire analy-
tiquement, pour cette raison on a recours & des méthodes numériques. Il y a plusieurs classes
de méthodes numériques, on cite : les méthodes a pas, les méthodes spectrales, les méthodes
des résidus pondérées, la méthode de différences finies, ... etc.

Dans notre travaille on s’intéresse a la méthode de différences finies.



Chapitre 3

Méthode des différences finies

Dans ce chapitre, on développe la méthode de différences finies, en décrivant des différentes

étapes pour aboutir & la matrice de discrétisation.

3.1 Un peut d’histoire sur la méthode

Sir Brook Taylor est un homme de sciences anglais, né le 18 aout 1685 & Edmonton(Angleterre).
Il est mort a ’age de 46 ans, le 29 décembre 1731 & Londres. Son domaine d’intérét inclus les
mathématiques, la musique, la peinture et la philosophie. Son amour pour les mathématiques,
lui a été transmis par ces professeurs John Machin et John Keill. Il a complété ses études
a 'université de Cambridge et devint célébre pour ses contributions au développement du
calcul infinitésimal. Le 3 avril 1712 (a I’age de 27ans), Taylor fut admis a la Royal Society de

Londres (I’équivalent de I’Académie des sciences de Paris), non sur la base de ces publications
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scientifiques mais sur recommandation et expertise de Machin, Keill et autres. Environ deux
années apres il fut élu secrétaire de la Royal Society, et il y resta du 14 janvier 1714 au
21 octobre 1718, lorsqu’il dut se résigner pour raisons de santé d’une part, d’autre part par
manque de motivation. La période ou il fut secrétaire de la Royal Society de Londres fut
celle de sa vie ou il fut le plus productif en mathématiques. Il publia deux ouvrages en 1715,
qui sont extrémement important pour I’histoire des mathématiques.8 aout 1685 & Edmon-
ton(Angleterre). Il est mort a I’age de 46 ans, le 29 décembre 1731 a Londres. Son domaine
d’intérét inclus les mathématiques, la musique, la peinture et la philosophie. Son amour pour
les mathématiques, lui a été transmis par ces professeurs John Machin et John Keill. 11 a
complété ses études a 'université de Cambridge et devint célébre pour ses contributions au
développement du calcul infinitésimal. Le 3 avril 1712 (a age de 27 ans), Taylor fut admis
a la Royal Society de Londres (I’équivalent de I’Académie des sciences de Paris), non sur la
base de ces publications scientifiques mais sur recommandation et expertise de Machin, Keill
et autres. Environ deux années apres il fut élu secrétaire de la Royal Society, et il y resta du
14 janvier 1714 au 21 octobre 1718, lorsqu’il dut se résigner pour raisons de santé d’une part,
d’autre part par manque de motivation. La période ou il fut secrétaire de la Royal Society
de Londres fut celle de sa vie ou il fut le plus productif en mathématiques. Il publia deux
ouvrages en 1715, qui sont extrémement important pour I’histoire des mathématiques.
Dans son ouvrage, "Méthodus incrementorum directa et inversa", Taylor ajouta aux ma-
thématiques supérieures une nouvelle branche appelée ‘calcul de différences finies’, inventa
I'intégration par parties, et découvrit les séries appelées ‘développement de Taylor’.

En fait, la premiére mention par Taylor de ce qui est appelé aujourd’hui théoréme de Taylor
apparait dans une lettre que ce dernier écrivit & Machin le 26 juillet 1712. L’importance du
théoréme de Taylor ne fut pas pergue avant 1772 quand Lagrange proclama que c’était le
principe de base du calcul différentiel. Le terme série de ‘Taylor semble’ avoir été utilisé pour
la premiére fois par L’Huilier en 1786.

Taylor a présenté aussi les principes de base de la perspective dans Linéaire Prospect (1715).
La seconde édition fut appelée New principles of linear perspective.

Enfin, Taylor fit de nombreux séjours en France. C’était d’une part suite & des problémes de

santé et d’autre part pour garder le contact avec ces amis mathématiciens.
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Actuellement, la pierre angulaire de la méthode des différences finies n’est autre que le déve-
loppement des séries de Taylor.
La tentative embryonnaire de Bond, en 1849, et le travail non encore publié d’Adams, en 1855,
on peut affirmer que les méthodes Multi pas sont créés plusieurs fois, de facon indépendante,
dans une assez courte période débutant en 1883. Ce développement se fait parallelement aux
méthodes de Runge-Heun-Kutta, qui voient le jour en Allemagne entre 1894 et 1901. Les
deux courants sont complétement indépendants, quoi qu’ayant des buts communs.
En fin de compte, il s’agit chaque fois d’adapter les quadratures numériques aux équations
différentielles, afin de dépasser I’ancienne méthode d’Euler avec développement de Taylor.
Les solutions trouvées pour éviter le calcul des dérivées successives "hantise supréme" des
calculateurs sont tres différentes : pas divisés pour les allemands ,pas multiples pour les
anglais. Il semble pertinent de comparer I'efficacité des deux démarches selon le critére proposé
par Runge en 1895 : 'ordre d’'une méthode par pas est défini, & partir du nombre de termes
communs dans les développements de Taylor de la vraie valeur pour tout = € |zg, 1], u(x1) =
u(zo+h) et de la valeur approchée u; = g+ hyg. De plus, la partie principale de la différence
entre valeur exacte et valeur approchée fournit une estimation de ’erreur de méthode pour
un pas.
A titre de comparaison, rappelons que, dans les méthodes classiques de Runge-Kutta (ob-
tenues par Kutta, en 1901, apres bien des efforts), les développements de Taylor coincident
jusqu’au quatriéme ordre (autrement dit, Uerreur de méthode élémentaire pour un pas est du
cinquiéme ordre). Pour simplifier I’écriture, notons le développement de Taylor de la vraie
valeur sous la forme
B2 3 4 Ro
u(zy) = uo—i-Ah—l—B?—i-CE—i-Dﬂ—l—EEO
6 B

* 720 * G5O40 i

La premiére méthode numérique & un pas fut introduite en 1768 par Leonhard Euler. Depuis
un grand nombre de techniques ont été développées : elles se basent sur la discrétisation
de l'intervalle d’étude en un certain nombre de pas. Suivant le type de formule utilisé pour
approcher les solutions, on distingue les méthodes numériques a un pas ou a pas multiples,

explicites ou implicites.
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Pour un calcul poussé jusqu’au méme ordre de différences finies, les méthodes implicites sont
plus précises que les méthodes explicites (remarqué par Adams) et ’emploi d’une équation du
second ordre plus efficace que celui d’une équation du premier ordre (souligné par Stgrmer).
On voit aussi que, dés 1855, avait émergé la trame générale de méthodes de différences plus
précises que celles de Runge-Heun-Kutta, qui devaient voir le jour quarante ans plus tard.

La méthode de Différence Finie due aux travaux de plusieurs mathématiciens du 18™¢ Siécle

(Euler, Taylor, ...).

3.2 Le principe de la méthode

Cette méthode consiste a
— (Discrétisation du domaine) Posons N = n+1 est le nombre de points donc n est le nombre
de la subdivision de l'intervalle, on fait une subdivision du domaine d’étude du probléme

continue [0, L] en sous domaines réguliers suivant le pas h
[O) L] - [IO = 07 «rl] U I:x17$2] U . e [xn—lwxn = L] ,

L
ouzrg=0<x1 <9< ...<Tp_1 <z, =L cetlepash= —. Les points de la subdivision
n

sont donnés par

Ty = 0
{ a:i:xi,1+h, 221,,7’L

— (Discrétisation de I’équation) Passer du probléme continu au probléme discret, en utilisant
les schémas aux différences finies pour estimer les dérivées qui apparaissent dans I’équation
différentielle ordinaire par une combinaison de valeurs de la fonction en un certain nombre
de points, ces points proviennent de la discrétisation du domaine d’étude, ces estimations
sont basées sur le développement de Taylor.

On définit le schéma aux différences finies par :

Soit u : R — R une fonction au moins de classe C?(RR)

' . u(x+h) —u(z)
u () = hlE}o h '

A partir de cette définition, on peut poser

/ _u(wi+h) —u(x)
u (z;) = . :
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Ce résultat, on peut le retrouver via le Développement de Taylor.

Si f € C™! dans un voisinage I = [0, L] = [zo, x,,] de xg

u@) = 3 u® (@%

k

o0

0

ou
(ﬂj + :L,O)TL+1

= O((x + zo)"™)

et rp < ( <=z
On suppose que u(x) au moins de classe C3(R) le développement en série de Taylor de la

fonction u(z + h) a l'ordre 3 donne

u(x+h) = u(x)+hu (z)+ Z—Tu” (x) + g—?u@) (x) (3.2.1)

= w(z) + hu'(z) + he(h)

comme le reste Ry, = he(h) tend vers 0 quand h tend vers 0 alors on peut avoir le schéma

décentré progressif en tous points z; tel que : =0,..., N — 1

oo+ h) — ()
u (x;)=2 h (3.2.2)

de la méme maniére, on a

u(x —h) = u(z) —hu'(z) + %u"(aj) — h—u(S)(x) (3.2.3)

= u(x) — hu'(x) + he(h)

comme R, = he(h) — 0 quand h — 0, alors on peut avoir le schéma décentré régressif en
tous points z; tel quez =1,..., N

u(z;) —u(z; — h)
h

/

u ()=

: (3.2.4)

Pour obtenir le schéma centré, on soustrait les deux quantités (3.2.1)) et (3.2.3))

w(x + h) —u(z — h) = 2hu (z) + h2e(h),
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de méme raisonnement, on trouve en tous points x; tel que t =1,.... N — 1

o+ h) —u(z; — h)
u (@)= 2h

. (3.2.5)

La formule d’un schéma d’ordre 2 applicable aux noeuds des frontiéres peut étre construite

en utilisant trois points au lieu de deux. La procédure est la suivante, pour tout ¢ = 2, ..., NV

) au(z;) + bu(z;—1) + cu(x;—2)

u(x;) = - + d(h?), (3.2.6)

4 savoir que 2 .
w(wi_q) = u(z;) —u (x)h +u (xz)a - Ug(%)g + ... (3.2.7)
w(@is) = u(zs) — v (2:)(2h) + v (z:) (22}? () (22) . (3.2.8)

En multipliant I’équation (3.2.7)) par b et 'équation (3.2.8) par ¢

au(z;) + bu(z;_1) + cu(x;_2)
= (a+b+c)u(z;) — h(2c+ b (z;) + %(40 + by (z;) + (h?) (3.2.9)

O(h?) = (b— 80)%u3(xi).

L’identification de ’équation (3.2.9)) a I’équation (3.2.6)), donne

a+b+c=0
2c+b= -1
4de+ b= 0.

La résolution de ce systéme d’équation, donne ’expression suivante pour un schéma régressif

de second ordre, en utilisant trois points pour la dérivée premiére.

i (27) = 3u(z;) — 4u(§2_1) + u(z;_2) oY)

avec

On suit la méme procédure pour construire les schémas centrés, décentrés de dimension 1.
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3.2.1 Quelques schémas en 1D

Les schémas décentrés aux DF's progressif (& droit) d’ordre un

H o~ H U; H Ujt1 H Ujt2 H Uit3 H Uiss H
[ huy [-1[ 1 [ 0 [0 ] o0 |
[# J1 ] 2]t [0 ] o]
[ 1 3 [ 3] 1] o]
(W1 [ -2 6 | 4] 1]

L= [lwiflwia[[wiowis]uwal]
[ hw [ 1] 1] 0] o] o]
[ Ao [1] 2] 1 ] o] 0|
(e 1] 3] 3] -1] 0|
[P o] 4] 6 4] 1|
Les schémas centrés aux (DFs) d’ordre deux
L= wio [uia | wi[luin [ uie |
[ 20 [ O 1o 1 ] o]
[ PPui ] 0 [ 1 [—2] 1 [ 0]
e i 2 (o] 2] 1]
Lot [ 1 [ af6] 4] 1|

D’ailleurs le point de vue géométrique, est la facon la plus évidente et correcte pour com-

prendre le sens théorique de la dérivée voir ci-dessous.

bix) A
s Y {La dérivée exacte) 7Ny {La dérivée exacte)
/ Y 7N
/ ; \ W )
; 4 H b
rﬂ‘ ' (Le schéma centré) J *
i 1 N : T\
I8 | "-,\ {Le schéma & :i'ralli'*e',l : if'lqe schéma & gauche]
i H ! : i H
[ s \ ' P
o i | o i P
[ : | i [ i P
/o ! \ / [ A /
| | \ / S
[ . ! H H I X
' ' ! / 5 T T 7 2
¥ Xi K1 \\_/f K1 X Nt NS
1 i
h .
figure 1 figure 2
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Pour estimer la valeur de la dérivée exacte, on dessine la pente en point (x;, u;), et pour les
schémas décentré, on les considére comme une variation entre u; et u;, 1, méme chose entre

u; et u;_q et entre w;_1 et u;1 pour le centré en fonction de la variation spatiale (x; — x;_1).

3.2.2 La convergence de la méthode

Dans cette sous-section, on donne quelques définitions sur la convergence.

Définition 3.2.1 On dit que la méthode est convergente si pour toute solution exacte u(x)
et une fonction d’incrément ® de trois variables (z,u, h) € [zo,zn] X R x [0,1] & valeur dans
R la suite
Upt1 = Uy + hP(2y, up, )
vérifie
orgl?g}%\f |wn — ()| — 0

pour N assez grand.

Définition 3.2.2 Supposons que pour un pas h donné, une méthode numérique donne I’ap-

proximation uy. On dit que la méthode est d’ordre P si
u(z,) = an(z,)] = O(R")  ;Yn=0,--- N
Définition 3.2.3 On dit que la méthode est convergente a l’ordre p si seulement st

lim - max |u, — (z,)| = O(h")

up—4(zn)
3.2.3 Motivation

1- La méthode de DFs pour la résolution d’une équation différentielle ordinaire.

On considére le probléeme de Cauchy a coefficient non constant linéaire et affine suivant

{ u'(x) + c(x)u(z) = f(x) sur x €0, L]
u(0) = ug

La discrétisation du domaine donne

.1'1:0
mi:xi,l—l—h, V2SZ§N,
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dont 0 <o <z3<...<ay_1<L,h=L/(N-1).
En discrétisant 'EDO précédente suivant le pas h, puis on applique le schéma progressif

(3.2.4)au premier point (i = 1), le schéma centré (3.2.5) aux points qui sont milieu (i =
2,...,N — 1) et le schéma régressif (3.2.2) au dernier point (¢ = N). On obtient 'écriture

matricielle générale (sans la condition initiale)

AU = F
ou ) )
-1 1 .. :
oh Co b7 . : U2 f2
0 B .
0 :
=1 . 1 UN-1 fn-a
: 2h Nfl | 2h U f
0 0 _T E‘I'CN N N

1 0 0 -0 ... 0 " “
1 .. : U
ST . : Ug Ja+ o
0 :
S 1 UN-1 fn-a
: 2h Nfl ) 2h u )

Les algorithmes corresponds & la discrétisation de ’équation sont donnés par

algorithme 1(donne la matrice sans conditon initiale)

—1

—1 L

3 +c1 81
Anxn = [A(L,j) = __1 sij=2

h

0 sij>3
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pour i =2: N —1

(-1 L
o sij=1—1
Alij) = cjl- sij=1
o sij=1+1
[ O ailleurs
(-1 .
7+0N51j:N
AN=-Lj) =4 2L G N
h
L 0 sij<N—-2

Algorithme2(en prenant le profil initial)

AN><N =

u(0) = g
pouri=1:n
si x(i) ==
§=1
fin si
fin pour
pourt=1:n
Sit==s
A(i,i) =1
F(i) =u0
fin si
fin pour
sit>1leti<n

Bli—1)=F(i— 1) —a(i — 1,i)uq
B(i+1)=F(i+1)—a(i+1,9)ug

a(i,i+1:n)=

a(i,1:i—1)=0
a(l:i—1,i)=0
a(i+1:n,i)=0

sinon si ¢ =1

B(i+1)=F(i+1)—A(i+1,i)ug

A(iyi+1:n)=0
A(i+1:n,i) =0
sinon

Bli—1) = F(i — 1) — A(i — 1,4)uq

A(i,1:i—1)=0
A(l:i—1,9)=0
fin si

fin sinon

fin pour
U=A"'F
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2- La méthode de DFs pour la résolution d’un systéeme

Soit le systéme différentiel définit sur le domaine z € |0, L]

uy () = Fy (2, uy, ug, Us, ..., Up, )
I

UQ(CIZ') = FQ(.Q?,'Lbl,UQ,Ug, 7um>

ul (ﬂf) = Fm('raul?u%u?n 7um)

avec les contraintes données par

< <
o =
N
o O
N—
Il

Um (0) = U
La technique de découplage et de quasi-linéarisation consiste a découpler et linéariser chaque

équation de systéme précedent comme suit

( Etant donné les profils initiaux : ugo), ugo), ugo), ey uY

<u§k+1)> (x) = Fl(x’ugkﬂrl)’ugk)’uék)?m’ugi))

(a47) (@) = Fafr, oY, a0, )

(W) = P, w4, 8 40, 40)
\

ol ul(-kﬂ) et ul(-k) représentent la solution & l'itération k + 1 et a l'itération k respectivement

pour tout ¢ = 1,....,m.
A chaque itération on applique la méthode de différences finies (df ) décrite précédemment
pour chaque équation.
La solution de probléme est obtenue lorsque la norme euclidienne de la différence entre la

solution de l'itération k et l'itération k + 1 est plus petite & un certain e.

Algorithme 3

u§°) =1, u?) = 1, ugo) =1,.., uﬁ,?) =1 les profils initiaux, € une présicion de découplage
erreur =1

J=1
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tant que Erreur > ¢ une présicion petite donnée Faire

uP(z) = df Fy (2,0 (@), 0 (@), .o uly VD (2)
ug (2) = df By (2,0 (@) ug ™ (@), o (@)

ul) (x) = df F,, (:c,uﬁj*”(x),uéj*’(x), u%*”(:w)

u (x) —uf"V(2)

Erreur = max ()
J=7+1
Fin tant que




Chapitre 4

Applications numériques

Pour enrichir notre travail, on commence par un exemple illustratif(sa solution analytique
est donnée), puis pour 'application numérique on va faire une étude intéressante sur la
propagation de la fievre aphteuse et voir géométriquement 'effet de vaccin pour faire arréter
la dynamique de cette maladie.

On utilise un logiciel de calcul numérique "MATAB" de haut performance pour la simulation

numérique.

4.1 Test de la méthode

Exemple 1 :

Etant le probléme de Cauchy définit sur le domaine |0, 2]

{ wy () + up (2)ug ()

o () + 1wy (2)ug ()

exp(—a)(exp(1 — ) — 1)
exp(1 — o) (exp(—r) — 1)

dont les conditions de Dirichlet
u2(0) = exp(1)

Sachant que la solution exacte de ce systéme est
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En appliquant la méthode de différence finie (avec la technique de découplage) a ce probléme

on obtient le résultats suivant.

n | errl = |luexl —ul| | err2 = |juex2 — u2|| | T CPU(en s)
100 7,8126e — 005 9,5474e — 004 0, 965052
120 5,9272e — 005 7,2368e — 004 0,942644
140 4,6945e — 005 5,7281e — 004 1,003739
160 3,8368e — 005 4,6793e — 004 1,012742
180 3,2118e — 005 3,9156e — 004 0,975735
200 2,7398e — 005 3,3392e — 004 1,000275
220 2,3731e — 005 2,8915e — 004 1,014176
240 2,0814e — 005 2,5357e — 004 1,000210
260 1,8450e — 005 2,2472e — 004 1,063868
280 1,6501e — 005 2,0096e — 004 1,48437
300 1,4873e — 005 1,8111e — 004 1,201341
320 1, 3496e — 005 1,6433e — 004 1,183226
340 1,2319e — 005 1,4998e — 004 1,259935
360 1,1304e — 005 1,3761e — 004 1, 288659
380 1,0421e — 005 1,2685e — 004 1,381417
1001 3,8657e — 006 2,0088e — 005 5,491411

Commentaire : Il est bien claire que la Performance apparaitre du point de vue de la

convergence ou on voit que l'erreur globale (I'erreur de la machine+ l'erreur de la méthode+

de découplage) devient de plus en plus petite pour un nombre de points tres grand (n =

100, ...,1001), et I'exécution de ce programme par le computer prend mois temps possible (en

secondes).

On peut montrer (sur la figure suivante) cette bonne approximation de la solution exacte,

en prenant n = 50.

interpretation numerigue de u1 interpretation numeérique de u2
1 3
0.8 *  uex1|| *.% +  luex2
ui 2 'g u2
06 .,
04 1 w\\~
0.2 et O
0 : 0 “
0 0.5 1 1.5 2 0 05 1 15 2
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x 10" erreurs ponctuelles % u1 « 1@reurs ponctuelles % u2
T T T 8 . . .
08}
| \\ |T 0 ]
06} \ﬁ i
| |“||‘ 4
04} LS
b4 |M"|||l||wl
0.2 fiahh g MUY 2
| oy I‘II 1! |'| If,I B |II'|| I||| |||| |I| F I\
AT ___.".II' W
0 i o X 4 L
0 0.5 1 1.5 2 00 05 1 15 2

Les erreurs ponctuelles commises sont d’ordre 1074,

4.2 Simulation de la transmission d’une épidémie avec
vaccination(V)

Exemple 2 : La fiévre Aphteuse

Certaines pays, notamment 1’Algérie a subi de grave probléme de santé animal due a la fievre
Aphteuse en 2014, cette maladie hautement contagieuse qui entraine des pertes économiques
considérable dont la mortalité est faible chez les vaches adultes mais souvent élevé chez les
vaches jeunes par suite d’une myocardite, elle est transmise par contacte directe ou indirecte.
Il est connu que le virus Aphtovirus est véhiculé par I’air, notamment dans les zones tempé-
rées. Les sources de virus sont les animaux chimiquement atteints qu’en période d’incubation,
méme lair expiré, la salive, les féces et les urines. Parmi les signes de cette maladie hyper-
thermie, anorexie, chute de production de lait et "apparition des vésicules sur les mamelles,
la muqueuse buccale et nasale et ou dans les espaces interdigité.

Les principales lésions de la maladie chez les bovins et déterminant la datation des lésions
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est décrit dans les schémas suivants

2-3 jours 6-10 jours

L’evolution de lesions de fivre aphteuse chez les bovins

En fin, pour faire face & ce qui menace de plus en plus notre cheptel des mesures prise de la
prophylaxie sanitaire telle que protection des zones interne par controle et surveillance des
déplacements des animaux.

Abattage des animaux infecté, des infections des locaux et des mesures de quarantaines, ca
implique pour la prophylaxie médical c’est la vaccination par un vaccin actif.

Spécialement pour cette maladie, on va faire une étude générale qui teste 'activité du vaccin
(V')contre la fievre Aphteuse chez les vaches, en utilisant la méthode de différence finie avec
la technique de découplage et de quasi-linéarisation".

Soit N est le nombre total de la population bovine donné. Supposons qu’elle est isolée par

rapport a le monde externe.

Le premier cas :(le modele SIR sans vaccination)

Au niveau de cette phase, le modeéle épidémiologique correspond est de type SIR, on peut le
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schématiser par

+ 1

oS! eSMHIY) Wy oR
e SE - - - == ===~~~ * R
ust al! uR?

Le diagramme SIR sans vaccination

Voici U'interprétation mathématique adaptée, pour ¢t € ]0,30], on a

' % — —eS(8)I(t) + pS(t) — aS(t)
% = eSOI(t) + pl(t) — al(t) — yI(t)
\ % =I(t) + pR(t) — aR(t),

ou

¢ : est le taux de transmission de la maladie.

v : est le taux de la guérison avec d’acquiére une immunisation contre la réinfection soit
naturellement ou bien par un traitement médical.

« : est la probabilité que chaque décés appartient & son compartiment.

1 - la probabilité que chaque naissance appartient a son compartiment.

Considérons N = Sy + Iy + Ry, a ’état initiale on a

Sg =08 x N
]0 =02x N
Ry =0,
et les proportions
e=20.35
a = 0.005
@ = 0.006.

Ce qui nous intéresse le plus dans cette phase est la proportion v qui joue le role de la

guérison.
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gamma .=0.001
gamma =0.01
gamma =0.02
gamma =0.5

infectieux

susceptibles
0.8 T T T . g 1.5

06F B R T T ———

ol | /.-'-‘hL
0_5/_\-
0.2t 9

0 e . L
1 . . . i 0 5 10 15 20 25
0 jours
0 5 10 15 20 25 30
résistants
0.5 T
04f
/
0.3r - 1
02 s 1
;I
0.1F / B
0 L 1—'—|—'—|'—ic|u5
0 5 10 15 20 25 30

Indication : la droite qui vaut 1 (voir la population infectieux) pour dire qu'on n’a pas
dépassé la population globale proportionnellement.

Lorsque le taux de guérison ~ est de l'ordre 50% alors on constate que la maladie disparait
au bout de 15 jours (voir figure infectieux). Si v = 2% alors le nombre des infectés augmente
pour atteindre 80% de la population totale au bout de 13 a 14 jours, en suite commence
a diminuer lentement, si v est plus petite par exemple 0.1%, on constate qu’aprés 23 jours

toute la population deviennent malade.
Remarque 4.2.1 Si v > 50% alors on n’a pas besoin du vaccin.

Le deuziéme cas :(le modele SIR avec vaccination)

(Pour le cas de 1’ Algérie heureusement qu’aprés quelques mois, ils ont commencés a vacciner
pour limiter la propagation de cette épidémie).
Les vaccins contre cette maladie fabriqués conformément aux recommandations de I’OIE

(organisation mondiale de la santé animale) sont députés des protéines structurales telles

30

jours
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que la protéine 3ABC lors des étapes de purification. La présence d’anticorps dirigés contre
la protéine 3ABC est généralement considérée comme l'indicateur le plus fiable de réplication
virale. Les anticorps apparaissent dés la premiére semaine, qui suit I'infection, atteignent leur
maximum a la fin de la troisiéme semaine.

On peut schématiser le modele SIR avec vaccination par

4

WS S eSMOIM  iwl y @R R
________ S ---------------S- -~ --------- Sl - -~~~
: al b
i H .

Le diagramme SIR avec vaccination

La formulation mathématique de ce schéma est donnée par le systeme différentiel suivant

'%g::_axwfay+usa)—a56)—55@)
% =eS(t)I(t) + pl(t) — al(t) — vI(t)
k % =~I(t) + pR(t) — aR(t) + 5S(1),

ou [ : est le taux de vaccination au niveau susceptible de la population.
Indication : On suppose que le vaccin est efficace & 100%.

En prenant les données suivantes

e =0.35
a = 0.005
1 = 0.006

v =0.1.
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beta= 02
beta= 0.3
beta= 05
beta= 07

suscepiibles inkectieux
0.8 T T T T T 0.4 T T T

L jours

résstants
1 ' . ' ' .

jours

Lorsque le taux 3 est de 'ordre 70%, alors, on constate que la maladie atteinte un maximum
d’environ 22% de la population totale au bout de 2 a 3 jours (voir figure infectieux), puis elle
commence a diminuer, ¢a veut dire que I’épidémie va disparaitre aprés un certain temps.

Pour un taux de la vaccination de 20%, alors la maladie atteinte un maximum d’environ 27%

de la population totale au bout de 4 & 5 jours.

Remarque 4.2.2 Dans ce cas il est important de maintenir une couverture vaccinale suffi-

sante chez la population bovine.

Le troisiéme cas :(le modele SIR avec le test du vaccin modifié)

Pour tester lefficacité de la vaccination atteint aprés une modification de la substance chi-

mique nous voulons étudier 'impact de ce dernier & arréter la dynamique de transmission de

jours
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la fievre aphteuse. Voila le diagramme associé & cette dynamique, pour ¢ € |0, 30]

'

WS wS  eSEIE Wy aR LR
------- [ S * [ el R -
s al) Ry
BI[l B2 . f32
N
.i.(:‘v’

On peut modéliser ce diagramme par ce systéme différentiel

( % = —eSOI(t) = B15(t) + (1= B)V () + pS(t) — aS(t)
% — eSOI(E) = AI(t) — al(t) + pl (1)
ij_ff — 3 I(t) + B,V (1) — aR(t) + pR(t)

L C;_‘; = B,S(t) = V() — aV(t) + uV(2).

Etant la population bovine étudiée N = Sy + Iy + Rg + V; fermée, tel que

B, : est le taux de la vaccination au niveau susceptible de la population.

B4 @ est la probabilité d’individu vacciné d’acquiére I'immunité et devenant résistant.

(1 — f5) : la possibilité d’individu vacciné de la perte de 'immunité et devient sensible a la

maladie.

En utilisant les données suivantes

So=08x N
]0 =02x N
Ry =
Vo =
Comme on prend les coefficients
e =0.35
a = 0.005
1= 0.006
7=0,1

ﬁl 2075
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Ici, on veut montrer numériquement l'influence de /3, sur la dynamique des quatre compartiments.

susceptibles

08 T T T

L jours

25 30

— bda2=04

bea 2=02
— bata2=009
— baa 2= 006

0.3%
0%
0.3
0.3
0.2
03

0.3

vaccings

0.2 T

015

0.1

005

jours

(=]

0 15

On voit que quand on augmente le (3, proportionnellement, on remarque que la population

résistants va augmenter linéairement au cours de temps, en revanche la population infectieux

va diminuer (comme indique la figure résistants, et la figure inféctieux).

Exemple comparatif :

On justifie cette comparaison par l'interprétation géométrique suivante
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La différence est bien évidente entre les deux cas :

n.8r
0.6
0.41
0.2p

résistats

=¥ jours

10

15

30

— Dans le premier (sans vaccination) : la fievre aphteuse se propage exponentiellement, elle

Atteindre sa valeur maximale d’environ 99% des vaches infectés au bout de 15 jours. puis

elle prend une situation stable dont tout la population seras contaminée la maladie.

— Dans le deuxiéme (avec vaccination) : La fievre aphteuse touche presque 21% des vaches,

et & partir du quatriéme jour cette maladie va disparaitre relativement avec la dose de

vaccin.



CONCLUSION-PERSPECTIVES

En conclusion, la modélisation mathématique est un outil d’aide & la décision en matiére de
santé animale, elle permet de simuler numériquement les modéles épidémiologiques de type
SIR monodimensionnel par une approche dite «la méthode de différences finies» combinée
avec la technique de "découplage et de quasi-linéarisation".

Nous avons également validé 'impact de la vaccination sur la propagation de la maladie de
la fievre aphteuse.

Parmi les perspectives de cette étude, on peut considérer ce probléme comme un probléme

de control optimal et ces modéles comme s’elle dépendent d’espace et de temps.
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ANNEXE

Voici quelques termes qui seront fréquemment utilisés au cours de ce mémoire.

* Maladie infectieuse :maladie provoquée par la transmission d’un agent pathogeéne : virus

bactérie, parasite,...etc

* Epidémie :augmentation rapide de I'incidence d’une pathologie. Bien que souvent utilisée

dans un contexte de maladies infecticuses

* Susceptibles (S) : les individus qui n’ont pas d’immunité contre 1’agent infectieux et qui

peuvent s’infecter s’ils sont exposés.

* Infectieuz (I) : les individus qui sont actuellement infectés et peuvent transmettre l'infec-

tion aux susceptibles avec lesquels ils sont en contact.

* Removed (R) : les individus qui sont immunisés contre 'infection, et de ce fait n’affectent

pas la dynamique de la transmission quand ils sont en contact avec les autres individus.

* Vaccination (V) : un procédé consistant a introduire un agent extérieur (le vaccin) dans
un organisme vivant afin de créer une réaction immunitaire positive contre une maladie

infectieuse.
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