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Introduction Générale

Actuellement, le calcul fractionnaire est d’une grande importance en Mathématiques.

Selon les spécialistes cette nouvelle théorie est apparue dés 1695 lors d’une correspondance
entre Leibniz et I’'Hopital. Ce dernier voulait savoir quelle pourrait étre la dérivée d’ordre %
de la fonction z(t) ; Leibniz lui répond que cela méne a un paradoxe.

Depuis, de nombreux célébres mathématiciens se sont intéressés a cette théorie comme Euler,
Laplace, Fourier... Mais les premiéres recherches rigoureuses sont dues a Liouville et Rie-
mann. Dés lors, cette théorie porte le nom de ces deux mathématiciens : le calcul fractionnaire
est alors né.

Dans ce mémoire, nous allons nous intéressés a établir des nouveaux résultats en utilisant
Iintégrale fractionnaire.

Ce mémoire se compose d’une introduction, quatre chapitres et une conclusion.

Le premier chapitre comporte des notions sur le calcul fractionnaire.

Le deuxiéme chapitre est consacré a une généralisation d’ordre fractionnaire de I'inégalité
de Chebyshev lorsque les fonctions données sont synchrones. Ce travail peut étre classé comme
une continuité des travaux de S. Belarbi et Z. Dahmani publiés en 2009 au JIPAM Journal.
Le troisiéme chapitre est une autre généralisation de I'inégalité de Chebyshev mais en rem-
placant la synchronicité des fonctions données par d’autres conditions récemment imposées
et prouvées par C.P. Niculescu et I. Roventa.

Le quatriéme chapitre présente deux nouveaux résultats généralisant des inégalités de type
Hardy classiques. On généralise aussi quelques théorémes de N. Levinson, W.T. Sulaiman et
B. Sroysang dans le cadre fractionnaire. Certains de nos résultats sont publiés et d’autres

sont soumis pour publication.




Chapitre 1

Description du Calcul Fractionnaire

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on introduit quelques notions du calcul fractionnaire.

En premier lieu, on rappelle quelques propriétés des fonctions spéciales utilisées dans le calcul
fractionnaire, puis on définit I'intégrale fractionnaire au sens de Riemann Liouville ainsi que
ses différentes propriétés.

1.2 Fonctions Spéciales

1.2.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 1.2.1 La fonction Gamma d’Euler, notée I, est définie par :

+0o0

I(z) = / £l tdt - Re(z) > 0.
0
Elle peut aussi étre définie pour des valeurs réelles z > 0 par la méme expression :
+oo
I'(z) = / t*le7tdt ; 2> 0.
0

Par convension, I'(1) = 1.
Propriétés :

1) T'(z+1)=2I(2) ; 2> 0.

2) Vne N, I'(n+1) =nl



1.2 Fonctions Spéciales

Preuve.

1. On démontre la premiére propriété en passant par une intégration par partie.

Pour tout z > 0, on a :
+oo
Nz+1) = / te~tdt
0

= [—e ] +2 / ety
0
0

= zI'(2).
2. Pour démontrer la deuxiéme propriété, on prend z = n € N*,

F'n+1) = nl'(n)

= nn—1)I'n-1)

= n(n—1)(n—2)..I'(1)
= nl,

avec [(1) = [[" % tdt = 1.

1.2.2 Fonction Béta d’Euler

Définition 1.2.2 La fonction Béta d’Euler est définie par :

1
Bz, y) = /0 £1(1 — 1) dt ot Re(x) > 0 et Re(y) > 0.

Propriétés :

1) B(z,y) = By,x) ; Re(z) > 0, Re(y) > 0.

2) Bz y) = L) (y)

Tty ; Re(z) > 0, Re(y) > 0.
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1.3 Intégrale Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
1.3.1 Définitions
Définition 1.3.1 [10)] Soit f : [a,b] — R une fonction continue.

On définit l'intégrale fractionaire d’ordre « au sens de Riemann-Liouville de f, notée J2 f(t),

par :

TOf() = %/t (t—7) " f(r)dr, a >0, a <t<b,
Jof(t) = f(t).

Si f est continue sur l'intervalle [0, ], alors,

JOF(t) = ﬁ/ﬂ (t— ) f(r)dr, a >0, 0<t<b

Exemple 1.3.1
On calcule I'intégrale d’odre % de la fonction
ft)y=t;t>0.

Par définition, on a :
1

@/Ot (t—7)°7 rdr.

On prend le changement de variables suivant :

JRf (1) =

UI%iT:tUeth:th.

Donc,
1
T = F(ll)/O (t — o) totdy
2
1 1 3 -1
- F(%)/Om(l—v) vdv
_ t% ' 2-1 27
= F(%)/ov (1—-v)2""dv
_ 5(272)
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D’aprés la deuxiéme propriété de la fonction Béta, on aboutit a

Et alors,
A=t
2 g
r'(3)
Or,
r(2) = 3.1 (1L
2 2 2 2
- v,
d’ou
4
Jif(t) = gﬁt%.

Si on calcule J2 (J 3 f (t)) , on peut facilement remarquer que c’est exactement J* f (¢) = 3t2.

1.3.2 Propriétés

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors :
1) Va, B € RY; JOJRF(t) = JEISF(E); € [a,b].

2) Yo, B € RY; JRJf(t) = JtPf(t); t € [a,b].
Preuve.

On a:

JOJBf(t) = %/at(t—s)a_l {ﬁ/as(s—x)ﬁ_lf(x)dx] ds

Or,a <x <s<t, donc,

JeJif(t) =
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s—x
On fait le changement de variables 7 = ; xt

, puis, on calcule [*(t — s)*7 (s — x)?~!ds. On

a donc :
[=artamaytas = [—r-0) -2t 2) a0 g
o R R E e B L
= (t— :L’)‘”B*l /1(1 — T)a717_571d7
= (t—2)"7B(a, B).
Par conséquent,

To i f(t) = g | f@)(t —2)* 7 B(a, B)dx

_ B( 76) ! 7)o B—1 )dr
= B [ e
Donc
JETA() = F(a;([;’;(& 5 | (¢ s
_ 1 @ £\
- P(a+ﬂ)/a(t YD ()
= ()

= JITf(t) = LIS f ().

Proposition 1.3.1 L’application de l'opérateur d’intégrale fractionnaire d’ordre o > 0 au

sens de Riemann Liouville sur (x — a)ﬂ nous donne

a GRS
Ja<x_a)6_1—x

_ g)ats8. _
(ﬁ+a+1)(m a)*t’ B> 1, v > a.

Preuve.

Pour tout o > 0, > a, et par définition de JZ', on a :

1 x
Joz —a)’ = —— —1)* !t — a)dt.
Ha—0) = o [ =00
t—
On utilise le changement de variables suivant 7 = ¢ , on a alors :
t = a=7=0ett=2=>7=1,

(x—t) = (1—=71)(x—a)etdt=(x—a)dr.



1.3 Intégrale Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

On obtient :
iz —a) = ﬁ/g (x — a)*}(1 = 7)* Y ((z — a)7)’(z — a)dr
_ x—aﬁx—ao‘i ! _ el Bl g
- @00 g [0 a
_ (@ ;<_“3)ﬁ+a3(5+1,a); a>0 B+1>0
Lpg+1) (z — )P+

D’ou le résultat.



Chapitre 2

Inégalité de Chebyshev avec
Condition de Synchronicité

2.1 Introduction

Une des inégalités la plus célebre dans la litérature des mathématiques est 'inégalité de

Chebyshev [1] donnée par :

T(f,g) >0, (2.1.1)

f.q): /f dx—(b_&/f da:) (b%/bg(x)dx),

et f, g sont deux fonctions synchrones sur [a, b] :

telle que

(f(x) = f(y)(g(z) —g(y)) > 0; 2,y € [a,b].

Dans ce chapitre, on énonce des résultats fractionnaires sur 'inégalité de Chebychev.
On rappelle aussi les définitions de la fonction de Chebyshev avec poids citées dans [14] ainsi

que d’autres théorémes.
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2.2 Rappels

2.2.1 Définitions

Définition 2.2.1 Soient f et g deux fonctions intégrables sur [a,b], et p : [a,b] — [0, co[ une
fonction positive et intégrable sur [a,b]. On définit la fonction de Chebyschev & un poids ;

noté T(f,g,p), par :
b b b b
1(7.9.0) = [ plalds [ ple)f@g()ds = [ p)f@ds [ pa)gla)d.
On peut écrire sous forme de l'idendité de Korkine comme suit :

T(f.9.) / / — FW)9(x) — g(y))dady.

Définition 2.2.2 Soient f,g deuz fonctions intégrables sur [a,b], et p,q deux fonctions po-

sitives intégrables sur [a,b]. La fonction de Chebyschev & deux poids est donné par :
3 b b
(fg.0) 5 = [ a@ds [ pa)fe)gla)ds
b b
+ [ ptads [ o @)t

- ([ awswe) ([ sarir)
([ s ([ awsr).

Sa forme de l'identité de Korkine est donc :

T(f. 9.9 / / — FW) (@) — g())dady.

2.2.2 Théorémes

On donne les résultats suivants :

Théoréme 2.2.1 [3] Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b]. Si f et g sont syn-

chrones sur [a,b]. Alors, Pour tout § >0, on a :

)
S (B)g(t) = T f (1) T2g(t).
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Remarque 2.2.1 Si on prend 6 =1, t = b dans le théoréme 2.2.1, on obtient :

o= [(so) = ([ ) ([ sto)
IR CE = /fﬂ”dt)(@i@ /:g(“dt)

Cette derniére inégalité représente I'inégalité classique de Chebyshev ([2.1.1)).

Théoréme 2.2.2 [7] Soient f et g deux fonctions dérivables sur [0, 00| et soit p une fonction
positive et intégrable sur [0,00[. Si f' € L*([0,00]) et ¢’ € LP([0,00[) tels que o > 1, 3 > 1

avec i + % =1, alorsV t >0, 0 >0, on a l'inégalité suivante :

2|1 p(t) Jopfg(t) — Jpf (t)J2pg(t)]

< Wl lol = [ [0 = sl aptiady

Théoréme 2.2.3 [3] Soient [ et g deux fonctions synchrones sur [0, 00 et p, q deux fonctions

positives sur [0, 00[. Alors pour toutt > 0,0 >0, on a :
Ip(t)J0qfg(t) + Jq(t) ] pfa(t) = Jpf(t) T qg(t) + J2qf ()] py(t).

Théoréme 2.2.4 [7] Soient f et g deux fonctions dérivables sur [0, 00| et p,q deux fonctions
positives sur [0,00[. Si f' € L*([0,0[) et ¢ € LP(]0, 00]) tels que o > 1, B > 1 avec é—l—% =1,

alors¥V t > 0,0 > 0, on a l'inégalité suivante :

| Jop(t) I qfg(t) + J%q(t) Jopfg(t) — Jopf(t)Jaqg(t) — J*qf(t)J"pg(t)]

< Wl lol = [ [ = = lstutiay
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2.3 Résultats Originaux avec Poids

Dans [9], les auteurs ont démontré le résultat suivant :

Pour f et g deux fonctions dérivables sur [a, b], p une fonction intégrable et positive sur [a, b],
vérifiant ' € L*([a, b)) et ¢’ € LP([a,b]) tels que v > 1, > 1,7 > Lavec =+ =1, + +5/ =
1,%—1—%:1, alors V t € [a,b], on a :

IT(f,9,p)| < %(/a”/abp(x)p(y)u_m;,w
/ab /abp(m)p(y) & — y|& T
_||f|| 19']15 </ / e

Le but de ce chapitre est de généraliser le résultat précédent sur [0, b] en utilisant I'intégrale

[ e dmdy>
)

/ g OPde|” dedy
Yy

IN

1
o TF dxdy | . (2.3.1)

fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

2.3.1 Reésultat 1

On commence par le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.1 [J] Soient f et g deux fonctions dérivables sur [0,b] et soit p une fonction
positive et intégrable sur [0,b]. Si f' € L*([0,b]) et g’ € LP([0,b]) tels que a > 1,8 > 1,y > 1

avec é + 11,1 5+ ﬁ, =1, % + % =1, alors V¥ t € [0,b], 6 > 0, on a linégalité suivante :

2|1°p(t) 1 f9(t) = Jpf ()T pg(t)]

= (%/ /o“‘f'f>“<t—y>“p<x>p<y> o~y dxdyy
. (H?(‘Jsé /0 /0 (t =27 (t = y)" pl@)p(y) |z — y| = dxdy)

< ML (] [y — e =l F ity )

1
57
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Preuve.

On prend f et g deux fonctions satisfaisant les conditions du théoréme 2.3.1 et p une fonction
positive et intégrable sur [0, 0] .

On définit
H(z,y) = (f(z) = f(y)(g(z) —g(y)); =,y € (0,t), t €[0,0]. (2.3.2)

On développe ([2.3.2)), on obtient :

H(z,y) = f(x)g(x) + f(y)g(y) — [(y)g(z) — f(x)g(y). (2.3.3)

On multiplie (2.3.3) par p(z), z € (0,t), puis on intégre par rapport a x sur (0, ),

on obtient :

~ i | [ = @@+ s [0 e @a
1) [ 6= o pt)g(alde — g(0) [ (¢~ 0 ) )]

I'intégration de (2.3.4]) donne :

1 t .
(o) /0 (t — ) p(x)H (z,y)dx (2.3.5)
= Jpfg(t) + f()g(y)Ip(t) — f(y) ] pg(t) — g(y) IS (t).
(t—y)'!

On multiplie (2.3.5)) par p(y), y € (0,t), puis on intégre par rapport a y sur (0,1),

on obtient :
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L’intégration de cette derniére égalité donne :

r%@ /0 /0 (t = )"t —y)* 'p(a)p(y) H (z, y)dady

= Jp(t)°pfg(t) + Jpfe(t)Jp(t) — J°pf(t)I°pg(t) — J°pg(t) S pf(t).
D'ou,
(J‘S t).)°pf(t) — J‘Spf() g(t)) (2.3.6)
0] / / —y)* " 'p(2)p(y) H (z, y)dady.

D’autre part, on peut écrire
H(z,y) / / f(7)g (u)drdp. (2.3.7)

En utilisant 1'inégalité de Holder avec E + J =1, on obtient :

[ IR '

de méme, en utilisant 'inégalité de Holder avec % + % =1, on trouve :

v 5
/ |g'<u>rﬁdu\
/ F()edr|

Et alors, on peut estimer ([2.3.6) comme suit :
2 J°p(t) I’ pfg(t) — J°pf ()] pg(t)]

< ot | [ =00 el | [rera] | [gwra)

En appliquant encore I'inégalité de Holder avec poids pour double intégrale ; %/ + % =1, on

a
dxdy)

1

1
<o —ylo

Y

y 1
/ g’(u)du' <lz—yl?

Donc, (2.3.7)) devient :

1
1,1 B8
H(z,y)| < |z — gl : u>|ﬁdu\

dzdy.

obtient :

211°p(t) I pfg(t) — Jpf(t) ] py(t)|
1 Lt 1 1 ot Yo a
10 (/0 /O(t—m)‘s (t — ) "p(x)p(y) |z — y|= /x |f'(7)|*dr

[ [a=ar=e= w2 | [

2=

'Y/

’
Jo
B

dxdy
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Et en utilisant les propriétées suivantes :

/ P ()ledr] < |11

21°p(t)I°pfg(t) — Jpf (1) pg ()]

(”flm // y)‘slp(ﬂﬂ)p(y)lw—yli’”l’dmyy
(“g””’ / / y>“p<x>p<y>xyé+5'dxdy);'
< 7 ||g|rﬂ ( / / wa1p<x>p<y>‘x_yp+;dxdy>

Comme % + 7 = 1, on déduit :

2|.7°p(t)T°pfy(t) J(Spf() g(t)]
< W 7 [y = ) = ol e ol

D’ou le résultat.

[ < g

on aura :

==
+
2=

Remarque 2.3.1 Prenons § = 1 dans le Théoréeme 2.3.1, on obtient l'inégalité sur
[0, ¢].

2.3.2 Reésultat 2

D’abord, on présente le nouveau résultat suivant :

Théoréme 2.3.2 [J] Soient f et g deux fonctions dérivables sur |a,b] et soient p,q deux

fonctions positives et intégrables sur [a,b]. Si f' € L%([a,b]) et ¢ € LP([a,b]);a0 > 1,3 >

‘T(‘f’g’p’ Q)‘ = (/b /abp(:c)Q(y) |z — y|= /: PO dr e da;dy>7
[ [ vt e | [ g

< el s / / o=l dady). (235)

17’}/>1a'U@C.'é—’—é:l,%—’—é:let%‘l‘%:l, alors on a :

/
J
B

dxdy
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Preuve.

On a:
7G| < [ [ o)l - 706 - sldsty. 239)

Grace a l'inégalité de Holder, on aura :

ES
[

(F(@) — 1) (g(x) — ()]
ool | [Mr@r ]| [ ()|ﬂdﬂ'

)T(f, 9.p, Q)‘

[ [ vz =i | [ 1o i ' INORY %

En utilisant I'inégalité de Holder avec poids pour les intégrales doubles, on obtient :

‘T(fagapa (/ / |fL' - y| /+B, / |f | dr de‘dy)
¥
/ / y) |z — g / 19/ (w)|” dp
Par conséquent,

5 b b P
7| < Wl ([ ot le = ol o).

On va proposer une généralisation du théoréme précédent dans le cadre fractionnaire.

<

Donc, (2.3.9) devient :

dxdy.

dxdy

Théoréme 2.3.3 [5] Soient f et g deuz fonctions dérivables sur [0,b] et soient p,q deux
fonctions positives et intégrables sur [0,b]. Si f' € L*([0,b]) et ¢ € LP([0,b]); a > 1, B > 1,
v>1 avec : =+ 5 =1, 1+ﬁ,—1 etl—l—i,—l alors ¥t € [0,b], 6 >0, on a :

| 1°q(t) ] pfg(t) + Jp(t) ] qf g(t) — Jpf(t) T qg(t) — J°qf ()] py(t)]

L1l [ a9 -t ety



2.3 Résultats Originaux avec Poids 16

Preuve.

On multiplie (2.3.5) par q(y), y € (0,t), puis on intégre par rapport a y sur (0,1);

t € [0,b], on obtient :

J J‘spfg t)+ I p(t)Jqfg(t) — Jpf(t)°qq(t) — Jqf (t)] py(t)

(t =)t — )" "p(2)q(y) H (z, y)dzdy.

Par conséquent,

\J‘5 t)°pfg(t) + °p(t) I afg(t) — Jpf(t)J° ()—J‘Sqf()

i [ =2 =0t oy

En utilisant les mémes arguments utilisés dans la démonstration du théoréme 2.3.1, on obtient

le résultat souhaité.

Remarque 2.3.2 Si on prend 6 = 1 dans le Théoréme 2.3.3, on obtient l'inégalité
sur [0, t].



Chapitre 3

Inégalité de Chebyshev Sans
Condition de Synchronicité

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on démontre aussi des résultats fractionnaires originaux sur I'inégalité de
P.L. Chebychev, mais sans la condition de la synchronicité des fonctions données.

On rappelle d’abord quelques résultats démontrés dans [15] .

3.2 Reésultats Classiques de Non Synchronicité

Lemme 3.2.1 Soient f et g deux fonctions appartiennent & l'espace L>([a,b]). AlorsV x €

la,b], on a :

[ rwana = (2 [ o) (G5, [ o)
S

Yol Kf“)—tfa/:f(s)ds) (g(t)—tia/atg(s)ds)} it

Théoréme 3.2.1 Soient f et g deux fonctions appartiennent & l’éspace L ([a, b)), et suppo-

sons que pour T €)a,b|, l'inégalité

(700 -2 [ 095 (st~ 2 [Tateras) =0

est satisfaite.
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Alors, on a :

e [ st
> (5 [ 1) (2 [ o).

3.3 Résultats Fractionnaires

On démontre le lemme auxiliaire :

Lemme 3.3.1 [6] Soient f et g deux fonctions appartiennent & l'espace L*([a,b]). Alors ¥
r €la,bl,a>1 ona: '

e (o))
S T

Preuve.

Soient f et g € L*°([a,b]), x € |a,b], a > 1.

Une intégration par partie de [ (z —¢)** f(¢)g(t)dt nous donne :

[ @0t




19

3.3 Reésultats Fractionnaires

3 3
— 3
P \Q.u/
8 S .lmu —
I = >
1 ~—
= —s g i
o =
= o -
L = = e s
(=)} ~—
RS
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—~ 7 N N2 S
S I |
= | S =
—~ 3 ~ ~— s
+o —~ = —~
~— w -~
S =
1 T
WI/ WI/
+ =
T_W !
= =
= =
S~
8
3

o
—_ =
s &2
— || 1,.9
3
—~
Il »
= _
= 5
:{.L\ ..L(
19 ,/a
L —
= = 3
_ — ||
— ||
8 - -
~— T N—
\:..L/ | T
(f\ g ax 3
— | +

Cela est équivalent a

—~~
Il N
= -
= SN—
— —_ a
= =
e > =
, 7 +
3
= - = |
S R S~
S I
8
[N Sy —— —
S~—
fxamlwaawa
za//l_/
— + +
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Donc,
o) = o ([ reas) ot

v [ [ (0= 2 [ rs) (=090 - 2 [ -9 ateias) [ ar

D’ou, le résultat.
Une conséquence immédiate du lemme précédent est le résultat suivant :

Théoréme 3.3.1 [6] Soient [ et g deux fonctions appartiennent & l'éspace L>([a,b]), et

supposons que pour tout a« > 1 et t,x €]a,b]; t < x < b, l'inégalité

(100- 2 [ ras) (=0 at - 2 [ o= o) 20

est satisfaite.

Alors, on a :

T (o)

> (5, [ o) (SE )

Remarque 3.3.1 Si on prend o = 1, x = b dans le théorémé 3.3.1, on obtient le théoréme

3.2.1 cité au début du chapitre.



Chapitre 4

Inégalités de Type Hardy

4.1 Introduction

Une autre inégalité trés connue dans la théorie des intégrales est 1'inégalité de Hardy.

En 1920, G. Hardy [I1] a présenté sa fameuse inégalité comme suit :

/Ooox—f’ (/;f(t)dt)pdx < (%)p/ooo 7).

tels que p > 1,2 > 0, et f une fonction integrable et positive sur [0, col.

Au cours de ces derniéres décennies, 1'inégalité de Hardy a été développée et appliquée dans
plusieurs domaines mathématiques notamment I’analyse et ses applications [2] .

Dans ce chapitre, on rappelle quelques résultats classiques reliés a cette inégalité. Puis on

démontre des résultats plus généraux en utilisant la théorie fractionnaire.

4.2 Quelques Extensions
4.2.1 Inégalité de N. Levinson

En 1964, N. Levinson [I3] a établie le résultat suivant :
Théoréme 4.2.1 Soit f une fonction positive sur [a,b] C [0, 00] tel que p > 1, et

F(z) = /I f(t)dt, pour tout x € [a,b].

/ab <chx))pdx = (%)p/ab f7 (). (4.2.1)

Alors, on a :
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4.2.2 Inégalité de W.T. Sulaiman

En 2012, W.T. Sulaiman [I8] a prouvé le résultat suivant :

Théoréme 4.2.2 Soient f une fonction positive sur [a,b] C [0,00[ et F la fonction définit
par lintégrale :

F(z) = /1 f(t)dt, pour tout x € [a,b].

AlorsVp > 1, on a :

p/ab (F;x))pdx < (b-a) /ab (@)pdzx - /ab (1 - %)pfp(x)dx. (4.2.2)

4.2.3 Inégalité de B. Sroysang

En 2013, B. Sroysang [16] a donné une généralisation de I'inégalité précédente comme suit :

Théoréme 4.2.3 Soient f une fonction positive sur [a,b] C [0,00[ et F la fonction définit
par lintégrale :

F(z) = /I f(t)dt, pour tout x € [a,b].

AlorsVp>1letq>0, ona:

b (g bofp(y " (x—a)’
p/ Fx(q )de(b—a)p/ fx—(q)dx—/ ufp(x)dx- (4.2.3)

4
4.3 Théorémes
Dans cette section, on rappelle des théorémes démontrés dans [17] .
Théoréme 4.3.1 Soient f et g deux fonctions positives sur |a,b] C [0, 00|, et soit n > 0. Si

+n
g9(z)

[ o () [ (oo i) o

la fonction est décroissante, alors¥ p > 1, on a :
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Théoréme 4.3.2 Soient f et g deux fonctions positives sur [a,b] C [0, 00|, et soitn >0 . Si

g est décroissante, alors

1) Vp>1,¢>0,0na:

p/ab Fp(x)dx <(b—a) /ab fp(x)dx —(z—a)’ /b fp(m)d:z:.

9(x) 94(x) o 99(x)

2) VO<p<l1l,g>0,0na:

p/ab Z:g)) o

Théoréme 4.3.3 [/ Soient f, g deux fonctions dérivables sur [0,00[, p, ¢ > 0 tels que

P,

P
. gi() -

o 9%)

v

(b—a)’

—(z—a)’

% + % = 1. Alors, Y0 > 0, on a linégalité suivante

Q=

1 fgl (B < (I LFP ()7 (I gl ()7
4.4 Reésultats Originaux de Type Hardy

Dans cette section, on présente des nouveaux résultats fractionnaires sur les inégalités de

type Hardy.

4.4.1 Premiére Approche

Théoréme 4.4.1 [12] Soient f et g deuz fonctions positives sur [a,b] C [0, c0[, et soit n > 0.

Si roatn est décroissante, alors¥V p>1, a >0, on a :
9(x)
a 11 1
/b (Jafm)pdx - -3
o \ 9() (a(p—1) =p+ )11 - +a)
« [(b = a)r@-v+5-» (g (Z) b-a+n)) (b-a)?
()p
_ J« f_ _ _ 1+o¢ 1)
Je (180 —a+m) (- ayreer)]
Preuve.

Soient f,g > 0,p>1,0 > 0.
On a:
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[ (5 s ([ o

_ /abgp(a:) </jﬁ(m—t}°‘lf(t)(t )5 (t— a) dt> da.

Grace a 'inégalité de Holder avec 113 + 1%1 = 1, on obtient :
Jo f(:v)) 1 /b _
de < —— | g P(x
/ (%0 vy J, )
1-11P
x[/ (- )t — o) dt) ( 1)dt) ] dz.

Par conséquent,
[y _1
< FP}a) / (@) / ' (e — 0= (0t~ )5 ) ( / ‘(@ —t)al(t—a)_pldt>p iz

- /ab g () /x (=0t - )5 dt) (Vo - aﬁ)p-l . "

On remplace ce dernier résultat par sa valeur dans (4.4.1)) :

/(Jg{%))d“ D{a)l? (<1—_)+a>
x/abgp(x)(a: a)(a—><1’—1>/a (e — "= PPt~ 0)'5" dt) .

Cela est équivalent a
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D’autre part, on a
b a p re-1(1 -1
/ (JJ@)) iz < 1( ’i)
« \ 9(2) (@)1= +a)

< / b <L‘+”)p (z — a)-D-1r+] / ' (e = 1= (1)t — )5 d)

g9(z)

r—a+n
g9(z)

/ab <%§>)> b= r<a>§—11(<11 - ?+ %)

x /ab <—t —ar ")p (x — )@ V1P / (G =02 20t — )5 dr)

g9(z)

Et comme est décroissante, alors I'inégalité précédente devient :

Comme a <t < x < b, on peut écrire

[ 56 o a?;i((ll_ia)

([ i)

X

Ce qui implique que

<
- rp—1<a>rp—1<l—§+a>< alp—1-p+1)

(e

—(t— a)a(pfl)prr%) dt.

Donc,



4.4 Reésultats Originaux de Type Hardy 26

< o
S - - pt D@ (1 -1+ a)
% R Y t—a+n\’ . —a
[ )t + fap( e ROSERICUI
bt Ui _ pya—1¢p _ Na(p—1)—p+1
() oo
D’ou
) @)
/ < 9() > !
< rri(1 - 1)
T (alp—1) —p+ )1 — 2 +a)

x [(b — q)*P Dty Ja K—g)a) —a+ n))p (b— a)”;l}

e K%(@ et n))p (b a)1+a<p—1>—pH |

Remarque 4.4.1 Si on prend o = 1 dans le théoréme 4.4.1, on obtient le théoréme 4.3.1.

En effet :

Par conséquent,

[ (55
' )

a \g\& -
= <1—1§>p/ab(£$“‘“+”’)p [“fiii]

(t—a)7 L (t—a)%
Or + > 0, cela implique que 1 — <1.

(b—a)'> (b—a) ™
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bones /ab (%)pmg (ﬁ)p/j <%(t—a+ﬁ))pdt.

Corollaire 4.4.1 Soit f une fonction positive sur [a,b],a > 0 et 0 < n < a, alors Vp >

l,a>0,o0na:

/ab (;—f—%)d =T-1 _1;;(;);2(1 —T1a)

% [0 = a) O gz (o) - a)' ) = g2 ()b — a) D)

Remarque 4.4.2 Si on prend o = 1 dans le corollaire 4.4.1, on obtient :

/ab<x —atn)? (/ f(t)dt)pdx
Gl
(e fras

De plus, il est clair que pour tout 0 < n < a, on a :

/ab (%@))p dr < /ab <%)p dz. (4.4.2)

Done, l'inégalité implique l'inégalité de Levinson .

B "I

Théoréme 4.4.2 [12] Soient f et g deux fonctions positives sur sur [a,b] C [0,00[ . Si g est

croissante, alors Vo >0, ¢ > 0 :

1) Sip>1,ona:

[y, 1

9 (@) S ap—at+ ) at 1)

oo (58) - (G- -]

2) Si0<p<l,ona:
b (et (2)) g9(b)
/a g@) 7 lap—ar D I(at 1)

% ﬂ a ap+1 P(q) — (b — q)*P—otL Jafp(y
L b+ 07 9(0) — (0= ) ).
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Preuve.

Partie 1 : Considérant f > 0,9 >0et p>1,¢> 0. On a pour tout o > 0 :

En utilisant le théoréeme 4.4.1, on aura :

/ab %daz < /abg_q(x) [(Jgfp(g;))% (J31)1*%rda;.
Cela est équivalent a
/ ’ (Jﬁf((ﬂg))p dr
o 9z
< / ) (W / @ — )t fp(t)dt) (W / x(x—t)a_ldt)p_ld:v
Donc,
/ab (Ji{(f)))pdm = P(a)rp—ll(a ) (4.43)

x [ / ’ g(z) ( / @ — et fp(t)dt) (x — a)a@l)dx] .

Comme g est croissante, la formule (4.4.3)) devient :

(o (2)
/a g(0) S T (e 1)

<[ [ o ([ o) @ ool

et puisque a <t < x < b, on peut donc écrire

/*’ et @) 1

gi(r) S T i (a+ 1)

b b
« [ / T (b — o (b dt / (z — a)a<p1>d4 |
a t
Par conséquent,

[, 1

g7(x) ~ (ap—a+ )I(a)IPHa+1)

<[/ 0o - 00 (0 -0 - - ) .
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Do,

[, 1

g?(x) “(ap—a+ DI Ha+1)

(oo () - (Gw) o-om )

Partie 2 : Considérant f >0,9g>0et0<p<1,¢q>0.On a pour tout a« > 0 :

Pt oo [ )

On utilise I'inégalité inverse de Holder avec poids pour é + ’% = 1, on obtient :

[,
o 9ix) 1 -
o o (o
— ﬁ ab g () {(/:(x - t)alfp(t)dt) (ng)pl} dr.

On en déduit que

el @) |
[ a0 " T (ot 1)

x / b g (z)(x — a)*@D ( / (@ -t fp(t)dt) dz.

Et comme g est croissante sur [a, b], on obtient :

@)
A g(0) " T i(a 1)

X / b g (b)(x — a)*PD ( / x(x — )t fp(t)dt> dx.

Maintenant, on change ’ordre d’intégration :

[
e T @t D)

/ba g(b)(a— £ fR(t) (/bt(w B a)a(pl)dx> *

(4.4.4)
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avec

/t(x - a)a(p—ndx _ (t —a)or=atl — (ph — q)or—otl |
’ (ap —a+1)

D’ou, la formule (4.4.4]) devient :
b « p
1
[y,

g4(x) ~ I a+1)(ap—a+1)
< / GI(B)(a — L fP(E) [(E — )P — (b — a)oP=o+] dt.

Donc,

X

I

—1) (a — 1)) fr(t)dt
—(b— a)or—ot! /b =0 (e

PR @) 97(b)
/ 9%(z) b= (ap —a+ HI'(@)IP~ (a +1)
(a—1)7 ((

On remarque que

[ @ 1 e = (1) D+ 1) )
et
ap—a 1# aa_ a—1p — (b— g)P—otl Jagp(,
o=yt a0 = 6= 0 ),

Par conséquent,

[y, g9 (b)

g1(x) “(ap—a+ DI Ha+1)

(_1)ap_a+1 ap+1 ¢p ap—a+l ja rp
[ Rap + 107 ) — (0= 0 )

Passons a présenter quelques remarques relatives au théoréme précédent.

Remarque 4.4.3

1) En appliquant le théoréme 4.4.2 (1) pour @ = 1, on obtient le résultat de la premiére

partie du théoréme 4.3.2.

2) Si on prend a = 1, g(z) = = dans le théoréme 4.4.2 (1), on obtient Iinégalité de B.
Sroysang de [16] .

3) Sion prend o = 1, g(x) = z, p = g dans théoréme 4.4.2 (1), on obtient l'inégalité de

W.T. Sulaiman (4.2.2)) de [1§] .
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4.4.2 Deuxiéme Approche

D’autres généralisations de 1'inégalité de Hardy sont présentées dans les résultats suivants :

Théoréme 4.4.3 Soient [ et g deux fonctions positives sur [a,b] C [0, 0], et soit n > 0. Si

roan est décroissante, alors¥ p>1, a >0, on a :
9()
F(b))p ( p ) <f(b))”
Sol—=5) S{—) JaQ—a+n)’ (=25 .
(o) = (G2a) oo (5
avec
F(a:):/ F@Odt, z € lab.
Preuve.
On a:

Cela est équivalent a

En appliquant I'inégalité de Holder, on trouve :

g for (e

ax F)PE— ay’;ldt)i (/:<t ) a)pldt)li)pdx
o)

IA
!
Slim
s~
oS
Q|
=
8
S~—
=
|
&
o
L
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D’ou, l'inégalité (4.4.5) devient :

IN
=
Q
~—
/N
[a—y
[S—y
I
N—
\@
Q
&
=
|
s
£}
|
&
-
<2
—
=
—~
~
|
Y
~~
N—
&.
8

i 0= ()
1 b
: I(a) (1 _ %)p_l /a 9(x)

1 .. .
est décroissante, on obtient alors

Et comme v
g9(z)

i 0= (Gta)

Puisque a <t < x <b, on peut donc écrire
1 b F P
- / (b _ :C)CM*]. ( (I‘)) dl‘
I'(a) Jq g9(z)

Ce qui implique que

oo () e

« / b (@‘“*"))pfp(txb—t)a1<t—a>wb—a>i—1 — (t—a)»"dt

g(t)

R e (=) P T
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Mais, comme 1 — < 1, donc on va avoir :

i [ 0= ()
< i (21) Lo () o

=) = (5) wemer ()

Corollaire 4.4.2 Soit f une fonction positive sur [a,b],a > 0 et 0 < n < a. Alors ¥V p >

(b—a)'"

Et alors

l,a>0,o0na:

o (%) < (ﬁ)pmﬁ(b),

F(:c)—/xf(t)dt,xe [a,b].

avec

Remarque 4.4.3 Si 0 <17 < a, on obtient

e (@) < e (%) < (}%) JefP(b).

Prenons o = 1, on aboutit a l'inégalité de N. Levinson :

[ (Y s (2 [ o

Théoréme 4.4.4 Soient n > 0, f > 0 et g > 0 sur [a,b] C [0,00[ sachant que g est

croissante. Alors pour p > 1,a >0, on a

piz (Lo ) < 0-ara (L0 <oz (- ar D0,

avec

Flz) = / F@)dt e [a].
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Preuve.

En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient :

IN

C’est-a-dire

Et comme g est croiss

IA

1
IN{e!

1
N

1
['a

S

(Zg)))f
r)* 1 (/f(t)dt) dx
o

[
[ o -
[ o -

i 0-o (5) o
ﬁ / "4 9@) (b — 2 — ) < / ' fp(t)dt> dz.

ante, on déduit que

i | 0= ()

(/ fp(t)dt); (/ dm)1;>pdx.

1 ’ —q a-1 p—1 ’ D
< i [ 000w ([ ) ar
D’ou,
L (P,
w00 (i)
1 b 1 b B i
< i [oo@-orp ([ aran)
1 ' —q _p)a-lygp — —(t—aq
= i | 00— PO = - = ap)ar
Donc,
1 ’ _ a1 FP(x)
i [ (G )
1 ! P a—1pgp _ 1 _ Iy _
< [ OO0 =0 P - s [ = ey @ -
(b—ap . f/0) 1 .(b=arr)
: TR
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Remarque 4.4.5

1) En appliquant le théoréme 4.4.4 (1) pour @ = 1, on obtient le résultat de la premiére

partie du théoréme 4.3.2 de [13]

2) Si on prend a = 1, g(x) = x dans le théoréme 4.4.4 (1), on obtient 'inégalité de B.

Sroysang (4.2.3) de [15] .

3) Sion prend o = 1, g(x) = x, p = q dans théoréme 4.4.4 (1), on obtient l'inégalité de

W.T. Sulaiman (4.2.2)) de [17] .

4.4.3 Exemple d’application

On prend la fonction croissante g(z)

uniforme telle que

= =L,z € [0,b] et f la fonction de densité de la loi

) = {ﬁ; v fat]

0; sinon

ot sa fonction de répartition F' est donnée par :

Fa) = [ st~

Alors pour p=2,¢g=1,0n a

J

o2 (0)
g(b

)

r<a
4 q<z<b .
z>b

=

S]

|2l

— b T 2

ﬁolz)/o (b—2)* 'z <5> dx
_ b

bQF—(Zz)/O (b—2)* '2dx

—1 a3
__1 F(4) 3+
22 T(4 + a)

—6

b1+a
I'4+«) '



D’autre part,

JQ% = %/Ob(b—x)alx (%)de
= ﬁ/ﬂb(b—x)a—lm

-1 o
1 T(2)
2 T2+ a)
_boc—l

r2+a)

() - e ()
_ #(Z) /0 (b= 1) b

—1 a3
_F(4) t3+0¢
bI'(4 + )
_ —6 plta
Fr44+a)

1+«

De plus,

D’apres le théoréeme 4.4.4, on obtient :

SLpte 6, b
FA+a) ~ Td+a) T(2+a)

c’est a dire
18b1+a < bafl
F'd+a) " T2+a)




CONCLUSION

Dans ce mémoire de Master, on a présenté des résultats fractionnaires sur les inégalités
suivantes :

— Chebyshev : dont on a étudié le cas ou les fonctions données sont synchrones puis non
forcement synchrones.

— G. Hardy; N. Livenson, W.T. Sulaimann et B. Sroysang.

Les théorémes qu’on a démontrés sont soit publiés en 2016, soit soumis pour publication dans
des Revues Internaionales de Mathematiques.

Comme perspective ou probléme ouvert, on propose d’améliorer la condition de non synchro-
nicité des fonctions, dans le cas de Chebyshev, & deux variables. Voila un probléme ouvert a

s’y intéresser.
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