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RESUME

Ezxpression asymptotique de la solution de [’équation de Helmholtz a haute

fréquence sur un obstacle convere

Dans ce travail, nous nous intéressons a la diffraction des ondes par un obs-
tacle strictement convexe. Notre objectif consiste a déterminer le développement
asymptotique du champ diffracté de I'’équation de Helmholtz a haute fréquence
avec une condition sur le bord laquelle est définie par 'opérateur de Dirichlet to
Neumann DtN. Le champ diffracté peut étre déterminé en utilisant la méthode
des équations intégrale & haute fréquence. Lequel est lié relativement au calcul de
I’approche associé a la dérivée normale du champ total sur le bord de 1'obstacle.

Les expansions originales ont été obtenues en utilisant la décomposition pseudo-
différentielle de Popérateur DtN au voisinage du point singulier. A partir de cette
technique nous obtenons une approximation de Kirchhoff corrigée qui est 'approxi-
mation du champ total. Cette approximation est valable seulement dans la région
illuminée.

Dans cette thése, nous utilisons des approximations de premier et second ordre
de l'opérateur Dt N qui nous permettent d’obtenir des nouvelles expressions asymp-
totiques de la dérivée normale du champ total. Ces derniéres nous aident a produire
des approximations de la solution de I'’équation de Helmholtz & haute fréquence
sur toutes les régions de 'obstacle, et plus précisément autour de 'ombre et la
région de 'ombre profonde.

Mots clés : L’équation des ondes, L’équation de Halmholtz, L’opérateur

Dirichlet to Neumann, L’opérateur intégrale de Fourier.



ABSTRACT

Asymptotic expression of the Helmhotz equation solution at high frequency on a

convex obstacle

This thesis is concerned with new results of the waves diffraction by a strictly
convex obstacle. Our objective is to produce the high frequency asymptotic ex-
pansion of the Helmholtz equation solution providing a boundary condition given
by the Dirichlet to Neumann operator DtN. As it is known, after using the high
frequency integral equations method, the scattered field everywhere exterior to
the obstacle can be determined by computing the approach associated to the total
field on the boundary of the scatterer

The original expansions were obtained by using the pseudo-differential decom-
position of the operator Dt in the neighborhood of singular point this allows M.
Taylor and R.B. Melrose to provide a corrected version of the Kirchhoff approxi-
mation such it is only available on the illuminated region.

This work uses first and second order approximations of the DtN operator to
derive new asymptotic expressions of the normal derivative of the total field. The
resulting expansions can be used to appropriately choose the ansatz in the design
of high frequency numerical solvers, such as those based on integral equations, in
order to produce more accurate approximation of the solutions of the Helmholtz
equation on all regions of the obstacle more precisely around the shadow and deep

shadow regions .

Keywords : Wave equation, Helmholtz equation, Dirichlet to Neumann ope-

rator, Fourier integral operator.
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T (M)
T(M)

T, (M)
(M)
C>(resp.C™)

NOTATIONS

L’ensemble des entiers naturels.

[’ensemble des entiers relatifs.

[’ensemble des nombres réels.

L’ensemble des nombres réels positifs.

L’espace des vecteurs a n composantes réelles.

L’espace tengent & M C R™ au point m.

Le fibré tangent de M C R" sachant que T'(M) = J,,cps Tin(M).
L’espace dual de T, (M), il est appelé 'espace cotangent.

Le fibré cotangent de M sachant que T*(M) = (J,,cps Do (M).
[’esemble des fonctions infiniment dérivable

(resp. 'esemble des fonctions n fois dérivable).

L’ensemble des fonctions infiniment dérivables a4 support compact
sur M.

L’espace des fonctions intégrable a valeurs dans R™.

L’espace des fonctions localement intégrable a valeurs dans R™.
L’espace de Schwartz qui désigne ’espace des fonctions a
décroissance rapide.

L’espace des fonctions de classe C* a support compact dans M.
[’espace des distributions sur M.

L’espace des distributions tempérées.

L’espace des distributions sur M a support compact.

L’espace de sobolev d’ordre m sur R™. On dit w € H™(R") si et
seulement si {w € L*(R"), 0w € L*(R"), |a| < m}

L’espace des distributions w, telles que pw € H*(R™) pour toute
fonction ¢ de D(R™).
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INTRODUCTION GENERALE

La diffraction signifie le phénoméne de déviation des ondes (lumineuses, acous-
tiques....) lorsqu’elles passent au voisinage d’un obstacle. Ce phénoméne est le
résultat de l'interférence des ondes diffractées par chaque point de 'obstacle. Cela
nous permet de savoir que la diffraction peut étre interprétée comme une diffusion
des ondes par les points de bord d’un objet. L’origine de la diffraction est la na-
ture ondulatoire du phénoméne de propagation d’une onde et pour I’étudier il faut

résoudre ’équation d’onde,
Ou(w,t) — v*Au(x,t) =0, (0.1)

ou v est la vitesse d’onde, A désigne Popérateur de Laplace et u(zx,t) représente le
champ diffracté. Ce type de probléme connu généralement sous le nom de scatte-
ring consiste & déterminer le champ diffracté engendré par une onde incidente de
fréquence élevée. D’un point de vue physique, la théorie de diffraction est consa-
crée & 'étude de 'amplitude de diffraction liée & un obstacle O. Le champ diffracté
peut étre déterminé par le calcul du courant sur la surface de 'obstacle diffuseur
qui désigne la dérivée normale du champ total sur le bord de 'obstacle.

Notre probléme consiste a déterminer le développement asymptotique de ’am-
plitude de la solution de I’équation de Helmholtz (0.6) fournissant une condition
sur le bord donnée par 'opérateur de Dirichlet to Neumann DtN. Les expan-
sions d’origine ont été obtenues en utilisant la décomposition pseudo-différentiel
de 'opérateur DtN [54]. Notre travail nécessite la connaissance du concept de sin-
gularité. Dans le cas général, Lebeau [46] a démontré que sur 'obstacle diffuseur,
les singularités se concentrent dans la région de transition.

De nos jours, nous utilisons différents outils et techniques en mathématique

tels que 'analyse semi-classique et ’analyse harmonique qui nous permettent de
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résoudre nos problémes physiques. L’analyse semi-classique permet de faire le lien
entre la mécanique classique et la mécanique quantique. Cette théorie trouve son
origine au 19°¢ siécle grace au développement de la physique quantique et la phy-
sique ondulatoire dont elle fut utiliser comme outil qui traduit mathématiquement
les phénoménes de la mécanique quantique. Actuellement, elle est utilisée régulié-
rement dans de nombreux domaines de la physique. Cette théorie est combinée
avec les conditions de quantification BKW et la méthode de phase stationnaire
pour déterminer le modéle asymptotique de la solution d’un probléme bien posé.
La théorie semi-classique repose essentiellement sur I'analyse microlocale dont il
est favorable d’utiliser les opérateurs intégraux de Fourier et la propagation des
singularités. Plus précisément, I’analyse microlocale est un outil privilégié de cette
théorie qui nous permet de faire des études détaillées pour simplifier le concept
des différents phénoménes en utilisant la transformation de Fourier. Il semble que
cette analyse prenne naissance dans les années 70 pour des applications sur les
équations aux dérivés partielles. Aujourd’hui, I’analyse microlocale est présente
dans différents domaines tels que la topologie, la géométrie analytique et différents
phénomeénes tels que l'effet tunnel et la propagation des ondes.

Dans notre travail, nous allons traiter le phénoméne de propagation des ondes
qui fait partie des problémes hyperboliques. Ces équations hyperboliques modé-
lisent les phénoménes ondulatoires. Lax [45] a démontré que les opérateurs qui
représentent les solutions des problémes de Cauchy pour les équations strictement
hyperboliques ont des représentations locales tels que les opérateurs intégrales
oscillantes. Ces représentations furent concrétisée par la théorie des opérateurs in-
tégraux de Fourier d’Hérmander (OIF) [41, 42|, en conduisant entre autres a des
résultats sur la propagation des singularités et le concept du front d’onde. (voir
[24, 41, 42, 58]).

D’un point de vue mathématique, le front d’onde et sa propagation permettent
de comprendre les notions physiques contenues dans le principe de Huygens (voir
[24, 41, 42, 58]).

Dans cette thése, nous allons développer une méthode différente qui représente

Popérateur associé & la solution de notre probléme. Dans le cas de la diffraction
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d’une onde par un obstacle convexe, la solution de ’équation des ondes au niveau
des points de singularité est représentée par une combinaison linéaire de la fonction
d’Airy et de sa dérivée.

Comume il a été bien détaillé dans [53],[54],[55] et [62] au voisinage de ces points
singuliers, I'opérateur de la solution sera exprimé comme un opérateur intégrale
de Fourier associé a une relation canonique singuliére. A I'aide de cette nouvelle
classe, c’est a dire les opérateurs de type Fourier-Airy, Taylor et Melrose [53], [54]
construisent au voisinage du point singulier une paramétrique microlocale pour le
systéme qui définit notre probléme. Cette paramétrique rend les choses possibles
de pouvoir analyser la propagation des singularités prés de ces points.

Dans [54], Taylor et Melrose ont étudié¢ le probléme de diffraction des ondes
par un obstacle strictement convexe au voisinage du pic de diffraction pour dé-
terminer le développement asymptotique du champ diffracté. Ils ont amélioré une
approximation de Kirchhoff corrigée qui est 'approche du champ total. Cette ap-
proximation est valide seulement dans la région illuminée.

Notre travail consiste a déterminer une meilleure précision que I'approximation
de Kirchhoff corrigée dans toutes les régions, précisément dans la région d’ombre et
la région de transition fournissant des approximations de premier ordre et second
ordre de l'opérateur DtN de type Bayliss-Turkel [12, 51]. Dans [30, 34|, Il a été
montré que ces approximations sont valables sur tout le bord de 1’obstacle.

Ces approximations ont été employées comme des conditions de radiation sur
le bord (voir [6]), celles-ci nous permettent de faire une étude a la fois rapide et
efficace pour des problémes de diffraction. Il existe d’autres approximations telles
que celles qui sont développées dans [35] qui peuvent aussi étre adaptées a notre
analyse sans aucune difficultés.
Pour déterminer des nouvelles expressions asymptotiques de la dérivée normale
du champ totale de 1'équation de Helmholtz a haute fréquence, nous adaptons
la méme méthode utilisée par Taylor et Melrose dans [54]. Pour cela nous allons
utiliser certains résultats obtenus par Melrose et Taylor [54].

Contrairement & I’approximation de Kirchhoff qui est valide seulement dans la

région illuminée, nos expansions résultantes peuvent étre utilisées pour construire
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de maniére appropriée une approche qui permet d’obtenir des solutions asympto-
tiques dans les trois régions, la région illuminée, la région d’ombre profonde et la

région de bord d’ombre (la région de transition).

Organisation de la thése

Cette thése se décompose en quatre chapitres suivis d’'une annexe et d’une

conclusion.

Chapitre 1. Dans ce chapitre, nous nous intéressons essentiellement aux notions
importantes relatives a I'élude de propagation. Nous commencons par rappeler les
définitions de la transformation de Fourier et ses propriétés en se focalisant sur les
distributions tempérées. Puis, nous détaillons le principe de la méthode de phase
stationnaire. Ensuite, nous jetons un coup el sur la fonction d’Airy, ses approzi-
mations el ses estimations possibles. Nous nous attachons dans ce chapitre a établir
avec précision les conditions et les formules pour garantir Uexistence et ['unicité

de la solution de ’équation de Helmholtz.

Chapitre 2. Le second chapitre est consacré a l'étude des opérateurs intégraux
de Fourier. Nous ne pouvons pas s’intéresser a ce genre d’opérateur sans rappeler
quelques notions nécessaires de la géométrie symplectique qui mene a développer
le concepl des opérateurs intégrauxr de Fourier. Puis, nous éludions les relations
canoniques en jetant la lumiere sur les singularités. Cette étude nous donne ’avan-
tage de produire des fonctions génératrices qui définissent la fonction de phase de
lopérateur intégrale de Fourier. Ensuite, nous donnons des notions de base sur
ce genre d’opérateur qui sont associés a des relations canoniques régulieres. En
paralléle, nous présentons quelques résultats nécessaires sur les fronts d’onde et la
propagation des singularités. Enfin, nous expliquons le cas ou les relations cano-
niques admettent des points de singularités dont elles donnent naissance a d’autre

classe d’opérateur telle que la classe des opérateurs de Fourier-Airy

Chapitre 3. Ce chapitre explique les résultats de Taylor et Melrose dans [54].

Avant de citer les techniques suivies par les auteurs dans le papier [54] pour dé-
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terminer le développement asymptotique de l'amplitude de Kirchhoff, nous com-
mencons d’abord par exposer la solution de l’équation de Helmholtz au voisinage
du point singulier sur le bord. Ensuite, nous expliquons comment ils ont déterminé

Papproximation de Kirchhoff corrigée.

Chapitre 4. Ce chapitre est le ceur de ce manuscrit ot nous citions les diffé-
rents résultats obtenus résultats obtenus concernant la diffraction des ondes par
un obstacle strictement convere O en adaptant la méthode utilisée par Taylor et
Melrose [54] pour Uétude de I’équation de Helmholtz dans une gamme a haute fré-
quence. Ensuite, nous proposons d’utiliser des approximations d’ordre 1 et d’ordre
2 de lopérateur DtN pour générer des nouvelles expressions de Oqw®, ot w' est
la solution de l’équation de Helmholtz. Ce qui nous permet d’obtenir des nouvelles
approches et d’améliorer le comportement de la solution. En dernier, Nous citons
les estimations de [’expansion oblenue en utilisant ['approrimation d’ordre 1 de

DtN dans des régions différentes de [’obstacle diffuseur.

Problématique

Le principe de notre travail consiste a examiner I'amplitude de Kirchhoff ag
qui survient dans la théorie de diffraction d’une onde par corps.
Soit @ C R™! un obstacle strictement convexe avec une courbure ¢(x) strictement
positive. Nous notons 0O = B le bord, ce bord est une hypersurface de C* dans
R™* qui se décompose en trois régions; la région illuminée, la région d’ombre et
la région de transition (voir la figure (0.1)). Nous définissons ouvert 2 de R™*!
par 2 = R"™1 /0O, le domaine extérieur de propagation. Soit DtN un opérateur

Dirichlet to Neumann définit sur 'obstacle O tel que pour tout x € B on a
DtN : £'(BxR) — D'(B x R), DtNu'(z,t) = —0u(x,t)|pxr (0.2)

ot n désigne le vecteur extérieur normal et u’(x,t) est U'onde incidente.

Nous considérons u(z,t) € D'(B x R) la solution de I’équation des ondes qui
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Diffraction

i \
[ Larégionilluminée

u

]
_ i Larégion d'ombre

[ !

La région de transition

Fig. 0.1: Les régions de l'obstacle diffuseur.

est définie par le systéme suivant :

(O — A)u(z,t) =0 dans Q2 x R,
u(x,t) = —6(t — z.w) = —ui(z,t) sur B x R, (0.3)
u(z,t) =0 t <<0.
L o
ol x, t sont les variables de la position et le temps respectivement, A = Z 922
i=1 i

désigne 1'opérateur de Laplace par rapport a z, u’(z,t) est Ponde incidente et w
est le vecteur unitaire qui définit le vecteur d’incidence tel que w € S™ ou 8™ est

la sphére unitaire qui est définie par
S"={we R |w| =1} (0.4)

Au point ¢t = x - w, la solution a une discontinuité sur le bord de I'obstacle qui se

comporte sous la forme d’une masse de Dirac §(t — z - w). Soit w(z, k) définie par

w(z, k) = /eiktu(t,x)dt. (0.5)

Nous appliquons (0.5) dans (0.3). Cela nous permet, de réduire le probléme (0.3)

comme suit :

(A + k) w(z, k) =0 dans Q x R,
w(z, k) = —e**w = —wi(x, k) sur B xR,

w(z, k) = O(|z|™?) et (0z — ik)w(x, k) = o(|z|™™?) pour |z| — oco.
(0.6)
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ot k est le nombre d’onde. La solution de (0.6) est donnée par I'intégrale suivante :

1

w(z, k) = " )

n(x, k)G(z,y)do(y) = € Q. (0.7)

ou G(z,y) la fonction de Green (voir la définition (1.5.2)) et o est la mesure d’in-
tégration sur le bord de O. La formule intégrale (0.7) nous permet de reconstruire
la solution de notre probléme de diffraction des ondes dans le domaine extérieur
dés que nous déterminons la quantité de n(x, k). Cette quantité est le courant de
la surface sur 'obstacle diffuseur qui est défini par la dérivée normale du champ
total,

n(z, k) = d,w' (z, k). (0.8)

avec w'(z, k) est le champ total donné par
w'(z, k) = w'(x, k) + w(x, k). (0.9)

ott wi(z, k) = e est 1'onde incidente et w®(z, k) est la solution sortante (le
champ diffracté). La dérivée normale du champ total sur le bord d’un 'obstacle

convexe est définie, pour k — oo, par

o' (z, k) = K(w, x, ke
= ag(w,z,k). (0.10)

avec ag est 'amplitude de Kirchhoff et /C(w, z, k) est une fonction qui oscille moins
rapidement que I"amplitude ag. De plus, nous définissons I'opérateur de Kirchhoff
[54] par

Q= (DN +w-no,)F : (8" xR) —» D'(B x R) (0.11)

avec DtN € OPS! non local et I est un opérateur intégrale de Fourier qui est
défini par son noyau kp(w,z,t) = 0(t — x - w) |25, 54| tel que

Fu(z,t) = /8n Ré(t —s—x wu(w, s)dwds (0.12)

Les méthodes des équations intégrale & haute fréquence consistent & déterminer la
valeur de KC(w, z, k), d’ott la valeur ag(w, x, k). Pour déterminer ces inconnus, nous

devons remplacer 'opérateur Dt N par sa définition dans la formule de 'opérateur
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Q. Comme l'opérateur pseudo différentiel DtN est non local, Taylor et Melrose
[54] étaient obligé d’utiliser la décomposition microlocale de opérateur DtN qui
a permis d’améliorer une approximation local de cette opérateur qui est 'approxi-

mation de Kirchhoff corrigée et qui est définie par

ikx-w

ag(w,z, k) = —2ikn(z) - we pour k — +oo. (0.13)

Cette approximation est valable seulement dans la région illuminée.

L’objectif de cette thése consiste a déterminer des résultats sur la diffraction des
ondes par un obstacle convexe O, en utilisant la méthode Taylor et Melrose dans
[54] pour étuder 'équation de Helmholtz & haute fréquence. L’idée principale de
ce travail est de fournir des meilleures précisions que 'approximation de Kirchhoff
corrigée dans toutes les régions, précisément la région d’ombre et la région de
transition fournissant des approximations de premier ordre et de second ordre de
I'opérateur DtN de type Bayliss-Turkel[12, 51] telles que

Opw® (z, k) = —ikw'(z, k) + @wi(m, k),

O, ) = ik, ) + Lt ) - o) =)

En effet, la méthode suivie dans cette thése consiste a trouver d’abord l'opérateur
de Kirchhoff @ fournissant les deux approximations de 'opérateur DtN (0.14,0.15).
Ensuite, nous déterminons le noyau rg(w, z,t) de opérateur (). Puis, nous appli-
quons la transformation de Fourier inverse par rapport a la variable ¢ sur le noyau
de Topérateur de Kirchhoff ) pour déterminer son amplitude ag(w, z, k). Enfin,
nous utilisons la méthode de la phase stationnaire sur l'intégrale oscillante qui
définit Pamplitude ag(w, x, k) pour obtenir son développement asymptotique. Les
résultats obtenus permettent de construire 'approche n(z, k) qui est donnée par
I'expression (0.8). Cette approche nous permet de déterminer le développement
asymptotique de la solution dans les trois régions de I'obstacle, la région illuminée,

la région d’ombre et la région de transition.

w'(z, k) — —————0u"

(0.14)

(I, k)?

(0.15)



1. ’ETUDE DE LA PROPAGATION

1.1 Introduction

Le concept de propagation est le processus de déplacement ou de mouvement
d’une onde d’un endroit a ’autre. Cela correspond a un transfert d’énergie. Le pro-
bléme de propagation des ondes fait partie des problémes hyperboliques linéaires.
Le caractére de la linéarité permet aux spécialistes de traiter la variable temps
en utilisant la transformée de Fourier, c’est ce que nous appelons I'étude dans le
domaine fréquentiel. Dans notre travail, nous présentons les deux domaines d’appli-
cation tels que le domaine temporel c’est a dire I’équation des ondes qui est définie
par le probléme (0.3) et le domaine fréquentiel c¢’est a dire 1’équation d’Helm-
holtz qui est définie par ’équation (0.6) car ces deux equations sont utilisées dans
Pindustriel.

Dans ce chapitre, nous introduisons les outils nécessaires de ’analyse harmo-
nique. Tout d’abord, nous commencons par présenter la transformation de Fourier
et ses applications dans différents domaines. Nous nous focalisons sur la trans-
formation de Fourier sur les distributions tempérées. Ensuite, nous détaillons les
étapes de la méthode de phase stationnaire qui nous permet de déterminer le déve-
loppement asymptotique d’une fonction définie par une intégrale oscillante. Puis,
nous présentons la fonction d’Airy qui décrit le phénomeéne traité prés du point
singulier. De plus, nous nous intéressons aux développements asymptotiques et
aux estimations possibles de cette fonction spéciale. Enfin, nous abordons I’étude
de la solution de 1’équation de Helmholtz. Nous expliquons comment il est possible
de définir d’une maniére naturelle le champ diffracté qui est la solution sortante
de I'équation de Helmholtz en s’appuyant sur des arguments physiques. Nous pré-

sentons plus particuliérement les outils nécessaire de cette théorie, en se focalisant



1. L’étude de la propagation 20

sur la formule Green, la condition de Sommerfeld et le champ lointain.

1.2 Transformation de Fourier dans S et S’

La théorie des distributions fut formalisée par le mathématicien francais Laurent
Schwartz et lui valut la médaille Fiels en 1950. Son introduction utilise des no-
tions d’algebre linéaire et de la topologie centrées autour de I'idée de dualité. Son
objectif consistait de généraliser la notion de fonction, afin de donner un sens
mathématique correct & des objets manipulés par les physiciens. Il fallait en plus
garder la possibilité d’appliquer des opérations telles que la dérivation, convolution,
transformée de Fourier. De plus, I'intégrale de Fourier fait intervenir un spectre
continu de fréquences qui permet de projeter une image dans un espace fréquentiel
caractérisé par des fréquences.

Pour toute fonction f(z) € L'(R™) a valeurs réelles ou complexes de la variable
réelle x. Nous appelons transformée de Fourier de f(z) la fonction complexe de la

variable réelle £ qui est définie par 'intégrale suivante :

76 = Flf e = / e f(2)da, (1.1)

n

~

ou z-&=(r,§) = x1& + - - x,§,. La fonction f(£) est continue et bornée dans

~ ~

R™. Si f(€) € L*(R™), nous pouvons exprimer f(z) en terme de f(§) € L'(R™) par

la formule d’inversion de Fourier qui est définie par 'intégrale suivante :

f)= o [ em<Fiec (12)
Exemple. La transformation de Fourier la fonction lorentzienne f(x)
flz) = a b pour tout a >0 est f(£)=e K. (1.3)
T2 + a?

La transformation de Fourier inverse de la fonction f(z) € L'(R™) est donnée
par

FUAN© = [ e fa)de. (1.4)

D’autre part, nous définissons 1'espace de Schwartz S comme étant 1’ensemble de
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toutes les fonctions de C* dans R™ & décroissance rapide ainsi que toutes leurs

dérivées, cela veut dire :
Va € N*, VB eN",  supgepn|z®0?f(2)| < +00. (1.5)
Exemple. f(z) = e "l est dans S(R™).

Remarque. La transformation de Fourier d’une fonction f(x) de S(R™), reste
toujours dans S(R™).

1.2.1 Notion de base sur les distributions

Dans cette thése, nous nous intéressons beaucoup plus a la transformation de
Fourier sur les distributions qui nous permet de définir I’espace des distributions
tempérées noté par S’. Tout d’abord, nous définissons une distribution « sur un
ouvert 2 de R™. Cette distribution u est une application linéaire de C5°(€2) dans
C telle que : pour tout compact K de 2, il existe une constante Cx > 0 et k € N

tels que :
(1, )| < Cx Y sup [0%p(x)|, ¢ € CP(K),

la|<k TeEK
ou (.,.) dénote le crochet de dualité qui est complétement différent de la no-
tation de produit scalaire lequel est définit pour tout u(z) € L} (R™) localement

loc

intégrable par

(u, ) = /u(z)gp(x)dm, pour toute ¢ € C°(K). (1.6)

Cela définit exactement 'espace des distributions D’(2) et ¢ représente la fonction
de test dans D().

Chaque distribution est définie par son support qui est le complémentaire du
plus grand ouvert ot la distribution u est nulle, nous le notons par supp(u). De plus
le support d’une fonction est son ensemble de définition. Dans le méme concept,
nous distinguons que pour toute fonction numérique, son support désigne la partie
du domaine ot elle n’est pas nulle. D’autre part, il représente la partie du domaine

ou elle n’est pas invariante par un homéomorphisme.
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Il existe certains types de distribution qui sont souvent utilisés dans différents
disciplines scientifiques. La distribution de Dirac ou bien la fonction de la masse
de Dirac, qui est un type d’abstraction, représente une charge, une masse ou un
électron ponctuel.

L’expression de Dirac ou le pic de Dirac est souvent utilisé par les physiciens
qui leurs permet de décrire une fonction ou une courbe qui représente un pique au

voisinage d’une valeur donnée.

Définition 1.2.1. Pour toute ¢ € D(R), la distribution de la masse de Dirac 6y,

au point xoinR est défini par :
(i) = [ 8tz = s0)pla)ds = ao) (17)

En particulier, pour p(x) =1, (1.7) devient

/ d(x — xg)dx = 1. (1.8)
R
Remarque. la formule (1.7) reste valable dans le cas ou x € R".

Proposition 1.2.1. [50/[6]] Pour toute fonction de test ¢ € D(R™), nous avons

d(x —mx) = / elle=m)Eqe.

et

Proposition 1.2.2. Soient x,y € R" avec x = (z1, -+ ,x,) et y = (Y1, ,Yn),
nous avons
6z —y) =6(x1 —y1) - 6(xn — Yn)- (1.9)

Proposition 1.2.3. [6/] Soient uw € D'(Q) , f(x) € C®(Q) et K est un ouvert

contenu dans €2, alors

(fu,)prp=(u, fe)pp pour toute fonction test ¢ € C°(K).
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Proposition 1.2.4. [64] Soit u € D'(2). La dérivée 0%u(x) sur C°(Q) est définie
bar,

(OFu, o)pp = (_1)|a‘<u78§(p>D/,D; ¢ € C5°(Q),
ot v € N" et |a| = a; + -+ + a.

Définition 1.2.2. £'(Q) représente 'espace vectoriel sur C des distributions a
support compact.

1.2.2 Transformation de Fourier dans S’
Nous appelons une distribution tempérée toute application linéaire continue

définit sur S et a valeur dans C. Cet ensemble est le dual de S qui est un sous
ensemble de D'.

La transformée de Fourier de u est la distribution tempérée qui est notée par
F [u] ou bien par u. Elle est définie par la formule suivante :

VQO € 87 <‘F [U’] 790>S’,8 = <a7 90>8’,S = <U, f[QODS’,S‘ (110)
La transformation de Fourier inverse est définie par :
Vo e S,

(F u],p)srs = (u, F7H p)srs (1.11)

Exemple. La transformation de Fourier de la fonction de masse de Dirac , au
point a est

VoeS, (Flod,e)s.s=(0a F[e])ss,
= F ¢l (a),
= / e o (x)d,
= (7", p)s.s. (1.12)
D’ot F[6,) = e ™. En particulier,

(1.13)
Remarque. La transformation de Fourier de la fonction constante existe au sens

des distributions dont elle n’existe pas au sens des fonctions.
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Exemple. Pour tout v € R, nous avons

+oo

(Fi, p)srs = (1, Flel)ss = Flel(§)de,

—00

oo
- / £ Flp] (€)de

o0

= FLF[#)(0),
= 90(0) = (50,@8',5- (1-14)

Les propriétés de la transformation de Fourier

Pour toute distribution tempérée u(z) dans S’'(R™) et p(z) € S(R™), les trans-

formation de Fourier et de Fourier inverse vérifiant les propriétés suivantes :[64].

Translation : Notre but consiste a trouver la transformation de Fourier de

la distribution u(z — a) ol a est un réel.
(Flute — o)) 9)svs = {ule — o), Fldhos = [ ule - (s

_ / u(z — a)e 7 (€)dédr,
(1.15)

Nous supposons le changement de variable x—a = 1, d’ott £ = n+a. Nous obtenons
(Flulo - a)l phsrs = [ S0 Dunyple)dedn

— [e=aepede
= (70, p)sr s (1.16)

d’ou

Flu(z = a)](€) = e Flul(€).
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Modulation : Nous voulons chercher la transformation de Fourier de e %u(x).

d’ou

Changement d’échelle : Notre but est de trouver la transformation de

Fourier de u(ax).
(Flu(az)], p)ss = {ulaz), Flgl)ss = / w(az)@(x)d,

:/eig'mu(a:c)go(f)déd%
(1.18)

Nous supposons le changement de variable az = 7, d’ot x = 2. Nous obtenons

(Flu(az)], ¢)sis = ﬁ / e~/ () p(€) e,
1

- P/l s (1.19)
d’ou .
Flu(aa)(©) = 11 Pl

Convolution : Soient S et T' deux distributions tempérées de S’ dans S'.

nous avons

FIS«T] = FIS|FIT),  FIS.T| = F[S] « F[T). (1.20)
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Dérivation :

FID7u()](€) = (i€)" Flul (£)-

Fl(=2)"u(@)](§) = D' Flu(x)](£).

D, et D, dénotent respectivement les dérivations par rapport a x et & .

Théoréme 1.2.1. [6/] La transformation de Fourier est une application linéaire
bijective de S’ dans S'.

F F[u(z)] = u(w), FHul(€) = Flul(=¢). (1.21)

Remarque. Les propriétés citées plus haut restent valables pour la transformation

de Fourier des fonctions.

1.3 La méthode de phase stationnaire

Dans cette partie, nous nous intéressons au comportement asymptotique des

intégrales du type
I(k) :/ M @a(x)dr  k — 4oo0, (1.22)

ot P(x) € C*(R") et a(z) € Cg°(R™),

Nous allons étudier ce type intégrale moyennant la méthode de la phase sta-
tionnaire. Cette méthode permet d’évaluer le comportement asymptotique de ce
genre intégrale. C’est 'une parmi les outils essentiels en analyse asymptotique. Le
comportement de I'intégrale est approché par son comportement au voisinage des
bornes intégration et aussi a celui au voisinage du point ou la phase ¥ (x) est sta-
tionnaire, c¢’est-a-dire les points ou la dérivée de ¥ (x) est nulle. Le développement

asymptotique de I(k) va dépendre du comportement de ¢ (x) dans le support de

a(x).
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1.3.1 Le cas non stationnaire

C’est exactement quand ¢/(x) # 0 pour tout = € supp(a(x)). Autrement dit
que la fonction 1 (z) n’admet pas des points critiques par rapport a la variable
intégration x, alors I(k) est a décroissance rapide en k. Plus précisément, pour

tout N € N, il existe C'y > 0 tel que
[I(k)] < Cyk™, pour tout k> 1. (1.23)

Alors,
I(k) = O(k™) quand k — +o0o0, VN €N. (1.24)

1.3.2 Le cas stationnaire

Dans cette partie, nous allons examiner le cas des points critiques quadratiques.
Puis a l'aide du "Lemme de Morse [64]", nous allons passer au cas général.
La fonction ¢ (x) admet des points stationnaires (critiques) si est seulement s'il
existe o € supp(a(z)) tel que ¢'(zo) = 0. Nous supposons que ©(x) est non
dégénérée ce qui est équivalent a dire que la matrice Hessienne de ¢(x) au point
critique est inversible alors le déterminant de cette matrice ne s’annule pas.
0*1)(xo)

det[Hess(1(xo))] = det [—

1.2
5o £0 (1.25)

:| 7':17 7”7.]:17 ,1
Cela nous permet de dire que le comportement asymptotique de I(k) est décrit

par le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.1. [64] Pour tout N € N, il existe ag,---ay dans C (dépendant
de a et de 1), une fonction d’erreur Ry et une constante Cy > 0 tels que pour

tout k > 0, nous avons

N
I(k) = etk (@o) Zajk_%_j + Ry (k), (1.26)

=0
avec

|Ry (k)| < Cnk™2 N1 (1.27)
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— (@2m)"/2 i sgn[Hess(1(x0))] ;.
De plus, ag \/ldet[Hess(w(zo))”e ] a(xg) et sgn[Hess((xg))] repré

sente la signature de la matrice Hess(¢(xg)) tel que

sgn[Hess(¢(zo))] = {nombre de valeurs propres strictement positives}—

{ nombre de valeurs propres strictement négatives}.

Dans ce qui suit, les principales étapes pour la démonstration du théoréme de

la phase stationnaires sont présentées.

Démonstration. [64] Pour tout = € R"™, Le développement de Taylor de la fonction

¥ (x) au voisinage du point critique est donné par :

0(e) = ¥(wo) + 5(Qr, ), (1.25)

ou Q) = Hess(1(zp)) est une matrice symétrique de dimension n, son déterminant
est différent de zéro. D’aprés les propriétés des distributions, l'intégrale (1.22)

devient
I(k) = (@) (¢i5(Qwa) g, (1.29)

La distribution ¢'2(@%) egt un élément de S'(R™). Comme F~LF = Id, alors nous

pouvons récrire 'intégrale (1.22) sous la forme :
1(k) = e [eif@ee] | F1]q)). (1.30)

Pour pouvoir achever la démonstration du théoréme de la méthode de phase sta-
tionnaire 1.3.1, la transformée de Fourier de ei5(Qna) ogt requise dans cette dé-

monstration. Cette derniére est décrite pas le lemme suivant :

Lemme 1.3.1. Soit () est une matrice symétrique, réelle, non dégénérée de di-

i§<Qa:,x>

menston n. La transformation de Fourier de ["application u : x +— e est

donnée par :
(27T)n/2k—n/2ei%sgn[Q]

|det[Q]|

Pour poursuivre la démonstration du théoréme 1.3.1. Nous remplagons (1.31)

() = e 7 Q76D (1.31)

dans (1.30), nous obtenons
(27T>n/2k—n/2€i%sgn[Q]

T\ F T a0 (152)

I(k) =
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Maintenant, nous utilisons la formule de Taylor avec un reste intégrale qui est

donnée pour tout n € R et N € N par :

N . :
in _ (in)” 7 ! N N+1 it
=Y I /0(1—7) N, (1.33)

Nous en déduisons,

N . j
a6 = 3 1 (—L<Q‘1§,£>)j + kN ey (k, ©), (1.34)

avec
rx(k, )] < On[(Q71E )M (1.35)

En particulier, le terme correspondant a j = 0 vaut 1. Ainsi, Papplication (1.34)
dans (1.32) donne

n/2 n/2
@m)" PR zsgnial

I(k) = [det[Q]]

ﬁ;kj— [ (heen) Faeue

+ kD / rN(k;,g)F—la(g)dg] o) - (1.36)

Finalement, nous obtenons
(1) iz sgnic) (<1 iy )
= e T / ((Q7'¢.€) Fla(&)ds,  (1.37)

et
(277)"/2]€—n/2—N 1

wik) =
Far(F) ]

€z4sgn[Q] zkw(:vo)/ TN(k’f)f_la(g)df, (138)
O

Remarque. S’il existe plusieurs points stationnaires, la contribution principale
de lintégrale sera donnée uniquement par l’expression approchée de lintégrale au

voisinage de ces points, lorsque k — +o0o. L’erreur commise par cette méthode est

de Uordre de O (1/k).

Pour traiter le cas général, nous utilisons le lemme de Morse. Ce dernier permet
de reproduire la fonction de phase & une autre forme vérifiant les mémes conditions

du cas particulier.
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Lemme 1.3.2. Morse [64] Soit ¢ € C*(R"), zo € R™ tels que {'(x9) =0
et det[Hess((¢(xg))] # 0. Il existe alors un voisinage V de xy et un difféomor-

phisme x de V' sur un voisinage U de zéro tels que pour tout y € U, nous avons
_ 1
V@) = (@) + S+ d e — ey = —ag), (1.39)

ot sgn[Hess(1(xg))] = 2r — n.

1.4 La fonction d’Airy

La fonction d’Airy est une fonction spéciale qui est définie pour tout x € R par

I'intégrale suivante :
1 13
Ai(z) / 5 +a0) gt (1.40)
R

27

L’intégrale (1.40) représente aussi, la transformée de Fourier de la distribution
tempérée ei% La fonction d’Airy est appliquée dans de nombreuses branches de la
physique classique et de la physique quantique. Plus particuliérement, elle est lar-
gement utilisée pour 'intensité de la lumiére au voisinage de la caustique. D’autre
part, la fonction d’Airy apparait en physique optique dans I’étude de la transition
entre zone éclairée et la zone d’ombre, ou de la répartition lumineuse autour des
caustiques.

Ce genre de fonction est associé précisément a des équations d’onde avec la pré-
sence des points singuliers sur le bord. De plus, elle constitue des approximations

uniformes dans la région de validité qui inclut le point singulier et son voisinage.

D’autre part, les fonctions d’Airy Ai(x) ainsi Ay (z) tel que
Ap(x) = Ai(e*23g). (1.41)
sont les solutions de I'équation différentielle de seconde ordre suivante :
y' +zy=0. (1.42)

L’équation (1.42) est connue sous le nom de I'équation d’Airy. Cette équation
différentielle apparait dans différents phénoménes de la physique et les problémes

des mathématiques appliquées.
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Proposition 1.4.1. [55] La fonction d’Airy A(z) est réelle si z est réel. Pour tout

2€C, ona

A (2) = A (2). (1.43)

Proposition 1.4.2. [5//[55] Les fonctions d’Airy vérifient les relations de Wrons-
kian et qui sont données par

1. A (2)Ai(z) — Ay (2)Ail (z) = e™/3.

2. A" (2)Ai(z) — A_(z)Ad'(x) = e7/3,

3. Al (z)A_(z) — Ap(x)A(2) = 5.
ou Ai' (resp. A_) est la dérivée de la fonction d’Airy (resp. Ax).

La fonction d’Airy Ai(z) tend vers zéro pour x grand et positif, ainsi que
sa premiére dérivée Ai'(x), voir la figure (1.1). La fonction d’Airy et sa dérivée

apparaissent souvent comme les solutions des problémes aux limites.

N N

Ai'(x)

<z
/k
\.

1.0}

Fig. 1.1: La fonction d’Airy et sa dérivée.
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Proposition 1.4.3. Les fonctions d’Airy sont orthogonales dans le sens que

/+00 Ai(t + x)Ai(t + y)dt = 6(x — y). (1.44)

1.4.1 Le développement asymptotique de la fonction d’Airy

La fonction d’Airy posséde des développements asymptotiques pour |z| grand

que prennent deux formes différentes selon les valeurs de z, pour x > 0 et pour

r <0, .
Ai(zx) ~ g Ve s, (1.45)
2\/m
Ai(z) ~ L95_1/48@'71 2|ZL‘|3/2 + 2 xz < 0. (1.46)
NZa 3 4

La fonction posséde notamment un point d’inflexion en z = 0. Dans le domaine
x >0, Ai(z) est positive, concave, et décroit exponentiellement vers 0.

Dans le domaine z < 0, Ai(x) oscille autour de 0 avec une fréquence de plus en
plus forte et une amplitude de plus en plus faible a mesure que —z grandit, voir
la figure (1.2) .

Remarque. La fonction d’Airy Ai(z) tend vers zéro quand z — co.

Proposition 1.4.4. [54] Soit ¥ € SY(R) définil par :

. 1 4
Y(r) =€ /3 / me_“Tds, (1.47)

avec SY(R) est Uespace des symboles dans R (voir la définition 2.3.1).
. U(T) a une décroissance rapide lorsque T — —00.

1.9(
2. V(1) admet un développement asymptotique lorsque T — +oo tel que

B(r) = 3y 4 O ) (149

Jj=0

Proposition 1.4.5. Pour tout 7 — —00, nous avons
U(7) = coe ™ FTIB(1 — Oe™)), (1.49)

ol co, c1 > 0 et f = e 273 avec B est le plus petit racine de la fonction Ai en

valeur absolue.
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Fig. 1.2: La fonction d’Airy sur 'axe négatif.

indiquées dans les deux propositions ci-dessous.

AT ()] < o1+ |])3,

ol ¢ est une constante réelle.

Proposition 1.4.7. [5/] Pour tout x € R, nous avons

[wAi(x)] < e(1 + J2])7,

ol ¢ est une constante réelle.

23|

1.4.2 Quelques estimations de la fonction d’Airy

Les estimations de la fonction d’Airy, pour le cas réel et le cas complexe sont

Proposition 1.4.6. [5/] Pour tout © € R, la fonction d’Airy est bornée et vérifie
[inégalité suivante :

(1.50)

(1.51)
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Proposition 1.4.8. Soit D le domaine défini par
D={zeC:Re(z) <—-C,0<Im(z) <C(+|z])"?}. (1.52)
Pour tout z € D, nous avons
|Ai(2)| 7 < Ci(L+ [2)) " Im ()] (1.53)
ou C1 est une constante réelle, et
|Ad'(2)| 7 < O+ |2 Im(2)] (1.54)
ot C' est une constante réelle.

Le développement des calculs de diffraction au siécle dernier a suscité 'intro-
duction de nombreuses fonctions spéciales, telles la célébre fonction d’Airy. Cette
fonction s’appelle aussi la fonction des contraintes. La solution du probléme de pro-
pagation et le probléme de diffraction des ondes au voisinage des points singuliers

s’écrivent en combinaison ces fonctions d’Airy.

1.5 La solution de L’équation de Helmholtz

1.5.1 La formule de Green

Dans cette partie, nous sommes essentiellement intéressés par la modélisation
mathématiques du phénomeéne de la propagation des ondes en utilisant les proprié-
tés basées sur les fonctions harmoniques. Nous commencons par donner une bréve
présentation de la méthode des équations intégrales qui nous permet de transfor-
mer les problémes aux limites & ceux qui sont sur;le bord du domaine en utilisant
le principe des équations intégrales. Enfin, nous nous focalisons sur existence de la
solution sortante de 1’équation de Helmholtz & I'aide de la fonction de Green et la

condition de Sommerfeld. Nous définissons I’espace de Sobolev, H} . (R"), par
H; (R ={w:R"—=C owec HR"), ¢ € DR")}. (1.55)

Soient O € R" un domaine borné, 0O = B une hypersurface de classe C*(R").
L’étude du probléme de propagation des ondes passe par la résolution dans H} _(R")

de I'équation de Helmholtz qui prend la forme suivante :
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(A +E)w(z) =0 dans O,
| (1.56)
w(z) = e**@ 4 ws(z) sur B.

ol w € 8" est la direction d’incidence, k est le nombre d’onde, w*(z) est le champ

k@ agt le champ incident.

diffracté (la solution sortante) et w'(z) = e
En général, nous décrivons ce genre de probléme en fournissant la condition exté-
rieur de Dirichlet ou la condition de Neumann de I’équation aux dérivées partielles.
Il existe d’autres conditions telle que la condition de Sommerfeld. Cette condition
consiste a garantir 'unicité de la solution de I’équation de Helmholtz en imposant

son comportement a l'infini sous le nom de la condition des ondes sortantes.

Définition 1.5.1. [29] w® est la solution sortante de I’équation de Helmholtz si et
seulement si elle vérifie la condition suivante :

lim T(gws(r) —ikw®(r)) =0,

r—+00 r

avec r = |z|, x =160, |0] = 1 et 0 € S". Cette condition est la condition de

radiation de Sommerfeld.

Cette condition de rayonnement de Sommerfeld est utilisée pour résoudre uni-
quement I’équation de Helmholtz. La plupart des propriétés des solutions de ’équa-
tion de Helmholtz (1.56) peuvent étre déterminées en utilisant la solution fonda-

mentale de ’équation qui est indiquée par la définition suivante :

Définition 1.5.2. [64] La solution fondamentale de lopérateur de Helmholtz P
tel que P = A + k? est la fonction G qui vérifie

AG(x) + k*G(z) = 6o(x), dans D'(R™).
Pour n > 3, la solution fondamentale est définie par

1 ezk|z|

Cdn o]

G(z) (1.57)

avec G(z) est la fonction de Green de ’équation de Helmholtz.
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Théoréme 1.5.1. [29] Soit O un domaine borné dans R", n est le vecteur unitaire
normal de OO dirigé vers Uextérieur de O. Soit w € H},.(R™) la solution de (1.56)

qui posséde une dérivée normale sur le bord

= n(z)Vw(x) z € 00. (1.58)

Alors, la solution de I’équation (1.56) est donnée par la formule de Green qui est

définie par lintégrale suivante :

(20wl N
w) = [ (w286, )) doty) poura € RNO. (159

ot do est une mesure positive sur 0O.

Deés lors, I'idée majeure de la méthode intégrale consiste a traduire le probléme

(1.56) par 'utilisation des équations intégrale qui est donnée par (1.59) fournissant

l'inconnue d,w(x) = aa”“:((z)) sur le bord.

1.5.2 Le champ lointain

Nous sommes maintenant en mesure d’introduire la définition du modéle de
champ lointain de I’équation de Helmholtz qui nous permet d’éclairer la notion de
Iamplitude de diffraction de la solution du probléme de diffraction des ondes. Le
champ lointain est obtenu quand le nombre d’onde ou le rayon de courbure des
ondes sortantes diffractées devient trés grande. Il indique exactement le compor-

tement de la solution a 'infini.

Théoréme 1.5.2. [29] Soit w(z) le champ total du probléme de diffraction des

ondes qui est défini par de l’équation de Helmholtz (1.56). Pour n > 3, nous avons

— wi(r) — ow(y)
wiw) =w'(z) 00 On(y)

Le champ lointain est donné par la formule suivante :

G(z,y)do(y), =€ RO, (1.60)

_ 1 dw(y) —ikf-y
Weo(0) = "I | ﬁn—(y)e do(y). (1.61)
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Remarque.
v =yl = ]z =22y +[yl%, (1.62)
1
= |z| —9~y+0(m). (1.63)

L’application (1.63) dans (1.57), nous donne
G(r,y) = - ‘ lelke'y + O(—)} pour tout y € 00.  (1.64)
x

Cdmlz—y| 47 a ||

La solution de I’équation de Helmholtz admet un développement asymptotique

au voisinage de 'infini qui est donné en fonction du champ lointain.

Grace a la méthode des équations intégrales et les méthodes asymptotique
telles que la méthode de phase stationnaire, nous allons donner le développement

asymptotique du champ diffracté de I’équation de Helmholtz.

La définition de l'intégrale du champ lointain est donnée par le théoréme sui-

vant :

Théoréme 1.5.3. [29] Si w*(x) est la solution sortante de ’équation de Helmholtz
(1.56), alors w*(x) admet le développement asymptotique suivant :

w(z) = e

||

est la direction réfléchie avec |0] = 1. wy, est le champ lointain qui

1
]2

[wm(e>+0( )} 2| = oo, (1.65)

ot 0 = =%
||

est défini par

1 e~y dw(y) _, "
wnl0) =5 | (w@) only)  only)C )d“(y)’ (1.66)

ot 0§ € S".

La fonction de Green est utilisée pour résoudre numériquement le probléme de
propagation des ondes dans un espace qui est perturbé avec une impédance, en
employant la technique des équations intégrales. A I'aide de certains théorémes,
nous avons assuré que la connaissance de champ lointain de ’équation de Helmholtz
nous permet d’obtenir 'information sur 'amplitude de diffraction de la solution de

I’équation de Helmholtz, d’ou le développement asymptotique de cette solution.



2. LES OPERATEURS INTEGRAUX DE FOURIER ET
LES SINGULARITES

2.1 Introduction

Un partiel et rapide survol de ’analyse semi-classique est présenté dans ce cha-

pitre. Cette théorie mathématique est un carrefour entre la géométrie symplectique
et I’analyse microlocale .
Le but de ce chapitre est de présenter les opérateurs intégraux de Fourier [24],
[41], [42] et [58], et d’éclairer la rigueur mathématique par quelques théorémes
pour acquérir une meilleure compréhension des phénoménes physiques a la base
de la théorie de I'analyse semi-classique.

De plus, nous allons profiter d’introduire les opérateurs intégraux de Fourier
associés a des relations canoniques de pliage (des relations singuliéres). Par consé-
quence, cette catégorie d’opérateurs ne relévent pas du champ d’application de
la théorie classique des opérateurs intégraux de Fourier, comme il est mentionné
dans [53], [55] et [62]. L’étude de ce genre d’opérateurs est considérée comme un
nouveau file dans la théorie de 'analyse semi-classique qui est encore en plein
de traitement. La premiére représentation de ce modeéle d’opérateur intégraux de
Fourier etait traité par R.B. Melrose et M.E. Taylor dans [54] sous le nom de
lopérateur Fourier-Airy. Ils ont donné les définition leurs relations canoniques
au voisinage d’un pli de Whitney. Puis, ils ont réduit ces relations singuliéres a
d’autres relations qui sont définies sous certains formes normales et spéciales.

A T'aide des opérateurs de type Fourier-Airy, Taylor et Melrose [53][54] construisent
au voisinage du point diffractif ( point singulier sur le bord) une paramétrique mi-
crolocale pour le systéme qui définit notre probléme de diffraction des ondes. Il

devient alors possible d’analyser avec précision la propagation des singularités au
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voisinage des points singuliers. Ce chapitre ne prétend a aucune originalité dans
les résultats. Nous allons citer quelques résultats standards sans démonstration,

mais nous donnons des références précises.

2.2 Rappels de géométrie symplectique

Le mot "symplectique" signifie "complexe". Ce mot traduit I'idée d’entrelace-
ment avec un autre corps. La géométrie symplectique s’est imposée comme une
discipline mathématique. Cette théorie est apparue comme des réponses mathé-
matiques a la construction nécessaire de la physique dans la période du vingtiéme
siécle. L’origine de la géométrie symplectique remonte aux mathématiciens et aux
physiciens du dix-neuviéme siécle quand ils voulaient approfondir de nouvelles
idées en physique. Cette géométrie est née de la volonté d’une formulation mathé-
matique naturelle & la mécanique classique. La géométrie symplectique est devenue
un cadre par excellence de la mécanique et la physique. Cette géométrie n’est pas
seulement un langage de la matiére, elle en est I'essence de la matiére.

D’ou vient la géométrie symplectique ?

La géométrie symplectique permet de traduire et de consulter un systéme clas-
sique. En mécanique, la position d’une particule ou d'un objet en mouvement est
représenté par des coordonnées curvilignes (q1, ¢, -+ , ¢n), oll n représente le degré
de liberté d’un systéme. Cet ensemble de points donne la naissance de I'espace de
configuration. D’aprés la Loi de Newton, nous pouvons évoluer un systéme dés que
nous connaissons la position et la vitesse initiale d’'un point. Si nous nous intéres-
sons a la vitesse, il faut rajouter d’autre composante tel que p = (p1,pa, -+ ,Pn)
qui représente la vitesse angulaire pour que le systéme soit bien défini. D’ot1, nous
réalisons la naissance de 'espace de phase.

L’espace de phase est représenté par les coordonnées curvilignes et la vitesse

angulaire

(P1, G15 D2, Q25 ----Dns @n)-

De plus, les trajectoires des solutions d’un systéme sont tracées dans I'espace de

phase. Cela ouvre une autre question importante dans le cas ot nous ne pouvons
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pas trouver des bonnes trajectoires.
Quelle est le type de géométrie qui peut étudier les trajectoires dans
I’espace de phase ?

Au début, on pensait que c’est la géométrie euclidienne qui doit étre la bonne
réponse. Malheureusement ce n’est pas vrai, elle n’est pas adaptée car les droites
ne sont pas conservées lors de I'évolution d’un systéme mécanique. Par exemple
dans le pendule simple si nous partons d’un espace de configuration alignée cette
propriété se perd en route. Dans ce cas la géométrie symplectique est la géométrie
pertinente. Cela nous permet de considérer que 'espace de phase est une variété

symplectique.

2.2.1 Notions de base sur la géométrie symplectique

Notre objectif constitue d’étudier les opérateurs intégraux de Fourier associés a
des relations canoniques sur les variétés symplectiques qui provient de la physique,
et notamment de la mécanique quantique. I.’espace de phase est naturellement une
variété symplectique.

La plupart du temps, 'espace de phase est un cotangent 7™M qui est équipé d’une
structure canonique. Cette structure qui définit une relation canonique symplec-
tique qui nous permet de généraliser une fonction de phase. Ce genre de fonction

donne I'autorisation d’introduire des opérateurs intégraux oscillants.

Définition 2.2.1. [44] Une variété topologique M de dimension n est un espace
topologique séparé munit d’une base dénombrable d’ouverts, tel que chaque point
de cet espace possede un voisinage homéomorphe a R™.

Plus précisément, Ym € M,3U,, (un voisinage ouvert ) et un homéomorphisme
(voir la définition (2.2.2))

Om: Un— om(Uy) CR™

En effet, (U, om) est une carte locale de M.
Une famille de carte (U;, ;) qui recouvrent entiérement la variété constitue un

atlas de la variété M pour tout v € N.
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Définition 2.2.2. Un homéomorphisme est une application bijective, continue
entre deur espaces topologiques de tel sort que la réciproque de cette application

est continue.

Définition 2.2.3. [/4] Une variété symplectique est une variété différentielle de
dimension paire (2n) munit d’une forme différentielle o bilinéaire, antisymétrique,

fermée et non dégénérée qui s’appelle la forme symplectique.

Remarque. La non dégénérescence de o permet en particulier qu’a chaque point
il existe un espace tangent et un espace cotangent via la forme symplectique . De
plus, cette condition confirme ['injectivité de «, ce qui signifie que pour tout point
m € M et tout vecteur non nul v € T,,M tangent a M au point m, il existe un

autre vecteur w € T,,M tangent ¢ M au méme point m tel que

a(v, w)|m 7 0.

La condition de « soit fermé meéne a dire que le différentiable de la forme «

est nulle c’est a dire dao = 0 ou d est la différentielle.

Définition 2.2.4. [}4] Soient U,V deux ouverts de R". f : U — V est un dif-
féomorphisme sur U si [ est bijective, différentiable sur U et sa réciproque est

différentiable sur V.

Remarque. Un difféorphisme local est une application de classe C* (k > 0) d’un

ouwvert U de R™ dans R™ dont la différentielle en tout point de l’ouvert est inversible.

Exemple. Soit f : C — R?; 2+ 22, f est une application diffé¢omorphisme local

de R?2\{0} sur lui méme, Uapplication z — e* est un difféomorphisme local de R?

sur R\ {0}.

Définition 2.2.5. [/4] M est une sous variété de dimension n de R™ en l'un de
ses points myg s’il existe un voisinage W de mq et un difféomorphisme de classe C*

f:W = U sur un ouvert U de R? qui envoie mg sur 0 tel que

MAW = f1{0} x R").
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Exemple. La sphére S est définie par
SV ={o= (21, ,2,) ERY|2] + 25+ -+ 22 — 1| =0}, (2.1)
est une sous variété de dimension (n — 1) de R™.
Exemple. Une surface dans R? est une sous variété de dimension 2 de R3.
Dans la définition suivante, nous allons introduire la notion d’un céone dans R".

Définition 2.2.6. [/4/[26] L est une sous variété conique si
V(z,&) € M et 7 >0 alors (x,7€) € L.

Autrement dit, soit X un sous ensemble de R™ x R™ — {0}. On dit que X est

conique st pour tout T > 0 on a
(z,€) € X alors (z, 7€) € X. (2.2)

La notion la plus central en géométrie symplectique est sans doute la variété
lagrangienne. Dans la définition suivante, nous donnons une large information sur

ce genre de variété.

Définition 2.2.7. [50] Soit (M, «) est un espace vectoriel symplectique de dimen-
sion 2n, nous disons que A est une variété lagrangienne de (M, «) si et seulement
St

aly = 0.

ce qui équivalent o dire que pour tout m € A,

05|TmA = 0

2.2.2 Les relations canoniques et les singularités

Une relation ou une transformation canonique permet, par exemple, de passer
d’un couple de variables canoniquement conjuguées (p,q) & un autre couple de
variables canoniquement conjuguées (x,y) en donnant des relations entre toutes
ces variables qui donne la naissance du certain fonction généralisée. Cette fonction
généralisée nous permet d’introduire la fonction de phase. Cette fonction de phase

nous aide & produire un opérateur intégral oscillant.
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Définition 2.2.8. [50] Soient (M, ) une variété symplectique munit d’une forme
symplectique o, U et V' deux ouvert de M et L est un difféeomorphisme. Nous disons
que L est une relation canonique (ou une relation symplectique, une transformation

canonique) si L préserve la forme canonique de « tel que
L*(a)|y = alv, (2.3)

ou L* est l'image réciproque de L qui est définie par : L*(a(u))|m = a(dL(u)|,) et
d dénote la différentielle. Autrement dit,

a(L(u)) = a(u). (2.4)

Définition 2.2.9. [5//(Le pli de Whiteny) : Soit C C M, x Ms une relation ca-
nonique entre deur variétés symplectiques telles que dim C = dim M, = dim Mo.
Soient les deux projecteurs m : C' — My et wo : C' — Ms.

Nous disons que C' est un pli de Whiteny au point (mqy,mq) € C si les deux

projecteurs my, mo ne sont pas localement difféomorphismes au point (my, ms).

Pour comprendre pratiquement la notion de pli de Whiteny, nous introduisons
la notion de contour apparent qui signifie la projection d’une surface ou d’une va-
riété. Dans la théorie des singularités, le contour apparent fournit un bon exemple
du singularité des applications différentiables dans le cas ou la surface ou la va-
rieté admet des points singuliers. D’une fagon globale le contour apparent posséde
génériquement deux types de singularités, les plis et les fronces.

Dans cette thése, nous nous intéressons essentiellement a la singularité qui posséde
des points de pli. Nous définissons le pli pour toute surface qui est représentée par

une application f telle que f: R? — R? (z,y) — (X,Y) de sorte que

X =z,
Y =42

Ces points singuliers sont la droite y = 0. En effet, le plan est plié le long de
'axe des x. Cela veut dire que la fonction f est plié au point (0,0). D’ou la surface

associée est plié a ce point.
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Exemple. Soit la relation canonique C C R? x R2,

CZ{%é,y,n);w:%(y+§)27n=y£+%€3}' (2.5)

Les deux projecteurs sont donnés par les relations suivantes :

M (56 o (5 +6%8)

T2 (1,€) o (1o + 56)

Ces deux projecteurs ne sont pas localement difféomorphisme au point (0,0),

ce qui implique que C' définit bien une relation canonique de pliage.

Proposition 2.2.1. Soient C C T*X xT*Y et S C T*Y xT*Z. Nous définissons

la composition de ces deux relations par :
KoS={(z,2) e X xZ|FyeY telque (x,y) € K et (y,z) € S}. (2.6)

Définition 2.2.10. [26] Soit m: C, — X un projecteur.
Si Cy, est une variété lagrangienne de T*X (resp. X ), la caustique ¥ de C, est un

sous ensemble fermé de z = (x,£) € C, ou le projecteur est critique.

Remarque. [26] Si z ¢ ¥, C, prés de z définit un graphe de la différentielle de

la fonction ¢ telle que ¢ : X — R, ot ¢ est une fonction génératrice de Cl,.

Remarque. Dans le cas d’une diffraction de la lumiere, la caustique produit une
focalisation de ’énergie lumineuse. Nous pouvons voir ce genre de phénomeéne dans
la vie quotidienne, par exemple si on met une tasse de café au soleil qui envoie
des rayons paralléles suivant une direction incidente oblique. Ces rayons incidentes
se réfiéchissent sur le bord de la tasse, comme nous le voyons sur la figure 2.2.1.
L’ensemble des rayons réfléchis enveloppe une courbe, cette courbe qui est sous la
forme d’un ceeur représente la caustique. Au centre de ce ceur, on trouve le point

de pli qui représente le point de singularité.
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Fig. 2.1: La caustique de la tasse de café au soleil.

2.2.3 La fonction génératrice de la transformation canonique

La relation canonique produit localement une fonction génératrice qui est dé-

finie selon la définition le théoréme ci-dessous

Définition 2.2.11. [26] Soit p(z,£) est une fonction définie sur X x R"™ & valeurs

réelles. Soit C, une relation définie par :

C, = {(2,6) € X x B", dp(x,€) = 0} (2.7)

On suppose que les différentielles dg ¢ (%(m,f)) sont indépendantes. Alors

i=1,n
C,, est une sous variété dimension n = dim(X) de X x R™.
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Théoréme 2.2.1. [38][50] Soient C, une sous variété de R* (resp. T*X )
et e, : Cp — X un projecteur. Si m est un difféomorphisme local. Nous avons
équivalence entre :
1) C, est lagrangienne
2) Pour tout m € C,, il existe ¢ € C®(R") tel qu’au voisinage de m, nous
avons C, = graph(Ve(x)). De plus C, peut étre représentée par l'équation
suvante :
£ =Vo(zr) avec p: X = R,

ou X CR™ et graph(Vo(x)) = {(z,Ve(z)),r € X}. Nous disons alors que ¢ est

une fonction génératrice de C,.

Remarque. La notion de variété lagrangienne permet de généraliser la notion de

la solution d’une EDP non linéaire.
Remarque. Toute variété lagrangienne admet une fonction génératrice.

Définition 2.2.12. [5/] Si C, est une relation canonique définie par (2.7) et
m: C, — X est projecteur, alors C, représente un graphe si est seulement si le

projecteur est difféomorphisme local (non dégénéré).

Proposition 2.2.2. Nous disons que le projecteur m|c, : C, — X est dégénérée
(singulier) sur la sous-variété C,, si est seulement si le déterminant de la matrice
Hessienne de ¢ est nul, ot la matrice Hessienne est définie par

0*p(x, )

Hess[p(z,£)] = det [—

2.
o (2.8)

:| 7’:17 ’na.]::[: N

De plus, les points critiques de m sont donnés par ’ensemble suivant :

%= {(x, )\Hess[p(z,£)] = 0}.

Définition 2.2.13. [26] Les points pour lesquels |, n'est pas un difféomorphisme

au voisinage de m € Cy, s’appellent la caustique de C,.

Pour élargir et détailler un peu la notion de fonction génératrice, nous profitons

de généraliser la notion de C, en utilisant deux variables (z,y) € X x Y et leurs
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variables duales (£,7) € R?". De plus, nous prenons le cas singulier des relations
canoniques dont la fonction génératrice admet des points de singularités. Pour ceci

nous introduisons les définitions suivantes :

Définition 2.2.14. [5/] Soit p(x,&) une fonction génératrice sur X x R" de la

relation canonique suivante :

C<P = {(:C,f),ag@(l',f) =0,z € X}7 (29)

Si le projecteur
m:C, = X, (2.10)

est singulier, alors nous disons que Cy, définit une relation canonique de pliage ou

bien une relation canonique singuliére.

Définition 2.2.15. [5/] Si p(z,y,&,n) est une fonction génératrice sur X XY x

R2", alors la relation canonique associe & cette fonction est donnée par :
Co={(z,&y,n),0:p=0¢et 00 =0,(x,y) € X xY}, (2.11)

avec
m:Cp, =X etm:Cp =Y, (2.12)

définissent les deux projecteurs sur X etY.

D’apres les résultats précédents, nous concluons qu’il existe certain genre de
fonctions génératrices qui sont associées a des transformations symplectiques et des
relations canoniques. Ce genre de fonctions génératrices permet aux spécialistes
d’introduire des nouvelles classes d’opérateurs tels que les opérateurs intégraux de
Fourier et les opérateurs pseudo-différentiels. Dans la partie suivante, nous allons

jeter la lumiére sur le principe et 'importance de ce type d’opérateur.

2.3 Généralités sur les opérateurs intégraux de Fourier

Les opérateurs intégraux de Fourier et les opérateurs pseudo-différentiels nous

permettent de manipuler les opérateurs différentiels a coefficients variables. Tandis



2. Les opérateurs intégraux de Fourier et les singularités 48

que la transformée de Fourier nous aide & manipuler les opérateurs différentiels a
coefficients constants.

Dans cette partie, nous présentons un partiel survol sur la théorie des opérateurs
intégraux de Fourier. Nous élargissons les connaissances sur la singularité de ce
genre d’opérateur. Pour avoir une meilleure présentation de ces opérateurs, nous
définissons les opérateurs intégraux de Fourier associés a des relations symplec-
tiques de pliage (singuliéres). Cette catégorie d’opérateurs singuliers sort du cadre
classique de la théorie des opérateurs intégraux de Fourier. R.Melrose et M.E. Tay-
lor [54] ont été les premiers qui introduisaient ce type d’opérateur. Ils ont prouvé
que la relation canonique qui présente un pli de Whitney peut étre transformée en

une autre forme canonique simple & traiter.

2.3.1 Symboles et fonction de phase
Symboles et leurs propriétés
Soient © = (1, X9, -+ ,x,) € R", a = (o, 9, -+ ,a,) € N", on a

ol =a1 +ast, -, Fa, et Oy =00, -, 00"
| :

1 y Va0

ou
— (e’ a1 67

1)

avec D, = 10, et i* = —1.
Soit, P un opérateur différentiel d’ordre m, défini par 'expression suivante :
P(z,D) = Y an(x)D® a, €C®(X) pouracN". (2.13)
o] <m
Le symbole de cet opérateur est défini par :
op(r,&) = Z Ao ()€, (2.14)
la|<m
pm(x, &) est le symbole principal de 'opérateur P(x, D). Comme il est mentionné
dans [58], il est défini par :

Pn(,€) = D aa(x)E", (2.15)

laj=m
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Définition 2.3.1. [/1][58] Soient X C R™ un ouvert, 0 < p < 1,0 < 0 < 1,
et m € R. Nous définissons S)'5(X x R") comme l'ensemble des fonctions a €
C®(X x R"™) telles que pour tout x € X et pour tout o € N, 5 € N, il eziste une

constante réelle C' telle que
£ a(z, §)] < O+ [¢)m A+l (2,¢) € X x R™. (2.16)

Toute fonction a € S'(X x R™) est appelée symbole d’ordre m, de type (p,d). On
dit que a(x,§) € S™(X x R"), si a € STH(X x R™).

Remarque. Dans le cas ou X est une wvariété, la définition reste la méme, les
dérivées partielles par rapport aux variables & étant remplacées par des champs de

vecteurs, en effet les constantes m,p, et § ne dépendent pas de la carte locale.

Exemple. 1) e pest pas un symbole.

2) S8ip €S, alors (&) est un symbole d’ordre —oo.
Proposition 2.3.1. [41] Sim <m/, 6 <&, p < p alors
(X X R™) C Sy (X x R").
et
S™(X x R") € S™(X x R™),

Remarque. Pour tout m € R, S™° = S™, 57 =, 5™

De plus, nous avons
ST C...8mC ... ST C E(RM™).

Proposition 2.3.2. [24/[58] Soient a € S]'5(X x R") et b € ;?(;(X x R™), alors
ab € S™™ (X x R™) et 9g0la(x,€) € Sy (X x R™).

Proposition 2.3.3. [11] Soit X un ouvert de R™.
Sia(x, ) € SJH(X x R™), alors a € S'(R*").

Définition 2.3.2. [11] a(z,§) € S)5(X x R") est dit classique (local), s’il admet

un développement asymptotique a ~ Zj a; lorsque |§| — 400, o0 a; sont des

symboles de S;ZS" ot j € Netm;eR.
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Symboles elliptiques

Définition 2.3.3. [41] Nous disons que a € S]'s(X x R") est elliptique de degré
m, 8’il existe un b € S (X x R") tel que

axb=1.

Proposition 2.3.4. [24]a € S]'(X xR") est elliptique de degré m si et seulement

st pour tout compact K de X x R™ il existe une constante ¢ > 0 tel que

|a(z, §)| = cl¢]™, (2.17)

pour tout (x,€) € K et |¢] > 1.

La fonction de phase et les singularités

Nous profitons de montrer le lien entre la relation canonique (symplectique) et

la fonction de phase en se basant sur la notion de la fonction génératrice.

Proposition 2.3.5. [13] [58] Si ¢ € C*(X) est une fonction non dégénérée (i.e.
le déterminant de matrice Hessienne n’est pas nul), alors C, qui est définie par la

relation (2.7) est une sous variété dans X x R™.

Définition 2.3.4. [}1] Nous appelons ¢ € C*°(X xR"\{0}) une fonction de phase
st et seulement si elle vérifie les conditions sutvantes :
1) @(x,&) est a valeurs réelles.
2) © homogéne d’ordre 1 par rapport a & c’est & dire p(x, \§) = Ap(z, &) pour
A > 0.
3) ¢ est non dégénérée c’est a dire ¢ n'admet pas de points critiques pour

& # 0, autrement dit que les dérivées partielles de ¢ ne s’annulent jamais.

Définition 2.3.5. [58] Pour tout ¢ € C®(X x R™"\{0}) une fonction de phase,

nous définissons A, par

Ay = {(2,0,0) € X x R\{0}: Ol €) = O}, (2.18)

L’ensemble A, est un conique fermé qui contient l’ensemble critique de .
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Remarque. A, est conique parce que la fonction ¢ est homogéne de degré 1 en §.

Théoréme 2.3.1. [26] Soient C,, relation canonique associe a la fonction de phase
© définie par :
Co = {(z,6) € X x R"\{0}, Oepp(x, &) = 0} (2.19)

et lapplication

iy { Co = T XA\{0}, (2.20)

(z,8) = (z,doo(,€)).

Si i, est injective, alors i,(Cy,) = Ay.

Proposition 2.3.6. [58] Si ¢ est une fonction de phase non-dégénérée, alors A,

est une sous-variété fermée de X x R™ de dimension n € N.

2.3.2 Les opérateurs intégraux de Fourier

Dans cette partie, nous rappelons la construction des opérateurs intégraux de
Fourier (OFI) qui sont associés a des relations canoniques (symplectiques). Pour
définir les OFI, nous commencons d’abord par définir les intégrales oscillantes.

Nous introduisons l'intégrale oscillante sur R™ dans la définition suivante :

Définition 2.3.6. [/2][58] Soient ¢ une fonction génératrice introduite par la
relation canonique C, qui vérifie (2.7) et u(x) € D(X). Nous appelons intégrale

oscillante, toute distribution de la forme suivante :

T¢(au):/)( . @z, )u(x)drde, (2.21)

tels que a € S5(X x R") et (x,§) € C°(X x R"\{0}) sachant que Uapplication
u — T,(au) est de C*.

Les opérateurs intégraux de Fourier sont un type d’opérateurs définit par des

intégrales oscillante comme suit :

Définition 2.3.7. [}2] Soient X etY deuz ouverts de R™, p(z,y,§) est une fonc-
tion de phase définie par la relation canonique Cy, (2.11) dans X xY x R"\{0} et
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a € ;’:‘5(X XY X R™) pour p >0 et 6 < 1. Nous appelons opérateur intégrale de

Fourier (OIF) d’ordre m, toute expression qui prend la forme suivante :

Fu(z) = / v a(e, y, € uly)dyde, (2.22)
Y xR"
ot u€eCPY), xeX.

Autrement dit, nous pouvons définir ce genre intégrale au sens de distribution

par 'expression suivante :
(Pu) = [ o alay uly)o(e)dadyds, (2.23)
X XY xR"»

ou v € C°(X). L'espace des opérateurs intégraux de Fourier d’ordre m associés a

des relations canoniques C,, est noté I"™(X;C,,).

Théoréme 2.3.2. [58] Si a(z,§) € S]5(X xR") tel que a = 0 au voisinage de A,
qui est défini par (2.18), alors F € C*(X).

Remarque. On dit que F est un opérateur intégral de Fourier elliptique si est

seulement si son symbole ar est elliptique, d’ou pour tout & # 0,

ap(x,&) # 0. (2.24)

Définition 2.3.8. [/2] Pour tout (z,y) € X x Y, soit p(x,y,£) une fonction
de phase qui n’admet pas des points critiques par rapport a la variable & avec
¢ € R"\{0}. Le noyau de lopérateur F' est la distribution kp € D'(X XY') qui est

définie par Uintégrale oscillante suivante :
(kp,w) = / P a(z, y, Ew(x)déde, (2.25)
R x X

ot w(z) € D(X). Autrement dit, le noyau de lopérateur (2.22) s’écrit comme
suit :

(e, y) = / trna(e, g, €)dg (2.26)

Proposition 2.3.7. [58/

1) Le noyau kp est de classe C* sur R, avec

RS@ = {(l’,y) : (95g0(37,y,£) 7& O}
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2) Soit a € S)5(X x Y x R"). Si a est nul au voisinage de A,
alors kp € C*(X xY).

Proposition 2.3.8. [2/] Si F est un opérateur intégral de Fourier d’ordre m et ¢
sa fonction de phase sur X x'Y x R™"\{0}, nous avons
1) si Oyep(x,y,€) # 0 pour (z,y,€) € X xY x R"\{0}, F est continu de
C(Y) dans C°(X).

2) st Opep(x,y,&) # 0 pour (z,y,£) € X x Y x R"\{0}, F se prolonge en un
opérateur continu de E'(Y) dans D'(X).
Théoréme 2.3.3. [24] Si F € I'"(X;C,) alors F* € I'"(X;C") et
apw(x,y,ﬁ):z ap(x,y,f), (2'27)

ot F* dénote l'opérateur adjoint de F' et ap(x,y,&) dénote le conjugué de ap(z,y,§).

Les opérateurs pseudo-diftérentiels

Les opérateurs pseudo-différentiels sont un cas particulier des opérateurs inté-
graux de Fourier. Sachant que tous les opérateurs pseudo-différentiels sont associés
a une fonction de phase unique tandis que le symbole de chaque opérateur différe

d’un opérateur a un autre.

Définition 2.3.9. [/1] Soient X =Y C R™ et dimX = n. L’opérateur pseudo-
différentiel (OPD) est défini par un opérateur intégral de Fourier associé a la

fonction de phase p(z,y,§) = (x — y,&) tel que
Pua) = [ e a(o,y.€July)dyde, (2.25)
Y xR"™

= /n ez, €)u(€)dE. (2.29)

Au sens des distributions, l'opérateur pseudo-différentiel P s’écrit comme suit :

(Puh = [,y uly(odrdyds, (2.30)

:Awwwmmmmmw (2:31)
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On note OPS™(X) (resp. OPS]'5(X)) Uespace des opérateurs pseudo-différentiels
d’ordre m (resp. d’ordre m et de type (p,9)).

Proposition 2.3.9. Pour la fonction de phase p(z,y,&) = (x — y, &), alors
Co ={(z,2,8),z € X,£ e R"\{0}}. (2.32)

Remarque. Les opérateurs pseudo-différentiels sont des opérateurs intégraux de

Fourier qui sont associés a la relation d’identité.

Théoréme 2.3.4. [38] Soient P € OPS}'5(X) elliptique, p > 0 et 0 < 1, il eziste
Q € OPS §*(X) unique qui vérifie égalité suivante :

PoQ=0QoP=1, (2.33)
ou I est lopérateur unitaire qui est défini par Iu(z) = u(z), pour tout u € D'(X).

Proposition 2.3.10. [60/ Si P € OPS]'(X) est un opérateur pseudo-différentiel
et 0< o< p<1,set meR alors

P(z,D): H*(R") — H*"™(R"). (2.34)
H? est l’espace de Sobolew.

Théoréme 2.3.5. [24[[38] Soient P et QQ deuzr opérateurs pseudo-différentiels
d’ordre m admettant des symboles principaux p et q respectivement. Si A est un

opérateur intégral de Fourier elliptique associé a la relation canonique C, alors
PoA=A0Q, (2.35)
avec p = qo C.

Théoréme 2.3.6. [/2] Soient J un opérateur intégrale de Fourier inversible asso-
ci€ a la relation canonique x et P un opérateur pseudo-différentiel d’ordre m ad-
mettant p,,(x,&) comme symbole principal, alors J"'PJ est un opérateur pseudo-

différentiel de symbole po x ' (z,&).
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Dans les théorémes ci-dessous, nous nous intéressons a la composition des opé-
rateurs intégraux de Fourier et les opérateurs pseudo-différentiels. Soient X, Y et

Z trois ouverts de R"

Théoréme 2.3.7. [31] [38] Si Ty € "™ (X;Ch) et Ty € I (Y;Csy) alors
TyoTy,=T €™ (X;C)0(Cy). (2.36)

ou C1 et Cy sont deux relations canoniques, my et mo deux réels.

Corollaire 2.3.1. Si T' € I™(Y;C,) admet ar(y,z,&) comme symbole dans
S™(Y x Z x R") et si P € OPS™(X) admet le symbole p(x,n) € S (X X
R™\{0}), alors

PoT =F e ™™ (X;C,), (2.37)

ot ap(x,z,§) est le symbole de Uopérateur F qui est dans S™T™2(X x Z x R™).

Ce symbole est donné par l'intégrale suivante :
ap(w,2,€) = / A2 (0 p)ar(y, z, E)dydy,  (2.38)
Y xRR™

ot & la variable dual de y et n la variable dual de x.

Corollaire 2.3.2. Si T' € I™(X;C,) admet ar(x,y,§) comme symbole dans
S"™(X xY xR") et P € OPS™(Y) admet le symbole p(y,n) € S™ (Y x R"),
alors

ToP=Qel™"(X;C,), (2.39)

ot ag(z, z,&) est le symbole de Uopérateur Q qui est dans S™1"2(X x Z x R™).

Ce symbole est donné par :
ag(w,z,€) = / WD p(a ar(x,y, Oply, n)dydn.  (2.40)
Y xR”

avec & la variable dual de x et n la variable dual de y.

Corollaire 2.3.3. [/1] [50] Soit P € OPS™ (X)) admet symbole principal p(x,§)
et Q € OPS™(Y) admet q(y,n) comme symbole principal, alors

PoQ=DBeOPS™ ™ (X), (2.41)
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et son symbole est donné par :

€)= [ ety Oy (2.42)

avec b(x,§) € S™*M2(X x R").

2.3.3 Front d’onde et la propagation des singularités
Le support singulier

Nous appelons support de la distribution u dans X (resp. support singulier de
la distribution u) le complémentaire dans X de I’ensemble des points sur lequel
la distribution u est nulle (resp. u est de classe C*). Le support de u est noté
supp(u), le support singulier de u est noté par supp sing(u). Ceux sont deux
ensembles fermés qui vérifient supp sing(u) C supp(u) et

u=0 < supp(u) =0, (2.43)
u € C™ < supp sing(u) = 0. (2.44)

Nous introduisons quelques propositions relatives a la notion du support sin-

gulier.

Proposition 2.3.11. [60] Si P € OPS}s (resp. OPS™) est un opérateur pseudo-
différentiel d’ordre m et 0 < 0 < p <1 aqvec

P:CP(X)—=C®(Y) ou P:D(X)—D(Y), (2.45)
alors supp sing(Pu) C supp sing(u), pour tout u € E'(R™).

Proposition 2.3.12. [60] Si P € OPS]s est un opérateur pseudo-différentiel
elliptique avec 0 < 0 < p < 1, alors pour tout u € S'(R™), nous avons

supp sing(Pu) = supp sing(u). (2.46)

Proposition 2.3.13. [2/] Soit p(z,£) une fonction de phase sur X x R™\{0}. Si
F e I™(X,;C,) définit par (2.22), alors
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supp SZTLg(F) - {':E € X, d{SO(:E?g) = 0}7

et si kp(x,y) est le noyau de F, alors

supp sing(kr(z,y)) C {(z,y) € X XY, dep(x,y,§) = 0}.

Nous concluons que le support singulier d'une distribution u est ’ensemble des
points ot u ne se comporte pas comme une fonction classique. Pour aller plus loin
dans la théorie, les spécialistes essayent de relier la notion de la distribution a un
nouveau type de support. Ils ont localisé les singularités détectées dans ’espace
cotangent de sorte que chaque point singulier = est associé a son dual ¢ formant
un ensemble qui contient des couples singuliers de = et £. C’est exactement la
notion de front d’onde. L’idée qui survient est de se placer sur les petits ensembles

coniques de deux dimensions pour remédier au probléme.

Front d’onde

Le front d’onde permet de localiser les singularités d’une distribution u dans
I’espace cotangent. Dans cette partie, nous introduisons des notions et des proprié-
tés de front d’onde. L. Hormander a défini le concept scientifique de front d’onde
a l'aide des opérateurs pseudo-différentiels. Ce concept joue un role trés important
dans la formulation microlocale des solutions des équations différentielles. Cette
formulation microlocale nous permet d’éclaircir les ambiguités qui sont liées a la
notion de la propagation des singularités. Le concept de front d’onde est une partie
conique fermée de fibré cotangent privé de la section nulle 7*M\{0}. Cette partie

est un conique de I'espace des fréquences ¢ selon leurs positions x.

Définition 2.3.10. [11/[/31] Soit u € D'(2). Nous disons que u est microlocale-
ment de classe C> en un point (xo,&) € Q x (R"\{0}), s’il existe un ouvert V
vérifiant xg € V.C Q et un cone ouvert I' de R™"\{0} contenant &, tels que nous

avons :

Vi € C°(V), VYN, 3C|2u ()| < C(L+ )™ pour & €T
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L’ensemble des couples (xq,&y) ot u n’est pas microlocalement de classe C* est un
conique fermé de Q x (R"\{0}) qui définit le front d’onde de u. Cet ensemble noté
par W F(u).

Les définitions suivantes donnent des notions sur le concept de front d’onde des

opérateurs pseudo-différentiels.

Définition 2.3.11. [11] Soient P € OPS™ et p(x,&) son symbole. Nous définis-
sons le front d’onde de P comme étant le complémentaire de I’ensemble des points
(x,&) tel qu’il existe un voisinage de x et un voisinage conique de & sur lequel nous

avons pour tout entier N,

p(a, &) < (1 — )™, (2.47)

Définition 2.3.12. [55/[58] Soient P un opérateur pseudo-différentiel d’ordre m

et pm(z,&) son symbole principal. L’ensemble caractéristique de P est défini par :

Char(P) = {(x,&) € X x R"\{0}, pmn(z,&) =0}. (2.48)

Dans ce qui suit, nous mentionnons que les opérateurs pseudo-différentiels se
comportent bien vis-a-vis de la notion de front d’onde. Le théoreme suivant montre
qu’tl y a un lien entre le front d’onde et l’ensemble caractéristique d’un opérateur

pseudo-différentiel.

Théoréme 2.3.8. [55/[58] Soit P un opérateur pseudo-différentiel d’ordre m. Si
u e &'(R™), alors
WF(u)= () Char(P). (2.49)
PueC
Proposition 2.3.14. /58] Soient P € OPS™ et u € D'(X) .
Si Pu = f € C®(X), alors WF(u) C Char(P). En particulier, Si Char(P) est
un ensemble vide, alors u € C*°(X) et P est elliptique.

Théoréme 2.3.9. [58/[60] Soient P € OPS™ et v € D'(X). nous avons

WF(Pu) C WF(u) C WF(Pu)U Char(P). (2.50)
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Corollaire 2.3.4. [58/[60] Si P € OPS™(X) est elliptique, alors
WF(Pu) = WF(u). (2.51)

En particulier pour les équations hyperboliques, la solution d’un probleme défini
par des conditions initiales s’écrit comme une combinaison linéaire d’opérateurs
intégraux de Fourier. Dans le théoreme suivant, nous décrivons la relation entre
les fronts d’onde et les relations canoniques associées aux fonctions génératrices

de ces opérateurs intégraux de Fourier.

Théoréme 2.3.10. [55] Soit F' un opérateur intégral de Fourier d’ordre m associé

a la relation canonique C,, qui est défini par Uintégrale (2.22), alors
WFE(Fu) C Co(WF(u)), (2.52)

ou C, est une relation canonique qui est définie par :

Proposition 2.3.15. [38] Soient F' un opérateur intégral de Fourier d’ordre m
qui est défini par une fonction de phase p(z,£) sur X x R"\{0}. Nous avons

WE(F) C Ay = (1,005, ©)); Oeple,€) =0, avec €£0}.  (254)
ot A, est un conique fermé de T*X\{0}.

Proposition 2.3.16. [55] Soient A et B deuzr opérateurs intégrauzr de Fourier

associés & deux relations canoniques Cp et Cy respectivement. Nous avons
WF(AB) C WE(A)UWF(F). (2.55)

La propagation des singularités se produil quand ['onde se propage sur le bord
de Dobstacle diffuseur d’une facons tangentielle en créant un aspect singulier sur
le bord de [’obstacle. Le théoréme suwwant est ['un des résultats clé de ['analyse
microlocale. Ce théoréme permet de séparer entre les rayons (les trajectoires) de
propagation de singularité issus d’un point xo € supp sing(u) de X selon leur

origine (xg, &) € T*X.
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Théoréme 2.3.11. [11/[26]Théoréme de propagation

Soit P(x,D) = ngmpa(a:)l)o‘, un opérateur différentiel linéaire (resp. un opé-
rateur pseudo-différentiel) d’ordre m. Son symbole principale & valeur réelle est
Pim(,€) = 32 ajem Pa(@)E. Siu € 8" vérifie Uéquation

p(z, D)u = f, (2.56)

ot f € C*>, alors l'ensemble de front d’onde de u est l'union des courbes de
la bicaractéristique de p(x,&). La bicaractéristique contient les courbes intégrales
(trajectoires) du champ de vecteur H,  issues des points ot pn(x,§) = 0. Ce

champ de vecteur de p,, est défini par :
“~ (Opn O Opn O )
H, = (—— - . (2.57)
b jzl &rj a§] 8§j 8xj

Dans la figure 2.2, nous déstinguons la différence entre les trois concepts tels

que le front d’onde, la caustique et les trajectoires.

- _. fronts d’onde

————— > trajectoires

/’x caustiques

Fig. 2.2: Le front d’onde, la caustique et les trajectoires [27].
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Nous réalisons que le concept de front d’onde de u est un ensemble qui contient
(x,€) on x € supp sing(u) tandis que & est une fréquence dominante de u prés de
x. Le théoréme suivant, montre que le front d’onde est I'ensemble des mauvaise

directions de la distribution w.

Théoréme 2.3.12. [60] Soit le projecteur

. { X x R™\{0} — X, (2.58)

(z,§) — =x.
Alors, la projection sur X de WF(u) est supp sing(u).

En général, le nom de I'analyse microlocale est I'étude des distributions qui
sont locales a la fois en la variable d’espace z et en la variable de fréquence £. L’in-
troduction de ces concepts est principalement motivés par la théorie des équations
aux dérivées partielles qui est la source du progrés considérable dans ce domaine.

D’aprés ce que nous avons cité ci-dessus, le front d’onde de u € D'(X) est un
sous-ensemble conique de X x R™\{0} qui va contenir non seulement les points
ou u est singuliére, mais encore les (co-)directions ¢ dans lesquelles celle-ci est

singuliére.

2.4 Les opérateurs intégraux de Fourier associés a des

relations de pliage

Dés les débuts de la mécanique quantique, les physiciens ont proposé des formes,
des approches pour les solutions de I’équation des ondes. La plus célébre est ’ap-
proche de BKW (Brillouin-Kramers-Wentzell) qui propose la solution sous forme

d’une fonction d’onde qui est donnée par :
w(z) = a(x)e™, (2.59)

ol () est une fonction de phase associe a la relation canonique C,,. Cette relation
canonique est le graphe de dy et a(x) un symbole. Notre objectif est de franchir

le concept des singularités de Cy,. Dot les singularité de la fonction ¢ qui désigne



2. Les opérateurs intégraux de Fourier et les singularités 62

exactement le concept de la caustique. Les singularités les plus célébres dans la
caustique sont les singularités de pli. Nous profitons dans cette partie de jeter un
coup d’ceil sur les fonctions qui admettent ce genre de singularités plus précisément

la fameuse fonction d’Airy.

Exemple. Pour tout (z,&) € R*", nous définissons la fonction d’Airy par 'inté-

grale sutvante :

1 e €
Aiz) = o~ / ) ge. (2.60)

Cette fonction est associée a4 la variété lagrangienne
r=—£2 (2.61)
st X est un ouvert de R" et si C, vérifie la forme suivante :
{(z,6) € X x R"\{0}, 2 = —¢*} C T*R", (2.62)

alors la relation (2.64) admet la fonction de phase ¥(z,§) :
3

Y(,§) = 5 +ag. (2.63)

qui admet une caustique en (0,0). La fonction d’Airy décrit le comportement des

intégrales oscillantes associées aux singularités plis

D’aprés I'exemple précédent, si X est un ouvert de R" et si C,, vérifie la forme
suivante :
{(z,§) € X xR"\{0},z = —€*} C T'R", (2.64)
alors la relation (2.64) admet la fonction de phase ¥(z,§) :
3

W(x, &) = 3 + z€. (2.65)

Le faite de produire une autre fonction de phase v qui vérifie la méme relation de
C,, cela nous permet de réduire la caustique de la fonction de phase ¢ a l'origine.

A cet effet, au voisinage de 0 Papproche (2.59) admet la représentation suivante :

Ju(z) = / e g (2, EYu(€)dE, (2.66)
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ou a(z,§) est un symbole a support compact et u(z) € C§°(X).
Cette intégrale ressemble fort a celle qui définit la fonction d’Airy. Il représente un
opérateur intégrale de Fourier associé a la relation canonique de pliage. En fait,

on a mieux que cela dans le théoréme suivant :

Théoréme 2.4.1. [26] Si C, admet une singularité de pli au voisinage de (x¢, &),
alors il existe des coordonnées locales pres de xqy et une fonction de phase définie
par :

3

V(@ €) = plo) + g + T

telle que
Cyp = Cy.

Définition 2.4.1. [54] Soient p(x,&) une fonction de C>*°(X x R™\{0}) et C, une
relation canonique vérifie (2.11). Nous disons que C,, est une relation canonique
de pliage (singuliére) si et seulement si le projecteur w: Cp, — T*(X), (x,€) — x

n’est pas un difféomorphisme.

Remarque. D’une facon pratique, nous disons que C, est une relation singuliére
(resp. pliage) si et seulement si sa fonction génératrice admet des singularités

(resp. singularité pli).

Deéfinition 2.4.2. Tout opérateur intégral de Fourier qui admet une fonction de

phase singuliere, définit un opérateur intégrale de Fourier de pliage.

Remarque. [54] L opérateur intégrale de Fourier associé G une relation canonique

de pliage, il ne représente pas un graphe.

Théoréme 2.4.2. [26] Si C, = Cy, tout opérateur dans I"™(X,C,) est aussi dans
I'(X,Cy).

Nous concluons qu’il est possible de réduire les opérateurs intégraux de Fou-
rier singuliers a d’autres opérateurs intégraux de Fourier plus simple. Pour cette
réduction, il nous suffit juste de trouver une autre fonction de phase simple qui est
associée a la méme relation canonique de laquelle elle munit les mémes singularité

que la fonction de phase de 'opérateur original.
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2.5 Les opérateurs de Fourier-Airy

Les opérateurs intégraux de Fourier-Airy (ou les opérateurs d’Airy) sont un
nouveau type des opérateurs intégraux de Fourier. Ce type admet, d’une part un
symbole qui est défini par la fonction d’Airy, et d’autre part une fonction de phase
généralisée qui est définie par une relation canonique singuliére. De plus, tout opé-
rateur pseudo-différentiel admettant un symbole définit par un multiplicateur de
Fourier satisfaisant la fonction d’Airy, est un opérateur d’Airy.

En général, les opérateurs d’Airy généralisent le concept mathématique des opé-
rateurs intégraux de Fourier. Melrose a réussi de faire un calcul symbolique de
cette classe d’opérateurs pour le but de construire des paramétrisations qui lui
permettent d’analyser le probléme de diffraction. De plus, ce genre d’opérateurs
apparaissent dans ’analyse des problémes ot les rayons incidents passent au voi-
sinage du bord de I'obstacle d’une fagon tangentielle ou glissante. Cela définit
exactement Grazing rays et Gliding rays.

Grazing rays explique le phénomeéne de la diffraction des ondes quand elles se pro-
pagent d’une facon tangentielle sur 'extérieur du bord de 'obstacle et Gliding
rays est exprimé par 'action quand les rayons incidente intersectent d’une facon
tangentielle I'intérieur du bord de I'obstacle.

Les opérateurs d’Airy basent sur des multiplicateurs de Fourier ®,,®i, A et Ai

qui vérifient les propriétés suivantes :

Définition 2.5.1. [62] Soient O avec s = £ et ®i deur multiplicateurs de Fourier
définis par :

Bou(€) = Bu(C)A(E),  Diu(€) = Di(Go)u(), (2.67)
2,(60) = G BilG) = (@), (269

et
Co = (&1 +iT)ET, (2.69)

o & = (&1, , &) et A(x) = Ag(z) = As(x) = Ai(£27/3z).
Pour ®i, nous fixons T positif et pour ®, nous prenons T = 0. Autrement dit, $i

et ®, sont deux opérateurs d’Airy.
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Remarque. Lopérateur ®, apparait dans ’analyse du probléme de Grazing rays
quand les rayons incidents passent tangentiellement a travers le bord de [’obstacle.

De plus, ® est un opérateur pseudo-différentiel dans OPSll//go.

Remarque. L’opérateur ®i apparait dans ’analyse du probleme de Gliding rays
quand les rayons incidents se diffractent d’une facon tangentielle a intérieur du
bord de ['obstacle. ® n’est pas un opérateur pseudo-différentiel, il est un opérateur

wntégral de Fourier qui admet une fonction de phase singuliére.

Définition 2.5.2. [5/] Soient Ai9) et AY) deuzx opérateurs pseudo-différentiels
sur R™ x R tels que

AV, t) = [ DTG 6ty ) dydvigar,  (270)
et

ADy(z,t) = /ei(‘”y)f”(t”)TAgl)(&T1/3)u(y, v)dydvdédr, (2.71)

ot j = 0,1 dénote l'ordre de dérivation.
Ce genre d’opérateurs est défini par les multiplicateurs de Fourier AiD)(&771/3)
Ag)(fﬂ_l/?’) qui vérifient

AiOu(z,t) = A (&7 3Ya(e, 1), (2.72)
ADu(z,t) = AD(Er)a(e, 7). (2.73)

Remarque. Les égalités (2.72) et (2.73) sont aussi valable pour l'opérateur A~

Dans ce qui suit, nous introduisons d’autre définition des opérateurs Fourier-
Airy qui peuvent étre présente dans I’étude des phénoménes de la propagation des

ondes et 'analyse des probléme de diffraction.

Définition 2.5.3. [53] Soit Y™ un conique au voisinage & = (1,0---0), pour tout

e tel que 0 < e < 1, nous définissons T2 par :

T ={€ e R"\{0}; [€— [€[e] < [€led, (2.74)
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L’espace des opérateurs de Fourier-Airy d’ordre m (des opérateurs d’Airy d’ordre
m) est noté OPN™. De plus OPN™ = OPN™R"™ x T"), ou s = +. L’es-
pace OPN™ contient les opérateurs de OPS{’}&O(R”) admettant des symboles de

la forme suivante :

o~ 3 b, OBGE)E (2.75)

keZ,leN

W~

pour tout | € N, la somme par rapport a Uindice k € Z est finie, by; € ff(g(R” X
R™ x ) et

PGo©) = (Gl (2.76)
i
OE(Gol€) € 515, = ST (2.77)
tel que

(2.78)

p pourp =0,
p =
i 0 pourp<a0.

Proposition 2.5.1. [53] Soit B un opérateur d’Airy de OPN™ admettant le sym-
bole (2.75).
1) Si k>0, alors B est un opérateur d’Airy de type positive. Nous notons

B € OPN™ (R™ x T?). (2.79)
2) Si k=0, alors ®%! =0, pour tout [ > 0.
3) Nous disons que B est un opérateur classique si pour tout | € N et k € Z
tels que | = k = 0. De plus, l'opérateur B est classique loin de ( = 0.

Proposition 2.5.2. [53/
OPN> = | JOPN™, OPSI; C OPN™. (2.80)
meR

Dans ce qui suit, nous définissons I'espace des opérateurs de Fourier-Airy de

type positive et nous introduisons des opérateurs qui appartiennent a cet espace.
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Définition 2.5.4. [62] L’espace OPN™" contient précisément les opérateurs qui

sont de la forme suivante :

Tu(z) = / T a2, y, ) @u(&1E, %) + bz, y, )] uly)dydé, (2.81)

ol a(w,y,§) € ™ et b(w,y, &) € S™.

Remarque. Si nous remplagons ®5 par ®i dans la définition (2.5.4) nous aurons

des opérateurs appartiennent dans le méme espace OPN™T.
Proposition 2.5.3. [62] OPN™* C OPSY}, .
Théoréme 2.5.1. [62] Si Ty € OPN™ " et Ty € OPN™>% | alors

T\'Ty € OPN™ M2t (2.82)

ot my et mo sont deux réels.

Théoréme 2.5.2. [62] Si T € OPN™" alors T~ € OPN~™7". De plus, T~ est

microlocal au voisinage de &;.

Définition 2.5.5. [53] Pour tout m € R et N € Z, I'espace OPN™Y (R™ x T7)
contient les opérateurs pseudo-différentiels admettant le symbole qui est de la forme

sutvante :

oB)~ 3 b O (Go(€)6n S

ke€Z,leN

wl~

(2.83)

St nous fizons | alors la somme qui dépendante de k est bornée et nous avons
bia(w,€) € ST (R x 1), (2.84)
Proposition 2.5.4. [53] OPNT" =y, OPN™Y.

Proposition 2.5.5. [53] Pour tout m € R, et N € Z. Nous avons
1) OPA/‘Sm,N C OPA/‘gm+1,N+1_
2) OPN™% C OPN™.

3) OPNI™N c OPSy) 0"
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Proposition 2.5.6. /53] Si B € OPN™*(R"xY") alors B* € OPN™" (R"xT7")
ou B* est l'adjoint de B.

Les opérateurs de Fourier-Airy sont utilisés pour construire des structures et
des paramétres. Ces paramétres nous permettent de résoudre les problémes de dif-
fraction sur le bord de I'obstacle.

Ce type d’opérateur donne un controle principal sur la structure microlocale au
voisinage d’un point diffractif sur le bord. Ce point de diffraction produit une sin-
gularité au niveau de la fonction de phase de ces opérateurs. Cette derniére est
définie sur 'hypersurface de 'obstacle, comme étant une fonction réelle sur la ré-
gion hyperbolique de I’hypersurface, tandis que sur la région elliptique, la fonction
de phase est complexe.

Pour pouvoir construire ce genre d’opérateur, nous devons utiliser une forme stan-
dard de la fonction de phase, d'une fagon que les singularités de cette fonction de

phase doivent présenter suivant les singularités de de la fonction d’Airy.



3. L’AMPLITUDE DE KIRCHHOFF EN UTILISANT LA
DECOMPOSITION DE DTN

3.1 Introduction

B. Melrose et R.Taylor se sont intéressés a résoudre le probléme de diffraction
des ondes par un obstacle strictement convexe O dans R"*!. Le bord de 'obstacle
O est une hypersurface de C* noté par 0O = B. Ils supposaient que 'obstacle
munit d’une courbure ¢(z) strictement positive partout sur le bord et 2 est un
ouvert de R"*! tel que Q = R"*1/0.

Dépendant du phénoméne de la diffraction des ondes par un obstacle convexe,
B. Melrose et R.Taylor ont décomposé le bord de I'obstacle en trois régions (voir

les figures 3.2 et 3.1) : la région illuminée définie par :
00_ = {x € 00 : n(z) - w < 0},
la région d’ombre définie par :
00, = {x € 00 : n(z) - w > 0},

et la région de transition (le bord d’ombre) définie par :

00, ={z € 90 : n(x) - w = 0}. (3.1)

Dans [54], Taylor et Melrose ont fait une étude détaillée au voisinage du pic
de diffraction pour le but de trouver le développement asymptotique du champ
diffracté. Cette étude est faite en traitant la diffraction des ondes par un obstacle
strictement convexe avec une condition sur le bord de I'obstacle qui est définie par
I'opérateur de Dirichlet to Neumann (DtN).
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I

[/

uufHHH”“

Fig. 3.1: Diffraction des ondes par un obstacle convexe [4§]

L’opérateur DtN est un opérateur pseudo-différentiel de caractére non local. Ce
caractére oblige Melrose et Taylor a déterminer une approximation locale de 'opé-
rateur pseudo-différentiel DtN. D’apreés les calcules et la nouvelle technique suivie
par Taylor et Melrose dans [54], ils ont déterminé 'approximation de Kirchhoff

corrigée. Cette nouvelle approximation est définie dans la région illuminée par :

ow'(x, k) _wi(x, k)

=2 2
on(x) on(x) ’ (3:2)
et pour tout x dans {x € 90 : n(x) - w > 0}, elle est définie par :
ow'(x, k)
an—(l‘) — 0. (3.3)

ot w'(x, k) est le champ total de I'équation de Helmholtz (0.6). Cette approxima-
tion est motivée par 1'idée que dans la région d’ombre, le champ total est essen-
tiellement zéro, pour k grand.

De plus, cette approximation joue le role d’une approche de la dérivée normal du
champ total quand nous utilisons la méthode des équations intégrales pour trouver

la solution de 1’équation de Helmholtz.
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La région illuminée

rayon réflechi

Les rayons
incidents

rayon réflichi

La région illuminée

Fig. 3.2: Les trois régions du bord de l'obstacle diffuseur [4§]

Dans ce qui suit, nous allons citer la technique suivie par Taylor et Melrose pour
trouver cette approche de la dérivée normale du champ total. Cette technique
s’est résumé premiérement par trouver I'opérateur (). Cet opérateur est associé a
la dérivée normale du champ total sur le bord. Puis, ils ont déterminé le noyau de
Popérateur (). Ensuite, ils ont appliqué la transformation de Fourier inverse par
rapport a la variable temps pour déterminer 'intégrale oscillante de I'amplitude
de Kirchhoff ag. Enfin, ils ont déterminé le développement asymptotique de I’am-
plitude a¢ en utilisant la méthode de phase stationnaire.

Pour trouver ’approche de la dérivée normale du champ total sur le bord de I'obs-
tacle dans la gamme de fréquence trés élevée, Taylor et Melrose ont fait tendre
k trouvé dans le développement asymptotique de I'amplitude ag obtenu précé-
demment vers (+00). Cette technique leurs permet d’obtenir "approximation de

Kirchhoff corrigé.
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En particulier, 'approximation de Kirchhoff corrigée, parfois elle s’est considérée
comme une approximation du plan tangent, et parfois une approximation a haute
fréquence. Cette approximation est largement utilisée pour modéliser le phénoméne

de la diffraction des ondes par un objet faiblement courbé.

3.2 L’étude de propagation d’une onde au voisinage de la

région de transition

L’étude du phénomeéne de la diffraction des ondes par un obstacle convexe
a été notamment étudié par R. Melrose, M. Taylor dans [54],[55]et [59]. L’idée
principale de cette partie est de rappeler quelques résultats obtenus par R. Taylor
et M. Melrose qui les ont eu au voisinage de la région de transition et de déterminé
une forme générale de la solution prés d’un point diffractif.
Soit @ C R™! un obstacle strictement convexe borné tel que le bord de O est une
hypersurface de C* noté par 00 = B. Supposons €2 un ouvert de R"*! tel que
Q = R*™M\O. Nous définissons 'équation des ondes (3.4) avec une condition de

Dirichlet sur le bord par :

{ (O — A)u(z,t) =0 dans 2 x R, (3.4)

u(z,t) = f(x,t) sur 00 x R,

ou f(z,t) € (00 x R).

En étudiant ce probléme, Taylor et Melrose ont traité le mouvement des rayons
quand ils se glissent d’une facon tangentielle sur le bord de 'obstacle produisant
le phénomeéne de Grazing rays et le phénoméne de Gliding rays (voir la figure 3.3
et la figure 3.4). De leurs part, ils ont défini le phénoméne de Grazing rays par la
propagation des singularités a I'extérieur de 'obstacle diffuseur qui signifie exacte-
ment le glissement des rayons incidents d’une fagon tangentielle sur U'extérieur du
bord de I'obstacle diffuseur. Tandis que le phénomeéne de Gliding rays est défini par
la propagation des singularités a 'intérieur de 'obstacle qui signifie le dérapage
des rayons incidents tangentiellement a 'intérieur du bord de I'obstacle.

Si nous nous focalisons sur la figure 3.4, nous voyons que les singularités de la
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Grazing
Incidence ——— — —_— —
mirror surface

Fig. 3.3: Le cas de Grazing rays. La fleche rouge est le champ incident et la fléche blue

est le champ diffracté.

solution de I’équation des ondes u(z,t) se déplace le long des courbes trajectoires
venant de la source P (comme r, r’ voir la figure 3.4).

Suivant la figure 3.4, nous remarquons que 'onde incidente venant de la source P
va suivre deux direction possible quand elle se rencontre le bord de 'obstacle O.
La premiére direction s’agit que cette onde va se réfléchir dés qu’elle se croise avec
le bord de l'obstacle (comme r, voir la figure 3.4). Dans ce cas, les singularités
continuent & se déplacer le long de la trajectoire. La deuxiéme situation est beau-
coup plus compliquée, 1a ot 'onde se glisse sur le bord de 'obstacle. Melrose et
Taylor ont indiqué que ce genre de singularités est lié au comportement analytique
de u(z,t), la solution du probléme (3.4) .

Autrement dit, les difficultés principales de ce genre de probléme viennent de
comportement des singularités au voisinage d’un point irrégulier sur le bord de
I'obstacle diffuseur. De plus, ces difficultés apparaissent prés des points par les-
quels passe un rayon optique (glancing rays) en coudoyant le bord sans étre dévié
produisant les points diffractifs dans la région de transition.

Dans le cas général, si nous exposons un obstacle devant un paquet d’ondes,
nous voyons que chaque rayon incident qui est tangent au bord de I'obstacle donne
naissance a un rayon diffracté. Les difficultés des problémes de la propagation des
ondes les plus compliquées apparaissent dans la description de ces rayons qui sont
tangents sur le bord de 'obstacle en produisant le phénomeéne de diffraction. Ceux
sont des rayons obliques (glancing rays) qui désignent les deux sorte de phéno-

ménes Gliding rays et Grazing rays. Dans les deux situations le champ diffracté
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Fig. 3.4: Diffraction d’une onde par un obstacle O [39].

de ce probléme est défini comme étant une combinaison des fonctions d’Airy.
Le but du théoréme suivant est de présenter les solutions des problémes de propa-
gation des ondes pour les deux types des rayons qui sont tangents sur le bord de

I'obstacle.

Théoréme 3.2.1. [55] Dans le cas de Grazing rays la solution du probléme de

diffraction est de la forme suivante :

u(z,t) =/ V) [g(w,t,€) AL (((x,1,€)) + ih(a, t, ) AL(C(x,t,€))] AT (Golx, &) K (&)dE,
' (3.5)
W(x,t,€) et ((x,t,€) sont deux fonctions de phase homogénes par rapport a &
de dégrée let 2/3 respectivement avec ((x,t, €)oo = (o(z,§) = 5{1/351, g(x,t,§)
et h(z,t,&) sont deus symboles de S° et S™'/3 respectivement, avec h(z,t,&) = 0
pour tout x € 00, K est un opérateur intégrale de Fourier d’ordre 0 (définit par
la condition de Dirichlet) et Ay est la fonction d’Airy (voir chapitre 1).
Dans le cas de Gliding rays la solution du probleme de diffraction est de la forme

suwante :

u(r,t) = / V@) [g (b, €) Ai(C(x, 1, €)) + ih(x, t, €) AT (¢, 1, €))] Ai~ (Colx, €)) K (€)dE.
' (3.6)

Le faite que Ai admette des zéros, alors il faut évaluer (z,t,&,m), ((x,t,§),

g(x,t, &) et hx,t, &) au point (§+iT, &, -+ , &), ou T est un réel fixé et ((x,t,&)|s0 =

Col,€) = &2 (&1 +1T).
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Remarque. Soient P un opérateur différentiel (resp. pseudo-differentiel) et u la
solution de Uéquation Pu = 0 avec tel que u = (gAL(C) + ihA'())e™ dans le
cas de Grazing rays (resp. u = (gAi(¢) + ihA'i(¢))e™ dans le cas de Gliding
rays). Les deux fonctions de phase i et ( sont solutions [’équation eikonal, et les
deuxr amplitudes g et h sont solutions [’équation de transport. pour tout opérateur

différentiel P, (pour plus détails, consultez [55] page 19-20).

L’exemple de Friedlander

Les travaux de Taylor et Melrose consistent a étudier la diffraction d’une onde
qui glisse tangentiellement sur le bord de 1'obstacle produisant un contact de se-
conde ordre qui prend la forme d’un pli .

L’exemple le plus célébre pour traiter ce probléme est celui de Friedlander qui vient
de I’équation des ondes lorsque les rayons incidents se glissent tangentiellement sur
le bord de 'obstacle O C R"™. Nous considérons u(x,t) € D'(2 x R) la solution de

I’équation des ondes telle que

3.7
u(z,0) = f(x). (3.7)

avec la condition de Dirichlet et la condition de Neumann sur le bord respective-

{ (O — Au(z,t) =0 dans Q x R,

ment par :
u(,t)|soxr = h(z,1), (3.8)
Onu(z,t)|soxr = g(z, 1), (3.9)
n dénote le vecteur normal extérieur.
Les projets de Taylor et Melrose sur le probléme de Glanzing rays sont basés sur

I’étude bien détaillée de I'exemple de Friedlander. Nous définissons ce probléme
comme suit : soit Q@ =R"\O x R avec O = {zx € R" : |z| < 1} et

Q. ={zecR"™ 2, >0} (3.10)

Comme il est mentionné dans [55|, Taylor et Melrose ont considéré u(x,z,,1) la

solution de 'exemple de Friedlander qui est défini par I’équation suivante :

(02 4 2p4102, + 04,05, | u(x, 20g1) = 0. (3.11)

Tn+1
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avec une condition sur le bord
w(x, xpi1) = f(x) € E'(R™) pour x,41 = 0. (3.12)

En appliquant la transformation de Fourier sur le systéme (3.11), Taylor et Melrose

ont obtenu
d2

danrl

a(f? mn+1) = (xn+1£i + glgn)a\(S? $n+1>- (313)
Le probléme (3.11) s’est réduit & une équation différentielle connue qui est 1’équa-
tion d’Airy qui est définie par :

Al (s) 4+ sAL(s) =0, (3.14)

ot s = (1, 1& + flfn)£{4/3. La solution de I’équation obtenue (3.14) est donnée

par A (s) (voir le chapitre 1). D’ou la solution de (3.13) est

U, Tnr1) = AL (& + &176). (3.15)

Maintenant, Taylor et Merlrose veulent déterminer la constante c¢; pour le but de
trouver la solution finale du probléme (3.11). Ils ont utilisé les conditions au bord

tels que U(&,0)|z,,,—0 = fA(f), ce qui leurs permet d’obtenir I’expression suivante :

U(£,0) = a1 AL(E,PG),

(3.16)
d’ou R
f€)
En remplagant (3.17) dans (3.15), I'expression (3.15) devient :
- Ar(@an&” +6176) -
(&, Tppr) = iggi“w = f(e),
_ Ai(C(€:$n+l)) iy
S TAGE) O (319)

C(6, Tnr1) = T + &6 et ((€,0) = G = & .
Finalement, si f(£) est a support compact dans le conique |¢'| < £K¢,, tel que
& =(&,..-,&u1), la solution de (3.11) est donnée par

(T, 2pyer) = Ai(C(f,:ﬂnH))emsA
. / A1 (G(©)) F(E)de. (3.19)
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ou x = (x1, ..., Tp).
Taylor et Melrose ont utilisé les mémes procédures précédentes pour trouver la

solution du probléme (3.11) dans Q_ tel que
Q. ={zecR"":1,, <0} (3.20)

Dans Q_, Taylor et Melrose ont déterminé la méme solution que (3.19) mais avec

une fonction de phase ( différente qui est donnée par :

(& Tnp) = E,13(& +iT) + 201 &3,

otl 12 = —1 et
Col§) = & (&1 +1T).
Les travaux de Taylor et Melrose sur les rayons obliques sont basés sur I’étude de

I’exemple de Friedlander. En traitant cet exemple, ils ont démontré que la solution

de ce genre de probléme est écrite par une combinaison des fonctions d’Airy.

L’opérateur de Dirichlet to Neumann au voisinage de la région de

transition

Dans cette partie, nous allons définir I’équation d’onde avec condition de Diri-
chlet sur le bord. Soient O un obstacle strictement convexe de R"*!, de frontiére
00 = B, B une hypersurface de C*°dans R"*! tel que B a une courbure positive,
Q un ouvert de R™™! tel que Q = R"*/O. Soit u(z,t) € D'(Q x R) la solution de

probléme de I'équation des ondes,

(O — A)u(z,t) =0  dans Q x R,
u(z,t) = f(x,t) sur B xR, (3.21)
u(z,t) =0 pour t << 0.

La solution de ce probléme est définie par I'intégrale suivante :
u(z,t) = / (G (2, 9)On(yu(y, t) — Oniy) Gz, y)u(y, t)] do(y), z € Q (3.22)
B

ot G est la fonction de Green donnée par la définition (1.5.2).
L’intégrale (3.22) nous permet de reconstruire la solution du probléme de diffrac-

tion dans le domaine extérieur dés que les données de Cauchy (u|g, 0,u|p) sont
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bien posées. Nous remarquons que ’onde diffractée vérifie une des deux conditions,
soit la condition de Dirichlet ou bien la condition de Neumann sur le bord de I'obs-
tacle. Si nous choisissons la condition de Neumann (3.9), alors toute la difficulté
consiste a déterminer u(x,t)|p par la seule connaissance de la donnée 0,u(z,t).

Ceci revient a définir 'opérateur de Dirichlet to Neumann DtN sur 0O.

Définition 3.2.1. [5/] L ’opérateur de Dirichlet to Neumann DtN sur un domaine

borné est défini par Uapplication suivante :

DtN : H'2(00 x R) — H~Y2(00 x R), (3.3)
f(.flf,t) = Dth(x7t) = 8n(ac)u(x7t)‘Ble7 ‘

ot n(z) est le vecteur extérieur unitaire au point x sur le bord de I’obstacle et H'/?
(restp. H=/2) est I’espace de Sobolev d’ordre 1/2 (resp. d’ordre —1/2).

Proposition 3.2.1. [55] DtN est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 1 non

local.

Taylor et Melrose ont appliqué la dérivée normale sur (3.5). Ce qui leurs a per-
mis d’obtenir la décomposition microlocale de 'opérateur Dirichlet to Neumann.
Le théoréme suivant donne la décomposition pseudo-différentielle de DtN. Cette
derniére joue un role crucial dans les applications de I'analyse des rayons glissants

aux problémes dans la théorie de diffraction des ondes.

Théoréme 3.2.2. [59/[49][55] [52] Au voisinage de la région de transition, [’opé-
rateur DtN est de la forme microlocale suivante :

DtN = J(Ay®y + B)J (3.24)
ot J est un opérateur intégral de Fourier inversible elliptique d’ordre 0 associe a la
relation canonique Yy, Ag € OPSi/O?’ elliptique au voisinage den =0, B € OPS1170

admet un symbole principale qui s’annule pour n =0 et L = & € OP./\/'lo/3 est un

opérateur pseudo-différentiel admettant le symbole suivant :

R AL
oo, (&,1) = [€] 1/3A—i(|5| Vo) € 5050, (3.25)

avec (£,m) € R* X R est le dual de (xz,t) € 00 x R et Ay, AL sont la fonction

d’Airy et sa dérivée. De plus, ® est un multiplicateur de Fourier (voir la définition
2.5.1).
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3.3 La décomposition microlocale des opérateurs intégraux

de Fourier associés a des relations de pliage

Les opérateurs intégraux de Fourier qui sont définis par (2.22), représentent
une réflexion transversale des ondes sur le bord de P'obstacle diffuseur. Dans [54]
[55][59], Taylor et Melrose ont fait une étude bien détaillée sur la propagation des
singularités le long des rayons incidente atteignant le bord d’une fagon tangentielle.
Cette étude permettait Taylor et Melrose de produire un autre type d’opérateurs
intégraux de Fourier tels que les opérateurs de type Fourier-Airy. Ce type d’opé-
rateurs existent dans deux différents genre de diffraction, soit la diffraction des
ondes par des obstacles produisant des points de singularité sur le bord, ou bien la
diffraction des ondes par des obstacles admettant des courbures asymptotiquement
petite.

Le théoréme suivant donne la décomposition microlocale des opérateurs intégraux

de Fourier singuliers.

Théoréme 3.3.1. [5/] Soient X et Xy deux variétés de C*°(R") de dimension n.
Si C C (T*X\{0}) x (T*X1\{0}) est une relation canonique de pliage en point
P = (P, Do) et I est un petit conique au voisinage de P, il existe deux opérateurs

intégraux de Fourier tels que
KeI(X1,R"¢1), JeI'R" Xy c"),
admettant respectivement les transformations canoniques locales suivante :

¢ T*X; — T*R",p; — (0,€) avec € =(0,...,0,1).

Alors, pour tout opérateur intégrale de Fourier F € I™(X1, Xo;C) qui vérifie
WEF(F) CT estdela forme suivante :

F=J (BiA + EBA) - K, (3.26)

ot By € OPS™Y6 By € OPS™ Y6 et A; et A, sont deuz opérateurs d’Airy (voir
chapitre 3, Uexpression (2.70)).
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Remarque. 1l est tres important de choisir J et K tels qu’ils soient elliptiques et
associés a des relations canoniques particuliere qui réduisent la relation C' en une

autre relation connue et facile a utiliser.

Remarque. [l est trés important de bien choisir les transformations canoniques

(5.3.1) pour bien réduire la caustique de la phase originale o origine.

La décomposition (3.26) de opérateur intégral de Fourier singulier est la clé

principale qui aide & résoudre les problémes de diffraction.

Théoréme 3.3.2. Soit F' un opérateur intégral de Fourier d’ordre m associé a la

relation canonique C tel que

Cl:{(xag)v(yan) ER2” XR2”; T, =Y 2§Z§7’L—17

(21— 3n)? = —f— (0 — ) = g — 1)) (3.20)

3
Le front d’onde de lopérateur F' est défini par :

Co={(z,&,y,m) € R xRz = y;,2 < i <, € =1, (11 — y1)? = =& /&)
(3.28)
Si F vérifie les conditions suivante :
1) F = PLAi+ P, A avec Py et Py sont deuz opérateurs d’Airy de type positif
tels que
P e OPN™*,  Pye OPNI 7, (3.29)

2) WF(Fu) C (Co)+WF(u), tel que

(Co)= = {((x,€), (4, €)) € Co; (w1 — 1) = £(=&1 /&) "*}. (3.30)
(Co)+ représente deux moitiés de Cy tel que Co = (Cp)+ J(Ch)-—.

Alors F' peut étre de la forme suivante :
F=P (A, (3.31)

ot Ay, P sont deux opérateurs d’Airy avec P € OPN™ 5+,
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Le théoréme suivant introduit la fonction de phase de I'opérateur intégral de
Fourier qui représente le champ incident en présentant le lien entre la relation

canonique et la fonction de phase.

Théoréme 3.3.3. [54] Soit Yr la fonction de phase de lopérateur intégral de
Fourier F. St ¢ est définie par :

Yp(w,z,t,s,7)=(t—s—x-w)T,
alors, la relation canonique associe @ Yp est donnée par :

Cr={(t,y;7,1m), (w,s;0,2) € T*(B xR) x T*(S" x R);
t=s+y w,T=0#0,z=7(y— (y ww),n=71(-w+ (w-n(y))n(y))} (3.32)

Pour tout (w,s;0,2) € T*(S™ X R) avec 0 € R, z € R"™ w € 8" (voir 0.4) tel
que z2-w =0 et (t,y;7,m) € T*(B X R) avecy € B, t,7 € R et n € R" tel que

n-n(y) =0 ot n(y) dénote le vecteur normal extérieur.

Remarque. [5/] La partie singuliére de la relation canonique (3.52) est
L =CpN{y €00 tel que w-n(y)=0}. (3.33)
ot Lp définit le pli de Cp.

Le théoréme suivant introduit une nouvelle fonction de phase construite par
Taylor et Merlrose en utilisant des transformations canoniques particuliéres pour
le but de réduire la fonction de phase 1. Cette nouvelle fonction de phase doit

admettre les mémes points critiques que la fonction de phase originale 5.

Théoréme 3.3.4. [5/] Soit p = (p1, p2) un point singulier de L. Au voisinage de

chaque point p, il existe deux relations canoniques c1 et co qui sont définies par :
c1: TH(S™ x R),p; — T*R™ (0,...,0;1,...,0), (3.34)

co : T*(B x R), py — T*R™ (0, ...,0;1,0,...,0). (3.35)
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Tel que au voisinage de point de base, les relations cq et co vérifient

Co - CF ' Cfl = {<(tlay;7—17£)7 <t27x;7—2777)) S T*R2n+2; (yl - I1)2 = _gl/Tla
n=mn8=m3=y+/rn=~-1Y,
12 <
tl — tg = 1/3(371 — y1)3 — %,yl — l’li()} (336)

Remarque. [54] Pour tout t,t; € R, ¢ € R"\{0} et 7 € R\{0}, la relation (3.56)

est parametrisée par la fonction de phase suivante :

12 12
Pl €7) = ()£ (- t)r = B8 2 2 gy

2 3
(3.37)

0“62 (517"' 7571)7 5/: (527"' 7571) 6LL.I',: (*1'27"' 7$n>-

Remarque. [5/] La relation (5.36) définie une relation de pliage et TYR™ ! trans-

verse le pli au point de base.

3.4 L’amplitude de Kirchhoff ag

Dans cette partie, nous allons introduire 'opérateur de Kirchhoff () et l'inté-
grale oscillante de 'amplitude de Kirchhoff ag(w, z, k) que Taylor et Melrose ont
déterminé en utilisant le principe des opérateurs intégraux de Fourier dans [54].

Nous définissons le champ total de I'équation d’onde (3.21) par :
ut(z,t) = u'(x,t) +u'(, 1), (3.38)
ot u®(z,t) est le champ diffracté et u’(z,t) est champ incident tel que
u'(x,t) =6t —x-w).
La dérivée normale du champ total est donnée par :
Ot (z,t) = Opu®(x,t) + Opu'(z,1). (3.39)

Selon Taylor et Melrose, le noyau de lopérateur de Kirchhoff kg(w,x,t) et son

opérateur () sont définis respectivement par :

ko(w,x,t) = Opu’(z,t) + (n - w)oikp(w, x,t), (3.40)
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ot kp(w,z,t) =6(t —x - w) et

Q= (DtN + (n - w)%) F:&(8"xR)— D'(B xR), (3.41)

ou F' est Iopérateur intégral de Fourier qui représente le champ incident tel qu’il

est défini par l'intégrale (0.12).

Remarque. L’opérateur de Kirchhoff Q) est associé a ['opérateur de la dérivée

normale du champ total de ’équation d’ondes

Pour obtenir une décomposition microlocale de 'opérateur ), Taylor et Mel-
rose ont appliqué le théoréme 3.3.1 sur 'opérateur F' et la proposition 3.2.2 sur

Vopérateur (3.41). Ils ont trouvée
Q = J(A;® + By)(F1Ai + Ex AV YK + J(E3Ai + ELA)K, (3.42)

ou F; € OPS_n/2+1/6,E2 c OPS_n/Q_l/G, F5 € OPS_n/2+l/6+17 E, € OPS—n/Z—l/G—H7
J et K deux opérateurs intégraux de Fourier elliptiques d’ordre 0. Ay, By et ® sont

définis dans la proposition 3.2.2.

Théoréme 3.4.1. [54] L'opérateur de Kirchhoff Q) admet une forme microlocale
Q= JAA'PK, (3.43)

avec J, K deux opérateurs intégraux de Fourier elliptiques d’ordre 0, Ay € OPS?/3,

P € OPS~271/S ¢st un opérateur pseudo-différentiel et A est Uopérateur d’Airy.

Pour obtenir I'intégrale oscillante de 'amplitude de Kirchhoff, Taylor et Melrose
ont déterminé d’abord le noyau de Kirchhoff rg(w, z,1). A cet effet, Taylor et
Melrose ont appliqué 'opérateur @ sur la masse de Dirac (.4 € £'(S" xR) donné

au point de base pour le but de trouver le noyau associe a 'opérateur Q).

Remarque. Le point de base est obtenu quand t = 0, il se trouve dans la région

de transition.
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Le théoréme suivant donne le noyau de Kirchhoff xg.

Théoréme 3.4.2. Si Q vérifie (3.43), alors son noyau est donné par l'intégrale

sutvante :

ko(w,z,t) = / e (@Ek)—iw =ikt g, 2 €) dédk, (3.44)
Rn+1 A+

(k=1/361)

ot (£,k) €R® xR, (1,1) €00 xR, w € 8", d(w,z,£) € S™"/?5/6 et AL est une
fonction d’Airy. La fonction de phase ¥1(x,&, k) au point de base est définie par :
&7 P

~ Bl (3.45)

¢1($,5ak) = o 9 )

/

ot &' = (xg9, ..., x,), & = (&, ..., &) et k € R.

Pour obtenir 'amplitude de Kirchhoff ag(w, z, k), Taylor et Merlrose ont appli-
qué la transformation de Fourier inverse par rapport a la variable ¢ sur le noyau de
Kirchhoff (3.44). Le théoréme suivant exprime 'intégrale oscillante de 'amplitude

ag(w, z, k).

Théoréme 3.4.3. Si kg est défini par (3.44), alors

1

ag(w, z, k) :/ e*V2(P0=heC gy (w, z, )

ou wz(% C) = %(1’,57 1) avec 6 = kC et dl(UJ,l’,C) = knd(wax> kC> k)

Taylor et Melrose ont appliqué la méthode de phase stationnaire sur 'intégrale

(3.46) pour trouver le développement asymptotique de I'amplitude de Kirchhoff

CLQ.
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3.5 L’approximation de Kirchhoff Corrigée

L’idée de Taylor et Melrose derriére fournir 'approximation de Kirchhoff cor-
rigée est de déterminer une approche de la dérivée normale du champ diffracté. Le

théoréme suivant donne le développement asymptotique de ag.

Théoréme 3.5.1. [5/] Si ag vérifie (3.46), alors

P L
ag(w, z, k) = e™* Z Z g23=23aq (w, ) WP (K3 Z(w, x)) + Rpp(w, z, k),

p=0 ¢=0

(3.47)
ot Z(w,x) est une fonction & valeur réelle, qui est positive sur la région illuminée,
négative sur la région d’ombre et disparait précisément en premier ordre sur la
région de transition, d,,(w,x) est une fonction a valeur complexe qui résulte de

Uapplication de la méthode de la phase stationnaire sur le symbole de ’opérateur

0.

U est défine asymptotiquement par :

U(r) = { S @ T O ) pour T — oo, (3.48)

coe BT (1 4 0(e7)) pour T — —o0,
co,c1 > 0, avec B = e 2™/33,, avec B, est le racine de Ai, Rpy, le reste qui vérifie
‘DZRP,L(wy , k)‘ < CPyQ(yki min{2P/3,L+1/3}+1/3\'y\’

ot Cpr. est une constante.

Remarque. Taylor et Melrose ont considéré que le champ diffracté sur un point
dans la région illuminée est assimilé au champ diffracté pour le nombre d’ondes
k grand. Tandis que dans la région d’ombre, ils ont supposé que le champ total

wh(x, k) = e+ wi(x, k) est essentiellement zéro.
La proposition suivante donne l'estimation de I’amplitude de Kirchhoft ag.
Proposition 3.5.1. Pour le nombre d’onde k grand, nous avons
lag(w, z, k)| < CE*/?, (3.49)

o, C est une constante réelle.
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Remarque. Comme il a été mentionné dans [54], quand k — +oo, la validité de
Uapprozimation de Kirchhoff corrigée sur le complément du voisinage de tout point
x de {n(z) - w = 0} est défini par le premier terme de 'expression asymptotique
(3.47).
En effet, si W(k'3Z(w,x)) est remplacé par le terme principal de son expansion
asymptotique telle que

V(1) >~ =2iT, for 7 — +o00, (3.50)

et prenant ago(w,z) = (n-w)/Z(w,z) dans la région illuminée avec Z(w,z) > 0,
ils obtiennent

Out! (1K) 2 KPP s (2R 2 0, ) = 2k (351)
w,T

Si nous comparons ente la quantité (3.51) et la dérivée normale de [’'onde incidente

telle que w'(x, k) = e*v et

Opw' (z, k) = 0, (e**%) = ikn - we™*™* (3.52)

Nous réalisons que la dérivée normale du champ total se comporte comme la dérivée

normal de 'onde incidente.

Selon cette remarque, nous concluons que 'approximation de Kirchhoff est une
approximation a haute fréquence. Elle est obtenue en fonction du premier terme de
lamplitude ag(w, z, k) quand k — +oo sachant qu’elle est valide seulement dans
la région illuminée du fait que le champ total est nulle dans la région d’ombre.

Cette approximation de Kirchhoff est définie pour tout x dans la région illuminée

par : - _—
w'(x w*(x
071((:;) =2 afl(;:)>’ (3:53)
et pour tout x dans la région de 'ombre profond, ainsi que la région de transition
par : ot (e )
w'(x,

Nous avons expliqué briévement la motivation et les techniques qui ont permis
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Taylor et Melrose d’obtenir ’approximation de Kirchhoff corrigée. Cette approxi-
mation est une approche de la dérivée normale du champ totale, ce dernier définit
le courant sur la surface de I'obstacle diffuseur. L’approximation de Kirchhoff cor-
rigée est un outil nécessaire dans la physique optique qui est fréquemment utilisée
pour simplifier le phénoméne de propagation et le probléme de diffraction des
ondes. Puisque 1’équation de Helmholtz traduit ce genre de phénoméne physique
alors la solution du probléme de diffraction d’une onde plane par un obstacle O
est définie par U'intégrale (1.5.2 ).

Si nous prenons 'approximation de Kirchhoff comme étant une dérivée normale
du champ total et nous le remplagons dans 'équation intégrale (1.5.2), alors la

solution de I’équation de Helmholtz peut étre obtenu de la forme suivante :

w'(z,t) = e* — 2/ G(z,y)do(y) pour x € R"\O, (3.55)
ou w est la direction incidente G(z,y) est la fonction de Green , n(y) est le vecteur
normal extérieur et O_ est la région illuminée.

Le champ lointain de 1'onde diffractée est donné par :

1 Oetkyw

e e Yy pour z € R"\O, 3.56
27 oo 0 () \ (3.56)

Woo (O, w) =

oll = % est la direction réfléchie.



4. I AMPLITUDE DE KIRCHHOFF EN UTILISANT LES
APPROXIMATIONS DE DTN

4.1 Introduction

L’intérét de ce chapitre est d’expliquer nos résultats sur ’étude du phéno-
méne de la diffraction des ondes par un obstacle convexe O, en adaptant la méme
méthode utilisée par les auteurs dans[54]. Cette méthode porte sur I'étude de
I’équation de Helmholtz a haute fréquence.

Dans notre thése, nous nous intéressons essentiellement a déterminer le dévelop-
pement asymptotique de la solution de I’équation de Helmholtz a haute fréquence
avec une condition sur le bord définit par 'opérateur de Dirichlet to Neumann
DtN.

Généralement, la méthode des équations intégrales consiste a obtenir la solution
de I’équation de Helmholtz & haute fréquence. Cette solution est basée sur la dé-

termination d’une approche qui est sous la forme suivante :
Opw' (z, k) = n(x, k)e**,

avec 7)(z) est une fonction qui oscille rapidement que 9,w'(z, k), quand k — +o0.
L’idée principale de ce projet vient de l'article de Taylor et Melrose [54], la ou
ils ont déterminé la solution asymptotique de ’équation de Helmholtz en utilisant
la technique de la décomposition pseudo-différentielle de 'opérateur DtN dans la
région de transition au voisinage d’un point singulier. Comme il a été mentionné
dans le troisiéme chapitre, cette technique a aidé Taylor et Melrose a produire
Papproximation de Kirchhoff corrigée. Cette approximation donne la définition
d’une approche du champ total sachant qu’elle n’est pas valable que dans la région

illuminée. Ce qui leurs a permis d’obtenir une solution de I'’équation de Helmholtz
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seulement dans la région illuminée.

Notre objectif est d’offrir une meilleure expression que I'approximation de Kir-
chhoff corrigée dans toutes les régions de 'obstacle. Dans notre travail, nous avons
utilisé des approximations locales de symbole principale de 'opérateur DtN qui
est défini par

ik — &2,
ou £ est la variable de Fourier et k£ est le nombre d’onde. Ce choix a pour but de
générer de nouvelles expressions de 9,w'(x, k) sur le bord de I'obstacle, ce qui nous
a permis d’obtenir des nouvelles approches de la dérivée normale du champ total
et d’améliorer le comportement de la solution surtout dans la régions d’ombre et
la région d’ombre profonde. Les approximations du premier et du second ordre de

l'opérateur DtN sont données par [12] :

Onw® (1, k) = —ikw' (z, k) + @wi(x, k),
O (2, k) = —ikw' (2, k) + @wi(x, k) — mwi(a}, k) — m

ou c(x) représente la courbure de l'interface.

4.2 L’amplitude de Kirchhoff en utilisant I’approxmation
de DtN d’order 1

L’analyse utilisée dans cette section est basée sur certains résultats obtenus par
Taylor et Melrose dans [54], dans le but de trouver un développement asymptotique
de lamplitude de Kirchhoff ag(w,z, k). Ce dernier est défini sur le bord d’un

obstacle convexe par :

ag(w,z, k) = K(w, z, k)e™ . (4.3)

ou (w, z, k) est une fonction qui oscille rapidement que ag(w, z, k), quand k est

grand.

(4.1)

gpw'(w, k),

(4.2)
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Pour trouver 'amplitude de Kirchhoff ag(w, z, k), nous commengons d’abord par
définir 'opérateur associe & la dérivée normale du champ total, ), en utilisant
les approximations de l'opérateur DtN (4.1) et (4.2). A l'aide de la décomposi-
tion microlocale des opérateurs intégraux de Fourier singulier, nous déterminons
la définition de 'opérateur intégrale de Fourier (), d’ou le noyau de l'opérateur
de Kirchhoff k¢g(w,z,t). A fin de trouver l'intégrale oscillante de 'amplitude de
Kirchhoft ag(w, z, k), nous appliquons la transformation de Fourier inverse par
rapport a ¢ sur le noyau de Kirchhoff k¢ (w, z,t). Finalement, nous appliquons la
méthode de phase stationnaire sur l'intégrale associée a Pamplitude ag(w,z, k)
pour déterminer le développement asymptotique de 'amplitude ag(w, z, k).

Nous illustrons ce chapitre par quelques estimations de I'amplitude ag(w, z, k)

quand k — +o0.

4.2.1 Le noyau de 'opérateur de Kirchhoff k¢

Dans cette partie, nous allons déterminer le noyau de Kirchhoff rg(w, z,t) qui
est associe & l'opérateur (0.11) dans le cas ou 'opérateur DtN est remplacé par

(4.1). Dans le but d’avoir une meilleur présentation, nous utiliserons la notation

C(z) = c(z)/2.

Théoréme 4.2.1. Soient O C R un obstacle borné, strictement conveze tel
que 00 = B, avec B est une hypersurface de C* munit d’une courbure positive
dans R et Q un ouvert de R" tel que Q = R"™\ O. Nous supposons que
w*(x, k) est une solution de (0.6). En utilisant Uapprozimation (4.1), Uopérateur
Q@ (0.11) est défini par :

Q=((1-n-wo+Cx))F: &S"xR)—D'(BxR), (4.4)
0l kg(w, x,t) est son noyau qui est donné par :
ko(w,z,t) = (1 —n-w)d + C(x))kp(w, x, 1), (4.5)

ot kp(w,x,t) = 0(t — w - x) est le noyau de l'opérateur intégrale de Fourier F
(0.12).
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Démonstration. D’aprés la définition du champ total, nous avons
Ohw'(z, k) = 0,w*(z, k) + 0w (z, k),
= Oqw*(z, k) +n - 0, (—e™),
= Ogw®(z, k) — ikn - we*™, (4.6)
En remplacant I'approximation (4.1) dans (4.6), nous obtenons
Opw'(z, k) = (—ik(1 —n - w) + C(z))e*, (4.7)

Pour obtenir le noyau de 'opérateur (), nous calculons la transformation de
Fourier par rapport a la variable k& de w'(z, k). Soit ¢, (k) = ¢(z, k) € S(R), nous

avons
(Bt (. k), p(@, k))srs = (Onw! (2, k), P, k) ) g, 5
= / O (x, k)p(x, k)dk,
R

= Opw' (z, k)p(x, t)e” *dkdt,
RxR

= / [—ik(1 — n-w)e™™ + C(x)e™] p(x,t)e” *dkdt,
RxR
=(1-n- w)/ —ike® @ oz, t)e” M dkdt
RxR

+C(z) / e* @z, t)e *dkdt,
={((0(1—=n-w)+C(x))i(t —w-x),p(x,t)s s,
= </{Q(wax7t)’90(w>t)>3/757 (48)

ot (ikf(k),p)s.s = (=0 f(t), p)s.s et (eF® plos= (0t —w-T),p)s s
Donc

ko(w,z,t) = (1 —n-w)d + C(x))kp(w, z,1), (4.9)
et Q= ((1—n-w)o+C(z))F. O

Ensuite, nous allons utiliser la méme décomposition de 'opérateur F' que Taylor

et Melrose ont utilisé dans [54] telle que

F = J(E A + By A)K, (4.10)
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ot By € OPS~™"/?t1/6 [, ¢ OPS™/? 16 J et K sont des opérateurs intégraux
de Fourier elliptiques d’ordre 0. Les opérateurs A; and A} sont des opérateurs

intégraux de Fourier-Airy définis par :

ADu(,t) = / e+ 4i D (e k1B Ya(e, k) dedk, (4.11)
Rn+1

() (€, k) = Ai(k™3¢)a(E, k), (4.12)

(Aw)(€, k) = Ad' (k™ 26)a(E, k), (4.13)

ou & = (&,...,&) € R, k € R, [ est un entier indiquant 1'ordre de la dérivée,
Ai est la fonction d’Airy et A7 est la dérivée de la fonction d’Airy. Enfin, nous
définissons I'opérateur A~! [54] par :

1

(ﬂ)(f, k) = A1)

(e, k). (4.14)

Le théoréme suivant illustre différents les calcules nécessaires pour trouver l'inté-

grale oscillante qui définit le noyau de l'opérateur @ (4.4).

Théoréme 4.2.2. Soient K et J deux opérateurs intégraux de Fourier elliptiques
d’ordre 0. L’opérateur Q) et son noyau kg sont donné respectivement par les ex-

pressions sutvantes :
Q=JA'PK+ JA'PBK, (4.15)

et

ro(w, r,t) = /Rn+1 eV BERTER (1 — - w)a(w, 7, &, k) + C(2)b(w, 7, &, k) mdfdk‘,
(4.16)

tels que P, € OPS™™/?¥5/6 (resp. Py € OPS™/271/5) quec un symbole de la forme

(1—n-w)p (resp. C(x)ps), ot a(w,xz,&, k) et b(w, x, &, k) sont définis dans (4.33),

et A1 est un opérateur pseudo-différentiel définit par (4.14). ¢y (x, &, k) est une

fonction de phase qui est définie dans la preuve ci- dessous.

Démonstration. En utilisant la formule (4.10) et I'équation (4.4), nous obtenons
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ol By € OPS—2H1/6 By € OPS™/*71/8 By € OPS™/2H1/6H et By € OPS—/271/6HL,
Les opérateurs A; et A sont les opérateurs d’Airy-Fourier tels qu’ils sont définis
par (4.11). Nous appliquons le théoréme (3.3.2) pour touver une certaine décom-

position de 'opérateur () telle que
Q=JA'PK+JA'PK, (4.18)

ott P, € OPS—"/?1/6+1 ot P, € OPS~"/?>~1/6_ Dans le but de trouver 'intégrale qui
définit le noyau de 'opérateur @), nous appliquons la masse de Dirac sur 'opérateur
Q.

A cet effet, nous définissons la fonction de test p(z,t) dans S(R™ x R) et la masse
de Dirac d., ;) dans £'(S™ xR). Ensuite, nous appliquons la masse de Dirac au point

de base sur (4.18) pour trouver directement son noyau [54, 55]. Nous obtenons

(Qowo), p(x,1)) = (JAT'PIKS(,0) + JA T PyKb (0, (2, 1)),
J 1P350, (1’ t)) + <J.A_1P4(50, go(a:,t)),
JP3 A 60, p(z,)) + (JPLA 0, (0, 1)),

(
(
(
(Q10(w,0): (1)) + (Q20(w,0), p(2, 1)),
ou

Qlé(w70):JP3A_150, Q25(w70):JP4A_150, (4.19)

et
Ju(z,t) = /eiwl(xvan)"FiT(t_tl)_iyna,J(.Z',y,tln,T)U(y,tl)dydtldT]dT, (4.20)

ou Py € OPS™/271/6H ot Py € OPS™/271/6 tel que PiK{(u0) = P3dw0) = Psdo
et PoK0(,0) = Pad(w,0) = Pido, prenant w comme un parameétre, sachant que AL
commute avec P3 et Py [54]. Nous prenons toujours (y,t;) € R* xR, (5, 7) indique
le dual de (x,t) et comme il est mentionné dans [54], la fonction de phase 1, est

définie dans les trois régions de l'obstacle [54] par les expressions suivantes :

Dans la région illuminée tel que {z € 00, n(z)-w < 0}, la fonction de phase
est définie par :
' P2
2T 9 " * 3(

%(33,7777) = _7717__1/3)3/27 (421)
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tandis que dans la région d’ombre tel que {z € 00, n(x) - w > 0}, nous avons

12 l’l 2 2
W (z,m,T) = —% — —| 2' T — 5(_7717_1/3)3/2_ (4.22)

et dans la région de transition tel que {z € 00, n(z) - w = 0}, du fait que 7, =0
dans cette région [54], la fonction de phase est comme suit :

n'? e
—_ 4.23
or 2 (4.23)

¢1($a 7777-) =

avec ' = (z2,...,xn), ' = (N2,...,Mn) tels que z € 00, n € R", t,7 € R, et
aj(x,y,t1,n,7) € S?,o- L’opérateur pseudo-différentiel P; est défini par

PSu(yvtl) = / ei(yiw)£+itlkp3(w7yut1£7 k)a(év k)d&dk, (424)

R+l
ou (£, k) € R" x R est le dual de (y, ;).

Notre objectif consiste a trouver l'intégrale oscillante qui définit la quantité de
Q10(w,0) = JP; A~16,. Tout d’abord, nous utilisons les calculs standard de la com-
position des opérateurs intégraux de Fourier et les opérateurs pseudo-différentiels
[42, 50|, nous obtnons

J o Pyu(z,t) = / . e wER bty (w,a, & k)u(E, k)dédk,  (4.25)
R

avec

pJoPS(w7$7§7 k) = (]1(&),&7,57 k))

_ / eilm(a:m,r)—iz/q(a:,ﬁ,k)-l—iy({—n)-i—ih(k—7)+it(k+r)aJ(l,’ Yt m, T)pg(w, Y, t1, 57 k)dydtldndT,

:p3(wax7§7k)#aJ(‘T7£a k)u (426)
J o Pyu(z,t) = / e1@ Sk —iwt=itky, (4 g € R)A(E, k)dEdk. (4.27)
R7+H1

pour déterminer I'intégrale de Q1. 0), nous avons besoin de remplacer u(z,t) par
A~15y dans (4.27) tel que

A 60(2,1) = / garib____ L geq (4.28)

i C AL (R7g)
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Nous obtenons

Q10w 0)(z,t) = J o Pyo A (1),

= / PRtk (4, €, ]) A1 (€, ) déd,
Rn+1

f— / e“ﬁl (Iagvk)iiwléiiktql (CL), w? 57 k) dgdk
Rn+1 AJF

(4.29)

Pour trouver la quantité de ()2, nous suivrons les mémes calculs précédents. Les-

quelles nous permettent d’avoir ()5 sous la forme suivante :

Q20(w,0) (2, 1) = /

Rn+1

el (e L) i Lmibt, (4 0 € k) ) dédk.  (4.30)
JF

1

(k=1/36)
Finalement, nous remplacons (4.29) et (4.30) dans (4.18) pour trouver I'intégrale
qui définit opérateur de Kirchhoff Q). Ainsi, expression (4.18) devient
5o (.t :/ A EER) i€k [0 (e ) o (03 € R)] —————dkdE,
Q ( 70)( ) Rut1 [Q1( g ) QQ( é— )] A+(l€_1/3§1> 5

(4.31)

ol qo(w,z, & k) € Sig/z_l/(j et qr(w,z,& k) € Sig/2+5/6. Ce qui implique que le
noyau de lopérateur de Kirchhoff k¢ (w,z,t) est donné par 'intégrale oscillante

suivante :

KQ(wv T, t) = /Rn+1 ei@bﬂm,ﬁ,k‘)—iw-ﬁ—ikt [(1 —n: W)CL(M7 Z, 67 k) + C(x)b(w, €, 57 k)] mdgdka

(4.32)

ou

q(w,z,6k) =1 —n-wa(w,x,& k), qlw,z,8 k) =C(x)bw,z,& k). (4.33)
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4.2.2 L’amplitude de Kirchhoff ag

Théoréme 4.2.3. Si le noyau de Kirchhoff kg(w,x,t) vérifie Uexpression (4.16),
alors Uamplitude de Kirchhoff est donnée par :

1

Ay (k213¢,)
(4.34)

g )= [ MO (1 w)an,. k) + Clalbr(w,, ¢, ) .
ot & = k(, a1(w, z,(, k) = k"a(w, z, k&, k), by(w,z,(, k) = k"b(w, x, k&, k)

et Yo(w,x,() = 1(x,(,1) —w - ¢ ou Yy est définie dans la preuve du théoréme
(4.2.2).

Pour prouver ce théoréme, nous avons besoin du lemme suivant. Ce dernier

illustre le lien entre le noyau de 'opérateur de Kirchhoff et son amplitude.

Lemme 4.2.1. [54] L’amplitude aq de l'opérateur intégrale de Fourier Q) est ob-

tenue par la transformation de Fourier inverse du noyau Kq.

ag(w, z, k) :/eikt/i@(w,x,t)dt.
R

Démonstration. Dans le but de trouver l'intégrale oscillante de I'amplitude de
Kirchhoft ag(w, z, k), nous appliquons la transformation de Fourier inverse par

rapport & t sur (4.16), nous déterminons ag(w, x, k) sous la forme suivante :

. : 1
ao(w, 7, k) = / eV @SN (1 _p.w)a(w, 2, &, k) +C(2)b(w, z, €, k:)]mdg.
(4.35)
Nous utilisons le changement de variable & = kC, ou £ € R", nous obtenons
. 1
k) — k2 (W) [(1 — g . k b k)| ———+—d
GQ(W,$7 ) /n € [( n w)al(w’xvga )—I-C(l’) 1(w7$7C7 )] A+(k2/3C1) C7
(4.36)
ou ay(w,z,(, k) = k"a(w,z,k(, k), by(w, x,(, k) = k"b(w, z, k(, k) et
’l/)g((»d,l',C) :¢1($7C71>_W’C- L

Pour trouver le développement asymptotique de I'amplitude de Kirchhoff ag,
nous appliquons la méthode de phase stationnaire sur l'intégrale oscillante qui
définit cette amplitude. Le théoréme suivant donne le développement asymptotique

de aq.
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Théoréme 4.2.4. Soient P € R et L € N. Si Uamplitude ag vérifie (4.534), alors
le développement asymptotique de l'amplitude de Kirchhoff ag est :

PL
ag(w,z,k) = Y KPP (1= w)ay(w, @) + C@)bpi(w, 2) O (K2 Z(w, x))e™
p,l=0
+Rp (k) (4.37)
tel que
|RP,L<]'C)| < OPLk—min(QL/?),P-l-l/S)’ (438)

ou p € {0,1..,[P]} avec |.] désigne la partie entiére, | € {0,1..,L}, Cpp est une
constante qui dépend de L et P, w est la direction incidente, et Z(w,x) est une
fonction réelle, continue, positive dans la région illuminée , négative dans la région
d’ombre, et nulle dans la région de transition. Les fonctions ap,; et by, résultent
d’apres Uapplication de la méthode de phase stationnaire sur ay et by qui sont les

symboles de lopérateur Q (voir le théoreme 4.2.2).

Démonstration. Au début de cette preuve, nous préférons de réduire ’expression
de I'intégrale oscillante de I'amplitude ag d’une fagon qu’elle vérifie les conditions
de la méthode de phase stationnaire. A cet effet, nous allons utiliser le lemme 1.4.4
sur (4.34).

D’abord, nous trouvons le lien entre la fonction de Fock W (voir la proposition

1.4.4) et Pexpression du quotient de la fonction d’Airy qui est dans (4.34),
1 1
Loy (1
A+< Cl) F <A+(k2/3<1)> )
([ i )
R AL (K?3¢)
—1 ( Zk3\I/ k,l/3t )

= / GRS (1/3) . (4.39)
R

Nous remplagons (4.39) dans (4.34), I'intégrale de ag devient :

(e k) = K9 [ @GS (1 - a2, ) + o) (s, €, b)) W(R ),
(4.40)
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ot ar(w,z,(, k) € SY*HT/6 et by(w,x,(, k) € SY2H/6 (voir le théoréme 4.2.3).
Soit, le symbole d;(w, z, ¢, k) dans S™/?>¥7/6 tel que

(1—n-wa(w,z,(, k) +C(x)by(w,z,(, k) = dy(w, z,(, k). (4.41)

D’aprés les propriétés des symboles dans [41][50], le symbole (4.41) peut s’écrire

sous la forme d’un développement asymptotique suivant :

P
di(w, ,¢ k) =D kPO, (w2, ), (4.42)

p=0

ou P=n/2+7/6, et
dy(w,z,() = (1 —n-w)a,(w,z,() + C(x)by(w, z, (). (4.43)

D’ou l'intégrale (4.40) devient :

P
ag(w,x, k) = K3 " /26w / R CD A (w, z, Q)T (KY3t)dtdC,  (4.44)

p_o Rn+1

tel que
3

FGH) = aleo,,Q) + 161+ 5 (4.45)

Pour plus de détails sur la fonction de phase f((,t), nous renvoyons le lecteur
vers [54]. Pour déterminer le développement asymptotique de ag(w, z, k), il suffit

d’appliquer la méthode de phase stationnaire sur 'intégrale suivante :
/ DG (W, x, O) U (kY3t)dtdC. (4.46)
Rn+l

Tout d’abord, nous devrons vérifier que la matrice Hessienne de la fonction de
phase f((,t) est inversible aux points critiques. A cet égard, les points critiques
de la fonction de phase f sont comme suit :

0

_ 2
%f(c7t)—0=>C1— 7,

0
G_Qf@’t) =0=t= —8—61/)2,

vC’f(Ca t) =0= VC’¢2 = 0.
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Selon [54], pour tout x dans la région de transition, nous avons (; = 0, d’ou
t = 0, et pour tout x dans les deux autres régions de l'obstacle telles que la région
illuminée et la région d’ombre, les points critiques sont donnés par les relations
algébriques suivantes :

G=—-tet=wonl =(({...0) eR " Tet w = (wy, -+ ,wy,) €S L.
Maintenant, nous devons vérifier que le déterminant de la matrice Hessienne aux
points critiques (., t.) dans toutes les régions de I'obstacle ne s’annule pas sachant

que cette matrice est définie par :

2t 1 0
Hess(f(§st)) = | 1 & (2)Ve |- (4.47)
0 Vo()z Vi

Dans la région de transition, la matrice Hessienne de la fonction de phase f aux

points critiques est donnée par :

HGSS(f(gc, tc)) = (4'48)

o = O
o O =
oS O

D’ou son déterminant est

det Hess(f(&.,t.)) =1#0.

Dans les deux autres régions, la matrice Hessienne de f aux points critiques est

donnée par :

2t 1 0
Hess(f(€t) = | 1 F(=¢)™2 0 |. (4.49)
0 0 —1

Le signe (—) vient de la définition de la fonction v, respectivement 1, dans la
région d’ombre, le signe (+) vient de la définition de la fonction de vy, respective-
ment Yy dans la région illuminée.

Le déterminant de cette matrice dans la région illuminée est —1 et dans la région
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d’ombre est égale & 3. Ce qui nous nous permettons de confirmer que le détermi-
nant de la matrice Hessienne de la fonction de phase f ne s’annule pas pour tout
x appartient au bord de I'obstacle. Ainsi, la matrice Hessienne est inversible. Nous

concluons que les conditions de la méthode de phase stationnaire sont satisfaites.

Pour trouver le comportement asymptotique de (4.46), nous suivrons les calculs
standard de la méthode de la phase stationnaire [50, 64]. Nous commencons tout
d’abord par réduire la fonction de phase f((,t) en utilisant le développement
de Taylor aux voisinages des points critiques obtenus précédemment. Cela nous

permet d’obtenir la fonction de phase sous la forme suivante :

() =2 w+ (M- (i)(i)) (4.50)

ou M est la matrice Hessienne de la fonction de phase de f((, t) aux points critiques
sachant qu’elle est symétrique,inversible et de dimension (n + 1).

Ensuite, En remplagant (4.50) dans U'intégrale (4.46), cette derniére devient

I(k) = /R N exp(ik(M - <<> , <C> Ndy(w, z, )T (E3t)dtdc, (4.51)

t t

t t

= (exp(ik(M - <C> : <C>)),dp(w,x,C)\I/(kl/gt)>. (4.52)

Selon les propriétés de la transformation de Fourier tel que FF ! = Id, ou Id est

I'identité, I'intégrale (4.52) peut se représenter par la forme suivante :

t t

I(k) = (F [emp(z’k(M- <<> , <<>>)] L F 7 [dp(w, 2, QW (K3)]), (4.53)

ol F dénote la transformation de Fourier et F~! dénote la transformation de

Fourier inverse et exp(ik({M - ¢ : ¢ )) est un élément de S'(R™1).
t

D’autre part, nous savons que
(n+1)/2).—(n+1)/2 :
exp(ik(M - (i) : <C>>] (pp) =" e’zsg”[M]exp(—ﬁW’l- (p

t |det[M]]| p
(4.54)

f
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ou (p, 1) indique le dual de ({, t) et sgn[M] = {nombre de valeurs propres strictement positives}—

{ nombre de valeurs propres strictement négatives} .

Maintenant, nous remplagons (4.54) dans (4.53), nous obtenons

o (n41)/2.—(n+1)/2

_ ez4sgn[]bf] er _L -1 P P —1 W T 1/3 .
=" (eap(— (M (u>’<u>>>’f e, W)
(4.55)

Puis, nous changeons la fonction exponentielle exp(—£(M ™! - (p) , <p>>)
H M
dans I'expression (4.55) par son développement de Taylor au voisinage des points

critiques laquelle s’écrit sous la forme suivante :

o () (£ o ) ) o

(4.56)

ou le reste de Taylor 7 est estimé par I'inégalité suivante :
—@+)y -1 P P\yiz+1
’rL(kv Ps M)’ <cpk ‘(M ’ u ) y >’ ’ (457)

avec ¢y, est une constante réelle. Sachant que pour [ maximal, nous avons

(o ) )

tel que p; est la premiére composante de p € R".

En remplacant (4.56) dans (4.55), nous obtenons

) = SO0 a2 [ i) [y, OB 1)] (o)t P ().

1=0
(4.59)
ilp(n+1)/2

s
avec oy, | = We’ﬁg”[m est une constante. Nous remerquons que pour [ = 0,
: €

nous avons

F [dy(w, 2, Q)W(E )] (p, w)dpdp = F [F (dy(w, 2, Q)W (E?1)))] (0,0).

Rn+1
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Ensuite, nous appliquons les propriétés de transformation de Fourier inverse

sur l'intégrale (4.59), nous obtenons

L
/ M D d, (w, x, QUK P)dtd) = k=3 " k230D, (0, 2) 0O (K Z (w, ) e
Rn+1 I—0

+R(k), (4.60)
ol dy(w, x) = 0 dp(w, x, ()|c=c. avec (., t.) sont les point critiques,
|RL(k)| < Cpk—/?72L/3=3/2, (4.61)

ot Cr, est une constante réelle.

Dans le but de trouver le développement asymptotique de 'amplitude de Kir-

chhoff ag(w,z, k), nous remplagons (4.60) dans (4.44), nous obtenons

P,L
ag(w, k) = Y KPP ((1—n - w)ay(w, ) + C(@)by(w, ) W (K2 Z (w, z))e™
p,l=0

+Rp (), (4.62)
avec
dpi(w,2) = (1 —n-w)ay(w, x) + C(z)b,(w, x),

tel que

|RP,L<k)| < CPkamin(ZL/?),PJrl/S)’ (463)

oul € {0,1..,L} et P est un nombre réel.
0

Le théoreme suivant donne la relation entre les fonctions a,; et b,; obtenus
dans (4.37).

Théoréme 4.2.5. Pour tout p,l > 0, les fonctions a,; et b,; données par la

formule (4.37) vérifient I’égalité suivante :

Ap (W, T
bpi(w, ) = —% (4.64)
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Démonstration. Soient P, et P3 deux opérateurs pseudo-différentiels admettent
les symboles py € S™/271/6 et py € S~/271/6+1 regpectivement. La définition de

lopérateur de Kirchhoff () est données par le théoréme 4.2.1 comme suit :
Q=(1-n-woF +C(x)F, Fu(z,t)=JPA "u(z,t), (4.65)

avec I’ et J deux opérateurs intégraux de Fourier lesquels sont cités dans les deux
théorémes 4.2.1 et 4.2.2.
Nous suivons les mémes calculs de la composition entre les opérateurs intégraux

de Fourier et les opérateurs pseudo-différentiels que celles de (4.29), nous trouvons

Fu(x,t) = / e (@SR i Skt g € k) u(e, k)dedk,  (4.66)
R7+1

AL (k713¢1)
oil b(w,z,&,k) = py(w,x, & k)#ay(z, & k) € ST2716 avec ay(x, &, k) est cité
dans le théoréme 4.2.2 et # est défini par la formule (4.26).

Puisque 0, Fu(z,t) = JP3A tu(x,t) et

, o 1
Oy Fu(z,t) = 0, / e (@SR skt () g € k) u(e, k)dedk,

Rn+1 A-i—(k:_l/Sfl)

_ ih1 (z,€,k) —iw-E—ikt —ik)b e
/RM—IB ( ] ) (w7l’7§7 )A+<k_1/3€1>

alors a(w, z,&, k) = —ikb(w, 2, &, k), ot b(w,z,&, k) € S~/27Y/6 D’aprés les pro-

priétés des symboles des opérateurs pseudo-différentiels, nous avons

(e, k)dedk(A.67)

a(w,x,& k) € STVHS/6,

Ce qui nous permet de conclure quea,;(w, x) = —ikb,;(w, x). H

4.2.3  Quelques estimations de développement asymptotique de ag

Le lemme ci-dessous nous permet d’établir les deux estimations de développe-

ment asymptotique de amplitude ag(w, z, k).

Lemme 4.2.2. [5}] Soit V la fonction de Fock définie (1.4.4). lorsque T — —o0, la
fonction de Fock est a décroissance rapide et admet le développement asymptotique

sutvant :

U(r) ~ chTl"gj pour T — +00. (4.68)
=0
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Le résultat suivant est obtenu en comparant I’expression asymptotique (4.37)

avec dqw'(x, k).
Proposition 4.2.1. Si ag est Uamplitude donnée par (4.37), alors
lag(w, z, k) — O,w'(2, k)| < Ck™! for k — +oo, (4.69)

ot C' est une constante réelle et

P,L
aq(w, . k) ~ D KPP (L= - w)ay(w, w) + C(a)byi(w, 2)) YO (K2 Z(w, ))e™ .
p,l=0

(4.70)

Démonstration. Nous savons que la dérivée normale du champ total est définie
par :
Opw'(z, k) = —ik(1 — n - w)e™™ 4 C(z)e. (4.71)

Nous appliquons dans (4.70) la relation entre les coefficients a,; et b,; qui est

donnée par le théoréme 4.2.5 . L’amplitude ag(w, x, k) devient

ag(w, z, k) ~ K/ ((1 —n-w)— %) ao0(w, )W (kY3 Z(w, x))ethee,
PL C()
- Z k2/3—p=2/3 ((1 —n-w)— 5 ) am(w,:U)\If(l)(k:l/?’Z(mx))e’kw'“’,
p,l=1
= k3 ((1 -—n-w)— %) ago(w, ) (kY3 Z(w, z))e*ee,
P—1,L-1 C)
3 e (1) = S g W2 )
i
B,a=0
(4.72)
D’aprés le lemme 4.2.2, U(k'3Z(z,w)) ~ —ik'3Z(z,w) pour tout k — +oo.
Prenant ago(z,w) = m, nous obtenons
ag(w,r, k) ~ (—ik(l —n - w) +C(z)) e*,
P—1,0-1 C(x)
+ Z fotn el ((1 —n-w)— 7) agt1,a+1(W, x)q’(aﬂ)(k’l/gz(waz))eikxw'

B,a=0
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Puisque [0 (7)| < M,7% pour tout 7 € Ret |1 —n-w| < 2, alors

P-1,L—1 Cx)
lag(w, z, k) — O,w'(x, k)| < 5;0 flmA2a/3 ((1 —n-w)— T )
XAB+1,0+1 (wv 'r)\lj(a—H) (kl/?)Z(w’ ZIJ)) )
Pl max,esC (1)
< ~1=f-a _“TeeBR A
< > Mk 2+ - :
B,a=0
<Ok, (4.73)
ou C une constante réelle. n

L’estimation suivante est obtenue en traitant l'expression (4.37) au voisinage

de la région de transition.

Proposition 4.2.2. Si ag est une amplitude donnée par la formule (4.37), alors
lag(w, z, k)| < ME*3 pour k — +o0. (4.74)

ot M est une constante réelle.

Démonstration. En remplagant la relation (4.64) dans (4.37). Ensuite, nous appli-

quons la valeur absolue sur le résultat obtenu. Nous trouvons

(11 5F)

avec p € {0,1,...,[P]} et 1 € {0,1,..., L},

Dans la région de transition, nous avons |1 —n - w| < 1.

PL
|aQ(W7277 /{Z>| < Z L2/3-p=21/3

p,l=0

‘CLPJ(W, Jf)\ll(l) (k1/3z(w’ l’))eikmw

)

(4.75)

D’autre part, nous supposons qu’au voisinage de cette région la courbure est
constante, c¢’est-a-dire C(z) = C. L’application de ces hypothéses sur (4.75), nous

donne

lag(w, =, k)| < (k*3 + Ck™'/3) ‘CLOV()(W,IL’)\I/(]CI/SZ(W,ZE))’
P-1,L—1
+ Z k—l—a—27/3(1 + Ok ]aa+1,7+1(w,x)\ll(”l)(k:l/:iZ(w,x))].
a,y=0

(4.76)
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Puisque la fonction ¥ et toutes ces dérivées sont bornées, alors
|aoo(w, 2) W (K2 Z(w, x))| < My, (4.77)

ou M est une constante réelle et v € N.

Finalement, nous trouvons

P-1,0-1

agw, 2B < ME 4 3" k0B 4 CE Y ags (w2 (178)
a,y=0

avec M = (1+C) M, et |[¥OHD(7)(kY/2Z(w,z))] < M,. Quand nous faisons tendre

k vers +o00, nous obtenons (4.74). O

4.3 L’amplitude de Kirchhoff en utilisant I’approximation
de DtN d’ordre 2

Dans cette section, nous nous intéressons a déterminer ’expansion asympto-
tique de 'amplitude de Kirchhoff ag(w, z, k) en utilisant I’approximation de 'opé-
rateur DtN de second ordre définit par :

b
2(c(x) —ik)

c(z)?
8(c(x) —ik)
1
2(c(z)? + k2)

Opw®(z, k) = —ikw'(z, k) + @wi(x, k) — w'(z, k) — 02w (z, k)

= —ikw'(z, k) + @wi(x, k) — (c(z) + zk)(% + OB w'(z, k).

(4.79)

Pour trouver cette nouvelle expression de ag(w, x, k), nous suivons les mémes
techniques du calcul que nous avons adopté précédemment. Tout d’abord, nous
commencerons par déterminer I'opérateur de Kircchoff ). Ensuite, nous trouvons
I'expression de son noyau kg(w,z,t). A Taide de la transformation de Fourier
inverse, nous obtiendrons l'intégrale de amplitude de Kirchhoff ag(w, , k). Fina-
lement, nous appliquerons la méthode de phase stationnaire sur l'intégrale oscil-
lante qui définit 'amplitude de Kirchhoff dans le but de trouver le développement
asymptotique de ag(w, z, k).



4. L’amplitude de Kirchhoff en utilisant les approximations de DtN 107

4.3.1 Le noyau de l'opérateur Kirchhoff k¢

Dans cette partie, nous allons déterminer le noyau de I'opérateur () qui est
défini par (0.11) en utilisant ’approximation de DtN d’ordre 2. Par souci de sim-

plicité, nous dénommons 'opérateur (4.4) par Q.

Théoréme 4.3.1. Soient O C R un obstacle borné, strictement conveze tel
que 00 = B, avec B est une hypersurface C* dans R™™ admettant une courbure
positive. Notons Q un ouvert de R™™! tel que Q = R™™\ O. Si nous utilisons

Uapprozimation (4.79), alors Uopérateur Q) est donné par :

Q=0Q— %@)Tecmt(c(@ —)F, (4.80)

et son noyau ko(w,x,t) est défini par :

c(z)

ko(w,z,t) = ((1—n-w) + T)KJ[J(M, z,t) — e~ @My (¢(x) — 0)) kp(w, z, 1),

(4.81)

2¢(x)

tels que T,—cwy dénote Uopérateur de convolution qui est associé a e @M

» A(x) | oo Ax) | o

F= (T+a$)F, Kp(w,z,t) = (TJrax)mF(w,x,t) et kp(w,z,t) = d(t—w-x).
Démonstration. Soient w®(z, k) est une solution de (0.6), w'(z, k) est le champ

total de I’équation de Helmholtz tel que
w'(z, k) = wi(z, k) +w'(x, k). (4.82)

Nous utilisons 'approximation (4.79) qui définit la dérivée normale de w*(x, k)
sur le bord de I'obstacle pour calculer la dérivée normale du champ total.
Nous obtenons
Onw' (2, k) = 0w (z, k) + 0w (z, k),
. . 1 2 .
+ikn - ww'(z,

_ (—zk:(l—n W) T)) e )1 7y (ela) + b (j) + P)wi(z, k),

= (—ik(l —n-w)+ Az )) e m(c(l«) —I—z’k)(% + 92)eihee
= Q1<ZE, /{7) + QQ(ZE, k),
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Qi (x, k) = <—ik(1 —n-w)+ @) ethrw (4.84)
et
Qy(z, k) = <—m(c(:€) +z’k;)(c(i) +a§)) gk, (4.85)

Pour déterminer le noyau de l'opérateur (), nous devrons calculer la trans-
formation de Fourier de la quantité 0,w'(z,k) par rapport a la variable k. Soit

0. (k) = @(z, k) une fonction de test dans S(R), nous avons
e Y P s
(e k)e) = (Qlh.e)  +(Qh.e) . (480)

La quantité <Q1(x, k), ga> est déja calculer précédemment et nous avons obtenu
§.8
la formule(4.8). Pour trouver le noyau associe & Qq(z, k), nous suivrons les mémes

étapes de calculs.
<Q2(ZE7 k)u QO>S/ S = <Q2(x7 k)? 9/5>S’,5 ’

= N O R ikt
o /]RXR [W<C<x> + Zk)(T +;)e @ (t)e” " dtdk,

S /R { /R me’“dk* /R (c(x)+ik)(c(%)2+8§)eik”we““dk @ (t)dt,

T c(x)?

_ —c()]t] _ 2 —w- ,
20(1‘) <6 * (C(I‘) 8t> ( 4 + ax>5<t w .Z‘), 90>S ,SH
= <"1Q2 (w7 T, t>7 S0>S/7S . (487)
Nous supposons que
c(x)? 2
Kp(w,z,t) = ( YR 07 )kp(w, x,t), kKp(w,z,t)=0(t—w-x), (4.88)

Finalement, nous déterminons le noyau de notre opérateur comme suit :

ko(w,z,t) =((1—n-w)d + @)/ﬂp(w,.ﬁ,t) T @t (c(x) — O) kp(w,x,t)

= k@ <w7 L, t) + RQ2(W7 xz, t)v (489)

ol kg, (w, z,t) indique le noyau de l'opérateur Q).
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D’ou 'opérateur de Kirchhoff

Q=0Qi - %Tem (c(x) — O F, (4.90)

ou T, . est 'opérateur de convolution associé a la fonction e~ @t et

F=(2Y 1 9)F. 0

Dans le théoréme suivant nous déterminons l'intégrale oscillante associe au

noyau de 'opérateur de Kirchhoff (4.80).

Théoréme 4.3.2. Soient K et J deux opérateurs intégrauzr de Fourier elliptique
d’ordre 0. Si lopérateur Q) vérifie (4.80) et son noyau kg(w,x,t) vérifie (4.89),

alors ils peuvent étre définies respectivement par :

Q=0 — %Tﬂm (e(x)JA'\PFK — JAT P K), (4.91)
et
ko(w,x,t) = ko, (W, ,t) + Ko, (w, x, 1), (4.92)

avec kg, (w,x,t) est le noyau de l'opérateur Q1 et kg, est défini par :

, . . 1
KQs (w’ x, t) — _Z/ efc(:fc)|t7r|+z¢1(:v,&k)fzw-éfzkr[b#(w7 z, 57 k) _ _a#(w, z, 57 k)]
2 R?xRxR C(l’)

x dédkdr.

Ay (k=13¢,)

oi Pt € OPS—™/2-1/8 P € OPS—/25/6 a#(w, x, &, k) = (S22 4+92)a(w, 7, £, k),
et b (w,x, &, k) = (@ + 02)b(w, x, €, k) tels que a(w,x,&, k) et b(w,x,& k) sont
définis dans le théoréme 4.2.2.

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent, nous avons la définition de I'opé-
rateur de Kirchhoff @) tel que

Q=01 - g Temcenlela) = )

Nous remplagons l'opérateur intégrale de Fourier F' par sa décomposition micro-

+ 0)F. (4.93)

locale qui est donnée par (4.10), nous obtenons

Q=0 — %Te_w (c(z)J(ELA; + B> A)K — J(EsA; + E,A)K), (4.94)
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ott By € OPS™/2*1/6 By € OPS™/271S Fy € OPS™/2H1/6+1 ot By € OPS—/271/6+1,
Maintenant, nous appliquons le théoréme 3.3.2 sur le dernier résultat obtenu de

lopérateur (). Nous obtenons

Q=0 — %Tﬂm (c(2)JAPFEK — JA'PFK), (4.95)

tels que Pj* € OPS~"/271/6 son symbole est défini par :

2
Pt 6k) = (7 4 92, 2,6, 1), (4.96)

et Pj' € OPS~™/2+5/6 gon symbole est défini par :

2
o .. 6k) = (4 2y (... ), (1.97)

ou p1(w,x, &, k) et po(w, z, &, k) sont décrits par le théoréme 4.2.2.

Pour trouver I'intégrale de 'amplitude de Kirchhoff ag(w,x, k), nous suivrons la
méme méthode utilisée quand nous avons pris 'approximation de premier ordre
de l'opérateur DtN. Premiérement nous désirions retrouver l'intégrale du noyau
de l'opérateur de Kirchhoff (). Pour cela nous appliquons la fonction de masse de
Dirac () € £(S" x R) au point de base sur I'opérateur Q.

Soit la fonction de test ¢(x,t) dans S(R™ x R), nous avons

Tr
<Q5(w,0)7 90>$',s = <Q15(w,0)7 S0>s',8 - <26(x)€_c(m)‘tl * [C(l‘)JPfA_l - JPfA_l](;o, 90>S/,s,
= <Q15(w,0)7 @)S’,S + <Q25(w,0)7 90>5/,Sa (498)

ou P’ = P¥K et P = P/K. Le terme (Q10(w,0), p)s,s est déja calculé (4.31).
Par conséquent, nous avons seulement besoin de déterminer l'intégrale oscillante
qui introduit 'opérateur @)s.

T

=@t 4 A§ ,
26(936 * Ado, ©) s,

(Q20(,0), P)s1.s = —(

~—

™

= / e~ @Il AS), ) s sdr, (4.99)
R

 2¢(x)

avec

A=c(x)JPf A — JPFA (4.100)
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D’autre part, nous utilisons les propriétés de la composition entre les opérateurs
intégraux de Fourier et les opérateurs pseudo-différentiels. Ces propriétés nous

permettent de trouver l'intégrale associe a 'opérateur A tel que

<A507 90>S’,3 = / eidn(m,ﬁ,k)—iw'ﬁ—ikt [C(Z‘)b# (W, x, 57 k) - CL# (w7 xz, 57 k)] A dédk‘,
Rn+1 +

(k=1/361)
(4.101)

ou b#(wa Z, 57 k) = p?#(wa L, 5) k)#aj(.’lf, 67 k) et &#(wa T, 57 k) = pj{:(wa L, 5) k)#aJ<x7 57 k)
(voir (4.26) pour définir la relation #). Pour déterminer 'intégrale de I'opérateur
()2, nous remplacons (4.101) dans (4.99). Nous obtenons

2¢(x)

(Qabwy, D)5 = — / emcl@lt=rl+iva (R i =ik ()6 (o, 3, € k) — o (w, , €, K)
R xRxR

Finalement, 'intégrale de 'opérateur de Kirchhoff () est donnée par :

m —c(x)[t—r|+iv1(z —iw-{—ikr 1
Q(S(W,O)(xat) = Qld(W,O)(w7t) - § /6 @le=ri+igr (=) Sk [b#(w7$757 k) - @a#(w,x,g, k)]
1

Cela implique que le noyau de lopérateur de Kirchhoff kg(w,,t) est donné
par :

ko(w,x,t) = kg, (W, z,t) + Ko, (w, x, 1), (4.102)

avec

, . . 1
KQs (w, x,t) = _E/ G—C(z)lt—r|+w1(w,&k)—wf—zkr[b#(w’ z, €, k;) _ —a#(w,x, £, k:)]
2 JrrxRxR c(z)

1
—  dédkd
X A (e gy e ar

on a# (w, z, &, k) = (S 4 82)a(w, z, &, k) et b#(w,z, &, k) = (S 4+ 92)b(w, , £, k)

1
et k1(w, z,t) est défini par (4.16). O
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4.3.2 L’amplitude de Kirchhoff ag

L’intégrale oscillante de 'amplitude de Kirchhoff ag(w, x, k) est introduit dans

le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.3. Si le noyau de Uopérateur de Kirchhoff Q est défini par (4.92),
alors U'amplitude de Kirchhoff ag(w,x, k) devra étre définie par :

ag(w, z, k) = ag, (w, x, k) + ag, (w, z, k), (4.103)
ol ag, (w, z, k) est Uamplitude (4.34) et

1dr)  f kwmweqp# L % 1
262(27) +l{32 /Rn6 [bl (w,x,(’,k‘) C([L’)al (wvxvgvk)]A_i_(kQ/gCl)dCy

ot af(w,a:,@“, k) = k"a(w,z,k(, k € SM/T6, bf(w,m,c“,k) = k"b(w,x,k(, k) €
Sn/2H1/6 et la fonction 1o(w,x, () est définie par le théoréeme (4.2.2).

ag,(w,z, k) =

Démonstration. Pour déterminer amplitude ag(w,z, k), il suffit d’appliquer la
transformation de Fourier inverse par rapport a la variable ¢ sur le noyau kg (w, x, t).
La partie de 'amplitude ag(w, z, k) qui est lite & kg, (w, z,t) a été déja calculé et
déterminé (voir expression (4.34)). Il nous reste seulement & trouver la partie de
I'amplitude qui est liée & I'expression de kg, (w, x,t). Tout d’abord, nous récrivons

KQ,(w, z,t) sous la forme :

KQ,(w,z,t) = _ge—c(r)lt\ * Ka(w,x,t), (4.104)

avec Ka(w,z,t) est le noyau de I'opérateur (4.100). Nous appliquons la transfor-

mation de Fourier inverse sur (4.104), nous obtenons

F ko) (w, z, k) = —g}“‘l(e‘c(l’)‘t')(k)f‘l(m)(w, 2, k). (4.105)

Puisque F~!(e~c@lth) = %02&()92]62, alors

1

A ()

1 . ) 1
R P C) /elw’ﬁv’f)—@“f[b#(w,x,g,k)——a#<w,x7g,k>J

222(x) + k2 Sy c(x)

Posons le changement de variable ¢ = k¢ ou & € R™. nous obtenons

_ 1 C(l’) Z‘k¢2(w71.7<-) # B 1 ”
202($)—|—k2 /Rn6 [bl (wyxvgak) C(:l?)al (w7;p’<"7k)]

1

A"

(4.106)

ag,(w,z, k) =
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tels que a¥ (w, x, ¢, k) = k"a# (w, x, k¢, k), b (0, x, ¢, k) = k"0* (w, 2, kC, k),
et Po(w, z, ) est définie dans le théoréme (4.2.2). O

Le théoréme suivant donne le développement asymptotique de 'amplitude de
Kirchhoff ag(w, z, k).

Théoréme 4.3.4. Si l'amplitude de Kirchhoff ag(w, x, k) vérifie (4.103), alors son

développement asymptotique est donné par :

ag(w,z, k) = an(w,x, k)

1__£1_l__ 1 é ikz-w
T2(n) + B2 > {bm”””)‘@“fz(w 2)| WO K2 (w0, ) + Ry (k).
p,l=0
(4.107)
tel que
aq, (w,x, k) Z R (1= - w)ap(w, @) + C(2)bpa(w, 2)) OO (K3 Z (w, 2))e .
p,l=0
(4.108)

L alt = (2l g2 b — (=) o2y 0,1.., P

ou ap,l<w7x> ( 4 + x)ap7l(w>x)7 p7l(w7$) ( 4 + x) p,l(wam)ape{ ) T }7

I € {0,1..,L}, w est la direction incidente et c(x) > 0 est la courbure. En plus,
Z(w, x) est une fonction réelle, continue, positive dans la région illuminée, négative
dans la région d’ombre et elle est nulle dans la région de transition. Les fonctions
api, by, a fz: et b#z résultent d’apres 'application de la méthode de phase station-

naire sur le symbole de 'opérateur ().

Démonstration. Le développement asymptotique (4.107) est basé sur application
de la méthode de la phase stationnaire sur l'intégrale oscillante qui définit 1’am-
plitude de Kirchhoff tel que

aQ(w7 Z, k) = aQ1(wa T, k) + an(wv T, k)a

avec

aq, (w,z, k) = kl/g/ AT ORRAES (1 - w)ay (w, 2, ¢, k) + Cl2)by (w, 2, C, k)]

Rn+l

x W (kY3¢)dtdc,
(4.109)
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(4.109) est exactement la méme expression que (4.40). Puisque nous avons trouvé
précédemment le développement asymptotique de (4.109) qui est donné par (4.37),
alors il nous reste juste a déterminer le développement asymptotique de ag, (w, z, k).
Pour le trouver, nous remplacons (4.39) dans (4.106), nous obtenons

—k'3¢(2)

el R = S+ 49

A A . 1
[ et e By ¢, ) = (.G, )
RTL

c(x)
x W (EY3t)d¢dt,

(4.110)

Puisque nous avons la méme fonction de phase que celle de l'intégrale oscillante
(4.34) alors nous avons les mémes points critiques. D’ot les conditions de la mé-
thode de phase stationnaire sont satisfaites.

Avant d’appliquer la méthode de phase stationnaire sur I'intégrale (4.110), nous
allons simplifier cette intégrale d’une fagon que nous pouvons appliquer facilement
cette méthode asymptotique.

A cet effet, nous supposons que d7 (w, z, ¢, k) est un symbole de S™27/6 tel que

L,
c(x)

Nous utilisons les propriétés des symboles des opérateurs pseudo-differentiels [41][50]

d¥ (w,z, ¢, k) = b (w, 2, ¢ k) — w2, ¢ k). (4.111)

pour réécrire le symbole de I'intégrale (4.110) comme suit :

P
df (w,2,C k) = 3 RO (w0, 2, ), (4.112)
p=0
ou P=mn/2+7/6, et
1
df((«d,%,C) :bf(w,x,o——a#(w,x,(). (4113)

c(x) *

Le développement asymptotique (4.112) nous donne I"avantage de reproduire I'in-

tégrale (4.110) sous la fagon suivante :

—kY3¢(x) & .
B = — -~ % E kn/2+7/6p/ Wk f(Ct) gt U (kY30 dtd
CLQ2(W, xz, ) 2<C2(Qﬁ) + kz) g — € D (w7 T, C) ( ) C?

(4.114)
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tel que f((,t) est la fonction de phase définie par (4.45). Pour déterminer le déve-
loppement asymptotique de l'intégrale oscillante de ag,(w, x, k), il suffit d’appli-

quer la méthode de phase stationnaire sur 'intégrale suivante :

/ MO (w,x, Q)W (K t)dtdC. (4.115)
R7+1

Nous avons déja calculer ce genre de développement asymptotique dans la preuve
du théoréme (4.2.4).
Finalement, le développement asymptotique de 'amplitude de Kirchhoff ag (w, z, k)

est donné par :
ag(w,x, k) = ag, (w, @, k) (4.116)

P,L
—c(x) Z 1:2/3-p—21/3 [b#l(w ) —
D, )

‘l‘m L)a;fl(w’x) ¢(l)(k1/3z(w’x))eikx~w + RP,L(k),

oyt c(x

tel que ag, (w, z, k) est (4.108), avec

2
(1) = (C 4 92)a ()

et )
bﬁl(w,x) = (% + 8£)bpvl(w,x).

Le reste Rpy, vérifie 'estimation suivante :
|RP,L<k)| < Cka_min(zL/3’P+1/3). (4117)

et Cpy, est une constante réelle qui dépend de P et L.
O

Remarque. Si on prend l’approximation de la condition d’absorption DtN d’ordre

trois sur le bord sachant qu’elle est définie par :

(x)(c(z) + ik)ywz’(x, k), (4.118)

8nws(x, k) = _(ik - c(x))wi(x, k) - 2(0(1‘)2 + k:2) @
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(Voir la condition (29) dans [51]), alors le développement asymptotique de ’am-
plitude de Kirchhoff ag(w,x, k) est donné par :

aQ(w’ka) ~ aQ1(va>k)
1 A(z) — 2/3—p—21/3 7 ~ (1) (1.1/3 ikxw
EE P [0, 2) = e, @) | O R 2 (w0, ),
p,i=0

(4.119)

0t ag, (w, z, k) est donné par (4.108) avec c(x) est la courbure, a,,(w, z) = %a,(w, z),

et byy(w, x) = 0%by(w, ).



CONCLUSION

Cette thése a été consacrée a I'étude du phénomeéne de la diffraction des ondes
par un obstacle strictement convexe avec une condition absorbante sur le bord.
Cette condition est définie par 'opérateur de Dirichlet to Neumann. Plus précisé-
ment, nous avons travaillé sur 'expression asymptotique de la solution de ’équa-
tion de Helmholtz en utilisant la méthode des équations intégrales. Pour appliquer
cette méthode nous avons besoin de la dérivée normale du champ total. A cet op-
tique, nous avons fait une étude détaillée sur 'amplitude de Kirchhoff en utilisant
I'approximation d’ordre 1 et 'approximation d’ordre 2 de I'opérateur Dirichlet to
Neumann DtN. Cela dans le but d’obtenir des nouvelles expressions asymptotiques

de la dérivée normale du champ total.

Les expressions originales sont basées sur le principe de la décomposition pseudo-
différentielle de 'opérateur de Dirichlet to Neumann. Cependant que dans notre
travail, nous avons utilisé des approximations de cet opérateur pour déterminer
des nouvelles approches de la dérivée normale du champ total. L'un des objectifs
de notre choix est de faciliter la construction d’une nouvelle classe d’approche de la
dérivée normale du champ total laquelle peut étre utilisée dans le développement
des méthodes des équations intégrales et des méthodes numériques. Ces méthodes

sont capables de produire des solutions plus précises.

A travers le temps, nous réalisons que les mathématiques sont un outil indispen-
sable pour les innovations et les nouvelles technologies. La raison principale pour
laquelle les mathématiques jouent un role fondamental dans différents domaines,
comme le domaine de développement de 'industrie, le domaine de la technologie

et de I’énergie, est que les problémes a résoudre dans ces domaines sont écrit en
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langue mathématique, ainsi les phénoménes de la physique et de la mécanique sont
traduit par des formules et des équations mathématiques.

En général, notre probléme consiste & traduire et résoudre le phénoméne de dif-
fraction des ondes par un corps. Ce probléme est couramment rencontré lors des
études de conception et d’intégration d’antennes ainsi dans les études de signature
du radar et les phénoménes de I'aéronautique en utilisant les résultats de la dif-
fraction des ondes sonores. D’autre part, les ingénieurs exploitent les propriétés de
la diffraction des rayons électromagnétiques en étudiant le phénoméne de I'ima-
gerie et le traitement de radiologie. Généralement, les spécialistes en industries
cherchent a résoudre et déterminer la perturbation générée par un obstacle lorsque
les ondes incidentes le rencontre produisant des ondes diffractées. Nous concluons
que les industriels sont intéressés beaucoup plus par I'action de la perturbation qui
est crée par un obstacle et ré émise dans toutes les directions de 'espace.

Les travaux de cette thése portent sur I’étude du phénoméne de diffraction des
ondes par des corps strictement convexes. Puisqu’il existe différent formes géo-
métriques dans la vie industrielle, nous allons s’intéresser a traiter le cas de la
diffraction des ondes par des obstacles non convexe pour cotoyer aux développe-

ments industrielles et la production des nouvelles sorte de 1’énergie.



5. ANNEXE

Les méthodes des équations intégrales & haute fréquence utilisent une expres-
sion asymptotique de la dérivée normale du champ total. Melrose et Taylor ont dé-
terminé une certaine approche de cette expression dans le cas ou le corps diffuseur
est un obstacle convexe [54]. Dans une situation similaire, nous avons déterminé
d’autres expressions asymptotiques. Ces derniéres nous permettent de trouver des
approches qui peuvent étre incorporées dans les méthodes des équations intégrales
comme étant l'inconnu qui correspond habituellement a une densité physique,
Cette densité représente la dérivée normale du champ total calculé sur la sur-
face de 'obstacle diffuseur. Comme il a été bien détaillé dans ce manuscrite, cette
surface est décomposée en trois régions, la région illuminée et la région d’ombre et

la région du bord d’ombre (la région de transition).

5.1 La comparaison numérique entre les solutions

Nous allons tester numériquement les solutions obtenues en utilisant les deux
conditions (4.1) et (4.2) et nous allons les comparer avec la solution de I’équation
de Helmhotz en utilisant 'approximation de Kirchhoff corrigée. Pour atteindre
cet objectif, nous prenons I'exemple suivant pour faciliter la comparaison : Nous
supposons que €2 est un cercle alors la solution exacte du probléme (0.6) ainsi
I’onde plane sont définies par les fonctions de Bessel. Dans cet exemple, nous nous

intéréssons a déterminer la quantité suivante :
Opw' = Opw® + 0, (5.1)

Nous allons comparer entre (a) la solution exacte, (b) la solution en utilisant

I'approximation de DtN d’ordre 1 (4.1) et (c) 'approximation de Kirchhoff corrigée
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(3.51). Les calculs résultants sont présentés dans la figure 5.1.

Exact
% First order approximation
Kirchhoff
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Fig. 5.1: La comparaison entre la solution exacte du probléme (0.6) avec 'approximation
de Kirchhoff et I'approximation de Bayliss-Turkel de premier ordre pour un

cercle éclairée par une onde plane incidente avec k = 150.

La figure 5.1 représente la comparaison entre les solutions de 1’équation de
Helmholtz dans les trois régions du cercle de rayon r = 0.27m.
Dans cette figure, I’échelle horizontale représente la quantité de ra ol « est 'angle
incidente dont 1’échelle verticale représente la quantité de chaque solution.
Dans notre cas, la dimension de 'espace est n = 2 et I'angle incidente est définie
par @ = (aj,a). Cet angle est donnée de sorte que la direction incidente est
exprimée par :

w = (cosay, sinay).

Nous observons que ’approximation de Kirchhoff corrigée permet de produire
une solution approchée raisonnable seulement dans la région illuminée. Tandis que,
la solution celle qui est basée sur la condition (4.1) est satisfaisante sur toute les

régions du bord.
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5.2 L’erreur entre la solution exacte et notre solution

Dans cette partie, nous allons présenter numériquement ’erreur relative entre
la solution exacte du méme exemple précédent et la solution obtenue en utilisant
’approximation (4.1) dans la région d’ombre et d’ombre profonde quand k& — +o0.
Nous allons illustrer cette partie par la figure 5.2. Cette figure confirme que la
solution obtenue en utilisant 'approximation de Kirchhoff corrigé est une solution
raisonnable seulement dans la région illuminée.

D’aprés le graphe de la figure 5.2, nous observons que l'erreur décroit rapidement

0 L L
50 100 150 200

Fig. 5.2: L’erreur relative est calculé pour k£ = 50,100, 150,200, de la solution sur la
région d’ombre et la région d’ombre profond sur un cercle, elle est obtenue en

utilisant I’approximation de Bayliss-Turkel d’ordre 1 (4.1).

quand k — +oo sachant que 'erreur calculer entre la solution exacte et la solution
obtenue en utilisant I'approximation de Kirchhoff est inférieur ou égale a 1 a cause
que la derniére est nulle dans la région d’ombre et 'ombre profond.

Nous concluons que 'approximation de Kirchhoff conduit & des mauvaises solutions
lorsque nous utilisons les méthodes des équations intégrales a hautes fréquences.
Comme il est indiqué dans [10, 51|, 'approximation du deuxiéme ordre (4.2) de

lopérateur DtN permet d’améliorer encore une solution bien précise.
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