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RÉSUMÉ

Expression asymptotique de la solution de l'équation de Helmholtz à haute

fréquence sur un obstacle convexe

Dans ce travail, nous nous intéressons à la di�raction des ondes par un obs-

tacle strictement convexe. Notre objectif consiste à déterminer le développement

asymptotique du champ di�racté de l'équation de Helmholtz à haute fréquence

avec une condition sur le bord laquelle est dé�nie par l'opérateur de Dirichlet to

Neumann DtN . Le champ di�racté peut être déterminé en utilisant la méthode

des équations intégrale à haute fréquence. Lequel est lié relativement au calcul de

l'approche associé à la dérivée normale du champ total sur le bord de l'obstacle.

Les expansions originales ont été obtenues en utilisant la décomposition pseudo-

di�érentielle de l'opérateur DtN au voisinage du point singulier. À partir de cette

technique nous obtenons une approximation de Kirchho� corrigée qui est l'approxi-

mation du champ total. Cette approximation est valable seulement dans la région

illuminée.

Dans cette thèse, nous utilisons des approximations de premier et second ordre

de l'opérateurDtN qui nous permettent d'obtenir des nouvelles expressions asymp-

totiques de la dérivée normale du champ total. Ces dernières nous aident à produire

des approximations de la solution de l'équation de Helmholtz à haute fréquence

sur toutes les régions de l'obstacle, et plus précisément autour de l'ombre et la

région de l'ombre profonde.

Mots clés : L'équation des ondes, L'équation de Halmholtz, L'opérateur

Dirichlet to Neumann, L'opérateur intégrale de Fourier.



ABSTRACT

Asymptotic expression of the Helmhotz equation solution at high frequency on a

convex obstacle

This thesis is concerned with new results of the waves di�raction by a strictly

convex obstacle. Our objective is to produce the high frequency asymptotic ex-

pansion of the Helmholtz equation solution providing a boundary condition given

by the Dirichlet to Neumann operator DtN . As it is known, after using the high

frequency integral equations method, the scattered �eld everywhere exterior to

the obstacle can be determined by computing the approach associated to the total

�eld on the boundary of the scatterer

The original expansions were obtained by using the pseudo-di�erential decom-

position of the operator DtN in the neighborhood of singular point this allows M.

Taylor and R.B. Melrose to provide a corrected version of the Kirchho� approxi-

mation such it is only available on the illuminated region.

This work uses �rst and second order approximations of the DtN operator to

derive new asymptotic expressions of the normal derivative of the total �eld. The

resulting expansions can be used to appropriately choose the ansatz in the design

of high frequency numerical solvers, such as those based on integral equations, in

order to produce more accurate approximation of the solutions of the Helmholtz

equation on all regions of the obstacle more precisely around the shadow and deep

shadow regions .

Keywords : Wave equation, Helmholtz equation, Dirichlet to Neumann ope-

rator, Fourier integral operator.
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NOTATIONS

N : L'ensemble des entiers naturels.

Z : L'ensemble des entiers relatifs.

R : L'ensemble des nombres réels.

R+ : L'ensemble des nombres réels positifs.

Rn : L'espace des vecteurs à n composantes réelles.

Tm(M) : L'espace tengent à M ⊂ Rn au point m.

T (M) : Le �bré tangent de M ⊂ Rn sachant que T (M) =
⋃
m∈M Tm(M).

T ∗m(M) : L'espace dual de Tm(M), il est appelé l'espace cotangent.

T ∗(M) : Le �bré cotangent de M sachant que T ∗(M) =
⋃
m∈M T ∗m(M).

C∞(resp.Cn) : L'esemble des fonctions in�niment dérivable

(resp. l'esemble des fonctions n fois dérivable).

C∞0 (M) : L'ensemble des fonctions in�niment dérivables à support compact

sur M .

L1(Rn) : L'espace des fonctions intégrable à valeurs dans Rn.

L1
Loc(Rn) : L'espace des fonctions localement intégrable à valeurs dans Rn.

S(Rn) : L'espace de Schwartz qui désigne l'espace des fonctions à

décroissance rapide.

D(M) : L'espace des fonctions de classe C∞ à support compact dans M .

D′(M) : L'espace des distributions sur M .

S ′(Rn) : L'espace des distributions tempérées.

E ′(M) : L'espace des distributions sur M à support compact.

Hm(Rn) : L'espace de sobolev d'ordre m sur Rn. On dit w ∈ Hm(Rn) si et

seulement si {w ∈ L2(Rn), ∂αw ∈ L2(Rn), |α| ≤ m}
Hm
Loc(Rn) : L'espace des distributions w, telles que ϕw ∈ Hs(Rn) pour toute

fonction ϕ de D(Rn).
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Smρ,δ : La classe des symboles d'ordre m de type (ρ, δ).

Sm : La classe des symboles d'ordre m de type (0, 1).

OPSmρ,δ : L'espace des opérateurs pseudo-di�érentiels d'ordre m et

de type (ρ, δ).

OPSm : L'espace des opérateurs pseudo-di�érentiels d'ordre m.

OPNm : L'espace des opérateurs d'Airy (resp. opérateurs Fourier

d'Airy) d'ordre m.

Im(X;C) : L'espace des opérateurs intégraux de Fourier d'ordre m

associés à la relation canonique C.

∂x : La dérivée partielle par rapport à x.

∂n : La dérivée normale.

∆ : L'opérateur de Laplace scalaire dans Rn qui est dé�ni par∑n
i=1 ∂

2
xi
.

Supp(f) : Le support de la fonction f

Supp sing(u) : Le complémentaire du plus grand ouvert sur lequel la u

est une fonction de C∞.
ω : La direction d'incidence.

Sn : La boule unitaire d'ordre n.

k : Le nombre d'ondre.

G : La fonction de Green.

Id : Désigne l'application identité.

η(ω, x, k) : La dérivée normale du champ total sur le bord.

F [f ] : La transformation de Fourier de f .

F−1[f ] : La transformation de Fourier inverse de f .

T−1 : L'inverse de l'opérateur T .

T ∗ : L'opérateur adjoint de T .

Hess(f) : La matrice Hesseinne de la fonction f(x).

I : La matrice unitaire.

[p] : La partie entière de p.

graph(f) : Le graphe de la fonction f tel que graph(f) = {(x, f(x)), x ∈ X}.



INTRODUCTION GÉNÉRALE

La di�raction signi�e le phénomène de déviation des ondes (lumineuses, acous-

tiques....) lorsqu'elles passent au voisinage d'un obstacle. Ce phénomène est le

résultat de l'interférence des ondes di�ractées par chaque point de l'obstacle. Cela

nous permet de savoir que la di�raction peut être interprétée comme une di�usion

des ondes par les points de bord d'un objet. L'origine de la di�raction est la na-

ture ondulatoire du phénomène de propagation d'une onde et pour l'étudier il faut

résoudre l'équation d'onde,

∂ttu(x, t)− v2∆u(x, t) = 0, (0.1)

où v est la vitesse d'onde, ∆ désigne l'opérateur de Laplace et u(x, t) représente le

champ di�racté. Ce type de problème connu généralement sous le nom de scatte-

ring consiste à déterminer le champ di�racté engendré par une onde incidente de

fréquence élevée. D'un point de vue physique, la théorie de di�raction est consa-

crée à l'étude de l'amplitude de di�raction liée à un obstacle O. Le champ di�racté

peut être déterminé par le calcul du courant sur la surface de l'obstacle di�useur

qui désigne la dérivée normale du champ total sur le bord de l'obstacle.

Notre problème consiste à déterminer le développement asymptotique de l'am-

plitude de la solution de l'équation de Helmholtz (0.6) fournissant une condition

sur le bord donnée par l'opérateur de Dirichlet to Neumann DtN . Les expan-

sions d'origine ont été obtenues en utilisant la décomposition pseudo-di�érentiel

de l'opérateur DtN [54]. Notre travail nécessite la connaissance du concept de sin-

gularité. Dans le cas général, Lebeau [46] a démontré que sur l'obstacle di�useur,

les singularités se concentrent dans la région de transition.

De nos jours, nous utilisons di�érents outils et techniques en mathématique

tels que l'analyse semi-classique et l'analyse harmonique qui nous permettent de
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résoudre nos problèmes physiques. L'analyse semi-classique permet de faire le lien

entre la mécanique classique et la mécanique quantique. Cette théorie trouve son

origine au 19e siècle grâce au développement de la physique quantique et la phy-

sique ondulatoire dont elle fut utiliser comme outil qui traduit mathématiquement

les phénomènes de la mécanique quantique. Actuellement, elle est utilisée réguliè-

rement dans de nombreux domaines de la physique. Cette théorie est combinée

avec les conditions de quanti�cation BKW et la méthode de phase stationnaire

pour déterminer le modèle asymptotique de la solution d'un problème bien posé.

La théorie semi-classique repose essentiellement sur l'analyse microlocale dont il

est favorable d'utiliser les opérateurs intégraux de Fourier et la propagation des

singularités. Plus précisément, l'analyse microlocale est un outil privilégié de cette

théorie qui nous permet de faire des études détaillées pour simpli�er le concept

des di�érents phénomènes en utilisant la transformation de Fourier. Il semble que

cette analyse prenne naissance dans les années 70 pour des applications sur les

équations aux dérivés partielles. Aujourd'hui, l'analyse microlocale est présente

dans di�érents domaines tels que la topologie, la géométrie analytique et di�érents

phénomènes tels que l'e�et tunnel et la propagation des ondes.

Dans notre travail, nous allons traiter le phénomène de propagation des ondes

qui fait partie des problèmes hyperboliques. Ces équations hyperboliques modé-

lisent les phénomènes ondulatoires. Lax [45] a démontré que les opérateurs qui

représentent les solutions des problèmes de Cauchy pour les équations strictement

hyperboliques ont des représentations locales tels que les opérateurs intégrales

oscillantes. Ces représentations furent concrétisée par la théorie des opérateurs in-

tégraux de Fourier d'Hörmander (OIF) [41, 42], en conduisant entre autres à des

résultats sur la propagation des singularités et le concept du front d'onde. (voir

[24, 41, 42, 58]).

D'un point de vue mathématique, le front d'onde et sa propagation permettent

de comprendre les notions physiques contenues dans le principe de Huygens (voir

[24, 41, 42, 58]).

Dans cette thèse, nous allons développer une méthode di�érente qui représente

l'opérateur associé à la solution de notre problème. Dans le cas de la di�raction
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d'une onde par un obstacle convexe, la solution de l'équation des ondes au niveau

des points de singularité est représentée par une combinaison linéaire de la fonction

d'Airy et de sa dérivée.

Comme il a été bien détaillé dans [53],[54],[55] et [62] au voisinage de ces points

singuliers, l'opérateur de la solution sera exprimé comme un opérateur intégrale

de Fourier associé à une relation canonique singulière. À l'aide de cette nouvelle

classe, c'est à dire les opérateurs de type Fourier-Airy, Taylor et Melrose [53], [54]

construisent au voisinage du point singulier une paramétrique microlocale pour le

système qui dé�nit notre problème. Cette paramétrique rend les choses possibles

de pouvoir analyser la propagation des singularités près de ces points.

Dans [54], Taylor et Melrose ont étudié le problème de di�raction des ondes

par un obstacle strictement convexe au voisinage du pic de di�raction pour dé-

terminer le développement asymptotique du champ di�racté. Ils ont amélioré une

approximation de Kirchho� corrigée qui est l'approche du champ total. Cette ap-

proximation est valide seulement dans la région illuminée.

Notre travail consiste à déterminer une meilleure précision que l'approximation

de Kirchho� corrigée dans toutes les régions, précisément dans la région d'ombre et

la région de transition fournissant des approximations de premier ordre et second

ordre de l'opérateur DtN de type Bayliss-Turkel [12, 51]. Dans [30, 34], Il a été

montré que ces approximations sont valables sur tout le bord de l'obstacle.

Ces approximations ont été employées comme des conditions de radiation sur

le bord (voir [6]), celles-ci nous permettent de faire une étude à la fois rapide et

e�cace pour des problèmes de di�raction. Il existe d'autres approximations telles

que celles qui sont développées dans [35] qui peuvent aussi être adaptées à notre

analyse sans aucune di�cultés.

Pour déterminer des nouvelles expressions asymptotiques de la dérivée normale

du champ totale de l'équation de Helmholtz à haute fréquence, nous adaptons

la même méthode utilisée par Taylor et Melrose dans [54]. Pour cela nous allons

utiliser certains résultats obtenus par Melrose et Taylor [54].

Contrairement à l'approximation de Kirchho� qui est valide seulement dans la

région illuminée, nos expansions résultantes peuvent être utilisées pour construire
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de manière appropriée une approche qui permet d'obtenir des solutions asympto-

tiques dans les trois régions, la région illuminée, la région d'ombre profonde et la

région de bord d'ombre (la région de transition).

Organisation de la thèse

Cette thèse se décompose en quatre chapitres suivis d'une annexe et d'une

conclusion.

Chapitre 1. Dans ce chapitre, nous nous intéressons essentiellement aux notions

importantes relatives à l'étude de propagation. Nous commençons par rappeler les

dé�nitions de la transformation de Fourier et ses propriétés en se focalisant sur les

distributions tempérées. Puis, nous détaillons le principe de la méthode de phase

stationnaire. Ensuite, nous jetons un coup ÷il sur la fonction d'Airy, ses approxi-

mations et ses estimations possibles. Nous nous attachons dans ce chapitre à établir

avec précision les conditions et les formules pour garantir l'existence et l'unicité

de la solution de l'équation de Helmholtz.

Chapitre 2. Le second chapitre est consacré à l'étude des opérateurs intégraux

de Fourier. Nous ne pouvons pas s'intéresser à ce genre d'opérateur sans rappeler

quelques notions nécessaires de la géométrie symplectique qui mène à développer

le concept des opérateurs intégraux de Fourier. Puis, nous étudions les relations

canoniques en jetant la lumière sur les singularités. Cette étude nous donne l'avan-

tage de produire des fonctions génératrices qui dé�nissent la fonction de phase de

l'opérateur intégrale de Fourier. Ensuite, nous donnons des notions de base sur

ce genre d'opérateur qui sont associés à des relations canoniques régulières. En

parallèle, nous présentons quelques résultats nécessaires sur les fronts d'onde et la

propagation des singularités. En�n, nous expliquons le cas où les relations cano-

niques admettent des points de singularités dont elles donnent naissance à d'autre

classe d'opérateur telle que la classe des opérateurs de Fourier-Airy

Chapitre 3. Ce chapitre explique les résultats de Taylor et Melrose dans [54].

Avant de citer les techniques suivies par les auteurs dans le papier [54] pour dé-
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terminer le développement asymptotique de l'amplitude de Kirchho�, nous com-

mençons d'abord par exposer la solution de l'équation de Helmholtz au voisinage

du point singulier sur le bord. Ensuite, nous expliquons comment ils ont déterminé

l'approximation de Kirchho� corrigée.

Chapitre 4. Ce chapitre est le c÷ur de ce manuscrit où nous citions les di�é-

rents résultats obtenus résultats obtenus concernant la di�raction des ondes par

un obstacle strictement convexe O en adaptant la méthode utilisée par Taylor et

Melrose [54] pour l'étude de l'équation de Helmholtz dans une gamme à haute fré-

quence. Ensuite, nous proposons d'utiliser des approximations d'ordre 1 et d'ordre

2 de l'opérateur DtN pour générer des nouvelles expressions de ∂nw
t, où wt est

la solution de l'équation de Helmholtz. Ce qui nous permet d'obtenir des nouvelles

approches et d'améliorer le comportement de la solution. En dernier, Nous citons

les estimations de l'expansion obtenue en utilisant l'approximation d'ordre 1 de

DtN dans des régions di�érentes de l'obstacle di�useur.

Problématique

Le principe de notre travail consiste à examiner l'amplitude de Kirchho� aQ

qui survient dans la théorie de di�raction d'une onde par corps.

Soit O ⊂ Rn+1 un obstacle strictement convexe avec une courbure c(x) strictement

positive. Nous notons ∂O = B le bord, ce bord est une hypersurface de C∞ dans

Rn+1 qui se décompose en trois régions ; la région illuminée, la région d'ombre et

la région de transition (voir la �gure (0.1)). Nous dé�nissons l'ouvert Ω de Rn+1

par Ω = Rn+1/O, le domaine extérieur de propagation. Soit DtN un opérateur

Dirichlet to Neumann dé�nit sur l'obstacle O tel que pour tout x ∈ B on a

DtN : E ′(B × R)→ D′(B × R), DtNui(x, t) = −∂nu(x, t)|B×R (0.2)

où n désigne le vecteur extérieur normal et ui(x, t) est l'onde incidente.

Nous considérons u(x, t) ∈ D′(B × R) la solution de l'équation des ondes qui



Introduction Générale 16

Fig. 0.1: Les régions de l'obstacle di�useur.

est dé�nie par le système suivant :
(∂tt −∆)u(x, t) = 0 dans Ω× R,
u(x, t) = −δ(t− x.ω) = −ui(x, t) sur B × R,
u(x, t) = 0 t << 0.

(0.3)

où x, t sont les variables de la position et le temps respectivement, ∆ =
n+1∑
i=1

∂2

∂x2
i

désigne l'opérateur de Laplace par rapport à x, ui(x, t) est l'onde incidente et ω

est le vecteur unitaire qui dé�nit le vecteur d'incidence tel que ω ∈ Sn où Sn est

la sphère unitaire qui est dé�nie par

Sn = {ω ∈ Rn+1, |ω| = 1}. (0.4)

Au point t = x · ω, la solution a une discontinuité sur le bord de l'obstacle qui se

comporte sous la forme d'une masse de Dirac δ(t− x · ω). Soit w(x, k) dé�nie par

w(x, k) =

∫
eiktu(t, x)dt. (0.5)

Nous appliquons (0.5) dans (0.3). Cela nous permet de réduire le problème (0.3)

comme suit :


(∆ + k2)w(x, k) = 0 dans Ω× R,

w(x, k) = −eikx·ω = −wi(x, k) sur B × R,

w(x, k) = O(|x|−n/2) et (∂|x| − ik)w(x, k) = o(|x|−n/2) pour |x| → ∞.
(0.6)
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oú k est le nombre d'onde. La solution de (0.6) est donnée par l'intégrale suivante :

w(x, k) = − 1

4π

∫
∂O
η(x, k)G(x, y)dσ(y) x ∈ Ω. (0.7)

où G(x, y) la fonction de Green (voir la dé�nition (1.5.2)) et σ est la mesure d'in-

tégration sur le bord de O. La formule intégrale (0.7) nous permet de reconstruire

la solution de notre problème de di�raction des ondes dans le domaine extérieur

dès que nous déterminons la quantité de η(x, k). Cette quantité est le courant de

la surface sur l'obstacle di�useur qui est dé�ni par la dérivée normale du champ

total,

η(x, k) = ∂nw
t(x, k). (0.8)

avec wt(x, k) est le champ total donné par

wt(x, k) = wi(x, k) + ws(x, k). (0.9)

où wi(x, k) = eikx·ω est l'onde incidente et ws(x, k) est la solution sortante (le

champ di�racté). La dérivée normale du champ total sur le bord d'un l'obstacle

convexe est dé�nie, pour k →∞, par

∂nw
t(x, k) = K(ω, x, k)eikx·ω,

= aQ(ω, x, k). (0.10)

avec aQ est l'amplitude de Kirchho� et K(ω, x, k) est une fonction qui oscille moins

rapidement que l'amplitude aQ. De plus, nous dé�nissons l'opérateur de Kirchho�

[54] par

Q = (DtN + ω · n∂t)F : E ′(Sn × R)→ D′(B × R) (0.11)

avec DtN ∈ OPS1 non local et F est un opérateur intégrale de Fourier qui est

dé�ni par son noyau κF (ω, x, t) = δ(t− x · ω) [25, 54] tel que

Fu(x, t) =

∫
Sn×R

δ(t− s− x · ω)u(ω, s)dωds (0.12)

Les méthodes des équations intégrale à haute fréquence consistent à déterminer la

valeur de K(ω, x, k), d'où la valeur aQ(ω, x, k). Pour déterminer ces inconnus, nous

devons remplacer l'opérateur DtN par sa dé�nition dans la formule de l'opérateur
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Q. Comme l'opérateur pseudo di�érentiel DtN est non local, Taylor et Melrose

[54] étaient obligé d'utiliser la décomposition microlocale de l'opérateur DtN qui

a permis d'améliorer une approximation local de cette opérateur qui est l'approxi-

mation de Kirchho� corrigée et qui est dé�nie par

aQ(ω, x, k) = −2ikn(x) · ωeikx·ω pour k → +∞. (0.13)

Cette approximation est valable seulement dans la région illuminée.

L'objectif de cette thèse consiste à déterminer des résultats sur la di�raction des

ondes par un obstacle convexe O, en utilisant la méthode Taylor et Melrose dans

[54] pour étuder l'équation de Helmholtz à haute fréquence. L'idée principale de

ce travail est de fournir des meilleures précisions que l'approximation de Kirchho�

corrigée dans toutes les régions, précisément la région d'ombre et la région de

transition fournissant des approximations de premier ordre et de second ordre de

l'opérateur DtN de type Bayliss-Turkel[12, 51] telles que

∂nw
s(x, k) = −ikwi(x, k) +

c(x)

2
wi(x, k), (0.14)

∂nw
s(x, k) = −ikwi(x, k) +

c(x)

2
wi(x, k)− c(x)2

8(c(x)− ik)
wi(x, k)− 1

2(c(x)− ik)
∂2
xw

i(x, k),

(0.15)

En e�et, la méthode suivie dans cette thèse consiste à trouver d'abord l'opérateur

de Kirchho�Q fournissant les deux approximations de l'opérateurDtN (0.14,0.15).

Ensuite, nous déterminons le noyau κQ(ω, x, t) de l'opérateur Q. Puis, nous appli-

quons la transformation de Fourier inverse par rapport à la variable t sur le noyau

de l'opérateur de Kirchho� Q pour déterminer son amplitude aQ(ω, x, k). En�n,

nous utilisons la méthode de la phase stationnaire sur l'intégrale oscillante qui

dé�nit l'amplitude aQ(ω, x, k) pour obtenir son développement asymptotique. Les

résultats obtenus permettent de construire l'approche η(x, k) qui est donnée par

l'expression (0.8). Cette approche nous permet de déterminer le développement

asymptotique de la solution dans les trois régions de l'obstacle, la région illuminée,

la région d'ombre et la région de transition.



1. L'ÉTUDE DE LA PROPAGATION

1.1 Introduction

Le concept de propagation est le processus de déplacement ou de mouvement

d'une onde d'un endroit à l'autre. Cela correspond à un transfert d'énergie. Le pro-

blème de propagation des ondes fait partie des problèmes hyperboliques linéaires.

Le caractère de la linéarité permet aux spécialistes de traiter la variable temps

en utilisant la transformée de Fourier, c'est ce que nous appelons l'étude dans le

domaine fréquentiel. Dans notre travail, nous présentons les deux domaines d'appli-

cation tels que le domaine temporel c'est à dire l'équation des ondes qui est dé�nie

par le problème (0.3) et le domaine fréquentiel c'est à dire l'équation d'Helm-

holtz qui est dé�nie par l'équation (0.6) car ces deux equations sont utilisées dans

l'industriel.

Dans ce chapitre, nous introduisons les outils nécessaires de l'analyse harmo-

nique. Tout d'abord, nous commençons par présenter la transformation de Fourier

et ses applications dans di�érents domaines. Nous nous focalisons sur la trans-

formation de Fourier sur les distributions tempérées. Ensuite, nous détaillons les

étapes de la méthode de phase stationnaire qui nous permet de déterminer le déve-

loppement asymptotique d'une fonction dé�nie par une intégrale oscillante. Puis,

nous présentons la fonction d'Airy qui décrit le phénomène traité près du point

singulier. De plus, nous nous intéressons aux développements asymptotiques et

aux estimations possibles de cette fonction spéciale. En�n, nous abordons l'étude

de la solution de l'équation de Helmholtz. Nous expliquons comment il est possible

de dé�nir d'une manière naturelle le champ di�racté qui est la solution sortante

de l'équation de Helmholtz en s'appuyant sur des arguments physiques. Nous pré-

sentons plus particulièrement les outils nécessaire de cette théorie, en se focalisant
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sur la formule Green, la condition de Sommerfeld et le champ lointain.

1.2 Transformation de Fourier dans S et S ′

La théorie des distributions fut formalisée par le mathématicien français Laurent

Schwartz et lui valut la médaille Fiels en 1950. Son introduction utilise des no-

tions d'algèbre linéaire et de la topologie centrées autour de l'idée de dualité. Son

objectif consistait de généraliser la notion de fonction, a�n de donner un sens

mathématique correct à des objets manipulés par les physiciens. Il fallait en plus

garder la possibilité d'appliquer des opérations telles que la dérivation, convolution,

transformée de Fourier. De plus, l'intégrale de Fourier fait intervenir un spectre

continu de fréquences qui permet de projeter une image dans un espace fréquentiel

caractérisé par des fréquences.

Pour toute fonction f(x) ∈ L1(Rn) à valeurs réelles ou complexes de la variable

réelle x. Nous appelons transformée de Fourier de f(x) la fonction complexe de la

variable réelle ξ qui est dé�nie par l'intégrale suivante :

f̂(ξ) = F [f ] (ξ) =

∫
Rn
e−ix·ξf(x)dx, (1.1)

où x · ξ = 〈x, ξ〉 = x1ξ1 + · · ·xnξn. La fonction f̂(ξ) est continue et bornée dans

Rn. Si f̂(ξ) ∈ L1(Rn), nous pouvons exprimer f(x) en terme de f̂(ξ) ∈ L1(Rn) par

la formule d'inversion de Fourier qui est dé�nie par l'intégrale suivante :

f(x) = (2π)−n
∫
Rn
eix·ξf̂(ξ)dξ. (1.2)

Exemple. La transformation de Fourier la fonction lorentzienne f(x)

f(x) =
a

π

1

x2 + a2
pour tout a > 0 est f̂(ξ) = e−a|ξ|. (1.3)

La transformation de Fourier inverse de la fonction f(x) ∈ L1(Rn) est donnée

par

F−1 [f ] (ξ) =

∫
Rn
eix·ξf(x)dx. (1.4)

D'autre part, nous dé�nissons l'espace de Schwartz S comme étant l'ensemble de
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toutes les fonctions de C∞ dans Rn à décroissance rapide ainsi que toutes leurs

dérivées, cela veut dire :

∀α ∈ Nn, ∀β ∈ Nn, supx∈Rn|xα∂βxf(x)| < +∞. (1.5)

Exemple. f(x) = e−|x| est dans S(Rn).

Remarque. La transformation de Fourier d'une fonction f(x) de S(Rn), reste

toujours dans S(Rn).

1.2.1 Notion de base sur les distributions

Dans cette thèse, nous nous intéressons beaucoup plus à la transformation de

Fourier sur les distributions qui nous permet de dé�nir l'espace des distributions

tempérées noté par S ′. Tout d'abord, nous dé�nissons une distribution u sur un

ouvert Ω de Rn. Cette distribution u est une application linéaire de C∞0 (Ω) dans

C telle que : pour tout compact K de Ω, il existe une constante CK > 0 et k ∈ N
tels que :

|〈u, ϕ〉| ≤ CK
∑
|α|≤k

sup
x∈K
|∂αϕ(x)|, ϕ ∈ C∞0 (K),

où 〈., .〉 dénote le crochet de dualité qui est complètement di�érent de la no-

tation de produit scalaire lequel est dé�nit pour tout u(x) ∈ Lploc(Rn) localement

intégrable par

〈u, ϕ〉 =

∫
u(x)ϕ(x)dx, pour toute ϕ ∈ C∞0 (K). (1.6)

Cela dé�nit exactement l'espace des distributions D′(Ω) et ϕ représente la fonction

de test dans D(Ω).

Chaque distribution est dé�nie par son support qui est le complémentaire du

plus grand ouvert où la distribution u est nulle, nous le notons par supp(u). De plus

le support d'une fonction est son ensemble de dé�nition. Dans le même concept,

nous distinguons que pour toute fonction numérique, son support désigne la partie

du domaine où elle n'est pas nulle. D'autre part, il représente la partie du domaine

où elle n'est pas invariante par un homéomorphisme.



1. L'étude de la propagation 22

Il existe certains types de distribution qui sont souvent utilisés dans di�érents

disciplines scienti�ques. La distribution de Dirac ou bien la fonction de la masse

de Dirac, qui est un type d'abstraction, représente une charge, une masse ou un

électron ponctuel.

L'expression de Dirac ou le pic de Dirac est souvent utilisé par les physiciens

qui leurs permet de décrire une fonction ou une courbe qui représente un pique au

voisinage d'une valeur donnée.

Dé�nition 1.2.1. Pour toute ϕ ∈ D(R), la distribution de la masse de Dirac δx0

au point x0inR est dé�ni par :

〈δx0 , ϕ〉 =

∫
R
δ(x− x0)ϕ(x)dx = ϕ(x0). (1.7)

En particulier, pour ϕ(x) = 1, (1.7) devient∫
R
δ(x− x0)dx = 1. (1.8)

Remarque. la formule (1.7) reste valable dans le cas ou x ∈ Rn.

Proposition 1.2.1. [50][64] Pour toute fonction de test ϕ ∈ D(Rn), nous avons

δ(x− x0) =

∫
Rn
ei(x−x0)·ξdξ,

et

δ(x) = δ(−x).

Proposition 1.2.2. Soient x, y ∈ Rn avec x = (x1, · · · , xn) et y = (y1, · · · , yn),

nous avons

δ(x− y) = δ(x1 − y1) · · · δ(xn − yn). (1.9)

Proposition 1.2.3. [64] Soient u ∈ D′(Ω) , f(x) ∈ C∞(Ω) et K est un ouvert

contenu dans Ω, alors

〈fu, ϕ〉D′,D = 〈u, fϕ〉D′,D pour toute fonction test ϕ ∈ C∞0 (K).
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Proposition 1.2.4. [64] Soit u ∈ D′(Ω). La dérivée ∂αxu(x) sur C∞0 (Ω) est dé�nie

par,

〈∂αxu, ϕ〉D′,D = (−1)|α|〈u, ∂αxϕ〉D′,D, ϕ ∈ C∞0 (Ω),

où α ∈ Nn et |α| = α1 + · · ·+ αn.

Dé�nition 1.2.2. E ′(Ω) représente l'espace vectoriel sur C des distributions à

support compact.

1.2.2 Transformation de Fourier dans S ′

Nous appelons une distribution tempérée toute application linéaire continue

dé�nit sur S et à valeur dans C. Cet ensemble est le dual de S qui est un sous

ensemble de D′.
La transformée de Fourier de u est la distribution tempérée qui est notée par

F [u] ou bien par û. Elle est dé�nie par la formule suivante :

∀ϕ ∈ S, 〈F [u] , ϕ〉S′,S = 〈û, ϕ〉S′,S = 〈u,F [ϕ]〉S′,S . (1.10)

La transformation de Fourier inverse est dé�nie par :

∀ϕ ∈ S, 〈F−1 [u] , ϕ〉S′,S = 〈u,F−1 [ϕ]〉S′,S . (1.11)

Exemple. La transformation de Fourier de la fonction de masse de Dirac δa au

point a est

∀ϕ ∈ S, 〈F [δa] , ϕ〉S′,S = 〈δa,F [ϕ]〉S′,S ,

= F [ϕ] (a),

=

∫
Rn
e−ixaϕ(x)dx,

= 〈e−ixa, ϕ〉S′,S . (1.12)

D'où F [δa] = e−ixa. En particulier,

F [δ0] = 1. (1.13)

Remarque. La transformation de Fourier de la fonction constante existe au sens

des distributions dont elle n'existe pas au sens des fonctions.
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Exemple. Pour tout x ∈ R, nous avons

〈F [1], ϕ〉S′,S = 〈1,F [ϕ]〉S′,S =

∫ +∞

−∞
F [ϕ](ξ)dξ,

=

∫ +∞

−∞
ei0ξF [ϕ](ξ)dξ,

= F−1F [ϕ](0),

= ϕ(0) = 〈δ0, ϕ〉S′,S .. (1.14)

Les propriétés de la transformation de Fourier

Pour toute distribution tempérée u(x) dans S ′(Rn) et ϕ(x) ∈ S(Rn), les trans-

formation de Fourier et de Fourier inverse véri�ant les propriétés suivantes :[64].

Translation : Notre but consiste à trouver la transformation de Fourier de

la distribution u(x− a) où a est un réel.

〈F [u(x− a)], ϕ〉S′,S = 〈u(x− a),F [ϕ]〉S′,S =

∫
u(x− a)ϕ̂(x)dx,

=

∫
u(x− a)e−iξ·xϕ(ξ)dξdx,

(1.15)

Nous supposons le changement de variable x−a = η, d'où x = η+a. Nous obtenons

〈F [u(x− a)], ϕ〉S′,S =

∫
e−iξ·(η+a)u(η)ϕ(ξ)dξdη,

=

∫
e−iξ·aû(ξ)ϕ(ξ)dξ.

= 〈e−iξ·aû, ϕ〉S′,S . (1.16)

d'où

F [u(x− a)](ξ) = e−iξ·aF [u](ξ).
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Modulation : Nous voulons chercher la transformation de Fourier de eix·au(x).

〈F [eix·au(x)], ϕ〉S′,S = 〈eix·au(x),F [ϕ]〉S′,S =

∫
eix·au(x)ϕ̂(x)dx,

=

∫
eix·au(x)e−iξ·xϕ(ξ)dξdx,

=

∫
e−ix(ξ−a)u(x)ϕ(ξ)dξdx,

=

∫
û(ξ − a)ϕ(ξ)dξ = 〈û(ξ − a), ϕ〉S′,S .

= 〈F [u](ξ − a), ϕ〉S′,S (1.17)

d'où

F [eixau(x)](ξ) = F [u](ξ − a).

Changement d'échelle : Notre but est de trouver la transformation de

Fourier de u(ax).

〈F [u(ax)], ϕ〉S′,S = 〈u(ax),F [ϕ]〉S′,S =

∫
u(ax)ϕ̂(x)dx,

=

∫
e−iξ·xu(ax)ϕ(ξ)dξdx,

(1.18)

Nous supposons le changement de variable ax = η, d'où x = η
a
. Nous obtenons

〈F [u(ax)], ϕ〉S′,S =
1

|a|

∫
e−iξ·η/au(η)ϕ(ξ)dηdξ,

=
1

|a|
〈F [u(ξ/a)], ϕ〉S′,S . (1.19)

d'où

F [u(ax)](ξ) =
1

|a|
F [u](

ξ

a
).

Convolution : Soient S et T deux distributions tempérées de S ′ dans S ′.
nous avons

F [S ∗ T ] = F [S]F [T ], F [S.T ] = F [S] ∗ F [T ]. (1.20)
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Dérivation :

F [Dn
xu(x)](ξ) = (iξ)nF [u](ξ).

F [(−x)mu(x)](ξ) = Dm
ξ F [u(x)](ξ).

Dx et Dξ dénotent respectivement les dérivations par rapport à x et ξ .

Théorème 1.2.1. [64] La transformation de Fourier est une application linéaire

bijective de S ′ dans S ′.

F−1F [u(x)] = u(x), F−1[u](ξ) = F [u](−ξ). (1.21)

Remarque. Les propriétés citées plus haut restent valables pour la transformation

de Fourier des fonctions.

1.3 La méthode de phase stationnaire

Dans cette partie, nous nous intéressons au comportement asymptotique des

intégrales du type

I(k) =

∫
Rn
eikψ(x)a(x)dx k → +∞, (1.22)

où ψ(x) ∈ C∞(Rn) et a(x) ∈ C∞0 (Rn),

Nous allons étudier ce type intégrale moyennant la méthode de la phase sta-

tionnaire. Cette méthode permet d'évaluer le comportement asymptotique de ce

genre intégrale. C'est l'une parmi les outils essentiels en analyse asymptotique. Le

comportement de l'intégrale est approché par son comportement au voisinage des

bornes intégration et aussi à celui au voisinage du point où la phase ψ(x) est sta-

tionnaire, c'est-à-dire les points où la dérivée de ψ(x) est nulle. Le développement

asymptotique de I(k) va dépendre du comportement de ψ(x) dans le support de

a(x).
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1.3.1 Le cas non stationnaire

C'est exactement quand ψ′(x) 6= 0 pour tout x ∈ supp(a(x)). Autrement dit

que la fonction ψ(x) n'admet pas des points critiques par rapport à la variable

intégration x, alors I(k) est à décroissance rapide en k. Plus précisément, pour

tout N ∈ N, il existe CN > 0 tel que

|I(k)| ≤ CNk
−N , pour tout k ≥ 1. (1.23)

Alors,

I(k) = O(k−N) quand k → +∞, ∀N ∈ N. (1.24)

1.3.2 Le cas stationnaire

Dans cette partie, nous allons examiner le cas des points critiques quadratiques.

Puis à l'aide du "Lemme de Morse [64]", nous allons passer au cas général.

La fonction ψ(x) admet des points stationnaires (critiques) si est seulement s'il

existe x0 ∈ supp(a(x)) tel que ψ′(x0) = 0. Nous supposons que ψ(x) est non

dégénérée ce qui est équivalent à dire que la matrice Hessienne de ψ(x) au point

critique est inversible alors le déterminant de cette matrice ne s'annule pas.

det[Hess(ψ(x0))] = det

[
∂2ψ(x0)

∂xi∂xj

]
i=1,··· ,n;j=1,··· ,n

6= 0 (1.25)

Cela nous permet de dire que le comportement asymptotique de I(k) est décrit

par le théorème suivant :

Théorème 1.3.1. [64] Pour tout N ∈ N, il existe a0, · · · aN dans C (dépendant

de a et de ψ), une fonction d'erreur RN et une constante CN > 0 tels que pour

tout k ≥ 0, nous avons

I(k) = eikψ(x0)

N∑
j=0

ajk
−n

2
−j +RN(k), (1.26)

avec

|RN(k)| ≤ CNk
−n

2
−N−1. (1.27)
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De plus, a0 = (2π)n/2√
|det[Hess(ψ(x0))]|

ei
π
4
sgn[Hess(ψ(x0))]a(x0) et sgn[Hess(ψ(x0))] repré-

sente la signature de la matrice Hess(ψ(x0)) tel que

sgn[Hess(ψ(x0))] = {nombre de valeurs propres strictement positives}−
{ nombre de valeurs propres strictement négatives}.

Dans ce qui suit, les principales étapes pour la démonstration du théorème de

la phase stationnaires sont présentées.

Démonstration. [64] Pour tout x ∈ Rn, Le développement de Taylor de la fonction

ψ(x) au voisinage du point critique est donné par :

ψ(x) = ψ(x0) +
1

2
〈Qx, x〉, (1.28)

où Q = Hess(ψ(x0)) est une matrice symétrique de dimension n, son déterminant

est di�érent de zéro. D'après les propriétés des distributions, l'intégrale (1.22)

devient

I(k) = eikψ(x0)〈ei
k
2
〈Qx,x〉, a〉. (1.29)

La distribution ei
k
2
〈Qx,x〉 est un élément de S ′(Rn). Comme F−1F = Id, alors nous

pouvons récrire l'intégrale (1.22) sous la forme :

I(k) = eikψ(x0)〈F
[
ei
k
2
〈Qx,x〉

]
,F−1[a]〉. (1.30)

Pour pouvoir achever la démonstration du théorème de la méthode de phase sta-

tionnaire 1.3.1, la transformée de Fourier de ei
k
2
〈Qx,x〉 est requise dans cette dé-

monstration. Cette dernière est décrite pas le lemme suivant :

Lemme 1.3.1. Soit Q est une matrice symétrique, réelle, non dégénérée de di-

mension n. La transformation de Fourier de l'application u : x 7→ ei
k
2
<Qx,x> est

donnée par :

û(ξ) =
(2π)n/2k−n/2ei

π
4
sgn[Q]√

|det[Q]|
e−

i
2k
〈Q−1ξ,ξ〉. (1.31)

Pour poursuivre la démonstration du théorème 1.3.1. Nous remplaçons (1.31)

dans (1.30), nous obtenons

I(k) =
(2π)n/2k−n/2ei

π
4
sgn[Q]√

|det[Q]|
〈e−

i
2k
〈Q−1ξ,ξ〉,F−1[a]〉eikψ(x0). (1.32)
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Maintenant, nous utilisons la formule de Taylor avec un reste intégrale qui est

donnée pour tout η ∈ R et N ∈ N par :

eiη =
N∑
j=0

(iη)j

j!
+
ηN+1

N !

∫ 1

0

(1− τ)N iN+1eiτηdτ. (1.33)

Nous en déduisons,

e−
i
2k
〈Q−1ξ,ξ〉 =

N∑
j=0

1

j!

(
− i

2k
〈Q−1ξ, ξ〉

)j
+ k−(N+1)rN(k, ξ), (1.34)

avec

|rN(k, ξ)| ≤ CN |〈Q−1ξ, ξ〉|N+1. (1.35)

En particulier, le terme correspondant à j = 0 vaut 1. Ainsi, l'application (1.34)

dans (1.32) donne

I(k) =
(2π)n/2k−n/2√
|det[Q]|

ei
π
4
sgn[Q]

[
N∑
j=0

k−j

j!

∫
Rn

(
− i

2
〈Q−1ξ, ξ〉

)j
F−1a(ξ)dξ

+ k−(N+1)

∫
Rn
rN(k, ξ)F−1a(ξ)dξ

]
eikψ(x0). (1.36)

Finalement, nous obtenons

ak =
(2π)n/2√
|det[Q]|

ei
π
4
sgn[Q] (−i)j

2jj!

∫
Rn

(
〈Q−1ξ, ξ〉

)j F−1a(ξ)dξ, (1.37)

et

RN(k) =
(2π)n/2k−n/2−N−1√

|det[Q])|
ei
π
4
sgn[Q]eikψ(x0)

∫
Rn
rN(k, ξ)F−1a(ξ)dξ. (1.38)

Remarque. S'il existe plusieurs points stationnaires, la contribution principale

de l'intégrale sera donnée uniquement par l'expression approchée de l'intégrale au

voisinage de ces points, lorsque k → +∞. L'erreur commise par cette méthode est

de l'ordre de O (1/k).

Pour traiter le cas général, nous utilisons le lemme de Morse. Ce dernier permet

de reproduire la fonction de phase à une autre forme véri�ant les mêmes conditions

du cas particulier.
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Lemme 1.3.2. Morse [64] Soit ψ ∈ C2(Rn), x0 ∈ Rn tels que ψ′(x0) = 0

et det[Hess((ψ(x0))] 6= 0. Il existe alors un voisinage V de x0 et un di�éomor-

phisme χ de V sur un voisinage U de zéro tels que pour tout y ∈ U , nous avons

ψ(χ−1(x)) = ψ(x0) +
1

2
(x2

1 + · · ·+ x2
r − x2

r+1 − · · · − x2
n), (1.39)

où sgn[Hess(ψ(x0))] = 2r − n.

1.4 La fonction d'Airy

La fonction d'Airy est une fonction spéciale qui est dé�nie pour tout x ∈ R par

l'intégrale suivante :

Ai(x) =
1

2π

∫
R
ei(

t3

3
+xt)dt. (1.40)

L'intégrale (1.40) représente aussi, la transformée de Fourier de la distribution

tempérée ei
t3

3 . La fonction d'Airy est appliquée dans de nombreuses branches de la

physique classique et de la physique quantique. Plus particulièrement, elle est lar-

gement utilisée pour l'intensité de la lumière au voisinage de la caustique. D'autre

part, la fonction d'Airy apparait en physique optique dans l'étude de la transition

entre zone éclairée et la zone d'ombre, ou de la répartition lumineuse autour des

caustiques.

Ce genre de fonction est associé précisément à des équations d'onde avec la pré-

sence des points singuliers sur le bord. De plus, elle constitue des approximations

uniformes dans la région de validité qui inclut le point singulier et son voisinage.

D'autre part, les fonctions d'Airy Ai(x) ainsi A±(x) tel que

A±(x) = Ai(e±2iπ/3x). (1.41)

sont les solutions de l'équation di�érentielle de seconde ordre suivante :

y′′ + xy = 0. (1.42)

L'équation (1.42) est connue sous le nom de l'équation d'Airy. Cette équation

di�érentielle apparait dans di�érents phénomènes de la physique et les problèmes

des mathématiques appliquées.
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Proposition 1.4.1. [55] La fonction d'Airy A(z) est réelle si z est réel. Pour tout

z ∈ C, on a

A−(z) = A+(z). (1.43)

Proposition 1.4.2. [54][55] Les fonctions d'Airy véri�ent les relations de Wrons-

kian et qui sont données par

1. A′+(x)Ai(x)− A+(x)Ai′(x) = eiπ/3.

2. A′−(x)Ai(x)− A−(x)Ai′(x) = e−iπ/3.

3. A′+(x)A−(x)− A+(x)A′−(x) = 1
2iπ

.

où Ai′ (resp. A′±) est la dérivée de la fonction d'Airy (resp. A±).

La fonction d'Airy Ai(x) tend vers zéro pour x grand et positif, ainsi que

sa première dérivée Ai′(x), voir la �gure (1.1). La fonction d'Airy et sa dérivée

apparaissent souvent comme les solutions des problèmes aux limites.

Fig. 1.1: La fonction d'Airy et sa dérivée.
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Proposition 1.4.3. Les fonctions d'Airy sont orthogonales dans le sens que∫ +∞

−∞
Ai(t+ x)Ai(t+ y)dt = δ(x− y). (1.44)

1.4.1 Le développement asymptotique de la fonction d'Airy

La fonction d'Airy possède des développements asymptotiques pour |x| grand
que prennent deux formes di�érentes selon les valeurs de x, pour x > 0 et pour

x < 0,

Ai(x) ∼ 1

2
√
π
x−1/4e−

2
3
x3/2 x > 0, (1.45)

Ai(x) ∼ 1√
π
x−1/4sin

(
2

3
|x|3/2 +

π

4

)
x < 0. (1.46)

La fonction possède notamment un point d'in�exion en x = 0. Dans le domaine

x > 0, Ai(x) est positive, concave, et décroît exponentiellement vers 0.

Dans le domaine x < 0, Ai(x) oscille autour de 0 avec une fréquence de plus en

plus forte et une amplitude de plus en plus faible à mesure que −x grandit, voir

la �gure (1.2) .

Remarque. La fonction d'Airy Ai(z) tend vers zéro quand z →∞.

Proposition 1.4.4. [54] Soit Ψ ∈ S1(R) dé�nit par :

Ψ(τ) = eiτ
3/3

∫
1

A+(s)
e−isτds, (1.47)

avec S1(R) est l'espace des symboles dans R (voir la dé�nition 2.3.1).

1. Ψ(τ) à une décroissance rapide lorsque τ → −∞.

2. Ψ(τ) admet un développement asymptotique lorsque τ → +∞ tel que

Ψ(τ) =
n∑
j=0

αjτ
1−3j +O(τ 1−3(n+1)). (1.48)

Proposition 1.4.5. Pour tout τ → −∞, nous avons

Ψ(τ) = c0e
−iτ3/3−iτβ(1−O(eτc1)), (1.49)

où c0, c1 > 0 et β = e−2iπβ1 avec β1 est le plus petit racine de la fonction Ai en

valeur absolue.
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Fig. 1.2: La fonction d'Airy sur l'axe négatif.

1.4.2 Quelques estimations de la fonction d'Airy

Les estimations de la fonction d'Airy, pour le cas réel et le cas complexe sont

indiquées dans les deux propositions ci-dessous.

Proposition 1.4.6. [54] Pour tout x ∈ R, la fonction d'Airy est bornée et véri�e

l'inégalité suivante :

|Ai′(x)| ≤ c(1 + |x|)
1
4 , (1.50)

où c est une constante réelle.

Proposition 1.4.7. [54] Pour tout x ∈ R, nous avons

|xAi(x)| ≤ c(1 + |x|)
3
4 , (1.51)

où c est une constante réelle.
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Proposition 1.4.8. Soit D le domaine dé�ni par

D = {z ∈ C : Re(z) ≤ −C, 0 ≤ Im(z) ≤ C(1 + |z|)−1/2}. (1.52)

Pour tout z ∈ D, nous avons

|Ai(z)|−1 ≤ C1(1 + |z|)−1/4|Im(z)|−1, (1.53)

où C1 est une constante réelle, et

|Ai′(z)|−1 ≤ C(1 + |z|)−3/4|Im(z)|−1, (1.54)

où C est une constante réelle.

Le développement des calculs de di�raction au siècle dernier a suscité l'intro-

duction de nombreuses fonctions spéciales, telles la célèbre fonction d'Airy. Cette

fonction s'appelle aussi la fonction des contraintes. La solution du problème de pro-

pagation et le problème de di�raction des ondes au voisinage des points singuliers

s'écrivent en combinaison ces fonctions d'Airy.

1.5 La solution de L'équation de Helmholtz

1.5.1 La formule de Green

Dans cette partie, nous sommes essentiellement intéressés par la modélisation

mathématiques du phénomène de la propagation des ondes en utilisant les proprié-

tés basées sur les fonctions harmoniques. Nous commençons par donner une brève

présentation de la méthode des équations intégrales qui nous permet de transfor-

mer les problèmes aux limites à ceux qui sont sur ;le bord du domaine en utilisant

le principe des équations intégrales. En�n, nous nous focalisons sur existence de la

solution sortante de l'équation de Helmholtz à l'aide de la fonction de Green et la

condition de Sommerfeld. Nous dé�nissons l'espace de Sobolev, H1
Loc(Rn), par

H1
Loc(Rn) = {w : Rn → C ϕw ∈ H1(Rn), ϕ ∈ D(Rn)}. (1.55)

Soient O ∈ Rn un domaine borné, ∂O = B une hypersurface de classe C∞(Rn).

L'étude du problème de propagation des ondes passe par la résolution dansH1
Loc(Rn)

de l'équation de Helmholtz qui prend la forme suivante :
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 (∆ + k2)w(x) = 0 dans O,

w(x) = eikx·ω + ws(x) sur B.
(1.56)

où ω ∈ Sn est la direction d'incidence, k est le nombre d'onde, ws(x) est le champ

di�racté (la solution sortante) et wi(x) = eikx·ω est le champ incident.

En général, nous décrivons ce genre de problème en fournissant la condition exté-

rieur de Dirichlet ou la condition de Neumann de l'équation aux dérivées partielles.

Il existe d'autres conditions telle que la condition de Sommerfeld. Cette condition

consiste à garantir l'unicité de la solution de l'équation de Helmholtz en imposant

son comportement à l'in�ni sous le nom de la condition des ondes sortantes.

Dé�nition 1.5.1. [29] ws est la solution sortante de l'équation de Helmholtz si et

seulement si elle véri�e la condition suivante :

lim
r→+∞

r(
∂

∂r
ws(r)− ikws(r)) = 0,

avec r = |x|, x = rθ, |θ| = 1 et θ ∈ Sn. Cette condition est la condition de

radiation de Sommerfeld.

Cette condition de rayonnement de Sommerfeld est utilisée pour résoudre uni-

quement l'équation de Helmholtz. La plupart des propriétés des solutions de l'équa-

tion de Helmholtz (1.56) peuvent être déterminées en utilisant la solution fonda-

mentale de l'équation qui est indiquée par la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.5.2. [64] La solution fondamentale de l'opérateur de Helmholtz P

tel que P = ∆ + k2 est la fonction G qui véri�e

∆G(x) + k2G(x) = δ0(x), dans D′(Rn).

Pour n ≥ 3, la solution fondamentale est dé�nie par

G(x) =
1

4π

eik|x|

|x|
. (1.57)

avec G(x) est la fonction de Green de l'équation de Helmholtz.
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Théorème 1.5.1. [29] Soit O un domaine borné dans Rn, n est le vecteur unitaire

normal de ∂O dirigé vers l'extérieur de O. Soit w ∈ H1
Loc(Rn) la solution de (1.56)

qui possède une dérivée normale sur le bord

∂w(x)

∂n(x)
= n(x)∇w(x) x ∈ ∂O. (1.58)

Alors, la solution de l'équation (1.56) est donnée par la formule de Green qui est

dé�nie par l'intégrale suivante :

w(x) =

∫
∂O

(
w(y)

∂G(x, y)

∂n(y)
− ∂w(y)

∂n(y)
G(x, y)

)
dσ(y) pour x ∈ Rn\O, (1.59)

où dσ est une mesure positive sur ∂O.

Dès lors, l'idée majeure de la méthode intégrale consiste à traduire le problème

(1.56) par l'utilisation des équations intégrale qui est donnée par (1.59) fournissant

l'inconnue ∂nw(x) = ∂w(x)
∂n(x)

sur le bord.

1.5.2 Le champ lointain

Nous sommes maintenant en mesure d'introduire la dé�nition du modèle de

champ lointain de l'équation de Helmholtz qui nous permet d'éclairer la notion de

l'amplitude de di�raction de la solution du problème de di�raction des ondes. Le

champ lointain est obtenu quand le nombre d'onde ou le rayon de courbure des

ondes sortantes di�ractées devient très grande. Il indique exactement le compor-

tement de la solution à l'in�ni.

Théorème 1.5.2. [29] Soit w(x) le champ total du problème de di�raction des

ondes qui est dé�ni par de l'équation de Helmholtz (1.56). Pour n ≥ 3, nous avons

w(x) = wi(x)−
∫
∂O

∂w(y)

∂n(y)
G(x, y)dσ(y), x ∈ R3\O, (1.60)

Le champ lointain est donné par la formule suivante :

w∞(θ) = − 1

4π

∫
∂O

∂w(y)

∂n(y)
e−ikθ·ydσ(y). (1.61)
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Remarque.

|x− y| =
√
|x|2 − 2x.y + |y|2, (1.62)

= |x| − θ · y +O(
1

|x|
). (1.63)

L'application (1.63) dans (1.57), nous donne

G(x, y) =
1

4π

eik|x−y|

|x− y|
=

1

4π

eik|x|

|x|

[
eikθ·y +O(

1

|x|
)

]
pour tout y ∈ ∂O. (1.64)

La solution de l'équation de Helmholtz admet un développement asymptotique

au voisinage de l'in�ni qui est donné en fonction du champ lointain.

Grâce à la méthode des équations intégrales et les méthodes asymptotique

telles que la méthode de phase stationnaire, nous allons donner le développement

asymptotique du champ di�racté de l'équation de Helmholtz.

La dé�nition de l'intégrale du champ lointain est donnée par le théorème sui-

vant :

Théorème 1.5.3. [29] Si ws(x) est la solution sortante de l'équation de Helmholtz

(1.56), alors ws(x) admet le développement asymptotique suivant :

ws(x) =
eik|x|

|x|

[
w∞(θ) +O(

1

|x|2
)

]
|x| → ∞, (1.65)

où θ = x
|x| est la direction ré�échie avec |θ| = 1. w∞ est le champ lointain qui

est dé�ni par

w∞(θ) =
1

4π

∫
∂O

(
w(y)

∂e−ikθ·y

∂n(y)
− ∂w(y)

∂n(y)
e−ikθ·y

)
dσ(y), (1.66)

où θ ∈ Sn.

La fonction de Green est utilisée pour résoudre numériquement le problème de

propagation des ondes dans un espace qui est perturbé avec une impédance, en

employant la technique des équations intégrales. À l'aide de certains théorèmes,

nous avons assuré que la connaissance de champ lointain de l'équation de Helmholtz

nous permet d'obtenir l'information sur l'amplitude de di�raction de la solution de

l'équation de Helmholtz, d'où le développement asymptotique de cette solution.



2. LES OPÉRATEURS INTÉGRAUX DE FOURIER ET

LES SINGULARITÉS

2.1 Introduction

Un partiel et rapide survol de l'analyse semi-classique est présenté dans ce cha-

pitre. Cette théorie mathématique est un carrefour entre la géométrie symplectique

et l'analyse microlocale .

Le but de ce chapitre est de présenter les opérateurs intégraux de Fourier [24],

[41], [42] et [58], et d'éclairer la rigueur mathématique par quelques théorèmes

pour acquérir une meilleure compréhension des phénomènes physiques à la base

de la théorie de l'analyse semi-classique.

De plus, nous allons pro�ter d'introduire les opérateurs intégraux de Fourier

associés à des relations canoniques de pliage (des relations singulières). Par consé-

quence, cette catégorie d'opérateurs ne relèvent pas du champ d'application de

la théorie classique des opérateurs intégraux de Fourier, comme il est mentionné

dans [53], [55] et [62]. L'étude de ce genre d'opérateurs est considérée comme un

nouveau �le dans la théorie de l'analyse semi-classique qui est encore en plein

de traitement. La première représentation de ce modèle d'opérateur intégraux de

Fourier etait traité par R.B. Melrose et M.E. Taylor dans [54] sous le nom de

l'opérateur Fourier-Airy. Ils ont donné les dé�nition leurs relations canoniques

au voisinage d'un pli de Whitney. Puis, ils ont réduit ces relations singulières à

d'autres relations qui sont dé�nies sous certains formes normales et spéciales.

Á l'aide des opérateurs de type Fourier-Airy, Taylor et Melrose [53][54] construisent

au voisinage du point di�ractif ( point singulier sur le bord) une paramétrique mi-

crolocale pour le système qui dé�nit notre problème de di�raction des ondes. Il

devient alors possible d'analyser avec précision la propagation des singularités au
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voisinage des points singuliers. Ce chapitre ne prétend à aucune originalité dans

les résultats. Nous allons citer quelques résultats standards sans démonstration,

mais nous donnons des références précises.

2.2 Rappels de géométrie symplectique

Le mot "symplectique" signi�e "complexe". Ce mot traduit l'idée d'entrelace-

ment avec un autre corps. La géométrie symplectique s'est imposée comme une

discipline mathématique. Cette théorie est apparue comme des réponses mathé-

matiques à la construction nécessaire de la physique dans la période du vingtième

siècle. L'origine de la géométrie symplectique remonte aux mathématiciens et aux

physiciens du dix-neuvième siècle quand ils voulaient approfondir de nouvelles

idées en physique. Cette géométrie est née de la volonté d'une formulation mathé-

matique naturelle à la mécanique classique. La géométrie symplectique est devenue

un cadre par excellence de la mécanique et la physique. Cette géométrie n'est pas

seulement un langage de la matière, elle en est l'essence de la matière.

D'où vient la géométrie symplectique ?

La géométrie symplectique permet de traduire et de consulter un système clas-

sique. En mécanique, la position d'une particule ou d'un objet en mouvement est

représenté par des coordonnées curvilignes (q1, q2, · · · , qn), où n représente le degré

de liberté d'un système. Cet ensemble de points donne la naissance de l'espace de

con�guration. D'après la Loi de Newton, nous pouvons évoluer un système dès que

nous connaissons la position et la vitesse initiale d'un point. Si nous nous intéres-

sons à la vitesse, il faut rajouter d'autre composante tel que p = (p1, p2, · · · , pn)

qui représente la vitesse angulaire pour que le système soit bien dé�ni. D'où, nous

réalisons la naissance de l'espace de phase.

L'espace de phase est représenté par les coordonnées curvilignes et la vitesse

angulaire

(p1, q1; p2, q2; ....pn, qn).

De plus, les trajectoires des solutions d'un système sont tracées dans l'espace de

phase. Cela ouvre une autre question importante dans le cas où nous ne pouvons
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pas trouver des bonnes trajectoires.

Quelle est le type de géométrie qui peut étudier les trajectoires dans

l'espace de phase ?

Au début, on pensait que c'est la géométrie euclidienne qui doit être la bonne

réponse. Malheureusement ce n'est pas vrai, elle n'est pas adaptée car les droites

ne sont pas conservées lors de l'évolution d'un système mécanique. Par exemple

dans le pendule simple si nous partons d'un espace de con�guration alignée cette

propriété se perd en route. Dans ce cas la géométrie symplectique est la géométrie

pertinente. Cela nous permet de considérer que l'espace de phase est une variété

symplectique.

2.2.1 Notions de base sur la géométrie symplectique

Notre objectif constitue d'étudier les opérateurs intégraux de Fourier associés à

des relations canoniques sur les variétés symplectiques qui provient de la physique,

et notamment de la mécanique quantique. L'espace de phase est naturellement une

variété symplectique.

La plupart du temps, l'espace de phase est un cotangent T ∗M qui est équipé d'une

structure canonique. Cette structure qui dé�nit une relation canonique symplec-

tique qui nous permet de généraliser une fonction de phase. Ce genre de fonction

donne l'autorisation d'introduire des opérateurs intégraux oscillants.

Dé�nition 2.2.1. [44] Une variété topologique M de dimension n est un espace

topologique séparé munit d'une base dénombrable d'ouverts, tel que chaque point

de cet espace possède un voisinage homéomorphe à Rn.

Plus précisément, ∀m ∈ M, ∃Um (un voisinage ouvert ) et un homéomorphisme

(voir la dé�nition (2.2.2))

ϕm : Um → ϕm(Um) ⊂ Rn.

En e�et, (Um, ϕm) est une carte locale de M .

Une famille de carte (Ui, ϕi) qui recouvrent entièrement la variété constitue un

atlas de la variété M pour tout i ∈ N.
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Dé�nition 2.2.2. Un homéomorphisme est une application bijective, continue

entre deux espaces topologiques de tel sort que la réciproque de cette application

est continue.

Dé�nition 2.2.3. [44] Une variété symplectique est une variété di�érentielle de

dimension paire (2n) munit d'une forme di�érentielle α bilinéaire, antisymétrique,

fermée et non dégénérée qui s'appelle la forme symplectique.

Remarque. La non dégénérescence de α permet en particulier qu'à chaque point

il existe un espace tangent et un espace cotangent via la forme symplectique α. De

plus, cette condition con�rme l'injectivité de α, ce qui signi�e que pour tout point

m ∈ M et tout vecteur non nul v ∈ TmM tangent à M au point m, il existe un

autre vecteur w ∈ TmM tangent à M au même point m tel que

α(v, w)|m 6= 0.

La condition de α soit fermé mène à dire que le di�érentiable de la forme α

est nulle c'est à dire dα = 0 où d est la di�érentielle.

Dé�nition 2.2.4. [44] Soient U, V deux ouverts de Rn. f : U → V est un dif-

féomorphisme sur U si f est bijective, di�érentiable sur U et sa réciproque est

di�érentiable sur V .

Remarque. Un di�éorphisme local est une application de classe Ck (k ≥ 0) d'un

ouvert U de Rn dans Rn dont la di�érentielle en tout point de l'ouvert est inversible.

Exemple. Soit f : C→ R2 ; z 7→ z2, f est une application di�éomorphisme local

de R2\{0} sur lui même, l'application z 7→ ez est un di�éomorphisme local de R2

sur R2\{0}.

Dé�nition 2.2.5. [44] M est une sous variété de dimension n de Rn en l'un de

ses points m0 s'il existe un voisinage W de m0 et un di�éomorphisme de classe C1

f : W → U sur un ouvert U de Rd qui envoie m0 sur 0 tel que

M ∩W = f−1({0} × Rn).
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Exemple. La sphère Sn−1 est dé�nie par

Sn−1 = {x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn; |x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n − 1| = 0}, (2.1)

est une sous variété de dimension (n− 1) de Rn.

Exemple. Une surface dans R3 est une sous variété de dimension 2 de R3.

Dans la dé�nition suivante, nous allons introduire la notion d'un cône dans Rn.

Dé�nition 2.2.6. [44][26] L est une sous variété conique si

∀(x, ξ) ∈M et τ > 0 alors (x, τξ) ∈ L.

Autrement dit, soit X un sous ensemble de Rn × Rn − {0}. On dit que X est

conique si pour tout τ > 0 on a

(x, ξ) ∈ X alors (x, τξ) ∈ X. (2.2)

La notion la plus central en géométrie symplectique est sans doute la variété

lagrangienne. Dans la dé�nition suivante, nous donnons une large information sur

ce genre de variété.

Dé�nition 2.2.7. [50] Soit (M,α) est un espace vectoriel symplectique de dimen-

sion 2n, nous disons que Λ est une variété lagrangienne de (M,α) si et seulement

si

α|Λ = 0.

ce qui équivalent à dire que pour tout m ∈ Λ,

α|TmΛ = 0.

2.2.2 Les relations canoniques et les singularités

Une relation ou une transformation canonique permet, par exemple, de passer

d'un couple de variables canoniquement conjuguées (p, q) à un autre couple de

variables canoniquement conjuguées (x, y) en donnant des relations entre toutes

ces variables qui donne la naissance du certain fonction généralisée. Cette fonction

généralisée nous permet d'introduire la fonction de phase. Cette fonction de phase

nous aide à produire un opérateur intégral oscillant.



2. Les opérateurs intégraux de Fourier et les singularités 43

Dé�nition 2.2.8. [50] Soient (M,α) une variété symplectique munit d'une forme

symplectique α, U et V deux ouvert deM et L est un di�éomorphisme. Nous disons

que L est une relation canonique (ou une relation symplectique, une transformation

canonique) si L préserve la forme canonique de α tel que

L∗(α)|V = α|U , (2.3)

où L∗ est l'image réciproque de L qui est dé�nie par : L∗(α(u))|m = α(dL(u)|m) et

d dénote la di�érentielle. Autrement dit,

α(L(u)) = α(u). (2.4)

Dé�nition 2.2.9. [54](Le pli de Whiteny) : Soit C ⊂M1×M2 une relation ca-

nonique entre deux variétés symplectiques telles que dim C = dim M1 = dim M2.

Soient les deux projecteurs π1 : C →M1 et π2 : C →M2.

Nous disons que C est un pli de Whiteny au point (m1,m2) ∈ C si les deux

projecteurs π1, π2 ne sont pas localement di�éomorphismes au point (m1,m2).

Pour comprendre pratiquement la notion de pli de Whiteny, nous introduisons

la notion de contour apparent qui signi�e la projection d'une surface ou d'une va-

riété. Dans la théorie des singularités, le contour apparent fournit un bon exemple

du singularité des applications di�érentiables dans le cas où la surface ou la va-

riété admet des points singuliers. D'une façon globale le contour apparent possède

génériquement deux types de singularités, les plis et les fronces.

Dans cette thèse, nous nous intéressons essentiellement à la singularité qui possède

des points de pli. Nous dé�nissons le pli pour toute surface qui est représentée par

une application f telle que f : R2 → R2, (x, y)→ (X, Y ) de sorte que{
X = x,

Y = y2.

Ces points singuliers sont la droite y = 0. En e�et, le plan est plié le long de

l'axe des x. Cela veut dire que la fonction f est plié au point (0, 0). D'où la surface

associée est plié à ce point.
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Exemple. Soit la relation canonique C ⊂ R2 × R2.

C = {x, ξ, y, η);x =
1

2
(y + ξ)2, η = yξ +

1

3
ξ3}. (2.5)

Les deux projecteurs sont donnés par les relations suivantes :

π1 : (y, ξ) 7→ (
1

2
(y + ξ)2, ξ),

π2 : (y, ξ) 7→ (y, yξ +
1

3
ξ3).

Ces deux projecteurs ne sont pas localement di�éomorphisme au point (0, 0),

ce qui implique que C dé�nit bien une relation canonique de pliage.

Proposition 2.2.1. Soient C ⊂ T ∗X×T ∗Y et S ⊂ T ∗Y ×T ∗Z. Nous dé�nissons
la composition de ces deux relations par :

K ◦ S = {(x, z) ∈ X × Z|∃y ∈ Y tel que (x, y) ∈ K et (y, z) ∈ S}. (2.6)

Dé�nition 2.2.10. [26] Soit π : Cϕ → X un projecteur.

Si Cϕ est une variété lagrangienne de T ∗X (resp. X), la caustique Σ de Cϕ est un

sous ensemble fermé de z = (x, ξ) ∈ Cϕ où le projecteur est critique.

Remarque. [26] Si z /∈ Σ, Cϕ près de z dé�nit un graphe de la di�érentielle de

la fonction ϕ telle que ϕ : X → R, où ϕ est une fonction génératrice de Cϕ.

Remarque. Dans le cas d'une di�raction de la lumière, la caustique produit une

focalisation de l'énergie lumineuse. Nous pouvons voir ce genre de phénomène dans

la vie quotidienne, par exemple si on met une tasse de café au soleil qui envoie

des rayons parallèles suivant une direction incidente oblique. Ces rayons incidentes

se ré�échissent sur le bord de la tasse, comme nous le voyons sur la �gure 2.2.1.

L'ensemble des rayons ré�échis enveloppe une courbe, cette courbe qui est sous la

forme d'un c÷ur représente la caustique. Au centre de ce c÷ur, on trouve le point

de pli qui représente le point de singularité.



2. Les opérateurs intégraux de Fourier et les singularités 45

Fig. 2.1: La caustique de la tasse de café au soleil.

2.2.3 La fonction génératrice de la transformation canonique

La relation canonique produit localement une fonction génératrice qui est dé-

�nie selon la dé�nition le théorème ci-dessous

Dé�nition 2.2.11. [26] Soit ϕ(x, ξ) est une fonction dé�nie sur X×Rn à valeurs

réelles. Soit Cϕ une relation dé�nie par :

Cϕ = {(x, ξ) ∈ X × Rn, ∂ξϕ(x, ξ) = 0} (2.7)

On suppose que les di�érentielles dx,ξ

(
∂ϕ
∂ξi

(x, ξ)
)
i=1,··· ,n

sont indépendantes. Alors

Cϕ est une sous variété dimension n = dim(X) de X × Rn.
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Théorème 2.2.1. [38][50] Soient Cϕ une sous variété de R2n(resp. T ∗X)

et π|Cϕ : Cϕ → X un projecteur. Si π est un di�éomorphisme local. Nous avons

équivalence entre :

1) Cϕ est lagrangienne

2) Pour tout m ∈ Cϕ, il existe ϕ ∈ C∞(Rn) tel qu'au voisinage de m, nous

avons Cϕ = graph(∇ϕ(x)). De plus Cϕ peut être représentée par l'équation

suivante :

ξ = ∇ϕ(x) avec ϕ : X → R,

où X ⊂ Rn et graph(∇ϕ(x)) = {(x,∇ϕ(x)), x ∈ X}. Nous disons alors que ϕ est

une fonction génératrice de Cϕ.

Remarque. La notion de variété lagrangienne permet de généraliser la notion de

la solution d'une EDP non linéaire.

Remarque. Toute variété lagrangienne admet une fonction génératrice.

Dé�nition 2.2.12. [54] Si Cϕ est une relation canonique dé�nie par (2.7) et

π : Cϕ → X est projecteur, alors Cϕ représente un graphe si est seulement si le

projecteur est di�éomorphisme local (non dégénéré).

Proposition 2.2.2. Nous disons que le projecteur π|Cϕ : Cϕ → X est dégénérée

(singulier) sur la sous-variété Cϕ si est seulement si le déterminant de la matrice

Hessienne de ϕ est nul, où la matrice Hessienne est dé�nie par

Hess[ϕ(x, ξ)] = det

[
∂2ϕ(x, ξ)

∂xi∂ξj

]
i=1,··· ,n;j=1,··· ,n

. (2.8)

De plus, les points critiques de π sont donnés par l'ensemble suivant :

Σ = {(x, ξ)\Hess[ϕ(x, ξ)] = 0}.

Dé�nition 2.2.13. [26] Les points pour lesquels π|Cϕ n'est pas un di�éomorphisme

au voisinage de m ∈ Cϕ s'appellent la caustique de Cϕ.

Pour élargir et détailler un peu la notion de fonction génératrice, nous pro�tons

de généraliser la notion de Cϕ en utilisant deux variables (x, y) ∈ X × Y et leurs
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variables duales (ξ, η) ∈ R2n. De plus, nous prenons le cas singulier des relations

canoniques dont la fonction génératrice admet des points de singularités. Pour ceci

nous introduisons les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 2.2.14. [54] Soit ϕ(x, ξ) une fonction génératrice sur X × Rn de la

relation canonique suivante :

Cϕ = {(x, ξ), ∂ξϕ(x, ξ) = 0, x ∈ X}, (2.9)

Si le projecteur

π : Cϕ → X, (2.10)

est singulier, alors nous disons que Cϕ dé�nit une relation canonique de pliage ou

bien une relation canonique singulière.

Dé�nition 2.2.15. [54] Si ϕ(x, y, ξ, η) est une fonction génératrice sur X × Y ×
R2n, alors la relation canonique associe à cette fonction est donnée par :

Cϕ = {(x, ξ; y, η), ∂ξϕ = 0 et ∂ηϕ = 0, (x, y) ∈ X × Y }, (2.11)

avec

π1 : Cϕ → X et π2 : Cϕ → Y, (2.12)

dé�nissent les deux projecteurs sur X et Y .

D'après les résultats précédents, nous concluons qu'il existe certain genre de

fonctions génératrices qui sont associées à des transformations symplectiques et des

relations canoniques. Ce genre de fonctions génératrices permet aux spécialistes

d'introduire des nouvelles classes d'opérateurs tels que les opérateurs intégraux de

Fourier et les opérateurs pseudo-di�érentiels. Dans la partie suivante, nous allons

jeter la lumière sur le principe et l'importance de ce type d'opérateur.

2.3 Généralités sur les opérateurs intégraux de Fourier

Les opérateurs intégraux de Fourier et les opérateurs pseudo-di�érentiels nous

permettent de manipuler les opérateurs di�érentiels à coe�cients variables. Tandis
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que la transformée de Fourier nous aide à manipuler les opérateurs di�érentiels à

coe�cients constants.

Dans cette partie, nous présentons un partiel survol sur la théorie des opérateurs

intégraux de Fourier. Nous élargissons les connaissances sur la singularité de ce

genre d'opérateur. Pour avoir une meilleure présentation de ces opérateurs, nous

dé�nissons les opérateurs intégraux de Fourier associés à des relations symplec-

tiques de pliage (singulières). Cette catégorie d'opérateurs singuliers sort du cadre

classique de la théorie des opérateurs intégraux de Fourier. R.Melrose et M.E. Tay-

lor [54] ont été les premiers qui introduisaient ce type d'opérateur. Ils ont prouvé

que la relation canonique qui présente un pli de Whitney peut être transformée en

une autre forme canonique simple à traiter.

2.3.1 Symboles et fonction de phase

Symboles et leurs propriétés

Soient x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn, α = (α1, α2, · · · , αn) ∈ Nn, on a

|α| = α1 + α2+, · · · ,+αn et ∂αx = ∂α1
x1
, · · · , ∂αnxn ,

où

∂xj =
∂

∂xj
, Dα

x = Dα1
x1
, · · · , Dαn

xn ,

avec Dxj = 1
i
∂xj et i

2 = −1.

Soit P un opérateur di�érentiel d'ordre m, dé�ni par l'expression suivante :

P (x,D) =
∑
|α|≤m

aα(x)Dα, aα ∈ C∞(X) pour α ∈ Nn. (2.13)

Le symbole de cet opérateur est dé�ni par :

σP (x, ξ) =
∑
|α|≤m

aα(x)ξα. (2.14)

pm(x, ξ) est le symbole principal de l'opérateur P (x,D). Comme il est mentionné

dans [58], il est dé�ni par :

pm(x, ξ) =
∑
|α|=m

aα(x)ξα. (2.15)
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Dé�nition 2.3.1. [41][58] Soient X ⊂ Rn un ouvert, 0 ≤ ρ ≤ 1, 0 ≤ δ ≤ 1,

et m ∈ R. Nous dé�nissons Smρ,δ(X × Rn) comme l'ensemble des fonctions a ∈
C∞(X×Rn) telles que pour tout x ∈ X et pour tout α ∈ Nn, β ∈ Nn, il existe une

constante réelle C telle que

|∂αξ ∂βxa(x, ξ)| ≤ C(1 + |ξ|)m−ρ|α|+δ|β| (x, ξ) ∈ X × Rn. (2.16)

Toute fonction a ∈ Smρ,δ(X ×Rn) est appelée symbole d'ordre m, de type (ρ, δ). On

dit que a(x, ξ) ∈ Sm(X × Rn), si a ∈ Sm1,0(X × Rn).

Remarque. Dans le cas où X est une variété, la dé�nition reste la même, les

dérivées partielles par rapport aux variables ξ étant remplacées par des champs de

vecteurs, en e�et les constantes m,ρ, et δ ne dépendent pas de la carte locale.

Exemple. 1) eixξ n'est pas un symbole.

2) Si ϕ ∈ S, alors ϕ(ξ) est un symbole d'ordre −∞.

Proposition 2.3.1. [41] Si m ≤ m′, δ ≤ δ′, ρ ≤ ρ′ alors

Smρ,δ(X × Rn) ⊂ Sm
′

ρ′,δ′(X × Rn).

et

Sm(X × Rn) ⊂ Sm
′
(X × Rn).

Remarque. Pour tout m ∈ R, S−∞ =
⋂
m∈R S

m, S+∞ =
⋃
m∈R S

m.

De plus, nous avons

S−∞ ⊂ · · ·Sm ⊂ · · ·S+∞ ⊂ E(R2n).

Proposition 2.3.2. [24][58] Soient a ∈ Smρ,δ(X × Rn) et b ∈ Sm′ρ,δ(X × Rn), alors

ab ∈ Sm+m′

ρ,δ (X × Rn) et ∂αξ ∂
β
xa(x, ξ) ∈ Sm−|α|ρ,δ (X × Rn).

Proposition 2.3.3. [11] Soit X un ouvert de Rn.

Si a(x, ξ) ∈ Smρ,δ(X × Rn), alors a ∈ S ′(R2n).

Dé�nition 2.3.2. [11] a(x, ξ) ∈ Smρ,δ(X × Rn) est dit classique (local), s'il admet

un développement asymptotique a ∼
∑

j aj lorsque |ξ| → +∞, où aj sont des

symboles de S
mj
ρ,δ où j ∈ N et mj ∈ R.
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Symboles elliptiques

Dé�nition 2.3.3. [41] Nous disons que a ∈ Smρ,δ(X × Rn) est elliptique de degré

m, s'il existe un b ∈ S−mρ,δ (X × Rn) tel que

a× b = 1.

Proposition 2.3.4. [24] a ∈ Smρ,δ(X×Rn) est elliptique de degré m si et seulement

si pour tout compact K de X × Rn il existe une constante c > 0 tel que

|a(x, ξ)| ≥ c|ξ|m, (2.17)

pour tout (x, ξ) ∈ K et |ξ| ≥ 1
c
.

La fonction de phase et les singularités

Nous pro�tons de montrer le lien entre la relation canonique (symplectique) et

la fonction de phase en se basant sur la notion de la fonction génératrice.

Proposition 2.3.5. [13] [58] Si ϕ ∈ C∞(X) est une fonction non dégénérée (i.e.

le déterminant de matrice Hessienne n'est pas nul), alors Cϕ qui est dé�nie par la

relation (2.7) est une sous variété dans X × Rn.

Dé�nition 2.3.4. [41] Nous appelons ϕ ∈ C∞(X×Rn\{0}) une fonction de phase

si et seulement si elle véri�e les conditions suivantes :

1) ϕ(x, ξ) est à valeurs réelles.

2) ϕ homogène d'ordre 1 par rapport a ξ c'est à dire ϕ(x, λξ) = λϕ(x, ξ) pour

λ > 0.

3) ϕ est non dégénérée c'est à dire ϕ n'admet pas de points critiques pour

ξ 6= 0, autrement dit que les dérivées partielles de ϕ ne s'annulent jamais.

Dé�nition 2.3.5. [58] Pour tout ϕ ∈ C∞(X × Rn\{0}) une fonction de phase,

nous dé�nissons Λϕ par

Λϕ = {(x, ∂xϕ) ∈ X × Rn\{0}; ∂ξϕ(x, ξ) = 0}, (2.18)

L'ensemble Λϕ est un conique fermé qui contient l'ensemble critique de ϕ.
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Remarque. Λϕ est conique parce que la fonction ϕ est homogène de degré 1 en ξ.

Théorème 2.3.1. [26] Soient Cϕ relation canonique associe a la fonction de phase

ϕ dé�nie par :

Cϕ = {(x, ξ) ∈ X × Rn\{0}, ∂ξϕ(x, ξ) = 0} (2.19)

et l'application

iϕ :

{
Cϕ → T ∗X\{0},
(x, ξ) 7→ (x, dxϕ(x, ξ)).

(2.20)

Si iϕ est injective, alors iϕ(Cϕ) = Λϕ.

Proposition 2.3.6. [58] Si ϕ est une fonction de phase non-dégénérée, alors Λϕ

est une sous-variété fermée de X × Rn de dimension n ∈ N.

2.3.2 Les opérateurs intégraux de Fourier

Dans cette partie, nous rappelons la construction des opérateurs intégraux de

Fourier (OFI) qui sont associés à des relations canoniques (symplectiques). Pour

dé�nir les OFI, nous commençons d'abord par dé�nir les intégrales oscillantes.

Nous introduisons l'intégrale oscillante sur Rn dans la dé�nition suivante :

Dé�nition 2.3.6. [42][58] Soient ϕ une fonction génératrice introduite par la

relation canonique Cϕ qui véri�e (2.7) et u(x) ∈ D(X). Nous appelons intégrale

oscillante, toute distribution de la forme suivante :

Tϕ(au) =

∫
X×Rn

eiϕ(x,ξ)a(x, ξ)u(x)dxdξ, (2.21)

tels que a ∈ Smρ,δ(X × Rn) et ϕ(x, ξ) ∈ C∞(X × Rn\{0}) sachant que l'application

u→ Tϕ(au) est de C∞.

Les opérateurs intégraux de Fourier sont un type d'opérateurs dé�nit par des

intégrales oscillante comme suit :

Dé�nition 2.3.7. [42] Soient X et Y deux ouverts de Rn, ϕ(x, y, ξ) est une fonc-

tion de phase dé�nie par la relation canonique Cϕ (2.11) dans X ×Y ×Rn\{0} et
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a ∈ Smρ,δ(X × Y × Rn) pour ρ > 0 et δ < 1. Nous appelons opérateur intégrale de

Fourier (OIF) d'ordre m, toute expression qui prend la forme suivante :

Fu(x) =

∫
Y×Rn

eiϕ(x,y,ξ)a(x, y, ξ)u(y)dydξ, (2.22)

où u ∈ C∞0 (Y ), x ∈ X.

Autrement dit, nous pouvons dé�nir ce genre intégrale au sens de distribution

par l'expression suivante :

〈Fu, v〉 =

∫
X×Y×Rn

eiϕ(x,y,ξ)a(x, y, ξ)u(y)v(x)dxdydξ, (2.23)

où v ∈ C∞0 (X). L'espace des opérateurs intégraux de Fourier d'ordre m associés à

des relations canoniques Cϕ est noté Im(X;Cϕ).

Théorème 2.3.2. [58] Si a(x, ξ) ∈ Smρ,δ(X×Rn) tel que a = 0 au voisinage de Λϕ

qui est dé�ni par (2.18), alors F ∈ C∞(X).

Remarque. On dit que F est un opérateur intégral de Fourier elliptique si est

seulement si son symbole aF est elliptique, d'où pour tout ξ 6= 0,

aF (x, ξ) 6= 0. (2.24)

Dé�nition 2.3.8. [42] Pour tout (x, y) ∈ X × Y , soit ϕ(x, y, ξ) une fonction

de phase qui n'admet pas des points critiques par rapport à la variable ξ avec

ξ ∈ Rn\{0}. Le noyau de l'opérateur F est la distribution κF ∈ D′(X × Y ) qui est

dé�nie par l'intégrale oscillante suivante :

〈κF , w〉 =

∫
Rn×X

eiϕ(x,y,ξ)a(x, y, ξ)w(x)dξdx, (2.25)

où w(x) ∈ D(X). Autrement dit, le noyau de l'opérateur (2.22) s'écrit comme

suit :

κF (x, y) =

∫
Rn
eiϕ(x,y,ξ)a(x, y, ξ)dξ. (2.26)

Proposition 2.3.7. [58]

1) Le noyau κF est de classe C∞ sur Rϕ avec

Rϕ = {(x, y) : ∂ξϕ(x, y, ξ) 6= 0}.
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2) Soit a ∈ Smρ,δ(X × Y × Rn). Si a est nul au voisinage de Λϕ,

alors κF ∈ C∞(X × Y ).

Proposition 2.3.8. [24] Si F est un opérateur intégral de Fourier d'ordre m et ϕ

sa fonction de phase sur X × Y × Rn\{0}, nous avons
1) si ∂y,ξϕ(x, y, ξ) 6= 0 pour (x, y, ξ) ∈ X × Y × Rn\{0}, F est continu de

C∞0 (Y ) dans C∞0 (X).

2) si ∂x,ξϕ(x, y, ξ) 6= 0 pour (x, y, ξ) ∈ X × Y × Rn\{0}, F se prolonge en un

opérateur continu de E ′(Y ) dans D′(X).

Théorème 2.3.3. [24] Si F ∈ Im(X;Cϕ) alors F ∗ ∈ Im(X;C−1
ϕ ) et

aF ∗(x, y, ξ) = aF (x, y, ξ), (2.27)

où F ∗ dénote l'opérateur adjoint de F et aF (x, y, ξ) dénote le conjugué de aF (x, y, ξ).

Les opérateurs pseudo-di�érentiels

Les opérateurs pseudo-di�érentiels sont un cas particulier des opérateurs inté-

graux de Fourier. Sachant que tous les opérateurs pseudo-di�érentiels sont associés

à une fonction de phase unique tandis que le symbole de chaque opérateur di�ère

d'un opérateur à un autre.

Dé�nition 2.3.9. [41] Soient X = Y ⊂ Rn et dimX = n. L'opérateur pseudo-

di�érentiel (OPD) est dé�ni par un opérateur intégral de Fourier associé à la

fonction de phase ϕ(x, y, ξ) = 〈x− y, ξ〉 tel que

Pu(x) =

∫
Y×Rn

ei(x−y)ξa(x, y, ξ)u(y)dydξ, (2.28)

=

∫
Rn
eixξa(x, ξ)û(ξ)dξ. (2.29)

Au sens des distributions, l'opérateur pseudo-di�érentiel P s'écrit comme suit :

〈Pu, v〉 =

∫
X×Y×Rn

ei(x−y)ξa(x, y, ξ)u(y)v(x)dxdydξ, (2.30)

=

∫
X×Rn

eixξa(x, ξ)û(ξ)v(x)dxdξ. (2.31)
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On note OPSm(X) (resp. OPSmρ,δ(X)) l'espace des opérateurs pseudo-di�érentiels

d'ordre m (resp. d'ordre m et de type (ρ, δ)).

Proposition 2.3.9. Pour la fonction de phase ϕ(x, y, ξ) = 〈x− y, ξ〉, alors

Cϕ = {(x, x, ξ), x ∈ X, ξ ∈ Rn\{0}}. (2.32)

Remarque. Les opérateurs pseudo-di�érentiels sont des opérateurs intégraux de

Fourier qui sont associés à la relation d'identité.

Théorème 2.3.4. [38] Soient P ∈ OPSmρ,δ(X) elliptique, ρ > 0 et δ < 1, il existe

Q ∈ OPS−mρ,δ (X) unique qui véri�e égalité suivante :

P ◦Q = Q ◦ P = I, (2.33)

où I est l'opérateur unitaire qui est dé�ni par Iu(x) = u(x), pour tout u ∈ D′(X).

Proposition 2.3.10. [60] Si P ∈ OPSmρ,δ(X) est un opérateur pseudo-di�érentiel

et 0 ≤ δ ≤ ρ ≤ 1, s et m ∈ R alors

P (x,D) : Hs(Rn)→ Hs−m(Rn). (2.34)

Hs est l'espace de Sobolev.

Théorème 2.3.5. [24][38] Soient P et Q deux opérateurs pseudo-di�érentiels

d'ordre m admettant des symboles principaux p et q respectivement. Si A est un

opérateur intégral de Fourier elliptique associé à la relation canonique C, alors

P ◦ A = A ◦Q, (2.35)

avec p = q ◦ C.

Théorème 2.3.6. [42] Soient J un opérateur intégrale de Fourier inversible asso-

cié à la relation canonique χ et P un opérateur pseudo-di�érentiel d'ordre m ad-

mettant pm(x, ξ) comme symbole principal, alors J−1PJ est un opérateur pseudo-

di�érentiel de symbole p ◦ χ−1(x, ξ).
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Dans les théorèmes ci-dessous, nous nous intéressons à la composition des opé-

rateurs intégraux de Fourier et les opérateurs pseudo-di�érentiels. Soient X, Y et

Z trois ouverts de Rn

Théorème 2.3.7. [31] [38] Si T1 ∈ Im1(X;C1) et T2 ∈ Im2(Y ;C2) alors

T1 ◦ T2 = T ∈ Im1+m2(X;C1 ◦ C2). (2.36)

où C1 et C2 sont deux relations canoniques, m1 et m2 deux réels.

Corollaire 2.3.1. Si T ∈ Im1(Y ;Cϕ) admet aT (y, z, ξ) comme symbole dans

Sm1(Y × Z × Rn) et si P ∈ OPSm2(X) admet le symbole p(x, η) ∈ Sm2(X ×
Rn\{0}), alors

P ◦ T = F ∈ Im1+m2(X;Cϕ), (2.37)

où aF (x, z, ξ) est le symbole de l'opérateur F qui est dans Sm1+m2(X × Z × Rn).

Ce symbole est donné par l'intégrale suivante :

aF (x, z, ξ) =

∫
Y×Rn

ei(ϕ(y,z,ξ)−ϕ(x,z,ξ)+(x−y)η)p(x, η)aT (y, z, ξ)dydη, (2.38)

où ξ la variable dual de y et η la variable dual de x.

Corollaire 2.3.2. Si T ∈ Im1(X;Cϕ) admet aT (x, y, ξ) comme symbole dans

Sm1(X × Y × Rn) et P ∈ OPSm2(Y ) admet le symbole p(y, η) ∈ Sm2(Y × Rn),

alors

T ◦ P = Q ∈ Im1+m2(X;Cϕ), (2.39)

où aQ(x, z, ξ) est le symbole de l'opérateur Q qui est dans Sm1+m2(X × Z × Rn).

Ce symbole est donné par :

aQ(x, z, ξ) =

∫
Y×Rn

ei(y−z)(η−ξ)p(x, η)aT (x, y, ξ)p(y, η)dydη. (2.40)

avec ξ la variable dual de x et η la variable dual de y.

Corollaire 2.3.3. [41] [50] Soit P ∈ OPSm1(X) admet symbole principal p(x, ξ)

et Q ∈ OPSm2(Y ) admet q(y, η) comme symbole principal, alors

P ◦Q = B ∈ OPSm1+m2(X). (2.41)
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et son symbole est donné par :

b(x, ξ) =

∫
Y×Rn

e−i(x−y)(ξ−η)p(x, η)q(y, ξ)dydη. (2.42)

avec b(x, ξ) ∈ Sm1+m2(X × Rn).

2.3.3 Front d'onde et la propagation des singularités

Le support singulier

Nous appelons support de la distribution u dans X (resp. support singulier de

la distribution u) le complémentaire dans X de l'ensemble des points sur lequel

la distribution u est nulle (resp. u est de classe C∞). Le support de u est noté

supp(u), le support singulier de u est noté par supp sing(u). Ceux sont deux

ensembles fermés qui véri�ent supp sing(u) ⊂ supp(u) et

u = 0⇔ supp(u) = ∅, (2.43)

u ∈ C∞ ⇔ supp sing(u) = ∅. (2.44)

Nous introduisons quelques propositions relatives à la notion du support sin-

gulier.

Proposition 2.3.11. [60] Si P ∈ OPSmρ,δ (resp. OPSm) est un opérateur pseudo-

di�érentiel d'ordre m et 0 ≤ δ ≤ ρ ≤ 1 avec

P : C∞0 (X)→ C∞(Y ) ou P : D(X)→ D′(Y ), (2.45)

alors supp sing(Pu) ⊂ supp sing(u), pour tout u ∈ E ′(Rn).

Proposition 2.3.12. [60] Si P ∈ OPSmρ,δ est un opérateur pseudo-di�érentiel

elliptique avec 0 ≤ δ ≤ ρ ≤ 1, alors pour tout u ∈ S ′(Rn), nous avons

supp sing(Pu) = supp sing(u). (2.46)

Proposition 2.3.13. [24] Soit ϕ(x, ξ) une fonction de phase sur X ×Rn\{0}. Si
F ∈ Im(X;Cϕ) dé�nit par (2.22), alors
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supp sing(F ) ⊂ {x ∈ X, dξϕ(x, ξ) = 0},

et si κF (x, y) est le noyau de F , alors

supp sing(κF (x, y)) ⊂ {(x, y) ∈ X × Y, dξϕ(x, y, ξ) = 0}.

Nous concluons que le support singulier d'une distribution u est l'ensemble des

points où u ne se comporte pas comme une fonction classique. Pour aller plus loin

dans la théorie, les spécialistes essayent de relier la notion de la distribution à un

nouveau type de support. Ils ont localisé les singularités détectées dans l'espace

cotangent de sorte que chaque point singulier x est associé à son dual ξ formant

un ensemble qui contient des couples singuliers de x et ξ. C'est exactement la

notion de front d'onde. L'idée qui survient est de se placer sur les petits ensembles

coniques de deux dimensions pour remédier au problème.

Front d'onde

Le front d'onde permet de localiser les singularités d'une distribution u dans

l'espace cotangent. Dans cette partie, nous introduisons des notions et des proprié-

tés de front d'onde. L. Hormander a dé�ni le concept scienti�que de front d'onde

à l'aide des opérateurs pseudo-di�érentiels. Ce concept joue un rôle très important

dans la formulation microlocale des solutions des équations di�érentielles. Cette

formulation microlocale nous permet d'éclaircir les ambiguïtés qui sont liées à la

notion de la propagation des singularités. Le concept de front d'onde est une partie

conique fermée de �bré cotangent privé de la section nulle T ∗M\{0}. Cette partie
est un conique de l'espace des fréquences ξ selon leurs positions x.

Dé�nition 2.3.10. [11][31] Soit u ∈ D′(Ω). Nous disons que u est microlocale-

ment de classe C∞ en un point (x0, ξ0) ∈ Ω × (Rn\{0}), s'il existe un ouvert V

véri�ant x0 ∈ V ⊂ Ω et un cône ouvert Γ de Rn\{0} contenant ξ0 tels que nous

avons :

∀ϕ ∈ C∞0 (V ),∀N,∃C|ϕ̂u(ξ)| ≤ C(1 + |ξ|)−N pour ξ ∈ Γ.
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L'ensemble des couples (x0, ξ0) où u n'est pas microlocalement de classe C∞ est un

conique fermé de Ω× (Rn\{0}) qui dé�nit le front d'onde de u. Cet ensemble noté

par WF (u).

Les dé�nitions suivantes donnent des notions sur le concept de front d'onde des

opérateurs pseudo-di�érentiels.

Dé�nition 2.3.11. [11] Soient P ∈ OPSm et p(x, ξ) son symbole. Nous dé�nis-

sons le front d'onde de P comme étant le complémentaire de l'ensemble des points

(x, ξ) tel qu'il existe un voisinage de x et un voisinage conique de ξ sur lequel nous

avons pour tout entier N ,

|p(x, ξ)| ≤ (1− |ξ|)−N . (2.47)

Dé�nition 2.3.12. [55][58] Soient P un opérateur pseudo-di�érentiel d'ordre m

et pm(x, ξ) son symbole principal. L'ensemble caractéristique de P est dé�ni par :

Char(P ) = {(x, ξ) ∈ X × Rn\{0}, pm(x, ξ) = 0}. (2.48)

Dans ce qui suit, nous mentionnons que les opérateurs pseudo-di�érentiels se

comportent bien vis-à-vis de la notion de front d'onde. Le théorème suivant montre

qu'il y a un lien entre le front d'onde et l'ensemble caractéristique d'un opérateur

pseudo-di�érentiel.

Théorème 2.3.8. [55][58] Soit P un opérateur pseudo-di�érentiel d'ordre m. Si

u ∈ E ′(Rn), alors

WF (u) =
⋂

Pu∈C∞
Char(P ). (2.49)

Proposition 2.3.14. [58] Soient P ∈ OPSm et u ∈ D′(X) .

Si Pu = f ∈ C∞(X), alors WF (u) ⊂ Char(P ). En particulier, Si Char(P ) est

un ensemble vide, alors u ∈ C∞(X) et P est elliptique.

Théorème 2.3.9. [58][60] Soient P ∈ OPSm et u ∈ D′(X). nous avons

WF (Pu) ⊂ WF (u) ⊂ WF (Pu) ∪ Char(P ). (2.50)



2. Les opérateurs intégraux de Fourier et les singularités 59

Corollaire 2.3.4. [58][60] Si P ∈ OPSm(X) est elliptique, alors

WF (Pu) = WF (u). (2.51)

En particulier pour les équations hyperboliques, la solution d'un problème dé�ni

par des conditions initiales s'écrit comme une combinaison linéaire d'opérateurs

intégraux de Fourier. Dans le théorème suivant, nous décrivons la relation entre

les fronts d'onde et les relations canoniques associées aux fonctions génératrices

de ces opérateurs intégraux de Fourier.

Théorème 2.3.10. [55] Soit F un opérateur intégral de Fourier d'ordre m associé

à la relation canonique Cϕ qui est dé�ni par l'intégrale (2.22), alors

WF (Fu) ⊂ Cϕ(WF (u)), (2.52)

où Cϕ est une relation canonique qui est dé�nie par :

Cϕ(∂ξϕ(x, ξ), ξ) = (x, ∂xϕ(x, ξ)). (2.53)

Proposition 2.3.15. [38] Soient F un opérateur intégral de Fourier d'ordre m

qui est dé�ni par une fonction de phase ϕ(x, ξ) sur X × Rn\{0}. Nous avons

WF (F ) ⊂ Λϕ = {(x, ∂xϕ(x, ξ)); ∂ξϕ(x, ξ) = 0, avec ξ 6= 0}. (2.54)

où Λϕ est un conique fermé de T ∗X\{0}.

Proposition 2.3.16. [55] Soient A et B deux opérateurs intégraux de Fourier

associés à deux relations canoniques C1 et C2 respectivement. Nous avons

WF (AB) ⊂ WF (A) ∪WF (F ). (2.55)

La propagation des singularités se produit quand l'onde se propage sur le bord

de l'obstacle di�useur d'une façons tangentielle en créant un aspect singulier sur

le bord de l'obstacle. Le théorème suivant est l'un des résultats clé de l'analyse

microlocale. Ce théorème permet de séparer entre les rayons (les trajectoires) de

propagation de singularité issus d'un point x0 ∈ supp sing(u) de X selon leur

origine (x0, ξ0) ∈ T ∗X.
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Théorème 2.3.11. [11][26]Théorème de propagation

Soit P (x,D) =
∑
|α|≤m pα(x)Dα, un opérateur di�érentiel linéaire (resp. un opé-

rateur pseudo-di�érentiel) d'ordre m. Son symbole principale à valeur réelle est

pm(x, ξ) =
∑
|α|=m pα(x)ξα. Si u ∈ S ′ véri�e l'équation

p(x,D)u = f, (2.56)

où f ∈ C∞, alors l'ensemble de front d'onde de u est l'union des courbes de

la bicaractéristique de p(x, ξ). La bicaractéristique contient les courbes intégrales

(trajectoires) du champ de vecteur Hpm issues des points où pm(x, ξ) = 0. Ce

champ de vecteur de pm est dé�ni par :

Hpm =
n∑
j=1

(
∂pm
∂xj

∂

∂ξj
− ∂pm

∂ξj

∂

∂xj

)
. (2.57)

Dans la �gure 2.2, nous déstinguons la di�érence entre les trois concepts tels

que le front d'onde, la caustique et les trajectoires.

Fig. 2.2: Le front d'onde, la caustique et les trajectoires [27].
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Nous réalisons que le concept de front d'onde de u est un ensemble qui contient

(x, ξ) où x ∈ supp sing(u) tandis que ξ est une fréquence dominante de u près de

x. Le théorème suivant, montre que le front d'onde est l'ensemble des mauvaise

directions de la distribution u.

Théorème 2.3.12. [60] Soit le projecteur

π :

{
X × Rn\{0} → X,

(x, ξ) 7→ x.
(2.58)

Alors, la projection sur X de WF (u) est supp sing(u).

En général, le nom de l'analyse microlocale est l'étude des distributions qui

sont locales à la fois en la variable d'espace x et en la variable de fréquence ξ. L'in-

troduction de ces concepts est principalement motivés par la théorie des équations

aux dérivées partielles qui est la source du progrès considérable dans ce domaine.

D'après ce que nous avons cité ci-dessus, le front d'onde de u ∈ D′(X) est un

sous-ensemble conique de X × Rn\{0} qui va contenir non seulement les points

où u est singulière, mais encore les (co-)directions ξ dans lesquelles celle-ci est

singulière.

2.4 Les opérateurs intégraux de Fourier associés à des

relations de pliage

Dès les débuts de la mécanique quantique, les physiciens ont proposé des formes,

des approches pour les solutions de l'équation des ondes. La plus célèbre est l'ap-

proche de BKW (Brillouin-Kramers-Wentzell) qui propose la solution sous forme

d'une fonction d'onde qui est donnée par :

w(x) = a(x)eiϕ(x), (2.59)

où ϕ(x) est une fonction de phase associe a la relation canonique Cϕ. Cette relation

canonique est le graphe de dϕ et a(x) un symbole. Notre objectif est de franchir

le concept des singularités de Cϕ. D'où les singularité de la fonction ϕ qui désigne
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exactement le concept de la caustique. Les singularités les plus célèbres dans la

caustique sont les singularités de pli. Nous pro�tons dans cette partie de jeter un

coup d'÷il sur les fonctions qui admettent ce genre de singularités plus précisément

la fameuse fonction d'Airy.

Exemple. Pour tout (x, ξ) ∈ R2n, nous dé�nissons la fonction d'Airy par l'inté-

grale suivante :

Ai(x) =
1

2π

∫
ei(x·ξ+

ξ3

3
)dξ. (2.60)

Cette fonction est associée à la variété lagrangienne

x = −ξ2. (2.61)

si X est un ouvert de Rn et si Cϕ véri�e la forme suivante :

{(x, ξ) ∈ X × Rn\{0}, x = −ξ2} ⊂ T ∗Rn, (2.62)

alors la relation (2.64) admet la fonction de phase ψ(x, ξ) :

ψ(x, ξ) =
ξ3

3
+ xξ. (2.63)

qui admet une caustique en (0, 0). La fonction d'Airy décrit le comportement des

intégrales oscillantes associées aux singularités plis

D'après l'exemple précédent, si X est un ouvert de Rn et si Cϕ véri�e la forme

suivante :

{(x, ξ) ∈ X × Rn\{0}, x = −ξ2} ⊂ T ∗Rn, (2.64)

alors la relation (2.64) admet la fonction de phase ψ(x, ξ) :

ψ(x, ξ) =
ξ3

3
+ xξ. (2.65)

Le faite de produire une autre fonction de phase ψ qui véri�e la même relation de

Cϕ, cela nous permet de réduire la caustique de la fonction de phase ϕ à l'origine.

Á cet e�et, au voisinage de 0 l'approche (2.59) admet la représentation suivante :

Ju(x) =

∫
eiψ(x,ξ)a(x, ξ)u(ξ)dξ, (2.66)
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où a(x, ξ) est un symbole à support compact et u(x) ∈ C∞0 (X).

Cette intégrale ressemble fort à celle qui dé�nit la fonction d'Airy. Il représente un

opérateur intégrale de Fourier associé à la relation canonique de pliage. En fait,

on a mieux que cela dans le théorème suivant :

Théorème 2.4.1. [26] Si Cϕ admet une singularité de pli au voisinage de (x0, ξ0),

alors il existe des coordonnées locales près de x0 et une fonction de phase dé�nie

par :

ψ(x, ξ) = ϕ(x) + x1ξ +
ξ3

3
,

telle que

Cϕ = Cψ.

Dé�nition 2.4.1. [54] Soient ϕ(x, ξ) une fonction de C∞(X×Rn\{0}) et Cϕ une

relation canonique véri�e (2.11). Nous disons que Cϕ est une relation canonique

de pliage (singulière) si et seulement si le projecteur π : Cϕ → T ∗(X), (x, ξ) 7→ x

n'est pas un di�éomorphisme.

Remarque. D'une façon pratique, nous disons que Cϕ est une relation singulière

(resp. pliage) si et seulement si sa fonction génératrice admet des singularités

(resp. singularité pli).

Dé�nition 2.4.2. Tout opérateur intégral de Fourier qui admet une fonction de

phase singulière, dé�nit un opérateur intégrale de Fourier de pliage.

Remarque. [54] L'opérateur intégrale de Fourier associé à une relation canonique

de pliage, il ne représente pas un graphe.

Théorème 2.4.2. [26] Si Cϕ = Cψ, tout opérateur dans I
m(X,Cϕ) est aussi dans

Im(X,Cψ).

Nous concluons qu'il est possible de réduire les opérateurs intégraux de Fou-

rier singuliers à d'autres opérateurs intégraux de Fourier plus simple. Pour cette

réduction, il nous su�t juste de trouver une autre fonction de phase simple qui est

associée à la même relation canonique de laquelle elle munit les mêmes singularité

que la fonction de phase de l'opérateur original.
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2.5 Les opérateurs de Fourier-Airy

Les opérateurs intégraux de Fourier-Airy (ou les opérateurs d'Airy) sont un

nouveau type des opérateurs intégraux de Fourier. Ce type admet, d'une part un

symbole qui est dé�ni par la fonction d'Airy, et d'autre part une fonction de phase

généralisée qui est dé�nie par une relation canonique singulière. De plus, tout opé-

rateur pseudo-di�érentiel admettant un symbole dé�nit par un multiplicateur de

Fourier satisfaisant la fonction d'Airy, est un opérateur d'Airy.

En général, les opérateurs d'Airy généralisent le concept mathématique des opé-

rateurs intégraux de Fourier. Melrose a réussi de faire un calcul symbolique de

cette classe d'opérateurs pour le but de construire des paramétrisations qui lui

permettent d'analyser le problème de di�raction. De plus, ce genre d'opérateurs

apparaissent dans l'analyse des problèmes où les rayons incidents passent au voi-

sinage du bord de l'obstacle d'une façon tangentielle ou glissante. Cela dé�nit

exactement Grazing rays et Gliding rays.

Grazing rays explique le phénomène de la di�raction des ondes quand elles se pro-

pagent d'une façon tangentielle sur l'extérieur du bord de l'obstacle et Gliding

rays est exprimé par l'action quand les rayons incidente intersectent d'une façon

tangentielle l'intérieur du bord de l'obstacle.

Les opérateurs d'Airy basent sur des multiplicateurs de Fourier Φs,Φi, A et Ai

qui véri�ent les propriétés suivantes :

Dé�nition 2.5.1. [62] Soient Φs avec s = ± et Φi deux multiplicateurs de Fourier

dé�nis par :

Φ̂su(ξ) = Φs(ζ0)û(ξ), Φ̂iu(ξ) = Φi(ζ0)û(ξ), (2.67)

avec

Φs(ζ0) =
As
A′s

(ζ0), Φi(ζ0) =
Ai

Ai′
(ζ0), (2.68)

et

ζ0 = (ξ1 + iT )ξ−1/3
n , (2.69)

où ξ = (ξ1, · · · , ξn) et A(x) = As(x) = A±(x) = Ai(±2π/3x).

Pour Φi, nous �xons T positif et pour Φ, nous prenons T = 0. Autrement dit, Φi

et Φs sont deux opérateurs d'Airy.
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Remarque. L'opérateur Φs apparait dans l'analyse du problème de Grazing rays

quand les rayons incidents passent tangentiellement à travers le bord de l'obstacle.

De plus, Φ est un opérateur pseudo-di�érentiel dans OPS
1/3
1/3,0.

Remarque. L'opérateur Φi apparait dans l'analyse du problème de Gliding rays

quand les rayons incidents se di�ractent d'une façon tangentielle à intérieur du

bord de l'obstacle. Φ n'est pas un opérateur pseudo-di�érentiel, il est un opérateur

intégral de Fourier qui admet une fonction de phase singulière.

Dé�nition 2.5.2. [54] Soient Ai(j) et A(j) deux opérateurs pseudo-di�érentiels

sur Rn × R tels que

Ai(l)u(x, t) =

∫
ei(x−y)·ξ+i(t−ν)τAi(l)(ξ1τ

−1/3)u(y, ν)dydνdξdτ, (2.70)

et

A(l)u(x, t) =

∫
ei(x−y)·ξ+i(t−ν)τA(l)

s (ξ1τ
−1/3)u(y, ν)dydνdξdτ, (2.71)

où j = 0, 1 dénote l'ordre de dérivation.

Ce genre d'opérateurs est dé�ni par les multiplicateurs de Fourier Ai(l)(ξ1τ
−1/3)

A
(l)
s (ξ1τ

−1/3) qui véri�ent

̂Ai(l)u(x, t) = Ai(l)(ξ1τ
−1/3)û(ξ, τ), (2.72)

̂A(l)u(x, t) = A(l)
s (ξ1τ

−1/3)û(ξ, τ). (2.73)

Remarque. Les égalités (2.72) et (2.73) sont aussi valable pour l'opérateur A−1.

Dans ce qui suit, nous introduisons d'autre dé�nition des opérateurs Fourier-

Airy qui peuvent être présente dans l'étude des phénomènes de la propagation des

ondes et l'analyse des problème de di�raction.

Dé�nition 2.5.3. [53] Soit Υn
ε un conique au voisinage ξ = (1, 0 · · · 0), pour tout

ε tel que 0 < ε < 1, nous dé�nissons Υn
ε par :

Υn
ε = {ξ ∈ Rn\{0}; |ξ − |ξ|ξ| ≤ |ξ|ε}, (2.74)



2. Les opérateurs intégraux de Fourier et les singularités 66

L'espace des opérateurs de Fourier-Airy d'ordrem (des opérateurs d'Airy d'ordre

m) est noté OPNm. De plus OPNm = OPNm
s (Rn × Υn

ε ), où s = ±. L'es-

pace OPNm contient les opérateurs de OPSm1/3,0(Rn) admettant des symboles de

la forme suivante :

σ ∼
∑

k∈Z,l∈N

bk,l(x, ξ)Φ
k,l
s (ζ0(ξ))ξ

− k
3
− l

3
n , (2.75)

pour tout l ∈ N, la somme par rapport à l'indice k ∈ Z est �nie, bk,l ∈ Smτ,δ(Rn×
Rn ×Υn

ε ) et

Φk,l
s (ζ0(ξ) =

dl

dξl
Φk
s(ζ0(ξ)), (2.76)

où

Φk,l
s (ζ0(ξ) ∈ S( k

3
− 2l

3
)+

1/3,0 = S
p+
1/3,0, (2.77)

tel que

p+ =

{
p pour p ≥ 0,

0 pour p ≤ 0.
(2.78)

Proposition 2.5.1. [53] Soit B un opérateur d'Airy de OPNm admettant le sym-

bole (2.75).

1) Si k ≥ 0, alors B est un opérateur d'Airy de type positive. Nous notons

B ∈ OPNm,+
s (Rn ×Υn

ε ). (2.79)

2) Si k = 0, alors Φk,l
s = 0, pour tout l > 0.

3) Nous disons que B est un opérateur classique si pour tout l ∈ N et k ∈ Z
tels que l = k = 0. De plus, l'opérateur B est classique loin de ζ = 0.

Proposition 2.5.2. [53]

OPN∞ =
⋃
m∈R

OPNm, OPSmτ,δ ⊂ OPNm. (2.80)

Dans ce qui suit, nous dé�nissons l'espace des opérateurs de Fourier-Airy de

type positive et nous introduisons des opérateurs qui appartiennent à cet espace.
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Dé�nition 2.5.4. [62] L'espace OPNm,+ contient précisément les opérateurs qui

sont de la forme suivante :

Tu(x) =

∫
ei(x−y)·ξ [a(x, y, ξ)Φs(ξ1ξ

−1/3
n ) + b(x, y, ξ)

]
u(y)dydξ, (2.81)

où a(x, y, ξ) ∈ Sm−1/3 et b(x, y, ξ) ∈ Sm.

Remarque. Si nous remplaçons Φs par Φi dans la dé�nition (2.5.4) nous aurons

des opérateurs appartiennent dans le même espace OPNm,+.

Proposition 2.5.3. [62] OPNm,+ ⊂ OPSm1/3,0.

Théorème 2.5.1. [62] Si T1 ∈ OPNm1,+ et T2 ∈ OPNm2,+, alors

T1T2 ∈ OPNm1+m2,+, (2.82)

où m1 et m2 sont deux réels.

Théorème 2.5.2. [62] Si T ∈ OPNm,+ alors T−1 ∈ OPN−m,+. De plus, T−1 est

microlocal au voisinage de ξ1.

Dé�nition 2.5.5. [53] Pour tout m ∈ R et N ∈ Z, l'espace OPNm,N
s (Rn × Υn

ε )

contient les opérateurs pseudo-di�érentiels admettant le symbole qui est de la forme

suivante :

σ(B) ∼
∑

k∈Z,l∈N

bk,l(x, ξ)Φ
k,l
s (ζ0(ξ))ξ

− k
3
− l

3
n . (2.83)

Si nous �xons l alors la somme qui dépendante de k est bornée et nous avons

bk,l(x, ξ) ∈ Sm+(k−N)−
τ,δ (Rn ×Υn

ε ). (2.84)

Proposition 2.5.4. [53] OPNm
s =

⋃
N∈ZOPNm,N

s .

Proposition 2.5.5. [53] Pour tout m ∈ R, et N ∈ Z. Nous avons
1) OPNm,N

s ⊂ OPNm+1,N+1
s .

2) OPNm,+
s ⊂ OPNm,0

s .

3) OPNm,N
s ⊂ OPS

m−N/3−
1/3,0 .
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Proposition 2.5.6. [53] Si B ∈ OPNm,+
s (Rn×Υn

ε ) alors B∗ ∈ OPNm,+
−s (Rn×Υn

ε )

où B∗ est l'adjoint de B.

Les opérateurs de Fourier-Airy sont utilisés pour construire des structures et

des paramètres. Ces paramètres nous permettent de résoudre les problèmes de dif-

fraction sur le bord de l'obstacle.

Ce type d'opérateur donne un contrôle principal sur la structure microlocale au

voisinage d'un point di�ractif sur le bord. Ce point de di�raction produit une sin-

gularité au niveau de la fonction de phase de ces opérateurs. Cette dernière est

dé�nie sur l'hypersurface de l'obstacle, comme étant une fonction réelle sur la ré-

gion hyperbolique de l'hypersurface, tandis que sur la région elliptique, la fonction

de phase est complexe.

Pour pouvoir construire ce genre d'opérateur, nous devons utiliser une forme stan-

dard de la fonction de phase, d'une façon que les singularités de cette fonction de

phase doivent présenter suivant les singularités de de la fonction d'Airy.



3. L'AMPLITUDE DE KIRCHHOFF EN UTILISANT LA

DÉCOMPOSITION DE DTN

3.1 Introduction

B. Melrose et R.Taylor se sont intéressés à résoudre le problème de di�raction

des ondes par un obstacle strictement convexe O dans Rn+1. Le bord de l'obstacle

O est une hypersurface de C∞ noté par ∂O = B. Ils supposaient que l'obstacle

munit d'une courbure c(x) strictement positive partout sur le bord et Ω est un

ouvert de Rn+1 tel que Ω = Rn+1/O.
Dépendant du phénomène de la di�raction des ondes par un obstacle convexe,

B. Melrose et R.Taylor ont décomposé le bord de l'obstacle en trois régions (voir

les �gures 3.2 et 3.1) : la région illuminée dé�nie par :

∂O− = {x ∈ ∂O : n(x) · ω < 0},

la région d'ombre dé�nie par :

∂O+ = {x ∈ ∂O : n(x) · ω > 0},

et la région de transition (le bord d'ombre) dé�nie par :

∂Oω = {x ∈ ∂O : n(x) · ω = 0}. (3.1)

Dans [54], Taylor et Melrose ont fait une étude détaillée au voisinage du pic

de di�raction pour le but de trouver le développement asymptotique du champ

di�racté. Cette étude est faite en traitant la di�raction des ondes par un obstacle

strictement convexe avec une condition sur le bord de l'obstacle qui est dé�nie par

l'opérateur de Dirichlet to Neumann (DtN).
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Fig. 3.1: Di�raction des ondes par un obstacle convexe [48]

L'opérateur DtN est un opérateur pseudo-di�érentiel de caractère non local. Ce

caractère oblige Melrose et Taylor à déterminer une approximation locale de l'opé-

rateur pseudo-di�érentiel DtN . D'après les calcules et la nouvelle technique suivie

par Taylor et Melrose dans [54], ils ont déterminé l'approximation de Kirchho�

corrigée. Cette nouvelle approximation est dé�nie dans la région illuminée par :

∂wt(x, k)

∂n(x)
= 2

wi(x, k)

∂n(x)
, (3.2)

et pour tout x dans {x ∈ ∂O : n(x) · ω ≥ 0}, elle est dé�nie par :

∂wt(x, k)

∂n(x)
= 0. (3.3)

où wt(x, k) est le champ total de l'équation de Helmholtz (0.6). Cette approxima-

tion est motivée par l'idée que dans la région d'ombre, le champ total est essen-

tiellement zéro, pour k grand.

De plus, cette approximation joue le rôle d'une approche de la dérivée normal du

champ total quand nous utilisons la méthode des équations intégrales pour trouver

la solution de l'équation de Helmholtz.
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Fig. 3.2: Les trois régions du bord de l'obstacle di�useur [48]

Dans ce qui suit, nous allons citer la technique suivie par Taylor et Melrose pour

trouver cette approche de la dérivée normale du champ total. Cette technique

s'est résumé premièrement par trouver l'opérateur Q. Cet opérateur est associé à

la dérivée normale du champ total sur le bord. Puis, ils ont déterminé le noyau de

l'opérateur Q. Ensuite, ils ont appliqué la transformation de Fourier inverse par

rapport à la variable temps pour déterminer l'intégrale oscillante de l'amplitude

de Kirchho� aQ. En�n, ils ont déterminé le développement asymptotique de l'am-

plitude aQ en utilisant la méthode de phase stationnaire.

Pour trouver l'approche de la dérivée normale du champ total sur le bord de l'obs-

tacle dans la gamme de fréquence très élevée, Taylor et Melrose ont fait tendre

k trouvé dans le développement asymptotique de l'amplitude aQ obtenu précé-

demment vers (+∞). Cette technique leurs permet d'obtenir l'approximation de

Kirchho� corrigé.
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En particulier, l'approximation de Kirchho� corrigée, parfois elle s'est considérée

comme une approximation du plan tangent, et parfois une approximation à haute

fréquence. Cette approximation est largement utilisée pour modéliser le phénomène

de la di�raction des ondes par un objet faiblement courbé.

3.2 L'étude de propagation d'une onde au voisinage de la

région de transition

L'étude du phénomène de la di�raction des ondes par un obstacle convexe

a été notamment étudié par R. Melrose, M. Taylor dans [54],[55]et [59]. L'idée

principale de cette partie est de rappeler quelques résultats obtenus par R. Taylor

et M. Melrose qui les ont eu au voisinage de la région de transition et de déterminé

une forme générale de la solution près d'un point di�ractif.

Soit O ⊂ Rn+1 un obstacle strictement convexe borné tel que le bord de O est une

hypersurface de C∞ noté par ∂O = B. Supposons Ω un ouvert de Rn+1 tel que

Ω = Rn+1\O. Nous dé�nissons l'équation des ondes (3.4) avec une condition de

Dirichlet sur le bord par :{
(∂tt −∆)u(x, t) = 0 dans Ω× R,
u(x, t) = f(x, t) sur ∂O × R,

(3.4)

où f(x, t) ∈ E ′(∂O × R).

En étudiant ce problème, Taylor et Melrose ont traité le mouvement des rayons

quand ils se glissent d'une façon tangentielle sur le bord de l'obstacle produisant

le phénomène de Grazing rays et le phénomène de Gliding rays (voir la �gure 3.3

et la �gure 3.4). De leurs part, ils ont dé�ni le phénomène de Grazing rays par la

propagation des singularités à l'extérieur de l'obstacle di�useur qui signi�e exacte-

ment le glissement des rayons incidents d'une façon tangentielle sur l'extérieur du

bord de l'obstacle di�useur. Tandis que le phénomène de Gliding rays est dé�ni par

la propagation des singularités à l'intérieur de l'obstacle qui signi�e le dérapage

des rayons incidents tangentiellement à l'intérieur du bord de l'obstacle.

Si nous nous focalisons sur la �gure 3.4, nous voyons que les singularités de la
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Fig. 3.3: Le cas de Grazing rays. La �èche rouge est le champ incident et la �èche blue

est le champ di�racté.

solution de l'équation des ondes u(x, t) se déplace le long des courbes trajectoires

venant de la source P (comme r, r′ voir la �gure 3.4).

Suivant la �gure 3.4, nous remarquons que l'onde incidente venant de la source P

va suivre deux direction possible quand elle se rencontre le bord de l'obstacle O.
La première direction s'agit que cette onde va se ré�échir dès qu'elle se croise avec

le bord de l'obstacle (comme r, voir la �gure 3.4). Dans ce cas, les singularités

continuent à se déplacer le long de la trajectoire. La deuxième situation est beau-

coup plus compliquée, là où l'onde se glisse sur le bord de l'obstacle. Melrose et

Taylor ont indiqué que ce genre de singularités est lié au comportement analytique

de u(x, t), la solution du problème (3.4) .

Autrement dit, les di�cultés principales de ce genre de problème viennent de

comportement des singularités au voisinage d'un point irrégulier sur le bord de

l'obstacle di�useur. De plus, ces di�cultés apparaissent près des points par les-

quels passe un rayon optique (glancing rays) en coudoyant le bord sans être dévié

produisant les points di�ractifs dans la région de transition.

Dans le cas général, si nous exposons un obstacle devant un paquet d'ondes,

nous voyons que chaque rayon incident qui est tangent au bord de l'obstacle donne

naissance à un rayon di�racté. Les di�cultés des problèmes de la propagation des

ondes les plus compliquées apparaissent dans la description de ces rayons qui sont

tangents sur le bord de l'obstacle en produisant le phénomène de di�raction. Ceux

sont des rayons obliques (glancing rays) qui désignent les deux sorte de phéno-

mènes Gliding rays et Grazing rays. Dans les deux situations le champ di�racté
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Fig. 3.4: Di�raction d'une onde par un obstacle O [39].

de ce problème est dé�ni comme étant une combinaison des fonctions d'Airy.

Le but du théorème suivant est de présenter les solutions des problèmes de propa-

gation des ondes pour les deux types des rayons qui sont tangents sur le bord de

l'obstacle.

Théorème 3.2.1. [55] Dans le cas de Grazing rays la solution du problème de

di�raction est de la forme suivante :

u(x, t) =

∫
Rn
eiψ(x,t,ξ)

[
g(x, t, ξ)A±(ζ(x, t, ξ)) + ih(x, t, ξ)A′±(ζ(x, t, ξ))

]
A−1
± (ζ0(x, ξ))K̂(ξ)dξ,

(3.5)

ψ(x, t, ξ) et ζ(x, t, ξ) sont deux fonctions de phase homogènes par rapport à ξ

de dégrée 1et 2/3 respectivement avec ζ(x, t, ξ)|∂O = ζ0(x, ξ) = ξ
−1/3
n ξ1, g(x, t, ξ)

et h(x, t, ξ) sont deux symboles de S0 et S−1/3 respectivement, avec h(x, t, ξ) = 0

pour tout x ∈ ∂O, K est un opérateur intégrale de Fourier d'ordre 0 (dé�nit par

la condition de Dirichlet) et A± est la fonction d'Airy (voir chapitre 1).

Dans le cas de Gliding rays la solution du problème de di�raction est de la forme

suivante :

u(x, t) =

∫
Rn
eiψ(x,t,ξ) [g(x, t, ξ)Ai(ζ(x, t, ξ)) + ih(x, t, ξ)Ai′(ζ(x, t, ξ))]Ai−1(ζ0(x, ξ))K̂(ξ)dξ.

(3.6)

Le faite que Ai admette des zéros, alors il faut évaluer ψ(x, t, ξ, η), ζ(x, t, ξ),

g(x, t, ξ) et h(x, t, ξ) au point (ξ1+iT, ξ2, · · · , ξn), où T est un réel �xé et ζ(x, t, ξ)|∂O =

ζ0(x, ξ) = ξ
−1/3
n (ξ1 + iT ).
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Remarque. Soient P un opérateur di�érentiel (resp. pseudo-di�erentiel) et u la

solution de l'équation Pu = 0 avec tel que u = (gA±(ζ) + ihA′±(ζ))eiψ dans le

cas de Grazing rays (resp. u = (gAi(ζ) + ihA′i(ζ))eiψ dans le cas de Gliding

rays). Les deux fonctions de phase ψ et ζ sont solutions l'équation eikonal, et les

deux amplitudes g et h sont solutions l'équation de transport. pour tout opérateur

di�érentiel P , (pour plus détails, consultez [55] page 19-20).

L'exemple de Friedlander

Les travaux de Taylor et Melrose consistent à étudier la di�raction d'une onde

qui glisse tangentiellement sur le bord de l'obstacle produisant un contact de se-

conde ordre qui prend la forme d'un pli .

L'exemple le plus célèbre pour traiter ce problème est celui de Friedlander qui vient

de l'équation des ondes lorsque les rayons incidents se glissent tangentiellement sur

le bord de l'obstacle O ⊂ Rn. Nous considérons u(x, t) ∈ D′(Ω×R) la solution de

l'équation des ondes telle que{
(∂tt −∆)u(x, t) = 0 dans Ω× R,

u(x, 0) = f(x).
(3.7)

avec la condition de Dirichlet et la condition de Neumann sur le bord respective-

ment par :

u(x, t)|∂O×R = h(x, t), (3.8)

∂nu(x, t)|∂O×R = g(x, t), (3.9)

n dénote le vecteur normal extérieur.

Les projets de Taylor et Melrose sur le problème de Glanzing rays sont basés sur

l'étude bien détaillée de l'exemple de Friedlander. Nous dé�nissons ce problème

comme suit : soit Ω = Rn\O × R avec O = {x ∈ Rn : |x| < 1} et

Ω+ = {x ∈ Rn+1 : xn+1 > 0}. (3.10)

Comme il est mentionné dans [55], Taylor et Melrose ont considéré u(x, xn+1) la

solution de l'exemple de Friedlander qui est dé�ni par l'équation suivante :[
∂2
xn+1

+ xn+1∂
2
xn + ∂x1∂xn

]
u(x, xn+1) = 0. (3.11)
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avec une condition sur le bord

u(x, xn+1) = f(x) ∈ E ′(Rn) pour xn+1 = 0. (3.12)

En appliquant la transformation de Fourier sur le système (3.11), Taylor et Melrose

ont obtenu
d2

dxn+1

û(ξ, xn+1) = (xn+1ξ
2
n + ξ1ξn)û(ξ, xn+1). (3.13)

Le problème (3.11) s'est réduit à une équation di�érentielle connue qui est l'équa-

tion d'Airy qui est dé�nie par :

A′′±(s) + sA±(s) = 0, (3.14)

où s = (xn+1ξ
2
n + ξ1ξn)ξ

−4/3
n . La solution de l'équation obtenue (3.14) est donnée

par A±(s) (voir le chapitre 1). D'où la solution de (3.13) est

û(ξ, xn+1) = c1A±(xn+1ξ
2/3
n + ξ−1/3

n ξ1). (3.15)

Maintenant, Taylor et Merlrose veulent déterminer la constante c1 pour le but de

trouver la solution �nale du problème (3.11). Ils ont utilisé les conditions au bord

tels que û(ξ, 0)|xn+1=0 = f̂(ξ), ce qui leurs permet d'obtenir l'expression suivante :

û(ξ, 0) = c1A±(ξ−1/3
n ξ1),

(3.16)

d'où

c1 =
f̂(ξ)

A±(ξ
−1/3
1 ξn)

. (3.17)

En remplaçant (3.17) dans (3.15), l'expression (3.15) devient :

û(ξ, xn+1) =
A±(xn+1ξ

2/3
n + ξ

−1/3
n ξ1)

A±(ξ
−1/3
1 ξn)

f̂(ξ),

=
A±(ζ(ξ, xn+1))

A±(ζ0(ξ))
f̂(ξ). (3.18)

ζ(ξ, xn+1) = xn+1ξ
2/3
n + ξ

−1/3
n ξ1 et ζ(ξ, 0) = ζ0 = ξ

−1/3
n ξ1.

Finalement, si f̂(ξ) est à support compact dans le conique |ξ′| < ±Kξn, tel que
ξ′ = (ξ1, ..., ξn−1), la solution de (3.11) est donnée par

u(x, xn+1) =

∫
Rn

A±(ζ(ξ, xn+1))

A±(ζ0(ξ))
eixξf̂(ξ)dξ. (3.19)
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où x = (x1, ..., xn).

Taylor et Melrose ont utilisé les mêmes procédures précédentes pour trouver la

solution du problème (3.11) dans Ω− tel que

Ω− = {x ∈ Rn+1 : xn+1 < 0}. (3.20)

Dans Ω−, Taylor et Melrose ont déterminé la même solution que (3.19) mais avec

une fonction de phase ζ di�érente qui est donnée par :

ζ(ξ, xn+1) = ξ−1/3
n (ξ1 + iT ) + xn+1ξ

2/3
n ,

où i2 = −1 et

ζ0(ξ) = ξ−1/3
n (ξ1 + iT ).

Les travaux de Taylor et Melrose sur les rayons obliques sont basés sur l'étude de

l'exemple de Friedlander. En traitant cet exemple, ils ont démontré que la solution

de ce genre de problème est écrite par une combinaison des fonctions d'Airy.

L'opérateur de Dirichlet to Neumann au voisinage de la région de

transition

Dans cette partie, nous allons dé�nir l'équation d'onde avec condition de Diri-

chlet sur le bord. Soient O un obstacle strictement convexe de Rn+1, de frontière

∂O = B, B une hypersurface de C∞dans Rn+1 tel que B a une courbure positive,

Ω un ouvert de Rn+1 tel que Ω = Rn+1/O. Soit u(x, t) ∈ D′(Ω×R) la solution de

problème de l'équation des ondes,
(∂tt −∆)u(x, t) = 0 dans Ω× R,

u(x, t) = f(x, t) sur B × R,
u(x, t) = 0 pour t << 0.

(3.21)

La solution de ce problème est dé�nie par l'intégrale suivante :

u(x, t) =

∫
B

[
G(x, y)∂n(y)u(y, t)− ∂n(y)G(x, y)u(y, t)

]
dσ(y), x ∈ Ω (3.22)

où G est la fonction de Green donnée par la dé�nition (1.5.2).

L'intégrale (3.22) nous permet de reconstruire la solution du problème de di�rac-

tion dans le domaine extérieur dès que les données de Cauchy (u|B, ∂nu|B) sont
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bien posées. Nous remarquons que l'onde di�ractée véri�e une des deux conditions,

soit la condition de Dirichlet ou bien la condition de Neumann sur le bord de l'obs-

tacle. Si nous choisissons la condition de Neumann (3.9), alors toute la di�culté

consiste à déterminer u(x, t)|B par la seule connaissance de la donnée ∂nu(x, t).

Ceci revient à dé�nir l'opérateur de Dirichlet to Neumann DtN sur ∂O.

Dé�nition 3.2.1. [54] L'opérateur de Dirichlet to Neumann DtN sur un domaine

borné est dé�ni par l'application suivante :{
DtN : H1/2(∂O × R)→ H−1/2(∂O × R),

f(x, t) 7→ DtNf(x, t) = ∂n(x)u(x, t)|B×R,
(3.23)

où n(x) est le vecteur extérieur unitaire au point x sur le bord de l'obstacle et H1/2

(restp. H−1/2) est l'espace de Sobolev d'ordre 1/2 (resp. d'ordre −1/2).

Proposition 3.2.1. [55] DtN est un opérateur pseudo-di�érentiel d'ordre 1 non

local.

Taylor et Melrose ont appliqué la dérivée normale sur (3.5). Ce qui leurs a per-

mis d'obtenir la décomposition microlocale de l'opérateur Dirichlet to Neumann.

Le théorème suivant donne la décomposition pseudo-di�érentielle de DtN . Cette

dernière joue un rôle crucial dans les applications de l'analyse des rayons glissants

aux problèmes dans la théorie de di�raction des ondes.

Théorème 3.2.2. [59][49][55] [52] Au voisinage de la région de transition, l'opé-

rateur DtN est de la forme microlocale suivante :

DtN = J(A0Φ± +B)J−1, (3.24)

où J est un opérateur intégral de Fourier inversible elliptique d'ordre 0 associe à la

relation canonique χJ , A0 ∈ OPS2/3
1,0 elliptique au voisinage de η = 0, B ∈ OPS1

1,0

admet un symbole principale qui s'annule pour η = 0 et Φ± = Φ ∈ OPN 0
1/3 est un

opérateur pseudo-di�érentiel admettant le symbole suivant :

σΦ±(ξ, η) = |ξ|−1/3A
′
±

A±
(|ξ|−1/3η) ∈ S0

1/3,0, (3.25)

avec (ξ, η) ∈ Rn × R est le dual de (x, t) ∈ ∂O × R et A±, A
′
± sont la fonction

d'Airy et sa dérivée. De plus, Φ est un multiplicateur de Fourier (voir la dé�nition

2.5.1).
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3.3 La décomposition microlocale des opérateurs intégraux

de Fourier associés à des relations de pliage

Les opérateurs intégraux de Fourier qui sont dé�nis par (2.22), représentent

une ré�exion transversale des ondes sur le bord de l'obstacle di�useur. Dans [54]

[55][59], Taylor et Melrose ont fait une étude bien détaillée sur la propagation des

singularités le long des rayons incidente atteignant le bord d'une façon tangentielle.

Cette étude permettait Taylor et Melrose de produire un autre type d'opérateurs

intégraux de Fourier tels que les opérateurs de type Fourier-Airy. Ce type d'opé-

rateurs existent dans deux di�érents genre de di�raction, soit la di�raction des

ondes par des obstacles produisant des points de singularité sur le bord, où bien la

di�raction des ondes par des obstacles admettant des courbures asymptotiquement

petite.

Le théorème suivant donne la décomposition microlocale des opérateurs intégraux

de Fourier singuliers.

Théorème 3.3.1. [54] Soient X1 et X2 deux variétés de C∞(Rn) de dimension n.

Si C ⊂ (T ∗X2\{0}) × (T ∗X1\{0}) est une relation canonique de pliage en point

p = (p1, p2) et Γ est un petit conique au voisinage de p, il existe deux opérateurs

intégraux de Fourier tels que

K ∈ I0(X1,Rn, c1), J ∈ I0(Rn, X2, c
−1
2 ),

admettant respectivement les transformations canoniques locales suivante :

ci : T ∗Xi → T ∗Rn, pi → (0, ξ) avec ξ = (0, ..., 0, 1).

Alors, pour tout opérateur intégrale de Fourier F ∈ Im(X1, X2;C) qui véri�e

WF (F ) ⊂ Γ est de la forme suivante :

F = J · (E1Ai + E2A′i) ·K, (3.26)

où E1 ∈ OPSm+1/6, E2 ∈ OPSm−1/6 et Ai et A′i sont deux opérateurs d'Airy (voir
chapitre 3, l'expression (2.70)).



3. L'amplitude de Kirchho� en utilisant la décomposition de DtN 80

Remarque. Il est très important de choisir J et K tels qu'ils soient elliptiques et

associés à des relations canoniques particulière qui réduisent la relation C en une

autre relation connue et facile à utiliser.

Remarque. Il est très important de bien choisir les transformations canoniques

(3.3.1) pour bien réduire la caustique de la phase originale à l'origine.

La décomposition (3.26) de l'opérateur intégral de Fourier singulier est la clé

principale qui aide à résoudre les problèmes de di�raction.

Théorème 3.3.2. Soit F un opérateur intégral de Fourier d'ordre m associé à la

relation canonique C1 tel que

C1 = {(x, ξ), (y, η) ∈ R2n × R2n; xi = yi 2 ≤ i ≤ n− 1,

(x1 − y1)2 = − ξ1

ξn
, (xn − yn) =

1

3
(y1 − x1)3}. (3.27)

Le front d'onde de l'opérateur F est dé�ni par :

C0 = {(x, ξ, y, η) ∈ R2n × R2n;xi = yi, 2 ≤ i ≤ n, ξ = η, (x1 − y1)2 = −ξ1/ξn}.
(3.28)

Si F véri�e les conditions suivante :

1) F = P1Ai+P2Ai′ avec P1 et P2 sont deux opérateurs d'Airy de type positif

tels que

P1 ∈ OPNm,+
± , P2 ∈ OPN

m− 1
3
,+

± . (3.29)

2) WF (Fu) ⊂ (C0)+WF (u), tel que

(C0)± = {((x, ξ), (y, ξ)) ∈ C0; (x1 − y1) = ±(−ξ1/ξn)1/2}. (3.30)

(C0)± représente deux moitiés de C0 tel que C0 = (C0)+

⋃
(C0)−.

Alors F peut être de la forme suivante :

F = P · (A±)−1, (3.31)

où A±, P sont deux opérateurs d'Airy avec P ∈ OPNm− 1
3
,+.
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Le théorème suivant introduit la fonction de phase de l'opérateur intégral de

Fourier qui représente le champ incident en présentant le lien entre la relation

canonique et la fonction de phase.

Théorème 3.3.3. [54] Soit ψF la fonction de phase de l'opérateur intégral de

Fourier F . Si ψF est dé�nie par :

ψF (ω, x, t, s, τ) = (t− s− x · ω)τ,

alors, la relation canonique associe à ψF est donnée par :

CF = {(t, y; τ, η), (ω, s;σ, z) ∈ T ∗(B × R)× T ∗(Sn × R);

t = s+ y · ω, τ = σ 6= 0, z = τ(y − (y · ω)ω), η = τ(−ω + (ω · n(y))n(y))}.(3.32)

Pour tout (ω, s;σ, z) ∈ T ∗(Sn × R) avec σ ∈ R, z ∈ Rn+1 ω ∈ Sn(voir 0.4) tel

que z · ω = 0 et (t, y; τ, η) ∈ T ∗(B × R) avec y ∈ B, t, τ ∈ R et η ∈ Rn+1 tel que

η · n(y) = 0 où n(y) dénote le vecteur normal extérieur.

Remarque. [54] La partie singulière de la relation canonique (3.32) est

LF = CF ∩ {y ∈ ∂O tel que ω · n(y) = 0}. (3.33)

où LF dé�nit le pli de CF .

Le théorème suivant introduit une nouvelle fonction de phase construite par

Taylor et Merlrose en utilisant des transformations canoniques particulières pour

le but de réduire la fonction de phase ψF . Cette nouvelle fonction de phase doit

admettre les mêmes points critiques que la fonction de phase originale ψF .

Théorème 3.3.4. [54] Soit p = (p1, p2) un point singulier de LF . Au voisinage de

chaque point p, il existe deux relations canoniques c1 et c2 qui sont dé�nies par :

c1 : T ∗(Sn × R), p1 → T ∗Rn+1, (0, ..., 0; 1, ..., 0), (3.34)

c2 : T ∗(B × R), p2 → T ∗Rn+1, (0, ..., 0; 1, 0, ..., 0). (3.35)



3. L'amplitude de Kirchho� en utilisant la décomposition de DtN 82

Tel que au voisinage de point de base, les relations c1 et c2 véri�ent

c2 · CF · c−1
1 = {((t1, y; τ1, ξ), (t2, x; τ2, η)) ∈ T ∗R2n+2; (y1 − x1)2 = −ξ1/τ1,

τ1 = τ2, ξ1 = η1, x
′ = y′ + ξ′/τ, η′ = ξ′ − τy′,

t1 − t2 = 1/3(x1 − y1)3 − |ξ
′|2

2τ 2
, y1 − x1

≤
>

0}. (3.36)

Remarque. [54] Pour tout t, t1 ∈ R, ξ ∈ Rn\{0} et τ ∈ R\{0}, la relation (3.36)

est parametrisée par la fonction de phase suivante :

ϕ(x, t, y, t1, ξ, τ) = (x− y) · ξ + (t− t1)τ − |ξ
′|2

2τ
− |x

′|2

2
τ ∓ 2

3
(−ξ1τ

−1/3)3/2.

(3.37)

où ξ = (ξ1, · · · , ξn), ξ′ = (ξ2, · · · , ξn) et x′ = (x2, · · · , xn).

Remarque. [54] La relation (3.36) dé�nie une relation de pliage et T ∗0 Rn+1 trans-

verse le pli au point de base.

3.4 L'amplitude de Kirchho� aQ

Dans cette partie, nous allons introduire l'opérateur de Kirchho� Q et l'inté-

grale oscillante de l'amplitude de Kirchho� aQ(ω, x, k) que Taylor et Melrose ont

déterminé en utilisant le principe des opérateurs intégraux de Fourier dans [54].

Nous dé�nissons le champ total de l'équation d'onde (3.21) par :

ut(x, t) = us(x, t) + ui(x, t), (3.38)

où us(x, t) est le champ di�racté et ui(x, t) est champ incident tel que

ui(x, t) = δ(t− x · ω).

La dérivée normale du champ total est donnée par :

∂nu
t(x, t) = ∂nu

s(x, t) + ∂nu
i(x, t). (3.39)

Selon Taylor et Melrose, le noyau de l'opérateur de Kirchho� κQ(ω, x, t) et son

opérateur Q sont dé�nis respectivement par :

κQ(ω, x, t) = ∂nu
s(x, t) + (n · ω)∂tκF (ω, x, t), (3.40)
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où κF (ω, x, t) = δ(t− x · ω) et

Q =

(
DtN + (n · ω)

∂

∂t

)
F : E ′(Sn × R)→ D′(B × R), (3.41)

où F est l'opérateur intégral de Fourier qui représente le champ incident tel qu'il

est dé�ni par l'intégrale (0.12).

Remarque. L'opérateur de Kirchho� Q est associé à l'opérateur de la dérivée

normale du champ total de l'équation d'ondes

Pour obtenir une décomposition microlocale de l'opérateur Q, Taylor et Mel-

rose ont appliqué le théorème 3.3.1 sur l'opérateur F et la proposition 3.2.2 sur

l'opérateur (3.41). Ils ont trouvé

Q = J(A0Φ +B0)(E1Ai+ E2Ai′)K + J(E3Ai+ E4A′i)K, (3.42)

où E1 ∈ OPS−n/2+1/6,E2 ∈ OPS−n/2−1/6, E3 ∈ OPS−n/2+1/6+1, E4 ∈ OPS−n/2−1/6+1,

J et K deux opérateurs intégraux de Fourier elliptiques d'ordre 0. A0,B0 et Φ sont

dé�nis dans la proposition 3.2.2.

Théorème 3.4.1. [54] L'opérateur de Kirchho� Q admet une forme microlocale

Q = JA0A−1PK, (3.43)

avec J , K deux opérateurs intégraux de Fourier elliptiques d'ordre 0, A0 ∈ OPS2/3,

P ∈ OPS−n/2−1/6 est un opérateur pseudo-di�érentiel et A est l'opérateur d'Airy.

Pour obtenir l'intégrale oscillante de l'amplitude de Kirchho�, Taylor et Melrose

ont déterminé d'abord le noyau de Kirchho� κQ(ω, x, t). À cet e�et, Taylor et

Melrose ont appliqué l'opérateur Q sur la masse de Dirac δ(ω,t) ∈ E ′(Sn×R) donné

au point de base pour le but de trouver le noyau associe à l'opérateur Q.

Remarque. Le point de base est obtenu quand t = 0, il se trouve dans la région

de transition.
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Le théorème suivant donne le noyau de Kirchho� κQ.

Théorème 3.4.2. Si Q véri�e (3.43), alors son noyau est donné par l'intégrale

suivante :

κQ(ω, x, t) =

∫
Rn+1

eiψ1(x,ξ,k)−iω·ξ−iktd(ω, x, ξ)
1

A+(k−1/3ξ1)
dξdk, (3.44)

où (ξ, k) ∈ Rn × R, (x, t) ∈ ∂O × R, ω ∈ Sn, d(ω, x, ξ) ∈ S−n/2+5/6 et A+ est une

fonction d'Airy. La fonction de phase ψ1(x, ξ, k) au point de base est dé�nie par :

ψ1(x, ξ, k) = −|ξ
′|2

2k
− |x

′|2

2
k, (3.45)

où x′ = (x2, ..., xn), ξ′ = (ξ2, ..., ξn) et k ∈ R.

Pour obtenir l'amplitude de Kirchho� aQ(ω, x, k), Taylor et Merlrose ont appli-

qué la transformation de Fourier inverse par rapport à la variable t sur le noyau de

Kirchho� (3.44). Le théorème suivant exprime l'intégrale oscillante de l'amplitude

aQ(ω, x, k).

Théorème 3.4.3. Si κQ est dé�ni par (3.44), alors

aQ(ω, x, k) =

∫
Rn
eikψ2(x,ζ)−ikω·ζd1(ω, x, ζ)

1

A+(k2/3ζ1)
dζ, (3.46)

où ψ2(x, ζ) = ψ1(x, ξ, 1) avec ξ = kζ et d1(ω, x, ζ) = knd(ω, x, kζ, k).

Taylor et Melrose ont appliqué la méthode de phase stationnaire sur l'intégrale

(3.46) pour trouver le développement asymptotique de l'amplitude de Kirchho�

aQ.
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3.5 L'approximation de Kirchho� Corrigée

L'idée de Taylor et Melrose derrière fournir l'approximation de Kirchho� cor-

rigée est de déterminer une approche de la dérivée normale du champ di�racté. Le

théorème suivant donne le développement asymptotique de aQ.

Théorème 3.5.1. [54] Si aQ véri�e (3.46), alors

aQ(ω, x, k) = eikω·x
P∑
p=0

L∑
q=0

k2/3−2p/3−qdp,q(ω, x)Ψ(p)(k1/3Z(ω, x)) +RP,L(ω, x, k),

(3.47)

où Z(ω, x) est une fonction à valeur réelle, qui est positive sur la région illuminée,

négative sur la région d'ombre et disparaît précisément en premier ordre sur la

région de transition, dp,q(ω, x) est une fonction à valeur complexe qui résulte de

l'application de la méthode de la phase stationnaire sur le symbole de l'opérateur

Q.

Ψ est dé�ni asymptotiquement par :

Ψ(τ) =

{ ∑n
p=0 apτ

1−3p +O(τ 1−3(n−1)) pour τ → +∞,
c0e
−iτ3/3−iτβ(1 +O(eτc1)) pour τ → −∞,

(3.48)

c0, c1 > 0, avec β = e−2πi/3β1, avec β1 est le racine de Ai, RP,L le reste qui véri�e

|Dγ
xRP,L(ω, x, k)| ≤ CP,Q,γk

−min{2P/3,L+1/3}+1/3|γ|,

où CP,L,γ est une constante.

Remarque. Taylor et Melrose ont considéré que le champ di�racté sur un point

dans la région illuminée est assimilé au champ di�racté pour le nombre d'ondes

k grand. Tandis que dans la région d'ombre, ils ont supposé que le champ total

wt(x, k) = eiλx·ω+ ws(x, k) est essentiellement zéro.

La proposition suivante donne l'estimation de l'amplitude de Kirchho� aQ.

Proposition 3.5.1. Pour le nombre d'onde k grand, nous avons

|aQ(ω, x, k)| ≤ Ck2/3, (3.49)

où C est une constante réelle.
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Remarque. Comme il a été mentionné dans [54], quand k → +∞, la validité de

l'approximation de Kirchho� corrigée sur le complément du voisinage de tout point

x de {n(x) · ω = 0} est dé�ni par le premier terme de l'expression asymptotique

(3.47).

En e�et, si Ψ(k1/3Z(ω, x)) est remplacé par le terme principal de son expansion

asymptotique telle que

Ψ(τ) ' −2iτ, for τ → +∞, (3.50)

et prenant a0,0(ω, x) = (n · ω)/Z(ω, x) dans la région illuminée avec Z(ω, x) > 0,

ils obtiennent

∂nw
t(x, k) ' k2/3 n · ω

Z(ω, x)
(−2ik1/3Z(ω, x))eikx·ω = 2ikn · ωeikx·ω. (3.51)

Si nous comparons ente la quantité (3.51) et la dérivée normale de l'onde incidente

telle que wi(x, k) = eikx·ω et

∂nw
i(x, k) = ∂n(eikx·ω) = ikn · ωeikx·ω. (3.52)

Nous réalisons que la dérivée normale du champ total se comporte comme la dérivée

normal de l'onde incidente.

Selon cette remarque, nous concluons que l'approximation de Kirchho� est une

approximation à haute fréquence. Elle est obtenue en fonction du premier terme de

l'amplitude aQ(ω, x, k) quand k → +∞ sachant qu'elle est valide seulement dans

la région illuminée du fait que le champ total est nulle dans la région d'ombre.

Cette approximation de Kirchho� est dé�nie pour tout x dans la région illuminée

par :
∂wt(x, k)

∂n(x)
= 2

wi(x, k)

∂n(x)
, (3.53)

et pour tout x dans la région de l'ombre profond, ainsi que la région de transition

par :
∂wt(x, k)

∂n(x)
= 0. (3.54)

Nous avons expliqué brièvement la motivation et les techniques qui ont permis
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Taylor et Melrose d'obtenir l'approximation de Kirchho� corrigée. Cette approxi-

mation est une approche de la dérivée normale du champ totale, ce dernier dé�nit

le courant sur la surface de l'obstacle di�useur. L'approximation de Kirchho� cor-

rigée est un outil nécessaire dans la physique optique qui est fréquemment utilisée

pour simpli�er le phénomène de propagation et le problème de di�raction des

ondes. Puisque l'équation de Helmholtz traduit ce genre de phénomène physique

alors la solution du problème de di�raction d'une onde plane par un obstacle O
est dé�nie par l'intégrale (1.5.2 ).

Si nous prenons l'approximation de Kirchho� comme étant une dérivée normale

du champ total et nous le remplaçons dans l'équation intégrale (1.5.2), alors la

solution de l'équation de Helmholtz peut être obtenu de la forme suivante :

wt(x, t) = eikx·ω − 2

∫
∂O−

∂eiky·ω

∂n(y)
G(x, y)dσ(y) pour x ∈ Rn\O, (3.55)

où ω est la direction incidente G(x, y) est la fonction de Green , n(y) est le vecteur

normal extérieur et O− est la région illuminée.

Le champ lointain de l'onde di�ractée est donné par :

w∞(θ, ω) = − 1

2π

∫
∂O−

∂eiky·ω

∂n(y)
e−ikθ·ydσ(y) pour x ∈ Rn\O, (3.56)

où θ = x
|x| est la direction ré�échie.



4. L'AMPLITUDE DE KIRCHHOFF EN UTILISANT LES

APPROXIMATIONS DE DTN

4.1 Introduction

L'intérêt de ce chapitre est d'expliquer nos résultats sur l'étude du phéno-

mène de la di�raction des ondes par un obstacle convexe O, en adaptant la même

méthode utilisée par les auteurs dans[54]. Cette méthode porte sur l'étude de

l'équation de Helmholtz à haute fréquence.

Dans notre thèse, nous nous intéressons essentiellement à déterminer le dévelop-

pement asymptotique de la solution de l'équation de Helmholtz à haute fréquence

avec une condition sur le bord dé�nit par l'opérateur de Dirichlet to Neumann

DtN .

Généralement, la méthode des équations intégrales consiste à obtenir la solution

de l'équation de Helmholtz à haute fréquence. Cette solution est basée sur la dé-

termination d'une approche qui est sous la forme suivante :

∂nw
t(x, k) = η(x, k)eikx·ω,

avec η(x) est une fonction qui oscille rapidement que ∂nwt(x, k), quand k → +∞.

L'idée principale de ce projet vient de l'article de Taylor et Melrose [54], la où

ils ont déterminé la solution asymptotique de l'équation de Helmholtz en utilisant

la technique de la décomposition pseudo-di�érentielle de l'opérateur DtN dans la

région de transition au voisinage d'un point singulier. Comme il a été mentionné

dans le troisième chapitre, cette technique a aidé Taylor et Melrose à produire

l'approximation de Kirchho� corrigée. Cette approximation donne la dé�nition

d'une approche du champ total sachant qu'elle n'est pas valable que dans la région

illuminée. Ce qui leurs a permis d'obtenir une solution de l'équation de Helmholtz
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seulement dans la région illuminée.

Notre objectif est d'o�rir une meilleure expression que l'approximation de Kir-

chho� corrigée dans toutes les régions de l'obstacle. Dans notre travail, nous avons

utilisé des approximations locales de symbole principale de l'opérateur DtN qui

est dé�ni par

i
√
k2 − ξ2,

où ξ est la variable de Fourier et k est le nombre d'onde. Ce choix a pour but de

générer de nouvelles expressions de ∂nwt(x, k) sur le bord de l'obstacle, ce qui nous

a permis d'obtenir des nouvelles approches de la dérivée normale du champ total

et d'améliorer le comportement de la solution surtout dans la régions d'ombre et

la région d'ombre profonde. Les approximations du premier et du second ordre de

l'opérateur DtN sont données par [12] :

∂nw
s(x, k) = −ikwi(x, k) +

c(x)

2
wi(x, k), (4.1)

∂nw
s(x, k) = −ikwi(x, k) +

c(x)

2
wi(x, k)− c(x)2

8(c(x)− ik)
wi(x, k)− 1

2(c(x)− ik)
∂2
xw

i(x, k),

(4.2)

où c(x) représente la courbure de l'interface.

4.2 L'amplitude de Kirchho� en utilisant l'approxmation

de DtN d'order 1

L'analyse utilisée dans cette section est basée sur certains résultats obtenus par

Taylor et Melrose dans [54], dans le but de trouver un développement asymptotique

de l'amplitude de Kirchho� aQ(ω, x, k). Ce dernier est dé�ni sur le bord d'un

obstacle convexe par :

aQ(ω, x, k) = K(ω, x, k)eikx·ω. (4.3)

où K(ω, x, k) est une fonction qui oscille rapidement que aQ(ω, x, k), quand k est

grand.
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Pour trouver l'amplitude de Kirchho� aQ(ω, x, k), nous commençons d'abord par

dé�nir l'opérateur associe à la dérivée normale du champ total, Q, en utilisant

les approximations de l'opérateur DtN (4.1) et (4.2). Á l'aide de la décomposi-

tion microlocale des opérateurs intégraux de Fourier singulier, nous déterminons

la dé�nition de l'opérateur intégrale de Fourier Q, d'où le noyau de l'opérateur

de Kirchho� κQ(ω, x, t). A �n de trouver l'intégrale oscillante de l'amplitude de

Kirchho� aQ(ω, x, k), nous appliquons la transformation de Fourier inverse par

rapport à t sur le noyau de Kirchho� κQ(ω, x, t). Finalement, nous appliquons la

méthode de phase stationnaire sur l'intégrale associée à l'amplitude aQ(ω, x, k)

pour déterminer le développement asymptotique de l'amplitude aQ(ω, x, k).

Nous illustrons ce chapitre par quelques estimations de l'amplitude aQ(ω, x, k)

quand k → +∞.

4.2.1 Le noyau de l'opérateur de Kirchho� κQ

Dans cette partie, nous allons déterminer le noyau de Kirchho� κQ(ω, x, t) qui

est associe à l'opérateur (0.11) dans le cas où l'opérateur DtN est remplacé par

(4.1). Dans le but d'avoir une meilleur présentation, nous utiliserons la notation

C(x) = c(x)/2.

Théorème 4.2.1. Soient O ⊂ Rn+1 un obstacle borné, strictement convexe tel

que ∂O = B, avec B est une hypersurface de C∞ munit d'une courbure positive

dans Rn+1 et Ω un ouvert de Rn+1 tel que Ω = Rn+1 \ O. Nous supposons que

ws(x, k) est une solution de (0.6). En utilisant l'approximation (4.1), l'opérateur

Q (0.11) est dé�ni par :

Q = ((1− n · ω)∂t + C(x))F : E ′(Sn × R)→ D′(B × R), (4.4)

où κQ(ω, x, t) est son noyau qui est donné par :

κQ(ω, x, t) = ((1− n · ω)∂t + C(x))κF (ω, x, t), (4.5)

où κF (ω, x, t) = δ(t − ω · x) est le noyau de l'opérateur intégrale de Fourier F

(0.12).
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Démonstration. D'aprés la dé�nition du champ total, nous avons

∂nw
t(x, k) = ∂nw

s(x, k) + ∂nw
i(x, k),

= ∂nw
s(x, k) + n · ∂x

(
−eikx·ω

)
,

= ∂nw
s(x, k)− ikn · ωeikx·ω. (4.6)

En remplaçant l'approximation (4.1) dans (4.6), nous obtenons

∂nw
t(x, k) = (−ik(1− n · ω) + C(x))eikx·ω. (4.7)

Pour obtenir le noyau de l'opérateur Q, nous calculons la transformation de

Fourier par rapport à la variable k de wt(x, k). Soit ϕx(k) = ϕ(x, k) ∈ S(R), nous

avons

〈∂̂nwt(x, k), ϕ(x, k)〉S′,S =
〈
∂nw

t(x, k), ϕ̂(x, k)
〉
S′,S ,

=

∫
R
∂nw

t(x, k)ϕ̂(x, k)dk,

=

∫
R×R

∂nw
t(x, k)ϕ(x, t)e−iktdkdt,

=

∫
R×R

[
−ik(1− n · ω)eikx·ω + C(x)eikx·ω

]
ϕ(x, t)e−iktdkdt,

= (1− n · ω)

∫
R×R
−ikeikx·ωϕ(x, t)e−iktdkdt

+C(x)

∫
R×R

eikx·ωϕ(x, t)e−iktdkdt,

= 〈(∂t(1− n · ω) + C(x))δ(t− ω · x), ϕ(x, t)〉S′,S ,

= 〈κQ(ω, x, t), ϕ(x, t)〉S′,S , (4.8)

où 〈îkf(k), ϕ〉S′,S = 〈−∂tf̂(t), ϕ〉S′,S et 〈êikω·x, ϕ〉S′,S = 〈δ(t− ω · x), ϕ〉S′,S .
Donc

κQ(ω, x, t) = ((1− n · ω)∂t + C(x))κF (ω, x, t), (4.9)

et Q = ((1− n · ω)∂t + C(x))F .

Ensuite, nous allons utiliser la même décomposition de l'opérateur F que Taylor

et Melrose ont utilisé dans [54] telle que

F = J(E1Ai + E2A′i)K, (4.10)
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où E1 ∈ OPS−n/2+1/6, E2 ∈ OPS−n/2−1/6, J et K sont des opérateurs intégraux

de Fourier elliptiques d'ordre 0. Les opérateurs Ai and A′i sont des opérateurs

intégraux de Fourier-Airy dé�nis par :

A(l)
i u(x, t) =

∫
Rn+1

eitk+ixξAi(l)(ξ1k
−1/3)û(ξ, k)dξdk, (4.11)

(̂Aiu)(ξ, k) = Ai(k−1/3ξ1)û(ξ, k), (4.12)

(̂A′iu)(ξ, k) = Ai′(k−1/3ξ1)û(ξ, k), (4.13)

où ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn, k ∈ R, l est un entier indiquant l'ordre de la dérivée,

Ai est la fonction d'Airy et Ai′ est la dérivée de la fonction d'Airy. En�n, nous

dé�nissons l'opérateur A−1 [54] par :

̂(A−1u)(ξ, k) =
1

A+(k−1/3ξ1)
û(ξ, k). (4.14)

Le théorème suivant illustre di�érents les calcules nécessaires pour trouver l'inté-

grale oscillante qui dé�nit le noyau de l'opérateur Q (4.4).

Théorème 4.2.2. Soient K et J deux opérateurs intégraux de Fourier elliptiques

d'ordre 0. L'opérateur Q et son noyau κQ sont donné respectivement par les ex-

pressions suivantes :

Q = JA−1P1K + JA−1P2K, (4.15)

et

κQ(ω, x, t) =

∫
Rn+1

eiψ1(x,ξ,k)−iω·ξ−ikt ((1− n · ω)a(ω, x, ξ, k) + C(x)b(ω, x, ξ, k))
1

A+(k−1/3ξ1)
dξdk,

(4.16)

tels que P1 ∈ OPS−n/2+5/6 (resp. P2 ∈ OPS−n/2−1/6) avec un symbole de la forme

(1−n ·ω)p1 (resp. C(x)p2), où a(ω, x, ξ, k) et b(ω, x, ξ, k) sont dé�nis dans (4.33),

et A−1 est un opérateur pseudo-di�érentiel dé�nit par (4.14). ψ1(x, ξ, k) est une

fonction de phase qui est dé�nie dans la preuve ci- dessous.

Démonstration. En utilisant la formule (4.10) et l'équation (4.4), nous obtenons

Q = J(E3Ai + E4A′i)K + C(x)J(E1Ai + E2A′i)K, (4.17)
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où E1 ∈ OPS−n/2+1/6, E2 ∈ OPS−n/2−1/6, E3 ∈ OPS−n/2+1/6+1, etE4 ∈ OPS−n/2−1/6+1.

Les opérateurs Ai et A′i sont les opérateurs d'Airy-Fourier tels qu'ils sont dé�nis
par (4.11). Nous appliquons le théorème (3.3.2) pour touver une certaine décom-

position de l'opérateur Q telle que

Q = JA−1P1K + JA−1P2K, (4.18)

où P1 ∈ OPS−n/2−1/6+1 et P2 ∈ OPS−n/2−1/6. Dans le but de trouver l'intégrale qui

dé�nit le noyau de l'opérateur Q, nous appliquons la masse de Dirac sur l'opérateur

Q.

À cet e�et, nous dé�nissons la fonction de test ϕ(x, t) dans S(Rn×R) et la masse

de Dirac δ(ω,t) dans E ′(Sn×R). Ensuite, nous appliquons la masse de Dirac au point

de base sur (4.18) pour trouver directement son noyau [54, 55]. Nous obtenons

〈Qδ(ω,0), ϕ(x, t)〉 = 〈JA−1P1Kδ(ω,0) + JA−1P2Kδ(ω,0), ϕ(x, t)〉,

= 〈JA−1P3δ0, ϕ(x, t)〉+ 〈JA−1P4δ0, ϕ(x, t)〉,

= 〈JP3A−1δ0, ϕ(x, t)〉+ 〈JP4A−1δ0, ϕ(x, t)〉,

= 〈Q1δ(ω,0), ϕ(x, t)〉+ 〈Q2δ(ω,0), ϕ(x, t)〉,

où

Q1δ(ω,0) = JP3A−1δ0, Q2δ(ω,0) = JP4A−1δ0, (4.19)

et

Ju(x, t) =

∫
eiψ1(x,η,τ)+iτ(t−t1)−iyηaJ(x, y, t1η, τ)u(y, t1)dydt1dηdτ, (4.20)

où P3 ∈ OPS−n/2−1/6+1 et P4 ∈ OPS−n/2−1/6 tel que P1Kδ(ω,0) = P3δ(ω,0) = P3δ0

et P2Kδ(ω,0) = P4δ(ω,0) = P4δ0, prenant ω comme un paramètre, sachant que A−1

commute avec P3 et P4 [54]. Nous prenons toujours (y, t1) ∈ Rn×R, (η, τ) indique

le dual de (x, t) et comme il est mentionné dans [54], la fonction de phase ψ1 est

dé�nie dans les trois régions de l'obstacle [54] par les expressions suivantes :

Dans la région illuminée tel que {x ∈ ∂O, n(x) · ω < 0}, la fonction de phase

est dé�nie par :

ψ1(x, η, τ) = −|η
′|2

2τ
− |x

′|2

2
τ +

2

3
(−η1τ

−1/3)3/2, (4.21)
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tandis que dans la région d'ombre tel que {x ∈ ∂O, n(x) · ω > 0}, nous avons

ψ1(x, η, τ) = −|η|
′2

2τ
− |x

′|2

2
τ − 2

3
(−η1τ

−1/3)3/2. (4.22)

et dans la région de transition tel que {x ∈ ∂O, n(x) · ω = 0}, du fait que η1 = 0

dans cette région [54], la fonction de phase est comme suit :

ψ1(x, η, τ) = −|η
′|2

2τ
− |x

′|2

2
τ, (4.23)

avec x′ = (x2, ..., xn), η′ = (η2, ..., ηn) tels que x ∈ ∂O, η ∈ Rn, t, τ ∈ R, et
aJ(x, y, t1, η, τ) ∈ S0

1,0. L'opérateur pseudo-di�érentiel P3 est dé�ni par

P3u(y, t1) =

∫
Rn+1

ei(y−ω)ξ+it1kp3(ω, y, t1ξ, k)û(ξ, k)dξdk, (4.24)

où (ξ, k) ∈ Rn × R est le dual de (y, t1).

Notre objectif consiste à trouver l'intégrale oscillante qui dé�nit la quantité de

Q1δ(ω,0) = JP3A−1δ0. Tout d'abord, nous utilisons les calculs standard de la com-

position des opérateurs intégraux de Fourier et les opérateurs pseudo-di�érentiels

[42, 50], nous obtnons

J ◦ P3u(x, t) =

∫
Rn+1

eiψ1(x,ξ,k)−iω·ξ−itkp
J◦P3

(ω, x, ξ, k)û(ξ, k)dξdk, (4.25)

avec

p
J◦P3

(ω, x, ξ, k) = q1(ω, x, ξ, k),

=

∫
eiψ1(x,η,τ)−iψ1(x,ξ,k)+iy(ξ−η)+it1(k−τ)+it(k+τ)aJ(x, y, t1, η, τ)p3(ω, y, t1, ξ, k)dydt1dηdτ,

= p3(ω, x, ξ, k)#aJ(x, ξ, k), (4.26)

J ◦ P3u(x, t) =

∫
Rn+1

eiψ1(x,ξ,k)−iω·ξ−itkq1(ω, x, ξ, k)û(ξ, k)dξdk. (4.27)

pour déterminer l'intégrale de Q1δ(ω,0), nous avons besoin de remplacer u(x, t) par

A−1δ0 dans (4.27) tel que

A−1δ0(x, t) =

∫
Rn+1

eixξ+ikt
1

A+(k−1/3ξ1)
dξdk. (4.28)
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Nous obtenons

Q1δ(ω,0)(x, t) = J ◦ P3 ◦ A−1δ0(x, t),

=

∫
Rn+1

eiψ1(x,ξ,k)−iω·ξ−iktq1(ω, x, ξ, k)Â−1δ0(ξ, k)dξdk,

=

∫
Rn+1

eiψ1(x,ξ,k)−iω·ξ−iktq1(ω, x, ξ, k)
1

A+(k−1/3ξ1)
dξdk.

(4.29)

Pour trouver la quantité de Q2, nous suivrons les mêmes calculs précédents. Les-

quelles nous permettent d'avoir Q2 sous la forme suivante :

Q2δ(ω,0)(x, t) =

∫
Rn+1

eiψ1(x,ξ,k)−iω·ξ−iktq2(ω, x, ξ, k)
1

A+(k−1/3ξ1)
dξdk. (4.30)

Finalement, nous remplaçons (4.29) et (4.30) dans (4.18) pour trouver l'intégrale

qui dé�nit l'opérateur de Kirchho� Q. Ainsi, expression (4.18) devient

Qδ(ω,0)(x, t) =

∫
Rn+1

eiψ1(x,ξ,k)−iω·ξ−ikt [q1(ω, x, ξ, k) + q2(ω, x, ξ, k)]
1

A+(k−1/3ξ1)
dkdξ,

(4.31)

où q2(ω, x, ξ, k) ∈ S
−n/2−1/6
1,0 et q1(ω, x, ξ, k) ∈ S

−n/2+5/6
1,0 . Ce qui implique que le

noyau de l'opérateur de Kirchho� κQ(ω, x, t) est donné par l'intégrale oscillante

suivante :

κQ(ω, x, t) =

∫
Rn+1

eiψ1(x,ξ,k)−iω·ξ−ikt [(1− n · ω)a(ω, x, ξ, k) + C(x)b(ω, x, ξ, k)]
1

A+(k−1/3ξ1)
dξdk,

(4.32)

où

q1(ω, x, ξ, k) = (1− n · ω)a(ω, x, ξ, k), q2(ω, x, ξ, k) = C(x)b(ω, x, ξ, k). (4.33)
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4.2.2 L'amplitude de Kirchho� aQ

Théorème 4.2.3. Si le noyau de Kirchho� κQ(ω, x, t) véri�e l'expression (4.16),

alors l'amplitude de Kirchho� est donnée par :

aQ(ω, x, k) =

∫
Rn
eikψ2(ω,x,ζ) ((1− n · ω)a1(ω, x, ζ, k) + C(x)b1(ω, x, ζ, k))

1

A+(k2/3ζ1)
dζ,

(4.34)

où ξ = kζ, a1(ω, x, ζ, k) = kna(ω, x, kξ, k), b1(ω, x, ζ, k) = knb(ω, x, kξ, k)

et ψ2(ω, x, ζ) = ψ1(x, ζ, 1) − ω · ζ où ψ1 est dé�nie dans la preuve du théorème

(4.2.2).

Pour prouver ce théorème, nous avons besoin du lemme suivant. Ce dernier

illustre le lien entre le noyau de l'opérateur de Kirchho� et son amplitude.

Lemme 4.2.1. [54] L'amplitude aQ de l'opérateur intégrale de Fourier Q est ob-

tenue par la transformation de Fourier inverse du noyau κQ.

aQ(ω, x, k) =

∫
R
eiktκQ(ω, x, t)dt.

Démonstration. Dans le but de trouver l'intégrale oscillante de l'amplitude de

Kirchho� aQ(ω, x, k), nous appliquons la transformation de Fourier inverse par

rapport à t sur (4.16), nous déterminons aQ(ω, x, k) sous la forme suivante :

aQ(ω, x, k) =

∫
Rn
eiψ1(x,ξ,k)−iω·ξ[(1−n·ω)a(ω, x, ξ, k)+C(x)b(ω, x, ξ, k)]

1

A+(k−1/3ξ1)
dξ.

(4.35)

Nous utilisons le changement de variable ξ = kζ, où ξ ∈ Rn, nous obtenons

aQ(ω, x, k) =

∫
Rn
eikψ2(ω,x,ζ) [(1− n · ω)a1(ω, x, ζ, k) + C(x)b1(ω, x, ζ, k)]

1

A+(k2/3ζ1)
dζ,

(4.36)

où a1(ω, x, ζ, k) = kna(ω, x, kζ, k), b1(ω, x, ζ, k) = knb(ω, x, kζ, k) et

ψ2(ω, x, ζ) = ψ1(x, ζ, 1)− ω · ζ.

Pour trouver le développement asymptotique de l'amplitude de Kirchho� aQ,

nous appliquons la méthode de phase stationnaire sur l'intégrale oscillante qui

dé�nit cette amplitude. Le théorème suivant donne le développement asymptotique

de aQ.
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Théorème 4.2.4. Soient P ∈ R et L ∈ N. Si l'amplitude aQ véri�e (4.34), alors

le développement asymptotique de l'amplitude de Kirchho� aQ est :

aQ(ω, x, k) =

P,L∑
p,l=0

k2/3−p−2l/3 ((1− n · ω)ap,l(ω, x) + C(x)bp,l(ω, x))ψ(l)(k1/3Z(ω, x))eikx·ω

+RP,L(k), (4.37)

tel que

|RP,L(k)| ≤ CPLk
−min(2L/3,P+1/3), (4.38)

où p ∈ {0, 1.., [P ]} avec [.] désigne la partie entière, l ∈ {0, 1.., L}, CPL est une

constante qui dépend de L et P , ω est la direction incidente, et Z(ω, x) est une

fonction réelle, continue, positive dans la région illuminée , négative dans la région

d'ombre, et nulle dans la région de transition. Les fonctions ap,l et bp,l résultent

d'après l'application de la méthode de phase stationnaire sur a1 et b1 qui sont les

symboles de l'opérateur Q (voir le théorème 4.2.2).

Démonstration. Au début de cette preuve, nous préférons de réduire l'expression

de l'intégrale oscillante de l'amplitude aQ d'une façon qu'elle véri�e les conditions

de la méthode de phase stationnaire. À cet e�et, nous allons utiliser le lemme 1.4.4

sur (4.34).

D'abord, nous trouvons le lien entre la fonction de Fock Ψ (voir la proposition

1.4.4) et l'expression du quotient de la fonction d'Airy qui est dans (4.34),

1

A+

(k2/3ζ1) = F−1

(
1̂

A+(k2/3ζ1)

)
,

= F−1

(∫
R
e−iktζ1

k2/3

A+(k2/3ζ1)
dζ1

)
,

= F−1
(
eik

t3

3 Ψ(k1/3t)
)
,

= k1/3

∫
R
eiktζ1+ik t

3

3 Ψ(k1/3t)dt. (4.39)

Nous remplaçons (4.39) dans (4.34), l'intégrale de aQ devient :

aQ(ω, x, k) = k1/3

∫
eikψ2(ω,x,ζ)+iktζ1+ik t

3

3 [(1− n · ω)a1(ω, x, ζ, k) + C(x)b1(ω, x, ζ, k)] Ψ(k1/3t)dtdζ,

(4.40)
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où a1(ω, x, ζ, k) ∈ Sn/2+7/6 et b1(ω, x, ζ, k) ∈ Sn/2+1/6 (voir le théorème 4.2.3).

Soit le symbole d1(ω, x, ζ, k) dans Sn/2+7/6 tel que

(1− n · ω)a1(ω, x, ζ, k) + C(x)b1(ω, x, ζ, k) = d1(ω, x, ζ, k). (4.41)

D'après les propriétés des symboles dans [41][50], le symbole (4.41) peut s'écrire

sous la forme d'un développement asymptotique suivant :

d1(ω, x, ζ, k) =
P∑
p=0

kn/2+7/6−pdp(ω, x, ζ), (4.42)

où P = n/2 + 7/6, et

dp(ω, x, ζ) = (1− n · ω)ap(ω, x, ζ) + C(x)bp(ω, x, ζ). (4.43)

D'où l'intégrale (4.40) devient :

aQ(ω, x, k) = k1/3

P∑
p=0

kn/2+7/6−p
∫
Rn+1

eikf(ζ,t)dp(ω, x, ζ)Ψ(k1/3t)dtdζ, (4.44)

tel que

f(ζ, t) = ψ2(ω, x, ζ) + tζ1 +
t3

3
, (4.45)

Pour plus de détails sur la fonction de phase f(ζ, t), nous renvoyons le lecteur

vers [54]. Pour déterminer le développement asymptotique de aQ(ω, x, k), il su�t

d'appliquer la méthode de phase stationnaire sur l'intégrale suivante :∫
Rn+1

eikf(ζ,t)dp(ω, x, ζ)Ψ(k1/3t)dtdζ. (4.46)

Tout d'abord, nous devrons véri�er que la matrice Hessienne de la fonction de

phase f(ζ, t) est inversible aux points critiques. À cet égard, les points critiques

de la fonction de phase f sont comme suit :
∂

∂t
f(ζ, t) = 0⇒ ζ1 = −t2,
∂

∂ζ1

f(ζ, t) = 0⇒ t = − ∂

∂ζ1

ψ2,

∇ζ′f(ζ, t) = 0⇒ ∇ζ′ψ2 = 0.
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Selon [54], pour tout x dans la région de transition, nous avons ζ1 = 0, d'où

t = 0, et pour tout x dans les deux autres régions de l'obstacle telles que la région

illuminée et la région d'ombre, les points critiques sont donnés par les relations

algébriques suivantes :

ζ1 = −t2 et ζ ′ = ω′ où ζ ′ = (ζ2.....ζn) ∈ Rn−1 et ω′ = (ω2, · · · , ωn) ∈ Sn−1 .

Maintenant, nous devons véri�er que le déterminant de la matrice Hessienne aux

points critiques (ξc, tc) dans toutes les régions de l'obstacle ne s'annule pas sachant

que cette matrice est dé�nie par :

Hess(f(ξc, tc)) =


2t 1 0

1 ∂2

∂ζ1
ψ2 ( ∂

∂ζ1
)∇ζ′ψ2

0 ∇ζ′(
∂
∂ζ1

)ψ2 ∇2
ζ′ψ2

 . (4.47)

Dans la région de transition, la matrice Hessienne de la fonction de phase f aux

points critiques est donnée par :

Hess(f(ξc, tc)) =


0 1 0

1 0 0

0 0 −1

 . (4.48)

D'où son déterminant est

det Hess(f(ξc, tc)) = 1 6= 0.

Dans les deux autres régions, la matrice Hessienne de f aux points critiques est

donnée par :

Hess(f(ξc, tc)) =


2t 1 0

1 ∓(−ζ1)−1/2 0

0 0 −1

 . (4.49)

Le signe (−) vient de la dé�nition de la fonction ψ1, respectivement ψ2 dans la

région d'ombre, le signe (+) vient de la dé�nition de la fonction de ψ1, respective-

ment ψ2 dans la région illuminée.

Le déterminant de cette matrice dans la région illuminée est −1 et dans la région
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d'ombre est égale à 3. Ce qui nous nous permettons de con�rmer que le détermi-

nant de la matrice Hessienne de la fonction de phase f ne s'annule pas pour tout

x appartient au bord de l'obstacle. Ainsi, la matrice Hessienne est inversible. Nous

concluons que les conditions de la méthode de phase stationnaire sont satisfaites.

Pour trouver le comportement asymptotique de (4.46), nous suivrons les calculs

standard de la méthode de la phase stationnaire [50, 64]. Nous commençons tout

d'abord par réduire la fonction de phase f(ζ, t) en utilisant le développement

de Taylor aux voisinages des points critiques obtenus précédemment. Cela nous

permet d'obtenir la fonction de phase sous la forme suivante :

(ζ, t) = x · ω + 〈M ·

(
ζ

t

)
,

(
ζ

t

)
〉, (4.50)

oùM est la matrice Hessienne de la fonction de phase de f(ζ, t) aux points critiques

sachant qu'elle est symétrique,inversible et de dimension (n+ 1).

Ensuite, En remplaçant (4.50) dans l'intégrale (4.46), cette dernière devient

I(k) =

∫
Rn+1

exp(ik〈M ·

(
ζ

t

)
,

(
ζ

t

)
〉)dp(ω, x, ζ)Ψ(k1/3t)dtdζ, (4.51)

= 〈exp(ik〈M ·

(
ζ

t

)
,

(
ζ

t

)
〉), dp(ω, x, ζ)Ψ(k1/3t)〉. (4.52)

Selon les propriétés de la transformation de Fourier tel que FF−1 = Id, où Id est

l'identité, l'intégrale (4.52) peut se représenter par la forme suivante :

I(k) = 〈F

[
exp(ik〈M ·

(
ζ

t

)
,

(
ζ

t

)
〉)

]
,F−1

[
dp(ω, x, ζ)Ψ(k1/3t)

]
〉, (4.53)

où F dénote la transformation de Fourier et F−1 dénote la transformation de

Fourier inverse et exp(ik〈M ·

(
ζ

t

)
,

(
ζ

t

)
〉) est un élément de S ′(Rn+1).

D'autre part, nous savons que

F

[
exp(ik〈M ·

(
ζ

t

)
,

(
ζ

t

)
〉

]
(ρ, µ) =

π(n+1)/2k−(n+1)/2√
|det[M ]|

ei
π
4
sgn[M ]exp(− i

4k
〈M−1 ·

(
ρ

µ

)
,

(
ρ

µ

)
〉),

(4.54)
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où (ρ, µ) indique le dual de (ζ, t) et sgn[M ] = {nombre de valeurs propres strictement positives}−
{ nombre de valeurs propres strictement négatives} .

Maintenant, nous remplaçons (4.54) dans (4.53), nous obtenons

I(k) =
π(n+1)/2k−(n+1)/2√

|det[M ]|
ei
π
4
sgn[M ]〈exp(− i

4k
〈M−1 ·

(
ρ

µ

)
,

(
ρ

µ

)
〉),F−1

[
dp(ω, x, ζ)Ψ(k1/3t)

]
〉.

(4.55)

Puis, nous changeons la fonction exponentielle exp(− i
k
〈M−1 ·

(
ρ

µ

)
,

(
ρ

µ

)
〉)

dans l'expression (4.55) par son développement de Taylor au voisinage des points

critiques laquelle s'écrit sous la forme suivante :

exp(− i
k
〈M−1 ·

(
ρ

µ

)
,

(
ρ

µ

)
〉) =

L∑
l=0

(−i)lk−l

4ll!

(
〈M−1 ·

(
ρ

µ

)
,

(
ρ

µ

)
〉

)l

+ rL(k, ρ, µ),

(4.56)

où le reste de Taylor rL est estimé par l'inégalité suivante :

|rL(k, ρ, µ)| ≤ cLk
−(L+1)|〈M−1 ·

(
ρ

µ

)
,

(
ρ

µ

)
〉|L+1, (4.57)

avec cL est une constante réelle. Sachant que pour l maximal, nous avons(
〈M−1 ·

(
ρ

µ

)
,

(
ρ

µ

)
〉

)l

= (4µρ1)l, (4.58)

tel que ρ1 est la première composante de ρ ∈ Rn.

En remplaçant (4.56) dans (4.55), nous obtenons

I(k) =
L∑
l=0

(−1)lαn,lk
−l−(n+1)/2

∫
Rn+1

(µρ1)lF−1
[
dp(ω, x, ζ)Ψ(k1/3t))

]
(ρ, µ)dρdµ+RL(k).

(4.59)

avec αn,l = ilπ(n+1)/2

l!
√
|det[M ]|

ei
π
4
sgn[M ] est une constante. Nous remerquons que pour l = 0,

nous avons∫
Rn+1

F−1
[
dp(ω, x, ζ)Ψ(k1/3t))

]
(ρ, µ)dρdµ = F

[
F−1

(
dp(ω, x, ζ)Ψ(k1/3t))

)]
(0, 0).
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Ensuite, nous appliquons les propriétés de transformation de Fourier inverse

sur l'intégrale (4.59), nous obtenons

∫
Rn+1

eikf(ζ,t)dp(ω, x, ζ)Ψ(k1/3t)dtdζ = k−1/3

L∑
l=0

k−2l/3−(n+1)/2dp,l(ω, x)Ψ(l)(k1/3Z(ω, x))eikx·ω

+RL(k), (4.60)

où dp,l(ω, x) = αn,l∂
l
ζ1
dp(ω, x, ζ)|ζ=ζc avec (ζc, tc) sont les point critiques,

|RL(k)| ≤ CLk
−n/2−2L/3−3/2, (4.61)

où CL est une constante réelle.

Dans le but de trouver le développement asymptotique de l'amplitude de Kir-

chho� aQ(ω, x, k), nous remplaçons (4.60) dans (4.44), nous obtenons

aQ(ω, x, k) =

P,L∑
p,l=0

k2/3−p−2l/3 ((1− n · ω)ap,l(ω, x) + C(x)bp,l(ω, x)) Ψ(l)(k1/3Z(ω, x))eikx·ω

+RP,L(k), (4.62)

avec

dp,l(ω, x) = (1− n · ω)ap,l(ω, x) + C(x)bp,l(ω, x),

tel que

|RP,L(k)| ≤ CPLk
−min(2L/3,P+1/3), (4.63)

où l ∈ {0, 1.., L} et P est un nombre réel.

Le théorème suivant donne la relation entre les fonctions ap,l et bp,l obtenus

dans (4.37).

Théorème 4.2.5. Pour tout p, l ≥ 0, les fonctions ap,l et bp,l données par la

formule (4.37) véri�ent l'égalité suivante :

bp,l(ω, x) = −ap,l(ω, x)

ik
. (4.64)
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Démonstration. Soient P4 et P3 deux opérateurs pseudo-di�érentiels admettent

les symboles p4 ∈ S−n/2−1/6 et p3 ∈ S−n/2−1/6+1 respectivement. La dé�nition de

l'opérateur de Kirchho� Q est données par le théorème 4.2.1 comme suit :

Q = (1− n · ω)∂tF + C(x)F, Fu(x, t) = JP4A−1u(x, t), (4.65)

avec F et J deux opérateurs intégraux de Fourier lesquels sont cités dans les deux

théorèmes 4.2.1 et 4.2.2.

Nous suivons les mêmes calculs de la composition entre les opérateurs intégraux

de Fourier et les opérateurs pseudo-di�érentiels que celles de (4.29), nous trouvons

Fu(x, t) =

∫
Rn+1

eiψ1(x,ξ,k)−iω·ξ−iktb(ω, x, ξ, k)
1

A+(k−1/3ξ1)
û(ξ, k)dξdk, (4.66)

où b(ω, x, ξ, k) = p4(ω, x, ξ, k)#aJ(x, ξ, k) ∈ S−n/2−1/6, avec aJ(x, ξ, k) est cité

dans le théorème 4.2.2 et # est dé�ni par la formule (4.26).

Puisque ∂tFu(x, t) = JP3A−1u(x, t) et

∂tFu(x, t) = ∂t

∫
Rn+1

eiψ1(x,ξ,k)−iω·ξ−iktb(ω, x, ξ, k)
1

A+(k−1/3ξ1)
û(ξ, k)dξdk,

=

∫
Rn+1

eiψ1(x,ξ,k)−iω·ξ−ikt(−ik)b(ω, x, ξ, k)
1

A+(k−1/3ξ1)
û(ξ, k)dξdk,(4.67)

alors a(ω, x, ξ, k) = −ikb(ω, x, ξ, k), où b(ω, x, ξ, k) ∈ S−n/2−1/6. D'après les pro-

priétés des symboles des opérateurs pseudo-di�érentiels, nous avons

a(ω, x, ξ, k) ∈ S−n/2+5/6.

Ce qui nous permet de conclure queap,l(ω, x) = −ikbp,l(ω, x).

4.2.3 Quelques estimations de développement asymptotique de aQ

Le lemme ci-dessous nous permet d'établir les deux estimations de développe-

ment asymptotique de l'amplitude aQ(ω, x, k).

Lemme 4.2.2. [54] Soit Ψ la fonction de Fock dé�nie (1.4.4). lorsque τ → −∞, la

fonction de Fock est a décroissance rapide et admet le développement asymptotique

suivant :

Ψ(τ) ∼
∞∑
j=0

cjτ
1−3j pour τ → +∞. (4.68)
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Le résultat suivant est obtenu en comparant l'expression asymptotique (4.37)

avec ∂nwt(x, k).

Proposition 4.2.1. Si aQ est l'amplitude donnée par (4.37), alors

|aQ(ω, x, k)− ∂nwt(x, k)| ≤ Ck−1 for k → +∞, (4.69)

où C est une constante réelle et

aQ(ω, x, k) ∼
P,L∑
p,l=0

k2/3−p−2l/3 ((1− n · ω)ap,l(ω, x) + C(x)bp,l(ω, x))ψ(l)(k1/3Z(ω, x))eikx·ω.

(4.70)

Démonstration. Nous savons que la dérivée normale du champ total est dé�nie

par :

∂nw
t(x, k) = −ik(1− n · ω)eikx·ω + C(x)eikx·ω. (4.71)

Nous appliquons dans (4.70) la relation entre les coe�cients ap,l et bp,l qui est

donnée par le théorème 4.2.5 . L'amplitude aQ(ω, x, k) devient

aQ(ω, x, k) ∼ k2/3

(
(1− n · ω)− C(x)

ik

)
a0,0(ω, x)Ψ(k1/3Z(ω, x))eikx·ω,

+

P,L∑
p,l=1

k2/3−p−2l/3

(
(1− n · ω)− C(x)

ik

)
ap,l(ω, x)Ψ(l)(k1/3Z(ω, x))eikx·ω,

= k2/3

(
(1− n · ω)− C(x)

ik

)
a0,0(ω, x)Ψ(k1/3Z(ω, x))eikx·ω,

+

P−1,L−1∑
β,α=0

k−1−β−2α/3

(
(1− n · ω)− C(x)

ik

)
aβ+1,α+1(ω, x)Ψ(α+1)(k1/3Z(ω, x))eikx·ω.

(4.72)

D'après le lemme 4.2.2, Ψ(k1/3Z(x, ω)) ∼ −ik1/3Z(x, ω) pour tout k → +∞.

Prenant a0,0(x, ω) = 1
Z(x,ω)

, nous obtenons

aQ(ω, x, k) ∼ (−ik(1− n · ω) + C(x)) eikx·ω,

+

P−1,L−1∑
β,α=0

k−1−β−2α/3

(
(1− n · ω)− C(x)

ik

)
aβ+1,α+1(ω, x)Ψ(α+1)(k1/3Z(ω, x))eikx·ω.
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Puisque |∂α+1
τ Ψ(τ)| ≤Mατ

−α pour tout τ ∈ R et |1− n · ω| ≤ 2, alors

∣∣aQ(ω, x, k)− ∂nwt(x, k)
∣∣ ≤ P−1,L−1∑

β,α=0

∣∣∣∣k−1−β−2α/3

(
(1− n · ω)− C(x)

ik

)
×aβ+1,α+1(ω, x)Ψ(α+1)(k1/3Z(ω, x))

∣∣ ,
≤

P−1,L−1∑
β,α=0

Mk−1−β−α
∣∣∣∣2 +

maxx∈BC(x)

k

∣∣∣∣ ,
≤ Ck−1, (4.73)

où C une constante réelle.

L'estimation suivante est obtenue en traitant l'expression (4.37) au voisinage

de la région de transition.

Proposition 4.2.2. Si aQ est une amplitude donnée par la formule (4.37), alors

|aQ(ω, x, k)| ≤Mk2/3 pour k → +∞. (4.74)

où M est une constante réelle.

Démonstration. En remplaçant la relation (4.64) dans (4.37). Ensuite, nous appli-

quons la valeur absolue sur le résultat obtenu. Nous trouvons

|aQ(ω, x, k)| ≤
P,L∑
p,l=0

k2/3−p−2l/3

∣∣∣∣((1− n · ω)− C(x)

ik

)∣∣∣∣ ∣∣ap,l(ω, x)Ψ(l)(k1/3Z(ω, x))eikx·ω
∣∣ ,

(4.75)

avec p ∈ {0, 1, ..., [P ]} et l ∈ {0, 1, ..., L}.
Dans la région de transition, nous avons |1− n · ω| ≤ 1.

D'autre part, nous supposons qu'au voisinage de cette région la courbure est

constante, c'est-à-dire C(x) = C. L'application de ces hypothèses sur (4.75), nous

donne

|aQ(ω, x, k)| ≤ (k2/3 + Ck−1/3)
∣∣a0,0(ω, x)Ψ(k1/3Z(ω, x))

∣∣
+

P−1,L−1∑
α,γ=0

k−1−α−2γ/3(1 + Ck−1)
∣∣aα+1,γ+1(ω, x)Ψ(γ+1)(k1/3Z(ω, x))

∣∣ .
(4.76)
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Puisque la fonction Ψ et toutes ces dérivées sont bornées, alors

|a0,0(ω, x)Ψ(k1/3Z(ω, x))| ≤M1, (4.77)

où M1 est une constante réelle et γ ∈ N .

Finalement, nous trouvons

|aQ(ω, x, k)| ≤Mk2/3 +

P−1,L−1∑
α,γ=0

k−1−α−2γ/3(1 + Ck−1)|aα+1,γ+1(ω, x)|Mγ, (4.78)

avecM = (1+C)M1 et |Ψ(γ+1)(τ)(k1/3Z(ω, x))| ≤Mγ. Quand nous faisons tendre

k vers +∞, nous obtenons (4.74).

4.3 L'amplitude de Kirchho� en utilisant l'approximation

de DtN d'ordre 2

Dans cette section, nous nous intéressons à déterminer l'expansion asympto-

tique de l'amplitude de Kirchho� aQ(ω, x, k) en utilisant l'approximation de l'opé-

rateur DtN de second ordre dé�nit par :

∂nw
s(x, k) = −ikwi(x, k) +

c(x)

2
wi(x, k)− c(x)2

8(c(x)− ik)
wi(x, k)− 1

2(c(x)− ik)
∂2
xw

i(x, k)

= −ikwi(x, k) +
c(x)

2
wi(x, k)− 1

2(c(x)2 + k2)
(c(x) + ik)(

c(x)2

4
+ ∂2

x)w
i(x, k).

(4.79)

Pour trouver cette nouvelle expression de aQ(ω, x, k), nous suivons les mêmes

techniques du calcul que nous avons adopté précédemment. Tout d'abord, nous

commencerons par déterminer l'opérateur de Kirccho� Q. Ensuite, nous trouvons

l'expression de son noyau κQ(ω, x, t). Á l'aide de la transformation de Fourier

inverse, nous obtiendrons l'intégrale de l'amplitude de Kirchho� aQ(ω, x, k). Fina-

lement, nous appliquerons la méthode de phase stationnaire sur l'intégrale oscil-

lante qui dé�nit l'amplitude de Kirchho� dans le but de trouver le développement

asymptotique de aQ(ω, x, k).
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4.3.1 Le noyau de l'opérateur Kirchho� κQ

Dans cette partie, nous allons déterminer le noyau de l'opérateur Q qui est

dé�ni par (0.11) en utilisant l'approximation de DtN d'ordre 2. Par souci de sim-

plicité, nous dénommons l'opérateur (4.4) par Q1.

Théorème 4.3.1. Soient O ⊂ Rn+1 un obstacle borné, strictement convexe tel

que ∂O = B, avec B est une hypersurface C∞ dans Rn+1 admettant une courbure

positive. Notons Ω un ouvert de Rn+1 tel que Ω = Rn+1 \ O. Si nous utilisons

l'approximation (4.79), alors l'opérateur Q est donné par :

Q = Q1 −
π

2c(x)
Te−c(x)|t|(c(x)− ∂t)F̃ , (4.80)

et son noyau κQ(ω, x, t) est dé�ni par :

κQ(ω, x, t) = ((1− n · ω) +
c(x)

2
)κF (ω, x, t)− π

2c(x)
e−c(x)|t| ∗ (c(x)− ∂t)κF̃ (ω, x, t),

(4.81)

tels que Te−c(x)|t| dénote l'opérateur de convolution qui est associé à e−c(x)|t|,

F̃ = (
c2(x)

4
+∂2

x)F , κF̃ (ω, x, t) = (
c2(x)

4
+∂2

x)κF (ω, x, t) et κF (ω, x, t) = δ(t−ω ·x).

Démonstration. Soient ws(x, k) est une solution de (0.6), wt(x, k) est le champ

total de l'équation de Helmholtz tel que

wt(x, k) = ws(x, k) + wi(x, k). (4.82)

Nous utilisons l'approximation (4.79) qui dé�nit la dérivée normale de ws(x, k)

sur le bord de l'obstacle pour calculer la dérivée normale du champ total.

Nous obtenons

∂nw
t(x, k) = ∂nw

s(x, k) + ∂nw
i(x, k),

= −ikwi(x, k) +
c(x)

2
wi(x, k)− 1

2(c(x)2 + k2)
(c(x) + ik)(

c(x)2

4
+ ∂2

x)w
i(x, k)

+ikn · ωwi(x, k),

=

(
−ik(1− n · ω) +

c(x)

2

)
wi(x, k)− 1

2(c(x)2 + k2)
(c(x) + ik)(

c(x)2

4
+ ∂2

x)w
i(x, k),

=

(
−ik(1− n · ω) +

c(x)

2

)
eikx·ω − 1

2(c(x)2 + k2)
(c(x) + ik)(

c(x)2

4
+ ∂2

x)e
ikx·ω,

= Q1(x, k) +Q2(x, k), (4.83)



4. L'amplitude de Kirchho� en utilisant les approximations de DtN 108

où

Q1(x, k) =

(
−ik(1− n · ω) +

c(x)

2

)
eikx·ω, (4.84)

et

Q2(x, k) =

(
− 1

2(c(x)2 + k2)
(c(x) + ik)(

c(x)2

4
+ ∂2

x)

)
eikx·ω. (4.85)

Pour déterminer le noyau de l'opérateur Q, nous devrons calculer la trans-

formation de Fourier de la quantité ∂nwt(x, k) par rapport à la variable k. Soit

ϕx(k) = ϕ(x, k) une fonction de test dans S(R), nous avons〈
̂∂nwt(x, k), ϕ

〉
S′,S

=
〈
Q̂1(x, k), ϕ

〉
S′,S

+
〈
Q̂2(x, k), ϕ

〉
S′,S

. (4.86)

La quantité
〈
Q̂1(x, k), ϕ

〉
S′,S

est déjà calculer précédemment et nous avons obtenu

la formule(4.8). Pour trouver le noyau associe à Q2(x, k), nous suivrons les mêmes

étapes de calculs.〈
Q̂2(x, k), ϕ

〉
S′,S

= 〈Q2(x, k), ϕ̂〉S′,S ,

= −
∫
R×R

[
1

2(c(x)2 + k2)
(c(x) + ik)(

c(x)2

4
+ ∂2

x)e
ikx·ω

]
ϕx(t)e

−iktdtdk,

= −
∫
R

[∫
R

1

2(c(x)2 + k2)
e−iktdk ∗

∫
R
(c(x) + ik)(

c(x)2

4
+ ∂2

x)e
ikx·ωe−iktdk

]
ϕx(t)dt,

= − π

2c(x)
〈e−c(x)|t| ∗ (c(x)− ∂t) (

c(x)2

4
+ ∂2

x)δ(t− ω · x), ϕ〉S′,S ,

= 〈κQ2(ω, x, t), ϕ〉S′,S . (4.87)

Nous supposons que

κF̃ (ω, x, t) = (
c(x)2

4
+ ∂2

x)κF (ω, x, t), κF (ω, x, t) = δ(t− ω · x), (4.88)

Finalement, nous déterminons le noyau de notre opérateur comme suit :

κQ(ω, x, t) = ((1− n · ω)∂t +
c(x)

2
)κF (ω, x, t)− π

2c(x)
e−c(x)|t| ∗ (c(x)− ∂t)κF̃ (ω, x, t)

= κQ1(ω, x, t) + κQ2(ω, x, t), (4.89)

où κQ1(ω, x, t) indique le noyau de l'opérateur Q1.
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D'où l'opérateur de Kirchho�

Q = Q1 −
π

2c(x)
Te−c(x)|t|(c(x)− ∂t)F̃ , (4.90)

où Te−c(x)|t| est l'opérateur de convolution associé à la fonction e−c(x)|t| et

F̃ = ( c
2(x)
4

+ ∂2
x)F .

Dans le théorème suivant nous déterminons l'intégrale oscillante associe au

noyau de l'opérateur de Kirchho� (4.80).

Théorème 4.3.2. Soient K et J deux opérateurs intégraux de Fourier elliptique

d'ordre 0. Si l'opérateur Q véri�e (4.80) et son noyau κQ(ω, x, t) véri�e (4.89),

alors ils peuvent être dé�nies respectivement par :

Q = Q1 −
π

2c(x)
Te−c(x)|t|(c(x)JA−1P#

1 K − JA−1P#
2 K), (4.91)

et

κQ(ω, x, t) = κQ1(ω, x, t) + κQ2(ω, x, t), (4.92)

avec κQ1(ω, x, t) est le noyau de l'opérateur Q1 et κQ2 est dé�ni par :

κQ2(ω, x, t) = −π
2

∫
Rn×R×R

e−c(x)|t−r|+iψ1(x,ξ,k)−iω·ξ−ikr[b#(ω, x, ξ, k)− 1

c(x)
a#(ω, x, ξ, k)]

× 1

A+(k−1/3ξ1)
dξdkdr.

où P#
1 ∈ OPS−n/2−1/6, P#

2 ∈ OPS−n/2+5/6, a#(ω, x, ξ, k) = ( c
2(x)
4

+∂2
x)a(ω, x, ξ, k),

et b#(ω, x, ξ, k) = ( c
2(x)
4

+ ∂2
x)b(ω, x, ξ, k) tels que a(ω, x, ξ, k) et b(ω, x, ξ, k) sont

dé�nis dans le théorème 4.2.2.

Démonstration. D'après le théorème précédent, nous avons la dé�nition de l'opé-

rateur de Kirchho� Q tel que

Q = Q1 −
π

2c(x)
Te−c(x)|t|(c(x)− ∂t)(

c2(x)

4
+ ∂2

x)F. (4.93)

Nous remplaçons l'opérateur intégrale de Fourier F par sa décomposition micro-

locale qui est donnée par (4.10), nous obtenons

Q = Q1 −
π

2c(x)
Te−c(x)|t|(c(x)J(Ẽ1Ai + Ẽ2A′i)K − J(Ẽ3Ai + Ẽ4A′i)K), (4.94)
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où Ẽ1 ∈ OPS−n/2+1/6, Ẽ2 ∈ OPS−n/2−1/6, Ẽ3 ∈ OPS−n/2+1/6+1, et Ẽ4 ∈ OPS−n/2−1/6+1.

Maintenant, nous appliquons le théorème 3.3.2 sur le dernier résultat obtenu de

l'opérateur Q. Nous obtenons

Q = Q1 −
π

2c(x)
Te−c(x)|t|(c(x)JA−1P#

1 K − JA−1P#
2 K), (4.95)

tels que P#
1 ∈ OPS−n/2−1/6 son symbole est dé�ni par :

p#
1 (ω, x, ξ, k) = (

c2(x)

4
+ ∂2

x)p2(ω, x, ξ, k), (4.96)

et P#
2 ∈ OPS−n/2+5/6 son symbole est dé�ni par :

p#
2 (ω, x, ξ, k) = (

c2(x)

4
+ ∂2

x)p1(ω, x, ξ, k), (4.97)

où p1(ω, x, ξ, k) et p2(ω, x, ξ, k) sont décrits par le théorème 4.2.2.

Pour trouver l'intégrale de l'amplitude de Kirchho� aQ(ω, x, k), nous suivrons la

même méthode utilisée quand nous avons pris l'approximation de premier ordre

de l'opérateur DtN . Premièrement nous désirions retrouver l'intégrale du noyau

de l'opérateur de Kirchho� Q. Pour cela nous appliquons la fonction de masse de

Dirac δ(ω,0) ∈ E ′(Sn × R) au point de base sur l'opérateur Q.

Soit la fonction de test ϕ(x, t) dans S(Rn × R), nous avons

〈Qδ(ω,0), ϕ〉S′,S = 〈Q1δ(ω,0), ϕ〉S′,S − 〈
π

2c(x)
e−c(x)|t| ∗ [c(x)JP#

3 A−1 − JP#
4 A−1]δ0, ϕ〉S′,S ,

= 〈Q1δ(ω,0), ϕ〉S′,S + 〈Q2δ(ω,0), ϕ〉S′,S , (4.98)

où P#
3 = P#

1 K et P#
4 = P#

2 K. Le terme 〈Q1δ(ω,0), ϕ〉S′,S est déjà calculé (4.31).

Par conséquent, nous avons seulement besoin de déterminer l'intégrale oscillante

qui introduit l'opérateur Q2.

〈Q2δ(ω,0), ϕ〉S′,S = −〈 π

2c(x)
e−c(x)|t| ∗ Aδ0, ϕ〉S′,S ,

= − π

2c(x)

∫
R
e−c(x)|t−r|〈Aδ0, ϕ〉S′,Sdr, (4.99)

avec

A = c(x)JP#
3 A−1 − JP#

4 A−1. (4.100)
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D'autre part, nous utilisons les propriétés de la composition entre les opérateurs

intégraux de Fourier et les opérateurs pseudo-di�érentiels. Ces propriétés nous

permettent de trouver l'intégrale associe à l'opérateur A tel que

〈Aδ0, ϕ〉S′,S =

∫
Rn+1

eiψ1(x,ξ,k)−iω·ξ−ikt[c(x)b#(ω, x, ξ, k)− a#(ω, x, ξ, k)]
1

A+(k−1/3ξ1)
dξdk,

(4.101)

où b#(ω, x, ξ, k) = p#
3 (ω, x, ξ, k)#aJ(x, ξ, k) et a#(ω, x, ξ, k) = p#

4 (ω, x, ξ, k)#aJ(x, ξ, k)

(voir (4.26) pour dé�nir la relation #). Pour déterminer l'intégrale de l'opérateur

Q2, nous remplaçons (4.101) dans (4.99). Nous obtenons

〈Q2δ(ω,0), ϕ〉S′,S = − π

2c(x)

∫
Rn×R×R

e−c(x)|t−r|+iψ1(x,ξ,k)−iω·ξ−ikr[c(x)b#(ω, x, ξ, k)− a#(ω, x, ξ, k)]

× 1

A+(k−1/3ξ1)
dξdkdr.

Finalement, l'intégrale de l'opérateur de Kirchho� Q est donnée par :

Qδ(ω,0)(x, t) = Q1δ(ω,0)(x, t)−
π

2

∫
e−c(x)|t−r|+iψ1(x,ξ,k)−iω·ξ−ikr[b#(ω, x, ξ, k)− 1

c(x)
a#(ω, x, ξ, k)]

× 1

A+(k−1/3ξ1)
dξdkdr.

Cela implique que le noyau de l'opérateur de Kirchho� κQ(ω, x, t) est donné

par :

κQ(ω, x, t) = κQ1(ω, x, t) + κQ2(ω, x, t), (4.102)

avec

κQ2(ω, x, t) = −π
2

∫
Rn×R×R

e−c(x)|t−r|+iψ1(x,ξ,k)−iω·ξ−ikr[b#(ω, x, ξ, k)− 1

c(x)
a#(ω, x, ξ, k)]

× 1

A+(k−1/3ξ1)
dξdkdr,

où a#(ω, x, ξ, k) = ( c
2(x)
4

+∂2
x)a(ω, x, ξ, k) et b#(ω, x, ξ, k) = ( c

2(x)
4

+∂2
x)b(ω, x, ξ, k)

et κ1(ω, x, t) est dé�ni par (4.16).
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4.3.2 L'amplitude de Kirchho� aQ

L'intégrale oscillante de l'amplitude de Kirchho� aQ(ω, x, k) est introduit dans

le théorème suivant :

Théorème 4.3.3. Si le noyau de l'opérateur de Kirchho� Q est dé�ni par (4.92),

alors l'amplitude de Kirchho� aQ(ω, x, k) devra être dé�nie par :

aQ(ω, x, k) = aQ1(ω, x, k) + aQ2(ω, x, k), (4.103)

où aQ1(ω, x, k) est l'amplitude (4.34) et

aQ2(ω, x, k) = −1

2

c(x)

c2(x) + k2

∫
Rn
eikψ2(ω,x,ζ)[b#

1 (ω, x, ζ, k)− 1

c(x)
a#

1 (ω, x, ζ, k)]
1

A+(k2/3ζ1)
dζ,

où a#
1 (ω, x, ζ, k) = kna(ω, x, kζ, k ∈ Sn/2+7/6, b#

1 (ω, x, ζ, k) = knb(ω, x, kζ, k) ∈
Sn/2+1/6 et la fonction ψ2(ω, x, ζ) est dé�nie par le théorème (4.2.2).

Démonstration. Pour déterminer l'amplitude aQ(ω, x, k), il su�t d'appliquer la

transformation de Fourier inverse par rapport à la variable t sur le noyau κQ(ω, x, t).

La partie de l'amplitude aQ(ω, x, k) qui est liée à κQ1(ω, x, t) a été déjà calculé et

déterminé (voir expression (4.34)). Il nous reste seulement à trouver la partie de

l'amplitude qui est liée à l'expression de κQ2(ω, x, t). Tout d'abord, nous récrivons

κQ2(ω, x, t) sous la forme :

κQ2(ω, x, t) = −π
2
e−c(x)|t| ∗ κA(ω, x, t), (4.104)

avec κA(ω, x, t) est le noyau de l'opérateur (4.100). Nous appliquons la transfor-

mation de Fourier inverse sur (4.104), nous obtenons

F−1(κQ2)(ω, x, k) = −π
2
F−1(e−c(x)|t|)(k)F−1(κA)(ω, x, k). (4.105)

Puisque F−1(e−c(x)|t|) = 1
π

c(x)
c2(x)+k2

, alors

aQ2(ω, x, k) = −1

2

c(x)

c2(x) + k2

∫
Rn
eiψ1(x,ξ,k)−iω·ξ[b#(ω, x, ξ, k)− 1

c(x)
a#(ω, x, ξ, k)]

1

A+(k−1/3ξ1)
dξ.

Posons le changement de variable ξ = kζ où ξ ∈ Rn. nous obtenons

aQ2(ω, x, k) = −1

2

c(x)

c2(x) + k2

∫
Rn
eikψ2(ω,x,ζ)[b#

1 (ω, x, ζ, k)− 1

c(x)
a#

1 (ω, x, ζ, k)]
1

A+(k2/3ζ1)
dζ,

(4.106)
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tels que a#
1 (ω, x, ζ, k) = kna#(ω, x, kζ, k), b#

1 (ω, x, ζ, k) = knb#(ω, x, kζ, k),

et ψ2(ω, x, ζ) est dé�nie dans le théorème (4.2.2).

Le théorème suivant donne le développement asymptotique de l'amplitude de

Kirchho� aQ(ω, x, k).

Théorème 4.3.4. Si l'amplitude de Kirchho� aQ(ω, x, k) véri�e (4.103), alors son

développement asymptotique est donné par :

aQ(ω, x, k) = aQ1(ω, x, k)

−1

2

c(x)

c2(x) + k2

P,L∑
p,l=0

k2/3−p−2l/3

[
b#
p,l(ω, x)− 1

c(x)
a#
p,l(ω, x)

]
ψ(l)(k1/3Z(ω, x))eikx·ω +RP,L(k),

(4.107)

tel que

aQ1(ω, x, k) ∼
P,L∑
p,l=0

k2/3−p−2l/3 ((1− n · ω)ap,l(ω, x) + C(x)bp,l(ω, x))ψ(l)(k1/3Z(ω, x))eikx·ω.

(4.108)

où a#
p,l(ω, x) = ( c

2(x)
4

+∂2
x)ap,l(ω, x), b#

p,l(ω, x) = ( c
2(x)
4

+∂2
x)bp,l(ω, x), p ∈ {0, 1.., P},

l ∈ {0, 1.., L}, ω est la direction incidente et c(x) > 0 est la courbure. En plus,

Z(ω, x) est une fonction réelle, continue, positive dans la région illuminée, négative

dans la région d'ombre et elle est nulle dans la région de transition. Les fonctions

ap,l, bp,l, a
#
p,l, et b

#
p,l résultent d'après l'application de la méthode de phase station-

naire sur le symbole de l'opérateur Q.

Démonstration. Le développement asymptotique (4.107) est basé sur l'application

de la méthode de la phase stationnaire sur l'intégrale oscillante qui dé�nit l'am-

plitude de Kirchho� tel que

aQ(ω, x, k) = aQ1(ω, x, k) + aQ2(ω, x, k),

avec

aQ1(ω, x, k) = k1/3

∫
Rn+1

eikψ2(ω,x,ζ)+iktζ1+ik t
3

3 [(1− n · ω)a1(ω, x, ζ, k) + C(x)b1(ω, x, ζ, k)]

×Ψ(k1/3t)dtdζ,

(4.109)



4. L'amplitude de Kirchho� en utilisant les approximations de DtN 114

(4.109) est exactement la même expression que (4.40). Puisque nous avons trouvé

précédemment le développement asymptotique de (4.109) qui est donné par (4.37),

alors il nous reste juste à déterminer le développement asymptotique de aQ2(ω, x, k).

Pour le trouver, nous remplaçons (4.39) dans (4.106), nous obtenons

aQ2(ω, x, k) =
−k1/3c(x)

2(c2(x) + k2)

∫
Rn+1

eikψ2(ω,x,ζ)+iktζ1+ikt3/3[b#
1 (ω, x, ζ, k)− 1

c(x)
a#

1 (ω, x, ζ, k)]

×Ψ(k1/3t)dζdt,

(4.110)

Puisque nous avons la même fonction de phase que celle de l'intégrale oscillante

(4.34) alors nous avons les mêmes points critiques. D'où les conditions de la mé-

thode de phase stationnaire sont satisfaites.

Avant d'appliquer la méthode de phase stationnaire sur l'intégrale (4.110), nous

allons simpli�er cette intégrale d'une façon que nous pouvons appliquer facilement

cette méthode asymptotique.

Á cet e�et, nous supposons que d#
1 (ω, x, ζ, k) est un symbole de Sn/2+7/6 tel que

d#
1 (ω, x, ζ, k) = b#

1 (ω, x, ζ, k)− 1

c(x)
a#

1 (ω, x, ζ, k). (4.111)

Nous utilisons les propriétés des symboles des opérateurs pseudo-di�erentiels [41][50]

pour réécrire le symbole de l'intégrale (4.110) comme suit :

d#
1 (ω, x, ζ, k) =

P∑
p=0

kn/2+7/6−pd#
p (ω, x, ζ), (4.112)

où P = n/2 + 7/6, et

d#
p (ω, x, ζ) = b#

p (ω, x, ζ)− 1

c(x)
a#
p (ω, x, ζ). (4.113)

Le développement asymptotique (4.112) nous donne l'avantage de reproduire l'in-

tégrale (4.110) sous la façon suivante :

aQ2(ω, x, k) =
−k1/3c(x)

2(c2(x) + k2)

P∑
p=0

kn/2+7/6−p
∫
Rn+1

eikf(ζ,t)d#
p (ω, x, ζ)Ψ(k1/3t)dtdζ,

(4.114)
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tel que f(ζ, t) est la fonction de phase dé�nie par (4.45). Pour déterminer le déve-

loppement asymptotique de l'intégrale oscillante de aQ2(ω, x, k), il su�t d'appli-

quer la méthode de phase stationnaire sur l'intégrale suivante :∫
Rn+1

eikf(ζ,t)d#
p (ω, x, ζ)Ψ(k1/3t)dtdζ. (4.115)

Nous avons déjà calculer ce genre de développement asymptotique dans la preuve

du théorème (4.2.4).

Finalement, le développement asymptotique de l'amplitude de Kirchho� aQ(ω, x, k)

est donné par :

aQ(ω, x, k) = aQ1(ω, x, k) (4.116)

+
−c(x)

2(c2(x) + k2)

P,L∑
p,l=0

k2/3−p−2l/3

[
b#
p,l(ω, x)− 1

c(x)
a#
p,l(ω, x)

]
ψ(l)(k1/3Z(ω, x))eikx·ω +RP,L(k),

tel que aQ1(ω, x, k) est (4.108), avec

a#
p,l(ω, x) = (

c2(x)

4
+ ∂2

x)ap,l(ω, x),

et

b#
p,l(ω, x) = (

c2(x)

4
+ ∂2

x)bp,l(ω, x).

Le reste RP,L véri�e l'estimation suivante :

|RP,L(k)| ≤ CPLk
−min(2L/3,P+1/3). (4.117)

et CPL est une constante réelle qui dépend de P et L.

Remarque. Si on prend l'approximation de la condition d'absorption DtN d'ordre

trois sur le bord sachant qu'elle est dé�nie par :

∂nw
s(x, k) = −(ik − c(x))wi(x, k)− c2(x)(c(x) + ik)

2(c(x)2 + k2)
∂2
xw

i(x, k), (4.118)
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(Voir la condition (29) dans [51]), alors le développement asymptotique de l'am-

plitude de Kirchho� aQ(ω, x, k) est donné par :

aQ(ω, x, k) ∼ aQ1(ω, x, k)

−1

2

c2(x)

c2(x) + k2

P,L∑
p,l=0

k2/3−p−2l/3
[
c(x)̃bp,l(ω, x)− ãp,l(ω, x)

]
ψ(l)(k1/3Z(ω, x))eikx·ω,

(4.119)

où aQ1(ω, x, k) est donné par (4.108) avec c(x) est la courbure, ãp,l(ω, x) = ∂2
xap,l(ω, x),

et b̃p,l(ω, x) = ∂2
xbp,l(ω, x).



CONCLUSION

Cette thèse a été consacrée à l'étude du phénomène de la di�raction des ondes

par un obstacle strictement convexe avec une condition absorbante sur le bord.

Cette condition est dé�nie par l'opérateur de Dirichlet to Neumann. Plus précisé-

ment, nous avons travaillé sur l'expression asymptotique de la solution de l'équa-

tion de Helmholtz en utilisant la méthode des équations intégrales. Pour appliquer

cette méthode nous avons besoin de la dérivée normale du champ total. À cet op-

tique, nous avons fait une étude détaillée sur l'amplitude de Kirchho� en utilisant

l'approximation d'ordre 1 et l'approximation d'ordre 2 de l'opérateur Dirichlet to

NeumannDtN . Cela dans le but d'obtenir des nouvelles expressions asymptotiques

de la dérivée normale du champ total.

Les expressions originales sont basées sur le principe de la décomposition pseudo-

di�érentielle de l'opérateur de Dirichlet to Neumann. Cependant que dans notre

travail, nous avons utilisé des approximations de cet opérateur pour déterminer

des nouvelles approches de la dérivée normale du champ total. L'un des objectifs

de notre choix est de faciliter la construction d'une nouvelle classe d'approche de la

dérivée normale du champ total laquelle peut être utilisée dans le développement

des méthodes des équations intégrales et des méthodes numériques. Ces méthodes

sont capables de produire des solutions plus précises.

À travers le temps, nous réalisons que les mathématiques sont un outil indispen-

sable pour les innovations et les nouvelles technologies. La raison principale pour

laquelle les mathématiques jouent un rôle fondamental dans di�érents domaines,

comme le domaine de développement de l'industrie, le domaine de la technologie

et de l'énergie, est que les problèmes à résoudre dans ces domaines sont écrit en
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langue mathématique, ainsi les phénomènes de la physique et de la mécanique sont

traduit par des formules et des équations mathématiques.

En général, notre problème consiste à traduire et résoudre le phénomène de dif-

fraction des ondes par un corps. Ce problème est couramment rencontré lors des

études de conception et d'intégration d'antennes ainsi dans les études de signature

du radar et les phénomènes de l'aéronautique en utilisant les résultats de la dif-

fraction des ondes sonores. D'autre part, les ingénieurs exploitent les propriétés de

la di�raction des rayons électromagnétiques en étudiant le phénomène de l'ima-

gerie et le traitement de radiologie. Généralement, les spécialistes en industries

cherchent à résoudre et déterminer la perturbation générée par un obstacle lorsque

les ondes incidentes le rencontre produisant des ondes di�ractées. Nous concluons

que les industriels sont intéressés beaucoup plus par l'action de la perturbation qui

est crée par un obstacle et ré émise dans toutes les directions de l'espace.

Les travaux de cette thèse portent sur l'étude du phénomène de di�raction des

ondes par des corps strictement convexes. Puisqu'il existe di�érent formes géo-

métriques dans la vie industrielle, nous allons s'intéresser à traiter le cas de la

di�raction des ondes par des obstacles non convexe pour côtoyer aux développe-

ments industrielles et la production des nouvelles sorte de l'énergie.



5. ANNEXE

Les méthodes des équations intégrales à haute fréquence utilisent une expres-

sion asymptotique de la dérivée normale du champ total. Melrose et Taylor ont dé-

terminé une certaine approche de cette expression dans le cas où le corps di�useur

est un obstacle convexe [54]. Dans une situation similaire, nous avons déterminé

d'autres expressions asymptotiques. Ces dernières nous permettent de trouver des

approches qui peuvent être incorporées dans les méthodes des équations intégrales

comme étant l'inconnu qui correspond habituellement à une densité physique,

Cette densité représente la dérivée normale du champ total calculé sur la sur-

face de l'obstacle di�useur. Comme il a été bien détaillé dans ce manuscrite, cette

surface est décomposée en trois régions, la région illuminée et la région d'ombre et

la région du bord d'ombre (la région de transition).

5.1 La comparaison numérique entre les solutions

Nous allons tester numériquement les solutions obtenues en utilisant les deux

conditions (4.1) et (4.2) et nous allons les comparer avec la solution de l'équation

de Helmhotz en utilisant l'approximation de Kirchho� corrigée. Pour atteindre

cet objectif, nous prenons l'exemple suivant pour faciliter la comparaison : Nous

supposons que Ω est un cercle alors la solution exacte du problème (0.6) ainsi

l'onde plane sont dé�nies par les fonctions de Bessel. Dans cet exemple, nous nous

intéréssons à déterminer la quantité suivante :

∂nw
t = ∂nw

s + ∂ne
ikx·ω. (5.1)

Nous allons comparer entre (a) la solution exacte, (b) la solution en utilisant

l'approximation deDtN d'ordre 1 (4.1) et (c) l'approximation de Kirchho� corrigée
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(3.51). Les calculs résultants sont présentés dans la �gure 5.1.

Fig. 5.1: La comparaison entre la solution exacte du problème (0.6) avec l'approximation

de Kirchho� et l'approximation de Bayliss-Turkel de premier ordre pour un

cercle éclairée par une onde plane incidente avec k = 150.

La �gure 5.1 représente la comparaison entre les solutions de l'équation de

Helmholtz dans les trois régions du cercle de rayon r = 0.27m.

Dans cette �gure, l'échelle horizontale représente la quantité de rα où α est l'angle

incidente dont l'échelle verticale représente la quantité de chaque solution.

Dans notre cas, la dimension de l'espace est n = 2 et l'angle incidente est dé�nie

par α = (α1, α2). Cet angle est donnée de sorte que la direction incidente est

exprimée par :

ω = (cosα1, sinα2).

Nous observons que l'approximation de Kirchho� corrigée permet de produire

une solution approchée raisonnable seulement dans la région illuminée. Tandis que,

la solution celle qui est basée sur la condition (4.1) est satisfaisante sur toute les

régions du bord.
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5.2 L'erreur entre la solution exacte et notre solution

Dans cette partie, nous allons présenter numériquement l'erreur relative entre

la solution exacte du même exemple précédent et la solution obtenue en utilisant

l'approximation (4.1) dans la région d'ombre et d'ombre profonde quand k → +∞.

Nous allons illustrer cette partie par la �gure 5.2. Cette �gure con�rme que la

solution obtenue en utilisant l'approximation de Kirchho� corrigé est une solution

raisonnable seulement dans la région illuminée.

D'après le graphe de la �gure 5.2, nous observons que l'erreur décroit rapidement

Fig. 5.2: L'erreur relative est calculé pour k = 50, 100, 150, 200, de la solution sur la

région d'ombre et la région d'ombre profond sur un cercle, elle est obtenue en

utilisant l'approximation de Bayliss-Turkel d'ordre 1 (4.1).

quand k → +∞ sachant que l'erreur calculer entre la solution exacte et la solution

obtenue en utilisant l'approximation de Kirchho� est inférieur ou égale à 1 à cause

que la dernière est nulle dans la région d'ombre et l'ombre profond.

Nous concluons que l'approximation de Kirchho� conduit à des mauvaises solutions

lorsque nous utilisons les méthodes des équations intégrales à hautes fréquences.

Comme il est indiqué dans [10, 51], l'approximation du deuxième ordre (4.2) de

l'opérateur DtN permet d'améliorer encore une solution bien précise.
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