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INTRODUCTION

Le but de ce tavail est ’étude d’une équation linéaire abstraite sur un espace de Banach par
I'utilisation de I'inverse de la somme de deux opérateurs sectoriels.

On montre que la bornitude d’un type special du H*-calcul pour les opérateurs sectoriels
est suffisante pour obtenir la régularité maximale de la solution.

On considére ’équation abstraite sur un espace de Banach F de la forme
(A+B)z =y (0.0.1)

Ou A, B sont des opérateurs linéaires fermés qui commutent au sens des résolvantes. Les
résultats sur 'inverse de la somme sont prouvés

Comme application : on s’intéresse aux conditions suffisantes et & la régularité maximale de
la solution, pour un probléme parabolique abstrait et un probleme hyperbolique abstrait.
Tout ses résultats proviennent de l'article de Nikolaos Roidos"On the inverse of the
sum of two operators"Journal of fuctional Analysis 265 (2013) 208-222.

Approche de Da Prato et Grisvard :

Dans [3] ces auteurs montrent que la propriété de sectorialité pour les opérateurs A et B est
suffisante pour l’existence d’une solution unique de pour tout y € E.

La fermeture de deux opérateurs fermés A et B est reliée a la régularité maximale de la
solution .

Approche de Dore et venni :

Dans [4] ces auteurs étudient le probléme dans le cas des espaces UM D, pour les
opérateurs BIP, et donnent une condition suffisante pour la fermeture de la somme et d’ou
pour la régularité maximale de la solution.

Approche de Kalton et Weis :

Dans [6] ces auteurs utilisent le rapport entre la bornitude du calcul fonctionnel et la fermeture

de la somme de deux opérateurs sectoriels :

Proposition 0.0.1 soient A et B deux opérateurs sectoriels qui commutent au sens des

résolvantes et de types respectivement w et w' avec w + W' < W et w < p < w—w et
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W' <y <m—p. F définie dans H*> (Z X Z) par
"

w

F(zd)= V() € ) %
,LL /

I

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
I F(A,B)e L(E).

IT A+ B est un opérateur fermé et 3C > 0, Yo € D (A)N D (B), ||Az| < C| Az + Bz||

Kalton-Weis donnent une autre réponse pour la question de régularité, en exigeant qu'un
opérateur admet un H*°-calcul et 'autre est R-sectoriel.

Ce mémoire est divisé en 4 chapitres :

1. Dans le premier chapitre on rappelle quelques définitions et propriétés des opérateurs.

2. Le deuxiéme chapitre est consacré a la présentation du résultat pour une équation

abstraite.

3. Dans le troisiéme chapitre on étudie un probléme parabolique abstrait (avec conditon
initiale).

4. Finalement le quatriéme chapitre est consacré a ’étude d’un probléme hyperbolique

abstrait avec un exemple.



Chapitre 1

Rappels et outils

Dans ce chapitre on rappelle quelques notions sur les opérateurs et on cite quelques exemples.

On explicite aussi la notion d’argument d’extension sectorielle.

1.1 Définitions et exemples

Définition 1.1.1 "Opérateur linéaire”

A est un opérateur linéaire sur un espace de Banach E si ¢’est une application linéaire définie
sur un sous espace vectoriel D (A) C E. (Dit domaine de A a valeur dans F). On désigne par
L (X)) D'espace des opérateurs linéaires continus définis sur £ (D (A) = E). Cet espace muni
de la norme

1Al gy = sup {[[Az]| - = € E;[lzflp =1}

est un espace de Banach.
Définition 1.1.2 "Le graphe”

Le graphe I' (A) de l'opérateur A est le sous ensemble de H x H (ou H est un espace de
Hilbert), définit par
['(A) ={(z, Az) ,x € D (A)}

la linéarité de A implique que I' (A) est un sous espace vectoriel de H x H, et un espace

pré-hilbertien pour le produit scalaire

((u,v), (2,t)) = (u, 2) + (v, 1) .
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Définition 1.1.3 "Opérateur fermé"
L’opérateur A est fermé si son graphe est fermé de F dans H x H.

Proposition 1.1.1 A: D (A) — H est un opérateur linéaire fermé si et seulement si pour

tout {xn}, oy C D (A) telle que :

{ T, — T ;é{xeD(A)

Az, — vy Axr =y.

Définition 1.1.4 "L’extension’”

On dit qu’un opérateur A; est une extension d’un opérateur A si
I'(A) cT'(Ay).

On écrit alors A C A;.

Définition 1.1.5 "Opérateur fermable "

Un opérateur A est dit fermable s’il posséde une extension fermée. Si c’est le cas, il posséde
une plus petite extension fermée (au sens de l'inclusion des graphes) appelée fermeture de A

et notée A.

Remarque 1.1.1 [l peut se produire que la fermeture de I' (A) dans H x H ne soit pas le
graphe d’un opérateur linéaire, et dans ce cas A n’est pas fermable. On a en effet le résultat

suwvant :

Proposition 1.1.2 A est fermable si et seulement si I' (A) est le graphe d’un opérateur

linéaire, et alors

I'(A) =T (A).

Preuve. soit I'(A) est le graphe d’une application linéaire si et seulement si (0,V) €

['(A) = ¥ =0.SiI'(A) est un graphe, soit R 'opérateur de domaine

D(R)={¢.30,(p0) eT(A)}
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et définit par
R(p) =¥ (pe D(R))

il existe éxactement un ¥ tel que (p,¥) € I'(A). le graphe de 'opérateur R est clairement

I'(A), et (R,D(R)) est donc une extension fermée de A . Si S est une extension fermée de

A, alors A (S) est un fermé contenant I' (4), donc aussi I' (A). il en résult que R = A.Si A

est fermable, soit S une extension fermée. Puisque I' (4) C T'(5), la

caractérisation prouvée au début de la démonstration montre que I" (A) est un graphe. [
Définition 1.1.6 "Opérateur borné"

Si (X, |I.]lx) et (F,||.|| ) sont des espaces vectoriels normés un opérateur borné de X dans F

est une application linéaire continue A : X — F, telle que
3C > 0; Yu € X; ||Aullp < Cluly -

On désigne par L (X, F')’ensemble des opérateurs bornés de X dans F'; orsque X = F on
notera £ (X) =L (X, X).

Exemple 1.1.1 Soient F' un espace de Hilbert et a un vecteur normé donné de F', l’opérateur
A définit, pour tout x € F, par

Az = (a, z) a;

est borné et l'inégalité de Cauchy Shwartz montre que :
|Az|| = 1.

A est la projection sur la direction a. Dy = F mais Ra est le sous espace vectoriel de E

engendré par a.

Exemple 1.1.2 Une application linéaire entre espaces vectoriels normés de dimension finie

est toujours un opérateur borné.
Définition 1.1.7 "Opérateur non borné”

Un opérateur linéaire A d’un sous espace D (A) sur l'espace de Banach F est appelé un

opérateur non borné de domaine D (A).
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Définition 1.1.8 "La résolvante”
On appelle domaine résolvant de 'opérateur A I’ensemble
p(A)={A e C:(A— Al) est inversible dans £ (X)};

un élément de p (A) est appelé valeur résolvante de A.

1. Si A € p(A) on définit la résolvante de A au point A, notée Ry (A), par
Ry (A) = (A= XI)"".

2. 0(A) =C\ p(A) est appelé le spectre de A et un élément de o (A) est appelé valeur

spéctrale de A.

Soit A € L (H); le spectre de A est la partie de C définie par :
o0 (A)={X € C:A— Xl n'est pas inversible dans £ (H)} .
Définition 1.1.9 "Opérateurs R-sectoriels”

Soit F' la famille des opérateurs bornés sur un espace de Banach F, on dit que F' est R-sectoriel
avec une R-sectoriel constante ¢ si pour (eg),-, une suite indépendante de Rademacher sur

un espace probabilisable, alors pour tout zy,...,z, € F et T1,....,T, € F. On a :

n n
E erlxy E ErLTk
k=1 k=1

1 1
2\ 2 2\ 2

FE <cl|FE

1.2 Les espaces d’interpolation

— Soit E un espace de Banach, on désigne par LY (R, F) tel que 1 < p < oo, 'espace des

fonctions f définies pour présque tout t € R, a valeur dans E telles que :

([1rons) =i

Si p = 0o, on définit 'espace L (R, , E) par :

LP(Ry,E) ~ OO

xf fortement mesurable
f S Lio (R-H E) A
«supess || f ()] E < o0
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— Soient Ey E; deux espaces de Banach s’injectant continuement dans un espace topologique

séparé F. Les espaces (Ey N Ey) et (Ep + F1) munis des normes suivantes :

{1 = e (lele el v € Byn
ey, = max (o, +llar],) v € By + By
r€FEo+E,

sont des espaces de Banach.
— On définit Pespace d’interpolation entre Ey et E; noté (Ey, El)ep tels que pour 0 € [0, 1]
et p € [1, 0]

Vit - 0, HUO (t) € E(), E|u1 (t) S E1 T = U (t) + uq (t)

t%uy € LY (R, E) ,t1 7%, € LY (R, E).
1.3 Le calcul H*
Définition 1.3.1 "Espace H*"
L’espace H* est I’ensemble des fonctions analytiques sur un secteur du plan complexe.
Définition 1.3.2 "H*-calcul”

Le but est de construire f(f) quand 7" est un opérateur sectoriel et f est une fonction
holomorphe complexe.

On dit que 'opérateur A admet un H°-calcul borné si :

If (A <ea sup [f (N[, V] € H5 (0);

AeC/Sy

ol c4 > 0 indépendante de f.
Définition 1.3.3 "Régularité mazximale"

A vérifie la LP-régularité maximale si pour un p on a : Vg € L? (0,7T’; E) la solution unique de
u'(t) = Au(t) + g (1)

u (0) = 0.
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Vérifie :

Ft) = / C@DAG () dz € W (0,T: E).
0

Remarque 1.3.1 Dans le cas UMD [’hypothése R-sectoriel est plus faible que BIP et on

obtient la LP-régqularité maximale.

1.4 L’argument d’extension sectoriel

Soit 2 C C est fermé, et A est un opérateur linéaire fermé dans un espace de Banach E avec

QCp(—A) et (L+ M)A+ < K, VA€ Qet VK > 1. Soit

O =|J{zeC/lz=A < (1+|N)/2K}.

D’ou, par la relation

Adz=A+N)(T+(z-NA+NY),

on trouve que (A + z)” " est défini par rapport a € et

[A+2)7 < JT+E=NEA+) A+
L 2K _ 2K+ +]z— )
TP @D A+ )
< -

2K (1) _2K+1
(14 z]) 2K 1+ 2|



Chapitre 2

Equation opérationnelle :L’inverse de
A+ B

2.1 Définitions

Définition 2.1.1 "Opérateurs sectoriels”

Soit E un espace de Banach k > 1 et § € [0, 7[. Soit P (0) la classe des opérateurs linéaires

fermés définis dans F, vérifiant : si A € Py (0) alors :
So={z€C/largz| <0} U{0} C p(—A);

et (1+|z]) |(A+2) 7" <k
Soit, aussi P (0) = UPk (0)(i.e il existe au moins kg : A € Py, (6)). Les éléments dans P (0)
k

sont des opérateurs sectoriels d’angle 6.

Si A € P(0), alors par 'argument d’extension sectoriel on a toujours 6 > 0.

Définition 2.1.2 Pour tout p > 0 et 0 € |0, 7|, soit I,y la courbe positivement orientée
{pe?eC:0<¢p<2r—0}uU{re™ e C/r>p};

st p =0 on note I', gpar I'y.

Définition 2.1.3 Soit E' un espace de Banach et A€ P (0), 6 > 5. H (7 (0) : Uespace des

fonctions holomorphes bornées

f o C\Sy— L(E) telle que
A= fO);
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avec f (\) et (A + )"  commutent YA € C\.Sy et z € Sy

Al
1+ IA|

1 M) < e "M X e C/Sp;

Ve, 0 dépendants de f, Vf € HZE;) 0), AeTyona

/f YA+ )N d)
2m

ou f(—A) € L(E).

On dit que A admet un HZ(OE) calcul borné si

1F (=)l ey < callflle - YV € Hyg (0),
ol c4 est indépendante de f avec || f[| est la norme du sup || f (A)]|z (g

Remarque 2.1.1 On peut aussi définir un autre type spécial de H>-calcul pour les opéra-
teurs sectoriels. Soit E un espace de Banach et A € P(0), 0 € |0, 7[. H§® (0) est l’espace de

toutes les fonctions holomorphes bornées

f : C/Sy— C avec

)\ n
FO < c(H"'w) VA e C/Sh

et YC)0, 1)0 dépendant de f, et Vf € Hg® (0) on peut étendre des valeurs non tangential

dans 0Sp, et définir un élément dans L (F) par :

/f A—i—)\ d\;
2m

on sait que l'opérateur A admet un H*-calcul si

If (=A< Ca sup [f(N], Vf e Hg(0);

XEC/Sp

ot Cy > 0 wndépendante de f. On a aussi,

f i C/Sy—C

A
Ol < optn

VA e C/Syp,et VC > 0, n €10, 1] indépendante de f.
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Définition 2.1.4 A, B deux opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach E, com-

mutent au sens des résolvantes, si VA € p(—A) etV € p(—B) alors

[(A+N" (B+p'] =0

2.2 Théoréme et preuve

Le but de ce paragraphe est de montrer que si A € P (f4) et B € P (fp) commutent au
sens des résolvantes; 04 > 0 et 4 + 0p > 7 alors A + B fermable, de plus si A admet un
H(g-calcul alors A+ B =A+ B.

Théoréme 2.2.1 Soit E un espace de Banach; A € P(04) et B € P(0g) commutent au
sens des résolvantes; 04 > Op et 04 + 0p > m alors, A+ B est fermable oo D (A+ B) =
D (A)N D (B) et on a l’équation suivante :

[@A+B)z -y
pour tout y € E; admet une unique solution

T € ﬂ (£, D (A))g,N(E,D(B))g,;

<1

pour tout q € [1,00[ donnée par :
r = / (A—2)""(B+2)""y dz

St

Alors,
xeD(A)ND(B).

De plus; si A admet un HZ’(OE) (04)-calcul borné ; alors, v € D (A)ND (B) pour touty € E et

(A+B)=A+B.
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Preuve. Soit 'opérateur borné dans F.

_ 1 -l -1
K = 2i7r/ (A—2)" (B+2)  d=.

par 'argument d’extension sectoriel et le théoréme de Cauchy dans la formule de cette in-
tégrale on peut remplacer le bord I'y, par ¢+ Iy, Vc € R et € > 0 suffisament proche de
0. soit y € (E, D (A))y,¥0 <8 <1etpel[l,oof;alorsy € D(A?) pour tout 0 < 6 < ¢'.
On prend ¢ < 0; alors, par le sens standard de la définition des puisances fractionnaires des

opérateurs sectoriels. pour p > 0 assez petit et le bord I') 4, on obtient :

1

_ b o1 —1 4—0 40
Ky = 5 (A—2)" (B+z2) A 7"A% d=
C+FgB
= L/ (A—2)""(B+2)"" i/ (=N " (A+X)""dr | A% dz;
o o Yoz
C-i-FgB FP,GA

(d’aprés Dunford Schwartz)

_ <%>2/ /(B+z)_1(—)\)_H(A—z)_l(AJr)\)_lAayd)\dz;

C+FGB F/LGA

= <2Lm)2/ /(B+z)1(—>\)9(z+/\)1((A—z)1—(A+)\)1)A9yd)\dz;

C+F9B Fp,GA
(on utilise 'identité de Hilbert)

_ <L>2 / / (A2 (B 42 (=N (24 N Aydds:

2mi
C+F0B prgA

2
- <2i> / / A+ X" (B+2)" (=N (z+ X" A%dzd.
e
Ppo ctlop

(d’aprés le théoréme de Fubini).

D’aprés le théoréeme de Cauchy ; le premier terme dans I’équation est égal a 0.
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D’ou :
Fp,GA C+F9B

PO A C+F9B

_ _<L)2 / (AN (=N / (et B (2 + NV dz

L.)z / (A+ X" (=N)" / (B+2)" (z+ N "dz

)2/ /(A+A)1(B+z)1(—A)9(z+A)1A9ydsz

Ay d\

A%y d)

271
prgA C+FgB
- - A+N(=N"B-N" L / (z+B) "= (z+X)"dz | A% d\
21 21
FP,QA C-i-FgB

D’aprés le théoreme des Résidus on a :

1 -1 -1 -
ey / z+B)y = (z+ Nz | =1
C-‘ngB
D’ou :
1
Ky=g_ / (A=XN""(B+N""A 4% dx.
e
_Fp,GA

Pour tout opérateur sectoriel T,
T(T+2) ' =T1—2(T+2)"";

est uniformément borné par rapport a z, et les intégrales :

(2.2.1)

/ AA=XN)"(B4+XN)TN4% d); et / (A=X)""B(B+X)""\4% a);

_FPﬁA _FP,GA

convergent absolument ; par(2.2.1)), Ky € D(A)N D (B), et,

1
AKy = AA =N (B+NTANTA% a);

™

*FpﬁA

1
BKy = (A=X)""B(B+X)""A4% a).

e

T

Tt pba

(2.2.2)
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On a :
1
(A+B)Ky = — (A+B)(A=XN)""(B+N) "' A"A4% dx
™
_FﬂﬁA
1
= 5= (A=A+B+N(A-XN""B+N"2A94% dx
,FP’GA
1
= — (B+ M) A A% dx
211
_FﬂﬁA
1 —1\-0 46
— A= X" AA% a
T omi (A=2) Y
*FpﬁA

D’aprés le théoréme de Cauchy, le premier terme est égal & 0. D’ot1, d’aprés la définition des

puissances complexes de A; on obtient :

1

(A+B)Ky = (A= X" A4% ax.
71—‘0,914
1 _ _
= o= [ (AN (=Y " APyd);
FN’A
= ATA%y =y;

soit donc y € (E, D (B)),

7p.
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De méme pour le cas y € D (B(’). Si on prend ¢ > 0; on trouve :

1
Ky = — / (A—2)""(B+2)"' BB dz
271
C+FQB_E
_ L / (A—2)"'(B+2)" = / (=N (B+N)""dN | Bly dz
211 21
c+lop—c Lpop

2m) // —2) (=N (BH2) T (BN By dA dz

< c+Toz—elpop
N (271m) / / )7 =N A=) (B+2) T = (BN By d) dz
<271T) / / —) T BT =N A= 2) T By dA de

C-i-PgB —EFP 0p

<2m) / / FBANT (=N (A= 2)T By dz dX;

Tpogctlog—c

(d’aprés le théoréme de Fubini)

D’aprés le théoréme de Cauchy ; le premier terme de I’ équation est égal & 0. D’ot1 on trouve :

Ky = <2m> / / BN (=N (A= 2) By dz dx

Ty, ogctlop—c

1 1 9 1 -1 -1 9
= — - - A— A—2)""dz | By dA
i | BTN o [T e | By
Fl’a OB C+FHB—E
D’ou :
1
Ky=— (A=XN""(B+XN " (=\)""B% ad\ (2.2.3)

e
Tyop

Donc les deux intégrales :

/ AA=XN"T"B+N"(=N)""B% dX et / (A=XN""BB+XN " (=N B% dx

FP,GB FP«,GB
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convergent absolument. On a : Ky € D(A)ND(B), et

1
AKy = — [ A(A- A BN (=N BY dA
v
Tpop
1
BKy = o [ (A= N7'B(B+ M) (=N B% dx.
e
prgB
D’ou
1
(A+B)Ky = o— [ (A+B)(A- A7HB+NT (=N By dA
Tpop
1
= 5 [ A=A+ B+ (A- A)HBAN (=N By dA
¥
Tpop
1
= 5= | A-N(A- A B +A)TH (=N B dx
T
Tpop
1
to— | (A= ATHB+N) (B4 (=N B dx
Toop

1 1 0 10 1 / -1 —0 o
= B+ ) -A) "By d\+ — A— ) =) 7 B%y d.
5 | BT (=) ydx+o— [ ( ) (=) y

FP,GB FP,HB

D’aprés le théoréme de Cauchy, le premier terme de I’équation est égal & 0. Donc d’aprés la

définition des puissances complexes, on trouve

1 _ _
(A+B)Ky = — [ (A=) (=N By dX

FPﬁB

= BBy =y.
Maintenant ; on prend ¢ € |0, 1[; alorsVy € E et d’aprés (2.2.1) on a

ATIKy = KAy
1
= 5= (A—2)"(B+2) " 2%y dz.
i

_PP,GA

D’ou : I'intégrale
/ A(A= 2" (B+2) " 2% Yy dz.

_FP,GA
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Converge absolument et on obtient A°'Ky € D (A); ceci implique que Ky € D (A?) . Et

d’aprés les propriétés des puissances complexes d'un opérateur on trouve : Ky € (E, D (A)) &

pour tout 0 < ¢’ < ¢;Vq € [1, 00| et d’aprés (2.2.3) on trouve :

1
B ky = 5 (A—2)""(B+2)"" (—2)" "y da.
r

0B
D’ou l'intégrale

[ @a-a BB - y e

FpﬁB

converge absolument ; on obtient B*~'ky € D (B) ou ky € D (B¢) d’oti, on trouve comme

précédement que ky € (£, D (A))y . Soit {x,},cy une suite dans D (A + B)avec

z, — 0 et
(A+ B)x, — y;

quand n — oo on a

r, = (A+ B)kzx,

D’aprés la relation :
A'B'w = (A+B)K A7'B'w (2.2.4)
= (A’l + B’l) Kw; Vw € E;
on trouve y = 0. D’ou, A + B est fermable. Donc
(A+B)ky=y
pour tout y € F; et par la densité de U (E,D(A)),,U(E,D(B)),,dans E,Vp € [1,00[. Pour

6>0
la fermeture de la somme de deux opérateurs, Soit{x,}, y une suite dans D (A + B) avec

T, — T et
(A+ B)z, — 7,

quand n — oo. Si on applique K & la limite précédente on trouve :

7= Kij.
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Si k € D(A+ B); alors d’aprés 1’équation
(A+B)K =1,

dans l'espace dense U (E,D(A))y, U (E,D(B))y,; on trouve, A + B est fermé. D’aprés
6>0

(2.2.4) on trouve k € D(A) ou k € D(B) Comme 04 > 7, A génére le semigroupe holo-
morphe borné sur F, et il est défini par

—wA 1 w -1

et =— [ (A+N) d,

2w

FgA

avec |argw| < 04— 5. Pour tout y € E, et ¢ < 0 suffisament proche de 0. D’aprés le théoreme

de Fubini, on trouve :

2
ke ™4y = (QL) / (A—2) " (B+2)"" /e“’)‘ (A+ X"y dx|dz
e
CJngB PgA
1\2
= (Ef) /‘/XB+¢)lwA@+A)1@4—@*—wA+Ar3ydA@
m
C+FGBF6A
1\2
- (2—) / /(A—z)l(Ban)lem(va/\) y d\ dz
e
C+F9BF9A
1\2
—(gf)‘/ / (A+ N (B+2) e 2+ Ny dz d
m
FgAC+FgB

D’aprés le théoreme de Cauchy ; le premier terme de I’équation est égal & 0. D’ou

1
ke w4y = — [ (A+XN)"H(B =\ ey dA.
ey =5 (A+ ) ( ) ey

I‘gA
Donc, l'intégrale

‘/AM+AYWB—M”#@dX

FgA
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Converge absolument , ke=“4y € D (A), et

1

Ake @My = o[ A (A+ X" (B =XN""ey d;
Lo,
1 -1 —1 WA
= 5= (A+AX=XN(A+ XN (B=X\) " e"ydX\
Loy
1 1w 1 -1 1y wA
= - (B—=\""e ydh— o— (A+XN)" (B =X Ay d
Ty, Lo,
_ _2% (A+ N1 (B =N aedy da. (2.2.5)
Ty

A

Si on utilise le théoreme de Cauchy, 'opérateur A admet HZ’(OE) (0 4)-calcul. Siy € D (A) dans

EZ) e

limw — 0,

avec, w € R; comme

Ake 44y = e A Ak v,

on trouve

[Aky[l < ¢|ly[l Ve > 0,

dépendent de A et B; par 'argument de suite de Cauchy et la fermeture de A; on a k est &

valeurs dans D (A). O



Chapitre 3

Application & un probléme
parabolique

Ce chapitre est consacré a 'application des résultats de chapitre 02. Les notations utilisées
ici seront conformes a celles de chapitre 02.

Soit Popérateur B = 0, dans L? (0,T; E) avec
D(B)={f(t) €ew""(0,T;E)/f(0)=0},Yp €]0,+oc[ et T > 0.

On trouve que o (B) = ¢ et

t
(B+X\) 'g= /e’\(mt)g (x)dx,¥\ € C. (3.0.1)
0

ou d’aprés I'inégalité de Young pour la convolution, on obtient :
1—e Re(\)T

B+ < e

VA e C.

Si on étend
A:D(A)—-FEaA:LP(0,T;D(A) — LP(0,T; F).
Par
(Af) () = Af (1).

Alors d’aprés le théoréme (2.1) on trouve le résultat suivant sur la LP-régularité maximale.
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3.1 Théoréme

Théoréme 3.1.1 Soit £ un espace de Banach et A € P (04) avec 04 > 7, alors on a le

probléme de Cauchy suivant :

{ &)+ Af(E) =g()
f(0)=0,

dans LP (0, T;E), avec g € L? (0,T; E)
p>1et T > 0 finis, a une unique solution :

e \wor 0,75 B)n 17 (0,75 (B, D(A),,) ¥a = 1.

P<1

continuement dépendante de g, donnée par :

t
Ft)= 2% / / (A+2)"" g () dwdz, Vt € [0,T].
Lo, O

Si
ge | Jworo,T;E) UL (O,T; (E,D (A))M) Vg > 1,
$>0
alors,
feW(0,T; E)NLF(0,T; D (A))
De plus, si A admet HZ’FEP(QT; ) (6 4)-calcul, alors,

feW (0, T; Eyn P (0,T; D (A))Vg € L? (0,T; E) .

D’aprés l'intégrale de Riemann-Lebesgue, et la transformation de fourier pour les fonctions

dans L' (R; F) finie a linfini. D’ou, si Re (A\) > K,VK € R, alors

Jim [[(B+ X)) g]| =0,vg € L7 (0,T; E).

Aussi, par intégration par partie, on trouve la relation

AMB4+Ngt)=gt)—=(B+N""Bg(t),Yge W (0,T;E), g (0) = 0.

(3.1.1)
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D’ou, pour Re (\) > K, K € R, on obtient :

Jim A[[(B+NT | < lim [N ||B+A gl

6—Re(/\)T
< 1 AN —mMMM—
< Jlm | E Re (\)

D’ou,

im [A|[(B+XN)"g|| <oo,VgeW(0,T;E), g(0)=0.

A——+00

lgll, VA € C.

(3.1.2)



Chapitre 4

Probléme hyperbolique

Dans ce chapitre on reprend 1’étude faite au chapitre 02 pour le probléme du second ordre

avec conditions initiales.

4.1 Probléme hyperbolique abstrait
Définition 4.1.1 Soit E un espace de Banach et ¢ > 0.

Soit @ (¢), la classe des opérateurs linéaires fermés dans F, tel que si A € @ (c), alors

Ae P(0),

p(—A) Dm. = {zeC/Re(z)Zc—W}v

N

et H(A—i—z)_lH =o0(1); |7| H(A—i—z)_lA_T1 =o0(1) dans 7.

On note

WEP(0,T; D (A%) = B*A™LP (0,T; E) Va >0 et k € N,
ou B! est définie dans (3.0.1]).

4.1.1 Théoréme et preuve

Le but de ce paragraphe est de montrer que si 7' > 0 fini. Alors le probléme de Cauchy qui

’'on pose admet une unique solution f € W'? (0,T; E) donnée par :

1 / _
f(t)= o / / (A+ 2% Lerletlg () dx dz, ¥t € ]0,T].

iR—c 0
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Théoréme 4.1.1 Soit E un espace de Banach et A € Q (¢*)Ve > 0. Alors on a le probléeme

de Cauchy suivant :

{f”() f(t) ()

f(0)=f(0)=
dans L? (0, T; E) Avec g € LP (0,T;D< )) (0 T,D (\/Z)) T > 0 fini, a une
solution unique f € W' (0,T; E) donnée par :

= % / / (A+z2)—1 e g (x) da dz, Yt € 0,T].

iR—c 0
Preuve. Si B est 'opérateur donner dans le paragraphe précédent, alors le probléme de-

vient :
(32 + A) f=gy,

par la relation :
-1

(iNZJrz) =2 (A+ 22 FiVA(A+ 2T

on sait que si I'image par

et aussi par 1’équation

-1 1

(FiVA+2) Ad—z(a+) A Fi(a+2)

on trouve que

1

H <j:i\/Z+ z>_ Azl = o (1), par rapport & {z € C/Re(z) < —c}. (4.1.1)
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Sdtc’><:>()etgezLP<Q7}[)<A%>)rﬂﬁﬁp<Q11[)<¢Z>>.Pﬁr 3.1.1), (4.1.1) et le

théoréme de Cauchy on trouve que :

i 1
B WA Z
2 9+ 39

= —% (B+2)"" <—i\/Z+ B) g% dz
iR—c!
_% (i\/Z—z>_1A5 A3 ( @\/_—1—3) gg dz

- o //B+z (407 =N (<iVA+ B) g d dz

QW;R /]R / z TN T =N (—z'\/Z+B)g d\ dz
B @ET
« / / (VA=) (B2 (WA+B) 4+ N (=X (~ivA+B)gdrd:
_ (2;)2@//@/ (WA-2) (B2 4N (=N (B A)gdrdz  (412)
oz% (WA-2) A (B2 4k (B + A) gy d
_ z BN ) =) (B> +A)gdrdz (4.1.3)
;’B—lmg+§g
_ _Zim, (B+2)" (VA +B) 92—1242
+§ (iVA+2) " aiai (WAt B) gy iz
- % (~ivA-2) " B+ (-ivA+B) (VA B) g%dz

iR—c/
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_ //<Z'\/Z_|_)\>_1A—§(B+z)1(z—l—/\)l(z—)\)lAé(BZjLA)gd)\dz,

(27?2’)2'R7/ /
(4.1.4)
et
0 = %/ (B—2)" (z'\/Z+B> g%dz
+2Lm ( VA — Z)IA_IAI ('\/_+B>g1dz
- (B+N) " (4N (z=A) <\/Z+B)gd)\dz
Z\/_ Bar ) (o N) A (i\/Z—irB)gd/\dz
- 2m
// Z\/— /\ "B+ (@'\/Z+B)(z+A)—1(Z—A)—1(z'\/Z+B)gdAdz

/ / (VA+X) BN N G- N (B ) gdrde (415)

27i)?
( ﬂ.Z) iR—c'tR—
Soit la famille y, . (h) € LP (0,T'; E), définie pour A € iR — ¢’ et Yh € LP (0, T; E) par

ya- () = (VA - z>_1 (-iva-») Bt B+

[ Z\/_ /\> 1] C+NT B+ =B+ =N
- ( z) B+2) G+ N" =N ""h

—(\/Z z)i B+ 4N =N"h
—(Z«/ZH) B+ e =N ""h
F (VAN BN N N

d’aprés (4.1.2)), (4.1.3)), (4.1.4) et (4.1.5)), on trouve :

(271@')2 / / U ((B*+A)g)drdz=g. (4.1.6)




4.1 Probléme hyperbolique abstrait xxvii

Yw € WOLP <0,T; D (ﬁ)) , par (3.1.2), (4.1.1) et le théoreme de Cauchy on trouve :

1 _
5 | (A+2) (Bo)wd:
s
iR—c
: VAL~ (iVA—2) 1
= 5= ((z —I—z) —(z —z) )(B—I—z) EWdZ
iR—c’
o 1 . -1 i 1
= 5 / <Z\/Z—z> (B+ 2) 5 dz
iR—c/
1 . —1 1 1
2mi / (Z\/Z_Z) (B —2) Y dz
iR—c!
1 . —1 1 1
T omi / (Z\/Z""Z) (B + 2) P dz
iR—c¢/
1 _ 1 » B »
= )2 / / <Z\/Z—Z) (B+2) (z4A) (2= wd\dz
( ﬂ-Z) iR—c/iR—c
1 _ 1 B » »
(2mi)? / / (Z‘/Z_Z> (BN (z4+ A7 (=) "wdrdz
iR—c'iR—c

_ﬁ/ / <i\/Z+)\)_1(B+z)_1(z+)\)_l(z—)\)_lwd/\ dz

iR—c'iR—c
1 -1
t— / / (i\/Z+ A) (BN (0" (=N "wd\dz
(27i)
iR—c'iR—c
1
=— / / Unz (W) dA dz. (4.1.7)
(271)
iR—c'iR—c
D’ou, par (4.1.6) on trouve : la solution du probléme est :
1 _
ﬁ (A+Z2) 1(B+Z)_1g dZ,
iR—c
cette derniére expréssion est trouvée par (3.0.1)). O

Exemple 4.1.1 Soit H un espace de Hilbert et A strictement positive opérateur auto-adjoint
sur H. Alors par le théoréme spectral, on peut facilement voire que A € Q (c), ot ¢ est la
borne inférieure du spectre. D’ou, on peut appliquer le théoréme précédent pour donner une

solution au probléme de second ordre pour g



Bibliographie

1]

H.Amann, lineair and Quasilineair Parabolique Problems, Monogr. Math, vol. 89, Bir-

khauser Verlag, 1995.
Boccara, Analyse fonctionnelle une introduction pour physitiens 1984-Win DJ Vieu.

G.Da Prato-P.Grisvard,Sommes d’opérateurs linéaires et équations différentielles opé-

rationnelles, Math. Pures Appl(9) 54 (3) (1975) 305-387.

G.Dore-A.Venni,On the closedness of the sum of two closed operators, Math. Z. 196
(2) (1987) 189-201.

Hasse, The Functional calculus for sectorial operators.

N.Kalton-L.Weis, The H*-calcul and sums of closed operators, Math. Ann. 321 (2)
(2001) 319-345.

F.Lencien, G.Lencien, C.Le Merdy, A joint functional calculus for sectorial operators

with commuting resolvent, Proc. Lond. Math. Soc. (3) 77 (2) (1998) 387-414.
Marco, J.P mathématique, cours complet avec 600 tests et exercices corrigés.

Nikolaos Roidos"On the inverse of the sum of two operators" Journal of fuctional

Analysis 265 (2013) 208-222.



	Introduction
	Rappels et outils
	Définitions et exemples
	Les espaces d'interpolation
	Le calcul H
	L'argument d'extension sectoriel

	Equation opérationnelle:L'inverse de A+B
	Définitions
	Théorème et preuve

	Application à un problème parabolique
	Théorème

	Problème hyperbolique
	Problème hyperbolique abstrait
	Théorème et preuve


	Bibliographie

