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Introduction générale

Les maladies non transmissibles (MNT), également appelées maladies chroniques,
sont des affections de longue durée. Elles évoluent en général lentement. Les quatre
principales MNT sont les maladies cardiovasculaires (MCV), les cancers, les maladies
respiratoires chroniques et le diabète (World Health Organization [WHO] 2015[62]).

Les MNT sont la première cause de décès dans le monde (World Health Organi-
zation [WHO] 2015[62]). Elles entrainent des conséquences sociales et économiques
désastreuses dans les pays en particulier dans les populations pauvres et vulnérables.
Elles sont responsables d’absentéisme, d’incapacités et de décès prématurés qui en-
trainent une perte de productivité. Elles nécessitent une prise en charge coûteuse qui
augmente les dépenses de santé. Elles constituent ainsi un obstacle au développement
dans les pays à revenu faible ou intermédiaire (PRFI). Selon les estimations de l’Orga-
nisation mondiale de la Santé (OMS) en 2012, elles ont été à l’origine de 68% des 56
millions de décès enregistrés dans le monde (World Health Organization [WHO] 2015).
Plus de 40% de ces décès sont survenus avant l’âge de 70 ans. Les MNT augmenteront
probablement de 17% à l’échelle mondiale au cours des dix prochaines années, pour
une hausse prévue de 27% dans la région africaine (OMS bureau régional de l’Afrique
2014).

Le diabète est la première maladie non transmissible reconnue par les Nations
Unies comme une menace pour la santé mondiale aussi grave que les épidémies infec-
tieuses telles que le paludisme, la tuberculose et le Sida. C’est une maladie chronique
invalidante et coûteuse qui s’accompagne de sérieuses complications et fait courir de
graves risques aux familles, aux Etats membres et au monde entier [100]. L’OMS l’a
décrite comme une-épidémie mondiale. Sa prévalence dans le monde est elle aussi
supposée exploser (de 2,8% en 2000 à 4,4% en 2030) avec, un chiffre inquiétant de 366
millions de diabétiques prévu pour 2030 figure(1).

Vu ce contexte, les activités de recherches et la collaboration interdisciplinaires
entre les différentes branches de la science doivent s’intensifier pour l’amélioration de
la prévention et de la lutte : la recherche médicale d’une part et la recherche fondamen-
tale d’autre part portant sur la description, l’analyse et la modélisation mathématique
des maladies chroniques.

La modélisation est un outil essentiel à la recherche actuelle et est utilisée dans
plusieurs domaines, car elle permet la simplification d’expériences souvent longues
et coûteuses. En effet, un modèle mathématique est une description mathématique
d’un phénomène issu du monde réel, telle que la taille d’une population, la vitesse
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FIGURE 1 – L’etimation de la prévalence du diabète et le nombre des diabétiques chez les
adultes entre 20-79 ans entre 2011 et 2030[119].

d’un objet qui tombe, la concentration d’un produit au cours d’une réaction chimique,
l’espérance de vie d’une personne depuis sa naissance, etc.

La construction d’un modèle vise, tout d’abord, à comprendre le phénomène étu-
dié, et permet de faire des prédictions sur son comportement futur. La figure (2), ti-
rée de Stewart (2011)[110], illustre bien le processus de modélisation. En vue d’une
modélisation, la première chose à faire, lorsqu’on est face à un phénomène réel, est
d’identifier, d’étiqueter les variables indépendantes et dépendantes et d’émettre des
hypothèses suffisamment simplificatrices, afin que le cas devienne traitable mathé-
matiquement. La connaissance des processus qui régissent le modèle et nos connais-
sances mathématiques sont une aide précieuse, qui nous sert pour l’écriture des équa-
tions reliant les différentes variables entre elles. La deuxième étape, dans la modélisa-
tion, consiste à mettre en œuvre nos connaissances mathématiques sur le modèle, afin
d’entirer des résultats théoriques. Puis, nous replacons ces résultats dans le contexte
réel, pour en tirer des conclusions qui peuvent prendre la forme d’explications ou de
prédictions.

Enfin, l’étape finale consiste à vérifier les prédictions, en les confrontant à de nou-
velles données réelles. Si les prédictions ne coincident pas bien avec la réalité, il convient
d’affiner le modèle ou d’en formuler un autre et de recommencer le cycle. Cependant,
un modèle mathématique n’est pas une représentation de la situation réelle stricto
sensu, mais une caricature du phénomène étudié. Un bon modèle est celui qui simpli-
fie suffisamment la réalité, pour permettre des calculs, mais qui, en même temps, est
suffisamment proche de cette réalité, pour fournir des conclusions valables et utiles.
Un bon modèle mathématique est donc la traduction de la réalité à l’aide d’équations
ou de systèmes différentiels ou discrets.

La littérature traitant des différents aspects du diabète est devenue énorme et très
hétérogène même dans le cas où la recherche est limitée à la modélisation mathéma-
tique et les processus de simulation de cette maladie. Certains d’entre eux décrivent
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FIGURE 2 – Les étapes de la modélisation[110].

la dynamique glucose-insuline ([34, 78, 106]), certains représentent des descriptions
épidémiologiques de cette maladie non transmissible([33, 29, 12]). Un autre aspect im-
portant pour la structure de modélisation peut représenter la charge sociale et écono-
mique de la maladie discutée et / ou de l’efficacité du traitement, ce qui est souvent
interprété par différentes études pharmacoéconomiques ([33, 113, 11, 13]).

La simulation par ordinateur et les modèles mathématiques sont des outils d’éla-
boration des stratégies de santé. Ils offrent des possibilités intéressantes pour la construc-
tion et l’essai des hypothèses, de prévoir et maîtriser les paramètres, la compréhension
de la dynamique de la population, et proposer des actions pragmatiques fondées sur
différents scénarios.

Dans la recherche de solutions précises pour la simulation des modèles dans la dy-
namique de la population, l’utilisation de méthodes numériques de haut degré s’avère
nécessaire. Les méthodes spectrales ([98, 59, 7]) sont des techniques d’approximation
pour les solutions d’équations aux dérivées partielles, ordinaires, fractionnaires, à re-
tard, dans lesquelles on recherche la solution discrète du problème dans des espaces
de polynômes. En ce sens, la solution fournie par ces méthodes est d’autant plus pré-
cise que la fonction à approcher est régulière. Dans le cas où la forme de la solution at-
tendue est connue et avec des géométries simples (sphériques, cartésienne), on peut
projeter la solution sur une base de polynômes orthogonales (Chebyshev, Legendre,
fonctions trigonométriques, Jacobi, etc) tronquée à l’ordre N, ces polynômes occupent
tout le domaine de calcul et ne s’annulent qu’en un faible nombre de points de celui-ci
respectant aussi la symétrie et les conditions aux limites. On discrétise alors le pro-
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blème en choisissant un sous ensemble fini de la base de projection et on réecrit les
équations du problème sur cette base. Un des avantages de ces méthodes est que l’on
peut dans la plupart des cas avoir des expressions simples et exactes des opérateurs
de dérivation sur les éléments de la base. L’objectif de cette thèse est la modélisation,
l’analyse mathématique et la simulation numérique des complications diabétiques.

Ce travail est organisé de la façon suivante :
Aprés l’introduction générale, notre thèse est divisée en quatre principaux cha-

pitres : dans le premier chapitre, on rappelle la problèmatique du diabète et ses com-
plications pour justifier les modèles qu’on va proposer dans ce travail. On fait ainsi, un
rapide survol de l’histoire de la maladie. On s’est reféré aux sources de l’OMS. On fait
l’état de l’art concernant la modélisation et les limites des modéles actuels, la dyna-
mique des complications du diabète a été relativement peu modélisée mathématique-
ment.

Dans le chapitre 2, on propose une première étude sur un modèle épidémiolo-
gique, on distingue deux compartiements dans le stade des diabétiques avec compli-
cations, le premier est le compartiment des diabétiques avec complications aigues et
le deuxième le compartiment des diabétiques avec complications chroniques. On fera
aussi une analyse complète de la stabilité de ce modèle. On proposera un deuxième
modèle qui décrit l’effet du stress psychologique sur l’évolution des complications du
diabète.

Dans le chapitre 3, on introduira une nouvelle approche numérique pour pouvoir
résoudre les modèles proposés dans le chapitre 2, on combine cette méthode avec une
technique dont le but de résoudre un système couplé non linéaire à l’aide des martices
opérationnelles d’intégrations. On envisage aussi quelques cas tests pour montrer l’ef-
ficacité de l’approche proposé.

Le chapitre 4 présente les simulations des modèles des complications du diabète
qu’on a proposé au chapitre 2. En particulier, nous ferons la comparaison avec les ré-
sulats obtenus dans la littérature.

On conclut ce travail en faisant le bilan des différentes simulations et les perspec-
tives qui apparaissent à l’issue de ce travail.
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Chapitre 1

Biologie : Diabète et ses Complications

Ce chapitre a pour objet d’introduire quelques notions de biologie et de méde-
cine utiles à la compréhension de nos modèles et de nos problématiques. Pour plus
de détails, on renverra à la littérature spécialisée, on procède aussi à d’une présenta-
tion d’une revue historique sur les modèles mathématiques de référence.

1 Introduction

A l’aube du 3ème millénaire, un grand nombre de maladies continuent de faire des
ravages à travers le monde en général et parmi les populations du tiers monde en par-
ticulier. Le spectre de ces maladies est vaste, il comprend, en particulier, les maladies
chroniques et les maladies transmissibles (par des humains, des vecteurs ou par envi-
ronnement).

Malgré le progrès indéniable de la médecine moderne, nous restons "contempla-
tifs" dans bien des cas : c’est ainsi que le SIDA maintient le défi, le cancer demeure
indomptable, le diabète affecte plus de 200 millions de personnes dans le monde, la
tuberculose tue encore plus de 3 millions de personnes chaque année et d’autres ma-
ladies infectieuses([11]) frappent ici et là avec des dégâts plus ou moins importants.
Depuis la découverte de l’insuline en 1923, la recherche diabétologique ne semble
pas avoir accompli des exploits, bien que des progrès notables ont été enregistrés en
termes de soins et de prise en charge dans les pays développés. La recherche dans les
domaines du cancer et des maladies cardiovasculaires a permis de donner bien des
espoirs mais un long chemin reste à parcourir. L’essor qu’a connu le développement
des antibiotiques et des vaccins laissait croire que les maladies infectieuses allaient
être éradiquées dans leur quasi totalité. Mais la souffrance des populations du tiers
monde en particulier est maintenue par la persistance de ces maladies avec réappari-
tion ou apparition de nouvelles formes comme le SIDA, favorisée par certains facteurs
tels que : la dégradation de l’environnement, la progression de la pauvreté, les condi-
tions sanitaires et le mixage entre populations.

La modélisation et la simulation par ordinateur ont fait de l’outil mathématique un
moyen important pour la compréhension, l’analyse et le contrôle de certaines mala-
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1. INTRODUCTION

dies. La formulation d’un modèle permet de tester des hypothèses, d’estimer des para-
mètres, de construire des théories, de discuter des conjonctures, de formuler des scé-
narios prédictifs, de visualiser certaines sensibilités et de remédier à l’impossibilité de
certaines expériences pour coût élevé ou danger opérationnel. La modélisation ma-
thématique permet de mieux saisir les concepts d’épidémie, de seuil et des nombres
de contacts, de replacements ou de reproduction. Le modèle mathématique fournit
également le support nécessaire à la réalisation d’appareils et d’équipements d’ana-
lyse et de contrôle dans le domaine médical.

1.1 Le diabète, un problème majeur de santé publique dans le monde

1.2 Une explosion épidémiologique

Pour les épidémiologistes, l’épidémie désigne l’apparition « d’un excès de cas d’une
certaine maladie par rapport à l’expérience passée compte tenu du lieu, du temps et
de la population concernée » (Morton, 1998 :11). D’après de nouvelles estimations, le
diabète serait à l’origine de plus de 3 millions de décès chaque année. Dans un texte
présenté par David Béran, Stéphane Besançon et John Bowis, les auteurs décrivaient
bien les effets de l’urbanisation, et l’augmentation du diabète, de l’obésité et de l’in-
activité physique sur la santé publique : "Contrairement à une ancienne conception
qui considérait le diabète sucré comme une maladie des pays et des hommes riches, la
prévalence de diabète connaît aujourd’hui une croissance exponentielle dans les pays
en développement et particulièrement en Afrique. L’Organisation mondiale de la santé
(OMS) indique une croissance mondiale de la prévalence de 135 millions de malades en
1995 à 300 millions en 2025. La majorité de cette augmentation se fera dans les pays en
développement. Les pays développés verront les cas augmenter de 42 % (51 à 72 millions)
tandis que les pays en développement verront leur nombre de diabétiques augmenter de
170 % (84 à 228 millions). En 2025, les pays en développement compteront 76 % des pa-
tients diabétiques identifiés dans le monde. Selon l’OMS, cette explosion du diabète et
plus généralement cette transition épidémiologique entre les maladies transmissibles et
non transmissibles dans les pays en développement est la conséquence directe de l’ap-
parition massive de surpoids et de l’obésité, dans toutes les classes sociales de ces pays.
Ce phénomène est étroitement relié à l’apparition d’une transition nutritionnelle pro-
gressive, définie comme une modification des régimes alimentaires, qui additionne au
modèle de base très glucidique, composé généralement de céréales ou tubercules avec
une sauce, une occidentalisation des régimes. Cette transition trouve son origine dans
l’augmentation des revenus des populations, mais surtout dans l’évolution des modes
de vie, avec la très forte croissance de l’urbanisation. Enfin, la croissance des maladies
chroniques comme le diabète est renforcée par l’augmentation de l’espérance de vie et la
croissance de la sédentarité [20].

Tandis que, dans un autre texte affirma le professeur Pierre Lefèbvre, président de
la FID, que les personnes atteintes du diabète peuvent mener une vie longue, saine
et productive : Il est possible de bien soigner le diabète et de réduire considérablement le
risque de complications. Il est prouvé que de simples ajustements du mode de vie comme

10



1. INTRODUCTION

une bonne alimentation et l’exercice physique, souvent complétés par un traitement mé-
dicamenteux, aident les diabétiques à mener une vie riche et saine. Souvent, il suffit d’in-
tervenir sur le mode de vie pour prévenir le diabète de type 2, qui est responsable de plus
de 90% des cas. Le passage à l’action sur le diabète est une étape primordiale pour cerner
le risque qu’ il soit propagé d’avantage à l’échelle internationale . Ensemble, on doit créer
un sentiment d’urgence et d’indignation autour du diabète au sein de l’opinion public.
Il est grand temps de travailler ensemble dès maintenant.

Histoire

Une des maladies les plus répandues affectant les individus, et particulièrement
quand le vieillissement est le diabète, elle a été connue depuis l’antiquité et le pre-
mier qui connaissait le diabète est les pharaons.Il a été indiqué dans les livres d’histoire
connus de l’histoire des pharaons, un médecin appelé ’Ibress’ Où il a noté quelques pa-
tients qui ont été diagnostiqués, ont la même qualification d’urine, Et le sentiment de
la soif et la baisse du poids, c’était ici la première découverte de la maladie du diabète.
Quant à l’ère de l’émergence et l’épanouissement de la civilisation islamique connus
par les grand médecins qualifiés comme Ibn Sina et Au Bakr Razi et Abd El Latif Bagh-
dadi etc, la maladie a été diagnostiquée exactement par Abd El Latif Baghdadi aprés
Ibn Sina qu’il l’a diagnostiqué en premier, il était le premier qui a parlé sur la mala-
die du diabète en 1000 ans, où il a étudié l’urine d’un diabétique et il connaissait que
le sucre est responsable de cette maladie, il a constaté lors de l’élaboration des urines
sous l’effet de la température jusqu’à ce qu’il soit évaporé de l’eau il a trouvé qu’il se
transformait en sucre, aprés 100 ans Abd El latif Baghdadi a venu, il a diagnostique le
diabète cliniquement et précisément, il a dis dans son diagnostique que la maladie est
accompagné des urines et une soif intense et une baisse de poids, il a appelé le diabète
Diabita([114]).

1.3 Fondements biologique du problème

Le diabète, comme le sont les maladies cardiovasculaires, le cancer et les mala-
dies respiratoires chroniques, est l’une des quatre maladies non transmissibles (MNT)
prioritaires identifies par l’Organisation mondiale de la Santé (OMS). C’est une MNT
chronique, incurable, coûteuse, en hausse constante, dont les complications sont très
handicapantes

Les spécialistes considèrent que :

— Le diabète touche toutes les catégories de la population de notre planète, ce qui
confère à cette maladie un aspect quasi-épidémique.

— On ne meurt pas du diabète, mais plutôt de ses complications.

Ces deux caractéristiques du diabète qui nous ont amenés à penser à des modèles
similaires aux modèles utilisés en épidimiologie.

On note aussi que le diabète ne se transmet ni par infection, ni par contact.
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1.4 La pathologie diabétique

Le diabète (ou "diabète sucré") est défini comme un groupe de maladies métabo-
liques caractérisées par une hyperglycémie chronique résultant de défauts de la sécré-
tion et/ ou de l’action de l’insuline. Sa gravité résulte surtout sur les conséquences d’un
diabète mal traité. Le diabète est ainsi la première cause de cécité avant 50 ans (2%
des diabétiques deviendront aveugles, 10% malvoyants), serait la cause de 10 à 15%
des insuffisances rénales terminales en dialyses et constitue une des causes majeures
d’amputations (concernant 5 à 10% des diabétiques). Globalement, il est à l’origine de
10% des dépenses sur la santé dans les pays développés.

Selon l’Organisation Mondiale de la Santé les critères actuels de diagnostic de dia-
bète sont :

1. concentration plasmatique de glucose mesurée après une nuit de jeûne doit être
au dessus 7.0 mmol / l et / ou

2. la concentration de glucose plasmatique mesurée deux heures après une charge
orale de glucose de 75 g au-dessus 11.0mmol / l ([95, 55, 66]).

Le diabète survient lorsque le pancréas ne produit pas suffisamment d’insuline ou
quand le corps ne peut pas utiliser efficacement l’insuline qu’il produit. Diabète de
type 1 résulte de la destruction auto-immune à médiation par les cellules bêta du pan-
créas ([88]). L’insuline est vital pour les personnes atteintes de diabète de type 1 pour
éviter l’acidocétose, le coma et la mort. Le diabète de type 2 est caractérisé par une
résistance à l’action de l’insuline et le désordre de la sécrétion d’insuline, dont chacun
peut être la caractéristique prédominante ([107]). Les personnes atteintes de ce type
de diabète n’ont pas besoin d’insuline pour survivre. Le diabète de type 2, qui est le
type le plus commun, est souvent le résultat de l’excès de poids et l’inactivité physique
chez les individus génétiquement prédisposés ([84]). Au fil du temps, le diabète peut
augmenter le risque de problèmes liés à la santé ([82]). Bien que le diabète ne peut être
guéri, la maladie peut être gérée par des stratégies non pharmacologiques et pharma-
cologiques, où des améliorations du contrôle glycémique sont des facteurs importants
pour retarder l’apparition et la progression des complications liées au diabète [43][84].
Pour ces raisons, le dépistage et la prise en charge du diabète représentent aujourd’hui
un des principaux enjeux de santé publique.

1.5 Complications liées au diabète

Au quotidien, la mauvaise gestion du traitement médical, de l’alimentation, de l’ac-
tivité physique ainsi que la survenue d’autres maladies peuvent entraîner une baisse
ou une augmentation du taux de sucre dans le sang. Il s’ensuit des troubles porteurs
de complications du diabète, souvent très graves et invalidantes, on distingue : Com-
plications aiguës, Complications chroniques([3]) (voir tableau(1.1)).
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TABLEAU 1.1 – Complications Chroniques versus Aigues.

Complications aigues ou Urgences Métaboliques

Il existe quatre principales complications aigues du diabète, résultant d’une baisse
ou d’une hausse très rapide et brutale de la glycémie(voir figure(1.1)), pouvant toutes
provoquer un coma et aboutir à la mort :

1. Acidocétose diabétique : qui concerne dans la plupart des cas le diabète de type
1 et survient lorsque le corps ne peut plus utiliser le sucre comme carburant en
raison de l’absence totale d’insuline. Il utilise alors d’autres sources d’énergie qui
se dégradent en produits toxiques pour l’organisme .

2. Le coma hyperosmolaire : concerne seulement le diabète de type 2, particulière-
ment chez le sujet âgé, survient pour diverses raisons dont une forte déshydra-
tation lors d’infections ou de prise de diurétiques. Sa gravité dépend de la patho-
logie intercurrente, souvent responsable du déclenchement du déséquilibre mé-
tabolique, mais aussi du délai entre l’installation progressive des perturbations
métaboliques sévères et celui du diagnostic, qui est souvent tardif, devant des
troubles neurologiques graves. Le coma hyperosmolaire se distingue du coma
acidocétosique par l’importance de l’hyperglycémie et l’absence de cétose asso-
ciée.

3. Hypoglycémie qui peut concerner le diabète de type 1 comme de type 2, et qui
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survient lorsque le taux de sucre dans le sang baisse en dessous de 70 mg/dl.
Elle est toujours due à un effet excessif du traitement. Elle peut surgir à la suite
d’une administration d’insuline en inadéquation avec l’alimentation, d’une sur-
dose de certains médicaments antidiabétiques oraux. Ce risque est accentué par
un manque d’apport alimentaire adéquat en raison de motifs divers : manque
d’information ou erreurs du patient, causes socio-économiques ou infectieuses.

4. Acidose lactique : l’acidose lactique est une complication métabolique rare, mais
extrêmement grave survenant chez les diabétiques de type 2 traités par metfor-
mine (ce qui représente 50% des acidoses lactiques). La susceptibilité des pa-
tients diabétiques à l’acidose lactique est liée à une diminution de la perfusion
tissulaire, aux complications vasculaires aiguës, responsables d’hypoxie tissu-
laire, aux défaillances viscérales rénales et hépatiques, qui sont autant de fac-
teurs favorisant l’apparition d’une acidose lactique.

FIGURE 1.1 – Les Complications Aigues liées au Diabète.

Complications Chroniques

Les complications chroniques ne surviennent pas soudainement, du jour au len-
demain, mais s’installent plutôt progressivement, au fil des ans. Un mauvais équilibre
de la glycémie pendant longtemps endommage progressivement(voir la figure(1.2)) :

1. Les petits vaisseaux sanguins : entraînant des complications chroniques qui peuvent
atteindre gravement de nombreux organes dont la rétine (fond des yeux respon-
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sable de la vue) et les reins (organes qui nettoient le sang pour éliminer les pro-
duits toxiques). Ainsi, le diabète peut provoquer une rétinopathie diabétique.
Ce sont des lésions des petites vaisseaux qui irriguent la rétine, entraînant une
baisse de l’acuité visuelle pouvant conduire à la cécité. Le diabète est aussi l’une
des principales causes d’insuffisance rénale chronique qui peut aboutir à une
destruction des reins.

2. Les nerfs : l’une des complications les plus courantes est la neuropathie diabé-
tique. Les fibres nerveuses sont atteintes et causent des pertes de sensations qui
affectent principalement les jambes et les pieds. Une neuropathie associée avec
une circulation sanguine déficiente dans les jambes favorise le développement
d’ulcérations sur les pieds. Si ces « pieds diabétiques » sont mal soignés, les ma-
lades risquent la gangrène et l’amputation. Le diabète favorise également l’im-
puissance chez l’homme.

3. Les gros vaisseaux : Le diabète affecte aussi les gros vaisseaux et porte ainsi at-
teinte au cœur, au cerveau et aux membres inférieurs. Lorsque les artères de gros
calibre sont touchées, de graves lésions apparaissent au niveau de l’appareil car-
diovasculaire. Les personnes atteintes de diabète ont un risque beaucoup plus
élevé de développer de l’athérosclérose, c’est-à-dire de petites plaques d’athé-
rome (cholestérol) sur la paroi des grosses artères. Le danger, à terme, c’est que
l’artère se bouche complètement, provoquant un infarctus du myocarde. Les
artères périphériques (cerveau ;membres inférieurs) sont également touchées,
augmentant le risque d’accident vasculaire. (Stroke, Gangrène).

Les différentes études nous montrent aujourd’hui que la présence d’un diabète ma-
jore le risque de mortalité cardiovasculaire d’un facteur 2 à 3 pour l’homme et 3 à 5
pour la femme.

Dans ce chapitre introductif, on a présenté de manière concise les notions biolo-
giques qui seront nécessaires pour la suite de cette dissertation. Le section suivante
présente un bref historique des modèles mathématiques associés au diabète et ses
complications.
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2. UNE REVUE DE LA LITTÉRATURE SUR LES MODÈLES DE COMPLICATIONS DU
DIABÈTE DE RÉFÉRENCE

 

FIGURE 1.2 – Les Complications Chroniques du Diabète.

2 Une revue de la littérature sur les modèles de compli-
cations du diabète de référence

Dans le monde entier, diverses études ont été consacrées au diabète et ses compli-
cations. Ces études ont été utilisées directement ou indirectement pour l’analyse des
données, modélisation mathématique et les paramètres de validation. Parmi les études
les plus importantes et les plus citées,

— The Diabetes Control and Complications Trial (DCCT) [42]

— United Kingdom Prospective Diabetes Study (UKPDS) [92].
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DIABÈTE DE RÉFÉRENCE

Le premier essai a porté sur 1441 bénévoles avec le diabète de type 1 et 29 centres
médicaux au Canada et aux états-Unis, et a montré que les complications du diabète
peuvent être réduites ou du moins retardé par un bon contrôle glycémique ordinaire
grâce à l’insulinothérapie intensive composé de trois ou plus de trois injections d’insu-
line par jour ou dans l’utilisation des pompes à insuline. Les principales constatations
de l’étude DCCT étaient les suivants : abaisser la glycémie, réduit les risques de ma-
ladies oculaires, l’insuffisance rénale et les maladies nerveuses par 76%, 50% et 60%,
respectivement [102, 49, 50, 73].

Le deuxième essai concernait plus de 5000 non insulino-dépendant des patients
provenant de 23 centres de toutes les régions de l’Angleterre, l’écosse et du Nord de Ir-
land, montrant que les complications du diabète peuvent être empêché par un meilleur
contrôle de la glycémie et de la pression artérielle.

Le diabète émerge tellement rapide que les services de santé connaîtront dans les
années à venir des difficultés pour y faire face, c’est ce que les auteurs dans [28, 27] ont
remarqué, un manque d’information sur le défi de cette pandémie (les symptômes,
les causes, le régime alimentaire, le traitement, les complications, etc), ils ont souligné
l’urgente nécessité de l’éducation des diabétiques.

Des modèles mathématiques, pour prédire et comprendre les différentes compli-
cations du diabète, dont la cicatrisation [117][118], obésité [6][114], nephropathy [26],
problèmes associés au pied diabétique [41], maladie coronarienne [111][80] ont été
développés. En raison des ambiguités et la complexité associés au complications de
diabète, à l’heure actuelle, les modèles mathématiques dans ce domaine sont rares.

Historiquement, depuis le premier modèle de la variole qui a été formulé en 1760,
par Bernoulli, une littérature abondante a été consacrée aux modèles mathématiques
traitant des maladies transmissibles telles que la rougeole, la rubéole, le paludisme, la
grippe, le sida, la dengue et d’autres [39][63], comme l’indique une étude publiée par
Hethcote en 2000 [64], une énorme variété de modèles a été formulée, analysée ma-
thématiquement, et appliquée à des maladies infectieuses. La modélisation est ainsi
devenu un outil intéressant fournissant des résultats conceptuels tels que les seuils,
le nombre de reproduction, nombre de contact, l’application des modeles semblables
à des maladies non transmissibles est plutôt inhabituel, de cette façon peu d’auteurs
ont proposé des modeles epidemiologiques pour le diabète et l’obésité. Le tableau(1.2)
récapitule les modèles compartimentaux décrivant les complications du diabète.

Par la suite, il sera intéressant de voir l’influence d’exercices physiques, l’état psy-
chologique du sujet diabétique, de la consommation et du traitement sur le nombre
de diabétiques avec complications. Pour cela, le premier défi sera d’introduire ces pa-
ramètres dans les modèles et le second de les contrôler afin de réduire le nombre de
diabétiques avec complications.
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Auteur(s) Références Contribution 

A.Boutayeb 
et al. 

[30] 

Ils ont proposé deux modèles discrets pour contrôler une population des 
diabétiques présentant des complications selon une structure par âge. 
Une simulation numérique a été faite pour prévoir le nombre de 
diabétiques avec complications dans chaque classe d’âge. Les modèles 
montrent le rôle des paramètres lies à l’éducation et du contrôle pour 
réduire ou augmenter le nombre des diabétiques avec complication. 

A.Boutayeb 
et al. 

[31] 

A l’aide des équations aux dérivées partielles, les auteurs ont proposé un 
modèle continu structure par âge afin de surveiller la taille d’une 
population de diabétiques dont le but de contrôler le nombre des patients 
qui développent des complications dans chaque catégorie d’âge. Une 
méthode numérique a été considérée, les résultats montrent clairement 
l’évolution dynamique de la population des diabétiques du stade d’un 
diabète sans complication vers le stade avec complication. 

A.Boutayeb 
et al. 

[32] 

A l’aide des équations différentiels ordinaires les auteurs ont proposé un 
modèle continu linéaire pour contrôler la taille d’une population des 
diabétiques avec et sans complications. L’objectif était de souligner 
l’importance du contrôle l’incidence du diabète et ses complications et de 
convaincre les décideurs que l’investissement dans le domaine de la santé 
et une stratégie rentable. 

A.Boutayeb 
et al. 

[33] 
Un modèle continu non linéaire a été élaboré, des méthodes numériques 
ont été utilisées pour surveiller le nombre des patients diabétiques, 
séparément avec les diabétiques avec complications. 

A.Boutayeb 
et al. 

[35] 

Les auteurs ont essayé de présenter un modèle mathématique de la 
dynamique du diabète, en commençant par le stade pré-diabétique et se 
terminant au stade des complications. Le modèle avait pour but une 
meilleur compréhension de la gestion du diabète dont l’espoir d’éviter 
autant que possible l’apparition de cette maladie et permettant 
l’amélioration des conditions de vie des personnes atteintes de diabète 

A.Boutayeb 
et al. 

[36] 

Dans ce papier, les auteurs ont proposé une approche de contrôle 
optimale pour modéliser l’évolution du pré-diabète au diabète avec et 
sans complications, le modèle a montré que par l’utilisation du contrôle 
optimale le nombre du diabétique avec et sans complications peut être 
considérablement réduit dans une période de 10 ans 

V.O.Arinsola 
et al. 

[70] 

Les auteurs ont proposé un modèle basé sur le nombre des diabétiques 
avec complications et le nombre des diabétiques avec et sans 
complications. Ils ont observé que les complications diabétiques peuvent 
être contrôlées bien que le diabète persiste. 

W.Boutayeb 
et al. 

[37] 

Dans ce travail une simulation de l’évolution du diabète au stage des 
complications a été effectuée, le modèle a montré que le nombre des 
diabétiques avec complication peut être limité, par conséquent la charge 
globale du diabète peut être réduite. 

S.Bernard 
et al. 

[21] 

Les auteurs ont repris le modèle développé par Boutayeb et al., par une 
approche de contrôle optimale non linéaire, ils ont proposé que le 
contrôle soit le taux de guérison de la complication et ils ont constaté que 
ce choix peut conduire à optimiser le nombre des diabétiques avec et sans 
complications. 

 

TABLEAU 1.2 – Analyse bibliographiques des modèles existants dans la littérature.

3 Le diabète et les maladies psychologiques : Quelles in-
téractions?

La maintenance des cibles glycémiques optimales peut être prejudicée par diffe-
rents facteurs à l’image du régime alimentaire, exercices physique, état psychologique,
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etc. Plusieurs études réalisées en occident et dans les pays en développement ont éva-
lué ces facteurs [38, 75, 74, 112, 10, 83, 56]. Au cours des quatre dernières décennies,
les chercheurs ont établi la preuve que le stress peut avoir une influence défavorable
sur les règlement de la glycémie chez les personnes ayant les deux types de diabète.
Les conséquences potentielles de ce phénomène sont considérable car de hauts ni-
veaux de glucose dans le sang auraient dû être divulgués d’augmenter substantiel-
lement le risque de complications de Type 1 et 2 ([9][99][90]). L’état de stress n’est
pas une maladie en soi, mais par son intensité et sa durée, il peut menacer la santé
physique et mentale des personnes. En effet, les réponses biologiques à une situa-
tion stressante peuvent dans certaines conditions devenir délèteres pour l’organisme.
Le stress psychologique est depuis longtemps considéré comme un facteur pouvant
nuire au contrôle du diabète en provoquant des augmentations du taux de sucre san-
guin. Lorsqu’une personne est soumise quotidiennement et intensément à des situa-
tions stressantes, elle produit de manière quasi-continue des hormones (adrénaline
et cortisol). La fabrication excessive de ces hormones a des conséquences néfastes
sur le système nerveux : l’excès de cortisol (dû à un état de stress répété) va bloquer
la croissance de nouveaux neurones dans l’hippocampe, région du cerveau connue
pour agir sur l’humeur. Le cortisol va également gêner la communication entre les
neurones en bloquant les récepteurs stimulés par la sérotonine, molécule intervenant
dans les troubles de l’humeur. Un processus qui, sur le long terme, pourrait conduire à
la dépression([104] voir figure(1.3)). Dans la suite, on est intéressé par l’impact du fac-
teur psychologique (stress, anxiété, dépression) sur l’aggravation des complications du
diabète.

Le diabète et dépression (phase avancée du stress[105]) sont deux pathologies fré-
quentes et fortement associées. Les sujets diabétiques ont deux fois plus de risque de
présenter un syndrome dépressif que les non-diabétiques(figure(1.5)[86]). Par ailleurs,
les sujets dépressifs ont aussi un risque accru de développer un diabète [8][16]. En
2007 dans un article issu d’un numéro spécial de la revue "Lancet" consacré aux in-
teractions entre maladies chroniques et dépression, S. Moussavi et al. [87] indiquent
que le diabète est l’affection somatique qui altère le plus la santé des patients par com-
paraison avec l’asthme, les coronaropathies et les arthrites, et que cet effet est encore pire
en présence d’une dépression. Le diabète augmente le risque de dépression [77], aussi
selon plusieurs études réalisées au cours de ces dernières années, la dépression s’est
avérée être associée aux complications du diabète et sa présence aggrave le pronostic
des patients diabétiques [77][24][68][48][25][115][76]. La dépression peut mener à :

— une mauvaise prise en charge du contrôle glycémique, ce qui se traduit par une
augmentation du taux d’HbA1c (une valeur biologique utilisée dans le suivi du
diabète.)

— le risque de neuropathies, de néphropathies, de rétinopathies et de complica-
tions macrovasculaires augmente. Les sujets présenteront plus de complications,
qui surviendront plus tôt.

— la sensibilité à certaines douleurs augmente (neuropathies diabétiques).

— augmentation du risque de maladies coronariennes.
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— la qualité de vie est altérée.

— un risque de handicap.

— une surmortalité.

— une hyperactivité et une dysrégulation de l’axe HPA, résultant les complications
diabétiques(voir figure(1.4),([115]),

— l’existence d’une dépression chez les diabétiques âgés est le meilleur facteur pré-
dictif d’hospitalisations et de décès,

— une augmentation des différents types de demande de soins (urgences, hospita-
lisations, consultations) ; il en résulte une augmentation des coûts liés à la santé.
Ainsi les dépenses de santé des diabétiques déprimés sont-elles quatre et demi
fois supérieures à celles des non-déprimés.

La dépression a donc un impact extrêmement négatif sur la qualité de vie et la mor-
talité des sujets diabétiques. Il convient d’en connaître les modalités de dépistage et les
outils pour une prise en charge efficace.

FIGURE 1.3 – Processus moléculaires mis en jeu par le stress et la dépression (d’après Raison et
coll., 2006([96]).
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FIGURE 1.4 – Représentation schématique des mécanismes physiologiques et moléculaires res-
ponsables de l’hyperactivité de l’axe HPA observées dans le diabète de type 1([115]).

 

FIGURE 1.5 – Prévalence globale et continentale des épisodes dépressives chez les diabétiques
et les non diabétiques([86]).
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Chapitre 2

Notre contribution pour modéliser les
complications du diabète

Le diabète entraîne des complications à court terme aigues (hyperglycémie ou hy-
poglycémie), parfois mortelles qui peuvent aboutir à un coma, faute de traitement,
elles sont souvent le fruit d’un diagnostic tardif, d’un traitement inadéquat, de l’exis-
tence de maladies intercurrentes ou concomitantes (comme la tuberculose, la pneu-
monie ou des troubles diarrhéiques), l’absence d’accès aux services de santé et à l’édu-
cation liées à l’auto-administration des soins. Les complications à long terme, par-
fois irréversibles à défaut de diagnostic, de traitement ou de contrôle peuvent être des
troubles de la vision ou la cécité, une insuffisance rénale, une crise cardiaque, un ac-
cident vasculaire cérébral, amputation d’un membre inférieur ou encore des dysfonc-
tionnements érectiles.

La bonne nouvelle est que ces maladies sont évitables a déclaré Margaret Chan, Di-
rectrice Générale de l’OMS lors d’une conférence de presse à l’issu des résultats relatés
par le rapport d’un groupe international d’experts de l’OMS publié en 2011 [91]. Et qui
a identifié la cigarette, l’alcool, le manque d’activité physique et le régime alimentaire
comme étant des facteurs majeurs de risque des maladies chroniques. Ce rapport in-
siste sur les possibilités de prévention des complications du diabète et d’intervention
dans les groupes à haut risque, et engage vivement les autorités compétentes à mettre
en route sans délai des stratégies appropriées de prévention et de lutte.

Dans ce chapitre, on propose deux formulations mathématiques pour comprendre
et prédire la dynamique des complications du diabète. Dans un premier temps on pro-
pose un modèle qui consiste à séparer les complications en deux classes aigues et chro-
niques. Dans un deuxième modèle, on montre l’effet du stress sur l’aggravation des
complications du diabète. Pour cela, on effectue une étude mathématique rigoureuse
suivie par des simulations numériques. Plusieurs théorèmes de base sont établis afin
de comprendre les principales caractéristiques des modèles dynamiques. Les résultats
obtenus à partir de cette étude seront comparés avec ceux de la littérature.
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1. PREMIÈRE CONTRIBUTION SUR LES COMPLICATIONS DU DIABÈTE

1 Première contribution sur les complications du diabète

Sur la base des modèles mathématiques existants dans la litterature [30, 33, 36, 38,
70] qui considèrent les complications en un seule compartiment, on a pu élaborer une
nouvelle formulation mathématique des compartiments proposés dans l’ancien mo-
dèle. On suppose dans ce modèle que la population des diabétiques (DID et DNID) est
de dimension N(t ). Cette population est subdivisée en deux sous populations :

— La population des diabétiques sans complications notée D(t ) dépendante du
temps t > 0.

— La population des diabétiques avec au moins une complication notée :

— Ca(t ) le compartiment des diabétiques avec complications aigues à l’ins-
tant t .

— Cc (t ) le compartiment des diabétiques avec complications chroniques à
l’instant t .

D’aprés les travaux de Boutayeb et al. [33], les auteurs supposent que la probabilité
qu’un diabétique ait une complication aigue ou chronique dépend du temps et définie
par les fonctions,

λa(t ) = β
Ca(t )

N(t )
, (2.1)

λc (t ) = φ
Cc (t )

N(t )
. (2.2)

qui représentent le taux d’évolution de D vers Ca et de D vers Cc , respectivement. Avec
β,φ ∈]0,1] des paramètres liés à l’éducation du sujet diabétique (régime, sport, traite-
ment médical, etc).

λCa(t )

représente le terme des personnes qui décèdent à cause d’une complication aiguë, il
est non négligeable si la prise en charge est absente.

αCa(t )

représente le terme des personnes qui ont au moins une complication aiguë, mal soi-
gnée, qui s’aggrave ou provoque une complication chronique.

νCc (t )

représente le terme des personnes qui décèdent à cause d’une complication chro-
nique.

Le modèle est schématisé dans la figure(2.1).
Les paramètres du modèle sont ainsi définis :

— λa(t ) : probabilité qu’un diabétique ait une complication aigue à l’instant t .
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FIGURE 2.1 – Diagramme des complications du diabète.

— λc (t ) : probabilité qu’un diabétique ait une complications chronique à l’instant
t .

— δ : taux des diabétiques avec complications aigues qui guérissent de leurs com-
plications et retournent à la classe D supposé constant.

— α : taux des diabétiques avec complications aigues qui développent des compli-
cations chroniques.

— µN : taux de mortalité naturelle de la population globale supposé constant.

— ν : taux de mortalité due à la complication chronique.

— λ : taux de mortalité brusque causé par une complication aigue.

— I : La fonction d’incidence du diabète, dépendante du temps.

— t : variable du temps.

Mathématiquement, le modèle est représenté par le système d’équations différen-
tielles ordinaires non linéaire suivant,

dD(t )

d t
= I− (

λc +λa +µN
)

D(t )+δCa(t )

dCa(t )

d t
= λaD(t )− (δ+λ+α+µN)Ca(t )

dCc (t )

d t
= λc D(t )+αCa(t )− (

ν+µN
)

Cc (t )

D0,Ca0 ,Cc0 > 0,
C(t ) = Ca(t )+Cc (t ),
N(t ) = C(t )+D(t ).

(2.3)

24



2. ANALYSE DE STABILITÉ DU PREMIER MODÈLE

2 Analyse de stabilité du premier modèle

Notre but ici est de présenter une étude de stabilité du modèle (2.3).
La stabilité qui nous intéresse c’est la stabilité asymptotique qui veut dire, un point

d’équilibre est asymptotiquement stable si les parties réelles des valeurs propres de la
jacobienne du système en ce point sont toutes négatives.

Le domaine biologique de ce système est :

Ω =R3
+

On peut réécrire le modèle sous cette forme,

dX

d t
= I−

(
φ

Z

(X+Y+Z)
+β Y

(X+Y+Z)
+µN

)
X+δY

dY

d t
= β

Y

(X+Y+Z)
X−CY

dZ

d t
=φ

ZX

(X+Y+Z)
+αY− (

v +µN
)

Z

(2.4)

tel que,

X = D(t ),

Y = Ca(t ),

Z = Cc (t ),

C = δ+λ+α+µN,

3 Le point d’équilibre DFE

Le système (2.4) a un équilibre sans maladie que l’on appellera DFE (disease free
equilibrium), qui est donné par :

E1 =

(
I

µN
,0,0

)
.

Théorème 2.1 Le point E1 est stable dans Ω si

C > β, (2.5)

v +µN > φ. (2.6)

Preuve. Les points d’équilibres se calculent en déterminant les solutions du système
suivant 

I−
(
φ

Z

(X+Y+Z)
+β Y

(X+Y+Z)
+µN

)
X+δY = 0

β
Y

(X+Y+Z)
X−CY = 0

φ
ZX

(X+Y+Z)
+αY− (

v +µN
)

Z = 0,
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3. LE POINT D’ÉQUILIBRE DFE

avec,
C = δ+λ+α+µN

dans la deuxième équation si Y = 0 et dans la troisième équation Z = 0, alors on
obtient le point d’équilibre suivant :

E1 =

(
I

µN
,0,0

)
.

La matrice Jacobienne du système en (X,Y,Z) est donnée par,

J (X,Y,Z) =


−

(
(Y+Z)

(
φZ+βY

)
(X+Y+Z)2

)
−µN −β (X+Z)−φZ

(X+Y+Z)2 X+δ −
(
φ (X+Y)+βY

)
X

(X+Y+Z)2

βY (Y+Z)

(X+Y+Z)2 −
(
C− β (X+Z)X

(X+Y+Z)2

)
− βYX

(X+Y+Z)2

φZ(Y+Z)

(X+Y+Z)2 − φZX

(X+Y+Z)2 +α −
((

v +µN
)− φ (X+Y)X

(X+Y+Z)2

)

 ,

et la matrice Jacobienne au point E1 s’écrit

J (E1) =

 −µN −(
β−δ) −φ

0 −(
C−β) 0

0 α −((
v +µN

)−φ)


Les valeurs propres de J (E1) sont données par

λ1 = φ− v −µN

λ2 = β−C

λ3 = −µN

qui ont des parties réelles strictement négatives si et seulement si

C > β, (2.7)

v +µN > φ. (2.8)

D’où la stabilité asymptotique.du point E1.

3.1 Le point d’équilibre E2

Siφ> v +µN alors le système (2.4) admet un autre point équilibre E2, qui est donné
par

E2 =

(
I

φ− v
,0,

I (φ− v −µN)

(φ− v) (v +µN)

)
.

Théorème 2.2 Le point E2 est stable dans Ω si

φ > v +µN, (2.9)(
λ+α+µN +δ)φ > β(v +µN). (2.10)
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3. LE POINT D’ÉQUILIBRE DFE

Preuve. Dans la deuxième équation du système (2.4), si Y = 0 et dans la troisième équa-
tion

φ
X

(X+Y+Z)
− (

v +µN
)

= 0,

alors on obtient le point d’équilibre suivant

E2 =

(
I

φ− v
,0,

I (φ− v −µN)

(φ− v) (v +µ)

)
.

On a la jacobienne J (E2)

J (E2) =



−
((
φ− (

v +µN
))2

φ
+µN

)
−

((
v +µN

) β+ (
v +µN

)−φ
φ

)
+δ − (v +µN)2

φ

0 −Cφ−β(v +µN)

φ
0(

φ− v −µN
)2

φ
−

(
φ− (

v +µN
))(

v +µN
)

φ
+α −(

v +µN
)(φ− (v +µN)

φ

)


Les valeurs propres de J (E2)

λ1 = −Cφ−β(v +µN)

φ

λ2 = −1

2

((
v +µN

)
K+ (

K+µN
))− 1

2

√√√√((
µN +K

)−K
(
v +µN

))2 − 4K
(
v +µN

)2

φ

λ2 = −1

2

((
v +µN

)
K+ (

K+µN
))+ 1

2

√√√√((
µN +K

)−K
(
v +µN

))2 − 4K
(
v +µN

)2

φ

avec,

K =

(
φ− vN −µ)2

φ
,

si
Cφ−β(v +µN) > 0,

alors les parties réelles des valeurs propres sont négatives, d’ou la stabilité asymp-
totique de E2.

3.2 Le point d’équilibre E3

Si β
(
v +µN

)>φ(
λ+α+µN +δ) et β> (

λ+α+µN +δ) alors le système (2.4) admet
un troisième point équilibre E3, qui est donné par

E3 =

(
αβ+ (

β
(
v +µN

)−Cφ
)

R
CI,

(
β

(
v +µN

)−φC
)

R

(
β−C

)
I,
αβ(β−C)

R
I

)

27



3. LE POINT D’ÉQUILIBRE DFE

avec,

R =
(
αφ(β−C)+αβµN

)
C+ (

β
(
v +µN

)−φC
)((
β−C

)
(C−δ)+µNC

)
C =

(
λ+α+µN +δ) .

Théorème 2.3 Le point E3 est stable dans Ω si

β
(
v +µN

) > φ
(
λ+α+µN +δ) , (2.11)

β > (
λ+α+µN +δ) . (2.12)

Preuve. Dans la deuxième équation du système (2.4), si β
X

(X+Y+Z)
−C = 0, la première

et la troisième équations donnent

E3 =

(
αβ+ (

β
(
v +µN

)−Cφ
)

R
CI,

(
β

(
v +µN

)−φC
)

R

(
β−C

)
I,
αβ(β−C)

R
I

)
,

avec,

R =
(
αφ(β−C)+αβµN

)
C+ (

β
(
v +µN

)−φC
)((
β−C

)
(C−δ)+µNC

)
C =

(
λ+α+µN +δ) ,

si

β
(
v +µN

) > φ
(
λ+α+µN +δ) , (2.13)

β > (
λ+α+µN +δ) . (2.14)

La jacobienne J (E3)

J (E3) =



−
((
φα+A

)
B2(

αβ+A
)
β

+µ
)

−
(
αβ2+AC−φαB(

αβ+A
)
β

C−δ
)

−
(
φ

β
+ B

(
A−φα)(

αβ+A
)
β

)(
β−B

)
AB2(

αβ+A
)
β

−AB
(
β−B

)(
αβ+A

)
β

−AB
(
β−B

)(
αβ+A

)
β

φα(
αβ+A

)
β

B2
(
α− αφBC(

αβ+A
)
β

)
−

(
ABφ+Aβ

(
v +µN +α−φ)+αφBC(
αβ+A

)
β

)


avec,

A =
(
β

(
v +µN

)−φC
)> 0 (2.15)

B = β−C > 0. (2.16)

On pose

J (E3) =

 −M N −O
P −Q −Q
S T −G


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3. LE POINT D’ÉQUILIBRE DFE

avec, 

M =

((
φα+A

)
B2(

αβ+A
)
β

+µ
)

N =

(
αβ2+AC−φαB(

αβ+A
)
β

C−δ
)

O =

(
φ

β
+ B

(
A−φα)(

αβ+A
)
β

)(
β−B

)
P =

AB2(
αβ+A

)
β

,



Q =
AB

(
β−B

)(
αβ+A

)
β

S =
φα(

αβ+A
)
β

B2

T =

(
α− αφBC(

αβ+A
)
β

)
G =

(
αφBC+Aβα+A2(

αβ+A
)
β

)
.

Le calcul du déterminant de J (E3) donne

det(J (E3))

= GNP−NQS −GMQ−MQT−OPT−OQS

= −
(
µN +2S + (2Q− (α+C)+δ)

B

C

)
αQ−

(
2S +µN + (2Q−C+δ)

B

C

)
Q

β
A

−
(
2T+λ+µN + φ

β
C

)(
B

C
QT+QS

)
.

Le déterminant est négatif, si

2Q > 2α+λ+µN

ceci est vrai si
C < β.

Le deuxième composé (the second cumpound) de la matrice jacobienne au point
E3 est définit comme suit

J[2] (E3) =

 −M−Q −Q O
T −M−G N
−S P −Q−G

 ,

et son déterminant

det
(
J[2] (E3)

)
= MNP+NPQ+NQS +OPT

−GOS −2GMQ−GQT−MOS

−GM2 −G2M−GQ2 −G2Q

−MQ2 −M2Q−Q2T,

29



3. LE POINT D’ÉQUILIBRE DFE

det
(
J[2] (E3)

)
= −QS

(
2µ+S +2Q−λ+ (S −T)

)−Q2α−Qµ2 −Q2µ−
(
2

(
Q+ C

B
S

)
− (
λ+µN +α)) B2

C2
Q2

− (α−T)2µN − (
Q

(
3S +α+2µN

)+ (
µNS +µ2

N

))
(α−T)

−
(

AQ

β
+2A

µN

β
+BQ

φ

β
+C

S

β
φ+ AS

β
+2A

B

C

Q

β

)
(S −T)

−
((

4S +2α+λ+2µN
)

Q+2ST+3α (S +T)+S
(
λ+µN

)+ (3T+λ)µN +2(Q+T)2 + (
α+µN

)2
) B

C
Q

−A

β
µ2

N −2A
Q

β
µN −CS

α

β
φ−C

S

β
µφ−2AQ

α

β
−2A

α

β
µN −A

Q2

β
−AS

α

β
−2AQ

S

β
− A2

β2
µ−A2 S

β2

−AC
S

β2
φ−A2 Q

β2
−2A

B

C

Q2

β
−2A

B

C
Q
α

β
−2A

B

C

Q

β
µN −A

B2

C2

Q2

β
−A2 B

C

Q

β2

Le determinant det
(
J[2] (E3)

)< 0 si

(2Q+α)− (
2T+λ+µN

)> 0,

c-à-d

2

(
A+φα)(
αβ+A

)
β

BC > α+λ+µN,

et
2µ+S +2Q−λ> 0,

c-à-d

2µ+
(
φαB+2AC

)
B(

αβ+A
)
β

> λ,

de même pour

S −T = α

(
φB(

αβ+A
) −1

)
> 0

c-à-d
φ> α+(

v +µN
)

il est clair que

α−T =
αφBC(
αβ+A

)
β
> 0.

On sait que les valeurs propres de J[2] (E3) sont (λ1 +λ2), (λ1 +λ3) et (λ2 +λ3) tel que
λ1, λ2 et λ3 sont les valeurs propres de J (E3).

Résumé :

1. det(J (E3)) < 0 implique qu’il existe au moins une valeur propre de partie réelle
négative et

si g ne (Re (λ2)×Re (λ3)) > 0
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2. tr (J (E3)) < 0 implique qu’il existe au moins une valeur propre de partie réelle
négative, supposons λ1 et

|Re (λ1)| > |Re (λ2)+Re (λ3)|

3. det
(
J[2] (E3)

)< 0 veut dire que

si g ne
(
det

(
J[2] (E3)

))
= si g ne (Re (λ1 +λ2))×si g ne (Re (λ1 +λ3))×si g ne (Re (λ2 +λ3))

puisque on a
|Re (λ1)| > |Re (λ2)+Re (λ3)|

alors
si g ne (Re (λ1 +λ2)) = si g ne (Re (λ1 +λ3)) < 0

d’ou
si g ne (Re (λ1 +λ2))× si g ne (Re (λ1 +λ3)) > 0

finalement
si g ne (Re (λ2 +λ3)) < 0

et
si g ne (Re (λ2)×Re (λ3)) > 0

donc
si g ne (Re (λ2)) = si g ne (Re (λ3)) < 0.

D’ou la stabilité asymptotique de E3.

4 Deuxième contribution sur l’effet du stress sur les com-
plications du diabète

Le stress réduit la qualité de vie et les causes de nombreuses maladies comme les
complications diabétiques. Néanmoins, il n’est pas complètement clair que le stress
peut impliquer l’évolution du diabète et ses complications, il n’est pas clair comment
le stress se propage dans une population diabétique et comment sa diffusion peut ag-
graver les complications diabétiques. Cette partie est consacrée à une présentation
d’un nouveau modèle dynamique compartimental modifié de type déterministe pour
confirmer ce néfaste effet.

Le stress peut être considéré comme un processus dynamique qui affecte de nom-
breuses personnes, mais pas toutes, et qui est transmissible par une relation ([52, 60,
89, 93, 103, 54]). La contagion du stress peut être étudié à travers la littérature sur les
émotions et leur transmission. Les émotions humaines sont fortement affectés par les
contacts sociaux ([47, 65, 121, 61]). Des recherches récentes sur les systèmes com-
plexes, statistiques physique, l’analyse de réseau et autres disciplines nous a donné
l’occasion d’explorer le processus de diffusion dans des phénomènes complexes, tels
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que stress([123]). Cependant, pour étudier la diffusion du stress chez les individus,
il était important de développer des modèles mathématiques complexes psycholo-
giques. Pour réaliser ce défi, les auteurs dans ([44]) ont commencé par évaluer la dyna-
mique du stress causé par l’expérience et par un individu. Ainsi, ils ont examiné deux
individus inter-connectés. Pour définir la transmission du stress. Deux perspectives
différentes axés sur le sujet d’un point de vue dynamique :

— Comment le stress peut être contracté spontanément.

— Comment le stress est peut se transmettre par infection.

Le modèle initial décrivant la diffusion du stress est représenté par une équation
aux différences. C’est similaire à l’approche de Bass([18][67]), un des premiers modèles
qui a été largement utilisé dans la littérature et est encore utilisé à l’heure actuelle. Les
auteurs dans ([44]) ont examiné l’effet de l’environnement (par exemple, les médias)
sur la contraction spontanée du stress, et l’effet des contacts sociaux sur la transmis-
sion du stress par infection. En termes mathématiques, considérant en temps continu
t , on a :

α (1−S(t )) , (2.17)

représente le terme des personnes non stressées qui contracte le stress par effet de
l’environnement.

τS(t )(1−S(t )), (2.18)

représente le terme des personnes non stressées qui ont contracté le stress par in-
fection.

σD(t )(1−S(t ))

représente le terme des personnes non stressées qui deviennent stressées à cause du
diabète.

La variation de la population des stressées dans un temps ∆t est décrite par

S(t +∆t )−S(t ) = (α(1−S(t ))+τS(t )(1−S(t ))+σD(t )(1−S(t )))∆t ,

lorsque ∆t tend vers 0, alors, on a

dS(t )

d t
= (σD(t )+α+τS(t )) (1−S(t )), (2.19)

où,
α : est le taux de contraction spontanée du stress par des facteurs environnemen-

taux.
τ : est le taux de contraction du stress par infection.
σ : est le taux de contraction du stress par le diabète.
En intégrant l’équation (2.19) dans le modèle (2.3), et en rassemblant les complica-

tions aigues et chroniques dans un même compartiment, le modèle décrivant l’effet du
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stress psychologique sur l’évolution des complications du diabète est représenté par le
système d’équations différentielles ordinaires non linéaire suivant,


D′ (t ) = I−

((
φ+λS(t )

) C(t )

N(t )
+µN

)
D(t )+ δC(t )

(1+λS(t ))
,

C′ (t ) =
(
φ+λS(t )

) C(t )

N(t )
D(t )− δC(t )

(1+λS(t ))
− (

(ν+λS(t ))+µN
)

C(t ),

S′(t ) = (σD(t )+α+τS(t )) (1−S(t )),

(2.20)

Où,

— Le terme λS(t ) favorise l’augmentation des complications diabétiques.

— Le terme
1

(1+λS(t ))
siginife que l’augmentation du stress engendre la dimuni-

tion de la guerisson des complications diabétiques.

— (ν+λS(t )) : accentu la mortalité dûe au complications diabétiques.

— N(t ) = C(t )+D(t ) représente la population des diabétiques.

Remarque 2.1 lorsque λ = 0, le modèle (2.20) devient un modèle sans stress.

5 Analyse de stabilité du deuxième modèle

Dans cette section, on va analyser mathématiquement le modèle (2.20), le domaine
biologique de ce système est :

Ω =R3
+,

Les points stationnaires et leurs stabilités

Théorème 2.4 Le système (2.20) admet deux équilibres, le premier sans complications
que l’on appellera DFE (disease free equilibrium),

E0 =

(
I

µN
,0,1

)
E0 est stable dans Ω si

φ− (
ν+µN

)< 0,

et le deuxième E1,

E1 =
((
δ+ (1+λ)

((
ν+µN

)+λ))
G,

(
(1+λ)

(
φ− (

µN +ν))−δ)G,1
)

,

avec,

G =
I

(1+λ)
((
ν+µN

)+λ)(
φ−ν)−δ (λ+ν)

.

E1est stable dans Ω si { (
φ−ν)> δ

(1+λ)
(λ+ν)

(µN+ν+λ) ,

φ− (
µN +ν)> δ

(1+λ) ,

33



5. ANALYSE DE STABILITÉ DU DEUXIÈME MODÈLE

Preuve. les points d’équilibres sont solutions du système suivant,
IN− ((

φ+λS
)

C+µNN
)

D+ δC

(1+λS)
N = 0[(

φ+λS
)

D− δN

(1+λS)
− (

(ν+λS)+µN
)

N

]
C = 0

(σD+α+τS)(1−S) = 0.

(2.21)

Dans la deuxième équation du système (2.21), si C = 0, on a

E0 =

(
I

µN
,0,1

)
sinon

E1 =
((
δ+ (1+λ)

((
ν+µN

)+λ))
G,

(
(1+λ)

(
φ− (

µN +ν))−δ)G,1
)

,

avec,

G =
I

(1+λ)
((
ν+µN

)+λ)(
φ−ν)−δ (λ+ν)

.

La matrice Jacobienne du système (2.21) est donnée par,

J(1,1) = I− ((
φ+λS

)
C+µNN

)−µND+ δC

(1+λS)
,

J(1,2) = I− ((
φ+λS

)+µN
)

D+ δN

(1+λS)
+ δC

(1+λS)
,

J(1,3) = −((
φ+λ)

C
)

D− λδC

(1+λS)2 N,

J(2,1) =

((
φ+λS

)− δ

(1+λS)
− (

(ν+λS)+µN
))

C,

J(2,2) =

((
φ+λS

)
D− δN

(1+λS)
− (

(ν+λS)+µN
)

N

)
+

(
− δ

(1+λS)
− (

(ν+λS)+µN
))

C

J(2,3) =

((
φ+λ)

D+ λδN

(1+λS)2 − (ν+λ)N

)
C,

J(3,1) =σ(1−S),
J(3,2) = 0,

J(3,3)− (σD+α+τS)+τ(1−S).

La jacobienne du point E0 est donnée par

J (E0) =


−I −

((
φ+λ)− δ

(1+λ)

)
I
µN

0

0 −
((
ν+µN

)−φ+ δ

(1+λ)

)
I
µN

0

0 0 −
(
σI
µN

+α+τ
)


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Les valeurs propres de J (E0) sont
λ1 = −

(
σI
µN

+α+τ
)

λ2 = −I

λ3 = −
((
ν+µN

)−φ+ δ

(1+λ)

)
I
µN

,

il est clair que les parties réelles de ces valeurs propres sont positives si(
ν+µN

)>φ.

D’ou la stabilité asymptotique de E0.
La jacobienne du point E1est donnÃ©e par

J (E1) =


−J1 J2 −J3

B2

E (1+λ)
I − AB

E (1+λ)
I J4

0 0 −
(
σ

A

E
I+α+τ

)


avec,

J1 =

(
B

A

(
1+ δB

E (1+λ)

)
+µN

A

E

)
I

J2 =

(
1− ((

φ+λ)+µN
) A

E
+ δ (A+2B)

E (1+λ)

)
I

J3 =

(
A+ λδ

(1+λ)

)
A+B

E (1+λ)

B

E
I2

J4 =

((
A+ λδ

(1+λ)

)
1

(1+λ)
− (ν+λ)

)
A+B

E

B

E
I2

et

A =
(
δ+ (1+λ)

((
ν+µN

)+λ))
,

B = (1+λ)
(
φ− (

ν+µN
))−δ,

E = (1+λ)
(
λ+ν+µN

)(
φ−ν)−δ (λ+ν) ,

Les valeurs propres de J (E1) sont

λ1 = −
(
σ

A

B
CI+α+τ

)
< 0

λ2 = −1

2

(
(M+Q)−

√
(M+Q)2 −4(MQ−NP)

)
λ3 = −1

2

(
M+Q+

√
(M+Q)2 −4(MQ−NP)

)
,

puisque, on a

(MQ−NP) =
B(A+B)

((
ν+µN +λ)

B+µNA
)

E2 (1+λ)
I2 > 0
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— Le cas 1 :
(M+Q)2 −4(MQ−NP) > 0

alors, on aura

(M+Q)−
√

(M+Q)2 −4(MQ−NP) > 0 (2.22)

(M+Q)+
√

(M+Q)2 −4(MQ−NP) > 0 (2.23)

et
λ2,λ3 < 0.

— le cas 2
(M+Q)2 −4(MQ−NP) < 0,

alors λ2 et λ3 sont des complexes et

si g ne(Re (λ2)) = signe(Re (λ3)) < 0,

d’ou la stabilité asymptotique de E1.
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Chapitre 3

Algorithme de Résolution

Depuis prés de trois décennies, les ondelettes se sont imposées comme un outil
puissant en analyse mathématique, et dans des domaines appliqués tels que le traite-
ment du signal et de l’image, les statistiques, etc. La construction de cet outil est en
quasi-totalité effectuée durant la décennie 1980-1990, tout comme l’identification de
ses principales propriétés. L’attribution du prix Gauss à Yves Meyer nous donne l’oc-
casion de nous repencher sur cette floraison scientifique, à l’interface entre l’analyse
harmonique et le calcul numérique, dont il fut à la fois l’artisan, le chef d’orchestre, et
le critique avisé. Si certaines des promesses formulées dans l’enthousiasme des pre-
mières découvertes n’ont pas toujours été suivies des succés escomptés, d’autres dé-
veloppements actuels inattendus et spectaculaires doivent beaucoup à ce moment fé-
cond.

Analyser, reconstruire et représenter des fonctions quelconques à l’aide de fonc-
tions élémentaires (polynômiales, trigonométriques, etc), parfois surnommées atomes,
est une démarche scientifique à l’origine de nombreuses avancées fondamentales et
appliquées depuis plusieurs siècles. La possibilité offerte plus récemment par l’ordi-
nateur d’implémenter une telle démarche au moyen d’algorithmes performants lui
confère un intérêt supplémentaire pour le calcul numérique et la théorie de décom-
position.

L’objectif de ce travail est de donner une approximation aussi précise que possible
d’une fonction réelle donnée, pour la résolution des équations différentielles en se ba-
sant sur une méthode appelée méthode d’ondelette de Chebyshev.

La méthode d’ondelettes de Chebyshev consiste à réduire le problème aux limites
en un système d’équations algébriques, via la matrice opérationnelle d’intégration, en
décomposant la solution inconnue dans la famille d’ondelettes de Chebyshev. En pre-
nant en compte les conditions aux limites.

Dans ce chapitre, on présentera une méthode basée sur les propriétés des onde-
lettes et les polynômes de Chebyshev et on le terminera avec les techniques de décou-
plage et quasi-linéarisation.
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1. MOTIVATION

1 Motivation

Notre choix pour les polynômes de Chebyshev comme ondelette mère pour construire
une famille d’ondelettes est motivé par leurs fréquentes utilisations [72, 79, 46, 22,
97, 57, 124]. Dans la littérature, il y a une grande concentration sur la première et
la deuxième espèces d’ondelettes de Chebyshev et leurs divers usages dans de nom-
breuses applications. Par exemple, les auteurs dans [15] ont trouvé des solutions nu-
mériques des équations différentielles fractionnaire multi-ordre en utilisant la pre-
mière espèce d’ondelettes de Chebyshev, ensuite, les auteurs dans [23, 69] ont em-
ployé l’approche des ondelettes de Chebyshev pour les systèmes non linéaires intégro-
différentielles de Volterra ainsi que pour le problème à valeurs singulières aux limites.
Pour plus de détails sur la résolution d’équations différentielles fractionnaire partielle
en utilisant la deuxième espèce d’ondelettes de Chebyshev, on renvoit le lecteur à [116,
85]. Dans une récente contribution dans [1, 126] W.M. Abd-Elhameed a utilisé un deuxième
algorithme spectrale d’ondelettes de Chebyshev pour résoudre les équations différen-
tielles du second ordre de type Bratu. Plus récemment dans [126], les auteurs ont éla-
boré un deuxième type de matrice opérationnelle d’intégration des ondelettes de Che-
byshev avec certaines applications dans le calcul des variations.

2 Méthode de résolution

Un certain nombre de notion est nécéssaire lors de la résolution d’une équation
différentielle ordinaire par notre approche numérique.

2.1 Qu’est-ce qu’une ondelette

Les ondelettes forment une famille de fonctions construites à partir de la dilatation
et translation d’une fonction unique appelée ondelette mère, où a et b sont les para-
mètres de dilatation et translation respectivement. On définit la famille d’ondelettes
continues dans l’espace L2(R) comme suit{

Ψa,b(t ) = |a|− 1
2 Ψ( t−b

a )
a,b ∈R, a 6= 0.

(3.1)

Lorsque le paramètre de dilatation a et de translation b varient d’une façon conti-
nue, on a une famille d’ondelettes continue.

On parle d’une famille d’ondelettes discrètes, si les paramètres a et b prennent des
valeurs discrètes, en effet, pour n,k des entiers positifs, on a{

a = a−k
0 , a0 > 1

b = nb0a−k
0 ,b0 > 1,

(3.2)

la famille des ondelettes discrètes est définie par,

Ψn,k (x) = |a0|
k

2 Ψ(ak
0 x −nb0). (3.3)
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2. MÉTHODE DE RÉSOLUTION

La famille
{
Ψn,k

}
n,k∈N forme une base de l’espace L2(R) voir [58].

2.2 Les polynômes de Chebyshev

Dans ce paragraphe, on est intéressé à la propriété principale des quatre espèces
des polynômes de Chebyshev, qui sont des cas particuliers de ceux de Jacobi, ces der-

niers sont dénotés par J(α,β)
m (x), qui sont générés par les trois formules récursives sui-

vantes, pour tout x ∈ [−1,1] et α,β>−1,
J(α,β)

0 (x) = 1,

J(α,β)
1 (x) = (α+1)+ (

α+β+2
)( x−1

2

)
,

am,0J(α,β)
m (x) =

(
am,1x −am,2

)
J(α,β)

m−1 (x)−am,3J(α,β)
m−2 (x) ,

(3.4)

avec, 
am,0 = 2m

(
α+β+m

)(
α+β+2m −2

)
,

am,1 =
(
α+β+2m −1

)(
α+β+2m −2

)(
α+β+2m

)
,

am,2 =
(
α2 +β2

)(
α+β+2m −1

)
,

am,3 = 2(α+m −1)
(
β+m −1

)(
α+β+2m

)
.

(3.5)

La famille
{

J(α,β)
n

}
n∈N constitue une base pour les espaces à poids L2

ω(α,β) (−1,1) avec la

fonction poids ω(α,β)(x) = (1−x)α(1+x)β [71].
Le choix de

(
α,β

)
donne naissance à plusieurs polynômes, par exemple

(
α,β

)
=



(0,0) , le polynôme de Legendre,(
λ− 1

2 ,λ− 1
2

)
, le polynôme de Gegenauer,(−1

2 ,−1
2

)
, la première espèce du polynôme de Chebyshev,(1

2 , 1
2

)
, la deuxième espèce du polynôme de Chebyshev,

etc.

(3.6)

La table (3.1) donne les quatre espèces des polynômes de Chebyshev.
Une propriété importante des polynômes de Chebyshev est l’orthogonalité par rap-

port à la fonction poids ω(k)(x) pour tout k = 1, ...,4 (k indique l’espèce du polynôme)
i.e. : 〈

T(k)
n ,T(k)

m

〉
ω(k)

=
∫ 1

−1
T(k)

n (x)T(k)
m (x)ω(k) (x)d x = λ(k)

n δn,m , (3.7)

avec, 〈., .〉ω(k) indique le produit scalaire dans l’espace à poids L2
ω(k) (−1,1), δn,m la fonc-

tion de Kronecker et λ(k)
n =

∥∥∥T(k)
n

∥∥∥2

ω(k)
est définie par

λ(1)
n =

{
π, si n = 0
π

2
,si n 6= 0

(3.8)

et

λ(k)
n =

{ π

2
,si k = 2

π, si k = 3,4.
(3.9)
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Types of Chebyshev 
polynomials 

The recursive formula The weight function 

The first kind 
𝑇1

 1 
(x) = 1, 𝑇1

 1 
  x = x, 

𝑇𝑚
 1 

(x) = 2𝑥𝑇𝑚−1
 1 

−𝑇𝑚−2
 1 

, 
𝜔 1  𝑥 = (1 − x)−1/2(1 + x)−1/2  

The second kind 
𝑇1

 2 
 (x) = 1,𝑇1

 2 
  x = 2x, 

𝑇𝑚
 2 

 (x) = 2𝑥𝑇𝑚−1
 2 

−𝑇𝑚−2
 2 

, 
𝜔 2  𝑥 = (1 − x)1/2(1 + x)1/2 

The third kind 
𝑇1

 3 
 (x) = 1,𝑇1

 3 
  x = 2x − 1, 

𝑇𝑚
 3 

 (x) = 2𝑥𝑇𝑚−1
 3 

−𝑇𝑚−2
 3 

, 
𝜔 3  𝑥 = (1 − x)−1/2(1 + x)1/2 

The fourth kind 
𝑇1

 4 
 (x) = 1,𝑇1

 4 
  x = 2x + 1, 

𝑇𝑚
 4 

 (x) = 2𝑥𝑇𝑚−1
 4 

−𝑇𝑚−2
 4 

, 
𝜔 4  𝑥 =  1 − x 1/2(1 + x)−1/2 

 

TABLEAU 3.1 – Les quatre espèces des polynômes de Chebyshev [81][101].

2.3 Ondelettes de Chebyshev

On définit les quatre espèces d’ondelettes de Chebyshev sur l’intervalle [0,1] comme
suit,

ψ(k)
n,m(x) =

{
1p
λ(k)

2
j
2 T̃m

(k) (
2 j x −2n +1

)
, n−1

2 j−1 6 x < n
2 j−1

0, sinon,
(3.10)

avec,

1p
λ(1)

T̃m
(1)

(x) =

{ 1p
π

,m = 0√
2
πT(1)

m (x),m > 0,
(3.11)

et

1√
λ(k)

T̃m
(k)

(x) =


√

2
πT(2)

m (x),si k = 2
1p
π

T(3)
m (x),si k = 3

1p
π

T(4)
m (x),si k = 4.

(3.12)

L’entier m = 0,1, ...,M − 1 indique l’ordre des polynômes de Chebyshev, (M ∈ N∗

représente le nombre de points de collocation sur chaque niveau), n = 1,2, ...,2 j−1 in-
dique le nombre de niveaux de décomposition (avec j ∈N∗), T(k)

m (x) est la k ème espèce
du polynôme Chebyshev.

Par exemple pour l’ondelette de Chebyshev du troisième espèce, pour j = 2 et M = 3,
on a 

ψ(3)
1,0(x) = 2p

π

ψ(3)
1,1(x) = 2p

π
(8x −3)

ψ(3)
1,2(x) = 2p

π

(
64x2 −40x +5

) 06 x < 1

2
(3.13)
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
ψ(3)

2,0(x) = 2p
π

ψ(3)
2,1(x) = 2p

π
(8x −7)

ψ(3)
2,2(x) = 2p

π

(
64x2 −104x +41

) 1

2
6 x < 1. (3.14)

2.4 Fonction d’approximation

Pour toute fonction f de l’espace L2
ω(k) ([0,1]), on définit fn par

fn = f
∣∣[

n−1
2 j−1 , n

2 j−1

[ (3.15)

où

fn ∈ L2
ω(k)

n

[
n −1

2 j−1
,

n

2 j−1

[
. (3.16)

Alors, fn peut s’exprimer comme suit

fn (x) =
+∞∑
m=0

cn,mT
(k)
m (x) , (3.17)

avec
cn,m =

〈
fn ,λ(k)

j T
(k)
m

〉
ω(k)

n

, (3.18)

et
T

(k)
m (x) = T(k)

m

(
2 j x −2n +1

)
. (3.19)

D’autre part,

f (x) =
2 j−1∑
n=1

fn (x) =
2 j−1∑
n=1

+∞∑
m=0

cn,mψ
(k)
n,m(x). (3.20)

La série (3.17) peut être tranquée comme suit,

fn (x) ≈
M−1∑
m=0

cn,mT
(k)
m (x) , (3.21)

en effet, x ∈ [0,1], on peut écrire

f (x) =
2 j−1∑
n=1

fn (x) ≈
2 j−1∑
n=1

M−1∑
m=0

cn,mψ
(k)
n,m(x) = CTΨ(k) (x) , (3.22)

avec C et Ψ(k) (x) sont des matrices de dimension 2 j−1MX1 définies par

C =
[

c1,0 , . . . ,c
1,M−1

,c2,0 , . . . ,c
2,M−1

, . . . . . . ,c
2 j−1,0

, . . . ,c
2 j−1,M−1

]T
, (3.23)

Ψ(k) (x) =
[
ψ(k)

1,0
(x) , . . . ,ψ(k)

1,M−1
(x) , ...,ψ(k)

2 j−1,0
(x) , . . . ,ψ(k)

2 j−1,M−1
(x)

]T
.
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2.5 Matrices opérationnelles d’intégration et produit d’ondelettes

Dans cette partie, on introduit les matrices opérationnelles d’intégration pour chaque
ondelette décrites ci-dessus.

Théorème 3.1 L’integration de la kème espèce d’ondelette de Chebyshev Ψ(k) (t ) , definie
dans (3.10), peut être calculée approximativement comme suit,∫ t

0
Ψ(k) (τ)dτ≈ P(k)Ψ(k) (t ) , (3.24)

avec P(k) est la matrice opérationelle d’intégration de dimension 2 j−1M×2 j−1M et est
donnée comme suit,

P(k) =


L(k) F(k) · · · F(k)

0 L(k) . . .
...

...
. . . . . . F(k)

0 · · · 0 L(k)

 . (3.25)

Pour k = 1,

L(1)
p,q = 2− j ×



1 pour p = 1 etq = 1

−
p

2

4
pour p = 2 et q = 1p

2

2
pour p = 1 et q = 2

1

2p
pour p = 2, ...,M−1 et q = p +1

−1

(2(p −2)+2)
pour p = 3, ...,M et q = p −1

(−1)p
p

2

p(p −2)
pour p = 3, ...,M et q = 1

0 sinon

(3.26)

F(1)
p,q = 2− j ×



2 q = p = 1
0 p = 2, q = 1
−2mod(p,2)

p
(
p −2

) pour q = 1 et p = 3, ...,M

0 sinon.

(3.27)

Pour k = 2,

L(2)
p,q = 2− j ×



1 pour p = 1 etq = 1
−3

4 pour p = 2 et q = 1
1

2p
pour p = 2, ...,M−1 et q = p +1

−1

2(p +1)
pour p = 3, ...,M et q = p −1

(−1)p+1

p
pour p = 3, ...,M et q = 1

0 sinon

(3.28)
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F(2)
p,q = 2− j ×


2mod(p+2,2)

p
pour q = 1 et p = 1, ...,M

0 sinon
(3.29)

Pour k = 3,

L(3)
p,q = 2− j ×



3

2
pour p = 1 et q = 1

−2 pour p = 2 et q = 1
−1

(2p(p −1))
..pour p = q = 2, ...,M

−1

2p
pour p = 2, ...,M−1 et q = p +1

−1

2(p −1)
pour p = 3, ...,M et q = p −1

(−1)p+1(2p −1)

p(p −1)
pour p = 3, ...,M et q = 1

0 sinon

(3.30)

F(3)
p,q = 2− j ×


(−1)(p+1)2(

p −mod
(
p+1,2

)) si q = 1 et p > 2

0 sinon
(3.31)

Pour k = 4,

L(4)
p,q = 2− j ×



1

2
si p = 1 et q = 1

0 si p = 2 et q = 1
1

(2p(p −1))
si p = q = 2, ...,M

1

2p
pour p = 2, ...,M−1 et q = p +1

−1

2p
pour p = 3, ...,M−1 et q = p −1

(−1)p

p(p −1)
pour p = 3, ...,M et q = 1

0 si non

(3.32)

F(4)
p,q = 2− j ×


2

p −mod(p+1,2)
si q = 1 et ∀ p

0 sinon
(3.33)

Avec, mod(., .) repésente le reste de la division entre deux nombre donnés.

Lemme 3.1 Pour t ∈ [−1,1] , on a

T(3)
m′ (t ) =

1

2m′ (m′+1)2 j

[
m′T̂(3)′

m′+1 (s)− T̂(3)′
m′ (s)− (

m′+1
)

T̂(3)′
m′−1 (s)

]
, (3.34)

avec

T(3)′
m′ (t ) =

1

2 j
T̂(3)′

m′ (s) (3.35)

et t = 2 j s −2n′+1.
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Pour plus de détails, voir [2].
Preuve. (Theorem 3.1) Il est bien connu que, pour n′ = 1, ...,2 j−1et m′ = 0, ...,M−1, on a∫ x

0
ψ(3)

n′,m′(s)d s (3.36)

=



∫ x
n′−1
2 j−1

2
j
2p
π

T(3)
m′

(
2 j s −2n′+1

)
d s si n′−1

2 j−1 ≤ x ≤ n′
2 j−1∫ n′

2 j−1

n′−1
2 j−1

2
j
2p
π

T(3)
m′

(
2 j s −2n′+1

)
d s si x > n′

2 j−1

0 si x < n′−1
2 j−1

=
2 j−1∑
n=1

M−1∑
m=0

cn,mψ
(3)
n,m(x)

On discute l’intégrale en fonction de la valeur de n′.

— Si n = n′, alors n−1
2 j−1 6 x 6 n

2 j−1 .dans ce cas, on définit

g (x) :=
∫ x

0
ψ(3)

n′,m′(s)d s. (3.37)

Il est clair que

g (x) =

x∫
0

2
j
2p
π

T(3)
m′

(
2 j s −2n′+1

)
d s =

2 j−1∑
n=1

M−1∑
m=0

cn,mψ
(3)
n,m(x), (3.38)

avec,

cn,m =
∫ 1

0
ψn,m (x) g (x)ω(3)

n (x)d x. (3.39)

Via le lemme 3.1, on trouve

cn,m =
∫ n

2 j−1

n−1
2 j−1

ψn,m (x)

(∫ x

n′−1
2 j−1

2
j
2p
π

T(3)
m′ (s)d s

)
ω(3)

n (x)d x

=
1

2m′ (m′+1)2 j

((
m′δm,m′+1 −δm,m′ − (

m′+1
)
δm,m′−1

)
−

(
T(3)

m′+1 (−1)m′δm,0 +T(3)
m′ (−1)δm,0 −

(
m′+1

)
T(3)

m′−1 (−1)δm,0

))
— Si n > n′, then n′

2 j−1 6 x. avec les mêmes arguments qu’avant, on obtient

cn,m =
∫ n

2 j−1

n−1
2 j−1

2
j
2p
π

T(3)
m

(
2 j x −2n +1

)(∫ n′
2 j−1

n′−1
2 j−1

2
j
2p
π

T(3)
m′

(
2 j s −2n′+1

)
d s

)
ω(3)

n (x)d x

=
1

2m′ (m′+1)2 j

(
m′T(3)

m′+1 (1)δ0,m −T(3)
m′ (1)δ0,m − (

m′+1
)

T(3)
m′−1 (1)δ0,m

−m′T(3)
m′+1 (−1)δ0,m +T(3)

m′ (−1)δ0,m + (
m′+1

)
T(3)

m′−1 (−1)δ0,m

)
.
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— Si n < n′, alors x 6 n′−1
2 j−1 . Dans ce cas, on a

cn,m = 0. (3.40)

En tenant compte des cas ci-dessus, on peut écrire

cn,m

=
2− j−1

m′ (m′+1)



(
m′δm,m′+1 −δm,m′ − (

m′+1
)
δm,m′−1

)− (
T(3)

m′+1 (−1)m′δm,0

+T(3)
m′(−1)δm,0 −

(
m′+1

)
T(3)

m′−1 (−1)δm,0

)
, si n = n′

m′T(3)
m′+1 (1)δ0,m −T(3)

m′ (1)δ0,m − (
m′+1

)
T(3)

m′−1 (1)δ0,m

−m′T(3)
m′+1 (−1)δ0,m +T(3)

m′ (−1)δ0,m + (
m′+1

)
T(3)

m′−1 (−1)δ0,m , sin > n′

0,si n < n′

=
2 j−1∑
n=1

M−1∑
m=0

cn,mψ
(3)
n,m(x)

=

S1︷ ︸︸ ︷
M−1∑
m=0

cn′,mψ
(3)
n′,m (x)+

S2︷ ︸︸ ︷
2 j−1∑

n=n′+1

M−1∑
m=0

cn,mψ
(3)
n,m (x),

avec Γ est la fonction Gamma d’Euler et

T(3)
m′(−1) =

Γ( 1
2 )Γ(m′+ 3

2 )(−1)m′

Γ(m′+ 1
2 )Γ( 3

2 )

T(3)
m′(1) =

Γ( 1
2 )Γ(m′+ 3

2 )

Γ(m′+ 1
2 )Γ( 3

2 )(2m′+1)
.

Par exemple, si m
′
= 1, on a∫ x

0
ψ(3)

n′,1(s)d s

=



∫ n
2 j−1

n−1
2 j−1

ψn,m (x)

(∫ x
n′−1
2 j−1

2
j
2p
π

T(3)
1

(
2 j s −2n′+1

)
d s

)
ω(3)

n (x)d x si n′−1
2 j−1 ≤ x ≤ n′

2 j−1∫ n
2 j−1

n−1
2 j−1

ψn,m (x)

(∫ n′
2 j−1

n′−1
2 j−1

2
j
2p
π

T(3)
1

(
2 j s −2n′+1

)
d s

)
ω(3)

n (x)d x six > n′
2 j−1

0 si x < n′−1
2 j−1

=
2 j−1∑
n=1

M−1∑
m=0

cn,mψ
(3)
n,m(x)

= S1 +S2

S1 =
1

2 j
(−2)ψ(3)

n′,0 (x)+
(−1

4

)
ψ(3)

n′,1 (x)+
(

1

4

)
ψ(3)

n′,2 (x)

=
1

2 j
(L(3)

1,0ψ
(3)
n′,0(x)+L(3)

1,1ψ
(3)
n′,1(x)+L(3)

1,2ψ
(3)
n′,2 (x)
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S2 =
1

2 j

1

4

(
m′T(3)

m′+1 (1)δ0,m −T(3)
m′ (1)δ0,m − (

m′+1
)

T(3)
m′−1 (1)δ0,m

−m′T(3)
m′+1 (−1)δ0,m +T(3)

m′ (−1)δ0,m + (
m′+1

)
T(3)

m′−1 (−1)δ0,m

)
ψ(3)

n,0 (x) .

= −2
1

2 j

2 j−1∑
n=n′+1

ψ(3)
n,0 (x)

= F(3)
1,0

2 j−1∑
n=n′+1

ψ(3)
n,0 (x)

Pour n′ = 1, . . . ,2 j−1, on trouve

∫ t
0 ψ

(3)
n′,0 (τ)dτ = 1

2 j

(
L(3)

0,0ψ
(3)
n′,0 +L(3)

0,1ψ
(3)
n′,1 +F(3)

0,0

∑2 j−1
n=n′+1ψ

(3)
n,0

)
(x) ,∫ t

0 ψ
(3)
n′,1 (τ)dτ = 1

2 j

(
L(3)

1,0ψ
(3)
n′,0 +L(3)

1,1ψ
(3)
n′,1 +L(3)

1,2ψ
(3)
n′,2 +F(3)

1,0

∑2 j−1

n=n′+1ψ
(3)
n,0

)
(x) ,∫ t

0 ψ
(3)
n′,m′ (τ)dτ = 1

2 j

(
L(3)

m′,0ψ
(3)
n′,0 +L(3)

m′,m′−1ψ
(3)
n′,m′−1 +L(3)

m′,m′ψ
(3)
n′,m′

+L(3)
m′,m′+1ψ

(3)
n′,m′+1 +F(3)

m′,0
∑2 j−1

n=n′+1ψ
(3)
n,0

)
(x) , pour m′ = 2, . . . ,M−2∫ t

0 ψ
(3)
n′,M−1 (τ)dτ≈ 1

2 j

(
L(3)

M−1,0ψ
(3)
n′,0 +L(3)

M−1,M−2ψ
(3)
n′,M−2 +L(3)

M−1,M−1ψ
(3)
n′,M−1

+F(3)
M−1,0

∑2 j−1
n=n′+1ψ

(3)
n,0

)
(x) ,

(3.41)
De la même façon, les autres matrices seront calculées .

La propriété suivante du produit de deux fonctions d’ondelettes Chebyshev sera
utilisée plus tard :

ATΨ(k)(x)
(
Ψ(k)

)T
(x) =

(
Ψ(k)

)T
(x)Ã, ∀k = 1,4, (3.42)

avec, A est un vecteur donné et Ã est une matrice de dimension (2 j−1M)× (2 j−1M)
dépendante de A [97].

On a, ∀k = 1,4

Ψ(k)(x)Ψ(k)T(x)

=



ψ(k)
1,0ψ

(k)
1,0 . . . ψ(k)

1,nc−1ψ
(k)
1,0 . . . ψ(k)

1,0ψ
(k)
2 j−1,0

. . . ψ(k)
1,0ψ

(k)
2 j−1,nc−1

...
...

...
...

ψ(k)
1,nc−1ψ

(k)
1,0 . . . ψ(k)

1,nc−1ψ
(k)
1,nc−1 . . . ψ(k)

1,nc−1ψ
(k)
2 j−1,0

. . . ψ(k)
1,nc−1ψ

(k)
2 j−1,nc−1

...
...

...
...

ψ(k)
2 j−1,0

ψ(k)
1,0 . . . ψ(k)

2 j−1,0
ψ(k)

1,nc−1 . . . ψ(k)
2 j−1,0

ψ(k)
2 j−1,0

. . . ψ(k)
2 j−1,0

ψ(k)
2 j−1,nc−1

...
...

...
...

ψ(k)
2 j−1,nc−1

ψ(k)
1,0 . . . ψ(k)

2 j−1,nc−1
ψ(k)

1,nc−1 . . . ψ(k)
2 j−1,nc−1

ψ(k)
2 j−1,0

. . . ψ(k)
2 j−1,nc−1

ψ(k)
2 j−1,nc−1


Grâce aux propriétés suivantes,

Ψ(k)
i , j (x)Ψ(k)

b,l (x) = 0 si i 6= b, (3.43)
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On trouve,

Ψ(k)(x)ΨT(k)
(x)

=



ψ(k)
1,0ψ

(k)
1,0 . . . ψ(k)

1,nc−1ψ
(k)
1,0 0 . . . 0

...
...

...
...

ψ(k)
1,nc−1ψ1,0 . . . ψ(k)

1,nc−1ψ
(k)
1,nc−1 0

0 . . . 0
. . . 0 . . . 0

0 ψ(k)
2 j−1,0

ψ(k)
2 j−1,0

. . . ψ(k)
2 j−1,0

ψ(k)
2 j−1,nc−1

...
...

...
...

0 . . . 0 ψ(k)
2 j−1,nc−1

ψ(k)
2 j−1,0

. . . ψ(k)
2 j−1,nc−1

ψ(k)
2 j−1,nc−1


.

Pour nc = 3 et j = 2,k = 2 , ainsi que les propriétés suivantes,
Ψ(2)

i ,0(x)Ψ(2)
i , j (x) = 2p

π
Ψ(2)

i , j (x)

Ψ(2)
i ,1(x)Ψ(2)

i ,1(x) = 2p
π
Ψ(2)

i ,0(x)+
√

2
πΨ

(2)
i ,2(x).

(3.44)

Si on ne retient que les éléments de Ψ(2)(t ), alors on a

Ψ(x)(2)ΨT(2)
(x) =

1p
π



2ψ(2)
1,0 2ψ(2)

1,1 2ψ(2)
1,2 0 0 0

2ψ(2)
1,1 2ψ(2)

1,0 +
p

2ψ(2)
1,2

p
2ψ(2)

1,1 0 0 0

2ψ(2)
1,2

p
2ψ(2)

1,1 2ψ(2)
1,0 0 0 0

0 0 0 2ψ(2)
2,0 2ψ(2)

2,1 2ψ(2)
2,2

0 0 0 2ψ(2)
2,1 2ψ(2)

2,0 +
p

2ψ(2)
2,2

p
2ψ(2)

2,1

0 0 0 2ψ(2)
2,2

p
2ψ(2)

2,1 2ψ(2)
2,0


.

(3.45)
Par conséquent, la matrice Ã de taille 6x6 de l’équation (3.42) peut être écrite

comme suit :

Ã =

(
B1 0
0 B2

)
, (3.46)

avec, Bi , i = 1,2, sont deux matrices de taille 3x3, données par

Bi =
1p
π

 2 fi ,0 2 fi ,1 2 fi ,2

2 fi ,1 2 fi ,0 +
p

2 fi ,2
p

2 fi ,1

2 fi ,2
p

2 fi ,1 2 fi ,0

 . (3.47)

Dans le cas générale Ã est une matrice de dimension (2 j−1M)× (2 j−1M), qui a la
forme suivante :

Ã =


B1 0 · · · 0
0 B2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · B2 j−1

 , (3.48)

ou, Bi , i = 1, ...,2 j−1 sont similaires que l’équation (3.46).
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3 La Technique de Découplage et de Quasi-linéarisation

Afin d’utiliser les ondelettes de Chebyshev pour résoudre des systèmes différen-
tielle non linéaire, la technique découplage et quasi-linéarisation (TDQL) est présenté
dans ce paragraphe. Cette technique a été utilisée pour la première fois par Bellman et
Kalaba comme une généralisation de la méthode de Newton–Raphson ([19]).

Cette technique itérative nous permet de transformer un système d’équations dif-
férentielles couplé et non linéaire en un ensemble d’équations différentielles décou-
plés et linéaires. Ensuite dans chaque itération, on peut résoudre chaque équation in-
dépendemment des autres.

Soit un système d’équations différentielles ordinaires couplé et non linéaire sur un
domaine Ω, 

y
′
1 = f1(x, y1, y2, ..., yn)

y
′
2 = f2(x, y1, y2, ..., yn)

...
y
′
n = fn(x, y1, y2, ..., yn),

(3.49)

où,
fi : des fonctions non linéaires par rappor à yi .
En effet, en écrivant le système sous une forme variationnelle par le schéma le plus

simple suivant, 

(y (k+1)
1

)′x = f1(x, y (k)
1 , y (k)

2 , ..., y (k)
n )

(y (k+1)
2 )′x = f2(x, y (k+1)

1 , y (k)
2 , ..., y (k)

n )
.
.
.

(y (k+1)
n )

′
x = fn(x, y (k+1)

1 , y (k+1)
2 , ..., y (k)

n ),

(3.50)

avec,
(

y (0)
1 , y (0)

2 , ..., y (0)
n

)
repésente un profile initial de la solution du système qui est

donné.
L’objective de cette technique est de séparer et linéariser les variables dépendantes

du système, puis résoudre les équations chacune indépendamment par la méthode
d’ondelettes de Chebyshev décrite dans la section précédante. Le procédé de cette
technique consiste tout d’abord à donner des profiles initiaux pour chacune des va-
riables dépendantes, ces derniers doivent vérifier les conditions aux limites du pro-
blème. On a alors l’algorithme suivant,
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y (0)
1 , y (0)

2 , y (0)
3 , ..., y (0)

n données (profiles initiaux)
Tant que Erreur > à une tolérance Faire

y (k+1)
1 = solver(x, y (k)

1 , y (k)
2 , y (k)

3 , ..., y (k)
n )

y (k+1)
2 = solver(x, y (k+1)

1 , y (k)
2 , y (k)

3 , ..., y (k)
n )

y (k+1)
3 = solver(x, y (k+1)

1 , y (k+1)
2 , y (k)

3 , ..., y (k)
n )

...

y (k+1)
n = solver(x, y (k+1)

1 , y (k+1)
2 , · · · , y (k+1)

n−1 , y (k)
n )

Erreur = Max(∥ y (k+1)
1 − y (k)

1 ∥, ||y (k+1)
2 − y (k)

2 ||, ..., ||y (k+1)
n − y (k)

n ||)
Fin de Tant que

avec,

— y (k+1) : représente l’approximation de y à l’itération en cours.

— y (k) : représente l’approximation de y à l’itération précédente.

solver : la procédure de résolution de l’équation par la méthode des ondelettes de
Chebyshev.

A chaque itération, les méthodes des Ondelettes de Chebyshev sont appliquées à
chaque équation différentielle linéaire. Par la suite, on peut calculer l’erreur de décou-
plage à l’aide de la formule suivante

EDQLT = max(Ei ),∀i = 1,n, (3.51)

avec,
Ei =

∥∥∥y (k)
i − y (k+1)

i

∥∥∥
2

. (3.52)

La solution est obtenue lorsque l’erreur de découplage est inférieure à certain epsilon
petit.

Maintenant, on considère l’équation différentielle définie sur le domaine ]0,1],

a(x)u′(x)+b(x)u(x) = f (x), (3.53)

avec la condition initiale
u(0) = u0, (3.54)

où a, b et f sont des fonctions C1 ([0,1]).
Pour résoudre le problème (3.53-3.54), on suppose que la solution, sa dérivée et les

coefficients du problème appartiennent aux espaces L2
ω(k) ([0,1]), donc, on peut utiliser

la décomposition (3.22), en effet,

u′(x) = UTΨ(x), (3.55)

et 
a(x) = ATΨ(x)
b(x) = BTΨ(x)
f (x) = FTΨ(x)
1 = d TΨ(x).

(3.56)
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En intégrant les deux côtés de l’équation (3.55) sur l’intervalle [0, x] et grâce au
théorème 3.1, on obtient

u(x) =
(
UTP+u0d T)

Ψ(x). (3.57)

En remplaçant (3.54-3.55-3.56) dans l’équation (3.53), on trouve,

ATΨ(x)ΨT(x)U+BTΨ(x)ΨT(x)(UTP+u0d T)T = FTΨ(x). (3.58)

Grâce à l’équation (3.42), on a

ΨT(x)ÃU+ΨT(x)B̃(PTU+u0d) =ΨT(x)F. (3.59)

Par conséquent, on obtient le système algébrique linéaire suivant,

(Ã+ B̃PT)U = (F−u0B̃d). (3.60)

La solution du problème (3.53-3.54) est obtenue par substitution de la solution du
système algébrique (3.60) dans l’expression de la solution (3.57).

3.1 Résultas de Convergence

Théorème 3.2 Soit f la dérivée seconde d’une fonction carrée integrable définie sur
[0,1] dont cette fonction est majorée par une constante positive K.

On a

1. Pour m > 1 et 16 n 6 2 j−1, les inégalités suivantes sont valides :

∣∣∣c(k)
nm

∣∣∣6


2−
j
2

4
K

m(m−1) , si k = 1

2−
5 j
2

4
K

m(m−1) , si k = 2,3,4.
(3.61)

2. La série infinie donnée dans (3.20) converge uniformément dans [0,1] .

Preuve.

1. On remplace l’expression de ψ(3)
nm(x) dans c(3)

n,m , on a

c(3)
n,m =

2
j
2p
π

∫ n

2
j−1

n−1

2
j−1

u (x)T(3)
m

(
2 j x −2n +1

)
ω(3)

n (x)d x. (3.62)

Soit t = 2 j x −2n +1,on obtient alors que

c(3)
n,m =

2
− j
2p
π

∫ 1

−1
u

(
t +2n −1

2 j

)
T(3)

m (t )

√
(1+ t )

(1− t )
d t . (3.63)
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En prenant t = cosθ et en utilisant les formes trigonométriques du troisième es-
pèce des polynômes de Chebyshev (voir [81]), il s’ensuit

cn,m =
2

− j
2p
π

∫ π

0
fn

(
cos(θ)+2n −1

2 j

)
cos

((
m + 1

2

)
θ
)

cos
(
θ
2

) (1+cosθ)dθ

=
2

− j
2p
π

∫ π

0
fn

(
cos(θ)+2n −1

2 j

)
[cos((m +1)θ) +cos(mθ)]dθ.

L’intégration par partie deux fois, donne

cn,m =
1

4

2
−5 j

2p
π

∫ π

0
f ′′

n

(
cos(θ)+2n −1

2 j

)(
(cos((m −1)θ)−cos((m +1)θ))

m (m +1)

− (cos((m +1)θ)−cos((m +3)θ))

(m +1)(m +2)
+ (cos((m −2)θ)−cos(mθ))

m (m −1)

− (cos(mθ)−cos((m +2)θ))

m (m +1)

)
dθ

En utilisant le fait que
∣∣ f ′′

n (x)
∣∣ 6 K et grâce à l’inégualité de Cauchy-Schwarz, il

s’ensuit∣∣cn,m
∣∣2 6

2−5 j

16π
K2

(∫ π

0

∣∣∣∣ (cos((m −1)θ)−cos((m +1)θ))

m (m +1)

∣∣∣∣2

dθ

+
∫ π

0

∣∣∣∣ (cos((m +1)θ)−cos((m +3)θ))

(m +1)(m +2)

∣∣∣∣2

dθ

+
∫ π

0

∣∣∣∣ (cos((m −2)θ)−cos(mθ))

m (m −1)

∣∣∣∣2

dθ

+
∫ π

0

∣∣∣∣ (cos(mθ)−cos((m +2)θ))

m (m +1)

∣∣∣∣2

dθ

)
6

2−5 j

16π
K2

(
π

m2 (m +1)2 + π

(m +1)2 (m +2)2 + π

m2 (m −1)2 + π

m2 (m +1)2

)
6

2−5 j

16

K2

m2 (m −1)2

2. Grâce à [57], on a ∣∣ψ(3)
nm (x)

∣∣6 2
j
2

√
m

π
, (3.64)

alors, on a ∣∣cn,mψ
(3)
nm (x)

∣∣6 2−2 j K

4
p
π

1p
m (m −1)

(3.65)

et

E(k)
j ,M (x) =

2 j−1∑
n=1

∞∑
m=0

cn,mψ
(k)
n,m (x)−

2 j−1∑
n=1

M−1∑
m=0

cn,mψ
(k)
n,m (x) =

2 j−1∑
n=1

( ∞∑
m=M

cn,mψ
(k)
n,m (x)

)
,

(3.66)
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∣∣∣E(3)
j ,M (x)

∣∣∣6 2 j−1∑
n=1

∞∑
m=M

∣∣cn,mψ
(3)
n,m (x)

∣∣6 2−2 j K

4
p
π

2 j−1∑
n=1

∞∑
m=M

1p
m (m −1)

. (3.67)

On conclut que cette dernière série est convergente.

De la même manière, on obtient∣∣∣E(1)
j ,M (x)

∣∣∣6 2−2 j K

4

√
2

π

2 j−1∑
n=1

∞∑
m=M

1

m (m −1)
, (3.68)

∣∣∣E(2)
j ,M (x)

∣∣∣6 2−2 j K

4

√
2

π

2 j−1∑
n=1

∞∑
m=M

1p
m (m −1)

(3.69)

et ∣∣∣E(4)
j ,M (x)

∣∣∣6 2−2 j K

4
p
π

2 j−1∑
n=1

∞∑
m=M

1p
m (m −1)

. (3.70)

4 Test Numérique de la méthode

Dans cette section, on présente quelques tests numériques. On considère dans
le premier test un exemple d’un système où on connait sa solution exacte et dans le
deuxième :un problème réel : le procédé de desallement d’eau de mer par la technique
d’osmose inverse. Les résultats numériques trouvés témoignent la fiabilité et l’effica-
cité de la méthode présentée tout le long de ce chapitre.

5 Test de la méthode sur un exemple

On considère le système non linéaire défini sur l’intervalle ]0,1] suivant{
u

′
(x)−u(x) = v(x)+ex −ex+1

v
′
(x)− v(x) = u(x)

v(x) −xe−1,
(3.71)

avec les conditions initiales associées{
u(0) = 0
v(0) = e.

(3.72)

La solution analytique du problème (3.71,3.72) est donnée par{
ue (x) = xex

ve (x) = ex+1.
(3.73)

Le graphe 3.2 montre un décroissement stricte de l’erreur du découplage, ce qui
explique la convergence de la méthode aprés 9 iterations et la stabilité de la solution
est assuré pour les quatre méthodes.
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FIGURE 3.1 – L’erreur de découplage et de quasi-linéarisation.

Dans les tableaux 3.2-3.3-3.4-3.5, les erreurs ponctuelles pour les quatres espèces
sont calculées. L’effet du nombre de point de collocation est bien montré. L’analyse du
tableau 3.6 affirme que l’erreur absolue est moins de 10−13 pour 20 points de colloca-
tion, ce qui peut fournir une haute precision de la solution et on le considere comme
un excellent indicateur de l’applicabilité des métohdes proposées.

 

 nc=3 nc=10 

x k=1 k=2 k=3 k=4 k=2 k=1 k=3 k=4 

0 2.3356e-3 4.6588e-3 8.6564e-3 1.1013e-3 1.7764e-15 1.1102e-14 8.8818e-16 4.4409e-16 

0.2 1.5941e-3 6.5117e-4 1.4062e-3 2.4150e-5 1.7764e-15 4.4409e-16 9.7700e-15 2.2204e-15 

0.4 2.0083e-3 1.1089e-3 1.8921e-3 4.1400e-4 0 8.8818e-16 8.8818e-16 1.7764e-15 

0.6 3.7594e-3 7.3048e-4 1.0565e-3 2.3343e-3 8.8818e-15 1.7764e-15 2.6645e-15 2.6645e-15 

0.8 1.3783e-3 1.8603e-3 1.2357e-3 2.4510e-3 1.7764e-15 0 5.3291e-15 7.1054e-15 

1 4.2002e-3 6.9171e-3 9.6671e-5 1.3257e-2 5.3291e-15 1.8652e-14 6.2172e-15 7.0166e-14 

TABLEAU 3.2 – L’erreur ponctuelle entre la solution exacte et la solution approchée.
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 nc=3 nc=10 

x k=1 k=2 k=3 k=4 k=1 k=2 k=3 k=4 

0 2.5464e-4 5.0892e-4 9.1768e-4 1.2360e-4 8.8818e-15 2.2204e-15 1.7319e-14 2.2204e-15 

0.2 7.2977e-5 2.0899e-4 5.2565e-4 9.0743e-5 1.7764e-15 1.7764e-15 7.9936e-15 3.5527e-15 

0.4 2.8931e-4 1.1659e-4 2.5374e-4 1.3021e-5 1.7764e-15 8.8818e-16 8.8818e-16 3.5527e-15 

0.6 9.0681e-5 1.1315e-4 1.7749e-5 2.3843e-4 1.7764e-15 0 2.6645e-15 3.5527e-15 

0.8 5.4796e-4 2.3388e-4 1.5554e-4 3.0718e-4 5.3291e-15 8.8818e-16 7.1054e-15 2.1316e-14 

1 5.4428e-4 1.0107e-3 6.2874e-5 1.9127e-3 1.5099e-14 3.5527e-15 6.2172e-15 7.1942e-14 

TABLEAU 3.3 – L’erreur ponctuelle entre la solution exacte et la solution approchée.

 

 nc=3 nc=10 

x k=1 k=2 k=3 k=4 k=1 k=2 k=3 k=4 

0 2.8324e-3 5.6254e-3 1.0645e-2 1.3064e-3 6.9987e-15 3.7335e-14 7.1958e-14 3.3194e-15 

0.2 2.0712e-3 7.3801e-4 1.5933e-3 9.7293e-6 3.8858e-16 1.2212e-15 6.3283e-15 2.7200e-15 

0.4 2.3301e-3 1.4537e-3 2.4930e-3 5.5467e-4 2.4425e-15 2.5535e-15 2.2204e-16 6.1062e-15 

0.6 5.3887e-3 9.1124e-4 1.9713e-3 3.4280e-3 6.4393e-15 5.1070e-15 6.6613e-15 2.2204e-15 

0.8 1.41e-3 2.7284e-3 2.3388e-3 3.0385e-3 4.8850e-15 1.5543e-15 1.3323e-14 4.4409e-16 

1 6.2324e-3 9.3088e-3 1.1483e-3 1.8385e-2 7.1054e-15 6.2617e-14 1.5099e-14 1.2479e-13 

TABLEAU 3.4 – L’erreur ponctuelle entre la solution exacte et la solution approchée.

 

 nc=3 nc=10 

x k=1 k=2 k=3 k=4 k=1 k=2 k=3 k=4 

0 2.9490e-4 5.8866e-4 1.0715e-3 1.4165e-4 2.0546e-17 3.0358e-17 1.3227e-16 6.5052e-18 

0.2 8.4297e-5 2.7289e-4 6.8488e-4 1.0976e-4 1.4433e-15 1.6653e-16 1.9984e-15 3.3307e-16 

0.4 3.6442e-4 1.6336e-4 3.4842e-4 8.7304e-6 1.8874e-15 6.6613e-16 1.7764e-15 6.6613e-16 

0.6 1.1105e-4 1.7016e-4 1.5771e-4 3.0344e-4 2.4425e-15 2.2204e-16 2.6645e-15 6.6613e-16 

0.8 8.1423e-4 3.3248e-4 2.2034e-6 4.9681e-4 5.7732e-15 1.7764e-15 2.8866e-15 1.3323e-15 

1 8.0765e-4 1.4315e-3 2.2034e-6 2.7684e-3 5.7732e-15 8.8818e-16 4.4409e-15 7.1054e-15 

TABLEAU 3.5 – L’erreur ponctuelle entre la solution exacte et la solution approchée.
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  k=1 k=2 k=3 k=4 

nc=3 
E(u) 1.4680e-003 1.7034e-003 1.5026e-003 2.9970e-003 

E(v) 1.0633e-003 1.2485e-003 1.1965e-003 2.0953e-003 

nc=10 
E(u) 2.2157e-014 4.1452e-015 1.5877e-014 1.4153e-014 

E(v) 3.5988e-014 1.1469e-014 7.6948e-014 1.0943e-013 
 

TABLEAU 3.6 – L’erreur absolue entre la solution exacte et la solution approchée.

5.1 Test de la méthode sur un problème concret :procédé de desalle-
ment d’eau de mer par l’osmose inverse

Le déssalement de l’eau de mer est une option envisageable pour la production
d’eau potable, étant donné que les sources d’eau sont appauvrissant progressivement
en raison de la rareté de l’eau mais aussi de détérioration de la qualité [14][120]. Parmi
toutes les approches de dessalement disponibles, l’osmose inverse est la plus promet-
teuse et largement technologie appliquée pour le dessalement de l’eau grace à son
faible capital coût et sa efficacité énergétique élevée et sa simplicité de fonctionne-
ment [53][40][94][45][17].

L’osmose inverse (OI) est une technologie de purification de l’eau qui utilise une
membrane semi-perméable pour supprimer les grosses particules de l’eau potable. La
pression osmotique créée par le gradient de concentration entraîne l’écoulement de
l’eau de la solution diluée à la solution concentrée, jusqu’à l’équilibre chimique est éta-
blie. L’écoulement de l’eau peut être renversé par l’application d’une force hydraulique
externe (pression) si cette force est supérieure à la pression osmotique. OR membranes
sont conçus pour retenir le sels et solutés de faible poids moléculaire tout en permet-
tant à l’eau de passer à travers. Les membranes sont mis en œuvre dans plusieurs types
de modules. Il existe deux principaux types, appelé le système de membranes tubu-
laires et les membrane de plaque.

Les modules tubulaires sont constitués de deux tubes concentriques conçu pour
séparer un flux dans un flux de pression supérieur (rétentat) et laisser la pression stream
(perméat) voir figure (3.2) selon le débit de la circulation à l’intérieur de la membrane,
deux types de flux peuvent être distingués : le co-courant et le contre-courant flux.

Un modèle mathématique est utilisé pour mieux contrôler le rendement des mem-
branes d’osmose inverse à fibres creuses avec co-corrent flux. Le modèle est basé sur
le modèle solution diffusion et le transfert de la masse et il prend en compte l’effet de
l’écoulement du côté permeat dans la membrane.

Le modèle choisi pour décrire le flux du sel et d’eau à travers la membrane est celui
qui est développé par l’auteur [5].Il est constitué d’un système de quatre équations
différentielles fortement non linéaires. Ce système a été trouvé via le principe de bilan
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FIGURE 3.2 – Membrane à fibre creuse

de matière et la loi de Fick qui est

dQsw

d x
= −πAw

σw
Dm

(
∆P−κ

(
Q̇ss

Qsw
− Q̇ f s

Q f w

))
dQ f w

d x
=π

Aw

σw
Dm

(
∆P−κ

(
Q̇ss

Qsw
− Q̇ f s

Q f w

))
dQ̇ss

d x
= −πBsDm

(
Q̇ss

Qsw
− Q̇ f s

Q f w

)
dQ̇ f s

d x
=πBsDm

(
Q̇ss

Qsw
− Q̇ f s

Q f w

)
,

(3.74)

avec,
Qsw est le débit volumétrique de l’eau dans le côté shell,
Q f w est le débit volumétrique de l’eau dans le côté fibre ,
Q̇ss représente le débit massique de soluté dans le côté shell,
Q̇ f s le débit massique de soluté dans le côté fibre,
κ est le coefficient de proportionalité,
Aw est le coefficient de perméabilité de l’eau (en fonction de la capacité de diffu-

sion de sel à travers la membrane),
∆P la pression appliquée,
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σw la densité de l’eau,
Bs est le coefficient de permmeabilité du soluté,
La pression osmotique est approximativement représentée par une fonction linéaire

de la concentration de soluté
π = κC. (3.75)

L’approche proposée semble être très efficace pour le systèmes différentielles non
linéaires. Test numérique mets en évidence quelque une chose importante sur notre
approche est qu’elle donne une haute qualité de la solution ainsi que d’une stabilité et
d’une vitesse de calcul pour un petit nombre de points de collocation.

On considére un modèle de dessalement par l’osmose inverse à petit échelle (3.74),
Où le cas co-courant est traité comme la figure montre 3.2, les conditions aux limites
sont

Qsw (0) = 226.8,
Q̇ss(0) = 2Qsw (0)
Q f w (0) = 0
Q̇ f s(0) = 0.

(3.76)

Les données physique du problème sont résumées dans le tableau 3.7 [108][109].

Parameters Value 

The membrane diameter (Dm) 0.0576 m 

Water density (w)  10
3
 kg/m

3
 

Solute permeability coefficient (Bs) 1.12×10
-4 

m/h 

Water permeability constant (Aw) 4.2×10
-13

h/m 

Proportionality coefficient () 1.02×10
+12  

m
2
/h

2
 

Transmembrane pressure (P) 4.02×10
+13 

kg/m h
2 

 

TABLEAU 3.7 – Les données physiques du problème.

L’écoulement est effectué continuement tangent à la membrane. Une partie de la
solution à traiter se divise au niveau de la membrane en deux parties de différentes
concentrations : Une partie passe à travers la membrane (perméat), comme illustré
sur la figure 3.3-3.4, une partie qui ne passe pas à travers la membrane (rétentat) 3.5-
3.6. Comme on peut le voir, le comportement des courbes prédites par le modèle est
très proche de celles obtenues dans la littérature .

Selon les lois de conservations de la matière la quantité de matière dans le côté de
l’alimentation est la même que celle qui a été laissé en perméat et rétentat, on obitient

V1 = Qw ater − (Qper meate_w ater +Qr etent ate_w ater ) = 0 (3.77)

V2 = Qsol ute − (Qper meate_sol ute +Qr etent ate_sol ute ) = 0 (3.78)

L’examination de la loi de conservation de la matière est un facteur pertinent pour
la validation de notre simulation. La table 3.8 prouve l’efficacité de notre méthode pour
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FIGURE 3.3 – Graphe du taux de flux du soluté dans le côte tube.
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FIGURE 3.4 – Graphe du taux de flux de l’eau dans le côté tube.

j = 2 et nc = 3, en regardant V1 le paramètre d’eau est de l’odre 10−12etV2 le paramètre
du soluté est moins de 10−12.
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FIGURE 3.5 – Graphe du taux de flux du soluté dans le côté shell.
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FIGURE 3.6 – Graphe du taux de flux de l’eau dans le côté shell.
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CWM kth kind V1 V2 

k=1 2.0042e-007 7.3896e-013 

k=2 6.7535e-009 4.2633e-013 

k=3 2.9792e-009 5.6843e-014 

k=4 6.5422e-009 2.2737e-013 
 

TABLEAU 3.8 – L’examination de la loi de conservation de la matière.
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Chapitre 4

L’étude Numérique du comportement
des modèles de complications du
diabète

Dans ce chapitre, on analyse numériquement les modèles formulés dans le cha-
pitre 2. On va confirmer numériquement les résultats théoriques obtenus sur les points
d’équilibres et leurs stabilités. Ensuite, en se basant sur les estimations des paramètres
obtenus dans la littérature, on simule nos modèles pour voir l’évolution des complica-
tions du diabète pour le premier modèle (2.3) et les effets du stress pour le deuxième
modèle (2.20). On conclut par une discussion sur les résultats obtenus.

1 Confirmation numérique des résultats théoriques du
premier modèle

Dans la présente simulation numérique, on utilise les paramètres communément
fixés suivants :

— Taux de mortalité naturelle : Pour le taux de mortalité naturelle µN, on utilise la
valeur estimée par la Banque Mondiale en 2012 [122], pour l’Algérie µN = 0.005.

— Le taux auquel les complications sont guéries est très difficile à estimer. Les com-
plications à un stade avancé ne sont pas guérissables en général, d’où δ = 0.
Quant aux complications à un stade non avancé avec une prise en charge conve-
nable, δ reçoit la valeur 0.01.

Le reste des paramètres ne sont pas communément fixés, et peuvent varier légère-
ment, voir le tableau 4.1.

Les résultats pour le point d’équilibre E1

Pour les paramètres opérationnels donnés dans le tableau(4.2) vérifiant les condi-
tions d’existence et de stabilité du point d’équilibre DFE E1, ce qui confirme le résultat
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I δ α β v φ  

1000-6000 0.01-0.7 0.002-0.6 0.01-0.3 0.03-0.3 0.0007-0.07 0.03-0.2 
 

TABLEAU 4.1 – Les variations des valeurs estimées des données biologiques du premier modèle.

théorique,

(C = 0.5950) > (
β = 0.2500

)
, (4.1)(

v +µN = 0.0350
) > (

φ = 0.0030
)

. (4.2)

I δ v φ   α τ 

4000-10000 0.03-0.7 0.07-0.1 0.004-0.7 1e-7-0.001 0.00-1.0 0.007-0.04 0.05-0.1 
 

TABLEAU 4.2 – Les données biologiques.

FIGURE 4.1 – Graphe de la convergence vers E1.

La courbe de (D,Ca ,Cc ) en trois dimensions dans la figure (4.1) montre qu’après
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un temps assez grand la solution du système (2.3) pour les données du tableau (4.2)
converge vers le point d’équilibre E1.

FIGURE 4.2 – Évolution des diabétiques sans et avec complications aiguës et chroniques.

La figure(4.2) montre le comportement de la dynamique des sous-populations des
diabétiques sans et avec complications aiguës et chroniques. Pour des valeurs de β

et φ vérifiant les hypothèses 4.2, la dynamique des diabétiques sans complications
augmentent d’une façon continue, alors que les complications aiguës diminuent et
atteignent 0 très vite. Pour les complications chroniques, dans un premier temps aug-
mentent, ensuite diminuent légèrement avec le temps et prennent zéro après 60 jours
approximativement.

Les résultats pour le point d’équilibre E2

Pour les paramètres opérationnels vérifiant les conditions d’existence

(
φ = 0.7000

) > (
v +µN = 0.3050

)
, (4.3)

et de stabilité du point d’équilibre E2,

(
Cφ = 0.1645

) > (
β

(
v +µN

)
= 0.0762

)
, (4.4)

donnés dans le tableau(4.3).
Il est clair dans la figure (4.3) qu’après un temps assez grand la solution du système

(2.3) pour les données du tableau (4.3) converge vers le point d’équilibre E2.
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Point d'équilibre E2=(1.2e+4 , 0 , 1.9426e+4) 

Paramètres 
I µN δ α β v φ  

6000 0.005 0.01 0.2 0.25 0.3 0.7 0.02 
 

TABLEAU 4.3 – Les données biologiques.

FIGURE 4.3 – Graphe de la convergence vers E2.

La figure(4.4) montre un comportement des solutions différent du premier cas.
Pour une valeur de φ vérifiant l’hypothèse d’existence (4.3) c-à-d. φ est supérieur aux
paramètres de sortis du compartiment des complications chronique et la condition
de stabilité (4.4) est vérifiée, dans ce cas la dynamique des compilations aiguës dé-
croissent pour atteindre 0 en moins de 30 jours, tandis que, la population des com-
plications chroniques croît et atteint un maximum de 3.9e + 4 au bout d’une dizaine
de jours, ensuite décroît pour se stabiliser à 2e + 4 après 30 jours. La population des
diabétiques sans complications décroît et après une trentaine de jours se stabilise à
1.5e +4.

Les résultats pour le point d’équilibre E3

Pour les paramètres opérationnels vérifiant les conditions d’existence et de stabilité
du point d’équilibre E3,
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FIGURE 4.4 – Évolution des diabétiques sans et avec complications aiguës et chroniques.

(
β = 0.2500

) > (C = 0.0510) , (4.5)(
β

(
v +µN

)
= 0.0020

) > (
Cφ = 3.5700e −05

)
. (4.6)

donnés dans le tableau (4.4).

Point d'équilibre E3=(6.253e+4 , 1.3835e+5 , 1.0565e+5) 

Paramètres 
I µN δ α β v φ  

6000 0.005 0.01 0.006 0.25 0.003 0.0007 0.03 
 

TABLEAU 4.4 – Les données biologiques.

La convergence des solutions vers le point d’équilibre E3 est bien établie dans la
figure (4.5).

La figure(4.6) montre clairement qu’une augmentation importante des complica-
tions aiguës entraîne une augmentation des complications chroniques due au fait que
β prend une valeur de 0.25 et α une valeur de 0.006 pour vérifier l’hypothèse d’exis-
tence et de stabilité (4.6). Cette augmentation des complication force la population
des diabétiques sans complications à descendre et se maintenir autour 4e+4.

Discussions

On termine cette section avec quelques scénarios pour une simulation numérique
de notre premier modèle (2.3). On s’intéresse essentiellement à la variation de deux
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FIGURE 4.5 – Graphe de la convergence vers E3.

FIGURE 4.6 – Évolution des diabétiques sans et avec complications aiguës et chroniques.

paramètres lier à la prise en charge, qui sont δ le taux de guérison etα le taux de passage
du compartiment des complications aiguës vers le compartiment des complications
chroniques.

Impact du taux de guérison sur les sous-populations : La figure (4.8) représente
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les différentes sous-populations des diabétiques avec et sans complications pour dif-
férentes valeurs du taux de guérison δ = 0.1, 0.3, 0.6. Il semble que la meilleure façon
pour contrôler les complications aiguës est la prise en charge appropriée accompa-
gnée d’une éducation d’hygiène de vie, qui a une influence forte et positive sur la popu-
lation des diabétiques, ce qui entraîne même une diminution des complications chro-
niques. On constate aussi que ce paramètre influence positivement sur la population
totale des diabétiques comme la montre la figure (4.7), pour un δ = 0.1 et δ = 0.6, on
voit qu’il y a une augmentation approximativement de 0.6e +5 après 60 jours.

FIGURE 4.7 – Évolution de la population totale pour β = 0.25, φ = 0.003, α = 0.01, ν = 0.03, µN =
0.005, λ = 0.18, I = 5000.

Impact du taux de passage d’une complication aiguë vers une complication chro-
nique : La diminution du taux de passage d’une complication aiguë vers une compli-
cation chronique est dû aussi à une prise en charge convenable, si on s’occupe d’un
diabétique avec complication aiguë, alors, il y a peu de chance que sa complication
s’aggrave et devienne chronique. La figure( 4.10) le montre bien, pour des valeurs de
α = 0.02, 0.2, 0.6, on remarque que ce paramètre a un impact important sur les compli-
cations chroniques une diminution de 0.4e+5 après 60 jours et sur la population totale
des diabétiques une diminution de 0.5e +5 après 2 mois (voir figure (4.9)).
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FIGURE 4.8 – Évolution des sous-populations pour β = 0.25, φ = 0.003, α = 0.01, ν = 0.03, µN =
0.005, λ = 0.18, I = 5000.
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FIGURE 4.9 – Évolution de la population totale pour β = 0.25, φ = 0.4, δ = 0.01, ν = 0.03, µN =
0.005, λ = 0.18, I = 5000.
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FIGURE 4.10 – Évolution des sous-populations pour β = 0.25, φ = 0.4, δ = 0.01, ν = 0.03, µN =
0.005, λ = 0.18, I = 5000.
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2 Confirmation numérique de la théorie du deuxième mo-
dèle

Dans cette section, on va montrer l’influence du stress sur la dynamique des com-
plications dues au diabète. On rappelle que dans cette partie, on parle que de compli-
cation tout court, car, on a regroupé les deux compartiments des complications aiguës
et chroniques dans un seul compartiment.

Les résultats pour le point d’équilibre E0

Pour les paramètres opérationnels vérifiant les conditions d’existence et de stabilité
du point d’équilibre E0, (

φ = 0.0030
)< (

ν+µN = 0.0650
)

,

donnés dans le tableau (4.5).

Point d'équilibre E0=(1e+6 , 0 , 1)  

Paramètres 
I µN δ v φ   α τ 

5000 0.005 0.6 0.06 0.003 1e-7 0.002 0.007 0.04 
 

TABLEAU 4.5 – Les données biologiques.

La figure(4.11) montre le comportement de la solution du modèle 2.20 a long terme,
on voit bien que cette solution converge vers la point d’équilibre E0.

Dans la situation ou φ vérifie l’hypothèse 2 ce qui veut dire que l’entrée du com-
partiment des complications est inférieure aux sorties, entraîne que la population des
diabétiques sans complications augmente très rapidement et dépasse 3e +5 après 60
jours, à l’inverse de la population des diabétiques avec complications en moins de dix
jours (ici le stress (figure (4.13)) accélère les mortalités dues aux complications), elle
devienne nulle comme la montre la figure (4.12).

Les résultats pour le point d’équilibre E1

Pour le point d’équilibre E1, les paramètres opérationnels du tableau (4.6) vérifient
les conditions d’existence et de stabilité suivantes,

((
φ−ν)

= 0.5500
) >

(
δ

(1+λ)

(λ+ν)(
µN +ν+λ) = 0.0082

)
, (4.7)

(
φ− (

µN +ν)
= 0.5450

) >
(

δ

(1+λ)
= 0.0083

)
. (4.8)
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FIGURE 4.11 – Graphe de la convergence vers E0.

FIGURE 4.12 – Évolution des diabétiques sans et avec complications en présence du stress.

Après un temps assez grand la solutions du système 2.20 converge vers le point
d’équilibre E1 comme la montre la figure (4.14).
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FIGURE 4.13 – Évolution du stress.

Point d'équilibre E1=(9.305e+3 , 1.9421e+4 , 1)  

Paramètres 
I µN δ v φ   α τ 

5000 0.005 0.01 0.05 0.6 1e-7 0.2 0.05 0.003 
 

TABLEAU 4.6 – Les données biologiques.

La figure(4.15) montre que dans un premier temps la population des complications
augmente jusqu’à 8e +4, ensuite diminue pour atteindre 2e +4 et après une cinquan-
taine de jours, elle se stabilise à cette valeur, tandis que, la population des diabétiques
sans complications dès le début commence a décroître et très rapidement se stabilise
à 1e+4. Ce comportement est prévisible, carφ est supérieure aux paramétrés de sortie
et le stress atteint son maximum (voir figure (4.16)).

Discussions

L’idée maîtresse ayant motivé cette recherche est de tester l’impact négatif du stress
sur les diabétiques. Une tentative par modélisation mathématique (2.20), nous a per-
mis de confirmer cet effet néfaste, comme prévu, la figure (4.18) montre que l’augmen-
tation du taux des diabétiques stressés λ augmente significativement les décès dus aux
complications (la population totale diminue de 10.5e +4 si 50% des diabétiques sont
stressés et de 12e +4 si 100% des diabétiques sont stressés). Le taux de guérison δ peut
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FIGURE 4.14 – Graphe de la convergence vers E1.

FIGURE 4.15 – Évolution des diabétiques sans et avec complications en présence du stress.

limiter les dégâts causés par le stress, la figure (4.17) montre qu’une prise en charge
convenable peut aider les patients à guérir de leurs complications et se débarrasser du
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FIGURE 4.16 – Évolution du stress.

stress. On observe aussi que si λ = 0.5 une prise en charge très appropriée δ = 0.6 peut
sauver 2.5e +4 les diabétiques de la mort.

I δ v φ   α τ 

4000-10000 0.03-0.7 0.07-0.1 0.004-0.7 1e-7-0.001 0.00-1.0 0.007-0.04 0.05-0.1 
 

TABLEAU 4.7 – Les variations des valeurs estimées des données biologiques du deuxième mo-
dèle.
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Conclusion et perspectives

En terme de santé publique, bien que les résultats de nos travaux doivent être va-
lidés par des données expérimentales, ils peuvent avoir des implications pour la santé
publique. Le diabète, par sa prévalence actuelle en Algérie et les projections faites, doit
constituer l’un des axes prioritaires de santé publique pour notre pays. La prévention
primaire, le diagnostic précoce grâce au dépistage chez les sujets à risque et l’amélio-
ration des conditions de soins sont indispensables. De telles perspectives méritent la
poursuite de la réflexion, une meilleure coordination des efforts, et donc un partena-
riat efficace entre les pouvoirs publics, les autorités sanitaires et les sociétés savantes.
Les situations de stress propres au diabète ou encore des conflits psychologiques tout
à fait extérieurs au diabète peuvent affecter l’équilibre de la glycémie des personnes
diabétiques. Le stress peut influencer le contrôle du diabète ce qui implique les com-
plications diabétiques d’où la nécessité d’apprendre à apprivoiser le stress. Les mo-
dèles proposés, à l’issue de ce travail, permettent d’assurer de façon efficace l’objectif
visé. En guise de perspectives, plusieurs travaux pourraient être envisagés pour pour-
suivre cette thèse, cependant pour bien comprendre les mécanismes impliqués dans
l’évolution des complications diabétiques, on prévoit de faire intervenir la notion du
retard biologique dans notre système. Comme autre perspective, utiliser les modèles
multi-échelles. L’idée est de représenter aussi fidèlement que possible la physiopa-
thologie des complications diabétiques, comprendre aussi les causes de ces complica-
tions, surtout les maladies cardiovasculaires. Pour bien clore, on dit que la seule chose
qui pourra mettre une limite aux perspectives c’est bien notre imagination.
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