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Résume :

Dans ce mémoire de master, on etudie la croissance des solutions
méromorphes de certaines equations différentielles linéaires dont les
coefficients sont des fonctions méromorphes. On établit un résultat qui

généralise le théoreme de Frei.

Abstract :

In this master thesis, we study the growth of meromorphic solutions of certain
linear differential equations whose coefficients are meromorphic functions.
We establish a result that generalizes Frei's theorem.
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INTRODUCTION

Dans ce travail, on étudie la croissance des solutions méromorphes de ’équation
différentielle linéaire

FO 4 A fO b Ay f 4 Agf =0

dont les coefficients A;(j =0, ...,n — 1) sont des fonctions méromorphes. On établit
que si les coefficients A; (j =0,...,s—1,s+1,...,n—1) possédent une croissance plus
lente que le coefficient A, alors I’équation ne peut avoir plus que s solutions méro-
morphes linéairement indépendantes, dont la croissance est limitée par la croissance
du coefficient A,. Ce travail est une synthése de ’article :

Mokhon’ko, A. Z. ; Kolyasa, L. I. Some properties of meromorphic solutions of linear
differential equation with meromorphic coefficients. Mat. Stud. 52 (2019), no. 2, 166—
172.

Le mémoire est composé de deux chapitres, d’une conclusion et d’une bibliographie.
Dans le premier, on donne les notions préliminaires de la théorie de Nevanlinna avec
la premier théoréme fondamental.

Dans la deuxiéme chapitre, on présente le théoréme principal avec la démonstration.



Chapitre 1

Quelques notions de base de la
théorie de Nevanlinna

Dans ce chapitre, on présente les définitions de base de la théorie de Nevanlinna sur
les fonctions méromorphes, et on donne quelques propriétés sur la croissance des
fonctions méromorphes qu’on aura besoin par la suite, voir [1,3,4,7,8,9].

1.1 Eléments de la théorie de Nevanlinna

1.1.1 Formule de Jensen

Théoréme 1.1.1 ([7]) Soit f une fonction méromorphe dans C telle que f(0) #
0,00 et aj,as., (resp. by, bs,...), ses zéros (resp. ses poles), chacun étant compté
avec son ordre de multiplicité. Alors

-Y o 0BT

laj|<r

log | f(0) :—/log{fre |dg0+Zlog

Preuve. On démontre la théoréeme dans le cas ol f n’admet ni zéros ni poles sur
le cercle |z| = r. Posons
H r(z—ibj)
2_p.
bl<r 77
H r(z—aj) °
rl—a;z

laj|<r

F(z)=f(2) (1.1.1)
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La fonction F' n’admet pas de zéros et de poles dans |z| < r, donc log F' (2) est
analytique dans |z| < r. Alors, par le théoréme de la valeur moyenne des fonctions
analytiques, nous obtenons

1 Lo .
log F' (0) = %f; log F' (re’?) dep.

En prenant les parties réelles, et en utilisant Re (log F' (z)) = log | F' (2)|, nous obte-
nons

1 o i
log | F (0)] = %f(f log |F (re'?)| de. (1.1.2)

De ({1.1.1)), on trouve
1%

jbjl<r "
[E(O) = [f O) =7z (1.1.3)
T
ajl<r
Pour tout z = re¥ et pour tout j, on a
re—by)| _|rle—a)|_ (1.1.4)
r2 —bjz r? —a;z
De (1.1.1)) et (1.1.4), on trouve
|F (re’?)| = | f (re™)]. (1.1.5)
En combinant (|1.1.5)) avec ([1.1.2)) et (1.1.3]), nous obtenons 'affirmation
| - i T T
log|f (0)] = 5 02 log |f (re S")| do + Z logm - Z log ol (1.1.6)
J J

[bj|<r laj|<r

L’équation (1.1.6]) est appelée formule de Jensen, elle donne une idée sur le lien entre
les zéros et les poles situés a l'intérieur d’un disque |z| < r avec la valeur moyenne
de log |f (2)| sur la frontiere |z| = r. O

Définition 1.1.1 ([7]) Pour tout réel x > 0, on définit

logz, z > 1,

10g+x:max(loga:,0):{ 0.0<2<1
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Lemme 1.1.1 ([7]) On a les propriétés suivantes :

(a) logx < log+x (x >0).

(b)log"x <log"y (0<z<y).

(c)logx =log" z — log x > 0).

(d) |logz| = log" x +log L (@>0).
(

(¢) 10g+(1_[ ) < Zlog i

(f) log* (le)<logn+Zlog r; (2, >0,1<i<mn).

=

(9) llog+ !x\ log™ Jy|| < ‘log‘ H (z,y € R*).
(h) |log™ 2| —log™ |y|| <log™ |z —y| +1log2 (z,y € R*).

1.1.2 Fonction a-points

Définition 1.1.2 ([7]) Soit f une fonction méromorphe dans C. Pour tout nombre
complexe a, on désigne par n(t,a, f) le nombre de racines de l'équation f(z) = a
situées dans le disque |z| < t et par n(t, o0, f) le nombre de poles de la fonction f
dans le disque |z| < t .Chaque racine ou pdle étant compté un nombre de fois égal a
son ordre de multiplicité. Posons

N(r,a,f) =N (r, ﬁ) = an(t’a’ /) ; n(0,a, f)dt+n(0,a, flogr, a# oo
- 0

et

N(r,00, f) =N (r, f) = g’in(t,oo,f) ;n(O,oo,f)dt +n(0, 00, f)logr.

N(r,a, f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque |z| < r.
Exemple 1.1.1 1. Soit f(z) = €**. On a n(t,o00, f) = n(t,0,f) = 0 car f n'a ni

zéros ni poles. Donc
N(r,o00,f) =N (r,0,f)=0.

2. Soit f(z) =<, peN*. Onan(t0,f)=0 et n(t, oo, f) =

n(t,0, f) —n(0,0, f)
t

N (r,0,f)= [ dt +n(0,0, f)logr = 0,
0

N(r,o0, f) = f—dt+plogr—plogr
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Définition 1.1.3 ([7]) Soit f une fonction méromorphe dans C. Pour tout nombre
complexe a, on désigne par n(t,a, f) le nombre de racines distinctes de [’équation
f(2) = a situées dans le disque |z| <t et par ni(t, 00, f) le nombre de péles distincts
de la fonction f dans le disque |z| <t . Posons

N(r,a,f) =N <r, 7 L ) = jﬁ(t,a, /) ;ﬁ(o,a, f)dt +7m(0,a, f)logr, a # oo
_ ;

et
ﬁ(tv o0, ) B ﬁ(ov o0, f)
t

N(r,00,f) =N (r, f) ::g: dt +m(0, 00, f)logr.

N(r,a, f) est appelée fonction a-points distincts de la fonction f dans le disque
2| <.

Exemple 1.1.2 Soit f(z) = %, p € N*. On an(t,0,f) =0 et n(t, o0, f) = 1.
+n(t, 0, ) — (0,0, f)
f t

0

N (1,0, f) = dt +7(0,0, f)logr =0,

— T1—1
N(r,oc0, f) = det—i—logr:logr.
0

Proposition 1.1.1 ([7]) Soit f une fonction méromorphe dans C avec le dévelop-
pement de Laurent de f autour de l’origine

+o0 ’
= Zcizz,cm eC*, melZ.
Alors ,
1 i 1
log || = %/log‘f(re‘p)‘dgo—l—]\/(r,f) — N (r,;) )

0

1.1.3 Fonction de proximité

Définition 1.1.4 ([7]) Soit f une fonction méromorphe dans C. On définit la fonc-
tion de prorimité de f par

m(r,a,f):m(r,L). 12fﬂ og ;dap, si f#£aeC

f—a f(re) — al
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et
27

m(r, 00, f) =m(r, f) = %/logJr !f(rewﬂ dep.

0

1.1.4 Fonction caractéristique de Nevanlinna

Définition 1.1.5 ([7]) Soit f une fonction méromorphe dans C. Alors la fonction
caractéristique de Nevanlinna de [ est définie par

T(r, f) :=m(r, f) + N(r, f).
Exemple 1.1.3 1. Soit f(z) =¢e*. On a n(t,00, f) =0 et N(r, f) = 0. De plus

m(r, f) = %Ofﬂlog | f(re'?)| dp

1271'

- 1 2
= — [log™" |e* ¢t dp = — [ 2r cos pdp = -
2m 2m s

%w\:\

Wl

Donc T(r, f) = m(r, f) + N(r, f) = Z.

T

2. Soit f(z) = z—;, p € N*. On an(t,oc0, f) =n(0,00, f) =p et

N, f) = Ljﬁn(t,oo,f) ;n(O,oo,f)

dt + n(0, 00, f)logr

= fp—;pdt +plogr = plogr,
0

de plus
1 27 N ) 1 2 N ercosg@-f—isin(p
m(r,f):%({log |f(re“”)|d<p:%0flog EEa— dyp
1 3 el cosy 1 3
= %7‘[; log - dp = %J; (rcose — plogr)dp
2 2
1 2
=5 [ rcospdp — Zglogr = % — glogr.
-3
Donc rop
T(Ta ):m(T,f)+N(T,f) :;+§logr
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1.1.5 Théoréme de Cartan

Théoréme 1.1.2 ([7]) Si f est une fonction méromorphe non constante dans C
telle que f(0) # 0,00, alors

L[ i0 +
T )= 5 [N (e ) db 1057 |F00)].

Corollaire 1.1.1 ([7]) T'(r, f) est une fonction croissance en r.
Corollaire 1.1.2 ([7]) T'(r, f) est une fonction convezxe en logr.

Proposition 1.1.2 ([7]) Soient fi, ..., f,, des fonctions méromorphes dans C. Alors :

n

(1) T(r, l;llfz) E:L: T(r, f;), n € N*.
Sqr, f);neN.

.

@) 70,77 =n
(3) T(r Zlfz) < EIT(T, fi) +logn, n € N*,
Preuve. (1) Ona:

27
m (T,Hfz) :%/log
1= 0

2m n
= Z % /logJr ‘fi(rei“’)’ do = Zm<7”> fi)-
i=1 =1

Sl zo est un pole d’ordre A; > 0 pour f;, alors il est un pole d’ordre égal au plus
Z A; pour la fonction H fi- Donc

=1 =1

H fi(re'®)

2T
1 -~ .
Wﬁ%/;mﬂwwww
0o =

N <T7Hfz> SZN(TM]CZ)’
=1 =1

S DRECIDENCID

d’ou
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<Y m(r, fi)+ Y N fi) =) T(r, fi).
i=1 i=1 ;
2)Onal|f" =|f]"<le|f] <1.8Si|f] <1alors

T(r, f") = N(r, [") = nN(r, f)) = nT(r, f).

Si |f| > 1, alors

T(r, f) = N(r, f*) +m(r, f*) = aN(r, f) +nm(r, f) = 0T (r, f).

o S) - [

NS e Nt
_;2w/ln |fl(re”)}dg0+logn—;m(r,fl)—i—logn.

Si 2y est un pole d’ordre A; > 0 pour fi, alors il est un pole d’ordre égal au plus

max \; < Z A; pour la fonction Z fi- Donc

1<7,<TL i=1 i=1

N (TaZfz> < ZN(T7 fz)a

T(T, Y fl) = N(ﬁifz) +m(r7ifz>

SZN<T7JCZ)+ m(r,fz)—i-logn:ZT(T,fz)—Flogn

=1 =1 1=1

3) On a

Zfz re'¥

=1

(Z log™ ’fl re'? | + log n) dy
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1.2 Premier Théoréme Fondamental de Nevan-
linna

Théoréme 1.2.1 ([7]) Soient a € C et f une fonction méromorphe dans C. Soit le
développement de Laurent de f(z) — a autour de 'origine

+o0
f(z) —a= Zcizi,cm e C", meZ.

i=m

Alors

1
T(ra, f) =T ( - ) — T(r: £) — log |en| + (r,a),
ot |p(r,a)| <log2+log" |a.
Preuve. Supposons d’abord a = 0. Par le Lemme 1.1.1 (¢) et la Proposition 1.1.1,
on obtient
27

2
1 , 1
log|cn| = Py /log+ ‘f (re“")‘dgp ~ 5 /log+
0 0

7 (Tlew) dp+ N(r,f) =N (7’, l)

—m(r f) —m <r%) N ()~ N <r,1)
Ainsi

m (r,%) + N (r, %) =m(r,f)+ N (r, f) — log|cn|

T (7“, %) =T (r, f) — log |cm| (1.2.1)

Ce qui est l'affirmation avec ¢ (r,0) = 0.
Traitons maintenant le cas général a # 0, posons h = f — a. Il est clair que

m(r%) —m(r,ﬁ), N(r,%) —N(r,ﬁ), N(r,h) =N (1, f).

De plus
log" |h| =log™ | f — a| <log™|f| + log™ |a| + log 2,
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log" |f| =log™ |f —a+a| =1log" |h+ a| <log™ |h| + log™ |a| + log 2.
En intégrant ces deux inégalités, on obtient
m(r,h) <m(r, f) +log" |a| +log2,

m (r, f) < m(r,h) +log" |a| + log2.
Par conséquent
90(7"7@) - m(rvh) —m(r,f)
satisfait
lo (r,a)] <log2+log" a

En appliquant (1.2.1)) pour A, on obtient

1 1 1
T(r,ﬁ) :m(r,ﬁ) —|—N(r,ﬁ) =m(r,h) + N (r,h) — log |cn|

=m(r, )+ N (r, ) —1og |cm| + ¢ (1, a)
= T(T,f) _10g|cm| +QO(T,CL).
U

Remarque 1.2.1 Le premier théoreme fondamental peut étre formulé comme suit :
Pour tout a € C,on a

T (r 1) =T )+ 0, 7= 40

Exemple 1.2.1 Vérifions le Théoréme 1.2.1 pour la fonction f(z) =€*. On a

T(r, f) =m(r,00, f) + N(r,o00, f) = %

Calculons maintenant T(r,a, f) =T (r, #) Sia =0, alors N(r,0,f) =0 et

21

1 —7T COS
m(r,0, f) = g/logﬂe ?|dyp
0
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3m
5

1 3m
=5 (—rcosp)dy = —% [singp]g2 = %

[ME]

Donc
r

T(T,O,f):N(T,O,f)—i—m(r,o,f):;.

St a # 0,00 et zy est une solution de ’équation e*® = a, alors toutes les solutions
s’écrivent zo + 2kmi (k € Z). D’ou

t? — (log |af)?

n(t,a, f) ~ o

t
~—, t— 400
0

et par suite

El
w
3

Donc r
T(r.a,f) = N(ra.f) + mir.a, f) = = +0(1).

Proposition 1.2.1 ([9]) Soit f une fonction méromorphe dans C. Si g(z) = %
et a,b,c,d € C tels que ad — cb # 0, alors

d
Preuve. Comme g(z) = z}cig, alors f(z) = %. Donc il suffit de montrer que

T(r,g) <T(r,f)+ O(1).

Si ¢ =0, alors

af +0b
T(r,g)=T (r, y )
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<log* )%‘ +T(r, f) +log*

af +b a bc—ad 1
T(r, %) (2
(T’ cf+d> <r’c+ c? f—i—g)
+T TL + log 2

1 d
:T(r,m) +O(1):T(T,f+z)+0(1)

[

g‘ +log2 ="T(r, ) + O(1).

Si ¢ # 0, alors

bc — ad

c2

<log™® ‘ﬂ’ + log™
c

< log*

d’ +T(r, f)+0(1)=T(r, f) + O(1).

C

Exemple 1.2.2 Soit ¢(z) = tanz. Alors on peut écrire

(2) = tan 7 = sinz izgf_iz B _Z_emz —1
== Ccosz  €iEet o el
Donc 21 5
e — . r
T =T |r,—i——— ) =T(r,e®)+0(1) = = + O(1).
) =T (n =i ) = T+ 00) = 2+ 00)

Définition 1.2.1 ([3,4]) Soit f une fonction méromorphe dans C. Alors lordre de
croissance p(f) de f est défini par

logT
p(f) = lim Supog—m_
r——400 10g r

Exemple 1.2.3 1. Soit f(z) =¢e. Alors T(r, f) ~ , r — F00. Donc

(27r3r)%
logT loge™ — Llog(2m3r
p(f) = lim sup—Og (r.f) = lim sup & 2 8 )
r—too loOgrT r—too log r

r — ilog(21r
= lim sup 3 1og( ) = +00.
r—t00 log r
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2. Soit f(z) =%, pe N*. Alors T(r, f) = £ + Elogr. Donc

log T log(Z + 21
p(f) = limsup—og (r, f) = lim sup Og(” 298 ) =
r—too loOgrT st oo log r

Théoréme 1.2.2 ([3]) Soient f et g deux fonctions méromorphes non constantes

dans C. Alors

1) p(f 4 g) < max(p(f), p(g))-
2) p(fg) < max(p(f),p(g))-

3) De plus , si p(g) < p(f), alors p(f +g) = p(fg) = p(f).
Preuve. 1) Posons p(f) = p; et p(g) = py.Alors, pour tout € > 0 et r suffisam-

ment grand, on a
T(r,f+9) <T(r, f)+T(r,g) +In2

S ,l,.Pl+€ _|_ r,02+€ + log 2 S 2Tmax{p1,p2}+€ _|_ log 2

Comme € > 0 est arbitaire, on obtient p(f+g¢) < max{p;, po} = max{p(f), p(9)}
2) De méme, on obtient

T(TJ fg> < T<7", f) + T(T, g) < 9pmax{py,pz}-+e

d'ot p(fg) < max{py, po} = max{p(f),p(9)}.
3)1 Supposons que p(g) < p(f). Alors p(f + g) < max{p(f),p(9)} = p(f). De la
relation :

T(r,f)=T0f+9—9) <T(r.f+g9)+T(rg)+log2,

on obtient

p(f) < max{p(f +9),p(9)} = p(f + 9),
d’ou p(f 4+ g) = p(f). Ensuite de la relation

Tnf) =T (7"’ %) <T(r fg)+T <r, é)

=T(r,fg) +T(r,g) + O(1),
on obtient p(f) < max{p(fg),p(9)} = p(fg), dou p(fg) = p(f). O
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1.2.1 Lemme de la dérivée logarithmique
Lemme 1.2.1 ([3,4]) Soit f une fonction méromorphe dans C. Alors

m (1 %) = 5(00) = OltogT(r, ) + logr).

a Uextérieur d'un ensemble E C (0,+00) de mesure linéaire finie. Si p(f) < +o0,
alors

m (n %) = Otog)

Corollaire 1.2.1 ([3,4]) Soient f une fonction méromorphe dans C et k € N*.
Alors

)
m <r, T) = S(r, f) =O(logT(r, f) +logr),

a Uextérieur d'un ensemble E C (0,+00) de mesure linéaire finie. Si p(f) < +o0,

alors
f)
m (r, T) = O(logr).

Preuve. On démontre le corollaire par récurrence. Pour £ = 1, la relation est

vraie
m <r, f7/> = S(r, f).

Supposons ensuite que nous avons

Alors

(k) (k)
m(r, f®) =m (r, fT . f) <m(r, f)+m (r, fT) =m(r, f)+ S(r, f).

Si zg est un pole d’ordre p pour f, alors 2z est un pole d’ordre &k +p < (14 k)p de
f®) . Donc
N(r, f®) < (1 + k)N(r, f).

Par conséquent

T(r, f(k)) = m(r, f(k)) + N(r, f(k)) <14+ K)T(r, )+ S(r, f).
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Ce qui inplique

donc
(k+1)
n(r55)
/

Lemme 1.2.2 ([3]) Soit f une fonction méromorphe telle que f(0) = 1. Pour tout
O<a<l, ona
' (rei®)

f! 11 2”1 n
mlr,=)=——1_1o .

f a2my & f (ret¥)
ou R et r sont deur nombres arbitaires satisfaisant la condition R > r > 1 et
" = max{z,1}.

S(r, f) +S(r, f¥) = S, f).

AN

3
VR
—
\‘ =
N———

+

3
N

=3
—~
s
= =
\"\_/\
~_—

Il

g

“ 32

r>(2a)A
7= a(l—a) ’

T (R, f)r— (1 - =

Corollaire 1.2.2 ([3]) Soient f une fonction méromorphe. Si p(f) < 1, alors on

m (7", f%) =o0(1), r — +o0.

Preuve. D’aprés le Lemme 1.2.3, pour tout 0 < aw < 1 et tout R >r >1,on a
1! 32 A _ r\ —(2a)"
L)< 22 7R, a<1——> .
m(rf “a(l-a) (B, f)r R
Pour R = 2r, il vient

1! 32 A u ro\ —a)"
m (7“, ?) < al—a) —a)T 2r, f)r (1 — 5)

32 T (2r, f) < 32 T (2r, f)
T a(l-a) 200 = a(l—a) 260 e

D’apres la définition de I'ordre de f, pour tout € > 0 et r suffisamment grand, on a

T, f) < 40,
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Donc

f

En choisissant p (f) + ¢ < o < 1, on obtient

£ 32 (2r))
L) < )
m (T) f) =~ a (1 o Oé) 2(20)/\7*04 E— 07 T —> +OO

D’otl le résultat. U

m( f’)< 32 T@rf) _ 32 (2r)f’(f>+€'

r’ r - o (1 _ a) 2(20&)/\7«a - % (1 _ OC) 2(204)/\7»0(

Proposition 1.2.2 ([3,4,9]) Soit f une fonction méromorphe. Alors on a

T(r, f) <2T(r, f)+m (r, f7/) .

Si f est d’ordre fini, alors
T(r, ') < 2T(r, f) + O (log7)

Preuve. On a

Puisque

alors on obtient ,

T(r, f) <m ( 7) ol £) + 2N (r, f)

! /
< (nZ) 4 20mn )+ N ) =200 ) 4 (n )
Si f est d’ordre fini, alors d’apres le Lemme de la dérivée logarithmique, on obtient

!/

T(r, fy<m <r, f7> + O (logr).
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Définition 1.2.2 ([3]) Soit R(z) = % une fonction rationnelle irréductible. Alors

deg R = max {deg P,deg Q} .

apzp+ap_1zp*1+...+a0
0, b 0 >1
byz? + by_1297 1 + - - + b (ap?’é v bg #0,p,q 2

des nombres entiers) une fonction rationnelle irréductible. Alors

Exemple 1.2.4 Soit R(z) =

deg R = max {p, q} .
Théoréme 1.2.3 ([3]) Si R(z), z € C est une fonction rationnelle de degré d, alors
T(r,R(z)) = dlogr+ O(1).

Théoréme 1.2.4 ([5]) Soient f et ay,...,a, des fonctions méromorphes, n > 1 un
nombre entier. Si a,(z) Z0 et F =ag+ a1 f + -+ + a,f™, alors

T(r,F) =nT(r,f)+O (ZT@, m) .



Chapitre 2

Quelques propriétés des solutions
méromorphes des equations
différentielles linéaires a
coefficients fonctions méromorphes

2.1 Théoréme de Frei
Théoréme 2.1.1 ([2]) Soit as(z) le dernier coefficient fonction entiére transcen-
dante parmi la séquence des coefficients ag (z), a1 (2), ..., an_1 (2). Alors, I’équation
F 4 a1 (2) fO o an (2) f ag (2) f =0
admet au plus s solutions linéairement indépendantes d’ordre fini.
Exemple 2.1.1 L’équation différentielle
flef = f=0

admet une seule solution d’ordre fini (s = 1). On vérifie que f (z) = €* + 1 est une
solution de cette équation d’ordre égal a 1.

Dans ce chapitre on étend le théoréeme de Frei pour ’équation
fO 4 Ay fOY o A+ Agf =0, (2.1.1)

ot A;(j =0,...,n — 1) sont des fonctions méromorphes. On démontre le théoréme
suivant :
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Théoréme 2.1.2 ([6]) Etant donnée I’équation différentielle (2.1.1]). Supposons que
les coefficients Aj(j = 0,...,n — 1) sont des fonctions méromorphes tels que

1)
m(r,A;)) =0(1) (j =s+1,s+2,...,n—1),m(r, As) # O(1), (2.1.2)

alors Uéquation (2.1.1) ne peut avoir plus de s solutions méromorphes linéairement
indépendantes d’ordre p < 1;

2)
m(r,A;) =O(logr) (j=s+1,5s+2,...,n—1), m(r,A;) # O(logr), (2.1.3)

alors U'équation (2.1.1)) ne peut avoir plus de s solutions méromorphes linéairement
indépendantes d’ordre fini ;

3)
m(r, Asi1), m(r, Agia), ...,m(r, Ay_1) = o(m(r, Ay)), 7 ¢ E, (2.1.4)

alors Uéquation (2.1.1) ne peut avoir plus de s solutions méromorphes linéairement
dépendantes telles que

log(rT(r, f)) = o(m(r, Ay)), r ¢ E. (2.1.5)

2.2 Preuve du Théoréme 2.1.2
Soit tout d’abord dans ’équation (2.1.1), s =0, i.e.,
m(r, An—1), m(r, An—a), ..., m(r, A1) = O(1), (2.2.1)

m(r, Ag) # O(1). (2.2.2)

et f est une solution de croissance p < 1, puis en prenant en compte du Corollaire
1.2.1, on obtient

f)
De (2.1.1)), il s’ensuit que

i {00) O )
Ao(2) = FA()T S e ) € C (224)
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En prenant en compte des propriétés de la fonction de proximité, de (2.2.1)), (2.2.3))
et (2.2.4) , on obtient

n Gy ol
m(r, Ag) < Zm (r, fT) + Zm(r, A)+0(1) =0(1).

Ce qui contredit la condition ([2.2.2). Ainsi, si s = 0 et n € N*, alors I’équation
(2.1.1)) n’a pas de solutions méromorphes f d’ordre p < 1.
On démontre par récurrence Supposons que pour tout n € N* il est prouvé que si

dans I’équation (|2 , on a
m(r, An_1), m(r, Ay_2),...,m(r, Ay,) = O(1), m(r, Ap_1) # O(1),

alors ’équation ([2.1.1) n’a pas plus de m — 1 solutions méromorphes linéairement
indépendantes f d’ordre p < 1. Prouvons cette assertion pour s = m > 1 et n € N*.

Supposons que dans I’équation (|2 , on a
m(r, An—1)7 m(’l", An—2)7 ) m(r, Am-‘rl) = O<1)’ m(r, Am) 7£ O(l) (225)

mais cette équation posséde m + 1 solutions méromorphes linéairement indépen-
dantes wy, wy, ..., Wy, dordre p = p(w;) < 1, j = 1,2,...,m + 1. Faisons la
substitution f(z) = u(z)w;(z). Ensuite, 'équation (2.1.1)) peut étre écrite sous la

forme (on prend w; = w, f© o 5 f® =3 Clubwk=D k=0,1,..,n)
7=0

Zakzcj (@) g (=) +u2akw ., a, = 1.

k=1

Puisque w = w; est solution de (2.1.1)), alors >, _, arw® = 0 et Péquation préce-

dente prend la forme
Z a Z CIuDyp*=9) = 0, (2.2.6)

k=1 j=1

Divisons les deux cotés de 1’équation (2.2.6)) par w et regroupons les termes qui
contiennent u(®, s = 1,...,n, on obtient

Z (5 1) Zakcs

s=2

0, (2.2.7)
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oupouruw' =v,t=s—1,ona

n-l n wk—t=1)
Zv(t) Z aC 0.
t=0 k=t-+1 v

La derniére équation peut étre écrite sous la forme

v b, ™D 4+ hyv = 0, (2.2.8)
ou
- t+1w(k7t71)
b fry _— — - ] - — - . b
p= > ) — t=01..n—1 ay=byy =1 (2.2.9)
k=t+1
En particulier
n (k—m) n (k—m)
w w
b1 = Z arCr" = a,, + Z a,C}, ,
k=m k=m+1
ou alors
n k)
G = b1 — kZH ar Gy ———. (2.2.10)

De ([2.2.9) en prenant en compte le Corollaire 1.2.1, il s’ensuit que

m(r,by) < Z m(r, a) + Z m (r, M) +0Q1)

w
k=t+1 k=t+1
= Y m(ra)+0(1), t=m, m+1,..,n—1. (2.2.11)
k=t+1

Ensuite, en utilisant les propriétés de la fonction de proximité, la relation (2.2.5)) et

le Corollaire 1.2.1, de (2.2.10)) il vient

n

m(r, am) < m(r,bpm—1) + Z m(r, ay)
k=m-+1

* i m (73 w(:m)> +0(1) = m(r,by) + O(1). (2.2.12)

k=m+1
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En tenant compte de (2.2.5) et (2.2.11]) nous avons (b,_; = a, = 1)
m(r, bp—1), oo, (7, byi1), m(r, by,) = O(1). (2.2.13)

De (2.2.5)) et (2.2.12) il s’ensuit que

m(r, bym—1) # O(1).

Par la substitution f = u.wy, les solutions méromorphes linéairement indépendantes
w1 (z), wa(2), ..., wmr1(2) de Péquation (2.1.1)) deviennent les solutions méromorphes
linéairement indépendantes

w2 Wm+1
Ul = — ey Uy =
wh wq

de I'équation ([2.2.6)), et ces solutions aprés la substitution v’ = v deviennent les
solutions méromorphes linéairement indépendantes

w;

o Jj+1 .

vj—uj—< ),j—l,...,m,
w1

deI’équation ([2.2.8)). Par hypothése, 'ordre des w; (j = 1,2, ..., m + 1) vérifie p (w;) <
1,j=1,2,..,m+ 1, alors 'ordre p (u;) vérifie

p(u;)=p <M) <l,i=1,...,m.
w1

En prenant en compte la Proposition 1.2.2 et le Corollaire 1.2.1, on obtient

/

T(r,v) = T(r,u) < 2T(r, u;) +m (7‘, %) +O(1) = 2T (r,w) + O(1), i = 1,...,m.
D’ou, de la définition de 'ordre, il s’ensuit que les solutions v;, i = 1,...,m de
I’équation (2.2.8)) ont l'ordre de croissance p (v;) < 1, i = 1,...,m. Par conséquent,
en supposant que I’équation pour s = m posséde m+1 solutions méromorphes
linéairement indépendantes wy, ..., Wi, W1 d'ordre p(w;) <1, j=1,...,m+ 1,1l
s’ensuit que I’équation posséde m solutions méromorphes linéairement in-
dépendantes vy, ..., v, d’ordre p(v;) < 1,4 = 1,...,m, ce qui contredit I’hypothése
d’induction. Les cas 2), 3) du Théoréme 2.1.2 se démontrent de la méme maniére,
seules les estimations du Théoréme 1.2.3 sont utilisées au lieu de 'estimation du
Corollaire 1.2.1.
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2.3 Exemples

Exemple 2.3.1 Considérons I’équation

J (e - S =o.

z

cette équation est de la forme f'+ Ao(2)f =0, Ag(z) = —e*+ 2.

4
Ici nous avons

4

rew

ip
re
6 J—

|Ao(2)| = =¥ +0(1).

Par conséquent, en tenant compte du fait que logtx = max(logx,0),z > 0, la
fonction de proximité

s
27 2

1 , 1
m(r, Ag) = - /logJr | Ag(re™?)| dip ~ oy / rcos pdp = %,r — 00.
0 -

[NIE]

Puisque dans cet exemple s = 0, alors en prenant en considération la conclusion du
théoréme, cela signifie que l’équation considérée n’a pas de solutions méromorphe f
satisfaisant log(rT(r, f)) = o(m(r, Ag)). En effet, sa solution est la fonction f(z) =

€ s . L.
— En prenant en compte les propriétés de la fonction caractéristique, nous avons :
z

e?

T(r, f) =T(r, 62—4) =T(r,e) + O(logr).
Mais pour la fonction entiére e, on a

T

62 . eZ ~ 6
T(r,e®) =m(r,e") —(271'37“)%’ r — 4+00.
Donc -
e
T(T, f) ~Y m’ /r —_— +OO,

log(rT(r, f)) ~r, r — +o0.

Par conséquent

r ~log(rT(r. f)) # o(m(r, Ay)), m(r, Ag) ~ =, 1 — +oc.
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Exemple 2.3.2 Les fonctions f1(z) = e et fa(2) =1, z € C, sont des solutions
linéairement indépendantes de I'équation [ — % f' = 0. Cette équation est de la
forme [+ Ai(2)f' =0=0, Ai(z) = =<5 Ici nous avons

. r i 1 T
|A1(re'?)| = 65”—1-1‘ zieﬁmw—i—O(l), 0<¢<2m.

N | —

Par conséquent, de maniére analogue & I’éxemple précédent, on a l’égalité

r
m(r, A1) = (1+0(1))5—.

27
Puisque dans cet exemple s = 1, alors d’aprés les conclusions du théoréeme, ’équa-
tion que mous considérons n’'a qu’une seule solution méromorphe f pour laquelle
log(rT'(r, f)) = o(m(r, Ay)), r ¢ E.Comme indiqué ci-dessus, une telle solution est

f2(2) = 1, z € C. Pour la solution fi(z) = e°*, comme indiqué dans l’exemple
précédent

N3

T(r, fi) = T(r,e?) ~ ——— 1 — +o0; log(rT(r, f1)) ~

, ' — +00.
(m3r)2

N 3

Par conséquent

L~ A0g(rT(r, f2) # o(m(r, A1), m(r, Ay) = (14 0(1)) 1, 7 = +o0.



CONCLUSION

Dans ce mémoire, la relation entre le taux de croissance des solutions méromorphes et
les coefficients de I’équation différentielle d’ordre n a été établie. A savoir, I’assertion
du théoréme de Frei sur l'ordre de croissance des solutions entiéres de 1’équation

F A ) O 4 A (2) f + Ag(2) f=0

est élargi au cas ot les coefficients de I’équation et des solutions sont des fonctions
méroomorphes, sans aucune restriction pour le taux de croissance des coefficients.
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