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: Résumé                                                                                      

 

Dans ce mémoire de master,  on étudie la croissance des solutions 

méromorphes de certaines équations différentielles linéaires  dont les 

coefficients sont des fonctions méromorphes. On établit un résultat qui 

généralise le théorème de Frei. 

 

   

 : Abstract 
 

In this master thesis, we study the growth of meromorphic solutions of certain 

linear differential equations whose coefficients are meromorphic functions. 

We establish a result that generalizes Frei's theorem. 

     

     

 : الملخص

 

 ذاتمعادلات التفاضلية الخطية ال لبعض الميرومورفيةحلول ال، ندرس تزايد الماسترفي هذه أطروحة 

 تعمم نظرية فري. نتيجةنبرهن على  المعاملات الميرومورفية.
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INTRODUCTION

Dans ce travail, on étudie la croissance des solutions méromorphes de l�équation
di¤érentielle linéaire

f (n) + An�1f
(n�1) + � � �+ A1f 0 + A0f = 0

dont les coe¢ cients Aj(j = 0; :::; n� 1) sont des fonctions méromorphes. On établit
que si les coe¢ cients Aj (j = 0; :::; s�1; s+1; :::; n�1) possèdent une croissance plus
lente que le coe¢ cient As, alors l�équation ne peut avoir plus que s solutions méro-
morphes linéairement indépendantes, dont la croissance est limitée par la croissance
du coe¢ cient As. Ce travail est une synthèse de l�article :
Mokhon�ko, A. Z. ; Kolyasa, L. I. Some properties of meromorphic solutions of linear
di¤erential equation with meromorphic coe¢ cients. Mat. Stud. 52 (2019), no. 2, 166�
172.
Le mémoire est composé de deux chapitres, d�une conclusion et d�une bibliographie.
Dans le premier, on donne les notions préliminaires de la théorie de Nevanlinna avec
la premier théorème fondamental.
Dans la deuxième chapitre, on présente le théorème principal avec la démonstration.



Chapitre 1

Quelques notions de base de la
théorie de Nevanlinna

Dans ce chapitre, on présente les dé�nitions de base de la théorie de Nevanlinna sur
les fonctions méromorphes, et on donne quelques propriétés sur la croissance des
fonctions méromorphes qu�on aura besoin par la suite, voir [1; 3; 4; 7; 8; 9].

1.1 Éléments de la théorie de Nevanlinna

1.1.1 Formule de Jensen

Théorème 1.1.1 ([7]) Soit f une fonction méromorphe dans C telle que f(0) 6=
0;1 et a1; a2:::; (resp. b1; b2; :::); ses zéros (resp. ses pôles), chacun étant compté
avec son ordre de multiplicité. Alors

log jf(0)j = 1

2�

2�Z
0

log
��f(rei')�� d'+ X

jbj j<r

log
r

jbjj
�
X
jaj j<r

log
r

jajj
:

Preuve. On démontre la théorème dans le cas où f n�admet ni zéros ni poles sur
le cercle jzj = r: Posons

F (z) = f (z)

Q
jbj j<r

r(z�bj)
r2�bjzQ

jaj j<r

r(z�aj)
r2�ajz

: (1.1.1)
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La fonction F n�admet pas de zéros et de pôles dans jzj � r, donc logF (z) est
analytique dans jzj � r: Alors, par le théorème de la valeur moyenne des fonctions
analytiques, nous obtenons

logF (0) =
1

2�

R 2�
0
logF

�
rei'

�
d':

En prenant les parties réelles, et en utilisant Re (logF (z)) = log jF (z)j ; nous obte-
nons

log jF (0)j = 1

2�

R 2�
0
log
��F �rei'��� d': (1.1.2)

De (1:1:1) ; on trouve

jF (0)j = jf (0)j

Q
jbj j<r

bj
rQ

jaj j<r

aj
r

: (1.1.3)

Pour tout z = rei' et pour tout j, on a����r (z � bk)r2 � bjz

���� = ����r (z � aj)r2 � ajz

���� = 1. (1.1.4)

De (1:1:1) et (1:1:4), on trouve��F �rei'��� = ��f �rei'��� : (1.1.5)

En combinant (1:1:5) avec (1:1:2) et (1:1:3), nous obtenons l�a¢ rmation

log jf (0)j = 1

2�

R 2�
0
log
��f �rei'��� d'+ X

jbj j<r

log
r

jbjj
�
X
jaj j<r

log
r

jajj
: (1.1.6)

L�équation (1:1:6) est appelée formule de Jensen, elle donne une idée sur le lien entre
les zéros et les pôles situés à l�intérieur d�un disque jzj < r avec la valeur moyenne
de log jf (z)j sur la frontière jzj = r. �

Dé�nition 1.1.1 ([7]) Pour tout réel x � 0, on dé�nit

log+ x = max(log x; 0) =

�
log x; x > 1;
0; 0 � x � 1:
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Lemme 1.1.1 ([7]) On a les propriétés suivantes :
(a) log x < log+ x (x � 0).
(b) log+ x � log+ y (0 � x � y).
(c) log x = log+ x� log+ 1

x
(x � 0).

(d) jlog xj = log+ x+ log+ 1
x
(x � 0).

(e) log+(
nQ
i=1

xi) �
nP
i=1

log+ xi (xi � 0; 1 � i � n).

(f) log+(
nP
i=1

xi) � log n+
nP
i=1

log+ xi (xi � 0; 1 � i � n).

(g)
��log+ jxj � log+ jyj�� � ���log ���xy ������ (x; y 2 R�).

(h)
��log+ jxj � log+ jyj�� � log+ jx� yj+ log 2 (x; y 2 R�).

1.1.2 Fonction a-points

Dé�nition 1.1.2 ([7]) Soit f une fonction méromorphe dans C. Pour tout nombre
complexe a, on désigne par n(t; a; f) le nombre de racines de l�équation f(z) = a
situées dans le disque jzj � t et par n(t;1; f) le nombre de pôles de la fonction f
dans le disque jzj � t .Chaque racine ou pôle étant compté un nombre de fois égal à
son ordre de multiplicité. Posons

N(r; a; f) = N

�
r;

1

f � a

�
:=

rR
0

n(t; a; f)� n(0; a; f)
t

dt+ n(0; a; f) log r; a 6=1

et

N(r;1; f) = N (r; f) :=
rR
0

n(t;1; f)� n(0;1; f)
t

dt+ n(0;1; f) log r:

N(r; a; f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque jzj � r:

Exemple 1.1.1 1. Soit f(z) = e2z. On a n(t;1; f) = n(t; 0; f) = 0 car f n�a ni
zéros ni pôles. Donc

N(r;1; f) = N (r; 0; f) = 0:
2. Soit f(z) = ez

zp
; p 2 N�: On a n(t; 0; f) = 0 et n(t;1; f) = p.

N (r; 0; f) =
rR
0

n(t; 0; f)� n(0; 0; f)
t

dt+ n(0; 0; f) log r = 0;

N(r;1; f) =
rR
0

p� p
t
dt+ p log r = p log r:
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Dé�nition 1.1.3 ([7]) Soit f une fonction méromorphe dans C. Pour tout nombre
complexe a, on désigne par n(t; a; f) le nombre de racines distinctes de l�équation
f(z) = a situées dans le disque jzj � t et par n(t;1; f) le nombre de pôles distincts
de la fonction f dans le disque jzj � t . Posons

N(r; a; f) = N

�
r;

1

f � a

�
:=

rR
0

n(t; a; f)� n(0; a; f)
t

dt+ n(0; a; f) log r; a 6=1

et

N(r;1; f) = N (r; f) :=
rR
0

n(t;1; f)� n(0;1; f)
t

dt+ n(0;1; f) log r:

N(r; a; f) est appelée fonction a-points distincts de la fonction f dans le disque
jzj � r:

Exemple 1.1.2 Soit f(z) = ez

zp
; p 2 N�: On a n(t; 0; f) = 0 et n(t;1; f) = 1.

N (r; 0; f) =
rR
0

n(t; 0; f)� n(0; 0; f)
t

dt+ n(0; 0; f) log r = 0;

N(r;1; f) =
rR
0

1� 1
t
dt+ log r = log r:

Proposition 1.1.1 ([7]) Soit f une fonction méromorphe dans C avec le dévelop-
pement de Laurent de f autour de l�origine

f(z) =
+1X
i=m

ciz
i; cm 2 C�; m 2 Z:

Alors

log jcmj =
1

2�

2�Z
0

log
��f(rei')�� d'+N(r; f)�N �r; 1

f

�
:

1.1.3 Fonction de proximité

Dé�nition 1.1.4 ([7]) Soit f une fonction méromorphe dans C. On dé�nit la fonc-
tion de proximité de f par

m(r; a; f) = m

�
r;

1

f � a

�
:=

1

2�

2�R
0

log+
1

jf(rei')� ajd'; si f 6� a 2 C
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et

m(r;1; f) = m(r; f) := 1

2�

2�Z
0

log+
��f(rei')�� d':

1.1.4 Fonction caractéristique de Nevanlinna

Dé�nition 1.1.5 ([7]) Soit f une fonction méromorphe dans C. Alors la fonction
caractéristique de Nevanlinna de f est dé�nie par

T (r; f) := m(r; f) +N(r; f):

Exemple 1.1.3 1. Soit f(z) = e2z. On a n(t;1; f) = 0 et N(r; f) = 0. De plus

m(r; f) =
1

2�

2�R
0

log+
��f(rei')�� d'

=
1

2�

2�R
0

log+
��e2r cos'+i sin'�� d' = 1

2�

�
2R

��
2

2r cos'd' =
2r

�
:

Donc T (r; f) = m(r; f) +N(r; f) = 2r
�
:

2. Soit f(z) = ez

zp
; p 2 N�. On a n(t;1; f) = n(0;1; f) = p et

N(r; f) =
rR
0

n(t;1; f)� n(0;1; f)
t

dt+ n(0;1; f) log r

=
rR
0

p� p
t
dt+ p log r = p log r;

de plus

m(r; f) =
1

2�

2�R
0

log+
��f(rei')�� d' = 1

2�

2�R
0

log+
����er cos'+i sin'rp

���� d'
=
1

2�

�
2R

��
2

log
er cos'

rp
d' =

1

2�

�
2R

��
2

(r cos'� p log r)d'

=
1

2�

�
2R

��
2

r cos'd'� p
2
log r =

r

�
� p
2
log r:

Donc
T (r; f) = m(r; f) +N(r; f) =

r

�
+
p

2
log r:
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1.1.5 Théorème de Cartan

Théorème 1.1.2 ([7]) Si f est une fonction méromorphe non constante dans C
telle que f(0) 6= 0;1; alors

T (r; f) =
1

2�

Z 2�

0

N
�
r; ei�; f

�
d� + log+ jf(0)j :

Corollaire 1.1.1 ([7]) T (r; f) est une fonction croissance en r:

Corollaire 1.1.2 ([7]) T (r; f) est une fonction convexe en log r:

Proposition 1.1.2 ([7]) Soient f1; :::; fn des fonctions méromorphes dans C. Alors :

(1) T (r;
nQ
i=1

fi) �
nP
i=1

T (r; fi); n 2 N�.

(2) T (r; fn) = nT (r; f); n 2 N.
(3) T (r;

nP
i=1

fi) �
nP
i=1

T (r; fi) + log n; n 2 N�.

Preuve. (1) On a :

m

 
r;

nY
i=1

fi

!
=
1

2�

2�Z
0

log+

�����
nY
i=1

fi(re
i')

����� d' � 1

2�

2�Z
0

nX
i=1

log+
��fi(rei')�� d'

=
nX
i=1

1

2�

2�Z
0

log+
��fi(rei')�� d' = nX

i=1

m(r; fi):

Si z0 est un pôle d�ordre �i � 0 pour fi , alors il est un pôle d�ordre égal au plus
nP
i=1

�i pour la fonction
nQ
i=1

fi. Donc

N

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N(r; fi);

d�où

T

 
r;

nY
i=1

fi

!
= m

 
r;

nY
i=1

fi

!
+N

 
r;

nY
i=1

fi

!



1.1 Éléments de la théorie de Nevanlinna 9

�
nX
i=1

m(r; fi) +

nX
i=1

N(r; fi) =

nX
i=1

T (r; fi):

2) On a jfnj = jf jn � 1, jf j � 1. Si jf j � 1;alors

T (r; fn) = N(r; fn) = nN(r; f)) = nT (r; f):

Si jf j > 1, alors

T (r; fn) = N(r; fn) +m(r; fn) = nN(r; f) + nm(r; f) = nT (r; f):

3) On a

m

 
r;

nX
i=1

fi

!
=
1

2�

2�Z
0

log+

�����
nX
i=1

fi(re
i')

����� d'
� 1

2�

2�Z
0

 
nX
i=1

log+
��fi(rei')��+ log n! d'

=
nX
i=1

1

2�

2�Z
0

ln+
��fi(rei')�� d'+ log n = nX

i=1

m(r; fi) + log n:

Si z0 est un pôle d�ordre �i � 0 pour fi, alors il est un pôle d�ordre égal au plus

max
1�i�n

�i �
nP
i=1

�i pour la fonction
nP
i=1

fi: Donc

N

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N(r; fi);

d�où

T

 
r;

nX
i=1

fi

!
= N

 
r;

nX
i=1

fi

!
+m

 
r;

nX
i=1

fi

!

�
nX
i=1

N(r; fi) +
nX
i=1

m(r; fi) + log n =
nX
i=1

T (r; fi) + log n:

�
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1.2 Premier Théorème Fondamental de Nevan-
linna

Théorème 1.2.1 ([7]) Soient a 2 C et f une fonction méromorphe dans C. Soit le
développement de Laurent de f(z)� a autour de l�origine

f(z)� a =
+1X
i=m

ciz
i; cm 2 C�; m 2 Z:

Alors

T (r; a; f) = T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� log jcmj+ '(r; a);

où j'(r; a)j � log 2 + log+ jaj :

Preuve. Supposons d�abord a = 0: Par le Lemme 1.1.1 (c) et la Proposition 1.1.1,
on obtient

log jcmj =
1

2�

2�Z
0

log+
��f �rei'��� d'� 1

2�

2�Z
0

log+
���� 1

f (rei')

���� d'+N (r; f)�N �r; 1f
�

= m (r; f)�m
�
r;
1

f

�
+N (r; f)�N

�
r;
1

f

�
Ainsi

m

�
r;
1

f

�
+N

�
r;
1

f

�
= m (r; f) +N (r; f)� log jcmj

T

�
r;
1

f

�
= T (r; f)� log jcmj (1.2.1)

Ce qui est l�a¢ rmation avec ' (r; 0) � 0:
Traitons maintenant le cas général a 6= 0, posons h = f � a: Il est clair que

m

�
r;
1

h

�
= m

�
r;

1

f � a

�
; N

�
r;
1

h

�
= N

�
r;

1

f � a

�
; N (r; h) = N (r; f) :

De plus
log+ jhj = log+ jf � aj � log+ jf j+ log+ jaj+ log 2;
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log+ jf j = log+ jf � a+ aj = log+ jh+ aj � log+ jhj+ log+ jaj+ log 2:
En intégrant ces deux inégalités, on obtient

m (r; h) � m (r; f) + log+ jaj+ log 2;

m (r; f) � m (r; h) + log+ jaj+ log 2:
Par conséquent

' (r; a) = m (r; h)�m (r; f)
satisfait

j' (r; a)j � log 2 + log+ a
En appliquant (1:2:1) pour h, on obtient

T

�
r;
1

h

�
= m

�
r;
1

h

�
+N

�
r;
1

h

�
= m (r; h) +N (r; h)� log jcmj

= m (r; f) +N (r; f)� log jcmj+ ' (r; a)
= T (r; f)� log jcmj+ ' (r; a) :

�

Remarque 1.2.1 Le premier théorème fondamental peut être formulé comme suit :
Pour tout a 2 C;on a

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f) +O(1); r ! +1

Exemple 1.2.1 Véri�ons le Théorème 1.2.1 pour la fonction f(z) = ez. On a

T (r; f) = m(r;1; f) +N(r;1; f) = r

�
:

Calculons maintenant T (r; a; f) = T
�
r; 1
f�a

�
. Si a = 0, alors N(r; 0; f) = 0 et

m(r; 0; f) =
1

2�

2�Z
0

log+
��e�r cos'�� d'
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=
1

2�

3�
2Z

�
2

(�r cos')d' = � r

2�
[sin']

3�
2
�
2
=
r

�
:

Donc
T (r; 0; f) = N(r; 0; f) +m(r; 0; f) =

r

�
:

Si a 6= 0;1 et z0 est une solution de l�équation ez0 = a, alors toutes les solutions
s�écrivent z0 + 2k�i (k 2 Z): D�où

n(t; a; f) s
p
t2 � (log jaj)2

2�
s
t

�
; t �! +1

et par suite
N(r; a; f) =

r

�
+O(1):

Calculons m(r; a; f): On a

m(r; a; f) =
1

2�

2�Z
0

log+
1��erei' � a��d' = 1

2�

3�
2Z

��
2

log+
1��erei' � a��d'

=
1

2�

�
2Z

��
2

log+
1��erei' � a��d'+ 1

2�

3�
2Z

�
2

log+
1��erei' � a��d' = O (1) :

Donc
T (r; a; f) = N(r; a; f) +m(r; a; f) =

r

�
+O (1) :

Proposition 1.2.1 ([9]) Soit f une fonction méromorphe dans C. Si g(z) = af+b
cf+d

et a; b; c; d 2 C tels que ad� cb 6= 0, alors

T (r; g) = T (r; f) +O(1); f 6� �d
c
:

Preuve. Comme g(z) = af+b
cf+d

, alors f(z) = �df+b
cf�a : Donc il su¢ t de montrer que

T (r; g) � T (r; f) +O(1):

Si c = 0; alors

T (r; g) = T

�
r;
af + b

d

�
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� log+
���a
d

���+ T (r; f) + log+ ���� bd
����+ log 2 = T (r; f) +O(1):

Si c 6= 0; alors

T

�
r;
af + b

cf + d

�
= T

 
r;
a

c
+
bc� ad
c2

1

f + d
c

!

� log+
���a
c

���+ log+ ����bc� adc2

����+ T
 
r;

1

f + d
c

!
+ log 2

= T

 
r;

1

f + d
c

!
+O(1) = T

�
r; f +

d

c

�
+O(1)

� log+
����dc
����+ T (r; f) +O(1) = T (r; f) +O(1):

�

Exemple 1.2.2 Soit g(z) = tan z: Alors on peut écrire

g(z) = tan z =
sin z

cos z
=

eiz�e�iz
2i

eiz+e�iz

2

= �ie
2iz � 1
e2iz + 1

:

Donc

T (r; g) = T

�
r;�ie

2iz � 1
e2iz + 1

�
= T (r; e2iz) +O(1) =

2r

�
+O(1):

Dé�nition 1.2.1 ([3; 4]) Soit f une fonction méromorphe dans C. Alors l�ordre de
croissance �(f) de f est dé�ni par

�(f) = lim sup
r�!+1

log T (r; f)

log r
:

Exemple 1.2.3 1. Soit f(z) = eez : Alors T (r; f) s er

(2�3r)
1
2
; r �! +1: Donc

�(f) = lim sup
r�!+1

log T (r; f)

log r
= lim sup

r�!+1

log er � 1
2
log(2�3r)

log r

= lim sup
r�!+1

r � 1
2
log(2�3r)

log r
= +1:
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2. Soit f(z) = ez

zp
; p 2 N�. Alors T (r; f) = r

�
+ p

2
log r: Donc

�(f) = lim sup
r�!+1

log T (r; f)

log r
= lim sup

r�!+1

log( r
�
+ p

2
log r)

log r
= 1:

Théorème 1.2.2 ([3]) Soient f et g deux fonctions méromorphes non constantes
dans C. Alors

1) �(f + g) � max(�(f); �(g)):
2) �(fg) � max(�(f); �(g)):
3) De plus , si �(g) < �(f); alors �(f + g) = �(fg) = �(f):
Preuve. 1) Posons �(f) = �1 et �(g) = �2:Alors, pour tout " > 0 et r su¢ sam-
ment grand, on a

T (r; f + g) � T (r; f) + T (r; g) + ln 2
� r�1+" + r�2+" + log 2 � 2rmaxf�1;�2g+" + log 2:

Comme " > 0 est arbitaire, on obtient �(f +g) � max f�1; �2g = max f�(f); �(g)g
. 2) De même, on obtient

T (r; fg) � T (r; f) + T (r; g) � 2rmaxf�1;�2g+"

d�où �(fg) � max f�1; �2g = max f�(f); �(g)g :
3) Supposons que �(g) < �(f): Alors �(f + g) � max f�(f); �(g)g = �(f): De la
relation :

T (r; f) = T (r; f + g � g) � T (r; f + g) + T (r; g) + log 2;

on obtient
�(f) � max f�(f + g); �(g)g = �(f + g);

d�où �(f + g) = �(f): Ensuite de la relation

T (r; f) = T

�
r;
fg

g

�
� T (r; fg) + T

�
r;
1

g

�
= T (r; fg) + T (r; g) +O(1);

on obtient �(f) � max f�(fg); �(g)g = �(fg); d�où �(fg) = �(f): �
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1.2.1 Lemme de la dérivée logarithmique

Lemme 1.2.1 ([3; 4]) Soit f une fonction méromorphe dans C: Alors

m

�
r;
f 0

f

�
= S(r; f) = O(log T (r; f) + log r);

à l�extérieur d�un ensemble E � (0;+1) de mesure linéaire �nie. Si �(f) < +1;
alors

m

�
r;
f 0

f

�
= O(log r):

Corollaire 1.2.1 ([3; 4]) Soient f une fonction méromorphe dans C et k 2 N�:
Alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= S(r; f) = O(log T (r; f) + log r);

à l�extérieur d�un ensemble E � (0;+1) de mesure linéaire �nie. Si �(f) < +1;
alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O(log r):

Preuve. On démontre le corollaire par récurrence. Pour k = 1; la relation est
vraie

m
�
r; f

0

f

�
= S(r; f):

Supposons ensuite que nous avons

m
�
r; f

(k)

f

�
= S(r; f):

Alors

m(r; f (k)) = m

�
r;
f (k)

f
� f
�
� m(r; f) +m

�
r;
f (k)

f

�
= m(r; f) + S(r; f):

Si z0 est un pôle d�ordre p pour f; alors z0 est un pôle d�ordre k + p � (1 + k)p de
f (k): Donc

N(r; f (k)) � (1 + k)N(r; f):
Par conséquent

T (r; f (k)) = m(r; f (k)) +N(r; f (k)) � (1 + k)T (r; f) + S(r; f):
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Ce qui inplique

m

 
r;

�
f (k)
�0

f (k)

!
= S(r; f (k)) = S(r; f);

donc

m

�
r;
f (k+1)

f

�
� m

�
r;
f (k)

f

�
+m

 
r;

�
f (k)
�0

f (k)

!
= S(r; f) + S(r; f (k)) = S(r; f):

�

Lemme 1.2.2 ([3]) Soit f une fonction méromorphe telle que f(0) = 1: Pour tout
0 < � < 1; on a

m

�
r;
f 0

f

�
=
1

�

1

2�

2�R
0

log+
����f 0 (rei')f (rei')

����� d' � 32

� (1� �)T
^ (R; f) r��

�
1� r

R

��(2�)^
;

où R et r sont deux nombres arbitaires satisfaisant la condition R > r � 1 et
x^ = max fx; 1g :

Corollaire 1.2.2 ([3]) Soient f une fonction méromorphe. Si � (f) < 1; alors on
a

m

�
r;
f 0

f

�
= o(1); r �! +1:

Preuve. D�après le Lemme 1.2.3, pour tout 0 < � < 1 et tout R > r � 1; on a

m

�
r;
f 0

f

�
� 32

� (1� �)T
^ (R; f) r��

�
1� r

R

��(2�)^
:

Pour R = 2r; il vient

m

�
r;
f 0

f

�
� 32

� (1� �)T
^ (2r; f) r��

�
1� r

2r

��(2�)^
=

32

� (1� �)
T^ (2r; f)

2(2�)
^
r�

� 32

� (1� �)
T (2r; f)

2(2�)
^
r�
:

D�après la dé�nition de l�ordre de f; pour tout " > 0 et r su¢ samment grand, on a

T (r; f) � r�(f)+":
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Donc

m

�
r;
f 0

f

�
� 32

� (1� �)
T (2r; f)

2(2�)
^
r�
� 32

� (1� �)
(2r)�(f)+"

2(2�)
^
r�
:

En choisissant � (f) + " < � < 1; on obtient

m

�
r;
f 0

f

�
� 32

� (1� �)
(2r)�(f)+"

2(2�)
^
r�

�! 0; r �! +1:

D�où le résultat. �

Proposition 1.2.2 ([3; 4; 9]) Soit f une fonction méromorphe. Alors on a

T (r; f 0) � 2T (r; f) +m
�
r;
f 0

f

�
:

Si f est d�ordre �ni, alors

T (r; f 0) � 2T (r; f) +O (log r) :

Preuve. On a
T (r; f 0) = m(r; f 0) +N(r; f 0)

= m

�
r;
f 0

f
� f
�
+N(r; f 0)

� m
�
r;
f 0

f

�
+m(r; f) +N(r; f 0):

Puisque
N(r; f 0) = N(r; f) +N(r; f) � 2N(r; f);

alors on obtient

T (r; f 0) � m
�
r;
f 0

f

�
+m(r; f) + 2N(r; f)

� m
�
r;
f 0

f

�
+ 2 (m(r; f) +N(r; f)) = 2T (r; f) +m

�
r;
f 0

f

�
:

Si f est d�ordre �ni, alors d�après le Lemme de la dérivée logarithmique, on obtient

T (r; f 0) � m
�
r;
f 0

f

�
+O (log r) :

�
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Dé�nition 1.2.2 ([3]) Soit R(z) = P (z)
Q(z)

une fonction rationnelle irréductible: Alors

degR = max fdegP; degQg :

Exemple 1.2.4 Soit R(z) =
apz

p + ap�1z
p�1 + � � �+ a0

bqzq + bq�1zq�1 + � � �+ b0
(ap 6= 0; bq 6= 0; p; q � 1

des nombres entiers) une fonction rationnelle irréductible: Alors

degR = max fp; qg :

Théorème 1.2.3 ([3]) Si R(z); z 2 C est une fonction rationnelle de degré d, alors

T (r; R(z)) = d log r +O(1):

Théorème 1.2.4 ([5]) Soient f et a0; : : : ; an des fonctions méromorphes, n � 1 un
nombre entier. Si an(z) 6� 0 et F = a0 + a1f + � � �+ anfn; alors

T (r; F ) = nT (r; f) +O

 
nX
k=0

T (r; ak)

!
:



Chapitre 2

Quelques propriétés des solutions
méromorphes des equations
di¤érentielles linéaires à
coe¢ cients fonctions méromorphes

2.1 Thèorème de Frei

Théorème 2.1.1 ([2]) Soit as (z) le dernier coe¢ cient fonction entière transcen-
dante parmi la séquence des coe¢ cients a0 (z) ; a1 (z) ; :::; an�1 (z). Alors, l�équation

f (n) + an�1 (z) f
(n�1) + � � �+ a1 (z) f 0 + a0 (z) f = 0

admet au plus s solutions linéairement indépendantes d�ordre �ni.

Exemple 2.1.1 L�équation di¤érentielle

f 00 + e�zf 0 � f = 0
admet une seule solution d�ordre �ni (s = 1). On véri�e que f (z) = ez + 1 est une
solution de cette équation d�ordre égal à 1.

Dans ce chapitre on étend le théorème de Frei pour l�équation

f (n) + An�1f
(n�1) + � � �+ A1f 0 + A0f = 0, (2.1.1)

où Aj(j = 0; :::; n � 1) sont des fonctions méromorphes. On démontre le théorème
suivant :
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Théorème 2.1.2 ([6]) Étant donnée l�équation di¤érentielle (2:1:1). Supposons que
les coe¢ cients Aj(j = 0; :::; n� 1) sont des fonctions méromorphes tels que
1)

m(r; Aj) = O(1) (j = s+ 1; s+ 2; :::; n� 1) ;m(r; As) 6= O(1); (2.1.2)

alors l�équation (2:1:1) ne peut avoir plus de s solutions méromorphes linéairement
indépendantes d�ordre � < 1;
2)

m(r; Aj) = O(log r) (j = s+ 1; s+ 2; :::; n� 1) ; m(r; As) 6= O(log r); (2.1.3)

alors l�équation (2:1:1) ne peut avoir plus de s solutions méromorphes linéairement
indépendantes d�ordre �ni ;
3)

m(r; As+1);m(r; As+2); :::;m(r; An�1) = o(m(r; As)); r =2 E; (2.1.4)

alors l�équation (2:1:1) ne peut avoir plus de s solutions méromorphes linéairement
indépendantes telles que

log(rT (r; f)) = o(m(r; As)); r =2 E: (2.1.5)

2.2 Preuve du Théorème 2.1.2

Soit tout d�abord dans l�équation (2:1:1) ; s = 0; i.e.,

m(r; An�1); m(r; An�2); :::; m(r; A1) = O(1); (2.2.1)

m(r; A0) 6= O(1): (2.2.2)

et f est une solution de croissance � < 1, puis en prenant en compte du Corollaire
1.2.1, on obtient

m

�
r;
f (k)

f

�
= O(1); k 2 N�: (2.2.3)

De (2:1:1) ; il s�ensuit que

� A0(z) �
f (n)(z)

f(z)
+ An�1(z)

f (n�1)(z)

f(z)
+ � � �+ A1(z)

f 0(z)

f(z)
; z 2 C: (2.2.4)
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En prenant en compte des propriétés de la fonction de proximité, de (2:2:1), (2:2:3)
et (2:2:4) ; on obtient

m(r; A0) �
nX
j=1

m

�
r;
f (j)

f

�
+

n�1X
j=1

m(r; Aj) +O(1) = O(1):

Ce qui contredit la condition (2:2:2). Ainsi, si s = 0 et n 2 N�; alors l�équation
(2:1:1) n�a pas de solutions méromorphes f d�ordre � < 1:
On démontre par récurrence. Supposons que pour tout n 2 N�; il est prouvé que si
dans l�équation (2:1:1) ; on a

m(r; An�1);m(r; An�2); :::;m(r; Am) = O(1); m(r; Am�1) 6= O(1);

alors l�équation (2:1:1) n�a pas plus de m � 1 solutions méromorphes linéairement
indépendantes f d�ordre � < 1: Prouvons cette assertion pour s = m � 1 et n 2 N�:
Supposons que dans l�équation (2:1:1) ; on a

m(r; An�1); m(r; An�2); :::; m(r; Am+1) = O(1); m(r; Am) 6= O(1) (2.2.5)

mais cette équation possède m + 1 solutions méromorphes linéairement indépen-
dantes w1; w2; :::; wm+1; d�ordre � = � (wj) < 1; j = 1; 2; :::;m + 1: Faisons la
substitution f(z) = u(z)w1(z): Ensuite, l�équation (2:1:1) peut être écrite sous la

forme (on prend w1 = w; f (0)
def
= f ; f (k) =

kP
j=0

Cjku
(j)w(k�j); k = 0; 1; :::; n)

nX
k=1

ak

kX
j=1

Cjku
(j)w(k�j) + u

nX
k=0

akw
(k) = 0; an = 1:

Puisque w = w1 est solution de (2:1:1), alors
Pn

k=0 akw
(k) � 0 et l�équation précé-

dente prend la forme
nX
k=1

ak

kX
j=1

Cjku
(j)w(k�j) = 0: (2.2.6)

Divisons les deux côtés de l�équation (2:2:6) par w et regroupons les termes qui
contiennent u(s); s = 1; :::; n; on obtient

nX
s=2

(u0)(s�1)
nX
k=s

akC
s
k

w(k�s)

w
+ u0

nX
k=1

akC
1
k

w(k�1)

w
= 0; (2.2.7)
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où pour u0 = v; t = s� 1; on a

n�1X
t=0

�(t)
nX

k=t+1

akC
t+1
k

w(k�t�1)

w
= 0:

La dernière équation peut être écrite sous la forme

v(n�1) + bn�2v
(n�2) + :::+ b0v = 0; (2.2.8)

où

bt =

nX
k=t+1

akC
t+1
k

w(k�t�1)

w
; t = 0; 1; :::; n� 1; an = bn�1 = 1: (2.2.9)

En particulier

bm�1 =
nX

k=m

akC
m
k

w(k�m)

w
= am +

nX
k=m+1

akC
m
k

w(k�m)

w
;

ou alors

am = bm�1 �
nX

k=m+1

akC
m
k

w(k�m)

w
: (2.2.10)

De (2:2:9) en prenant en compte le Corollaire 1.2.1, il s�ensuit que

m(r; bt) �
nX

k=t+1

m(r; ak) +
nX

k=t+1

m

�
r;
w(k�t�1)

w

�
+O(1)

=
nX

k=t+1

m(r; ak) +O(1); t = m; m+ 1; :::; n� 1: (2.2.11)

Ensuite, en utilisant les propriétés de la fonction de proximité, la relation (2:2:5) et
le Corollaire 1.2.1, de (2:2:10) il vient

m(r; am) � m(r; bm�1) +
nX

k=m+1

m(r; ak)

+
nX

k=m+1

m

�
r;
w(k�m)

w

�
+O(1) = m(r; bm�1) +O(1): (2.2.12)
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En tenant compte de (2:2:5) et (2:2:11) nous avons (bn�1 = an = 1)

m(r; bn�1); ::::;m(r; bm+1);m(r; bm) = O(1): (2.2.13)

De (2:2:5) et (2:2:12) il s�ensuit que

m(r; bm�1) 6= O(1):

Par la substitution f = u:w1; les solutions méromorphes linéairement indépendantes
w1(z); w2(z); :::; wm+1(z) de l�équation (2:1:1) deviennent les solutions méromorphes
linéairement indépendantes

u1 =
w2
w1
; :::; um =

wm+1
w1

de l�équation (2:2:6), et ces solutions après la substitution u0 = v deviennent les
solutions méromorphes linéairement indépendantes

vj = u
0
j =

�
wj+1
w1

��
; j = 1; :::;m;

de l�équation (2:2:8). Par hypothèse, l�ordre deswj (j = 1; 2; :::;m+ 1) véri�e � (wj) <
1; j = 1; 2; :::;m+ 1; alors l�ordre � (ui) véri�e

� (ui) = �

�
wj+1
w1

�
< 1; i = 1; :::;m:

En prenant en compte la Proposition 1.2.2 et le Corollaire 1.2.1, on obtient

T (r; vi) = T (r; u
�
i) � 2T (r; ui) +m

�
r;
u0i
ui

�
+O(1) = 2T (r; ui) +O(1); i = 1; :::;m:

D�où, de la dé�nition de l�ordre, il s�ensuit que les solutions vi; i = 1; :::;m de
l�équation (2:2:8) ont l�ordre de croissance � (vi) < 1; i = 1; :::;m: Par conséquent,
en supposant que l�équation (2:1:1) pour s = m possèdem+1 solutions méromorphes
linéairement indépendantes w1; :::; wm; wm+1 d�ordre � (wj) < 1; j = 1; :::;m + 1; il
s�ensuit que l�équation (2:2:8) possède m solutions méromorphes linéairement in-
dépendantes v1; :::; vm d�ordre � (vi) < 1; i = 1; :::;m; ce qui contredit l�hypothèse
d�induction. Les cas 2), 3) du Théorème 2.1.2 se démontrent de la même manière,
seules les estimations du Théorème 1.2.3 sont utilisées au lieu de l�estimation du
Corollaire 1.2.1.
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2.3 Exemples

Exemple 2.3.1 Considérons l�équation

f 0 � (ez � 4
z
)f = 0:

cette équation est de la forme f 0+A0(z)f = 0, A0(z) = �ez+ 4
z
:

Ici nous avons

jA0(z)j =
����erei' � 4

rei'

���� = er cos' + o(1):
Par conséquent, en tenant compte du fait que log+ x = max(log x; 0); x � 0; la
fonction de proximité

m(r; A0) =
1

2�

2�Z
0

log+
��A0(rei')�� d' s 1

2�

�
2Z

��
2

r cos'd' =
r

�
; r �!1:

Puisque dans cet exemple s = 0, alors en prenant en considération la conclusion du
théorème, cela signi�e que l�équation considérée n�a pas de solutions méromorphe f
satisfaisant log(rT (r; f)) = o(m(r; A0)): En e¤et, sa solution est la fonction f(z) =
ee

z

z4
: En prenant en compte les propriétés de la fonction caractéristique, nous avons :

T (r; f) = T (r;
ee

z

z4
) = T (r; ee

z

) +O(log r):

Mais pour la fonction entière ee
z
; on a

T (r; ee
z

) = m(r; ee
z

) s
er

(2�3r)
1
2

; r �! +1:

Donc
T (r; f) s

er

(2�3r)
1
2

; r �! +1;

log(rT (r; f)) s r; r �! +1:
Par conséquent

r s log(rT (r; f)) 6= o(m(r; A0)); m(r; A0) s
r

�
; r �! +1:
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Exemple 2.3.2 Les fonctions f1(z) = ee
z
2 et f2(z) � 1; z 2 C; sont des solutions

linéairement indépendantes de l�équation f 00 � e
z
2+1
2
f 0 = 0: Cette équation est de la

forme f 00 + A1(z)f
0 = 0 = 0; A1(z) = � e

z
2+1
2
: Ici nous avons

��A1(rei')�� = 1

2

���e r2 ei' + 1��� = 1

2
e
r
2
cos' +O(1); 0 � ' � 2�:

Par conséquent, de manière analogue à l�éxemple précédent, on a l�égalité

m(r; A1) = (1 + o(1))
r

2�
:

Puisque dans cet exemple s = 1; alors d�après les conclusions du théorème, l�équa-
tion que nous considérons n�a qu�une seule solution méromorphe f pour laquelle
log(rT (r; f)) = o(m(r; A1)); r =2 E:Comme indiqué ci-dessus, une telle solution est
f2(z) � 1; z 2 C: Pour la solution f1(z) = ee

z
2 , comme indiqué dans l�exemple

précédent

T (r; f1) = T (r; e
e
z
2 ) s

e
r
2

(�3r)
1
2

; r �! +1; log(rT (r; f1)) s
r

2
; r �! +1:

Par conséquent

r

2
s log(rT (r; f1) 6= o(m(r; A1)); m(r; A1) = (1 + o(1))

r

2�
; r ! +1:



CONCLUSION

Dans ce mémoire, la relation entre le taux de croissance des solutions méromorphes et
les coe¢ cients de l�équation di¤érentielle d�ordre n a été établie. À savoir, l�assertion
du théorème de Frei sur l�ordre de croissance des solutions entières de l�équation

f (n) + An�1 (z) f
(n�1) + � � �+ A1 (z) f 0 + A0 (z) f = 0

est élargi au cas où les coe¢ cients de l�équation et des solutions sont des fonctions
méroomorphes, sans aucune restriction pour le taux de croissance des coe¢ cients.
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