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RESUME

On s’intérésse dans ce mémoire, & la classe des frames qui sont des généralisations de la
notion de base dans un espace vectoriel. Elle sont des outils utiles et essentiels a ’étude des
différents problémes mathématiques nous citerons par exemples le probléeme de moments,

frames de Gabor et frames d’ondelettes.



INTRODUCTION

L’un des concepts importants dans 1’étude d’espaces des vecteurs est le concept d’une base
pour ’espace du vecteur qui permet & chaque vecteur d’étre représenté uniquement comme
une combinaison linéaire des éléments de la base. Cependant, la propriété de I'indépendance
linéaire pour une base est restrictive, quelquefois c¢’est impossible de trouver des vecteurs qui
accomplissent les exigences de la base et aussi satisfassent des conditions externes demandés
par les problémes appliqués. Pour de tels buts, nous avons besoin de chercher des types
plus flexibles de systéme d’ensembles. Les frames fournissent cet alternatif. Elles n’ont pas
uniquement une grande variété d’usage dans les applications, mais aussi elles développent
une théorie riche d’'un point de vue de I'analyse pure.

Actuellement, la théorie des frames est utilisée principalement en analyse du signal. La dé-
couverte du lien entre les frames et les ondelettes et les bases de Riesz a marqué le point de
départ de ’essor de la théorie des frames dans ce domaine.

C’est dans le contexte de I’étude de la série non-harmonique de Fourier que les frames ont été
introduites par R.J.Duffin et A.C.Schaffer en 1952 dans ([6]). Bien que la définition générale
d’une frame sur un espace de Hilbert soit déja donnée dans cet article et qu’une théorie des
frames en elle méme y soit déja développée, les mathématiciens sont concernés surtout par
I’analyse non-harmonique de Fourier.

La théorie des frames analyse la complétude, la stabilité et la redondance des représentations
linéaires d’un signal. Une frame est une famille de vecteurs qui permet de représenter tout
signal L? par ses produits scalaires avec ces vecteurs. Par contre, une suite quelconque de
réels peut ne pas représenter un signal.

Les frames fournissent une représentation stable, éventuellement redondante, du signal.
C’est une généralisation de la notion de base d'un espace vectoriel. En général, les frames
fournissent une représentation discréte et redondante du signal.

Tout d’abord, nous commengons par une bréve présentation des bases sur un espace de

Banach séparable et des bases ortonormées sur espace de Hilbert séparable en tout généralité



et quelques définitions et exemples de la base (dualité,base de Riesz,. .. ).

Ensuite, le second chapitre on a exploiter 'approximation et l'interpolation pour gagner de
plus amples informations sur les bases de Riesz dans un Hilbert.

Enfin, le troisiéme chapitre nous allons introduire la notion d’une "frame" qui va élucider
davantage le probléme des moments et en méme temps prouver une autre caractéristique des

bases de Riesz.




Chapitre 1

Bases dans un espace de Banach

1.1 Base de Schauder

Soit X un k-espace de Banach (k = R ou C : champs des scalaires). Vu comme espace
vectoriel X posséde une base de Hamel c’est a dire un sous-ensemble linéaire indépendant de
X qui engendre tout ’espace.

Au fait, de telle base ne peut pas étre construite, son existence dépend fortement de I’axiome
du choix et son utilité est par conséquent trés limitée.

La notion de base qui est d’une grande importance en analyse est celle introduite par Schau-

der.

Définition 1.1.1 Une suite de vecteurs {xy}, . dans X est dite base de Schauder pour X
si pour tout x dans cet espace, il existe une suite unique de scalaires {c,}, . telle que

o0

x:chxn. (1.1.1)

n=1

La convergence de la série ([1.1.1]) est au sens de la topologie forte (i.e. norme) de X :

lz = el — 0, (1.1.2)
=1

avec || - || la norme de X.
Ainsi, dans toute la suite, le terme "base" pour un espace de Banach de dimension infini veut

dire base de Schauder.
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Exemple 1.1.1 L’espace de Banach IP(1 < p < 00) consiste en les suites infinies de scalaires
c={cn}t e telles que

ell, = <Z | n |p> p < 00. (1.1.3)

n

{en},en+ €st une base naturel dans P :

€; = 0,0,..., 1 ,O,...
ittme place
Il est claire qu’un espace de Banach avec une base doit étre séparable.

Raison de la séparabilité : Si {,}, . est une base de X, alors 'ensemble de toutes les

combinaisons linéaire finies E c;xi, ol les ¢, sont des scalaires rationnels, est dénombrable
i=1
et dense dans X. Il s’en suit, par exemple, que puisque [*° n’est pas séparable, il ne peut pas

posséder de base.

Remarque 1.1.1 On comprend par ce qui précéde qu’une condition nécessaire pour qu’un
espace de Banach posséde une base est qu’il soit séparable. Mais cette condition n’est pas

suffisante, il existe des espaces de Banach séparables qui ne possédent pas de base.

1.1.1 Base de Schauder pour C [a, b]

L’espace C'la,b] = {f:[a,b] — R, f continue} est lun des plus importants espaces de

Banach classiques largement étudiés. Il est muni de la norme

1fllctan = max | f(@) ] . (1.1.4)

Théoréme 1.1.1 (Théoréme de Weierstrass) Les polynomes sont dense dans C'[a,b] .
VfeCla,b] Ve>03P [ | f(z)—P(z)|<e. (1.1.5)

Pour une fonction, une suite de polynémes approximants peut étre donnée méme explicite-

ment. La représentation la plus élégante est due a Bernstein.

Exemple 1.1.2 Soit f € C'|0,1], alors le polynéme de Bernstein pour f est

B,(z) = En: ( Z ) f (%) 2F(1— )", neN (1.1.6)
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1l est bien connu que

f(z) = lim B,(z). (1.1.7)

n—--auoOo

uniformément sur [0, 1] [1J.

Remarque 1.1.2 Comme tout polynéme peut étre approché uniformément sur un intervalle

fermé par un polynéome a coefficients rationnels.

La remarque( [L.1.1)) montre que l'espace C'[a, b] est séparable, par conséquent, il admet une

base.

Théoréme 1.1.2 (Schauder) L’espace C [a,b] posséde une base de Schauder.

1.2 Bases orthonormées (BON) dans un espace de Hil-
bert

Dans un espace de Hilbert séparable, un role distingué est joué par les bases de Schauder
qui sont orthonormales. Les vecteurs de base sont mutuellement perpendiculaires et chacun
deux est unitaire. Une caractérisation équivalente de telles bases est qu’elles sont des suites

orthonormales complétes. (Rappelons qu’une suite de vecteurs { f,, } dans un Hilbert est

neN-
dite compleéte si le vecteur nul est 'unique vecteur orthogonal a chaque f,,).

Il s’en suit, de cette caractérisation, que tout espace de Hilbert séparable posséde une base
orthonormée.

La propriété la plus importante d’une base orthonormée (comme opposée a toute autre base)
est la simplicité des décompositions en base.

Si {en},en+ €5t une base orthonormée d'un Hilbert H, alors pour tout f € H, nous avons la

décomposition de Fourier

F=>Y_(fen)en. (1.2.1)

Le produit scalaire (f, e,) est dite le n'*™¢ coefficient de Fourier de f (relativement a {e,,}, . )-

Quand la formule de Pythagore est appliquée a cette série, le résultat est I'identité de Parseval

IF1P=D 1 (fren) |7 (1.2.2)
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La validité de 'identité de Parseval pour chaque vecteur dans 1’espace est une condition né-
cessaire et suffisante pour qu’une suite orthonormée soit une base. Comme la transformation
linéaire f — {(f,en)},en- de H dans [? préserve les normes, elle doit aussi préserver les

produits scalaires. Donc
(o)

(f9) = (frea) (g,en) (1.2.3)

n=1

pour toute paire de vecteurs f et ¢g; c’est I'identité de Parseval généralisée.
Méme si une suite orthonormée {e,}, . est incompléte, I'inégalité de Bessel est toujours

valide :

Do Le) PIFIP (1.2.4)

n=1

pour tout f € H. Ceci montre, en particulier, que les coefficients de Fourier de chaque élément
de H forment une suite & carré sommable. Réciproquent, le théoréme de Riesz-fischer montre

que chaque suite a carré sommable est obtenue de la maniére suivante :

Si

[e.e]

Z | e, |?< o0, (1.2.5)

n=1

alors il existe un élément f € H tel que
(fien) =c¢n, neN* (1.2.6)

La preuve est triviale : il suffit de choisir
o0
f= Z Cn€n- (1.2.7)
n=1
Nous pouvons donc conclure que si {ey}, . est une suite orthonormale compléte dans H,

alors la correspondance
J—A{(f,en) bnen (1.2.8)

entre H et [? est un isomorphisme d’espace de Hilbert. Il s’en suit d'un point de vue géomé-

trique que tout les espace de Hilbert séparables sont non distinguables c’est a dire, isomorphes.

Exemple 1.2.1 Dans (2, la "base naturelle” est orthonormée.
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1.2.1 Base orthonormée dans L? |-, 7]

Dans L? [—, 7], avec le produit scalaire
I —
(f.9) =5 [ ft)g(t)dt, (1.2.9)

le systéme trigonométrique complexe {exp(int)}, ., constitut une base orthonormeée. Le fait

qu’il soit orthonormal est évident, montrons qu’il est complet.
Théoréme 1.2.1 [5/Le systéme trigonométrique {exp(int)}, , est complet dans L [—m, x].

Preuve. L?[—m, 7] est 'espace des fonctions & carré intégrable sur le segement [—, 7].

Les fonctions

{1, cos(nx),sin(nz)}, 5 (1.2.10)
forme un systéme orthogonale complet, dit systéme trigonomeétrique.
L’orthogonalité est facile & vérifier par calcul direct :
™ 1 s _
/cos(mc) cos(mx)dx = 5/ {cos(n —; m)x + cos(n i m)m dx. (1.2.11)

—Tr —T

La complétude du systéme ((1.2.10]) result du théoréeme de Weirstrauss sur I’approximation

d’une fonction periodique continue quelconque par les polyndéme trigonométrique .

Le systéme ((1.2.10)) normé, correspondant est constitué par les fonctions \/%7, Coi%x) , %\/T;)

0

Par conséquent, toute fonction f € L? [—7, 7] admet une décomposition unique en série de

Fourier :

ft)y=">" f(n)exp(int) (1.2.12)

n=—oo

(pour la norme en moyenne).

-~

Ici f(n) décrit le n'*™° coefficient de Fourier de f relativement & {exp(int)} ie.,

nez’

Fn) = % / F(#) exp(—int)dt. (n=0+1,42,..) (1.2.13)
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D’apres la formule de Parseval (2.2.2),

o0

o [ 15O F =3 | F) P (1.2.14)

n=—oo

~

Ainsi, application f —— { f (n)} est un isomorphisme d’espace de Hilbert entre L? [—, 7]
et [2.
Maintenant nous introduisons une extension simple mais utile de I'identité de Parseval. Si

[ € L? [—m, 7], soit fla transformée de Fourier de [ :

-~

flz) = %/f(t) exp(—ixt)dt. (—o00 < & < 0) (1.2.15)

Proposition 1.2.1 Pour toute fonction f € L* [—x, 7] et tout nombre réel A,

DI Fn+ A P=lf P (1.2.16)
nez
Preuve. Posons
g(t) = f(t) exp(—iAt) (1.2.17)
alors
f(n + A) = g(n) pour tout entier n. (1.2.18)
Comme A est réel,
1 F =g Il (1.2.19)
et le résultat s’en suit de l'identité de Parseval(1.2.2) appliquée a g. O

1.3 Noyau reproduisant

Les plus importants exemples d’espaces de Hilbert sont les espaces de fonctions. Les propriétés
spéciales des fonctions considérées, telle que I’analyticité, enrichissent la structure de I’espace,
ce qui en retour fournit des informations supplémentaires & propos de ces fonctions.

Soit H un espace de Hilbert constitué de fonctions a valeurs réels ou complexes définies sur

un ensemble S. Nous appelons H un espace fonctionnel si pour tout x € S, la fonctionnelle

H — k
fo— f(@)
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est bornée. Cela signifit qu’il existe une constante M, telle que pour tout f € H, on a

| fl@) [ M| f1- (1.3.1)

D’apres le théoréme de représentation de Riesz [?], toute fonctionnelle linéaire bornée sur H
peut étre représenter par un produit scalaire : si x € S, il existe un élément unique K, € H
tel que

f(z) = (f, K;) pour tout f € H. (1.3.2)

La fonction K sur S x S, définie par
K(z,y) = (K, K;) = K,(x), (1.3.3)
est dite fonction noyau ou noyau reproduisant de H.

Exemple 1.3.1 L’espace des suites > fournit un exemple trivial d’espace de Hilbert fonc-

tionnel. Ici S est l’ensemble des entiers naturels N, et K est donné par

K(m,n) = (en,em) = Omn.- (1.3.4)
ot
1 sim=mn
Omn = { 0 sinon (1.3.5)

et {en}, ey st la "base naturelle” pour 2.

La proposition suivante montre que le noyau reproduisant d’un espace de Hilbert fonctionnel
(séparable) peut toujours étre décrit explicitement en termes d’une base orthonormée de cet

espace.

Proposition 1.3.1 Si {e,}, . est une base orthonormée pour un espace de Hilbert fonc-

tionnel H et si K une fonction noyau de H, alors

K(z,y) = Zen(x)en(y). (1.3.6)
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Preuve. Soit x un élément quelconque fixé dans S. Si K, est exprimé en une série de

Fourier relativement a {e, } alors

neN*»

Ko=> (Kuen)en=Y en(r)en. (1.3.7)

n=1 n=1

Le résultat s’en suit encore de l'identité de Parseval (généralisée) puisque

K(w,y) = (K, 1) = Y enlz)ea(y). (1.3.8)

1.4 Suites complétes

Une base dans un espace de Banach X admet la propriété que chaque vecteur dans ’espace
peut étre approximé par des combinaisons finies des éléments de cette base.

Cependant, dans plusieurs cas, il suffit de connaitre qu’une suite de vecteurs, qui ne soit pas
nécessairement une base, admet cette propriété d’approximation. De telles suites sont dites

completes.

Définition 1.4.1 Une suite de vecteurs {x,}, . dans un espace vectoriel normé X est dite

compléte ( fermée, totale ou fondamentale) si son enveloppe linéaire est dense dans X, c’est
n

a dire, si pour tout vecteur x et tout € > 0, il existe une combinaison linéaire g c;x; telle

i=1
que

n
|z — Zcixi < e. (1.4.1)
i=1

C’est une conséquence importante et directe du théoréme de Hahn-Banach [10]que la com-

plétion d’une suite de vecteurs {z,} dans X est équivalente a la condition suivante : si

neN*

€ X' (le dual topologique de X) et si u(x,) = 0 (n € N*), alors 4 = 0. Quand X est un

espace de Hilbert, le théoréme de représentation de Riesz montre que tout est bien définit.

Exemple 1.4.1 Dans C'[a,b], la suite des puissances {1,t,1%,...} est compléte en vertu du

théoréme de Weierstrauss sur l’approximation polynomiale :
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Il s’en suit que si g est un élément de C'[a,b] pour lequel tous les moments

b
/t"g(t)dt. ,n e N* (1.4.2)

a

sont nuls, alors g doit étre nul. En effet, si 'on écrit

u(f) = / F(t)g(tyt, (143)

alors p est une fonctionnelle linéaire bornée sur C [a,b] et u(t") = 0, pour tout n. Comme

les puissances de t sont complétes, p = 0, et alors g doit étre nul.

1.5 Les fonctionnelles coefficients

Si {#n},cy- €st une base d’'un Banach X, alors tout vecteur x € X admet une unique

représentation en série de la forme
o

T = chxn. (1.5.1)

n=1

Il est clair que chaque coefficient ¢,, est une fonction linéaire de x. Si 'on note cette fonction

linéaire par f,,, alors
cn = ful(T) (1.5.2)
et 'on peut écrire

r= an(a:)xn (1.5.3)

Les f, ainsi définies sont dites coefficients fonctionnels associés a la base {z,}, .. Ces
coefficients jouent un roéle essentiel dans plusieurs domaines de la théorie des espaces de

Banach ; peut étre le fait le plus important est qu’elles soient continues.

Théoréme 1.5.1 Si{x,}, . est une base d’un Banach X et si{ f,}, . €st la suite associée
des fonctionnelles coefficients, alors chaque f, € X'. De plus, il existe une constante M telle
que

L<fan Il fu [l M (n € N7). (1.5.4)
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1.6 Dualité

Soit {&y,},cn- une base dans un Banach X et {f,}, . sa suite associée de coefficients fonc-
tionnels.

Question : Que peut-on dire de la suite {f,}, oy ?

Surement {f,},.y. D'est pas une base de X’( dual topologique de X). En effet, X’ étant
non séparable alors il ne contient pas de base ( Par exemple X = [!). Par conséquent, quand
{fn},en~ est complete, le plus qu’on puisse espérer est qu’elle soit une base pour son enveloppe
linéaire fermée.

Notons par : [z,| = span {z,} .

Théoréme 1.6.1 {f,} est une base pour [f,] et la décomposition

neN*
f= if(xn)fn, (1.6.1)
n=1
est valide pour tout f € [f,].
Remarque 1.6.1 Quand X est un Banach réflexif, { fu},cn- €st a fortiori compleéte.

Théoréme 1.6.2 Si {x,}, - est une base d’un Banach réflexif X (i.e., X' = X), alors la

suite associée de fonctionnelles coefficients . { fn},cn- €st une base de X'.

Pour la suite de cette section X dénote un espace de Hilbert fixe.

Deux suites {2}, oy« €t {¥n}pen- dans X sont dites biorthogonales si
(T, Yn) = Omn , pour tout m,n. (1.6.2)

Omn €tant le symbole de Kronekcer.

Le théoréeme de Hahn-Banach [10] montre que, pour une suite donnée {x,}, ., une suite
biorthogonale {y,}, .- existe si, et seulement si, {x,}, . est minimale (i.e., indépendante
ou libre : cela signifit que tout élément de la suite n’appartient pas a l’enveloppe linéaire
fermée de l'autre). Si cette condition est vérifiée, alors la suite biorthogonale {y,}, . est

déterminée d'une maniere unique si, et seulement si, {x,}, . est compléte.
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Supposons maintenant que X est séparable et que {z,}, . est une base de X. L’isomor-
phisme entre X et X’ montre que pour toute fonctionnelle coefficient f, correspond un
éléments y, € X tel que

fa(z) = (2,y,) pour tout z. (1.6.3)

Comme f,(7y,) = Opmn, alors {z,}, o« €6 {Yn}, e SOnt biorthogonales.

Ainsi, nous avons vu que toute base {z,} d’'un Hilbert posséde une suite biorthogonale

neN*
unique {yn },,cn+- En terme de cette paire biorthogonale, chaque vecteur = dans I'espace peut

étre représenté d’une maniére unique sous la forme

T = Z (2, Yn) Tp. (1.6.4)

n=1

En combinant les théorémes( [1.6.1)) et (1.6.2), on montre que {y,},cn- €st aussi une base

pour X et donc par dualité,

T = Z (x, ) Yn. (1.6.5)

n=1

Ainsi, dans un Hilbert la suite biorthogonale a une base est elle méme une base.

1.7 Bases de Riesz

La maniére la plus simple et peut étre la plus évidente pour construire une nouvelle base a
partir d’une ancienne est & travers l'isomorphisme d’espaces. Donc si {z,}, . est une base
quelconque fixe d'un Banach X, et si 'opérateur borné inversible 7" transforme {z,,}, . en

{Un}renes 1€, si

Tz, =y, pour n € N* (1.7.1)

alors {y, },,cy+ €st aussi une base de X. En effet, il est facile de voir que {z,},,cy+ €t {¥n},cn

sont équivalentes dans le sens suivant.

Définition 1.7.1 Deux bases {xy}, v €t {yn} d’un Banach X sont dites équivalentes

neN*
St
oo oo
E CnTy COnverge sz’,et seulement Si, E CnYn converge.
n=1 n=1

La propriété d’étre lier par un isomorphisme d’espace caractérise complétement les bases

équivalentes.
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d’un Banach X sont équivalentes si, et

Théoréme 1.7.1 Deuz bases {xy}, o €t {Yn}pen

seulement st, il existe un opérateur borné inversible T': X — X tel que
Tx, =y, pour tout n. (1.7.2)

Théoréme 1.7.2 Dans un espace de Hilbert, les bases équivalentes admettent des suites

biorthogonales.

Preuve. H un Hilbert

Suites équivalentes {z,} ~ {y.} — base
! ! 4
Suites biorthogonales {f,} {g.} — base

Soit
T : H — H

T — Tz, =1y,

T inversible et borné implique que T*inversible et borné.
A voir
T°g, = fn neN*

En effet,
(T*gnaxm> = (ganxm) = (mem) = Omn = (fnaxm>’ (1'7'3)

comme {Zy,}, .- €st complete, 'assertion s’en suit ceci prouve que {fn}, o+ €t {9n},en-
sont des bases équivalentes pour H. O
Dans un espace de Hilbert, les plus importantes bases sont orthonormales.

Les secondes dans I'importance sont les bases qui sont équivalentes a certaines base ortho-
normée. Elles sont dites bases de Riesz, et elles constituent la classe la plus large et la plus

tractable des bases connues.

Définition 1.7.2 Une famille {f,} d’un espace de Hilbert H est une base de Riesz s’il

neN*

existe deux constantes A,B > 0 telles que

Al el Y eafu IP<Allcl, cel” (1.7.4)

neN*
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Définition 1.7.3 Dans un Hilbert, une base est dite base de Riesz si elle est équivalente a
une base orthonormée, c’est a dire, si elle est obtenue a partir d’une base orthonormée a

travers un opérateur inversible borné.
Une base de Riesz {f,},cy- pour un Hilbert est nécessairement bornée, c’est a dire
0< i%f | fu I<sup || fo ||< 0. (1.7.5)
n

En effet, si {f,},cy+ st obtenue via une base orthonormée {e,} comme image d'un

neN*

opérateur inversible borné 7T', alors pour tout n
Tew = fu =1l fu =]l Tew I<I T 1l e =11 T | (1.76)

Il s’en suit facilement que si {fy},cy+ est une base de Riesz, alors la suite des vecteurs

dn_ est aussi une base de Riesz.
1l S enee

Raison : Il existe un opérateur borné inversible S tel que

Sep=—"_  peN (1.7.7)
I ful
Par conséquent, 'opérateur T'S est borné et inversible, et
. fn *

Le théoréme suivant fournit un nombre de propriétés caractéristiques importantes des bases

de Riesz.

Théoréme 1.7.3 Soit H un Hilbert séparable. Alors les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

1. La suite { f},cn» forme une base de Riesz dans H.

2. Il existe un produit scalaire équivalent [deuz(02) produits scalaires sont équivalents si

leurs mormes induites sont équivalentes/ relativement auquel la suite {f,} devient

neN*
une base orthonormée dans H.

3. La suite { f,,},cn+ €St compléte dans H, et il existe des constantes positives A et B telles

que pour tous scalaires {cn}, s ON @

A e P afilIP<BY |al? (neN). (1.7.9)
=1 =1 =1
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4. La suite{f,}, o+ est compléte dans H, et sa matrice de Gram {(f;, fj)}fj.:l engendre

un opérateur borné inversible sur 2.
5. La suite {fn},cn- €st compléte dans H el posséde une suite biorthogonale compléte
{9n}nen- telle que

SIS ] (1.7.10)

n=1

et

> 1 (fign) (1.7.11)

n=1
Pour tout f dans H.
Preuve. 1.— 2. : On suppose {f,},cy une base de Riesz dans H, alors il existe un
opérateur inversible borné 7' qui transforme {f,},.y. en une base orthonormée {e,}, cx-»
ie.,
Tf,=e, pour n € N*
Définissons un nouveau produit scalaire (f, g); dans H, en posant (f,g), = (T'f,Tg) et soit

|| - |l1]a norme induite par ce produit scalaire. Alors

s

T <[ f AT IS I (1.7.12)

pour tout f € H, et (-,-),est équivalent & (-,-).Ainsi,
(fis f3), = (Tfi, Tf;) = (i, e5) = 03 (1.7.13)

pour tout ¢ et j.
2.= 3. : Supposons que (f, g), est un produit scalaire dans H relativement a lequel la suite

{fn},en+ forme une base orthonormée. D’aprés les relations d’équivalence des normes :
m Al fASIF <M A £ (1.7.14)

on a .
1 1
R AT (17.15)

pour tout f.ou m et M sont des constantes positives dépendantes de f. Il s’en suit que pour

tout scalaires {c,} on a

1 — " 1 &
T2 la Pl ) afiP< WZ e | (1.7.16)
i=1 i=1 i—1

neN*?
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Ce qui implique que la suite {fn}nEN* est compléte dans H. En effet, il suffit de prendre
f= ch-f,; dans (|1.7.15)).
i=1

3.= 1. : Soit {€en},cn~ une base orthonormée quelconque dans H. Il s’en suit par hypothese

qu’il existe des opérateurs linéaires bornés T' et S tels que
Te,=f, et Sf,=e, (n€N"). (1.7.17)

Certainement, ST = I. Et comme {f,},.y. est complete on a aussi T'S = I. Donc T' est
inversible et {f,},cn- st une base de Riesz pour H.

1.=— 4. : Soit T un opérateur borné inversible sur H qui envoie une base orthonormée
{en} en+ €n une base { f,},cn.-Si A = (a;;) dénote la matrice de I'opérateur inversible 7T

relativement a {e, } alors

neN*»
a;; = (T"Tej, e;) = (Tej, Te;) = (fj, [i) - (1.7.18)
Par conséquent, la matrice de Gram de {f,}, oy~ est la conjugué de A.4.— 3. : voir[[16]] OJ

Remarque 1.7.1 La classe des bases de Riesz est trés large. Il est extrémement difficile
d’exhiber au moin une base bornée d’un espace de Hilbert qui ne soit pas équivalente a une

base orthonormée.
Nous mentionnons sans preuve Iexemple suivant d'une telle base dans I'espace L? [—7, 7).

Exemple 1.7.1 La suite
{1t ]* exp(int)}, (1.7.19)

avec 0 < a < %, est une base de L? [—m,w| qui n'est pas une base de Riesz.

1.8 Stabilité des bases dans des Banach

Deux objets mathématiques qui sont en quelque sorte "étroitement proche" I'un a 'autre
"voisins" ont souvent de propriétés communes. Nous allons montrer, dans ce qui suit, que
les bases dans un Banach forment une classe stable dans le sens que des suites suffisement

proches aux bases sont elles méme des bases.



1.8 Stabilité des bases dans des Banach 17

Commengons par formuler la notion "voisin" on "suffisement proche". Soit {z,}, .. une base
d’un espace de Banach X et soit {y,},.y. une suite d’éléments dans X.
Question : Quand dit-on que {y,}, .- est étroitement (ou suffisement) proche de {x,}, .\ 7

Réponse : Au fait, il existe plusieurs critéres différents, mais tous ont un élément en commun

chacun implique que ’application
T, — Yy, pour (n € N¥) (1.8.1)

oeut étre prolongée & un isomorphisme 7" de X dans X qui soit en quelque sens "proche" de
I'opérateur identité 1.

De cette maniére, les questions de stabilité de bases peuvent étre réduite aux questions
relevant de "petites" perturbations de I'opérateur identité.

Comme nous allons le voir, 'approche des opérateurs fournit un outil puissant dans la solution
des problémes de stabilité.

Le critére fondamental de la notion de stabilité, historiquement le premier, est du a Paley et
wiener [12]. Il est basé sur le fait élémentaire qu’un opérateur linéaire borné 7" sur un Banach

est inversible si 'on a

|I-T]<1. (1.8.2)

(C’est 'un des cas ou les opérateurs linéaire ressemblent aux nombres ordinaires :

si |t —1|<1, alors surement 7 existe).

Théoréme 1.8.1 (Paley-Wiener) [12/Soit {x,}, . une base dans un Banach X, et sup-

posons que {Yn}, o €st une suite d’éléments de X telle que

1 eilwi —p) IS MDD e || - (1.8.3)
=1 i=1

Pour une certaine constante X\, 0 < X\ < 1, et tout choiz des scalaires {cy }, - Alors {Yn},ene

est une base de X équivalente o {,}, - -

Preuve. 1l s’en suit, d’apres les hypotheses, que la série

ch(yn - l'n) (184)
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[e.o]

est convergente toute les fois que la série Z Cpy lest. |
n=1
Définissons une application 7' : X — X, en posant

T(i CniTp) Z Cn(Tn — yn) (1.8.5)
n=1

Il est tout a fait évident que T' est un opérateur linéaire borné et que

[T<A<1 (1.8.6)

Donc l'opérateur I — T est inversible. Comme
(I —T)x, =y, pour tout n (1.8.7)
alors le résultat s’en suit.

Corollaire 1.8.1 Soit {x,}, . une base d'un Banach X et soit {fn},cn- sa suite associée

de coefficients fonctionnels. Si {yn},cn- €5t une suite de vecteur dans X telle que

STl wn = lll £ < 1, (1.8.8)
n=1

alors {Yn }pen- €St une base de X équivalente & {2y}, oy -

Preuve. Soit

A= llza—yalll ful (1.8.9)
n=1
Six= Z c;x;, est une suite finie arbitraire, alors
i=1
||Zcz Ti = Yi) = HZfz vi) ||
< Z | filz)(zi — i) |
i=1
< — .
< A=A e
Comme 0 < X < 1, le résultat en découle d’apres le théoreme ((1.8.1)). O

Maintenant, le théoréme suivant est immeédiat.
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Théoréme 1.8.2 (Kreiu-Milman-Rutmau) [16/Si {z,}, - est une base pour un Banach
X, alors il existe des nombres €, > 0 avec la propriété suivante : si {yn},cn- €St une suite

de vecteurs dans X telle que
| Zn — Yn ||< €n, (n €N¥) (1.8.10)

alors {Yn },ens €St une base pour X équivalente & {x,}, oy

Preuve. Soit{f, . une suite de coefficients fonctionnels associés a la base {x,, ..D’apres
neN neN

le corollaire du théorem( [1.8.1)), il suffit de choisir ¢,, suffisement petits tels que

el fall< L (1.8.11)
n=1

0

Donc les deux corollaires suivants,

Corollaire 1.8.2 5t X est un espace de Banach avec une base, alors tout sous-ensemble

dense dans X contient une base.
Corollaire 1.8.3 L’espace C [a,b] admet une base costituée entiérement de polynomes.

Il est important pour les applications que le corollaire du théoréme (|1.8.1]). Pour cela, nous
devons utilisent le résultat bien connu concernant la "perturbation compacte" de 'opérateur
identité.

Si T est un opérateur compact définit sur un Banach X et si
ker(I —T) = {0}, (1.8.12)

alors I — T est inversible.

C’est lalternative de Fredholm [§].
Définition 1.8.1 Une suite {x,,}, . d’€éléments d’un espace de Banach X est dite w-indépendante
st [’égalité

> e, =0, (1.8.13)

n=1

est possible seulement pour

cn =0 (n e N"). (1.8.14)
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Théoréme 1.8.3 Soit {2y}, . une base d’un Banach X et soit { f,,} la suite associée

neN*

de coefficients fonctionnels. Si {yn},cn- €5t compléte dans X et si

Sl wn = ya lll £ ll< 0, (1.8.15)
n=1

alors {Yn } e €st une base de X équivalente & {2}, oy -

1.9 Exemple

Exemple 1.9.1 1. Soit x4 la fonction indicatrice sur lintervalle [0,1]. Alors

{exp(?wikx)x[m] (x) }keZ (1.9.1)

est une BON pour L*0,1], par translation nous observons que chaque n € Z, I’espace

L?[n,n + 1] admet une base orthonormée

{exp(2mik(z — n))X[o,1 (T — n)}kez = {exp(27rik:x)x[071] (x — n)}kez (1.9.2)

En réunissant ces bases, nous obtenons une base orthonormée de L*(R), a savoir

{exp(ZWikm)X[Ovl] (m)}kez . (1.9.3)
2. Base orthonormée concretes dans L*]0,1] et L*(R)

Soit {ex}cy, une base orthonormée pourL?|0,1[, i.e., les fonctions
er(x) = exp(2mikz). (1.9.4)

FEtant donné un sous-intervalle ouvert I C ]0,1[ avec | I |< 1. Nous pouvons identifier
L*(I) avec le sous-espace de L?]0,1[ qui consiste en les fonctions qui sont nuls sur
10, 1[ \ I. Ainsi une fonction f € L*(I) est identifiée avec une fonction dans L?]0,1]
(on garde la méme notation f) admettant la décomposition suivante

f= Z (f,ex) ex, dans L*]0, 1] (1.9.5)

k€EZ
comimme

N

I F= 3 (Fren)ex o= / @)= S (F ex) exp(@nika) 2 d
|k|<n I k=—n

2

1
< / | f(z) — Z (f, ex) exp(2mikx) |* do :000 .
0 k=—n
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Nous avons aussi,

f= Z (f,ex) ex, dans L*(I). (1.9.6)

keZ

Ceci étant, les fonctions {ex},., admettent aussi la propriété de décomposition sur
L3(I). Cependant, elles ne constituent pas une base pour L?(I). Pour voir ceci, on
définit la fonction suivante

~ f(x), sizel.
fm:{ 1, sizgl.

Alors fe L?10,1[, et nous avons la représentation

f= Z (]?, ek) ex dans L*]0,1]. (1.9.7)

keZ

Par restriction a I, la décomposition (m est aussi valide dans L*(I), comme f = f

sur I, cela montre que

f= Z (f, ek> ex, dans L*(I). (1.9.8)

kez
Donc, les formules (1.9.6) et (1.9.8) sont deuz décompositions de [ dans L*(I), et ne

sont pas identiques, et comme f #* f dans L?)0, 1], les décompositions (f].9.5|) et (f1.9.’7f)

montrent que
{(f, ek’>}k€Z £ { <f, €k) }

La conclusion est que la restriction des fonctions {ey a I n’est pas une base pour
kEZ

(1.9.9)

keZ

L3(I), mais la propriété de décomposition est préservée. Dans l'exemple suivant, nous
prouvons que {ey},. ., est une frame pour L*(I).
3. Limitation de la notion d’une base (surcomplétude)
Maintenant, comme
S oL (fen) P=IFIP, ¥F e 22101, (1.9.10)
keZ

(en particulier, on prend Uégalité pour tout f € L*(I)), alors {ey},, est une frame

étroite pour L* (I). Nous prowvons que {ey},., est surcompléte.
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1.10 Stabilité des bases orthonormées dans un Hilbert

Dans cette section H dénote un espace de Hilbert séparable et {e,, }, . une base orthonormée
de H arbitraire et fixée. Il est tout a fait clair que les résultats de la section précédente restent
valables aux base orthonormée, mais la structure d’un Hilbert fournit un critére de stabilité
plus fort.

Commencons par reformuler le théoreme ([1.8.1]).

Théoréme 1.10.1 Soit {e,}, . une base orthonormée pour un Hilbert H et soit { fn}, oy

proche de {e,},cn- dans le sens que

I Zci(ei — )< A Z e 2. (1.10.1)

pour un certaine constante A\, 0 < X < 1, et des scalaires arbitraires {cy}, .. (n € N*). Alors

{fa}ens est une base de Riesz pour H.

1.10.1 Application : Stabilité du systéme trigonométrique

Il découle de ce précede que le systéme trigonométrique {exp(int)},, ., est stable dans L? [—, 7]
sous de perturbations suffisement petites d’entiers.
Cela signifie que si {\,}, ., est une suite de nombres réels ou complexes telles que {(\, —n)}

est suffisement en certain sens petit, alors le systéme {exp(i\,t)} forme une base de

neL

L?[—m, 7], en effet, une base de Riesz. Ainsi toute fonction f de L? [, | admet une repré-

sentation unique en série de Fourier non- harmonique.

f(t) = Z cnexp(id,t)  (en moyenne), (1.10.2)

nel
avec

> e [P< o (1.10.3)

n

La possibilité d’une telle représentation non-harmonique a été découverte par [Paley et Wie-

ner [1934]], et c’est pour cette raison qu’il ont formulé le critére du théoréme (1.10.1)).

Remarque 1.10.1 (Relation entre base de Riesz et critére de Paley-Wiener) Soit {e,}, -

une base orthonormée d’un Hilbert H. Le critére de Paley- Wiener n’est autre chose que la
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propriété que [’application :
T:e, — fn par (n € N7)
peut étre prolongée a une isomorphisme sur tout H telle que

| I—T]< 1.

(1.10.4)

(1.10.5)



Chapitre 2

Interpolation et bases dans un Hilbert

L’interpolation et ’approximation apparaissent souvent comme deux faces d’une méme piéce ;
les résultats de I'une impliquent les résultats de 'autre.

Dans ce chapitre, nous allons exploiter cette dualité pour gagner de plus amples informations
sur les bases de Riesz dans un Hilbert. Cela permet de mieux comprendre 1’analyse des série
de Fourier non- harmonique dans L2 [—7, .

Le probléme d’interpolation dans un espace de Hilbert abstrait H est un prototype des

problémes de moments trigonométriques classiques dans L? [—m, 7| :
1 |
Q—/Qb(t) exp(—int)dt =¢, (n=0,£1,4£2,...). (2.0.1)
™

Ici les ¢, sont des nombres complexes donnés et une solution ¢ dans L? [—7, 7] est a déter-
miner. On sait bien qu’une solution existe si, et seulement si, la suite des scalaires {c; },, oy
appartient a /2. La solution unique ('unicité est garantie du fait que le systéme trigonomé-
trique est complet) est donc donnée par
o(t) = Z cnexp(int). (2.0.2)
neZ

Dans son extension logique a un espace de Hilbert H, le probleme de moment trigonométrique

prend la forme :
(f, fa) =ca  (nENY), (2.0.3)

avec { fn},en+ des vecteurs de H, {c,}, - des scalaires et f € H a trouver.

Deux classes spéciales de suites {f,} jouent un réle important :

neN*
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1. Celles pour lesquelles
ST fa) P< o0 (2.0.4)
n=1

pour tout f € H. Ce sont les suites de Bessel.

2. Celles pour lesquelles le probléme d’interpolation

(f, f2) = ¢ (n € N¥) (2.0.5)

est solvable pour tout {c,} € I%. 1l s’agit de suites de Riesz-Fischer.

La premiére investigation détaillée des suites vérifiants la propriété de Bessel ou la propriété
de Riesz-Fischer a été faite par [2]. Partagées par toute base orthonormée, ces deux propriétés

sont les ingrédients critiques de toute base de Riesz.

2.1 Suites de moments dans un espace de Hilbert

Soit H un espace de Hilbert et {f,}, .. une suite de vecteurs de H arbitraire et fixée. Par

le niéme

moment d’un élément f € H, nous signifions le produit scalaire (f, f,,).

La suite {(f, fn)},cn~ st dite suite de moments de f, et la collection de toutes les suites de
moments est dite espace de moments de {f,} que 'on noté M.

Il est clair que M est un espace vectoriel muni de ’addition ponctuelle et de la multiplication

par un scalaire.

Nous serons concernés par les questions suivantes :

i) Quand-est ce une suite de scalaires donnée appartient-elle & M, i.e., sous quelles conditions

sur {cp},cn+ le probléme des moments

(f, fn) = cn s (n €NY). (2.1.1)

admet-il au moins une solution ?
ii) Si une telle solution existe, est-elle unique ?

iii) S’il existe plusieurs solutions, comment peuvent-elles étre reconstruites par {c,},,cx- ?

Parmis ces questions, sauf 1'unicité qui soit triviale : pour que le systéme d’équations (2.1.1)
admet au moins une solution pour tout choix de scalaires {c; }, .- il est nécessaire et suffisant

que {fn}, ey SOit complete.
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Proposition 2.1.1 Soit {f,},cn- une suite de vecteurs appartenant a un espace de Hilbert
H. Si pour une certaine suite de scalaires {cn}, . le systéme admet une solution

f € H, alors il admet une solution unique de norme minimale.

Preuve. Soit Y le sous-espace de H engendré par les éléments { f,, } Alors Y contient

neN®
au moins une solution du probléme de moments. En effet, supposons f et g deux solutions,

toutes les deux appartiennent a Y, alors f — g appartient en méme temps 4 Y et Y. Comme

Y NY* = {0}, (2.1.2)
alors
f=g. (2.1.3)

Pour voir que Y contient au moins une solution du probléme de moments, soit f une solution

quelconque dans H et écrivons

f=a+p, avecacYetpecY™t (2.1.4)
Il est claire que
(e, fn) = ¢, pourtout n. (2.1.5)
Comme
e I<[] f || sauf si f = o,
il s’en suit que « est I'unique solution de norme minimale. Il

Exemple 2.1.1 (Interpolation finie) Soit {f,}, . un ensemble de vecteurs linéairement

indépendants de H. Alors le probléeme de moments fini

(f, fi) =c (i=1,n) (2.1.6)

admet au moins une solution f € H pour tout choiz de scalaires {c;};_,. Ceci découle facile-

ment du fait que le déterminant de Gram

G = det (i f)))15 - (2.1.7)
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D’un ensemble indépendant n’est jamais nul. En effet, la solution (unique) de norme minimale

est donnée explicitement par la formule du déterminant :

0 fl oot fn
1 C1 (flafl) e (fmfl)
f= -z det | - . Co . (2.1.8)
Cn (flafn) T (fmfn)

Exemple 2.1.2 L’espace de moments d’une base de Riesz est [*. En effet, si {fa}nens est
une base de Riesz, d’un espace de Hilbert séparable H, alors elle posséde une unique suite

biorthogonale {g,} qui, par dualité, est aussi une base de Riesz. Si {c,} € [?, alors la

neN*

série chgn converge vers un élément f € H vérifiant le systéme d’équation (2.1.1). Par
n=1

conséquent, M D [2.

D’autre part, l’expression
o0

f:Z(fa fn)gm (2.1.9)

est valide pour tout élément de H, donc {(f, fn)} € I> et M C I%. Enfin M = [2.

Il est a remarque que tres souvent, il n’existe pas toujours de solution simple au probleme de
moments générale (f, f,,) = ¢,.

Le théoréme suivant fournit un critére pour une solution qui quoique nécessaire et suffisante,
est en pratique difficile & appliquer. Néanmoins, en ’absence d’informations additionnelles

sur les f,, est fréequemment utilisée.

Théoréme 2.1.1 [16/Soit {f,},cy. une suite de vecteurs appartenant o un Hilbert H et

{en}pens une suite de scalaires. Pour que les équations
(fofa) =cn (n=1,2,3,...) (2.1.10)
admettent au moins une solution f € H telle que || f ||< M, il est nécessaire et suffisant que

1S i |< M | anfy | (2.1.11)
n=1

pour toute suite finie de scalaires {an}neN* .
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2.2 Suites de Bessel et Suites de Riesz-Fischer

L’inégalité de Bessel et le théoreme de Riesz-Fischer donnent 1'une des caractéristiques fon-
damentales d’une base orthonormée :
I’espace des moments est (2.

A cause de leur importance intrinséque ces propriétés ont été résumées ¢i dessous.

Définition 2.2.1 Une suite {f,},cy. de vecteurs appartenant o un espace de Hilbert H est

dite suite de Bessel si

S 1 fa) P< o0, (2.2.1)

n=1

pour tout élément f € H.

La suite est dite une suite de Riesz-Fischer si le probléme des moments

(f, fn) = cn (n € N7) (2.2.2)

admet au moins une solution f € H toutes les fois que {c,} € I%.

Ainsi, {f,},cy+ est une suite de Bessel toutes les fois que son espace de moments est une
sous-ensemble de [?, tandis qu’elle est une suite de Riesz-Fischer si son espace de moments

contient [2.

Proposition 2.2.1 Soit {f,}, . une suite de vecteur appartenant a un espace de Hilbert
H. Si{fn},cn~ st une suite de Bessel, alors il existe une constante M telle que

o)

DI L) PSMfIP, (2.2.3)

pour tout f € H.

Si{fn},en- €st une suite de Riesz-Fischer, alors il existe une constante m telle que la relation

admet au moins une solution f vérifiant :
PREe 2
S (224
n=1

a condition que {¢,}, - € 1%
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Les nombres m et M apparaissantes dans la proposition sont dits bornes de la suite.
Nous introduisons séparément le corollaire suivant en vue de son importance dans les appli-

cations.

Corollaire 2.2.1 ([16]) Si{f.},cn- est une suite de Riesz-Fischer dans un espace de Hilbert

H, alors la boule unité de I*> peut étre interpolée dans un sens uniformément borné.

Le théoréme suivant fournit une caractérisation fondamentale des suites de Bessel et des

suites de Riesz-Fischer dans un espace de Hilbert.

Théoréme 2.2.1 Soit { f,}, . une suite de vecteurs appartenant a un espace de Hilbert H.

Alors

1. {fa},en- est une suite de Bessel de borne M si, et seulement si, l'inégalité

| chfn 1°< MZ lea ? (2.2.5)
n=1 n=1

est vérifiée pour toute suite de scalaires {cy}, . finie.

2. {futnen- €st une suite de Riesz-Fischer de borne m si, et seulement si, l'inégalité

m Y e PN enfa | (2.2.6)
n=1 n=1

est vérifiée pour toute suite de scalaire {cy}, . finie.

Preuve. 1. pour la nécessite, soit {c,},y- une suite de scalaires finie quelconque et soit

F=Y cufa

Alors .
A1t =lEAP = 1D @ (ff) P
n=1
< S e PY I fa) P
n=1 n=1
<

M FIPY  Tenl?,
n=1
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d’aprés la proposition (2.2.1)). En divisant par || f ||?, on trouve
IFIP< MY fenl®. (2.2.7)
n=1
Pour la suffisance, primo observons que

| chfn I°< MZ L en | (2.2.8)
n=1 n=1

pour tout {c,}, o € [2. Si f est un élément de H quelconque et fixé, alors pour toute suite

a carré-sommable {c, }, ., On a

1D ealfifu) P | (f,ZEfn> &

)
AR
n=1

[

< MIFIPY lenl.

n=1

IN

Il s’en suit que

DI L) PE M FIP, (2.2.9)

n=1

d’apres I'inverse de l'inégalité de Holder.
2. Pour la nécessite, fixons une suite de scalaires finie quelconque {c¢;};_, et choisissons

ai,as, ... tels que :
(i) an = 0 sin> N,

N
(i) > lan [ =1,
n=1
N N
(i) | anea 2 = D e
n=1 n=1

D’aprés la proposition (2.2.1), il existe une constante m (indépendante de N et {c;}1,) telle

que le probléme des moments

(f fo) =cny  (n€N). (2.2.10)

admet au moins une solution f avec

I fIIP< % (2.2.11)
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En appliquant le théoréme (2.1.1)), on trouve que

N N 1 N
Do leaP=1 Y auea P — 13 eada I (2.2.12)
n=1 n=1 n=1

et le résultat s’en suit.Pour la suffisance, il suffit de montre que (2.2.10) admet une solution
f avec

1
- 2.2.13
IfIP< (2213)
toutes les fois que

N
> lan <1 (2.2.14)
n=1

Supposons donc que {an}gzl appartient a la boule unité de [? et soit {cn}n]\]:1 des scalaires

arbitraires. Comme

N N 1 N
| Zancn |2§ Z | cn |2S m | chfn ||2 ) (2.2.15)
n=1 n=1 n=1

Le résultat est, encore une fois, une conséquence du théoréme (2.1.1)). O
Le critere du théoréme (2.2.1)) peut étre exprimé plus succinctement dans le langage des opé-
rateurs. Ainsi, { f,,},,cy+ €st une suite de Bessel si, et seulement si, pour tout base orthonormée

{en},en+ dans H, il existe un opérateur linéaire borné
T:H— H

tel que
Te, = f, pourn € N* (2.2.16)

et elle est une suite de Riesz-Fischer si, et seulement si, il existe un opérateur linéaire borné
S:H—H

tel que
Sf,=e, pour n € N* (2.2.17)

Une formulation équivalente en termes de la matrice de Gram

A= ((fi: [1))ij=1 (2.2.18)

est aussi utile. Dans ce cas, {f,},cy st une suite de Bessel de borne M si, et seulement si,

A définie un opérateur borné (auto-adjoint) sur I? de norme n’excédant pas M.
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Raison : A est borné par M si, et seulement si, la forme quadratique associée

> (i 1) ey, (2.2.19)
ij=1
est bornée par M, et égale a
1> enfa I (2.2.20)
n=1

D’une maniére similaire, {f,,},cx- est une suite de Riesz-Fischer de borne m si, et seulement

si, les sections A,, de A sont bornées inférieurement par m. Cela signifit que
m | ¢ ||<|| Anc ]l , (2.2.21)

pour tout n-uplet ¢ = {¢;};_, et tout n € N*. Ici les normes sont les normes euclidiennes, et

Ay est la matrice n x n ((f;, f;)); ;- On vérifié facilement que cela équivaut &
m || ¢ |[*< (Anc, c) pour tout n et c, (2.2.22)

c’est aussi équivalent a

1
| A1 ||< — pour tout n. (2.2.23)
m

Exemple 2.2.1 La suite des puissances {1,t,t% ...} forme une suite de Bessel dans L*[0,1].

En effet, si f € L?[0,1] et
1

o = / ()t (n € N°) (2.2.24)
0
alors )
> e < 7r/ | f(t) |? dt. (2.2.25)
n=0 0

La constante 7 est la meilleure possible.

Raison : La matrice de Gram correspondante

A= (1)), (2.2.26)
est la "matrice de Hilbert" (I'entrée 7, 7 est Wﬁ), est donc définie un opérateur linéaire

borné sur [*> de norme 7 [9].
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2.3 L’espace des moments et liaison avec les suites équi-
valentes

Soit { fn},en+ une suite de vecteurs d’un espace de Hilbert séparable. Nous voulons connaitre
I'impact des propriétés de suites sur leur espace de moments. Nous avons vu, par exemple, que
si une suite est une base de Riesz, alors son espace de moments coincide avec [2. L’inverse,
bien sir, est faux : ’enléevement d’un seul vecteur d’une base de Riesz laisse un ensemble
incomplet dont 1’espace de moments est aussi [?. Le but de la présente section est de montrer
que l'inverse est vrais & condition que { f, },cy- S0it compléte : une suite compléte de vecteurs
d’un Hilbert est une base de Riesz si, et seulement si, son espace de moments coincide avec
12

On commence par montrer que I’espace de moments caractérise les suites complétes jusqu’a
I’équivalence.

Deux suites de vecteurs {f,}, o+ €t {gn},en« aPpartenant a une espace de Hilbert H sont

dites équivalentes s’il existe un opérateur inversible borné
T:H—H

tel que
Tfn=gn (n € N¥). (2.3.1)

Théoréme 2.3.1 Deux suites complétes de vecteurs d’un espace de Hilbert séparable sont

équivalentes si, et seulement si, elles ont le méme espace de moments.

Preuve. Soit {f},cn+ €t {9gn}en- deux suites complétes dans H et supposons qu’il existe

un opérateur inversible borné T sur H tel que
Tfn=gn(n € N). (2.3.2)
A voir que le systéme d’équation
(f, f2) = (9, 9s) (n € N¥) (2.3.3)

admet une solution unique f, pour tout g, et une solution unique g, pour tout f. Il est clair

que cela est vrais si

f=T"y, (2.3.4)
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et la condition est nécessaire.Supposons maintenant que {f,}, v €t {gn},cn o0t le méme
espace de moments. Alors pour tout g dans H correspond un vecteur unique f tel que I’égalité

(2.3.3)) est vérifice. Nous allons montrer que cela implique l'existence d’un opérateur linéaire

borné
T:-H—H
tel que
Tfn=gn (n €N). (2.3.5)
N
Soit Y I’enveloppe linéaire des f,. Si f € Y, avec f = Z Cnfn, on définit T f en posant
n=1
N
n=1
Primo, voyons que T est bien défini. Supposons le contraire, alors il existe des scalaires {ci}fvzl
tels que
N N
Z cnfn=0 et chgn £ 0. (2.3.7)
n=1 n=1

En choisissant

N
g= chgn (2.3.8)
n=1

et en prenant f la solution correspondante de I'égalité (2.3.3]), on trouve

e

= |lgl*#0,
ce qui est absurde. donc T est bien défini.
Il est claire que T est linéaire et que 1’égalité (2.3.5)) est vérifiée.

Pour montrer que T est borné, définissons une fonction p sur H par

n(g) = I, (2.3.9)

ou f est 'unique solution de l'égalité (2.3.3) . On affirme que p est un opérateur linéaire

borné. La linéarité est facile : si hiet hy sont deux vecteurs dans H et si a; et ay sont des
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scalaires, alors pour tout n

(arhi + aghy, g,) = a1 (hi, gn) + a2 (ha, gn)
= ar(p(h), fn) + az(p(he), fr)
= (arp(h) + azpu(ha), fn) -

Comme {f,}, cn- st complete, il s’en suit que
pu(arhy + ashs) + ap(hy) + agp(he) (2.3.10)
et p est linéaire. Supposons maintenant que {h,,} est une suite dans H telle que

lim h, =h et lim u(h,)="k.

Alors
(h7gi) = nlinoo (hmgi) = lim (M(hn)7fi) = (kv fi)'

pour tout 7, et donc par définition de p on a k = p(h). Ainsi p est borné d’apres le théoreme
de graphe fermé.

Soit f un élément quelconque de Y. Alors pour tout g € H,

[ (Tf,9) 1= (@) I<IEF el g NS (2.3.11)

et donc
TN F M el (2.3.12)

Ainsi, T est borné sur Y. Comme Y est un sous-espace dense, nous pouvons prolonger 1" en
un opérateur linéaire borné sur tout H.
D’une maniére similaire, comme 1’égalité (2.3.3]) peut étre résolue d’une maniére unique pour

g, étant donné f il existe un opérateur linéaire borné
S:H—H

tel que
Sgn = fn (neN"). (2.3.13)

En combinant les deux égalités (2.3.5) et (3.1.10)), on montre que

ST =1=TS§, (2.3.14)
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car {fnt,ens €t {gn} ey sont toutes deux complétes. Par conséquent, T est inversible, et
{fatnens €t {gn},cn+ sont des bases équivalentes pour H. O

Maintenant, le corollaire suivant est immeédiat.

Corollaire 2.3.1 Une suite compléte de vecteurs dans un espace de Hilbert séparable, est

une base de Riesz si, et seulement si, son espace de moments est égale & [2.



Chapitre 3

Théorie des frames

Nous avons vu que 1’étude des bases de Riesz dans un espace de Hilbert séparable H peut

étre réduite a I’étude d’un probléme de moments abstrait

(f, fn) = cu (n € N7). (3.0.1)

Dans ce chapitre, nous allons introduire la notion d’une "frame" qui va élucider davantage
le probléme des moments et en méme temps prouver une autre caractéristique des bases de

Riesz.

Définition 3.0.1 Une suite de vecteurs distincts { f,},-, d’un espace de Hilbert séparable

H est dite une frame s’il existe deux constantes positives A et B telles que

ANFIPEY It PEBIFIP (3.0.2)

pour tout [ € H. Les nombres A et B sont dits bornes (inférieure et supérieure respective-

ment) du frame.

La condition pour qu’une suite { f,,} -, de H soit une frame peut-étre scinder en une condition

supérieure, a savoir

o0

Y I P B FIP, pour tout f e H (3.0.3)
n=1

et une condition inférieure, & savoir

AN FIPSY (S fa) |7 pour tout f € H. (3.0.4)
n=1
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Il est souvent intéressant de regarder ces deux conditions séparément, c’est pour quoi nous

introduisons la définition suivante.

Définition 3.0.2 Soit H un espace de Hilbert, une suite d’éléments { f,} -, de H est appelée

n=1

une suite de Bessel sur H, s’il existe une constante B strictement positive telle que

S I L) PE B f I pour tout f € H. (3.0.5)

La constante B est appelée borne de la suite de Bessel { f,}- ..

Il est claire qu'une frame est un ensemble de vecteurs complet car

{ (£, fu) =0 — f=0. (3.0.6)

n € N*

Remarque 3.0.1 Notons aussi que la seconde inéqgalité dans est juste la condition

que {fn} 2, est une suite de Bessel de borne B.

La définition d’une frame montre que si {f,} -, est une frame pour H, alors span{ f,} ., =
H.

Si nous avons besoin de considérer une suite qui n’est pas compléte dans H, alors elle ne
peut pas former une frame pour H, mais elle reste bien une frames pour ’enveloppe linéaire

fermée de ses éléments.

Définition 3.0.3 Soit {f,} -, une suite dans H, on dit que {f,} -, est une suite de frame

si, et seulement si, elle est une frame pour span{f,} - .

Exemple 3.0.1 Si{f,} -, est une suite orthonormale compléte dans H, alors Uidentité de

Parseval montre que est satisfaite avec A= B = 1.
Remarque 3.0.2 Si A = B, la frame est dite frame ajustée (ou étroite).

Exemple 3.0.2 Soit {e,} -, une base orthonormée dans H. En répétant chaque élément

dans {e,} -, deuz fois, on obtient

{fn}zozl = {61,61,62,62,63,63,...} (307)

Ce systéme est une frame ajustée (ou frame 2-étroite) pour H, avec les bornes de frame

A=DB=2.
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Exemple 3.0.3 Le systéme
{ €2 €y e3 €3 €3 en }
O Ry iy =S =
VIR AR YN YN

est une frame de Parseval . Cet exemple indique une issue importante qu’une frame de Par-

(3.0.8)

seval peut avoir des copies multiples d’un seul vecteur.

Exemple 3.0.4 5i l'on répéte seulement le vecteur ey a seulement répéter, nous obtenons
{fatoey = {en,e1,2,€3,e4,05, ...} (3.0.9)

ce systéme est une frame avec les bornes A =1 et B = 2.

Remarque 3.0.3 Une frame n’est pas nécessairement une base, pour s’en convaincre, il

suffit de remarquer qu’en ajoutant l’élément 0 a la frame { f,}, o, on garde une frame.
Exemple 3.0.5 Soit {e,} -, une base orthonormée dans H, alors le systéme

{e1,0,e2,0,... en,0,...} (3.0.10)
est une frame de Parseval pour H.

Exemple 3.0.6 (Frame de Fourier non harmonique) Un systéme d’exponentielles com-

plexes {exp(i\,t)} est une frame dans L* [—m, 7] si

A/ | o(t) |? dt < Z | /qb(t) exp(—iA,t)dt |*< B/ | o(t) | dt. (3.0.11)

pour tout ¢ € L? [—m,|. D’apres le théoréme de Paley-Wiener la formule(|5.0.11) est équi-

valente &
/|f |2d:z:<2|f |2<B/|f ) |2 dx (3.0.12)

pour toute fonction appartenant a l’espace de Paley- Wiener.

Exemple 3.0.7 (Frame de Mercedes-Benz) Soit ® = {¢,, 0y, 03} C R? telle que

=200 = 2 D = PR T ey
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On pose
0 1 0 2
o* = 2 Bl = B i ;
AN B
2 2 V2 V6
avec la décomposition corespondante
3
VX ER®, X =) (2,0,) 0, = PP°X, (3.0.14)
n=1
et de norme s
X1 =D 1 (= 00) P=Il X )17 (3.0.15)
n=1

3.1 Opérateurs associés a une frame

3.1.1 Définition de ’opérateur d’analyse (ou opérateur de décom-
position)

Définition 3.1.1 Considérons une suite { f,} —, de H. Nous définissons 'opérateur d’ana-

lyse (ou opérateur de décomposition) que l’'on note T* par

T : H — [*(N)
foo— T = )

3.1.2 Suites de Bessel et opérateur pré-frame (ou opérateur de
synthése)

Les suite de Bessel peuvent étre caractérisées grace a I'opérateur d’analyse associé T™.

Proposition 3.1.1 La suite {f,}.-, de H est une suite de Bessel sur H si, et seulement si,
lopérateur d’analyse associé

T H — [?

est défini et continu de H dans 1?>. Dans ce cas, on a méme

I 7" |I< VB,

pour toute borne B de la suite de Bessel {fn} -,
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Preuve. La premiére partie de la proposition résult directement de la définition d’une suite
de Bessel. En effet, Popérateur d’analyse T est continu de H dans [? si, et seulement si, il

existe une constante C' > 0 telle que

1T leay< C | fllu,VfeH (3.1.1)
c’est-a-dire si, et seulement si,

SV f) PO Sl s Vf € H. (3.1.2)

n=1

En élévant les deux membres au carré, on a la conclusion. La second partie de la proposition

est immédiate. O

Corollaire 3.1.1 Soit {f,} -, une suite de Bessel sur H. L’opérateur pré-frame associé T
est donné par
T : I*N) — H

o0

{Cn}io:l - T{Cn}ff:l = Z Cnfn

n=1

avec la convergence dans H, pour toute suite {c,} -, € [*.

Preuve. La premiére partie est immédiate. Montrons la second partie, I'opérateur 7'doit

satisfaire 1’égalité suivante

(fT{ea}ol )y = (T f Aca}oy)p YV € HV {c, )i, € 12 (3.1.3)

Par définition de 'opérateur adjoint. Nous obtenons alors :

(f, T {Cn}zozl)H = (T*f7 {Cn}zozl)ﬁ
= ((f fn) {Cn};ozl)ﬂ

oo

= Z (f, fa) {entn

=1

- (f7 Z Cnfn)
n=1 H

pour tout f € H et pour toute suite {c,} -, € % O
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3.1.3 Définition de opérateur frame

Définition 3.1.2 Soit {f,} -, une frame sur un espace de Hilbert H, nous définissons l’opé-

rateur frame associé S : H — H par
S=T1T" (3.1.4)
Nous avons, explicitement

= Z (f. fa) fuVf € H.

n=1

Maintenant, associons & toute frame donnée {f,} -, un opérateur linéaire borné S sur H
définie par

Sf = Z (f, fn) fu- (3.1.5)

S est borné car {f,} -, est une suite de Bessel
ISFIPSBY I (ff) P<B* | £ (3.1.6)

Lemme 3.1.1 Soit une frame avec l'opérateur frame S et les bornes de frame A, B alors

i) S est bornée, inversible, auto-adjoint et positive.

ii) {S7'f.} est une frame avec les bornes B~' et A™', ou B™! et A~ sont l'optimauz bornes

pour {S71f,}. Lopérateur frame pour {S~1f,} est S~1.

En effet, puisque

(Sf. f)= i | (f fa) |7 (3.1.7)
il s’en suit que -
A FIP<SEH IS (3.1.8)
et donc,
Al FILISEN- (3.1.9)

Ceci montre que S est borné inférieurement, et donc S est injectif.
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Mais S est auto-adjoint (car il est positif), et un opérateur dont 1’adjoint est borné inférieu-

rement doit étre surjectif (p.234 [15]). Ainsi S est inversible, on note que tout f € H

Sl (£S5 P Z| b)) P

n=1

< BHS’lfHQSBHS HIPIAE

Que est {S7!f,} 7, est une suite de Bessel, il suit que 'opérateur frame pour {S~'f,} >,

est bien définie.
>SS ) S e = ST (ST ) fa
n=1 n=1
= SIS =971

Ceci montrer que opérateur frame pour {S~'f,} -, égalea S~'. Ona Al < S < BI, donne
BI<S-'< Al ie,

B fIP< (ST <A fIP (3.1.10)

Par .
STF=D (£, fa) S fa (3.1.11)

n=1

Alors, la relation (3.1.10|) devient
B FIPSS I (fS7 ) P<AT £ Vf € H. (3.1.12)
n=1

Donc {S™'f,}, | est une frame avec les bornes de frame B~! et A~

3.1.4 Frame dual

Proposition 3.1.2 {S7'f,,n € N} est une frame de H, de bornes B~' et A™', appelé frame
dual de {f,}.—,. De plus tout f € H, on a les formules de décomposition

f (f, 87 fn) fu, Vf € H. (3.1.13)

NE

1

3
Il

(fs ) S~ fu, Vf € H. (3.1.14)

M]3

i
L
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Preuve. La premiere partie de la proposition est une conséquence immédiate de

(f,57" ) = (S7' o fa) - (3.1.15)

D’autre part, évaluons :

SIS ) (Fng) = D (ST fa) (far9)

=1

= (57'f.59) = (f.9).

U

Remarque 3.1.1 Lorsque la frame est presque étroite,( c’est-a-dire lorsque les constantes A
et B sont proches l'une de lautre), f peut étre reconstruit a 'aide d’un algorithme itératif,
dont la convergence est d’autant plus rapide que B — A est petit. Pour cela, il est nécessaire

d’étudier l'inverse de 'opérateur de frame S.

La décomposition(3.1.13) de frame est trés importante, la proposition (3.1.2)) montre que si
{fa}>2, est une frame pour H, alors chaque élément dans H a une représentation comme

une infinité de combinaison linéaire d’élément de frame.

Théoréme 3.1.1 Soit {f,} -, une frame avec S l'opérateur frame. Alors
F=Y (£S5 fa) fu, Vf € H. (3.1.16)
n=1
Preuve. Soit f € H, on utilise les propriétés de I'opérateur frame
f o= 8s7'f= Z o fa) f
= D (£57) fu
n=1
Comme {f,} est une suite de Bessel et {(f,S7'f.)} —, € [>.De méme facon

F=87SF = (f ) S fur (3.1.17)
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Exemple 3.1.1 Soient {f,}’_, c R? et {en}izl forme une base orthonormée de l’espace

n=1

vectoriel de deux-dimension, et soit

f1 = €1,
f2 = e1—ey, (3.1.18)
fs = e +ea.

On wutilise la définition d’un opérateur frame

3
Sf=(f,fa) fu- (3.1.19)
n=1
Premiérement, en calculant
Ser = (f,f1) i+ (f, f2) fa+ ([, f3) 15 (3.1.20)
= (er,e1)er + (e1,e1 —ez) (e1 —ez) + (e1, €1 + €2) (61 + €2)
= 361.
et
Sex = ([, /1) i+ (f, f2) fa+ (f. f3) /5 (3.1.21)
= (62, 61) €1 + (62, €1 — 62) (61 — 62) + (62, €1 + 62) (61 + 62)
= 262.
Donc,
Se; = 3e; e = 387161 Silel = l61
Sey, = 26, } - ey = 25_162 } = { S_leg _ %62 (3122)
Donc le frame dual est
_ 3 1 1 1 1 1
{S 1fn}n:1 = {561, 561 - 562, 561 + 562} (3.1.23)

Finalement, la représentation de f dans terme de frame est donnée par

fo= Z (f,57 ) fa (3.1.24)
n=1
1 1 1 1
= S (fie)er + f> 361~ 5 (e1—ea) + [ fige1+ e ) (€1 +e2).
3 2 3 2
Ici, la stabilité peut étre utilisée pour construire des frames avec des propriétés spéciales. Par
exemple, c’est important que pour chaque frame, nous pouvons associée une frame étroite

canonique avec la borne de frame A =1
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Théoréme 3.1.2 Soit {f,} >, une frame pour H avec l'opérateur frame S. On note le racine
carré de S~ par S=z. Alors {S_%fn} est une frame étroite avec la borne de frame égale
1

n=

al, et

f= f: (f:5730a) 874 (3.1.25)

n=1
Preuve. Comme S~2 est une limite d’une suite de Polynoéme en S—1, donc chaque f € H,

peut étre écrit comme suit

est une frame étroite

(0.]
en prenant le produit scalaire S avec f, nous obtenons que {S -3 fn}
n

=1
avec la borne de frame équal a 1. O

Définition 3.1.3 Une frame qui cesse d’étre une frame quand l'un de ses éléments est enlevé

est dite une "frame exacte”.

3.1.5 Bases de Riesz comme frames étroits

Nous allons montrer que la classe des bases de Riesz et la classe des frames exactes sont

identiques. Pour cela, nous avons besoin des deux lemmes suivants

Lemme 3.1.2 Soit {f,} ~, une frame dans un espace de Hilbert séparable H et f un élément

quelconque de H. Alors il existe un unique suite de moments {a,},-, telle que

f= ianfn- (3.1.26)
n=1
et
an = (9, fn) (3.1.27)

ou Sg=f.Si{b,} —, esttoute autre suite telle que

f= i by o (3.1.28)
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alors
Dol P=d lan P+ lan—ba ] (3.1.29)
n=1 n=1 n=1

Preuve. La premiére assertion est immédiate car S est inversible et f = S(S™!f). Suppo-

sons maintenant que

> anfa=> bufu (3.1.30)
n=1 n=1

En prenant le produit scalaire des deux membres avec g, nous trouvons
> lan = @b, (3.1.31)
n=1 n=1

et la formule (3.1.29) s’en suit facilement. O

Lemme 3.1.3 Si on enléve d’une frame un vecteur, alors il reste soit une frame soit un

ensemble incomplet.

Preuve. Soit {f,} une frame dans H, de bornes A et B, et supposons que f,, est enlevé.

D’apres le lemme (3.1.2))

o0

fm = anfn, (3.1.32)

n=1

avec a, = (gm, fn) €t Sgm = fm-.Considérons les deux cas a,, = 1 et a,, # 1, en montrant que
dans le premier cas le systeme {f,}, 4m €St incomplet, tandis que dans le second cas il reste

une frame.Si a,, = 1, alors

> anfa=0, (3.1.33)

n#m

et donc

> dnfa =0, (3.1.34)
n=1

avec 4, = a, sin # m et d,, = 0.

En appliquant le lemme (3.1.2)), avec chaque b, égale a zéro, on trouve

>l =0, (3.1.35)
n=1

et donc a,, = 0 pour n # m.
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Ainsi g, est orthogonal & f,, pour n # m. Comme (g, fm) = @ = 1, il s’en suit que g, # 0

et par suite {f,} est incompléte.

n#m

Supposons maintenant que a,, # 1. Alors

fm = ! > anfa (3.1.36)

1—amn¢m

Par conséquent, pour tout f dans H

I(ffm)!_|1 g2 el D TP (3.1.37)

et donc
DL PSOIU L) P (3.1.38)
n=1
ou
C=1+|1—an | lan | (3.1.39)
n#m
Comme { f,,} est une frame, on conclu que
A FIPEY T f) PEBF P, (3.1.40)
n#m
ol
A
C
Donc le systéme {f,},_,, est une frame. O

Remarque 3.1.2 Une examination de la prewve révéle que si { fn}, o €st une frame exacte

et g =S fo, alors {fu}, e € {gn},en- SONE biorthogonales.

Nous sommes maintenant en position de donner la caractérisation suivante des bases de

Riesz.

Théoréme 3.1.3 Une suite de vecteurs appartenant a un espace de Hilbert séparable H est

une base de Riesz si, et seulement si, elle est une frame exacte.

Preuve. Soit {f,}, - une base de Riesz pour H. Alors elle est complete et admet (* comme

espace de moments. En conséquence, ’application

F—AU fn)} (3.1.42)
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définie une transformation linéaire injective de H dans [2. Comme s’est bornée (via propo-
sition ).Son inverse est aussi borné (d’aprés ce théoreme de I'application ouverte), et
la condition du frame s’en suit tout de suite. Comme I’enlévement d’un vecteur d’une base
laisse un ensemble incomplet, { f,}, oy est une frame exacte.

Supposons maintenant que {f,}, oy« est une frame exacte dans [, de bornes A et B, et soit

f un élément quelconque de H.

Alors d’apreés le lemme ((3.1.2)),

n=1
ou
an = (9, fn) et g=S'f. (3.1.44)

Pour montrer que cette représentation est unique, supposons que
= bt (3.1.45)
n=1

Si l'on définit g, en posant g, = S~'f,, alors {f,},cn- €t{gn}, o Seront biorthogonales

(d’apres la remarque du lemme (3.1.3))), et donc

an = (9, fn> = (g, Sgn) = (Tgagn) = (f,9n) = bn (3'1'46>

Puisque S est auto-adjoint. Ainsi {f,} est une base pour H.Il reste & montrer que la série

> caf, (3.1.47)

n

est convergente si, et seulement si,

D Jen|P< 0. (3.1.48)

n

Supposons que la série Z cn frn est convergente, vers un élément f de H. Alors ¢, = (g, fn),

n
avec g = S™1f, et d’aprés la condition du frame

S an =3[ (g.£2) P< B g |IP< . (3.1.49)

Supposons maintenant que {c,} _y. est une suite de scalaires quelconque telle que

neN

D len < o (3.1.50)
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Alors pour n > m nous avons d’aprés le théoreme( [2.2.1])

1Y efi IP<BY el (3.1.51)

Car {fn},cn+ €st une suite de Bessel de borne B. Comme le second membre tend vers zéro

quand m,n — 00, la somme partielle de la série ch fn forme une suite de Cauchy, et

n
donc la série est convergente. U

Exemple 3.1.2 (Frame étroite, non exacte, non linéairement indépendante) Soit {f,}, -

une base orthonormée d’un Hilbert H. Supposons {gn},cn- une base orthonormée disjointe

de {fn}. Alors la suite {x1,y1,T2,Y2,- -, Tn,Yn, ..} €st une frame étroite
SIS+ [ (fgn) P=21f 17, feH (3.1.52)
neN* neN*

ce n'est pas exact. L’enléevement d’un vecteur change les bornes du frame en convertissant

légalité en une inégalité stricte comme conséquence de l'inégalité de Bessel

DS PSP (3.1.53)

neN*

Mais elle reste toujours une frame. Si l'on enléve fi, par exemple, alors
) )

HFIPS DTS P Y 1 (fgn) P20 F 1P (3.1.54)

neN* neN*

ses éléments ne sont pas linéairement indépendants.

Exemple 3.1.3 (Frame exacte non étroite) Soit {f.}, . une base orthonormée d’un

Hilbert H. La suite {2f1, fa, ..., fn,- ..} est une frame exacte. Elle n’est pas étroite car

[ (Fa2f) P41 (o fa) P=211 AP (3.1.55)
n>2
mais pour tout k # 1,
| (Fer2P0) P 4D o £a) =1 £ 1P (3.1.56)
n>2
Exemple 3.1.4 (Non une frame) La suite {fl, %, %, e f;", . } n’est pas une frame dés

que pour tout k,

=Y (fk%) 2. (3.157)

neN*
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3.2 Frame de Gabor

L’analyse de Gabor dans L*(R) est basée sur deux classes d’opérateurs sur L*(R) :

1. Translation par a € R,
T,: L*(R) — L*(R), (T.f) (z) = f(z — a).
2. Modulation par b € R,
Ey: L*(R) — L*(R), (Eyf) (z) = exp(2mibx) f(z).

Définition 3.2.1 Une frame de Gabor (ou frame de Weyl-Heisenberg) est une frame pour

L3(R) de la forme {EpThag} ot a,b> 0 et g€ L*(R) est une fonction fivée, g est dite

mner’

fenétre ou générateur. Fxplicitement, on a
EiwThag(x) = exp(2mibma)g(x — na). (3.2.1)

Remarque 3.2.1 Par convention, on entend par frame de Gabor une frame sur tout L*(R)
et non pas sur un sous-ensemble de L*(R). Le systéeme de Gabor {EmpTrag},, ez tmplique
seulement les translations avec les paramétres na, n € Z et les modulations avec les parameétres

mb, m € Z.

3.2.1 Conditions nécessaires

Maintenant, nous allons répondre a la question suivante, comment obtenir des frames de

Gabor {E,pThag} pour L*(R)? L'un des résultats les plus fondamentaux dit que le

m,ne”L

produit ab décide si c’est possible que {E,; 109}, . ., soit une frame pour L?(R) :

m,ne

Théoréme 3.2.1 Soit g € L*(R) et a,b > 0. Alors les assertions suivantes sont vérifiées :
i) Siab>1, alors {EnpThag},, hez West pas une frame pour L*(R).

ii) Si {Emanag}m,neZ est une frame, alors

ab =1 <= {EwTh49},, ney €5t une base de Riesz. (3.2.2)
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Preuve de théoréeme (3.2.1)) (P.214 [[11]]).

Dong, la seule possibilité pour que {FE,,,T5.9} , soit frame est que ab < 1. La frame est

m,ne

surcomplete si ab < 1.

Remarque 3.2.2 1. [l est découle de ce théoréme que la seule possibilité pour que {Emanag}m,nGZ

soit une frame est que ab < 1 et la frame est surcompléte si ab < 1.

2. Au fait, il existe un résultat plus fort que si ab > 1, la famille { E,pThag} 4, ne peut

m,ne

méme pas étre compléte dans L*(R).

3. L’hypotheése ab < 1 n’est pas suffisante pour que {Emanag}m,nez soit une frame méme

si g # 0. Par exemple, si a € ]%,1[, les fonctions {EanaX[o,%]} ne sont pas

m,neL
compleéte dans L*(R) et donc ne peut pas former une frame.

Frame surcomplet (ab < 1) ab=1 Non une frame(ab > 1)

!

Base de Riesz

La proposition suivante donne une condition nécessaire pour {Emanag}m nez SOit une frame
pour L?(R), il dépend de la fonction g et le parameétre de translation a, et est exprimé quant

a la fonction G définie comme suite

Gmr(x) = Zg(a: —na — %)g(w —na — %) (3.2.3)

nez

Comme que cette fonction sera souvent utilisée.

Proposition 3.2.1 Soit ¢ € L?(R), et a,b > 0. Supposons que {EmbThag} o ner €5t une
frame avec les bornes A, B. Alors,
bA < Z | g(z — na |*< bB. (3.2.4)

neEL

Remarque 3.2.3 Plus précisément, si la borne supérieure dans n’est pas vérifiée,
alors { EppThag} , nest pas une suite Bessel; si la borne inférieure dans n’est pas

m,ne

vérifiée, alors {Emanag}m,neZ ne satisfait pas la condition inférieure.
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3.2.2 Conditions suffisantes

Les conditions suffisantes pour que { E,, 1149}, ez SOit une frame pour L?*(R) ont été connues

depuis 1988.

m,ne

Théoréme 3.2.2 Soit g € L*(R), et a,b > 0. On suppose qu’il existe A, B > 0 telles que

A< Z | g(x —na |’< B, Yz €R (3.2.5)
nez
et

P ZngTnH%gnm < A. (3.2.6)

k#0 neZ

Alors {Emanag}m,nGZ est une frame de Gabor pour L*(R).

Nous introduisons, maintenant un résultat plus général que le théoréme (3.2.2). Au fait les
deux théoréemes sont basés sur identité que 'on a donnée dans le lemme suivant, ce lemme

utilise un autre calcul que ’on utilisera dans la suite.

Lemme 3.2.1 On suppose que [ est une fonction mesurable bornée avec support compact et

que la fonction G définie par

=> | glx—na) . (3.2.7)

neL

Alors

400
S (. BuiTong) =, [ 1 @) P Gla)da S / F@)f(r1) Y gla—na)g(z —na — +)ds.

m,neEL oo lc;éO o nez
(3.2.8)
Preuve de lemme (3.2.1) (P.177 [[11]]).
Théoréme 3.2.3 Soit g € L*(R), a,b > 0 et supposons que
1 k
B = 5 Sup Z ] Zg(m —na)g(x —na — E) |< o0. (3.2.9)

z€l0.a] ez nez

Alors {Emanag}m,nez est une suite de Bessel avec la borne supérieur de frame B. Si aussi

.:—mf Z|gm—na 2—Z|Zg(x—na)g(w—na—%)| > 0, (3.2.10)

bae(o.a kA0  nel

alors { By Tnag} ez €5t une frame pour L*(R) avec les bornes A, B.



3.2 Frame de Gabor 54

Preuve de théoréme(3.2.3) (P.180 [[I1]]).

Remarque 3.2.4 Notons que ce théoréme peut étre prolonge a un résultat concernant les

suites de frames. Nous avons vu que si la fonction

G(z)=> | glz—na)|”, (3.2.11)

n’est pas bornée inférieurement, alors {Emanag}m,neZ ne peut étre une frame pour L?(R).

Cependant elle reste encore une frame pour son enveloppe linéaire fermée.

Exemple 3.2.1 Soit a = b =1, on définie

l+z  sizel0,1],
g(z) =4 3z six€ll,2],
0 Sinon.

n € {-1,0}
g(x) #£0 si & n=—1 pourk € {0,1}
n=0 pour ke {-1,0}

On considére pour n,k € Z la fonction

r— gz —n)glx —n—k) pourz €]0,1]. (3.2.12)
Donc,
((g(z)g(x+1) sik=—1,
_ oy ) 9@ Ay +1)? sik=0,
;g(x nglx—n—k) = glx+1)g(x) sik=1,
(0 sinon,
(L(1+2)? sik=-1,
_ 2(1+x)? sik=0,
SA+2)? sik=1,
. 0 sinon.
D’ou
Gla) =Y | g(x—n) ’= Z(Hw)z ;x€]0,1], (3.2.13)
neZ
et

S T TH) =) 1Y gz —n)glz —n—k) |= (1+z)’ z€]0,1]. (3.2.14)

k£0 k20 neZ
Maintenant, le théoréme montrons que{ EppTnag}p, nez €st une frame pour L*(R) avec
les bornes A = i, B =09.
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Remarque 3.2.5 On définit Hy,, comme suite

Hy(x) = Zng(x)Ter%g(m) pour k € Z. (3.2.15)

3.3 Frames d’ondelettes

De maniere analogue a la théorie des séries de Fourier, les ondelettes sont principalement
utilisées pour la décomposition de fonctions. La décomposition d’'une fonction en ondelettes
consiste & 1’écrire une somme pondérée de fonctions obtenues & partir d’opérations simples
effectuées sur une fonction principale appelée ondelette-mére 1), ces opérations consistent en
des translations et dilatations de la variable.

Une famille d’ondelettes se référe généralement a une fonction de base 1)

{2%(21@; — k)}j,kez - {¢2j72jk}j,kez , (3.3.1)

cela constitue une base orthonormée pour L*(R) . Toutefois, lorsque j, k peut prendre des
valeurs dans R , L’ensemble représente une frame surcompletes et appelé base d’ondelettes
décimées. Dans le cas général, une frame d’ondelette est définie comme une frame pour L?(R)

de la forme

{a%qp(aﬂ‘x - kb)} (3.3.2)

J,kEZ
ou a est le paramétre de dilatation et b est le paramétre de translation.
Selon que ces translation et dilatation sont choisies de maniére continue ou discréte, on parlera

d’une transformée en ondelette continue ou discréte.

3.3.1 Transformée en ondelettes continues (TOC)

Une ondelette mére 1 doit remplir une propriété dont le plus importante est ’admissibilité,

1) est admissible si

T,
Cy / ] v < 00. (3.3.3)

La transformée en ondelettes décompose les signaux sur une famille d’ondelettes translatées

et dilatées, une ondelette est une fonction ¢ € L*(R) ou L? est ’ensemble des fonctions
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d’énergie finie telles que

/ | f(2) |? dr < 0 (3.3.4)
de moyenne nulle
/ (x)dr = 0. (3.3.5)

La transformée en ondelette continue de la fonction f est définie comme le produit scalaire

de f et de ¥ est Wy (f) de deux variables données par

Wy(f)(a,0) = (f,9") (3.3.6)
°r 1 z—>b
- /oof@:),a';w —)da
Remarque 3.3.1 1.
$74(@) = (B0 () = :ﬁw(“" —% az0beR. (3:3.7)

2. ﬁ@ﬁ(w—_b) est le complexe conjugué de wa’b en temps b et l’echelle a.

Corollaire 3.3.1 Si ¢ € L*(R) est admissible. Alors {¢ est une frame continue

a’b}a#o,bER

pour L*(R) avec respectivement ¢ R x R\ {0} muni avec la mesure =5 dadb.

3.3.2 Conditions nécessaires et suffisantes

Premiérement, nous considérons le cas ou les points (a,b) dans(3.3.7)) sont restrients a 1’en-

sembles discrets de type {(a’, kba?)} ikezs O @ > 1, b > 0; nous obtenons les fonctions

(Thpai Das) (x) = (DasTipt)) (z)
= (S k), jhez,

a2

on remplace j par —j, nous voyons que

{Tws Dttt} ., = {a%zp(afx - kb)} (3.3.8)

ke
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Définition 3.3.1 Soit a > 1, 0> 0 et ¢ € L*(R). Une frame pour L*(R) de la forme
{a%w(ajx - kb)} (3.3.9)
JkEZ

est dite une frame d’ondelette.

Le but principal de cette patrie est présenter la condition suffisante pour {a%zb(aj xr — k:b)}
7,kEZ

soit une frame.
Remarque 3.3.2 Le réle joué par les fonctions Gy et G dans l'analyse d’ondelette corres-

pond au réle des fonctions G et Z | Hi(z) | définie dans les formules (3.2.11)) et (3.2.15
k40

dans ’analyse de Gabor.

ol

=) PG =Y | d(aly)d a37+§)|,76R,

jeZ k0 jeZ

Proposition 3.3.1 Soita >1,b>0 et ¢ € L*(R). Si {a%w(ajx — kb)} est une frame

k€L
avec les bornes de frame A, B, alors
bA <Y | d(aly) P<bB. (3.3.10)
JEZ
Théoréme 3.3.1 Soita > 1,b> 0 et ¢y € L*(R). Supposons que
1 k
B := — sup Z |¢(a] ) (a?y + +) |< . (3.3.11)
bliena S b
Alors
{a%w(aﬂ'm - k:b)} (3.3.12)
J,k€EZ

est une suite de Bessel avec borne B, et pour toute fonctions f € L*(R) pour qui j?E C.(R),

> 1 (DT | / | Fo) P32 1) P o / ffe —T’“)ma—w)@(a—w_g)l

7,kEL JEZL lc;éO JEZL

—0o0

Si en autre

1 - k
A:== inf J J J 3.1
birlelia) (Zjez B P =3 > [ha)ilaly + ) |> >0, (3:3.13)

k#0 jEZ

alors

{a%w(aﬂ'm - k;b)} (3.3.14)

J,kEZ

est une frame pour L*(R) avec les bornes A, B.



Remarque 3.3.3 Si @ continue dans 0, lequel le cas si ¢ € L*(R). Alors la condition
3.3.11) peut étre satisfait seulement si @(O) =0, car @(aj’y) — @(O) quand j — —o0. Si

cette condition nécessaire satisfaite, alors chaque conditions sur v implique que

{a%l/}(ajm - k:b)} (3.3.15)

k€T

est une frame toutes les fois que b est suffisamment petit.



3.3 Frames d’ondelettes 59

CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a présenté une notion généralisant la notion de base orthonormée, a
savoir les frames. Nous avons donné une génése détaillée de cette nouvelle notion. Quelques
aplications & I’analyse non harmonique, problémes des moments, les frames de Gabor et des

ondelettes ont été ésquissées.
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— —~
—_— —

FAEOZ T Q=
E)

TF(f)=f
{eXP(int)}neZ
[P

L(X,k)
Nl >~ N2

Annexe

Liste des notations et symboles
Produit scalaire.
Norme.
L’espace des fonctions continues sur [a,b] .
Espace de Hilbert.
Espace de Banach
L’espace des entiers naturels.
L’ensemble des nombres rationnels.
L’ensemble des nombres réels.
L’espace des nombres complexes.
Designe un corps, dans la pratique R ou C .

C’,{f, k<n.

L’espace des suites bornées.
L’espace des suites a carré sommables.
L’espace des classes de fonctions mesurables.

L’espace des classes de fonctions & carré intégrable.
L’ensemble des combinaisons linéaires finies d’éléments de f,,.
Opérateur adjoint de 7.

Graphe de lopérateur T, ou G(T') = {(z,Tz) /x € D(T)}
L’ensemble D(T') est appelé domaine de 7.
= L(X, k), L’espace dual topologique de X.
La transformée de Fourier.
Le systeme trigonométrique.
L’espaces des suites p-sommables.
L’espaces des opérateurs continus(applications linéaires continues)de X dans k.
Deux normes équivalent si chacun est plus fin que 'autre
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