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DJILALI Mortada Résumé

Résumé

Dans ce mémoire, on étudie un système d’équations
différentielles elliptiques défini dans deux habitats et qui
modélise le problème de dispertion de la dynamique de
population dans le cas linéaire stationnaire incluant des
comportements individuels à l’interface. On prouve que
cet opérateur génère un semi-groupe analytique dans un
espace adapté de fonctions höldériennes continues.
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Introduction

L’objectif de mon travail est de faire une synthèse du l’article :
A.Favini, R. Labbas, A.Medeghri, A.Menad : Analytic semigroups generated by the disper-
sal process in two habitats incorporating individual behavior at the interface,J. Math. Anal.
Appl. 471 (2019) 448–480.
Dans le papier de Cantrell, R.S., et Cosner, C.[2], les auteurs ont trouvé une étude intéressante
d’un modèle de diffusion pour la dynamique des populations avec dispersion, intégrant le
comportement individuel aux frontières. Cette étude a été détaillée en une seule dimension
spatiale.
Dans [11], les auteurs ont étudié un problème similaire, mais sans paramètre spectral et avec
une condition de transmission différente. Ce travail a été réalisé dans trois habitats :

Nous nous s’intéressons à étudier le problème précédent avec un paramètre spectrale car les
habitats qui définissent ce dernier sont symétriques par rapport à l’axe x = L.
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Notre but dans ce travail est d’analyser la situation dans un espace bidimensionnel (dimension 2),
plus précisément, on s’intéresse à l’étude de l’analyticité du C0-semi-groupe généré par le
processus de dispersion dans deux habitats, sous la condition de discontinuité de flux avec
la condition de la continuité de dispertin à l’interface, qui représente le comportement des
individus aux frontières. Ces problèmes sont basés sur des équations aux dérivées partielles
de type parabolique, définies dans le paysage suivant, constitué de deux habitats différents :
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Ω = Ω− ∪ Ω+,

où Ω− =] − ℓ, 0[×]0, 1[
Ω+ =]0, L[×]0, 1[,

(1)

avec ℓ, L > 0. L’équation de diffusion est donnée par

∂u

∂t
(t, x, y) =

d−∆u−(t, x, y) + F−(u−(t, x, y)) dans ]0, T [×Ω−

d+∆u+(t, x, y) + F+(u+(t, x, y)) dans ]0, T [×Ω+,
(2)

où, F est la fonction logestique, généralement non linéaire,

F (u) = ru
(

1 − u

k

)
,

sous la condition initiale

u(0, x, y) =

φ−(x, y), dans Ω−

φ+(x, y), dans Ω+,
(3)

les conditions aux bords sont

u−(t,−ℓ, y) = f−(t, y), y ∈]0, 1[
u−(t, x, 0) = u−(t, x, 1) = 0, x ∈] − ℓ, 0[
u+(t, x, 0) = u+(t, x, 1) = 0, y ∈]0, 1[
∂u+

∂x
(t, L, y) = f+(t, y), y ∈]0, 1[,

(4)

avec la condition de continuité de la dispersion à l’interface Γ0 = {0}×]0, 1[,d−∆u−(t, 0, y) + F−(u−(t, 0, y)) = d+∆u+(t, 0, y) + F+(u+(t, 0, y)),
y ∈]0, 1[,

(5)

et la discontinuité du flux à Γ0

(1 − p)d−
∂u−

∂x
(t, 0, y) = pd+

∂u+

∂x
(t, 0, y), y ∈]0, 1[. (6)

Nous avons utilisé les notations suivantes

u− = u|Ω− , u+ = u|Ω+ .

La condition (5) est différente de celle considérée dans [11]. Ici, u(t, x, y) représente une
densité de population, Ω+ est la zone refuge, tandis que Ω− est la zone tampon avec leurs
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coefficients de diffusion respectifs d+ et d−. Les équations (2) définissent les différentes dif-
fusions dans les habitats avec leurs fonctions logistique de croissance ou de déclin F− et F+.
Les conditions aux bords (4) signifient que les individus meurent lorsqu’ils atteignent les
autres parties des frontières {−ℓ, L} × {0, 1}, ce qui implique que notre domaine est entouré
d’un habitat hostile. Comme spécifié dans [2], les conditions (5) sont essentielles dans ce
travail et expriment le fait que le processus de dispersion ne permet pas aux individus de
rester fixés en un point donné et n’autorise aucune barrière infranchissable à la dispersion.
Il est donc primordial de considérer qu’il y a une continuité dans tout le domaine. Enfin,
la condition à l’interface dans (6) est basée sur un mouvement brownien caractérisé par le
paramètre p ∈]0, 1[, qui représente la probabilité qu’un individu situé à l’interface se déplace
vers le refuge Ω+. Bien sûr, lorsque p = 1

2, la continuité du flux aura lieu. La condition

(6) est justifiée par le fait que le temps local du processus lorsque p ̸= 1
2 est discontinu,

voir par exemple Otso Ovaskainen et Stephen J. Cornell dans [14]. Notons également que,
lorsque nous considérons différents types d’habitats, la réponse des individus à l’interface
est importante pour le comportement global du mouvement. Les auteurs concentreront sur
l’étude du problème stationnaire linéaire en prenant :F−(u−) = −r−u− sur ] − ℓ, 0[×]0, 1[

F+(u+) = r+u+ sur ]0, L[×]0, 1[,

où r+ est le taux de croissance à l’intérieur du refuge Ω+ et r− est le taux de mortalité dans
la zone tampon Ω−.
Le résultat obtenu dans ce travail est donné par le théorème :
Théorème : L’opérateur de dispersion L défini dans (3.7) sur les deux habitats ci-dessous
génère un semi-groupe analytique (pas nécessairement continu en 0).
Ce mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre est consacré à des rappels d’usage sur les outils mathématiques
utilisés dans ce mémoire.

Le deuxième chapitre est destiné à rappeler certains lemmes techniques qui seront
utilisés par la suites. .

Au troisième chapitre, on donne la représentation de la solution du notre problème,
ainsi que l’étude de l’inversibilité du déterminant du système en utilisant le calcul fonctionnel
pour les opérateurs sectoriels et quelques inégalités d’analyse complexe.

Dans le dernier chapitre, on étudie les estimations de la solution à l’aide des lemmes
techniques qui sont basés sur les espaces d’interpolations et les résultats de Sinestrari.

vii



1 Notions et rappels

1.1 Opérateurs linéaires fermés
Définition 1.1. On rappelle que A est un opérateur linéaire sur un espace de Banach X
si et seulement si c’est une application linéaire définie sur un sous-espace vectoriel D(A)
(domaine de définition de A) de X à valeurs dans X. Alors :

1. A est dit borné si

D(A) = X et ∃C > 0 tel que ∥Aξ∥ ⩽ C∥ξ∥X , ∀ξ ∈ X

et on écrit A ∈ L(X).
2. A est dit fermé si et seulement si son graphe est fermé, i.e., pour toute suite (xn)n ⊂

D(A) telle que xn → x,

Axn → y
⇒

x ∈ D(A),
Ax = y.

3. A est dit fermable si et seulement s’il admet une extension fermée, ce qui équivaut à
dire que pour toute suite (xn)n ⊂ D(A) telle quexn → 0,

Axn → y
⇒ y = 0.

Les convergences des suites xn et Axn sont au sens de la norme de l’espace X.

Définition 1.2. Soit X un espace de Banach complexe, muni de la norme ∥·∥X . On appelle :
— Ensemble résolvant de A, noté ρ(A), est défini dans C par

ρ(A) = {λ ∈ C | (A− λI) est inversible dans L(X)}.

— Résolvante de A, noté Rλ(A), est définie par :Rλ(A) = (A− λI)−1 pour λ ∈ ρ(A).
— Spectre de A est le complémentaire de ρ(A).

1
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1.2 Les semi-groupes
Définition 1.3. On appelle semi-groupe fortement continu (ou vérifiant la c0-condition),
une application R+ → L(X)

t 7→ G(t),

telle que :
(a) G(0) = I
(b) G(t+ s) = G(t)G(s), ∀t, s ⩾ 0
(c) ∀φ ∈ X l’application R+ → X

t 7→ G(t)φ,

est fortement continue en 0,

∀φ ∈ X, lim
t→0+

∥G(t)φ− φ∥X = 0.

Remarque 1.1. 1. Si t ∈ R, (G(t)) est dit groupe.
2. La condition (c) n’implique pas que

lim
t→0+

∥G(t) − I∥L(X) = 0.

Définition 1.4. On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe (G(t)), l’opérateur linéaire
non borné A défini par

DA =
{
φ ∈ X : lim

t→0+

G(t)φ− φ

t
existe dans X

}

∀φ ∈ DA, Aφ = lim
t→0+

G(t)φ− φ

t
.

1.2.1 Semi-groupes analytiques
Définition 1.5. Soit X un espace de Banach complexe. Soit le secteur

Σ = {z ∈ C : θ1 < arg z < θ2 et θ1 < 0 < θ2},

soit {G(z)}z∈Σ une famille d’opérateurs linéaires bornés sur X. On dit que {G(z)}z∈Σ forme
un semi-groupe holomorphe, si elle vérifie :

1. G(0) = I.
2. G(z1 + z2) = G(z1)G(z2), pour tout z1, z2 ∈ Σ.
3. lim

z→0z∈Σ
G(z)φ = φ, pour φ ∈ X.

4. L’application z ∈ Σ \ {0} 7→ G(z)φ ∈ X est holomorphe ∀φ ∈ X.

2
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1.3 Les espaces d’interpolation
Définition 1.6. Soit X un espace de Banach, on désigne par Lp

∗(R+, X) avec p ∈ [1,+∞[,
l’espace de Banach des fonctions f fortement mesurables définies pour presque tout t ∈ R+

et telles que (∫ +∞

0
∥f(t)∥p

X

dt

t

) 1
p

= ∥f∥Lp
∗(R+,X) < +∞.

Si p = +∞, on définit l’espace Lp
∗(R+, X) par

f ∈ Lp
∗(R+, X) ⇐⇒

f : R+ → X est fortement mesurable et
sup ess0<t<∞∥f(t)∥X < +∞.

Définition 1.7. Soient (X0, ∥·∥0) et (X1, ∥·∥1) deux espaces de Banach s’injectant continûment
dans un espace topologique séparé E.
Pour p ∈ [1,+∞[, et θ ∈]0, 1[, on dit que x ∈ (X0, X1)θ,p si et seulement si

1. ∀t > 0, ∃u0(t) ∈ X0, ∃u1(t) ∈ X1 : x = u0(t) + u1(t).
2. t−θu0 ∈ Lp

∗(R+, X0), t1−θu1 ∈ Lp
∗(R+, X1).

Proposition 1.1. Soient (X0 ∩X1, ∥ · ∥X0∩X1), (X0 +X1, ∥ · ∥X0+X1) et ((X0, X1)θ,p, ∥ · ∥θ,p)
des espaces de Banach pour les normes respectives

∥x∥X0∩X1 = ∥x∥X0 + ∥x∥X1 si x ∈ X0 ∩X1,

∥x∥X0+X1 = inf
xi∈Xi,i=0,1

x=x0+x1

(∥x0∥X0 + ∥x1∥X1) si x ∈ X0 +X1,

∥x∥θ,p = inf
ui:R+ 7→Xi,i=0,1

∀t>0, u0(t)+u1(t)=x

(
∥t−θu0∥Lp

∗(R+,X0) + ∥t1−θu1∥Lp
∗(R+,X1)

)
si x ∈ (X0, X1)θ,p.

alors
X0 ∩X1 ⊂ (X0, X1)θ,p ⊂ X0 +X1,

avec injections continues.

Notation 1.1.
(X0, X1)θ,p = (X1, X0)1−θ,p.

Notation 1.2. Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) ⊂ X muni de la norme,
∀x ∈ D(A) : ∥x∥D(A) = ∥x∥X + ∥Ax∥X ,

alors on note
DA(θ, p) = (DA, X)1−θ,p pour p ∈ [1,+∞] et 0 < θ < 1.

Grâce à la propriété de réitération, on a :
DA(mθ, p) = DAm(θ, p),

où m entier ⩾ 1, p ∈ [1,+∞], θ ∈]0, 1[ (voir [4]), cas particulier m = 2, on a
DA(2θ, p) = DA2(θ, p).

3



DJILALI Mortada Les espaces de Hölder

1.4 Les espaces de Hölder
Définition 1.8. Soient E un espace de Banach complexe et C([0, 1], E) l’espace de Banach
des fonctions continues de [0, 1] à valeurs dans E, muni de la norme :

∥f∥C([0,1],E) = max
t∈[0,1]

∥f(t)∥E.

Pour 0 < θ < 1, l’espace de Hölder des fonctions continues, notés Cθ([0, 1], E), est défini
par

Cθ([0, 1], E) =
{
f ∈ C([0, 1], E), sup

t−s̸=0

∥f(t) − f(s)∥E

|t− s|θ
< +∞

}
,

muni de la norme
∥f∥Cθ(E) = ∥f∥C(E) + sup

t−s̸=0

∥f(t) − f(s)∥E

|t− s|θ
.

4



2 Lemmes techniques

Dans ce chapitre on donne quelques lemmes techniques utilisés pour ce travail.

2.1 Lemmes techniques

Lemme 2.1. Soient w, z ∈ C \ {0}, on a :

|w + z| ⩾ (|w| + |z|)

∣∣∣∣∣∣ cos
(argw − arg z

2

) ∣∣∣∣∣∣.
Preuve 2.1. On pose α = argw

β = arg z,

alors w = |w|eiα

z = |z|eiβ,

|w + z|2 = ||w|eiα + |z|eiβ|2

= ||w| cosα + i|w| sinα+ |z| cos β + i|z| sin β|2

= |(|w| cosα+ |z| cos β) + i(|w| sinα + |z| sin β)|2

= (|w| cosα + |z| cos β)2 + (|w| sinα + |z| sin β)2

= |w|2 cos2 α + |z|2 cos2 β + 2|w||z| cosα cos β + |w|2 sin2 α + |z|2 sin2 β + 2|w||z| sinα sin β
= |w|2(cos2 α + sin2 α) + |z|2(cos2 β + sin2 β) + 2|w||z|(cosα cos β + sinα sin β)
= |w|2 + |z|2 + 2|w||z|(cosα cos β + sinα sin β), car cos2θ + sin2θ = 1,

5
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puisque l’on a

sinα sin β + cosα cos β = cos(α− β)

= cos2
(
α− β

2

)
− sin2

(
α− β

2

)
,

car, pour tout θ ∈ R, on a
cos(2θ) = cos2θ − sin2θ

alors
|w + z|2 = |w|2 + |z|2 + 2|w||z|

(
cos2

(
α− β

2

)
− sin2

(
α− β

2

))
,

et comme
cos2

(
α− β

2

)
+ sin2

(
α− β

2

)
= 1,

alors

|w + z|2 =
(
|w|2 + |z|2

)(
cos2

(
α− β

2

)
+ sin2

(
α− β

2

))
+ 2|w||z|

(
cos2

(
α− β

2

)
− sin2

(
α− β

2

))

=
(
|w|2 + |z|2 + 2|w||z|

)
cos2

(
α− β

2

)
+
(
|w|2 + |z|2 − 2|w||z|

)
sin2

(
α− β

2

)

= (|w| + |z|)2 cos2
(
α− β

2

)
+ (|w| − |z|)2 sin2

(
α− β

2

)

⩾ (|w| + |z|)2 cos2
(
α− β

2

)
,

d’où
|w| + |z| ⩾ (|w| + |z|) cos

∣∣∣∣∣
(
α− β

2

)∣∣∣∣∣ .
Finalement

|w| + |z| ⩾ (|w| + |z|) cos
(
α− β

2

)
.

Lemme 2.2. Soient η ∈
]
0, π2

]
et z ∈ Sη, avec

Sη =
{
z ∈ C \ {0} : |argz| < η si η ∈

]
0, π2

] }
,

alors on a
1. | arg(1 − e−z) − arg(1 + e−z)| < η.

2. |1 + e−z| ⩾ Cn = 1 − exp
(

−π
2 tan η

)
> 0.

3. |z|cosη
1 + |z|cosη

⩽ |1 − e−z| ⩽ 2|z|
1 + |z| cos η .

6
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Preuve 2.2. Soient η ∈
]
0, π2

]
et z ∈ Sη, on pose z = Re z + i Im z.

1.

1 − e−z = 1 − e− Re z−i Im z = 1 − e− Re ze−i Im z

= 1 − e− Re z (cos(Im z) − i sin(Im z))
= 1 − e− Re z cos(Im z) + ie− Re z sin(Im z).

Si
z = x+ iy, x > 0, alors

arg z = arctan
(
y

x

)
.

Si z ∈ Sη, on obtient

|e−z| = e− Re z < 1.

Donc

arg(1 − e−z) = arctan
(

e− Re z sin(Im z)
1 − e− Re z cos(Im z)

)
,

car 1 − e− Re z cos(Im z) > 0. En utilisant la même méthode, on obtient

arg(1 + e−z) = arg
(
1 + e− Re z−i Im z

)
= arg

(
1 + e− Re z cos(Im z) − ie− Re z sin(Im z)

)
= arctan

(
−e− Re z sin(Im z)

1 + e− Re z cos(Im z)

)

= − arctan
(

e− Re z sin(Im z)
1 + e− Re z cos(Im z)

)
,

car la fonction arctan est impaire.
Donc

arg(1 − e−z) − arg(1 + e−z) = arctan
(

e− Re z sin(Im z)
1 − e− Re z cos(Im z)

)
+ arctan

(
e− Re z sin(Im z)

1 + e− Re z cos(Im z)

)
.

Remarque 2.1. On a l’égalité suivante

arctan(a) + arctan(b) = arctan
(
a+ b

1 − ab

)
si ab < 1.

7
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Puisque

e− Re z sin(Im z)
1 − e− Re z cos(Im z) · e− Re z sin(Im z)

1 + e− Re z cos(Im z) = e−2 Re z sin2(Im z)
1 − e−2 Re z cos2(Im z)

= e−2 Re z 1 − cos2(Im z)
1 − e−2 Re z cos2(Im z) < 1,

car
e−2 Re z < 1 ⇒ e−2 Re z − e−2 Re z cos2(Im z) < 1 − e−2 Re z cos2(Im z).

Alors

arg(1 − e−z) − arg(1 + e−z) = arctan
(

2e− Re z sin(Im z)
1 − e−2 Re z

)

= arctan
(

sin(Im z)
sinh(Re z)

)
,

car
sinh θ = eθ − e−θ

2 .

Et comme z ∈ Sη, Re z > 0, sin θ ⩽ θ et sinh θ ⩾ θ pour θ ⩾ 0, on a∣∣∣∣∣ sin(Im z)
sinh(Re z)

∣∣∣∣∣ ⩽ | Im z|
| Re z| = | Im z|

Re z < tan η, (d’après Remarque 2.2).

Alors ∣∣∣ arg(1 − e−z) − arg(1 + e−z)
∣∣∣ < η.

2.

|1 + e−z|2 = |1 + e− Re z−i Im z|2

= |1 + e− Re z cos(Im z) − ie− Re z sin(Im z)|2

= (1 + e− Re z cos(Im z))2 + e−2 Re z sin2(Im z)
= 1 + 2e− Re z cos(Im z) + e−2 Re z cos2(Im z) + e−2 Re z sin2(Im z)
= 1 + 2e− Re z cos(Im z) + e−2 Re z(cos2(Im z) + sin2(Im z))
= 1 + 2e− Re z cos(Im z) + e−2 Re z.

1ère cas : si Re z ⩽ π

2 tan η , alors

| Im z| ⩽ π

2 ,

donc
cos(Im z) ⩾ 0

8
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d’où
|1 + e−z|2 ⩾ 1.

2ème cas : si Re z ⩾ π

2 tan η , alors

|1 + e−z|2 = 1 + 2e− Re z cos(Im z) + e−2 Re z

⩾ 1 − 2e− Re z + e−2 Re z

= (1 − e− Re z)2

⩾

(
1 − exp

(
−π

2 tan η

))2

,

car

cos(Im z) ⩾ −1 ⇒ 2e− Re z cos(Im z) ⩾ −2e− Re z

⇒ 1 + 2e− Re z cos(Im z) ⩾ 1 − 2e− Re z

⇒ 1 + 2e− Re z cos(Im z) + e−2 Re z ⩾ 1 − 2e− Re z + e−2 Re z,

et

Re z ⩾ π

2 tan η ⇒ − Re z ⩽ − π

2 tan η

⇒ exp(− Re z) ⩽ exp
(

−π
2 tan η

)

⇒ − exp(− Re z) ⩾ − exp
(

−π
2 tan η

)

⇒ 1 − exp(− Re z) ⩾ 1 − exp
(

−π
2 tan η

)

⇒ (1 − exp(− Re z))2 ⩾

(
1 − exp

(
−π

2 tan η

))2

.

Donc : pour η ∈
]
0, π2

]
et z ∈ Sη, on a

|1 + e−z| ⩾
(

1 − exp
(

−π
2 tan η

))
.

3. On a, ∀x ∈ R+, ex ⩾ 1 + x, alors :

ex ⩾ 1 + x ⇒ e−x ⩽
1

1 + x

⇒ 1 − e−x ⩾ 1 − 1
1 + x

= x

1 + x

9
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Donc : pour z ∈ Sη, on a Re z > 0 et |e−z| < 1

|1 − e−z| ⩾ |1 − |e−z||
= |1 − e− Re z|
= 1 − e− Re z

⩾
Re z

1 + Re z ,

mais

|z| =
√

(Im z)2 + (Re z)2

⩽
√

tan2 η(Re z)2 + (Re z)2 =
√

(Re z)2(1 + tan2 η)

=
√

(Re z)2

cos2 η
, car 1 + tan2 η = 1

cos2 η

= Re z
cos η , car η < π

2 , alors cos η > 0.

D’où
|1 − e−z| ⩾ |z| cos η

1 + |z| cos η . (2.1)

D’autre part, pour x ∈ R+, on a :

e−x ⩾ max{1 − x, 0} ⩾
1 − x

1 + x
,

car : {
e−x ⩾ 1 − x
e−x ⩾ 0 ⇒ e−x ⩾ max{1 − x, 0},

et comme :

max{1 − x, 0} =

1 − x, si 0 ⩽ x ⩽ 1
0, si x ⩾ 1,

et
1 − x

1 + x
⩽

1 − x, si 0 ⩽ x ⩽ 1
0, si x ⩾ 1,

alors
max{1 − x, 0} ⩾

1 − x

1 + x
,

donc
e−x ⩾

1 − x

1 + x
,

alors
1 − e−x ⩽ 1 − 1 − x

1 + x
= 2x

1 + x
. (2.2)
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Pour z ∈ Sη :
|1 − e−z| =

∣∣∣∣∫
Γz

e−wdw
∣∣∣∣ ,

avec : Γz est un segment dans le plan complexe qui relie 0 à z, donc

|1 − e−z| =
∣∣∣∫Γz

e−wdw
∣∣∣

⩽
∫ 1

0 e
−t Re z|z|dt, on pose w = tz

= (1 − e−t Re z) |z|
Re z

⩽ 2|z|
1+|z| cos η

, d’après(2.2),

alors
|1 − e−z| ⩽ 2|z|

1 + |z| cos η . (2.3)

De (2.1) et (2.3), on obtient :

|z| cos η
1 + |z| cos η ⩽ |1 − e−z| ⩽ 2|z|

1 + |z| cos η .

Lemme 2.3. Il existe une constante Cθ0 > 0 telle que pour tout z ∈ Σr0,θ0, on a :

|1 + e−
√

−z| ⩾ Cθ0 = min
(

1 − e
−π

2tan( π
2 − θ0

2 ) , 1 − e−r
1/2
0 cos(π

2 − θ0
2 )
)
> 0.

Preuve 2.3. Soit z ∈ Σr0,θ0 avec |z| = r0 (on rappelle que r0 est assez petit), on a

|1 + e−
√

−z | ⩾ 1 − e− Re
√

−z = 1 − e−r
1/2
0 cos ν

⩾ 1 − e−r
1/2
0 cos(π

2 − θ0
2 ),

avec ν ∈
[
−π

2 + θ0

2 ,
π

2 − θ0

2

]
.

Pour z ∈ Σr0,θ0 avec |z| > r0, on a

|1 + e−
√

z|2 =
∣∣∣1 + e− Re

√
−z−i Im

√
−z
∣∣∣2

=
∣∣∣e− Re

√
−z
(
eRe

√
−z + e−i Im

√
−z
)∣∣∣2

= e−2 Re
√

−z
(
e2 Re

√
−z + 2eRe

√
−z cos(Im

√
−z) + 1

)
=
(
e−2 Re

√
−z + 1

)
+ 2eRe

√
−z cos(Im

√
−z).

Maintenant, si Re
√

−z ⩽ π

2 tan
(
π

2 − θ0

2

) , alors

| Im
√

−z| ⩽ Re
√
z tan

(
π

2 − θ0

2

)
⩽
π

2 ,
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ainsi
cos(Im

√
−z) ⩾ 0,

donc ∣∣∣1 + e−
√

−z
∣∣∣ ⩾ 1.

Si Re
√

−z ⩾ π

2 tan
(
π

2 − θ0

2

) , on a

| Im
√

−z| = Re
√

−z tan
(
π

2 − θ0

2

)
⩾
π

2 ,

cos
(
Im

√
−z
)
⩽ 0,

et donc

∣∣∣∣1 + e−
√

−z
∣∣∣∣2 ⩾ e−2 Re

√
−z + 1 − 2e− Re

√
−z =

(
1 − e− Re

√
−z
)2

⩾

1 − e

− π

2 tan
(

π
2 − θ0

2

)
2

.

2.2 Calcul fonctionnel

2.2.1 Opérateurs sectoriels
Soit A un opérateur linéaire fermé sur X, vérifiant les propriétés suivantes, il existe θ ∈ [0, π[
tels que σ(A) ⊆ Sθ

Sθ =

{z ∈ C, z ̸= 0, | arg z| < θ} si 0 < θ < π

(0,∞) si θ = 0.

et pour tout α ∈]θ, π[ :
sup

w∈C\Sα

∥w(wI − A)−1∥ < +∞

(on dit que A est un opérateur sectoriel avec angle spectral θ) (voir [10] p 17). On remarque
que si R− ⊆ ρ(A) et supλ∈R+ λ∥(λI + A)−1∥ < +∞, alors A est sectoriel (voir [7] ; lemme
6.4.1).

Remarque 2.2. Soit α ∈
]
0, π2

[

z ∈ Sα ⇔ 0 ⩽
| Im z|
Re z < tanα.

Définition 2.1. Pour φ ∈]0, π[
— H(Sφ) : l’espace des fonctions holomorphes de Sφ dans C.

12
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— H∞(Sφ) = {f ∈ H(Sφ) : supz∈Sφ
|f(z)| < ∞}.

— H∞
0 (Sφ) = {f ∈ H(Sφ) : ∃s ∈ R+, supz∈Sφ

max
(
|z|s, |z|−s

)
|f(z)| < ∞}.

— Hp(Sφ) = {f ∈ H(Sφ) : ∃s ∈ R+, supz∈Sφ
min

(
|z|s, |z|−s

)
|f(z)| < ∞}.

Remarque 2.3.
H∞

0 (Sφ) ⊆ H∞(Sφ) ⊆ Hp(Sφ) ⊆ H(Sφ),
et H∞(Sφ) est un espace de Banach muni de la norme ∥f∥∞ = supz∈Sφ

|f(z)|.

Définition 2.2. Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im(A) = X, alors pour f ∈
H∞

0 (Sφ), on définit l’opérateur linéaire borné f(A)

f(A) = 1
2πi

∫
τα

f(z)(zI − A)−1dz.

où α ∈]θ, φ[ et τα est un chemin dans le plan complexe composé par deux demi-lignes

{ρe±iα, ρ ∈ R+ ∪ {0}},

orienté avec une partie imaginaire décroissante (voir [10] p 27).

Définition 2.3. On dit que A admet H∞(Sφ) calcul fonctionnel borné si pour tout f ∈
H∞(Sφ) l’opérateur f(A) est borné et il existe c ∈ R+ (indépendante de f) tel que

∥f(A)∥ ⩽ c∥f∥∞.

Proposition 2.2.1. Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im(A) = X.
S’il existe c ∈ R+ tel que pour tout f ∈ H∞

0 (Sφ) on a : ∥f(A)∥ ⩽ c∥f∥∞ alors A admet
H∞(Sφ) calcul fonctionnel borné.

Preuve 2.4. voir [3] corollaire 2.2 ou [6], théorème 4.9.

Proposition 2.2.2. Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im(A) = X.

f, g ∈ Hp(Sφ) ⇒

f(A) + g(A) ⊆ (f + g)(A)
f(A).g(A) ⊆ (f.g)(A).f, g ∈ Hp(Sφ)

g(A) ∈ L(X)
⇒

f(A) + g(A) = (f + g)(A)
f(A).g(A) = (f.g)(A).

Preuve 2.5. Pour la preuve voir [3] ou [6], théorème 4.5 et corollaire 4.6.

Proposition 2.2.3. Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im(A) = X.

Si f ∈ Hp(Sφ),
(

1
f

)
∈ Hp(Sφ) et

(
1
f

)
(A) ∈ L(X) alors f(A) est inversible à inverse borné

[f(A)]−1 =
(

1
f

)
(A).

13
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Preuve 2.6. voir [5], proposition 3.3.

Proposition 2.2.4. Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im(A) = X. Si A admet
H∞(Sφ) calcul fonctionnel borné alors A 1

2 est un opérateur sectoriel, injectif, Im
(
A

1
2
)

= X

et admet H∞(Sφ
2
) calcul fonctionnel borné.

Preuve 2.7. voir [5], proposition 3.4.

2.3 Théorème Conditions nécessaires

Théorème 2.1. Soit A le générateur infinitésimal du C0 semi groupe G(t) alors :

1. A fermé (linéaire).

2. DA est dense dans E.

3. ρ(A) ⊃ {λ ∈ C/Reλ > ω} et ∀λ : Reλ > ω, ∀k ⩾ 1

∥(A− λI)−k∥ ⩽
M

(Reλ− ω)k
.

Preuve de (3) :
ρ(A) =? pour x ∈ E ; on définit :

(Rλ)x = −
∫ ∞

0
exp(−λt)G(t)xdt, λ ∈ C,

alors

∥exp(−λt)G(t)x∥E ⩽ exp(−Reλt).M. exp(ωt).∥x∥E

⩽ M exp[(ω −Reλ)t].∥x∥E,

donc R(λ)x ∈ E si Reλ > ω.

14
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• −R(λ)x ∈ DA?

lim
s→0

G(s)(−R(λ))x− (−R(λ))x
s

= lim
s→0

1
s

[G(s)
∫ +∞

0
exp(−λt)G(t)xdt−

∫ +∞

0
exp(−λt)G(t)xdt]

= lim
s→0

1
s

[
∫ +∞

0
exp(−λt)G(t+ s)xdt−

∫ +∞

0
exp(−λt)G(t)xdt]

= lim
s→0

1
s

[
∫ +∞

s
exp(−λ(τ − s))G(τ)xdτ −

∫ +∞

0
exp(−λt)G(t)xdt]

= lim
s→0

1
s

[exp(λs)
∫ +∞

s
exp(−λt)G(t)xdt−

∫ +∞

0
exp(−λt)G(t)xdt]

= lim
s→0

1
s

[exp(λs)
∫ +∞

s
exp(−λt)G(t)xdt−

∫ +∞

s
exp(−λt)G(t)xdt

−
∫ s

0
exp(−λt)G(t)xdt]

= lim
s→0

1
s

[exp(λs) − 1
s

∫ +∞

s
exp(−λt)G(t)xdt− 1

s

∫ s

0
exp(−λt)G(t)xdt]

=λ
∫ +∞

0
exp(−λt)G(t)x− xdt

=A(−R(λ)x),
alors

λ(−R(λ)x) − x = A(−R(λ)x) =⇒ A(−R(λ)x) − λ(−R(λ)x) = −x
=⇒ R(λ)x = (A− λ)−1x.

Il reste à montrer que :
|(A− λI)−k∥ ⩽

M

(Reλ− ω)k
.

On définit une nouvelle norme sur E par :
|∥x∥|E = sup

t⩾0
[exp(−ωt)].∥G(t)x∥E,

|∥x∥|E et ∥x∥E sont équivalentes car :
|∥x∥|E = sup

t⩾0
[exp(−ωt)].∥G(t)x∥E

⩽ sup
t⩾0

[exp(−ωt)].M.[exp(ωt)].∥x∥E

⩽M.∥x∥E.

On a donc :
∥G(t)x∥E = sup

r⩾0
[exp(−ωr)].∥G(r)G(t)x∥E

= sup
r⩾0

[exp(−ωr)].∥G(r + t)x∥E

= sup
r⩾0

[exp(−ω(r + t))].[exp(ωt)].∥G(r + t)x∥E

⩽ [exp(ωt)].|∥x∥|E,
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et

|∥R(λ)x∥|E = |∥(A− λI)−1x∥|E

⩽
∫ +∞

0
[exp(−Reλt)].|∥G(t)x∥|Edt

⩽
∫ +∞

0
[exp(ωt−Reλt)].dt|∥x∥|E

⩽
1

Reλ− ω
|∥x∥|E

⩽
M

Reλ− ω
∥x∥E,

donc :
∥(A− λI)−1∥L(E) ⩽

M

Reλ− ω
.

2.4 Théorème de Kato
Théorème 2.2. Soit A : DA ⊂ E → E un opérateur linéaire non borné vérifiant :

1. A fermé.
2. DA dense.
3. ρ(A) ⊃ {λ ∈ C∗/Reλ ⩾ 0} et ∃L > 0/∀λ ∈ ρ(A) on ait :

∥(λI − A)−1∥L(E) ⩽
L

|λ|
.

Alors : A est générateur infinitésimal d’un Semi groupe tel que :
(a) ∃M > 0 / ∀t > 0 : ∥G(t)∥L(E) ⩽M.

(b) ∀t > 0 G(t) ∈ L(E,DA) et

∥AG(t)∥L(E) ⩽
M

t
.

Lemme 2.4. ∃δ > 0, ρ(A) ⊃
{
λ ∈ C∗, |arg(λ)| ⩽ π

2 + δ
}

l’ensemble résolvante contient un secteur (⇒ A est sectoriel).

Preuve 2.8. On a
(A+ x+ iy) = (A+ iy)[I + (A+ iy)−1x],

donc (A + x + iy)−1 existe pour ∥(A + iy)−1x < 1∥, donc pour |x|
|y| <

1
L

, on peut prendre
δ = k arctan( 1

L
).

Définition 2.4. On pose pour φ ∈ E

G(t)φ = 1
2πi

∫
γ

exp(tz).(zI − A)−1φdz = etAφ.

16



DJILALI Mortada

Remarque 2.4. 1. ∀k ∈ N∗ : G(t)/E → DAket∀t ∈ [0.T ] : ||AkG(t)|| ⩽ Ck

tk

∀k ∈ N∗∀x ∈ DAk
dk

dtkG(t) = AkG(t).
2. La multiplication d’un semi groupe G(t) par eωtest sans effet sur le prolongement ana-

lytique. On endéduit alors, les résultats pour les semi groupes analytiques non uni-
formément bornés.

Preuve 2.9. Soit t > 0 alors :

G(t)x = 1
2πi

∫
γ

exp(tz).(zI − A)−1xdz. (*)

1. On a :

∥ exp(tz).(zI − A)−1x∥E ⩽ exp(tRez).L∥x∥E

|z|

⩽
L

|z|
. exp(−t|z|δ).∥x∥E,

(z ∈ γ;Rez = −|z|sinδ < 0). Donc

∥G(t)x∥E ⩽
1

2π

∫
γ

L

|z|
. exp(−t|z|sinδ).|dz|.∥x∥E; (|dz| = cd|z|)

⩽
1

2π

∫ +∞

0

exp(−tρsinδ)
ρ

.dρ.∥x∥E

⩽ ct.∥x∥E.
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On pose tz = µ, alors

G(t)x = 1
2iπ

∫
tγ

exp(µ).(µ
t
I − A)−1x

dµ

t

= 1
2iπ

∫
γ

exp(µ).(µ
t
I − A)−1x

dµ

t
,

car γ, tγ sont homotopes

∥G(t)x∥E ⩽ K.
∫

γ
exp(Reµ). L

|µ
t
|t

|dµ|.∥x∥E

⩽M.∥x∥E.

M indépendant de t.
2. G(t) ∈ L(E,DA)

∥A exp(tz).(z − A)−1x∥E ⩽ exp(tRez).∥ − A(z − A)−1x∥E

⩽ exp(tRez)
{
∥x∥E + |z|∥(z − A)−1x∥E

}
⩽ K exp(−t|z|sinδ)∥x∥E (convergence de l’intégrale),

et donc
∥AG(t)∥L(E) ⩽

M

t
.

Montrons que G(t) est un C0–Semi groupe

lim
t→0+

G(t)x− x = 0?

Supposons que c’est vrai pour x ∈ DA.

Soit x ∈ E , ∃(xn) ⊂ DA tel que E
xn → x, on a

G(t)x− x = G(t)x−G(t)xn +G(t)xn − xn + xn − x,

alors

∥G(t)x− x∥E ⩽M∥x− xn∥E︸ ︷︷ ︸
↓
0

+ ∥xn − x∥E︸ ︷︷ ︸
↓
0

+ ∥G(t)xn − xn∥E︸ ︷︷ ︸
↓
0

, ( car xn ∈ DA).

Soit maintenant x ∈ DA ; on a

(z − A)−1x = x

z
+ A(z − A)−1x

z

= x

z
+ (z − A)−1Ax

z
, car x ∈ DA,
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donc
G(t)x = 1

2iπ

∫
γ

exp(tz).x
z
dz + 1

2iπ

∫
γ

exp(tz).(z − A)−1Ax

z
dz.

On a
1

2iπ

∫
γ

exp(tz).x
z
dz = lim

R→+∞

1
2iπ

∫
γR

exp(tz).x
z
dz,

et

1
2iπ

∫
γR

exp(tz).x
z
dz = 1

2iπ

∫
CR

exp(tz).x
z
dz − 1

2iπ

∫
ΓR

exp(tz).x
z
dz

= x− 1
2iπ

∫
ΓR

exp(tz).x
z
dz

= x,

car − 1
2iπ

∫
ΓR

exp(tz).x
z
dz →

R→∞
0,

d’autre part : 1
2iπ

∫
ΓR

exp(tz).(z − A)−1Ax

z
dz →

t→0+
0.

CR = γR + ΓR
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G(t+ s) ?= G(t).G(s),

on a

G(s)x = 1
2iπ

∫
γ

exp(µs).(µ− A)−1xdµ = 1
2iπ

∫
γ′

exp(µs).(µ− A)−1xdµ,

telles que γ et γ′ sont homotopes alors

G(t).G(s)x = 1
2iπ

∫
γ

exp(λt).(λ− A)−1 1
2iπ

∫
γ′

exp(µs).(µ− A)−1xdµdλ

= 1
(2iπ)2

∫
γ

∫
γ′

exp(λt+ µs).(λ− A)−1(µ− A)−1xdµdλ.

On utilise l’identité de la résolvante : pour λ, µ ∈ ρ(A), λ ̸= µ

(λ− A)−1.(µ− A)−1 = (µ− A)−1.(λ− A)−1

λ− µ
,

On trouve

G(t).G(s)x = 1
(2iπ)2

∫
γ

∫
γ′

exp(λt+ µs).(λ− A) dλdµ
µ− λ

+ 1
(2iπ)2

∫
γ

∫
γ′

exp(λt+ µs).(µ− A) dλdµ
λ− µ

= 1
2iπ

∫
γ′

exp(µs)( 1
2iπ

∫
γ

exp(λt)(λ− A)−1xdλ) dµ

µ− λ

+ 1
2iπ

∫
γ

exp(λt)( 1
2iπ

∫
γ′

exp(µs)(µ− A)−1xdµ) dλdµ
λ− µ

= 1
2iπ

∫
γ

exp(λt)(λ− A)−1x( 1
2iπ

∫
γ′

exp(µs)dµ
λ− µ

)dλ

+ 1
2iπ

∫
γ′

exp(µs)(µ− A)−1x( 1
2iπ

∫
γ

exp(λt)dλ
λ− µ

)dµ

= 1
2iπ

∫
γ

exp(λt)(λ− A)−1x[exp(λs)]dλ

+ 1
2iπ

∫
γ′

exp(µs)(µ− A)−1x( 1
2iπ

∫
γ

exp(λt)
λ− µ

dλ)dµ︸ ︷︷ ︸
∥
0

= 1
2iπ

∫
γ

exp(λt)(λ− A)−1x[exp(λs)]dλ

= G(t+ s)x.
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Montrons maintenant que A est le générateur infinitésimal de G(t) donnée par la for-
mule (*), Supposons que A est le générateur infinitésimal de G(t).Pour x ∈ DA et t ⩾
t0 ⩾ 0

lim
t→0+

G(t)x− x

t
=?

On a

∥ exp(λt).(λ− A)−1x∥E ⩽
L exp(−t|λ|sinδ)

|λ|
∥x∥E

⩽
L

|λ|
exp(−t0|λ|sinδ)∥x∥E,

et

∥ d
dt

exp(λt).(λ− A)−1x∥E = ∥λ exp(λt).(λ− A)−1x∥

⩽ L exp(−t0|λ|sinδ)∥x∥E,

alors
d

dt
(G(t)x) = 1

2iπ

∫
γ
λ exp(λt).(λ− A)−1xdλ,
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On pose λ = (λ− A) + A, alors

d

dt
(G(t)x) = 1

2iπ

∫
γ

exp(λt).xdλ︸ ︷︷ ︸
∥
0

+ 1
2iπ

∫
γ

exp(λt).(λ− A)−1Axdλ︸ ︷︷ ︸
∥

G(t)Ax

.

En effet
1

2iπ

∫
γ

exp(λt).xdλ = lim
t→+∞

1
2iπ

∫
λ∈γ

|λ|≤R

exp(λt).xdλ,

et
1

2iπ

∫
λ∈γ

|λ|≤R

exp(λt).xdλ = 1
2iπ

∫
γR

exp(λt).xdλ︸ ︷︷ ︸
∥ Cauchy
0

− 1
2iπ

∫
CR

exp(λt).xdλ

On a λ ∈ CR =⇒ λ = R exp(iθ), et donc :

1
2iπ

∫
CR

exp(λt).xdλ = 1
2iπ

∫ θ0

−θ0
R exp(Rt exp(iθ)).xdθ → 0

R→+∞

,

( car R exp(iθ)) se comporte en exp(−Rθ) ), alors

d

dt
(G(t)x) = G(t)Ax.

Donc pour x ∈ DA ; t ⩾ t0 ⩾ 0

( d
dt

(G(t)x)) = lim
t→0+

G(t)Ax = Ax.
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3 Représentation de la solution

3.1 Opérateur L et son équation résolvante
On considère le modèle : Ω− =] − ℓ, 0[×]0, 1[

Ω+ =]0, L[×]0, 1[,
(3.1)

avec ℓ, L > 0. L’équation de diffusion est donnée par

∂u

∂t
(t, x, y) =

d−∆u−(t, x, y) + F−(u−(t, x, y)) dans ]0, T [×Ω−

d+∆u+(t, x, y) + F+(u+(t, x, y)) dans ]0, T [×Ω+,
(3.2)

où, F est la fonction logestique, généralement non linéaire,

F (u) = ru
(

1 − u

k

)
,

sous la condition initiale

u(0, x, y) =

φ−(x, y), dans Ω−

φ+(x, y), dans Ω+,
(3.3)

les conditions aux bords sont

u−(t,−ℓ, y) = f−(t, y), y ∈]0, 1[
u−(t, x, 0) = u−(t, x, 1) = 0, x ∈] − ℓ, 0[
u+(t, x, 0) = u+(t, x, 1) = 0, y ∈]0, 1[
∂u+

∂x
(t, L, y) = f+(t, y), y ∈]0, 1[,

(3.4)

avec la condition de continuité de la dispersion à l’interface Γ0 = {0}×]0, 1[,d−∆u−(t, 0, y) + F−(u−(t, 0, y)) = d+∆u+(t, 0, y) + F+(u+(t, 0, y)),
y ∈]0, 1[,

(3.5)
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et la discontinuité du flux à Γ0

(1 − p)d−
∂u−

∂x
(t, 0, y) = pd+

∂u+

∂x
(t, 0, y), y ∈]0, 1[. (3.6)

Nous avons utilisé les notations suivantes

u− = u|Ω− , u+ = u|Ω+ .

La condition (3.5) est différente de celle considérée dans [11]. Ici, u(t, x, y) représente une
densité de population, Ω+ est la zone refuge, tandis que Ω− est la zone tampon avec leurs
coefficients de diffusion respectifs d+ et d−. Les équations (3.2) définissent les différentes dif-
fusions dans les habitats avec leurs fonctions logistique de croissance ou de déclin F− et F+.
Les conditions aux bords (3.4) signifient que les individus meurent lorsqu’ils atteignent les
autres parties des frontières {−ℓ, L} × {0, 1}, ce qui implique que notre domaine est entouré
d’un habitat hostile. Comme spécifié dans [2], les conditions (3.5) sont essentielles dans ce
travail et expriment le fait que le processus de dispersion ne permet pas aux individus de
rester fixés en un point donné et n’autorise aucune barrière infranchissable à la dispersion.
Il est donc primordial de considérer qu’il y a une continuité dans tout le domaine. Enfin, la
condition à l’interface dans (3.6) est basée sur un mouvement brownien caractérisé par le
paramètre p ∈]0, 1[, qui représente la probabilité qu’un individu situé à l’interface se déplace
vers le refuge Ω+. Bien sûr, lorsque p = 1

2, la continuité du flux aura lieu.

La condition (3.6) est justifiée par le fait que le temps local du processus lorsque p ̸= 1
2

est discontinu, voir par exemple Otso Ovaskainen et Stephen J. Cornell dans [14]. Notons
également que, lorsque nous considérons différents types d’habitats, la réponse des indivi-
dus à l’interface est importante pour le comportement global du mouvement. Les auteurs
concentreront sur l’étude du problème stationnaire linéaire en prenant :

F−(u−) = −r−u− sur ] − ℓ, 0[×]0, 1[
F+(u+) = r+u+ sur ]0, L[×]0, 1[,

où r+ est le taux de croissance à l’intérieur du refuge Ω+ et r− est le taux de mortalité dans
la zone tampon Ω−. Les auteurs intéresseront à l’étude de l’opérateur suivant :

Lu =


d−∆u− − r−u− sur ] − ℓ, 0[×]0, 1]

d+∆u+ + r+u+ sur ]0, L[×]0, 1],
(3.7)
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où u satisfait :

(Bound.C.)



u = 0 dans ] − ℓ, L[×{0}

u = 0 dans ] − ℓ, L[×{1}

u− = 0 dans {−ℓ}×]0, 1[
∂u+

∂x
= 0 dans {L}×]0, 1[

(Interf.C.) d−.∆u−(0, y) − r−u− = d+.∆u+(0, y) + r+u+, y ∈]0, 1[

(Skew.C.) (1 − p)d−
∂u−

∂x
(0, y) = pd+

∂u+

∂x
(0, y), y ∈]0, 1[.

(3.8)

Nous devons étudier l’équation spectrale :

Lu− λu = g, (3.9)

tel que u ∈ D(L).Voir [8]. Dans un espace adéquat, où u vérifie les conditions (Bound.C.),
(Interf.C.) et (Skew.C.). Nous rappelons que toutes les constantes r−, r+, d−, d+ sont stric-
tement positives, p ∈]0, 1[ et λ appartient à un certain secteur.

3.2 Formulation opérationnelle de Lu− λu = g

Considérons l’espace de Banach :

E = C0([0, 1]) = {ψ ∈ C([0, 1]) : ψ(0) = ψ(1) = 0},
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muni de la norme sup de C([0, 1]). Définissons l’opérateur A dans E parD(A) = {ψ ∈ C2([0, 1]) : ψ(0) = ψ(1) = 0 et ψ′′ ∈ C0([0, 1])}
(Aψ)(y) = ψ′′(y).

Nous savons alors que cet opérateur linéaire fermé vérifie
D(A) = E; pour tout η ∈]0, π[, ρ(A) ⊃ Sπ−η ∪ {0} et

∃C > 0 : ∀z ∈ Sπ−η ∪ {0}, ∥(zI − A)−1∥L(E) ⩽
C

1 + |z|
,

(3.10)

voir [8].
D’autre part il existe une boule B(0, δ), δ > 0, telle que ρ(A) ⊃ B(0, δ) et l’estimation dans
(3.10) reste valable dans Sπ−η ∪ B(0, δ). Ici, ρ(A) désigne l’ensemble résolvant de A.
Les notations usuelles suivantes des fonctions à valeurs vectorielles

u±(x)(y) := u±(x, y),

permettant alors d’écrire le problème (3.7) dans l’espace E, comme suit :

(PA)




u′′

−(x) + Au−(x) − r−

d−
u−(x) − λ

d−
u−(x) = g−(x)

d−
sur ] − ℓ, 0[

u′′
+(x) + Au+(x) + r+

d+
u+(x) − λ

d+
u+(x) = g+(x)

d+
sur ]0, L[

u−(−ℓ) = 0

u′
+(L) = 0
d−[u′′

−(0−) + Au−(0−)] − r−u−(0−) = d+[u′′
+(0+) + Au+(0+)] + r+u+(0+)

(1 − p)d−u
′
−(0−) = pd+u

′
+(0+).

Soit E est

E = u ∈ C([−ℓ, L]\{0};E) : u|[−ℓ,0[ ∈ Cθ([−ℓ, 0];E) et u|]0,L] ∈ Cθ[0.L];E).

Alors, E est un espace de Banach muni de la norme

∥u∥E = max
(
∥u−∥Cθ([−ℓ,0[;E), ∥u+∥Cθ(]0.L];E)

)
= max

(
∥u−∥Cθ([−ℓ,0];E), ∥u+∥Cθ[0.L];E)

)
.

La fonction g ∈ E est g− = g|[−ℓ,0] ∈ Cθ([−ℓ, 0];E)
g+ = g|[0,L] ∈ Cθ([0, L];E),

avec 0 < θ < 1.Il n’est pas difficile de prouver que l’hölérianité global de g sur [−ℓ, L] est
vraie si et seulement si

g−(0) = g+(0).
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3.3 Résolution du problème opérationel (PA)
Fixons ϵ0 un petit nombre. Supposons que le nombre complexe λ vérifé

|arg(λ)| < π − ϵ0.

Posons
A− = A− r−

d−
I − λ

d−
I, A+ = A+ r+

d+
I − λ

d+
I,

qui ont le même domaine
D(A−) = D(A+) = D(A).

Pour l’opérateur −A, on peut vérifier que

−A− = −A+ r−

d−
+ λ

d−
,

est sectoriel dans E. En fait, on peut facilement prouver que ] − ∞, 0] ⊂ ρ(−A−) et, en
posant

M(−A−) := M(−A−, π) := sup
t>0

∥t(−A− + tI)−1∥,

on obtient pour tout λ vérifiant
| arg(λ)| < π − ε0,

M(−A−) ⩽ sup
t>0

 t

cos
[

1
2 arg

(
r−

d−
+ λ

d−
+ t

)] · 1∣∣∣∣∣ r−

d−
+ λ

d−
+ t

∣∣∣∣∣

 .
Nous avons deux cas

1. Si | arg(λ)| < π

2 , alors pour t > 0
∣∣∣∣∣ r−

d−
+ λ

d−
+ t

∣∣∣∣∣ = d

(
λ

d−
,−t− r−

d−

)
⩾
r−

d−
+ t,

où d(, ) désigne la distance euclidienne.

2. Si π2 ⩽ | arg(λ)| < π − ε0∣∣∣∣∣ r−

d−
+ λ

d−
+ t

∣∣∣∣∣ = d

(
λ

d−
,−t− r−

d−

)
⩾

(
r−

d−
+ t

)
sinα,

avec α ∈]ε0,
π

2 ] et donc
∣∣∣∣∣ r−

d−
+ λ

d−
+ t

∣∣∣∣∣ = d

(
λ

d−
,−t− r−

d−

)
⩾

(
r−

d−
+ t

)
sin ε0,
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il existe donc une constante C indépendante de λ telle que

M(−A−) ⩽ sup
t>0

 t

cos
[

1
2 arg

(
r−

d−
+ λ

d−
+ t

)] · 1∣∣∣∣∣ r−

d−
+ λ

d−
+ t

∣∣∣∣∣



⩽
C

cos π − ε0

2

sup
t>0

 t∣∣∣∣∣ r−

d−
+ t

∣∣∣∣∣



= C

sin(ε0

2 )
sup
t>0

 t

| r−

d−
+ t|

 < ∞,

ainsi
−A− ∈ Sect[π − arcsin(1/M(−A−))],

avec M(−A−) indépendant de λ, voir Proposition 2.1.1 dans [10]. Puisque

| arg(λ)| < π − ε0,

il existe un petit ε0(r+, d+) > 0 tel que

ε0(r+, d+) < ε0 et
∣∣∣∣∣arg

(
λ

d+
− r+

d+

)∣∣∣∣∣ < π − ε0(r+, d+);

nous obtenons donc de manière similaire mais différente

−A+ ∈ Sect

(
π − arcsin

[
1

M(−A+)

])
,

avec M(−A+) indépendant de λ. Nous déduisons également les opérateurs suivants

B− = −
[
−
(
A− r−

d−
I − λ

d−
I

)]1/2

, B+ = −
[
−
(
A+ r+

d+
I − λ

d+
I

)]1/2

,

ayant le même domaine :
D(B−) = D(B+),

sont bien définis et génèrent des semi-groupes analytiques sur E, voir [10], p. 81 et aussi [1].
D’autre part, en utilisant la propriété d’homothétie (voir Proposition 3.1.2 dans [10]), nous
déduisons le fait que

pour tout z ∈ {z ∈ C \ {0} : | arg(z)| ⩽ π

2 + ϵ(B−)},

∥(B− − zI)−1∥ ⩽
C−

|z|
,

et pour tout z ∈ {z ∈ C \ {0} : | arg(z)| ⩽ π

2 + ϵ(B+)},

∥(B+ − zI)−1∥ ⩽
C+

|z|
,

(3.11)
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où les constantes C−, C+, ϵ(B−) et ϵ(B+) sont indépendantes de λ.
Posons :

p− = (1 − p)d−, p+ = pd+.

Notre équation spectrale
Lu− λu = g ∈ E ,

et 

G−(x) = g−(x)
d

, x ∈] − ℓ, 0[

G+(x) = g+(x)
d+

, x ∈]0, L[

p− = (1 − p)d−

p+ = pd+.

On commence par résoudre le problème suivant

u′′
−(x) −B2

−u−(x) = G−(x) sur ] − ℓ, 0[
u′′

+(x) −B2
+u+(x) = G+(x) sur ]0, L[u−(−ℓ) = 0

u′
+(L) = 0d−[u′′

−(0−) + Au−(0−)] − r−u−(0−)
= d+[u′′

+(0+) + Au+(0+)] + r+u+(0+)
(1 − p)d−u

′
−(0−) = pd+u

′
+(0+).

Par abus, l’équation caractéristique est

r2 −B2 = 0,

les racines de cette équation sont

r = B et r = −B,

donc la solution homogène du problème est de la forme

u(x) = eBxα + e−Bxβ,

avec α, β ∈ R.
On pose

u(x) = eBxα(x) + e−Bxβ(x),
par la méthode de la variation de la constante, nous obtenonseBxα′(x) + e−Bxβ′(x) = 0,

BeBxα′(x) −Be−Bxβ′(x) = G±(x).
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On a
∆ =

∣∣∣∣∣ eBx e−Bx

BeBx −Be−Bx,

∣∣∣∣∣
est inversible, d’où

α′(x) = −1
2 B−1

∣∣∣∣∣ 0 e−Bx

G±(x) −Be−Bx

∣∣∣∣∣ = 1
2B

−1e−BxG±(x),

ainsi
α(x) = 1

2

∫ x

0
B−1e−BtG±(t)dt

et
β′(x) = −1

2 B−1
∣∣∣∣∣ eBx 0
BeBx G±(x)

∣∣∣∣∣ = −1
2B

−1eBxG±(x),

alors
β(x) = −1

2

∫ x

0
B−1eBtG±(t)dt,

donc

u±(x) =
(

1
2

∫ x

a±
B−1

± e−B±tG±(t)dt
)
eB±x +

(
−1

2

∫ x

b±
B−1

± eB±tG±(t)dt
)
e−B±x

+ eB±(x−a±)α(x) + eB±(b±−x)β(x)
= eB±(x−a±)α(x) + eB±(b±−x)β(x) + v±(G)(x).

Finalement onc la solution de l’équation du second ordre suivante

u′′(x) −B2u(x) = G(x),

dans E est écrite

u(x) = e(x−a)Bα + e(b−x)Bβ + v(G)(x)

v(G)(x) = 1
2

∫ x

a
e(x−t)BB−1G(t)dt+ 1

2

∫ b

x
e(t−x)BB−1G(t)dt.

Alors

u±(x) = e(x−a±)B±α± + e(b±−x)B±β± + v±(G)(x)

v±(G±)(x) = 1
2

∫ x

a±
e(x−t)B±B−1

± G±(t)dt+ 1
2

∫ b±

x
e(t−x)B±B−1

± G±(t)dt.

Ainsi

u−(x) = e(x+ℓ)B−α− + e−xB−β− + v−(G−)(x), x ∈] − ℓ, 0[
u+(x) = exB+α+ + e(L−x)B+β+ + v+(G+)(x), x ∈]0, L[,
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v−(G−)(x) = 1
2

∫ x

−ℓ
e(x−t)B−B−1

− G−(t) dt+ 1
2

∫ 0

x
e(x−t)B−B−1

− G−(t) dt

v+(G+)(x) = 1
2

∫ x

0
e(x−t)B+B−1

+ G+(t) dt+ 1
2

∫ L

x
e(t−x)B+B−1

+ G+(t) dt,

avec α±, β± ∈ E ; a− = −ℓ, b− = 0 ; a+ = 0, b+ = L qui donnent

u′
−(x) = B−e

(x+ℓ)B−α− −B−e
−xB−β− + v′

−(G−)(x), x ∈] − ℓ, 0[
u′

+(x) = B+e
xB+α+ −B+e

(L−x)B+β+ + v′
+(G+)(x), x ∈]0, L[,

u′
−(0) = B−e

ℓB−α− −B−β− + v′
−(G−)(0),

u′
+(0) = B+α+ −B+e

LB+β+ + v′
+(G+)(0).

Les conditions aux limites donnent u−(−ℓ) = α− + eℓB−β− + v−(G−)(−ℓ) = 0
u′

+(L) = B+e
LB+α+ −B+β+ + v′

+(G+)(L) = 0, α− = −eℓB−β− − v−(G−)(−1)
β+ = eLB+α+ +B−1

+ v′
+(G+)(L).

(3.12)

La condition de dispersion à l’interface

d−[u′′
−(0) −B2

−u−(0)] − r−u−(0) = d+[u′′
+(0) −B2

+u+(0)] + r+u+(0),

devient
d−G−(0) + λu−(0) = d+G+(0) + λu+(0).

On a

u′′
−(x) = B2

−e
(x+ℓ)B−α− −B2

−e
−xB−β− + v′′

−(G−)(x), x ∈] − ℓ, 0[
u′′

+(x) = B2
+e

xB+α+ −B2
+e

(L−x)B+β+ + v′′
+(G+)(x), x ∈]0, L[,

Par conséquent

u′′
−(0) = B2

−e
ℓB−α− −B2

−β− + v′′
−(G−)(0),

u′′
+(0) = B2

+α+ −B2
+e

LB+β+ + v′′
+(G+)(0).

Alors

d−[u′′
−(0) −B2

−u−(0)] − r−u−(0) ⇐⇒ d−[B2
−e

ℓB−α− −B2
−β− + v′′

−(G−)(0) −B2
−u−(0)] =

d−[u′′
+(0) −B2

+u+(0)] − r+u+(0) ⇐⇒ d+[B2
+α+ −B2

+e
LB+β+ + v′′

+(G+)(0) −B2
+u+(0)],

ou :

d−G−(0) + λ
[
eℓB−α− + β− + v−(G−)(0)

]
= d+G+(0) + λ

[
α+ + eLB+β+ + v+(G+)(0)

]
,
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et comme

u′
−(0) = B−e

ℓB−α− −B−β− + v′
−(G−)(0),

u′
+(0) = B+α+ −B+e

LB+β+ + v′
+(G+)(0),

la condition de symétrie est
p−u

′
−(0) − p+u

′
+(0),= 0

p−(B−e
ℓB−α− −B−β−) − p+(B+α+ −B+e

LB+β+) = −p−v
′
−(G−)(0) + p+v

′
+(G+)(0).

Nous obtenons le système

α− = −eℓB−β− − v−(G−)(−ℓ)
β+ = eLB+α+ +B−1

+ v′
+(G+)(L)

p−(B−e
ℓB−α− −B−β−) − p+(B+α+ −B+e

LB+β+)
= −p−v

′
−(G−)(0) + p+v

′
+(G+)(0)

λ
[
eℓB−α− + β−

]
− λ

[
α+ + eLB+β+

]
= d+G+(0) − d−G−(0) + λv+(G+)(0) − λv−(G−)(0),

ce qui équivaut à
donc 

α− = −eℓB−β− − v−(G−)(−ℓ)
β+ = eLB+α+ +B−1

+ v′
+(G+)(L)

p−(eℓB−α− − β−) − p+(B−1
− B+α+ −B−1

− B+e
LB+β+) = (I)[

eℓB−α− + β−
]

−
[
α+ + eLB+β+

]
= (II).

En utilisant les deux premières équations, nous obtenons

p−(eℓB−α− − β−) − p+(B−1
− B+α+ −B−1

− B+e
LB+β+)

= p−(eℓB− [−eℓB−β− − v−(G−)(−ℓ)] − β−)
− p+(B−1

− B+α+ −B−1
− B+e

LB+ [eLB+α+ +B−1
+ v′

+(G+)(L)])
= −p−[e2ℓB−β− + β−] − p−e

ℓB−ν−(G−)(−ℓ) − p+B
−1
− B+α+

+ p+B
−1
− B+e

2LB+α+ + p+B
−1
− B+e

LB+v′
+(G+)(L)]

= −p−[I + e2ℓB− ]β− − p+B
−1
− [I + e2LB+ ]α+

+ p+B
−1
− eLB+v′

+(G+)(L) − p−e
ℓB−v−(G−)(−ℓ),

et : [
eℓB−α− + β−

]
−
[
α+ + eLB+β+

]
= eℓB− [−eℓB−β− − v−(G−)(−ℓ)] + β−

−
[
α+ + eLB+ [eLB+α+ +B−1

+ v′
+(G+)(L)]

]
= (I − e2ℓB−)β− − (I + e2LB+)α+

− eℓB−v−(G−)(−ℓ) − eLB+B−1
+ v′

+(G+)(L).
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Alors, le système ci-dessus devient

−p−
[
1 + e2ℓB−

]
β− − p+B

−1
− B+

[
1 − e2LB+

]
α+

= (I) − p+B
−1
− eLB+v′

+(G+)(L) + p−e
ℓB−v−(G−)(−ℓ) := (I ′)

(1 − e2ℓB−)β− − (I + e2LB+)α+

= (II) + eℓB−v−(G−)(−ℓ) + eLB+B−1
+ v′

+(G+)(L) := (II ′),

ou :  −p−
[
1 + e2ℓB−

]
β− − p+B

−1
− B+

[
1 − e2LB+

]
α+ = (I ′′)

(1 − e2ℓB−)β− − (1 + e2LB+)α+ = (II ′′).
Le déterminant abstrait de ce système est

∆ =
∣∣∣∣∣−p−(I + e2ℓB−) −p+B

−1
+ B(I − e2LB+)

(I − e2ℓB−) −(I + e2LB+)

∣∣∣∣∣
= p−(I + e2ℓB−)(I + e2LB+) + p+B

−1
− B+(I − e2LB+)(I − e2ℓB−).

3.4 Inversibilité de ∆λ,p−,p+

Pour l’inversibilité de ∆λ,p−,p+ , les auteurs utiliseront le calcul H∞ pour les opérateurs sec-
toriels. Puisque (I + e2ℓB−), (I + e2LB+), (I − e2LB+) et (I − e2ℓB−) sont bornés et inversibles
en appliquant la Proposition 2.3.6, page 60 dans A. Lunardi [12]. Posons :

r−

d−
= ρ−,

λ

d−
= λ−,

r+

d+
= ρ+,

λ

d+
= λ+,

et considérons ω ∈]0, π[ et rappelons

Sω = {z ∈ C \ {0} : | arg z| < ω}.

Considérons la fonction suivante

eλ,p−,p+ : Sω ∋ z 7−→ eλ,p−,p+(z),

définie par

eλ,p−,p+(z) = p−
(
1 + e−2ℓ(z+λ−+ρ−)1/2) (1 + e−2L(z+λ+−ρ+)1/2)

+ p+
(z + λ+ − ρ+)1/2

(z + λ− + ρ−)1/2

(
1 − e−2L(z+λ+−ρ+)1/2) (1 − e−2ℓ(z+λ−+ρ−)1/2) ;

Cette fonction est clairement holomorphe et bornée puisque

Re(z + λ− + ρ−)1/2 > 0 et Re(z + λ+ − ρ+)1/2 > 0,
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ainsi eλ,p−,p+ ∈ H∞(Sω). D’autre part, nous savons que l’opérateur −A a un calcul fonctionnel
borné H∞(Sω) ; d’où

∆λ,p−,p+ = eλ,p−,p+(−A).
Nous avons

|w + z| ⩾ (|w| + |z|) cos
(argw − arg z

2

)
.

∣∣∣eλ,p−,p+(z)
∣∣∣ ⩾ (

p+

∣∣∣∣∣(z + λ+ − ρ+)1/2

(z + λ− + ρ−)1/2

∣∣∣∣∣ ∣∣∣1 − e−2L(z+λ+−ρ+)1/2
∣∣∣ ∣∣∣1 − e−2ℓ(z+λ−+ρ−)1/2

∣∣∣
+p−

∣∣∣1 + e−2ℓ(z+λ−+ρ−)1/2
∣∣∣ ∣∣∣1 + e−2L(z+λ+−ρ+)1/2

∣∣∣) ·
∣∣∣∣∣cos

(
Φ
2

)∣∣∣∣∣ ,
où

Φ = arg
(

(z + λ+ − ρ+)1/2

(z + λ− + ρ−)1/2

)
+ arg

(
1 − e−2L(z+λ+−ρ+)1/2)+ arg

(
1 − e−2ℓ(z+λ−+ρ−)1/2)

− arg
(
1 + e−2ℓ(z+λ−+ρ−)1/2)− arg

(
1 + e−2L(z+λ+−ρ+)1/2)

,

alors

|Φ| ⩽
∣∣∣arg(z + λ+ − ρ+)1/2 − arg(z + λ− + ρ−)1/2

∣∣∣
+
∣∣∣arg

(
1 − e−2ℓ(z+λ−+ρ−)1/2)− arg

(
1 + e−2ℓ(z+λ−+ρ−)1/2)∣∣∣

+
∣∣∣arg

(
1 − e−2L(z+λ+−ρ+)1/2)− arg

(
1 + e−2L(z+λ+−ρ+)1/2)∣∣∣ .

Or, puisque
z ∈ Sω = {z ∈ C \ {0} : | arg z| < ω},

On peut alors voir qu’il existe des constantes ωλ−,ρ− ∈ ]0, ω/2[ et ωλ+,ρ+ ∈ ]0, ω/2[, (telles
que ωλ−,ρ− < ωλ+,ρ+) telles que{

2ℓ(z + λ− + ρ−)1/2 ∈ Sωλ−,ρ−

2L(z + λ+ − ρ+)1/2 ∈ Sωλ+,ρ+
.

En utilisant le lemme (2.2) assestion 1, on obtient
∣∣∣arg

(
1 − e−2ℓ(z+λ−+ρ−)1/2

)
− arg

(
1 + e−2ℓ(z+λ−+ρ−)1/2

)∣∣∣ < ωλ−,ρ−∣∣∣arg(z + λ+ − ρ+)1/2 − arg(z + λ− + ρ−)1/2
∣∣∣ ⩽ ωλ+,ρ+ ,

d’où

|Φ| < ωλ+,ρ+ − ωλ−,ρ− + ωλ−,ρ− + ωλ+,ρ−

< 2ωλ+,ρ+

< ω,
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et
∣∣∣eλ,p−,p+(z)

∣∣∣ ⩾ (
p+

∣∣∣∣∣(z + λ+ − ρ+)1/2

(z + λ− + ρ−)1/2

∣∣∣∣∣ ∣∣∣1 − e−2L(z+λ+−ρ+)1/2
∣∣∣ ∣∣∣1 − e−2ℓ(z+λ−+ρ−)1/2

∣∣∣
+ p−

∣∣∣1 + e−2ℓ(z+λ−+ρ−)1/2
∣∣∣ ∣∣∣1 + e−2L(z+λ+−ρ+)1/2

∣∣∣) cos
(
ω

2

)
,

en utilisant Lemme (2.2), assestion 2,
∣∣∣eλ,p−,p+(z)

∣∣∣ ⩾ p−

∣∣∣1 + e−2ℓ(z+λ−+ρ−)1/2
∣∣∣ ∣∣∣1 + e−2L(z+λ+−ρ+)1/2

∣∣∣ cos
(
ω

2

)
⩾ p−

[
1 − e−π/(2 tan(ωλ−,ρ− )

] [
1 − e−π/(2 tan(ωλ+,ρ+ )

]
cos

(
ω

2

)
⩾ p−

(
1 − e−π/(2 tan(ω/2)

)2
cos

(
ω

2

)
> 0;

Nous avons utilisé le fait que, pour tout z ∈ Sω, on a

tan(ωλ−,ρ−) ⩽ tan(ω/2) et tan(ωλ+,ρ+) ⩽ tan(ω/2).

Par conséquent, la fonction eλ,p−,p+(z) ne s’annule pas sur Sω, et la fonction 1/eλ,p−,p+(z) est
bornée, donc elle appartient à H∞(Sω). De plus :∥∥∥∥∥ 1

eλ,p−,p+

∥∥∥∥∥
∞

⩽
C

p−
= C

(1 − p)d−
.

Nous en déduisons que ∆λ,p−,p+ est inversible avec


∆−1
λ,p−,p+ =

(
1

eλ,p−,p+

)
(−A)∥∥∥∆−1

λ,p−,p+

∥∥∥
L(X)

⩽
C

(1 − p)d−

Remarquons que la constante C est indépendante de l’habitat et du paramètre λ.

∆λ,p−,p+A
−1 = A−1∆λ,p−,p+ ,

il en découle que
∆−1

λ,p−,p+A = A∆−1
λ,p−,p+ ,

sur D(A), donc ∆−1
λ,p−,p+ est un opérateur borné de D(A) dans lui-même. Par interpolation,

∆−1
λ,p−,p+ est alors borné dans tout espace d’interpolation (D(A), X)α,q (voir la définition dans

[9]), et on a clairement aussi l’estimation suivante

∥∥∥∆−1
λ,p−,p+

∥∥∥
L((D(A),X)α,q)

⩽
C

(1 − p−)d−
.
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3.5 Retour à l’équation spectrale
Rappelons que si

(I) = B−1
[
−p−v

′
−(G−(0)) + p+v

′
+(G+(0))

]
(II) = 1

λ
[d+G+(0) − d−G−(0)] + v+(G+(0)) − v−(G−(0)),

et  (I ′) = (I) − p+B
−1
+ eLB+v′

+(G+)(L) + p−e
ℓB−v−(G−)(−ℓ)

(II ′) = (II) + eℓB−v−(G−)(−ℓ) + eLB+B−1
+ v′

+(G+)(L);
puis

(I ′) = (I) − p+B
−1
+ eLB+v′

+(G+)(L) + p−e
ℓB−v−(G−)(−ℓ)

= B−1
−

[
−p−v

′
−(G−)(0) + p+v

′
+(G+)(0)

]
− p+B

−1
+ eLB+v′

+(G+)(L) + p−e
ℓB−v−(G−)(−ℓ),

(II ′) = (II) + eℓB−v−(G−)(−ℓ) + eLB+B−1
+ v′

+(G+)(L)

= 1
λ

[d+G+(0) − d−G−(0)] + v+(G+)(0) − v−(G−)(0)

+ eℓB−v−(G−)(−ℓ) + eLB+B−1
+ v′

+(G+)(L).

À partir du système
− p−

(
I + e2ℓB−

)
β− − p+B

−1
+ B+

(
I − e2LB+

)
α+ = (I ′)(

I − e2ℓB−
)
β− −

(
I + e2LB+

)
α+ = (II ′),

on obtient
β− = ∆−1

λ,p−,p+

[
p+B

−1
+ B+

(
I − e2LB+

)
(II ′) −

(
I + e2LB+

)
(I ′)

]
α+ = ∆−1

λ,p−,p+

[
−p−

(
I + e2ℓB−

)
(II ′) −

(
I − e2ℓB−

)
(I ′)

]
,

et

α− = −eℓB−β− − ν(G−)(−ℓ)
= −∆−1

λ,p−,p+e
ℓB−

(
[p+B

−1B+(I − e2LB+)(II ′) − (I + e2LB+)(I ′)]
)

− ν(G−)(−ℓ),

d’où on déduit que

u−(x) = e(x+ℓ)B−α− + e−xB−β− + ν(G−)(x)
= −∆−1

λ,p−,p+e
ℓB−e(x+ℓ)B−

[
p+B

−1
− B+(I − e2LB+)(II ′) − (I + e2LB+)(I ′)

]
− e(x+ℓ)B− [ν−(G−)(−ℓ)]
+ ∆−1

λ,p−,p+e
−xB−

[
p+B

−1
− B+(I − e2LB+)(II ′) − (I + e2LB+)(I ′)

]
+ ν−(G−)(x);
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et maintenant, en utilisant

p+B
−1
− B+(I − e2LB+)(II ′) − (I + e2LB+)(I ′)

= p+B
−1
− B+(I − e2LB+)

[1
λ

[d+G+(0) − d−G−(0)]
]

+ p+B
−1
− B+(I − e2LB+) [ν+(G+)(0) − ν−(G−)(0)]

+ p+B
−1
− B+(I − e2LB+)

[
eℓB−ν−(G−)(−ℓ) + eLB+B−1

+ ν ′
+(G+)(L)

]
−B−1

− (I + e2LB+)
[
−p−ν

′
−(G−)(0) + p+ν

′
+(G+)(0)

]
− (I + e2LB+)

[
p−e

ℓB−ν−(G−)(−ℓ) − p+B
−1
− eLB+ν ′

+(G+(L))
]
,

Pour x ∈] − ℓ, 0[, on a :

u−(x) = e(x+ℓ)B−α− + e−xB−β− + ν−(G−)(x)
= −∆−1

λ,p−,p+e
ℓB−e(x+l)B−

[
p+B

−1
− B+(I − e2LB+)(II ′) − (I + e2LB+)(I ′)

]
− e(x+ℓ)B− [ν−(G−)(−ℓ)]
+ ∆−1

λ,p−,p+e
−xB−

[
p+B

−1
− B+(I − e2LB+)(II ′) − (I + e2LB+)(I ′)

]
+ ν−(G−)(x),

ou :

u−(x) = ∆−1
λ,p−,p+

(
e−xB− − e(x+2ℓ)B−

) [
p+B

−1
− B+(I − e2LB+)(II ′)

]
− ∆−1

λ,p−,p+

(
e−xB− − e(x+2ℓ)B−

) [
(I + e2LB+)(I ′)

]
− e(x+ℓ)B− [ν−(G−)(−ℓ)] + ν−(G−)(x). (3.13)

De même, on a

β+ = eLB+α+ +B−1
+ ν ′

+(G+)(L)
= ∆−1

λ,p−,p+e
LB+

(
[−p−(I + e2ℓB−)(II ′) − (I − e2ℓB−)(I ′)]

)
+B−1

+ ν ′
+(G+)(L),

et pour tout x ∈]0, L[, on a

u+(x) = ∆−1
λ,p−,p+

(
exB+ + e(2L−x)B+

) [
−p−(I + e2ℓB−)(II ′) − (I − e2ℓB−)(I ′)

]
+B−1

+ (e(L−x)B+)ν ′
+(G+)(L)

+ ν+(G+)(x).
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3.6 La discontinuité de la densité
Comme nous l’avons mentionné, la densité de population n’est pas continue à travers l’in-
terface. En effet, on a

u−(0) = ∆−1
λ,p−,p+(I − e2ℓB−)

[
p+B

−1
− B+(I − e2LB+)(II ′) − (I + e2LB+)(I ′)

]
− eℓB− [ν−(G−)(−ℓ)] + ν−(G−)(0), (3.14)

et

u+(0) = ∆−1
λ,p−,p+(I + e2LB+)

[
−p−(I + e2ℓB−)(II ′) − (I − e2ℓB−)(I ′)

]
+B−1

+ eLB+ν ′
+(G+)(L) + ν+(G+)(0),

alors

u−(0) − u+(0) = ∆−1
λ,p−,p+(I − e2ℓB−)

[
p+B

−1
− B+(I − e2LB+)(II ′) − (I + e2LB+)(I ′)

]
+ ∆−1

λ,p−,p+(I + e2LB+)
[
p−(I + e2ℓB−)(II ′) − (I − e2ℓB−)(I ′)

]
− eℓB− [ν−(G−)(−ℓ)] −B−1

+ eLB+ν ′
+(G+)(L)

+ ν−(G−)(0) − ν+(G+)(0);

mais
∆λ,p−,p+ = p−(I + e2ℓB−)(I + e2LB+) + p+B

−1
− B+(I − e2LB+)(I − e2LB−),

donc

u−(0) − u+(0) = ∆−1
λ,p−,p+ [p+B

−1
− B+(I − e2LB+)(I − e2ℓB−)

+ p−(I + e2LB+)(I + e2ℓB−)](II ′)
+ ∆−1

λ,p−,p+

[
(I + e2LB+)(I − e2ℓB−) − (I − e2ℓB−)(I + e2LB+)

]
(I ′)

− eℓB− [ν−(G−)(−ℓ)] −B−1
+ eLB+ν ′

+(G+)(L)
+ ν(G−)(0) − ν+(G+)(0)

= (II ′) − eℓB− [ν−(G−)(−ℓ)] −B−1
+ eLB+ν ′

+(G+)(L)
+ ν−(G−)(0) − ν+(G+)(0);

Rappelons maintenant que

(II ′) = (II) + eℓB−ν−(G−)(−ℓ) + eLB+B−1
+ ν ′

+(G+)(L)

= 1
λ

[d+G+(0) − d−G−(0)] + ν+(G+)(0) − ν−(G−)(0)

+ eℓB−ν(G−)(−ℓ) + eLB+B−1
+ ν ′

+(G+)(L).

38



DJILALI Mortada

Donc

u−(0) − u+(0) = 1
λ

[d+G+(0) − d−G−(0)] + ν+(G+)(0) − ν−(G−)(0)

+ eℓB−ν−(G−)(−ℓ) + eLB+B−1
+ ν ′

+(G+)(L)
− eℓB− [ν−(G−)(−ℓ)] −B−1

+ eLB+ν ′
+(G+)(L)

+ ν−(G−)(0) − ν+(G+)(0)

= 1
λ

[d+G+(0) − d−G−(0)] ̸= 0,

depuis
d+G+(0) − d−G−(0) = g+(0) − g−(0) ̸= 0.
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4 Estimation de l’opérateur résolvant

4.1 Estimation de la norme ∥u−∥∞

Ici, x ∈ [−ℓ, 0]. Toutes les constantes C dans cette section sont indépendantes de λ en vertu
de (3.9). Estimons d’abord :

(a) = 1
2

∫ x

−ℓ
e(x−t)B−B−1

− G−(t) dt+ 1
2

∫ 0

x
e(t−x)B−B−1

− G−(t) dt

= 1
2

∫ x

−ℓ
e(x−t)B−B−1

− (G−(t) −G−(x)) dt

+ 1
2

∫ 0

x
e(t−x)B−B−1

− (G−(t) −G−(x)) dt

+ 1
2

∫ x

−ℓ
e(x−t)B−B−1

− G−(x) dt

+ 1
2

∫ 0

x
e(t−x)B−B−1

− G−(x) dt,

soit

(a) = 1
2B

−2
−

∫ x

−ℓ
B−e

(x−t)B−(G−(t) −G−(x)) dt

+ 1
2B

−2
−

∫ 0

x
B−e

(t−x)B−(G−(t) −G−(x)) dt

+ 1
2B

−2
− e(x+ℓ)B−G−(x)

+ 1
2B

−2
− e−xB−G−(x) −B−2

− G−(x).
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On a

∥(a)∥E ⩽ C∥B−2
− ∥∥G−∥Cθ([−ℓ,0];E)

⩽ C

∥∥∥∥∥∥
(
A− r−

d−
I − λ

d−
I

)−1
∥∥∥∥∥∥ ∥G−∥Cθ([−ℓ,0];E)

⩽
C∣∣∣∣∣ λd−
+ r−

d−

∣∣∣∣∣
∥G−∥Cθ([−ℓ,0];E).

Maintenant, estimons

(b) = v−(G−)(−ℓ)

= 1
2

∫ 0

−ℓ
e(t+ℓ)B−B−1

− G−(t) dt

= 1
2B

−2
−

∫ 0

−ℓ
B−e

(t+ℓ)B−(G−(t) −G−(−ℓ)) dt

+ 1
2B

−1
−

∫ 0

−ℓ
e(t+ℓ)B−G−(−ℓ) dt.

= 1
2B

−2
−

∫ 0

−ℓ
B−e

(t+ℓ)B−(G−(t) −G−(−ℓ)) dt

+ 1
2B

−2
− (eℓB− − I)G−(−ℓ),

comme ci-dessus. Nous obtenons

∥(b)∥E ⩽ C∥B−2
− ∥∥G−∥Cθ([−ℓ,0],E)

⩽
C(

λ

d−
+ r−

d−

)∥G−∥Cθ([−ℓ,0],E).

Pour le troisième terme suivant,

(c) = v+(G+)(0) − v−(G−)(0)

= 1
2

∫ L

0
etB+B−1

+ G+(t) dt− 1
2

∫ 0

−ℓ
e−tB−B−1

− G−(t) dt,

= 1
2

∫ L

0
B−1

+ etB+(G+(t) −G+(0))dt+ 1
2

∫ L

0
B−1

+ etB+G+(0) dt

− 1
2

∫ 0

−ℓ
B−1

− e−tB−(G−(t) −G−(0)) dt− 1
2

∫ 0

−ℓ
B−1

− e−tB−G−(0) dt

= B−2
+

2

∫ L

0
B+e

tB+(G+(t) −G+(0)) dt

−
B−2

−
2

∫ 0

−ℓ
B−e

−tB−(G−(t) −G−(0)) dt

+ 1
2B

−2
+ (eLB+ − I)G+(0) + 1

2B
−2
− (I − eℓB+)G−(0),
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d’où il suit que
∥(c)∥E ⩽ C∥B−2

+ ∥∥G+∥Cθ([0,L],E) + C∥B−2
− ∥∥G−∥Cθ([−ℓ,0],E)

⩽
C∣∣∣∣∣ λd+
− r+

d+

∣∣∣∣∣
∥G+∥Cθ([0,L],E) + C∣∣∣∣∣ λd−

+ r−

d−

∣∣∣∣∣
∥G−∥Cθ([−ℓ,0],E);

La même estimation est obtenue pour tous les termes dans u−(x). En résumé, nous avons,
pour tout λ complexe tel que {

|λ| > r+
| arg(λ)| < π − ε0,

L’estimation

∥u−∥C([−ℓ,0];E) ⩽
C∣∣∣∣∣ λd+
− r+

d+

∣∣∣∣∣
∥G+∥Cθ([0,L];E) + C∣∣∣∣∣ λd−

+ r−

d−

∣∣∣∣∣
∥G−∥Cθ([−ℓ,0];E).

De la même manière, on obtient

∥u+∥C([0,L];E) ⩽
C∣∣∣∣∣ λd+
− r+

d+

∣∣∣∣∣
∥G+∥Cθ([0,L];E) + C∣∣∣∣∣ λd−

+ r−

d−

∣∣∣∣∣
∥G−∥Cθ([−ℓ,0];E).

Tous ces dénominateurs ne s’annulent pas.

4.2 Estimation de la semi-norme [u−]θ
Comme précédemment, toutes les constantes C de cette section sont indépendantes de λ en
vertu de (3.9). Nous devons maintenant estimer la semi-norme

[u−]θ = sup
x1,x2∈[−ℓ,0]

x1 ̸=x2

∥u−(x1) − u−(x2)∥E

|x1 − x2|θ
;

Rappelons que
u−(x) = ∆−1

λ,p−,p+

(
e−xB− − e(x+2ℓ)B−

) [
p+B

−1
− B+(I − e2LB+)(II ′) − (I + e2lB+)(I ′)

]
− e(x+ℓ)B− [v−(G−)(−ℓ)] + v−(G−)(x),

où
p+B

−1
− B+(I − e2LB+)(II ′) − (I + e2ℓB+)(I ′)

= p+B
−1
− B+(I − e2LB+)

[1
λ

[d+G+(0) − d−G−(0)] + v+(G+)(0) − v−(G−)(0)
]

+ p+B
−1
− B+(I − e2LB+)

[
eℓB−v−(G−)(−ℓ) + eLB+B−1

+ v′
+(G+)(L)

]
−B−1

− (I + e2LB+)
[
−p−v

′
−(G−)(0) + p+v

′
+(G+)(0)

]
− (I + e2LB+)[p−e

ℓB−v−(G−)(−ℓ) − p+B
−1
− eLB+v

′

+(G+)(L)];
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ou

p+B
−1
− B+(I − e2LB+)(II ′) − (I + e2LB+)(I ′)

= p+B
−1
− B+

[1
λ

(d+G+(0) − d−G−(0))
]

+ p+B
−1
− B+ [v+(G+)(0) − v−(G−)(0)]

− p+B−−1B+e2LB+

[1
λ

[d+G+(0) − d−G−(0)] + ν+(G+)(0) − ν−(G−)(0)
]

+ p+B−−1B+(I − e2LB+)
[
eℓB−ν−(G−)(−ℓ) + eLB+B+−1ν ′

+(G+)(L)
]

−B−−1(I + e2LB+)
[
−p−ν

′
−(G−)(0) + p+ν

′
+(G+)(0)

]
− (I + e2LB+)

[
p−e

ℓB−ν−(G−)(−ℓ) − p+B−−1eLB+ + ν ′
+(G+)(L)

]
;

donc, nous pouvons écrire

p+B
−1
− B+

(
I − e2LB+

)
(II ′) −

(
I + e2LB+

)
(I ′)

= 1
λ
p+B

−1
− B+ [d+G+(0) − d−G−(0)] + (III),

où le terme (III) est régulier, c’est-à-dire, au moins dans le domaine de B−. On obtient alors
pour la représentation de u− :

u−(x) = 1
λ
p+B

−1
− B+∆−1

λ,p−,p+e
−xB− [d+G+(0) − d−G−(0)]

+ ∆−1
λ,p−,p+e

(x+2ℓ)B−
[
p+B

−1
− B+(I − e2LB+)(II ′) − (I + e2LB+)(I ′)

]
+ ∆−1

λ,p−,p+

(
e−xB− − e(x+2ℓ)B−

)
[(III)]

− e(x+ℓ)B− [v−(G−)(−ℓ)] + v−(G−)(x).

Nous avons

e(x+ℓ)B− [v−(G−)(−ℓ)] = 1
2e

(x+ℓ)B−

(∫ 0

−ℓ
e(t+ℓ)B−B−1

− G−(t) dt
)

= 1
2e

(x+ℓ)B−

(∫ 0

−ℓ
e(t+ℓ)B−B−1

− (G−(t) −G−(−ℓ)) dt
)

+ 1
2e

(x+ℓ)B−

(∫ 0

−ℓ
e(t−x)B−B−1

− G−(−ℓ) dt
)

= 1
2B

−2
− e(x+ℓ)B−

(∫ 0

−ℓ
B−e

(t+ℓ)B−(G−(t) −G−(−ℓ)) dt
)

+ 1
2B

−2
− e(x+ℓ)B−

(
eℓB−G−(−ℓ) −G−(−ℓ)

)
,
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et
v−(G−)(x) = 1

2

∫ x

−ℓ
e(x−t)B−B−1

− G−(t) dt+ 1
2

∫ 0

x
e(t−x)B−B−1

− G−(t) dt

= 1
2B

−2
−

∫ x

−ℓ
B−e

(x−t)B−(G−(t) −G−(x)) dt

+ 1
2B

−2
−

∫ 0

x
B−e

(t−x)B−(G−(t) −G−(x)) dt

+ 1
2B

−2
− e(x+ℓ)B−G−(x) + 1

2B
−2
− e−xB−G−(x) −B−2

− G−(x).

En résumé, nous obtenons

u−(x) = 1
λ
p+B

−1
− B+∆−1

λ,p−,p+e
−xB− [d+G+(0) − d−G−(0)] + (IV )

− 1
2B

−2
− e(x+ℓ)B−

(∫ 0

−ℓ
B−e

(t+ℓ)B−(G−(t) −G−(−ℓ)) dt
)

− 1
2B

−2
− e(x+ℓ)B−(eℓB−G−(−ℓ) −G−(−ℓ))

+ 1
2B

−2
−

∫ x

−ℓ
B−e

(x−t)B−(G−(t) −G−(x)) dt

+ 1
2B

−2
−

∫ 0

x
B−e

(t−x)B−(G−(t) −G−(x)) dt

+ 1
2B

−2
− e(x+ℓ)B−G−(x) + 1

2B
−2
− e−xB−G−(x) −B−2

− G−(x),
ou

u−(x) = 1
λ
p+B

−1
− B+∆−1

λ,p−,p+e
−xB− [d+G+(0) − d−G−(0)] + (IV )

− 1
2B

−2
− e(x+ℓ)B−

(∫ 0

−ℓ
B−e

(t+ℓ)B−(G−(t) −G−(−ℓ)) dt
)

− 1
2B

−2
− e(x+ℓ)B−eℓB−G−(−ℓ) + 1

2B
−2
− e(x+ℓ)B−G−(−ℓ)

+ 1
2B

−2
−

∫ x

−ℓ
B−e

(x−t)B−(G−(t) −G−(x)) dt

+ 1
2B

−2
−

∫ 0

x
B−e

(t−x)B−(G−(t) −G−(x)) dt

+ 1
2B

−2
− e(x+ℓ)B−(G−(x) −G−(ℓ)) + 1

2B
−2
− e(x+ℓ)B−G−(−ℓ)

+ 1
2B

−2
− e−xB−(G−(x) −G−(0)) + 1

2B
−2
− e−xB−G−(0) −B−2

− G−(x);

Remarquons que le terme (IV ) est régulier. Posons

w1(x) = 1
2

∫ x

−ℓ
B−e

(x−t)B−(G−(t) −G−(x)) dt

w2(x) = 1
2

∫ 0

x
B−e

(t−x)B−(G−(t) −G−(x)) dt

Ψ =
∫ 0

−ℓ
B−e

(t+ℓ)B−(G−(t) −G−(−L)) dt.
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Alors, nous savons que

[w1]θ ⩽ C∥G−∥Cθ([−ℓ,0];E), [w2]θ ⩽ C∥G−∥Cθ([−ℓ,0];E),

en appliquant exactement les mêmes techniques que dans [16], p. 46. D’autre part, nous
avons

Ψ ∈ DB−(θ,+∞) = DA(θ2 ,+∞),

ce qui implique que

x 7→ e(x+ℓ)B−

(∫ 0

−ℓ
B−e

(t+ℓ)B−(G−(t) −G−(−ℓ)) dt
)

∈ Cθ([−ℓ, 0];E).

Écrivons maintenant

w3(x) = e−xB−(G−(x) −G−(0)) + e−xB−G−(0) := w31(x) + w32(x),

et observons que
lim

x→0−
w3(x) = G−(0),

car G−(0) ∈ E = D(A) = D(B−). Ainsi, w3 ∈ C([−ℓ, 0];E) et nous savons que

w31 ∈ Cθ([−ℓ, 0];E),

en vertu de [16] (voir p. 47 pour la propriété höldérienne de la fonction dans (4.19)). D’autre
part,

w32 ∈ Cθ([−ℓ, 0];E),
si et seulement si

G−(0) ∈ DB−(θ,+∞) = DA(θ/2,+∞).
De manière similaire, on obtient

x 7→ e(x+ℓ)B−G−(−ℓ) ∈ Cθ([−ℓ, 0];E),

si et seulement si
G−(−ℓ) ∈ DB−(θ,+∞) = DA(θ/2,+∞).

En résumé, si nous supposons que

g+(0), g−(0), g−(−ℓ) ∈ DA(θ/2,+∞),

nous avons

[u−]θ ⩽
C

|λ|
∥g+(0) − g−(0)∥DA(θ/2,+∞) + C∥B−2

− ∥∥g−∥Cθ([−ℓ,0];E)

+ C∥B−2
− ∥

[∥∥∥eℓB−G−(−ℓ)
∥∥∥

DA(θ/2,+∞)
+ ∥G−(−ℓ)∥DA(θ/2,+∞)

]
+ C∥B−2

− ∥∥g−(0)∥DA(θ/2,+∞).
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Mais

∥B−2
− ∥ =

∥∥∥∥∥∥−
[
−
(
A− r−

d−
I − λ

d−
I

)]−1
∥∥∥∥∥∥ ⩽ C∣∣∣∣∣ λd−

+ r−

d−

∣∣∣∣∣
,

ainsi
[u−]θ ⩽

C

|λ|
∥g+(0) − g−(0)∥DA(θ/2,+∞) + C∣∣∣∣∣ λd−

+ r−

d−

∣∣∣∣∣
∥g−∥Cθ([−ℓ,0];E)

+ C∣∣∣∣∣ λd−
+ r−

d−

∣∣∣∣∣
[∥∥∥eℓB−G−(−ℓ)

∥∥∥
DA(θ/2,+∞)

+ ∥G−(−ℓ)∥DA(θ/2,+∞)

]

+ C∣∣∣∣∣ λd−
− r−

d−

∣∣∣∣∣
∥g−(0)∥DA(θ/2,+∞).

4.3 Estimation de la semi-norme [u+]θ
Comme dans les deux sections précédentes, toutes les constantes C ici sont indépendantes
de λ en vertu de (3.9).
Rappelons que

u+(x) = ∆−1
λ,p−,p+

(
exB+ + e(2L−x)B+

]
.
[
−p−(I + e2ℓB−)(II ′) − (I + e2ℓB−)(I ′)

]
+B−1

+ e(L−x)B+v′
+(G+)(L) + v+(G+)(x),

où 

(I ′) = (I) − p+B
−1
− eLB+v′

+(G+)(L) + p−e
ℓB−v−(G−)(−ℓ)

(II ′) = (II) + eℓB−v−(G−)(−ℓ) + eLB+B−1
+ v′

+(G+)(L),
(I) = B−1

−

[
−p−v

′
−(G−)(0) + p+v

′
+(G+)(0)

]
(II) = 1

λ
[d+G+(0) − d−G−(0)] + v+(G+)(0) − v−(G−)(0).

Alors
− p−

(
I + e2ℓB−

)
(II ′) − (I − e2ℓB−)(I ′)

= −p−
(
I + e2ℓB−

) [
(II) + eℓB−v−(G−)(−ℓ) + eLB+B−1

+ v′
+(G+)(L)

]
− (I − e2ℓB−)

[
(I) − p+B

−1
+ eLB+v′

+(G+)(L) + p−e
ℓB−v−(G−)(−ℓ)

]
= −p−

(
I + e2ℓB−

) [1
λ

[d+G+(0) − d−G−(0)] + v+(G+)(0) − v−(G−)(0)
]

− p−
(
I + e2ℓB−

) [
eℓB−v−(G−)(−ℓ) + eLB+B−1

+ v′
+(G+)(L)

]
− (I − e2ℓB−)

[
B−1

−

(
−p−v

′
−(G−)(0) + p+v

′
+(G+)(0)

)]
− (I − e2ℓB−)

[
−p+B

−1
− eLB+v′

+(G+)(L) + p−e
ℓB−v−(G−)(−ℓ)

]
.
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Nous avons

v+(G+)(x) +B−1
+ e(L−x)B+v′

+(G+)(L) = 1
2

∫ x

0
e(x−t)B+B−1

+ G+(t) dt+ 1
2

∫ L

x
e(t−x)B+B−1

+ G+(t) dt

+ 1
2B

−1
+ e(L−x)B+

∫ L

0
e(L−t)B+G+(t) dt.

Alors

1
2B

−1
+ e(L−x)B+

∫ L

0
e(L−t)B+G+(t) dt = 1

2B
−2
+ e(L−x)B+

∫ L

0
B+e

(L−t)B+ [G+(t) −G+(L)]

+ 1
2B

−1
+ e(L−x)B+

∫ L

0
B+e

(L−t)B+G+(L) dt

= 1
2B

−2
+ e(L−x)B+

∫ L

0
B+e

(L−t)B+ [G+(t) −G+(L)] dt

− 1
2B

−2
+ e(L−x)B+G+(L) + 1

2B
−2
+ e(L−x)B+eLB+G+(L),

et
1
2

∫ x

0
e(x−t)B+B−1

+ G+(t) dt+ 1
2

∫ L

x
e(t−x)B+B−1

+ G+(t) dt

= 1
2B

−2
+

∫ x

0
B+e

(x−t)B+ (G+(t) −G+(x)) dt,

+ 1
2B

−2
+

∫ L

x
B+e

(t−x)B+(G+(t) −G+(x)) dt

+ 1
2B

−1
+

∫ x

0
e(x−t)B+G+(x) dt+ 1

2B
−1
+

∫ L

x
e(t−x)B+G+(x) dt

= 1
2B

−2
+

∫ x

0
B+e

(x−t)B+(G+(t) −G+(x)) dt

+ 1
2B

−2
+

∫ L

x
B+e

(t−x)B+(G+(t) −G+(x)) dt

+ 1
2B

−2
+ exB+ [G+(x) −G+(0)] + 1

2B
−2
+ exB+G+(0)

+ 1
2B

−2
+ e(L−x)B+ [G+(x) −G+(L)] + 1

2B
−2
+ e(L−x)B+G+(L)

−B−2
+ G+(x).

Puisque ∥∥∥B−2
+

∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥−
[
−
(
A+ r+

d+
I − λ

d+
I

)]−1
∥∥∥∥∥∥ ⩽ C∣∣∣∣∣ λd+

− r+

d+

∣∣∣∣∣
,

les estimations pour [u+]θ sont valables pour [u−]θ , sous l’hypothèse que

g+(0), g+(L) ∈ DA(θ/2,+∞),
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et nous obtenons

[u+]θ ≤ C

|λ|
∥g+(0) − g−(0)∥DA(θ/2,+∞) + C∣∣∣∣∣ λd+

− r+

d+

∣∣∣∣∣
∥g+∥Cθ([0,L];E)

+ C∣∣∣∣∣ λd+
− r+

d+

∣∣∣∣∣
∥g+(L)∥DA(θ/2,+∞) + C∣∣∣∣∣ λd+

− r+

d+

∣∣∣∣∣
∥g+(0)∥DA(θ/2,+∞).

Théorème 4.1. L’opérateur de dispersion L défini dans les deux habitats décrits en (3.7)
ci-dessous génère un semi-groupe analytique (pas nécessairement continu en 0).
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