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Résumé

Dans ce mémoire, on étudie un systeme d’équations
différentielles elliptiques défini dans deux habitats et qui
mod¢lise le probleme de dispertion de la dynamique de
population dans le cas linéaire stationnaire incluant des

comportements individuels a l'interface. On prouve que
cet opérateur génere un semi-groupe analytique dans un
espace adapté de fonctions holdériennes continues.
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Introduction

L’objectif de mon travail est de faire une synthese du I'article :

A Favini, R. Labbas, A.Medeghri, A.Menad : Analytic semigroups generated by the disper-
sal process in two habitats incorporating individual behavior at the interface,J. Math. Anal.
Appl. 471 (2019) 448-480.

Dans le papier de Cantrell, R.S., et Cosner, C.[2], les auteurs ont trouvé une étude intéressante
d’un modele de diffusion pour la dynamique des populations avec dispersion, intégrant le
comportement individuel aux frontieres. Cette étude a été détaillée en une seule dimension
spatiale.

Dans [I1], les auteurs ont étudié un probléme similaire, mais sans parametre spectral et avec
une condition de transmission différente. Ce travail a été réalisé dans trois habitats :

1
Q- Qo Q4
Uu(x) U(x) U(x)
0 4\ >
- ¢ 0 2L 2L+ ¢ x
Refuge

Nous nous s’intéressons a étudier le probleme précédent avec un parametre spectrale car les
habitats qui définissent ce dernier sont symétriques par rapport a 'axe x = L.
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I!N
1
£ Qo Q.
u(x) u(x) u(x)
T >
~F 0 L 2L 2L+ ¢ x
Refuge

Notre but dans ce travail est d’analyser la situation dans un espace bidimensionnel (dimension 2),
plus précisément, on s’intéresse a ’étude de 'analyticité du Cy-semi-groupe généré par le
processus de dispersion dans deux habitats, sous la condition de discontinuité de flux avec
la condition de la continuité de dispertin a l'interface, qui représente le comportement des
individus aux frontieres. Ces problemes sont basés sur des équations aux dérivées partielles
de type parabolique, définies dans le paysage suivant, constitué de deux habitats différents :

A

ux) | u=

Refuge
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Q=0_UQ,,
ol
Q_ =] —£,0[x]0,1] (1)
Q-l— :]07 L[X]()? 1[)
avec £, L > 0. L’équation de diffusion est donnée par
ou t ) d_Au_(t,z,y) + F_(u_(t,x,y)) dans |0, T[xQ_ 2)
a5, LT, =
ot T de A (t, 2, y) + Falus(t,,y)) dans 0, T[x 9,

o, F' est la fonction logestique, généralement non linéaire,

F(u) = ru(l — Z),

sous la condition initiale

les conditions aux bords sont

u_(t,—l,y) = f-(t,y), y €10, 1]

(tx()) u_(t,z,1) =0, z€]—4¢0]

wy (t,2,0) = u+(t 2,1)=0, yelo1] (4)
aau+ (t. L,y) = f+(t,y), y €10, 1],

avec la condition de continuité de la dispersion a l'interface I'y = {0} x]0, 1],

d-Au_ (t7 07 y) + F_ (U_ <t7 07 y)) = d+AU+(t, 07 y) + F+<u+(t7 07 y)),
y €]0,1],

et la discontinuité du flux a I'y

Ou_ ou
(1 _p)d—m(t707y> :pd+7;(t707y)a Y 6]071[ (6)

Nous avons utilisé les notations suivantes
u— :U/|Qi, U4 ZU|Q+.

La condition est différente de celle considérée dans [I1]. Ici, u(t,z,y) représente une
densité de population, €2, est la zone refuge, tandis que {2_ est la zone tampon avec leurs
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coefficients de diffusion respectifs d; et d_. Les équations définissent les différentes dif-
fusions dans les habitats avec leurs fonctions logistique de croissance ou de déclin F_ et F,.
Les conditions aux bords signifient que les individus meurent lorsqu’ils atteignent les
autres parties des frontieres {—¢, L} x {0, 1}, ce qui implique que notre domaine est entouré
d’un habitat hostile. Comme spécifié dans [2], les conditions ([5]) sont essentielles dans ce
travail et expriment le fait que le processus de dispersion ne permet pas aux individus de
rester fixés en un point donné et n’autorise aucune barriére infranchissable a la dispersion.
Il est donc primordial de considérer qu’il y a une continuité dans tout le domaine. Enfin,
la condition & l'interface dans @ est basée sur un mouvement brownien caractérisé par le

parameétre p €]0, 1[, qui représente la probabilité qu'un individu situé a linterface se déplace

vers le refuge €2, . Bien sir, lorsque p = 3 la continuité du flux aura lieu. La condition

1
(EI) est justifiée par le fait que le temps local du processus lorsque p # 3 est discontinu,

voir par exemple Otso Ovaskainen et Stephen J. Cornell dans [14]. Notons également que,
lorsque nous considérons différents types d’habitats, la réponse des individus a l'interface
est importante pour le comportement global du mouvement. Les auteurs concentreront sur
I’étude du probleme stationnaire linéaire en prenant :
F (u-)=—r_u_ sur]—/¢0[x]0,1]
Fo(uy)=riuy sur ]0, L[x]0, 1],
ou 74 est le taux de croissance a 'intérieur du refuge 2, et r_ est le taux de mortalité dans
la zone tampon 2_.
Le résultat obtenu dans ce travail est donné par le théoreme :
Théoréme : L’opérateur de dispersion £ défini dans sur les deux habitats ci-dessous
génere un semi-groupe analytique (pas nécessairement continu en 0).
Ce mémoire est organisé comme suit :
Le premier chapitre est consacré a des rappels d’'usage sur les outils mathématiques
utilisés dans ce mémoire.
Le deuxieme chapitre est destiné a rappeler certains lemmes techniques qui seront
utilisés par la suites. .
Au troisiéme chapitre, on donne la représentation de la solution du notre probléme,
ainsi que I’étude de 'inversibilité du déterminant du systeme en utilisant le calcul fonctionnel
pour les opérateurs sectoriels et quelques inégalités d’analyse complexe.

Dans le dernier chapitre, on étudie les estimations de la solution a I’aide des lemmes
techniques qui sont basés sur les espaces d’interpolations et les résultats de Sinestrari.

vii



Notions et rappels

1.1 Opérateurs linéaires fermés

Définition 1.1. On rappelle que A est un opérateur linéaire sur un espace de Banach X
si et seulement si c’est une application linéaire définie sur un sous-espace vectoriel D(A)
(domaine de définition de A) de X a valeurs dans X. Alors :

1. A est dit borné si
D(A) =X et 3C > 0 tel que ||AE|| < C|¢]|x,VE € X

et on écrit A € L(X).
2. A est dit fermé si et seulement si son graphe est fermé, i.e., pour toute suite (x,), C
D(A) telle que
{xn—>x, {IED(A),
=

Az, =y Axr =y.

3. A est dit fermable si et seulement s’il admet une extension fermée, ce qui équivaut a
dire que pour toute suite (z,), C D(A) telle que

{xn—>0,
=y =0.
Az, =y

Les convergences des suiles x,, et Ax, sont au sens de la norme de l’espace X.

Définition 1.2. Soit X un espace de Banach complexe, muni de la norme ||-||x. On appelle :
— Ensemble résolvant de A, noté p(A), est défini dans C par

p(A) ={A e C | (A— A) est inversible dans L(X)}.

— Résolvante de A, noté Ry(A), est définie par :Rx(A) = (A— X))~ pour X € p(A).
— Spectre de A est le complémentaire de p(A).

1
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1.2 Les semi-groupes

Définition 1.3. On appelle semi-groupe fortement continu (ou vérifiant la cy-condition),
une application

R+ — L(X)
t— G(t),
telle que :
(a) G(0) =T
(b) G(t+s)=G(t)G(s), Vt,s=0
(c) Vo € X lapplication
Rt - X
t— G(t)yp,

est fortement continue en 0,
Voe X, lim [[G(t)y —lx =0.
t—0t+
Remarque 1.1. 1. Sit e R, (G(t)) est dit groupe.
2. La condition (c) n’implique pas que

lim [|G(t) — I|1x) = 0.

t—0t+

Définition 1.4. On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe (G(t)), l'opérateur linéaire
non borné A défini par

t —
Dy = {gp e X: lim W existe dans X}

t—0t+
G(t)p —
Vo € Da, Ap = lim M
t—0+ t

1.2.1 Semi-groupes analytiques

Définition 1.5. Soit X un espace de Banach complexe. Soit le secteur
Y={z€C:0, <argz <0y et <0<by},

soit {G(z) }.ex une famille d’opérateurs linéaires bornés sur X. On dit que {G(z) },ex forme
un semi-groupe holomorphe, si elle vérifie :

1. G(0) =1.
2. G(z1 + z9) = G(21)G(22), pour tout zy, z9 € X.
3. lim G(z)p =, pour p € X.
4

Z—>Oz€E

. L’application z € 3\ {0} — G(2)p € X est holomorphe Yy € X.
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1.3 Les espaces d’interpolation

Définition 1.6. Soit X un espace de Banach, on désigne par LP(R., X) avec p € [1,+o0],
I’espace de Banach des fonctions f fortement mesurables définies pour presque tout t € R

et telles que
Foo dt
([ 1o ) — Wllzmo < +00.

Sip =400, on définit l’espace LP(Ry, X) par

f Ry — X est fortement mesurable et

fell(Ry, X) <
* SUp e8So<i<ool|f(t)||x < +o0.

Définition 1.7. Soient (Xo, ||-|l0) et (X1, ||-||1) deuz espaces de Banach s’injectant continiment
dans un espace topologique séparé E.
Pour p € [1,+00][, et 8 €]0,1], on dit que x € (Xo, X1)o, st et seulement si

1. ¥Vt > O, Eluo(t) € Xo, Elul(t) € X1 = Uo(t) + Ul(t)

2. t7% € LP(Ry, Xy), t'7% € LP(R,, X,).
Proposition 1.1. Soient (XoN X1, | - ||xonx:)s (Xo+ X1, |- | xo4x:) €t ((Xos X1)op, || - lop)
des espaces de Banach pour les normes respectives

%] xonx: = 2]l x0 + [l2]lx, si @ € XoN X,
2] xp+x, = e)lfnf (HJUOHXO + |71l x,) stz € Xo+ X7,
T= :ro+:v1
lellop =, o (I o+ 11 ) i@ € (Xo, X1)o,

Vt>0, uo(t)+ui(t)=z
alors
XoN Xy C (Xo, X1)op C Xo+ Xy,

avec injections continues.
Notation 1.1.
(X07X1)9p (XlaXO)l 0,p-
Notation 1.2. Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C X muni de la norme,
Vo & D(A) :[|zllpey = llolx + Azl
alors on note
D4(0,p) = (Da, X)1-0p pourp € [1,+00] et 0 <6 < 1.

Grace a la propriété de réitération, on a :

DA(m97p) = DAm(@,]?),
ot m entier > 1, p € [1,+00], 0 €]0,1] (voir [4]), cas particulier m = 2, on a

DA(20,p) = Dsa(6,p).

3
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1.4 Les espaces de Holder

Définition 1.8. Soient E un espace de Banach complexe et C([0,1], E) lespace de Banach
des fonctions continues de [0, 1] d valeurs dans E, muni de la norme :

= e
I7llecon e = masc 1£(1) e

Pour 0 < 0 < 1, l'espace de Hélder des fonctions continues, notés C°([0,1], E), est défini

par
c(0.1.8) = {1 € €118, sup WO=Le
t—s70 ]

1) —
Hﬂbma:Hﬂbwwliﬁﬂﬂ&_éﬁmg

<o},

munt de la norme




Lemmes techniques

Dans ce chapitre on donne quelques lemmes techniques utilisés pour ce travail.

2.1 Lemmes techniques

Lemme 2.1. Soient w,z € C\ {0}, on a :

w2 = (Jw| + |2]) 5

(argw — argz) |
cos| ——— ) |.

Preuve 2.1. On pose

o = argw
B = arg z,

w = |wl|e™
z = |z]e®,

alors

0+ 22 = [l + [2e P
= ||w] cos a + i|w]| sin & + | 2] cos B + i| 2| sin B|?
= |(Jw| cos a + |z| cos B) + i(|Jw| sin o + | 2] sin B) |*
= (Jw| cos a + |z| cos B)? + (|Jw]| sin o + || sin B)?
= |w|? cos® a + |2]? cos® B + 2|w||z| cos avcos B + |w|? sin® a + |z|? sin? B + 2|w]|z| sin e sin B
= |w|?*(cos® a + sin® @) + |z|*(cos® B + sin? B) + 2|w]||z|(cos a cos B + sin asin 3)

= |w|]* + |2]* + 2|w]||z|(cos aucos B + sinasin B), car cos*0 + sin*6 = 1,

5
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puisque ['on a

sin asin 8 + cos accos 8 = cos(a — 3)
= cos? (M> — gin? <a _ 6)
2 2 ’

cos(20) = cos*0 — sin*0

car, pour tout 0 € R, on a

alors
lw+ 2> = [w]® + [2]* + 2|w]|z] <<3032 <a;ﬁ> — sin? (a ; 5)) ,
et comme
cos® <a — ﬁ) + sin? <a _ 6) =1,
2
alors

lw + 2’2 = (’wP + |z‘2> ((3082 (oz ; ﬁ) + sin? (04;6>> +20wl|2] <C082 <o¢;ﬁ> g (Oz ; 5))
- (|w|2 +12* + Q\szD cos” (Oé;ﬁ> + (\w\2 + [2]* — 2\w|\z|> sin? (Oé;5>
=l ot (S52) e (257
> (Jw] + |2|)? cos® (a ; 6) 7

d’o

|w] +[2] = (Jw] + |2]) cos

()

wl + J2] > (o] + |2 cos (“‘5) |

Finalement

Lemme 2.2. Soient n € ]O, ;T} et z € S, avec

S, = {zEC\{O}: largz| <n  si ne](})ﬂ }7
alors on a
I larg(1 — %) —arg(1 +e)| < 1.

2. 1+e?>2C,=1—exp

tanmn
lleosn gy 2
1+ [z]cosn 1+ |z|cosn
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Preuve 2.2. Soient n € }O, 72r] et z € S,, on pose z=Rez+1lmz.

1.

1l—e?=1-— e—Rez—zImz —1— e—Reze—zImz

=1 —e % (cos(Im 2) — isin(Im z))

=1—e R cos(Im 2) + ie” *#sin(Im z).

Si

z=x+1y, x>0, alors

s
arg z = arctan ( = | .
x

Si z € 5,, on obtient

le™*| = e R < 1.

Donc
e~ ReZgin(Im 2)
arg(l — e ®) = arctan
&l ) (1 — e Rezcog(Imz) )7
car 1 — e RZcos(Im z) > 0. En utilisant la méme méthode, on obtient

arg(l 4+ e %) = arg (1 +e” Rez_“mz)
= arg (1 + e Re% cos(Im 2) — ie” ®#sin(Im z))
—e~Rezsin(Tm 2)
1 + e~ Rezcos(Im 2)
e~ Rz gin(Im 2)
1+ e Rezcos(Imz) )’

= arctan <

= —arctan (

car la fonction arctan est impaire.
Donc

—Rez

(1—e?) (1+e%) ; e sin(Im z) + arct e~ ReZgin(Im 2)
arg(l —e *) —ar e %) = arctan arctan .
& s 1 — e Rezcos(Im 2) 1+ e~ Rezcos(Im 2)

Remarque 2.1. On a l’égalité suivante

a+b
1—ab

arctan(a) 4+ arctan(b) = arctan ( > st ab < 1.

7
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Puisque

e~ ReZsin(Tm 2) e""%sin(Imz) e ?R*sin?*(Im z)

1—eRezcos(Imz) 1+e Rezcos(Imz) 1 — e 2Rez cos?(Im 2)
 9Res 1—cos’(Imz)

= <1
‘ 1 — e 2Rez ¢og?(Im 2) ’

car
e~2Rez | _y o~2Rez _ e_ZReZCOS2(IHl z) <1— 6_2RBZCOSQ(IIH z).
Alors
9 —Rez g; I
arg(l — e ®) —arg(l + e™*) = arctan ( é 1 :il;erzn Z)>
. sin(Im z2)
= arctan | —————*
sinh(Re z) )’
car 0 0
e’ —e
inh 6 =
sin 5

Et comme z € S,, Rez >0, sinf < 0 et sinh6 > 0 pour @ >0, on a

sin(Im z)
sinh(Re 2)

|Imz|  [Imz|

S |Rez| Rez < tanmn, (d’aprés Remarque .

Alors
‘ arg(l —e ®) —arg(l+e7°)

<.

14 e %2 = |1 4 ¢~ Res—ilmz]2

= |14 e B°% cos(Im 2) — ie™ % sin(Im 2)|?

= (1 +e B%cos(Im 2))* + e 2R*%5in?(Im 2)

=14 2e "% cos(Im 2) + e 7287 cos?(Im 2) + e~ 25°%sin?(Im 2)
=1+ 2¢ ®%cos(Im 2) + e 27°%(cos?(Im 2) + sin®(Im z))
(Im 2)

=1+ 2¢ Re% cos(Im 2) + e 2Rez,

1°" cas : si Rez < , alors

2tann
7r
I < -,
| Im z| 5

donc
cos(Imz) > 0

8
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d’ou
14+e > > 1.

2¢me cas : st Rez > , alors

2tann

11 +e#? =1+ 2 R°%cos(Im z) + e 2Re?
> 1— 26—Rez +€—2Rez

— (1 _ e—ReZ)Q

Z |\l 2tann ’

car
cos(Imz) > —1 = 2" "% cos(Im z) > —2e~Fe=
= 1+ 2 ®%cos(Imz) > 1 —2e Re2
= 1+ 2 ®2cos(Imz) + e 2807 > 1 — 2¢ Rez 4 g72Rez
et
T
Rez > = —Rez < —
2tann 2tann
-
= exp(—Rez) <e
<P ?) P <2tann)

= —exp(—Rez) > —exp (2;17:”])

—
=1- —-R =>1-—
exp(—Rez) > exp <2tan77>

= (1 — exp(—Re2))? > <1—exp< T >>2

2tann

s
Donc : pour n € }O, 2] etz €S, ona

-7
1 =1 .
’ te | ( eXP <2tann>>

3. Ona,Vx € RT, e* > 1+ x, alors :

1
1+

x
=1—-e*">1-

e">21l4+r=e"<

1 oz
l+2 14z
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Lemmes techniques

Donc : pour z € S,, on a Rez >0 et |[e7%| < 1

[T—e™*| =1 —le|

:‘1_€—Rez|
:1_6—Rez
Rez
~ 14+ Rez’
mais
|z| = \/(Im 2)?2 + (Re 2)?
< \/tan2 n(Rez)? + (Rez)? = \/(Re 2)%(1 + tan?n)
Re 2)2
(Re2) , car 1+ tan’n =
cos?n cos?
Re z T
= , carmn < —, alors cosn > 0.
cosm 2
D’ou ]
_ z| cosn
l—e? > ——.
1—e |/1+|Z|cos77
D’autre part, pour x € R™, on a :
> {1 ()}>1 i
e /maX —QJ, = )
1+
car :
e >1—=x .
{6_3520 = e ¥ > max{l — z,0},
et comme :
1— 0<r<1
max{l —z,0} = v SZ‘ N
0, stx > 1,
et
1—x< 1l—2z, si0<2x<1
1+z o, siz>1,
alors .
x
1—z,0} >
max{l —z,0} > T2
donc
B T
e’ > ,
1+2
alors
_ 1—=z 2x
1+ 1+=x

10
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Pour z € S, :

Y

1—e7?| = ‘/ e Ydw
Iz

avec : I', est un segment dans le plan complexe qui relie 0 a z, donc

1—e? =|[p, e*“’dw’
< f) e tRez|z|dt,  on pose w =tz
— (1 ; ‘eftRez %
z \
S Tl d’apres(2.2),
alors ol
z
l—e? < ———.
1= |\1—|—\z|cos77
De et , on obtient :
sloosn oo 2l
1+ |z| cosn 1+ |z| cosn

Lemme 2.3. [l existe une constante Cy, > 0 telle que pour tout z € X, 9,, 0N @ :
14> Gy =i (1 - 5 1 o eelE )

Preuve 2.3. Soit z € 3,9, avec |z| =1 (on rappelle que ¢ est assez petit), on a

L4eVTE 21— e RV = ooy

(4

>1— e—ré”cos(%—%))

avec vV €

_|_7 -
2 272 2
Pour z € ¥, 9, avec |z| > 1y, on a

™ 90 ™ 00‘|

. 2
|1 +6—\/5|2 _ ‘1 _’_e—Re\/—iz—zIm\/—iz

_ ‘efRe\/jz (eRe\/jz_i_efiIm\/jz) 2

= ¢ 2Rev—2 (62 Rev=z 4 9eRe V=2 oog(Im /—2) + 1)
- (6_2Re\/_7 + 1) + 2eRV=2 cos(Im v/ —2).

T
Maintenant, si Rey/—2z < alors

2 tan (ﬂ — 00)
2 2
to

|Im v/—z| < Rey/ztan <7r — ) <

2 2

s
9 )

11
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ainsi
cos(Im+/—z) >0,

donc

’14—6_‘/_7 > 1.

SiRev—2z >

7 , 0N a
2tan T_%
2 2

to

|Im+/—z| = Rey/—2ztan (W — ) >

T
2 2 2’

cos (Im \/—_z) <0,

et donc

i > e 2ReVez ] 9o Rev=z - (1 —e_Re‘/jz)Q >|1—e m

‘1—{—6_\’_'2

2.2 Calcul fonctionnel

2.2.1 Opérateurs sectoriels

Soit A un opérateur linéaire fermé sur X, vérifiant les propriétés suivantes, il existe 6 € [0, 7|
tels que o(A) C Sy

S - {z€C,z#0,|argz| <0} si0<O<m
- (0, 00) sif=0.

et pour tout a €0, 7| :

sup |lw(wl — A)7Y| < 400
weC\Sq

(on dit que A est un opérateur sectoriel avec angle spectral ) (voir [10] p 17). On remarque
que si R™ C p(A) et supyep+ A|[(AL + A)7H| < 400, alors A est sectoriel (voir [7]; lemme
6.4.1).

Remarque 2.2. Soit o € }0, g{

| Tm z|

(S

z€ 8, 0«< < tan a.

Définition 2.1. Pour ¢ €]0, 7|
— H(S,) : Uespace des fonctions holomorphes de S, dans C.

12
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— H>®(S,) ={f € H(S,) : sup,eg, | f(2)| < 00},
— HE(S,) ={f € H(S,) : 3s € R*, sup,cg, max (|2*, |2 7*)|f(2)] < oo}.

— Hy(S,) = {f € H(S,) : 3s € RY, sup,cg, min (|2[*, |2[ )| f(2)] < o0}.

Remarque 2.3.
Hy®(S,) € H=(S,) € Hy(S,) € H(S,),

et H>(S,) est un espace de Banach muni de la norme | f[lc = sup.cg, [f(2)]-

Définition 2.2. Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im(A) = X, alors pour f €
H§°(S,), on définit l'opérateur linéaire borné f(A)

L / T - A

2 Jr,

f(A) =
ol o €0, | et T, est un chemin dans le plan complexe composé par deux demi-lignes
{pe™™, p e R* U{0}},
orienté avec une partie imaginaire décroissante (voir [10] p 27).

Définition 2.3. On dit que A admet H>(S,) calcul fonctionnel borné si pour tout f €
H>(S,) Uopérateur f(A) est borné et il existe c € R (indépendante de f) tel que

A (AN < el flloo-

Proposition 2.2.1. Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im(A) =
S’il existe ¢ € RT tel que pour tout f € H(S,) on a : || f(A)| < || f Hoo alors A admet
H>(S,) calcul fonctionnel borné.

Preuve 2.4. voir [3] corollaire 2.2 ou [0], théoréme 4.9.

Proposition 2.2.2. Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im(A) = X.

f(A) +9(A) € (f +9)(A)
f(A).g(A4) C (f.9)(A).

{f,g € Hy(S,) {f(A) +9(A) = (f +9)(4)
9(4) € L(X) F(4)9(4) = (1.9)(A).

Preuve 2.5. Pour la preuve voir [3] ou [6], théoréme 4.5 et corollaire 4.6.

fager<S‘P) = {

Proposition 2.2.3. Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im(A) = X.
1 1
Si f € Hy(S,), <f> € H,(S,) et (f) (A) € L(X) alors f(A) est inversible a inverse borné

= (5) @,

13
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Preuve 2.6. voir [J], proposition 3.3.

Proposition 2.2.4. Soit A un opérateur sectoriel, injectif et Im(A) = X. Si A admet

H>(S,) calcul fonctionnel borné alors A2 est un opérateur sectoriel, injectif, Im (A%) =X
et admet H>*(S¢) calcul fonctionnel borné.

Preuve 2.7. voir [J], proposition 3.4.

2.3 Théoreme Conditions nécessaires

Théoréme 2.1. Soit A le générateur infinitésimal du Cy semi groupe G(t) alors :

1. A fermé (linéaire).
2. D4 est dense dans E.

3. p(A) D{A € C/ReX > w} et VA: Red > w,Vk > 1

M

Preuve de (3) :
p(A) =7 pour z € E; on définit :

(R\)z = — /0 T exp(—AM)G()zdt,  A€C,

alors

llexp(=At)G(t)z||p < exp(—ReAt).M.exp(wt).||z| g

<
< M expl(w — ReAt].||z|| g,

donc R(\)z € E si Re) > w.

14
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o — R(AN)x e Da?

@gG“X_R“”:_(_RM»x:Q%ixngfm@m@awG@ﬁﬁp—A“”ap@AwG@pﬂﬂ
:@3g/“%qwmwca+@mﬁ—/&mwm—mmwn@
1 o .
:@ﬁﬁl wM—MT—QXXﬂuh—%; exp(— )G (t)adt]
1 400 +o0o
:lsi_%L g[exp()\s)/ exp(—)\t)G(t)xdt—/O exp(—At)G(t)xdt]
1 S-i-oo 400
—lsz_r>n S[exp()\s)/ exp(—At)G(t)xdt —/s exp(—At)G(t)xdt
—/ exp(—At)G(t)xdt]
—Lwi@®Q?_1/ e@hﬁﬁ%ﬂﬁ—ié%@@%ﬂ%&mﬂ
=\ /0+Oo exp(—At)G(t)x — xdt
—A(-R(\)a),
alors

— RNz = (A -\
Il reste & montrer que :
M
A-N)F| < ———.
(A=A <
On définit une nouvelle norme sur E par :

llzllle = sup [exp(—wt)].[|G(t)z] s,
t=0

=

l|lz|||e et ||z||z sont équivalentes car :
2z = sup exp(-wt)]. |G (1)l

< sup [exp(—wt)].M.[exp(wt)].||z| g

>0

On a donc :

IG@)zlle = sup [exp(—wr)|G(r)G(t)z]|e

T’/

= sup [exp(—wr)].|G(r + t)z||5

r>=0

= sup [exp(=w(r +1))].[exp(W)] |G (r + 1)z

r=0

< [exp(wi)] [l e,

15
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et
IRN)z|||e = (A=) 2|||p
“+o0o
< /0 lexp(—ReA)]|||G ()| pdt
—+o00
< / lexp(wt — ReAt)].dt]||z]|| »
0
< |
= Rel — w Tile
< g
= Rel — w Tlle,
donc : o
A= AD Y < —b
1A = A0 ey < 5y

2.4 Théoréme de Kato

Théoreme 2.2. Soit A: Dy C E — E un opérateur linéaire non borné vérifiant :

1. A fermé.
2. Dy dense.
3. p(A) D{A € C*/ReA = 0} et AL > 0/VA € p(A) on ait :
_ L
I = A) " eam) < o

Alors : A est générateur infinitésimal d’un Semi groupe tel que :
(a) IM>0/VYt>0 : ||Gt)|zm <M.
(b) Vt>0 G(t)€ LIE,Dy) et

M
IAG®) e <

Lemme 2.4. 35 > 0, p(A) O {)\ e T, largV)| < 5 + 5}

I’ensemble résolvante contient un secteur (= A est sectoriel).

Preuve 2.8. On a
(A+z+iy) = (A+iy)[l + (A +iy)~"a],

2l 1 5p peut prendre

donc (A +x +iy)~" existe pour ||(A +iy) ™'z < 1|, donc pour 1 < 1,

6 = karctan(}).

Définition 2.4. On pose pour p € K

Gltyp = 5

[ exp(tz).(2I — A)rpdz = e,
™ Jy

16
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IIIIs /
// ////////
Remarque 2.4. 1. Vk € N*: G(t)/E — DretVt € [0.T] : ||A*G(t)]| < f;k

Vk € N*Vz € Dy &G(t) = A*G(t).

2. La multiplication d’un semi groupe G(t) par e“‘est sans effet sur le prolongement ana-
lytique. On endéduit alors, les résultats pour les semi groupes analytiques mon uni-
formément bornés.

dtF

Preuve 2.9. Soitt > 0 alors :

1
G(t)r = — / exp(tz).(z] — A) " xdz. (*)
271 o
1. Ona :
L
| exp(t2).(2I — A)"'z||p < exp(tRez). |||j|||E
L
< m.exp(—t\zw).HxHE,
(z € v; Rez = —|z|sind < 0). Donc

1 L .
IGWals < o [ exp(=tlzlsing) |zl Jlzle: (2] = cdlz])
2m Jy |z|

1 /+<>° exp(—tpsind)
0

N

dp.[|z||

< oz e

17
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On pose tz = u, alors

Gty = o [ exp).(41 - )72

1T Jty
1 1 1 du
= — (5T — AL
5 Vexp(u)(t )T o
car vy, ty sont homotopes
L
|Gl < K. | esp(Resn). o ldul e
t

< M.l 5.

M indépendant de t.
2. G(t) € L(E,Dy)

|Aexp(tz).(z — A) " 'z||p < exp(tRez).|| — A(z — A) " 'z||5

< exp(tRez){[l«]ls + |2ll|(z — A) "z s}

< Kexp(—t|z|sind)||z||g  (convergence de l’intégrale),
et donc

M
4G < -

Montrons que G(t) est un Cy—Semi groupe

lim G(t)x —x =07

t—0t

Supposons que c¢’est vrai pour v € D 4.
Soit x € E , I(x,) C Dy tel que x, z, x, on a

Gt)r —x=Gt)r — G(t)x, + G(t)x, — z) + x, — 7,

alors

IGt)r —2l|lp < M|z — 2]l + |lon — 2l + |G#)7n — 20|, (carz, € Da).
4 + 4
0 0 0

Soit maintenant x € D4 ; on a

Al
(Z—A)_lxzz A(z—A) 'z
2 z
_ Al
:§+—(z 4) Ax, car v € D,
2 z

18
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donc ey
1 1 — A)”
G(t)x = 22,7T/Wexp(tz)2dz—|— mAexp(tz).Wdz.
On a ) .
x . T
%in exp(tz).;dz = RLZTOO - /m exp(tz).;dz,
et
1 T 1 T 1 T
— t .—d:—/ tz).—dz — — tz).—d
2w /WR exp(t2) z : 29 Jog exp(t2) z : 29T Jrg exp(t2) z :
1 T
=r— — tz).—d
YT i /I‘R exp(t2) P
= {L’,
! (t2).5dz — 0
car ——— | exp(tz).—dz
1 —A)A
d’autre part : —/ exp(tz).udz — 0
20 JTg z t—0+
Cr=9r+Tkr
Fﬁ[m z
5
I'r
|/ Re z
YR
Y

19
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G(t+ s) = G(t).G(s),

on a

1 1
Gls)r = 35— emwwHM—AY%ww=§*/emwwMM—AYﬁﬁu
1T Jy!

1T

telles que vy et 4" sont homotopes alors

G(t).G(s)x = 21 exp(At).(A — 14)_12;7T /v’ exp(ps).(u — A)redud)

(e

_ W A // exp(M + ). (h — A)~ (1 — A adud.

On utilise 'identité de la résolvante : pour A\, € p(A),\ #

_(p=ATA=AT

(A=A = A) e

On trouve

d\d
/ / exp(At + ps). (A — A) lj\
,Y/ J—

d\d
2// exp(At + us).(p — A)—— a
vy A—p

= '/v’ exp(us)(Q;TAGXP<At)<A_A) lwd\)—— e

G(t).G(s)z

20

1 1 .
+ g L oPON G [ explys) (e — A) hedp) 37

_ ! /exp()\t)()\ A)! (1/ explus)dye,

T ur 2im Sy N —
1 _ 1 exp()\t)d)\
_— —_ At SRV
+%WLpHMme T R e L
1
= 9 . exp(At)(A — A)~! [exp()\s)]

/ exp(At) ) dp

1 1
+2.memﬁw—A>xgm e

(x

|
0

_ ! /exp()\t)()\ A)tzlexp(As)]dA

2

=G(t+ s)x.

20
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PIm z

Montrons maintenant que A est le générateur infinitésimal de G(t) donnée par la for-
mule Supposons que A est le générateur infinitésimal de G(t).Pour x € Dy et t >

to =0
im W=,
t—0+ t
On a
_ L exp(—t|\|sind)
lexp(At).(A = A)'zlp < B ]|
L :
< mexp(—td)\]smé)\\xHE,
et
d -1 -1
H% exp(At).(A — A) " zl|p = [[Aexp(At).(A — A) "z
< L exp(—to|\|sind)||z|| g,
alors

(C(D)7) = — /7 Nexp(At).(A — A)~Lzd),

20T
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On pose A = (A —A)+ A, alors

1 1
i(a(t)x) o / exp(M).adA + 5 / exp(M).(A — A) L Azd).

[ ll

0 G(t) Az
En effet . .

pe / exp(At).zd\ = tﬁinoo - //\e7 exp(At).zdA,
<R

et

1 1 1
% //\ev exp(At).xd\ = - /m exp(At).zd\ — i Jor, exp(At).zdA
IAI<R

|| Cauchy
0

Ona A€ Cr = A= Rexp(if), et donc :

1 1 o
—/ exp(At).zd\ = 5 Rexp(Rtexp(if)).xdd — 0,

20 1 J—6,
R—+o00

( car Rexp(if)) se comporte en exp(—R0O) ), alors

a(G(t)a:) = G(t)Ax.

Donc pourx € Day;t >t >0

((G(t)2) = lim G(1) Az = An

22



Représentation de la solution

3.1 Opérateur L et son équation résolvante

On considere le modele :

Q_ =] —¢,0[x]0,1] (3.1)
Q—i— :]07 L[X]()? 1[7
avec ¢, L > 0. L’équation de diffusion est donnée par
@(t 5y) = d_Au_(t,z,y) + F_(u_(t,z,y)) dans |0,T[xQ_ (32)
ot Y T At 2, ) + Fy(us () dans [0, (<, |
ou, F est la fonction logestique, généralement non linéaire,
u
Fu)=ru(1-2
(u) Tu( k’)’
sous la condition initiale
_ dans Q_
w(0,2.) = {7 (z,y), dans (3.3)
(p-i-(xa y)a dans Q-i—:
les conditions aux bords sont
u_(t,—ly) = f-(t,y), y €]0,1]
(t:z:O) u_(t,z,1) =0, z€]—1¢0]
uy(t,z,0) = u+(t z,1) =0, ye€l0,1] (3.4)
au
a+(t L,y) = f+(t,y), y €]0,1],
avec la condition de continuité de la dispersion a l'interface I'g = {0} x]0, 1],
{dAu (t,0,9) + F_(u_(t,0,1)) = ds Auy (£,0,y) + Fi (us(t,0,9)), (35)
y €0,1, '

23



DJILALI Mortada Opérateur L et son équation résolvante

et la discontinuité du flux a I'y

Oou_

(1 —p)df%(

ou
£0,y) = pdi = (t,0,9), v €]0,1] (3.6)
Nous avons utilisé les notations suivantes
u— :U/|Q7, U4 ZU|Q+.

La condition est différente de celle considérée dans [I1]. Ici, u(t, x,y) représente une
densité de population, €2, est la zone refuge, tandis que §2_ est la zone tampon avec leurs
coefficients de diffusion respectifs d, et d_. Les équations définissent les différentes dif-
fusions dans les habitats avec leurs fonctions logistique de croissance ou de déclin F_ et F',.
Les conditions aux bords signifient que les individus meurent lorsqu’ils atteignent les
autres parties des frontieres {—¢, L} x {0, 1}, ce qui implique que notre domaine est entouré
d’un habitat hostile. Comme spécifié dans [2], les conditions sont essentielles dans ce
travail et expriment le fait que le processus de dispersion ne permet pas aux individus de
rester fixés en un point donné et n’autorise aucune barriere infranchissable a la dispersion.
Il est donc primordial de considérer qu’il y a une continuité dans tout le domaine. Enfin, la
condition a l'interface dans est basée sur un mouvement brownien caractérisé par le
parametre p €]0, 1], qui représente la probabilité qu'un individu situé a U'interface se déplace

vers le refuge €1, . Bien str, lorsque p = —, la continuité du flux aura lieu.

1
La condition 1) est justifiée par le fait que le temps local du processus lorsque p # 3

est discontinu, voir par exemple Otso Ovaskainen et Stephen J. Cornell dans [I4]. Notons
également que, lorsque nous considérons différents types d’habitats, la réponse des indivi-
dus a linterface est importante pour le comportement global du mouvement. Les auteurs
concentreront sur ’étude du probleme stationnaire linéaire en prenant :

F (u_-)=—r_u_ sur]—¢0[x]0,1[
Fi(uy)=ryuy  sur|0,L[x]0,1],

ou 74 est le taux de croissance a l'intérieur du refuge €2, et r_ est le taux de mortalité dans
la zone tampon €)_. Les auteurs intéresseront a I’étude de I'opérateur suivant :

d_Au_ —r_u_ sur]—¢,0[x]0,1]
Lu = (3.7)
diAuy +ryuy sur |0, L[x]0, 1],
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ou u satisfait :
u=0dans | — ¢, L[x{0}
u=0dans | — ¢, L[x{1}

Bound.C.
(Bound.C.) u_ =0 dans {—(}x]0,1]
(3.8)
aa“* = 0 dans {L}x]0, 1
x
(Interf.C.) d_.Au_(0,y) —r_u_ =dy.Auy(0,y) +ryup, y €]0,1]
8U_ 8U+
(Skew.C.) (1 =p)d-——(0,y) = pds—=(0.9), y €]0, 1.
Nous devons étudier 1’équation spectrale :
Lu— I =g, (3.9)

tel que u € D(L).Voir [§]. Dans un espace adéquat, ou u vérifie les conditions (Bound.C.),
(Interf.C.) et (Skew.C.). Nous rappelons que toutes les constantes r_,r,,d_,d, sont stric-
tement positives, p €]0,1[ et A appartient & un certain secteur.

A

w®) | u

3.2 Formulation opérationnelle de Lu — Au =g

Considérons 'espace de Banach :

E = Co([0,1]) = {y € C([0,1]) : ¥(0) = ¥(1) = 0},

25
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muni de la norme sup de C(]0, 1]). Définissons l'opérateur A dans E par

{D(A) — {4 € C2([0,1]) : ¥(0) = (1) = 0 et & € Co([0, 1))}
(AY)(y) = " (y).

Nous savons alors que cet opérateur linéaire fermé vérifie

(3.10)

{D(A) = E; pour tout n €]0,7[, p(4) D Sr—, U{0} et

AC >0:Vz e S, U{0}, |[(z] — A)~! < ,
€ Sy U0 IGT = ) aew < 175

voir [§].

D’autre part il existe une boule B(0,4), 6 > 0, telle que p(A) D B(0,9) et 'estimation dans

(3.10)) reste valable dans S;_, U B(0,0). Ici, p(A) désigne I'ensemble résolvant de A.

Les notations usuelles suivantes des fonctions a valeurs vectorielles

us(z)(y) = us(z,y),

permettant alors d’écrire le probleme (3.7)) dans l'espace E, comme suit :

u” (z) + Au_(x) — qu,(:c) — d/\u(x) = g_d(:v) sur | —£,0]
W (z) + Aug(z) + ;im(x) d):rqu(x) - g+d(f) sur )0, L]
(P { )10 =
u' (L) =0
A [0 (07) + Au_(07)] = r_u(07) = d [l (0%) + Aus (0°)] + 10, (0)
(1 =p)d_u”(07) = pd.u/ (07).
Soit & est

E=ueC(—-¢ LN\{0};E): Uj—r,0[ € Ca([—f,()]; E) et Upo,L] € CB[O.L]; E).
Alors, £ est un espace de Banach muni de la norme

[[ulle = max (HU—HC"([—E,O[;E)? ||u+||09(]0.L];E))
= max (”lb*HCe([fé,O};E)a HUJrHC"[O.L];E)) :
La fonction g € £ est
{g = gli-c0 € CY([~¢, 0); E)
9+ =9l € C([0, L]; B),

avec 0 < 6 < 1.I1 n’est pas difficile de prouver que 'hélérianité global de g sur [/, L] est
vraie si et seulement si
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3.3 Résolution du probléme opérationel (P,)
Fixons €y un petit nombre. Supposons que le nombre complexe \ vérifé

larg(\)| < m — €.

Posons ) \
T_ Ty
A =A——T1——1I A, =A+—"1—-—1
i Talh ATty A
qui ont le méme domaine
D(A_)=D(Ay) = D(A).
Pour l'opérateur —A, on peut vérifier que
r_ A
A = A4~ &
+ d_ + d_’
est sectoriel dans F. En fait, on peut facilement prouver que | — 00,0] C p(—A_) et, en

posant
M(=A_) = M(—A_ ) = sup [[t(~A_ + tI)""||,
t>0

on obtient pour tout A\ vérifiant
larg(\)| < 7 — &y,

t 1

M(—=A-) < sup : A
e

>0 1 r_ n A Ly
cos |—arg | — + —
M8\ T
Nous avons deux cas

1. SiJarg(A)] < g, alors pour ¢ > 0

r_ A ‘ ()\ r_> T_
o+ Dstl=d[ - ) =+t

- A Ly
Tt

d_  d_ d_ d_) = d_

ou d(, ) désigne la distance euclidienne.

2. Si g < Jarg(\)| < 7 — <0

r;+i_|_t—d i_t_r; > r;—l—t 1
4 TN\ ) ” \d S,

avec a €ley, g] et donc

r;+i_’_t_d i_t_r; > T;+t i
P A a )7 \d St £o,
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il existe donc une constante C' indépendante de A telle que

A Ssp|
=mEE e
COSTt>O :l:—i_t‘
__ ¢ sup ! < 00,

VTG R
sin(3) 0 | | 2= +1]

ainsi
—A_ € Sect[r — arcsin(1/M(—A_))],
avec M (—A_) indépendant de A, voir Proposition 2.1.1 dans [10]. Puisque

|arg(A\)] < 7 — e,

arg [~ "
S\d, 4,

nous obtenons donc de maniére similaire mais différente

. 1
—A+ c SQCt <7T — arcsin [M}) s

avec M (—A,) indépendant de \. Nous déduisons également les opérateurs suivants

A\ 1/2 r. A\ 1/2
N S aar S N

ayant le méme domaine :

il existe un petit eo(ry,d;) > 0 tel que

eo(ry,dy) <eg et < —eo(re,dy);

D(B_) = D(B),

sont bien définis et génerent des semi-groupes analytiques sur £, voir [10], p. 81 et aussi [1].
D’autre part, en utilisant la propriété d’homothétie (voir Proposition 3.1.2 dans [10]), nous
déduisons le fait que

pour tout z € {z € C\ {0} : |arg(z)| < g +e(Bo)},
C_
I(B- = =)~ < R
- (3.11)
et pour tout z € {z € C\ {0} : |arg(z)| < 5 +¢e(By)},
C
I(B+ — =D~ < TJI
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ou les constantes C_, C, €(B_) et ¢(B;) sont indépendantes de A.
Posons :
p-=(1—-p}d_, py=pd.

Notre équation spectrale
Lu—du=g€E,

et
_g-(2)
G_(z) = T z el —L,0]
G (z) = 92(:”’), z €)0, L
p-=(1-p)d-

p+ = pdy.

u_ (=€) =0
u' (L) =0
d_[u"(07) 4+ Au_(07)] —r_u_(07)

<

= d [u (07) + Auy (07)] + ryus (07)
(1 — p)du(07) = pd.uf, (07).

Par abus, I’équation caractéristique est
r*—B*=0,
les racines de cette équation sont
r=B e r=-B,
donc la solution homogene du probléme est de la forme
u(z) = e a + e P78,

avec a, J € R.

On pose
u(z) = P a(x) + e P*3(x),

par la méthode de la variation de la constante, nous obtenons

{eBzo/(x) + e BB (z) =0,
BePro/(z) — Be P/ (z) = G+ ().

29



DJILALI Mortada Résolution du probléme opérationel (P,)

On a 5 5
e’” e 7
A= BeB:c BG_BI,
est inversible, d’ou
—1 O 67335 1
/ . n-1 _ —_p-1,-Bz
o (x) = 5 B Gi(z) —Bebs 2B e TGy (x),
ainsi | o
alw) = ; /O B le BtGL (t)dt
et 5
_1 e x 0 1
roy et _ _1p-1,Bz
/6 (l‘) - 9 B BeB:c Gi(l’) 2B € Gi(l'),
alors | e
Bla) = -3 /0 B LePGL (t)dL,
donc

1 = 1 =
uy(r) = (2 , B;le_BitGi(t)dt> eBET | (—2 -/bi B;leBitGi(t)dt> e~ Bx?

T eBi(w—ai)a(x) + eBi(bi_r)ﬁ(x)
_ eBi(x_ai)Og(l’) + eB:t(b:t—Z')/B(x) + U:I:(G) (l’)

Finalement onc la solution de I’équation du second ordre suivante

u"(z) — B*u(z) = G(x),

dans E est écrite

u(z) = e@=0By 4 (O 0Bg 4 v(G)(x)
b

v(G)(z) = ; / ' e<m—t>BB—1G(t)dt+; ) OB B1G () dt.
Alors
up(z) = e By +b=mBER, 40, (G)(2)
va(Ga)(z) = ; i e@t)BiB;Gi(t)dH; / " DB gL (1)t
Ainsi

u_(z) = e a_ e PB4 (GO)(z), = €] —L,0]
up(z) = ePrag + "B 40 (G)(x), = €0, L],
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1 0

_(G_ 2/ (@8- p=1G_(t) dt+§/ @ B-B-1G_(t)dt
1 L

v(G4)(z) = 2/0 " IB BGL (1) dt+§/x =B BTG (t) dt,

avec ay,f+ € Fya_=—0,b_=0;a, =0,b, =L qui donnent
u (z) = B_e@t9B-q_ — B_ e *B-p_ 40/ (G_)(z), x€]—1¢,0]
W (z) = Bye"Pra, — Bie™Br g 40/ (GL)(x), x €0, L],
u' (0) = B_e'B- B_B_+v (G_)(0),
u, (0) = Byay — Byee"Pr 8 + 0 (G4)(0)

Les conditions aux limites donnent

{ u () =a_+eB-p_+v (G)(—£) =0
uy (L) = Bye"Pray — By By + 0L (Gy)(L) = 0,

{ a-=—eP-f_—v (G-)(-1) (3.12)

By = e"Prag + BT (GL)(L).

La condition de dispersion a l'interface
d_[u”(0) = B2u_(0)] — r_u_(0) = d [, (0) — Biuy(0)] + r1u(0),

devient

On a

u' (z) = B2e@t0B-_ — B2e7®B-5_ 40" (G_)(z), x€]—1,0]
Wl (z) = Be®Pra, — B2l g 10 (GL)(x), x €)0, L],

Par conséquent

u’ (0) = B2e"P-a_ — B2 4+ 4" (G_)(0),
u' (0) = BXay — B2e"P+ B + v (G4)(0).

Alors

d_[u" (0) — B2u_(0)] — r_u_(0) <= d_[B2eP-a_ — B3 + o (G_)(0) — Bu_(0)] =
d_[u(0) = Biuy(0)] = ryuy(0) <= dy[Biay — B8, + 0 (G4)(0) — Biuy(0)),

d-G_(0)+ A [P a + B +v (G )(0)] =d G (0) + Aoy + P48, +0v,(G4)(0)]
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et comme
u' (0) = B_e"P-a_ — B_B_ +v' (G_)(0),
'y (0) = Byay — Bie"Pr 5, + 1/ (G1)(0),

la condition de symétrie est

P (0) — pol,(0),= 0
p-(B_eP~a_ = B_f) = pi(Byay — Byet 5) = —p v’ (G)(0) + P+ (G+)(0).
Nous obtenons le systeéme

a_ = —eB-p_ —v_(G_) (1)
By = e"Pray + BIW (GL)(L)
p-(B-eP-a_ — B_B_) — pi(Bray — ByetPB,)
= —p-vL(G-)(0) + p+v}.(G4)(0)
A [eZB*a_ + 5—} - A {a+ + eLB+ﬂ+}
= d; G (0) — d-G_(0) + Avs(G4)(0) — A_(G-)(0),

ce qui équivaut a
donc

a-=—ePB_—v (G-)(-0)
By = e"Pray + BYW (Go)(L)
p-(eP-a_ =) —py(BZ'Bray — BZ'Bye"P+ By ) = (1)
{eeB—a_ + ﬂ_} — [oz+ - eLB+B+} = (II).
En utilisant les deux premieres équations, nous obtenons
p-(eP-a_ — ) = pp(BZ'Biay — BZ' By )
=p (P [=eP B — 0 (G)(=0] - B-)
—p+(BZ'Bray — BZ'ByePr[efPray + BN (G)(L)))
= —p [P+ B ] —p_eP-v (G )(~0) — ps B-'Bias
+pi BBy Pray +p BT B P (GL)(L)]
= —p_[I+ &8 —p BT I + &P ay
+py BTl P (G)(L) — p-etP v (G)(—),

et :
[P as + 8] = |ay + Py = P[P B — v (G_)(—0)] + 8-
= [o + e P Prag + BUWL(GL) (L]
= (I —e*B)p_ — (I 4 *B+)a,
— o (Go)(=0) — " BY WL (G4 )(L).
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Alors, le systeme ci-dessus devient

. {1 + ezeB,} B —p,B'B, {1 _ 62LB+} ay

= (I) = p+ BZe"P v (GL)(L) + p-ePrv_(G-)(=0) == (I')
(1— B)3 — (I 4 e2B+)a,

= (I1) + ¢'P-v_(G_)(—0) + P+ By, (G4)(L) = (IT'),

o {_ﬂp+awq@ p BB [1 - ], = (1)
(1= P)5 — (145, = (117)
Le déterminant abstrait de ce systeme est
| (I + €¥B-) —p+B;1B(I — LB
] 2£B_) —(I + 62LB+)
=p_(I+&P) I +eP*) + py BBy (I — e*P4) (I — eP-).

3.4 Inversibilité de A,, .

Pour l'inversibilité de Ay,,_ ., les auteurs utiliseront le calcul H> pour les opérateurs sec-
toriels. Puisque (I + e2B-), (I +e2EB+), (I — e*B+) et (I — €*B-) sont bornés et inversibles
en appliquant la Proposition 2.3.6, page 60 dans A. Lunardi [12]. Posons :

:T::p_7 ;\_:)\_, 2:P+7 CZL:)\+7
et considérons w €)0, 7| et rappelons
S, ={2z€C\ {0} :|argz| < w}.
Considérons la fonction suivante
Exp_ps P 0w D 2 expp, (2),
définie par
6>\,p,,p+(z) (1+€ 0(z4+A_+p_ )1/2> <1+€—2L(z+)\+—p+)1/2>

+ 4 (Z + A — P+)1/2 (1 N 6—2L(Z+>\+—p+)1/2> (1 _ 6—2é(z+>\,+p,)1/2) .

(24 A4 p_)V/? ’
Cette fonction est clairement holomorphe et bornée puisque

Re(z+A_+p )2 >0 et Re(z+X . —py)2>0,
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P+

ainsi ey, ,, € H*®(S,). D’autre part, nous savons que 'opérateur —A a un calcul fonctionnel
borné H*>(S,,); d’ou

AA,IL,IM - e)wpﬂer(_A)‘
Nous avons

lw+ z| > (Jw| + |2]) cos (argw—argz) :

2

(z+ Xy —p)'?

1 — e 2b(H+A+p )12
(z4+ A+ p)1/2

(3

_ (z+ Xy —p)'? —2L (24 A —py)t/2 —26(zHA—+p-)'/?
q)—arg<(z+)\+p)l/2 +arg(1—e +=P+ )+arg<1—e )

—arg (1 + 6—2€(z+)\,+p7)1/2) _arg (1 + €—2L(z+)\+_p+)1/2> 7

’ _ e 2L(z A1 —py)/?

’ek,p—@r (2)‘ > <p+

Tp ’1 + o2 (A +p )/

1+ €*2L(2+>\+*P+)1/2D .

ou

alors
|P| < ‘arg(z Py — p )2~ arg(z 4+ A +p7)1/2‘
+ ‘arg (1 _ 6—2€(Z+>\7+p7)1/2) —arg (1 4 6—2€(z+/\7+p7)1/2)
+ ‘arg (1 _ efQL(z+)\+*P+)1/2> . arg (1 + 672L(Z+/\+7p+)1/2> '
Or, puisque

z€8,={2€C\{0}:|argz| <w},

On peut alors voir qu'il existe des constantes wy_, €]0,w/2[ et wy, ,, €]0,w/2[, (telles
que wx_,_ < wy, p, ) telles que

20z + A+ p )2 €8,
2L<Z =+ >\_|_ — p+)1/2 - S

WAy pg”

En utilisant le lemme ([2.2)) assestion 1, on obtient

‘arg (1 _ 672€(Z+)\_+p_)1/2> —arg (1 I 6725(2+’\_+p_)1/2)

< WA_p-
‘arg(z + A =) —arg(z + A+ Pf)l/Q‘ S Wappys
d’ou

|(I)’ S Waypp —Waipo TWA_p_ +Wap
< 2“/\+,ﬂ+
< w,
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et

(z+ A —pp)'/?
(z4+ A+ p)1/2

+»p—(1-+-e—2“Z+A7+P7V“2

1 — e—2€(z+)\7+p7)1/2

o (3).

’ 1 — e 2Lty —p4) /2

’e/\7pﬂp+ (2)‘ > <p+

1 4 e 2L(H+A—p4)!/?

en utilisant Lemme ([2.2)), assestion 2,

’6>\7P7,P+ (Z)‘ 2 p_ ’1 + 6_2£(Z+>\7+p7)1/2

1+ e_ZL(Z+’\+_p+)1/2’ cos (w)
2
>p_ [1 i efﬂ/(Qtan(wAiypi)] [1 . e*ﬂ/(Ztan(wMﬁM)} coS ((’;)
—T an(w 2 w
= p_ (1 — ™™/ (2tan( /2)> coS <2> > 0;
Nous avons utilisé le fait que, pour tout z € S, on a
tan(wy_, ) < tan(w/2) et tan(wy, ,, ) < tan(w/2).

Par conséquent, la fonction ey, , (2) ne s’annule pas sur S, et la fonction 1/ey,_, (2) est
bornée, donc elle appartient a H>°(S,,). De plus :

1 o C C

o op- (I=pyd’
Nous en déduisons que Ay ,_,, est inversible avec

S e L.

Exp_.py

Exp_.py

HA;}»—M HL(X) S (1—p)d_

Remarquons que la constante C' est indépendante de I'habitat et du parametre A.

Ay p AN =ATA,,

P+

il en découle que
AL A= AAL

Ap—,p+ Ap—,p+?

sur D(A), donc A;;L’m est un opérateur borné de D(A) dans lui-méme. Par interpolation,
Afl

\p_p. €st alors borné dans tout espace d’interpolation (D(A), X)a,4 (voir la définition dans
[9]), et on a clairement aussi 1’estimation suivante

C

Ayl S T
H LUD(A)X)a) (1 —p_)d_

Ap—,p+
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3.5 Retour a I’équation spectrale

Rappelons que si

{ (1) = B™ [=p-v (G_(0)) + p4v/, (G+(0))]
(

1) = { 14,64 (0) —d_G_(0)] + v+ (G4 (0)) — v-(G(0)),
et
(I') = (I) = ps BYeXP0i, (G ) (L) + p-e®v_(G_)(=0)
(I1') = (IT) + eB=v_(G_)(—0) + €5 By W, (G4 )(L);
puis

(I') = (I) = py BE ety (G) (L) + pe™®-v_(G_)(~0)
= BZ' [=p_v(G_)(0) + py v/, (G4)(0)]
— e BB, (GL)(L) + p_etu_(G)(~0),
(I1') = (IT) + ¢~ _(G_)(—0) + 45 B, (G (L)
= LG (0) — d-C(0)] + v, (C)(0) —v_(C)(0)
+eP-u_(G_) (=) + "B+ BN (G4 )(L).

A partir du systeme
—p- I+ p = p BBy (1= P )y = (1)
(1=e*P) B = (I+eP+)ay = (I1),

on obtient
B = Ax\ylo v [P+B ‘B, (I 2LB+> (1) = ([ . €2LB+> ([/)}
Qyp = AA;J Pt [ - (] + e ) (1) = (I N 6%37) Ul)] ’

et

a =—ePp - ( -)(=0)
= Ay, € (Ips BT BL(I = M P0)(IT) — (1 + €*P+)(1)])
—v(G-)(=0),
d’ou on déduit que
u_(z) = e a4 e B+ (G )(x)
A/\; i€ !B o(z+0)B- [p+B:1B+(I— €2LB+)<II/) i (I+€2LB+)<]/)}
— TP [y (GO)(=0)]
+ AL g ¢ P [P BD B = SN (IT) — (I + ()]
+ v (G-)(2);
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et maintenant, en utilisant

ps BBy (I = 2 P)(IT') = (1 4 €250 )(I')
= p BB = ) [ (4,64 (0) 4 G(0)]
+pe BZ' B (I = 5 [, (G1)(0) = v (G)(0)]
+pe BB (I = 2MP4) [ePv (GL)(—0) + "B+ BI W, (G )(L)]
= BZY(I + P) [—p_v/ (G_)(0) + pv/, (G4)(0)]
— (I +50) [p_eP v (G ) (=) — py B Mo/ (GL(L))]

Pour z €] — ¢,0[, on a :

u_ (x) _ 6(:p+Z)B,a + efa:B,B +u (G_)(J?)
A)\; o€ e!B- @+ B- [p B~ 1p (I 2LB+)(III) . ([+€2LB+)(I/)}
— Py (GL)(~0)
+ AL, e [P BT B = S (1) — (14 &) (1))

+v(G)(@),

(e—mB, _ 6(x+212)3,> [p B~ IB+(I 2LB+)<]I/)}
(e—xB_ . 6(:c+2£)B_> [(1— + 62LB+)<[ )}
— @B [y (G ) (—0)] + v_(G_) (). (3.13)

De méme, on a

B, = Mo, 4 BYWL(C)(D)
— AL LB+ ([_p7<[ 4 62£B_)(][/) (- 6223_)<1/)])

Ap—,p+

£ BIWL(GL(L),
et pour tout z €]0, L[, on a

uy(z) = AA; o ( By _|_6(2L—x)B+) [—p_(]—l—e%B*)(][') —(I— 6263,)(]/)]

+ B (e IPO(GL) (L)
+ v (Gy)().
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3.6 La discontinuité de la densité

Comme nous 'avons mentionné, la densité de population n’est pas continue a travers l'in-
terface. En effet, on a

U ( ) A)\;} p+( 2B~ )[p B~ ip (]—62LB+>(I],)—(I+62LB+>(]/)}
— P [y (G)(—0)] + v (G)(0), (3.14)
et
up(0) = Ay, ,,+<f+e2LB+ DL+ P = (= e2)(1)]
+ Byl P UL (G)(L) + v (G4)(0),
alors
u(0) —us(0) = Ay}, (I =) [py BZ' B (I — " P)(IT') = (I + €*7+)(I')]
+ Ay T+ 50) [p (T4 P (I1) = (I = P )(1')]
— P [ (GL)(=0)] — By PP (G (L)
+v(G)(0) — v (G4)(0);
Axppe = p-(I+ )T +eP4) 4 py BB (I = eMP0)(1 — 57,
donc

u_(0) —uy(0) = A,\; Pt [p+B:lB+(] - €2LB+)(I - 62£B7)
+p- (I + e 5) (I + X0 (IT)
+A)\p o [(I+62LB+)(I_ 6233,) _ (]_GQZB,)(]+€2LB+)} (I')
— e [y (GL)(—0)] = By M1 (G ) (L)
+(G)(0) = v (G1)(0)
= (IT') = €' [v_(G_)(—0)] — B 'e"P+1/, (G (L)
+ v (G)(0) = v (G4)(0);

Rappelons maintenant que

(I1') = (I) + "0 (G_) (=) + 5 B, (G4 (L)
= {6 (0)  d_G_(O)] +v4(G.)(0) ~ v (G)0)
+ e P y(G_)(—0) + e“B+ BI W (GL)(L).
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Donc
u(0) ~ i (0) = 14, G4(0) —d_G_(0)] + 14 (G )(0) — v-(G)(0)
+ePv (G_) (=) + "B+ BIYW, (G4)(L)
— P [y (G)(—0)] — By PP (G)(L)
+ v (G2)(0) = v4 (G (0)
= 114G (0) ~ d_G_(0)] 0,
depuis

dG(0) —d_G_(0) = g+(0) — g-(0) # 0.
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Estimation de 'opérateur résolvant

4.1 Estimation de la norme ||u_|

Ici, z € [—¢,0]. Toutes les constantes C' dans cette section sont indépendantes de A en vertu
de (3.9)). Estimons d’abord :

0
(a) = 1/ e VB-B71G_(1) dt+;/ e=DB-p71G_(t) dt

2/2 (DB BN G () — G (x)) dt
+5 / (=0)B-BY(G_(t) — G_(x)) dt
;/ G (x) dt

/ (t-2)B-B-1G_ (1) dt,

soit
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On a
1(@)lle < CIIBZ2|G-lcoq—c.o;m)

)\ -1
A-ro A
(=)

C
r’HG—Hc@([—z,O};E)'

<C |G _[lco(—e,01:1)

<
A

i Ta

Maintenant, estimons
(b) = v_(G-)(=0)
_ L[ s g (t) dt
2/ -
1

=5 Z B 0B~ (G_(1) = G_ (b)) dt

1 0
+ 5B / PG (—h) .

_ ; B /_ e B_eOB-(G_(t) — G_(—0)) dt

+ ;BWB— _ G (—b),

comme ci-dessus. Nous obtenons

1)z < CIBZING-llcog-ea1.p)
C
M“G—HCG([—&OLE)-

<
- + -
d_  d_
Pour le troisieme terme suivant,

(€) = v4(G4)(0) — v_(G_)(0)
- ;/L B+ BTG () dt — ;/i e 'P-BT'G_(t) dt,

2/ BB (G () — G (0))dt + — /B LB, (0) di

/ B-le B (G_(t) — G_(0)) dt—g/_zBile*tB—G,(O)dt



DJILALI Mortada Estimation de la semi-norme [u_],

d’ou il suit que
l()lle < CIB2NG oo o,n,e) + CIBZ2 NG -lles(-co.E)

C C
R R P
d, dy d_ ' d_

La méme estimation est obtenue pour tous les termes dans u_(x). En résumé, nous avons,
pour tout A\ complexe tel que
{ |)\| > Ty

|arg(\)| < 7 — e,

< ||G—||09([—é,0],E);

L’estimation

C C
Ju—llo-rom) < )\7”G+”CG([O,L};E) + /\7’\(;4\09([4,01;19)-
A s AL
dy dy d_ d_‘
De la méme maniere, on obtient
C C
lurlleqo.nie) < Ty lG+llooqonym + 5 1G-lloo-c01m).
A AL
dy dy d_ d_‘

Tous ces dénominateurs ne s’annulent pas.

4.2 Estimation de la semi-norme [u_|y

Comme précédemment, toutes les constantes C' de cette section sont indépendantes de A\ en
vertu de (3.9). Nous devons maintenant estimer la semi-norme

= sup =) mu-(@)lle

Il,xze[—ﬁ,o] |x1 - x2‘9
T1#£x2

Rappelons que
" ($) _ A;;)_,p_,, (efa:B_ _ e(x+2£)B_) {p+BilB+([ . €2LB+)(I[/) _ ([ + 621B+)(I/)]
— B[y (GL) ()] + v (G ) (@),
P+ B By (I — 2 P)(IT) — (1 + P )(I)
i [d+G4(0) = d_G_(0)] + v4(G1)(0) — v—(G—)(O)}
+py BB (1 = 2MP4) [P0 (G)(—0) + "7+ B{ W, (G)(1)]
= BT+ e [—pv (G)(0) + po, (G)(0)
(1 + 2B [p Py (GL)(—0) — pi BB, (G )(L)):
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ou

p+BZ'Bo(I — PPP)(IT) — (1 + 225 )(I)
=5 B2 B, [ (4G4 (0) — 4G (0))]
2B B 02(G)(0) = 0-(G-)0)
~ P BB e2LB, [ 4G (0) — d_G(0)] + 14 (G1)(0) — v (G)0)]
T pyBo—1By (I — 254 [P0 (G_)(—0) + ¢+ By~ 10/, (G (L)
— B_—1(I + e P+) [=p_/ (G_)(0) + ps v/, (G4)(0)]
— (454 [p_eP v (G-)(—b) — s Bo—1e"P + V(G )(L) ;

donc, nous pouvons écrire

p.B'B, ([ 2LB+) (H/)_([+€2LB+) (I')

_ i” B'By [d,G4(0) — d_G_(0)] + (IIT),

ou le terme (I11) est régulier, c’est-a-dire, au moins dans le domaine de B_. On obtient alors
pour la représentation de u_ :

B [d, G (0) — d_G_(0)]
+ AL, w08 [p+B:IB+<J — LB (IT') — (I + €225+ (1')]

TN (e LR 1 (100))
— @HOB- 1y (G_)(=0)] +v_(G_)(x).

T
u_(z) = Xp+B_1B+A !

Ap—,p+

Nous avons

1 0

e(m—i-é)B, [U_(G_)(—Z)] 2 (a:—i—Z)B ( e(t—i—l G ( )dt)
4

_ 1 (

2

/
@+0)B_ (/_Oee HOB-B1(G_(t) — G_(—10)) dt)
(L

+; wron ([ eom g (- f)d’f)
G

_ @) B- (/ B_e OB (G_(¢) — _(—6))dt>
¥ 53: P (PG (1) - a(—ﬁ)),
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et

x

1 = 1 /0
v (G)(@) =5 [ B BIG (f)dt + / DB B1G () dt
_lp [T p @0 _
— 3B [ Bc (G_(t) — G_(2)) dt

B2 [ Bt (G_ (1)~ O_(w) di

2
1
+ ;B:Qewwc_(x) B GL(x) - BTG ().

En résumé, nous obtenons

1 _ _
u_(z) = XP+B_1B+A,\;_,;D+

e " B-[d,. G (0) —d_G_(0)] + (IV)

0
_Lpogeion ( [ Bt 0BG (1)~ G(~0) dt)
2 —0
o ;B—Qe(ax—o—é)B (efB, G (—E) — G (—ﬁ))
Lo * (z—t)B_
+ 5B /e B_e (G_(t) — G_(z)) dt
0
+ ;B:Q [ B P (G (1)~ G (o)) dr
+ ;Bze(”f)B—G_(x) + ;B%w— G_(z) — BG_(x),
ou 1
u_ (.I‘) = Xp+B:IB+A;\;}_7p+€7xB_ [d+G+<O) — dfo (O)] + ([V)
0
_Llp2@ion ( | B (G (1)~ G(~0) dt)
2 —¢
— ;B:Qe(”@Bew G_(=0) + ;B:Ze@“)B G_(=0)
1 T
+ 5B /_ B (GL(t) — G () dt
0
+ ;BZ [ Bt (G0~ G (o)) dr

1 1
+ 519:2@@%&(G_(x) —G_(0) + 53:%(”@& G_(=0)

1 1
+ §B:26_’”B*(G_(x) —G_(0)) + §B:26_””B*G_(O) — B*G_(x);
Remarquons que le terme (V') est régulier. Posons

wi(z) = ; [ B G () - G (e

wy(x) = ;/: B_e=9B—(G_(t) — G_(z)) dt

v= [ Z B0~ (G (1) — G_(—L)) dt.
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Alors, nous savons que

[wilo < CIG_|lco-coip), [walo < ClG_|lco—e0:);

en appliquant exactement les mémes techniques que dans [16], p. 46. D’autre part, nous
avons

0
Ve Dp (0,400) = Da(=,

5 +00),

ce qui implique que
0
o s @B (/ B,e(t”)B—(G,(t) _ G(_E))dt) € C"’([_ﬁ, 0; £).
—t

Ecrivons maintenant
ws(x) = e P (G_(x) — G_(0)) + e P~ G_(0) := wy1(x) + wsz(2),

et observons que
lim ws(z) = G_(0),

z—0~

car G_(0) € E = D(A) = D(B_). Ainsi, ws € C([—/,0]; E') et nous savons que

w31 € 09([—6, 0], E),

en vertu de [16] (voir p. 47 pour la propriété holdérienne de la fonction dans (4.19)). D’autre
part,
Wz € CO([—E, O], E),

si et seulement si

G_(0) € Dp_(0,+00) = D(0/2,400).
De maniere similaire, on obtient
z = HOB-G_(—1) € C%([—¢,0]; ),

si et seulement si

G_(—V) € Dp_(0,+00) = D4(0/2,400).
En résumé, si nous supposons que
9+(0),9-(0), g—(—€) € Da(6/2,+00),

nous avons

C _
[u-]o < W|l9+(0) = 9-(0)llpae/2.400) + CIIBllg-llcoq-e0:m)

+ OB |G- (=0 . sy + 16~ (=Ollpat0250

+ CIBZ*[lg-(0)l| p.s(o/2.+50)-
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ot (-1 20)]

Mais

~X

A +7“_
d_  d_

ainsi

C C
[u-]o < 71l9+(0) = g-(0)IDaco/2.400) + Tv—71l9-llco((=c.01:)
I\l ‘ A 7“_‘

“d
e lem-c_(-o)| G (=) paeae0
A r_ D4 (0/2,+00) ’
R
Tl (00720
i

4.3 Estimation de la semi-norme [u,]y

Comme dans les deux sections précédentes, toutes les constantes C' ici sont indépendantes
de A en vertu de (3.9).

Rappelons que
ui(x) = Ayp_,, (P 4+ eCEmmBe] [op (T4 P)(IT) = (I + P-)(1)]

+ B e B (GL)(L) + 0y (Gy) (@),

o (I')y = (I) — py BZ*e"P+0/ (G4 ) (L) + p_eP-v_(G_)(—0)
(I1) = (I1) + e v (G)(=0) + "7 By W/ (G4)(L),
(I)= B! [—pfvi(Gf)(()) +p+v’+(G+)(0)]
1) = i [d1G1(0) = d-G_(0)] + v4(G1)(0) — v (G-)(0)
Alors

—p- (T 4+ ) (IT) = (I = P )(I')

= —p_ (T+e*P) [(I]) + ePv_(G_)(=0) + P+ BT, (G ) (L))
— (I =eP) [(1) = py By "0l (G )(L) + p-e™P o (G )(—0)]

= —p (1 + %) [£[44640) — d-G_(0)] + 0,(G1)(0) — v (G)(0)

== (T4 ) [P (Go)(=0) + P B (G (L)

— (I =) [BZ (=p-(G-)(0) + v/, (G4)(0))]

— (I = eP) [=py B2/ (G )(L) + p_eP v (G)(=0)].
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Nous avons
1, (L—2)By L% eeB, pt L2 ion)By pet
v (G1)(x) + BT V(G = 5/0 e@B+ B G+(t)dt+§/x 0B BEIG (t) dt

1 L
+ 53116(1—4—‘”)3* /0 eL=0B+ G (t) dt.

Alors
1B—l (L—z)B+ L (L—t)B+G dt = 1B 2 (L z)By B (L—t)B+ G G.(L
SB et [T L)t =SBy [ B0 (6 (0) ~ G (L)
+§B;1e (L=2)By. / By el0B+q (L) dt
1
53““&/Be“&m4>GMMﬁ

1 1
_iB 2 (L IB+G+(L)+§B; €(L7x)B+€LB+G+<L),

et
1 f= 1 L
3 /0 e B+ BTG (1) dt + 5 /x e=MB+ BTG (1) dt

1., /e o
= 5B [ Bl (G () - Gale) d,

1 -2 L (t—z)B
+5B7 / B.e=0B (G (1) — Gy () dt
1 © 1 L
+§B;1/0 e B+q () dt—{—QB;l/m =BG (x) dt
1, o
— 5B /0 B. @08+ (G (1) — Gy () dt
1 L
+ 5B / B et=0B (G (1) — Gy () dt
1 1
+ 5 B2 G (x) — GL(0)] + §BIQ€IB+G+(0)

2

L (e | .
+ §B+2€(L B+(G Ly (z) — G4 (L)] + §B+2€(L B+G (L)

— B_’__2G+(ZE)

et=f o2

les estimations pour [u, ]g sont valables pour [u_]s , sous I'hypothese que

Puisque
C

Ay

d, d,

~ ?

g+(0)7 g-i—(L) € DA(0/27+OO)7
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et nous obtenons

[uy]o < |§|||9+(0) — 9-(0)|[Da(o/2,400) + 3 c " 9+ llco o,z
dy  dy
C
+ ﬁ”.g-i-(L)HDA(e/QHFOO) + ﬁ”g‘f‘(o)”DA(e/QA“OO)'
dy  dy dy o dy

Théoreme 4.1. L’opérateur de dispersion L défini dans les deux habitats décrits en
ci-dessous génére un semi-groupe analytique (pas nécessairement continu en ().
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