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Introduction

La question du bien-fondé de la modélisation mathématique se pose lorsqu’il s’agit d’in-
terdisplinarité entre les sciences. Il s’agira d’abord de définir un minimum ce qu’est la modé-
lisation, en particulier une modélisation mathématique. Nous ne discuterons pas des analyses
statistiques et autres recherches de corrélations et de traitement de données. S’il y a mathé-
matisation il n’y pas forcément modélisation au sens ou I'entend la physique par exemple.
Certaines méthodes mathématiques ont des portées universelles et sont par conséquent indé-
pendantes des sources des données et des objets auxquels elles se trouvent appliquées. Nous
restreignons modélisation a des cas ol les méthodes permettent la conceptualisation théo-
rique d'un domaine particulier d’objets. La modélisation mathématique aura alors pour but
la reconstruction des phénomeénes réelles, par des équations différentielles, des équations algé-
briques, des équations intégrales,...etc. Nous présenterons divers type de modélisations issues
des sciences sur la base d’exemples biologiques des niveaux moléculaires aux écosystémes,
en particulier a certains comportements sociaux des animaux.

Dans notre travail on s’intéresse a la modélisation mathématique de certain phénoméne
biologique par des équations fractionnaires.

La théorie de dérivation fractionnaire remonte de plus de 300 ans, quand en 1695, I'Ho-

pital a demandé & Leibniz le sens de —‘Z pour n = 27 ensuite d’autres mathématiciens
comme J.Fourier, N.H. Abel, J.Liouville, B.Riemann, ... etc. se sont poncés sur cette théo-
rie. On dénombre plusieurs définitions de la dérivée fractionnaire (dérivée fractionnaire de
Riemann-Liouville, Grunwald-Letnikov, Caputo, Miller-Ross). Pendant longtemps, les ma-
thématiciens n’arrivent pas & donner un sens géométrique a la dérivation fractionnaire, c¢’est
la raison principale du développement moins rapide de cette théorie. Ces derniéres décennies,
la dérivation fractionnaire a trouvé son application dans divers domaines : la physique, la
chimie, la biologie, ...etc.

Dans ce mémoire on s’intéresse aux approximations numériques de dérivées fractionnaires
et leurs applications dans d’autre science comme la biologie et la biomédicale. On donne
une importance particuliére a la modélisation et simulation numérique de transmission des
épidimies par les équations aux dérivées fractionnaires.

Ce travail est une synthése de deux travaux du professeur Delfim F.M et al. Torres, le
premier est un article de recherche, [4]. Le deuxiéme est une communication [2].

Ce mémoire est organisé comme suit :

Le premier chapitre est consacré a une description générale de calcul fractionnaire et
une approximation numérique de la dérivation d’ordre @ (0 < a < 1). Dans le deuxi¢me
chapitre on présente la description d’une méthode de résolution numérique d’une équation
différentielle basé sur les ondelettes de Legendre. Dans le troisieme chapitre, on donne quelque
exemple pour illustrer ce qu’on a fait dans le premier et le deuxiéme chapitre, et on termine

bt



notre document avec une conclusion générale, bibliographie et des annexes.



-

Chapitre 1

L’ Approximation des Dérivées
Fractionnaires

Dans ce chapitre, on commence par quelques définitions et propriétés sur les intégrales
fractionnaires, ensuite on développe une nouvelle décomposition de l'intégrale fractionnaire
en séries entieres contenant des dérivées ordinaires.

On est tous familiarisés avec 1'idée de la dérivée classique. La notation habituelle

df L f :
@) = D'f(w), (@) = D (@)

On est également familiarisés avec les propriétés tel que
17p 1 1

D™ [f(z) + g(z)] = D" f(z) + D g(x).
Mais quelle serait la signification de la notation comme

dl/?f
dxrl/2

() = DYV2f(x) 77

Plusieurs grands mathématiciens se sont posés la question comme [.’Hopital, Euler, La-
grange, Laplace, Riemann, Liouville.
Par exemple pour la fonction exponentielle, on sait que lorsque n est un entier on a

De¥ = Je™, D%e’® = Ne?%, . D% = e,
Pourquoi ne pas remplacer n par % ? Et écrire
D2 = \/2eM= ?77?
Pourquoi ne pas aller plus loin et prendre n un nombre irrationnel comme v/2 ou un

nombre complexe comme 1+ 77
Supposons que pour toute valeur de « entiére, rationnelle, irrationnelle, ou complexe on

alt
D(te/\m — /\ae/\;z:‘

Liouville a utilisé cette approche.

ex\x — Dl(D 16)@)’

7



donc on aura

D~16)\z — %e)\x — /e)\xd‘r‘

Dirag =//e’\zdxda:,

donc il est raisonnable de donner un sens & D quand « est un entier négative (—n).

De méme pour

Remarque 1.1 D représente une dérivée si v est un nombre réel positive et une intégrale
st o est un nombre réel négatif (on la note 1%).

Et on sait que la dérivée de X? (Lacroix,1819) est

DOXE = X°,
DIX? = pXri,

. |
D"X? = plp—1)..(p—n+1)Xr =L _xpn

(p —n)!
_ T+l ypan
F'p—n+1)
Donc 1l est naturel, pour un « réel, de poser
I'(p+1) -
DXP = ——— = _XP, 1.1
I'p—a+1) (1.1)
On a
+o0 An
Ar n
e’ = ZO —z" (1.2)

Et on veut une dérivée d’ordre o de (1.2), en utilisant (1.1), donc on peut la définir comme
suit

400
)\n
QXN n—ao
D% _nZ:()—F(n—a+1)x : (1.3)
On a aussi
D% = X%, (1.4)

Les deux expressions (1.3) et (1.4) sont différentes.

La formule (1.3) est la dérivation de e’ au sens de Riemann-Liouville, tandis que la
formule (1.4) donne la dérivation de e** au sens de Weyl [2].

Maintenant, on va définir 'intégrale fractionnaire.

Définition 1.1 Soit lintégrale classique

ol = /::L‘(T)dT.



La formule intégrale de Cauchy

aly B(E) ﬁ/ﬂ (t —7)" 'z(r)dr (1.5)

I et
— m/a(t—r) z(7)dr.

En utilisant le caractére continue de I', on peut prolonger son domaine de validité sur R, .

L’opérateur défini dans (1.5) peut étre défini de la maniére suivante
L’intégral fractionnaire & gauche d’ordre a@ > 0 au sens de Riemann-Liouville d’une
fonction z : [a,b] — R est donnée par

N —lyp(r)dr, «
Joa(t) = 4 T(g) =7 alndr, a>0
x(t)a a=0

[% s’appelle 'opérateur intégrale d’ordre arbitraire o« > 0 au sens de Riemann-Liouville.
Quant a Pintégrale fractionnaire a droite au sens de Riemann-Liouville de z : [a,b] — R,
elle est donnée par

sl g (t) = ﬁ/t (r —t)* 'a(r)dr, a>0.

Quelques Propriétés
Sia>0,3>0, alors

JEI () =4 IMPa(t) et JRIP2(t) = IEPa(0).

Si x € C™([a, b]), alors on a

—

— (t—a)yet .
el Bt = 1_‘@Z_i_ﬁ)-mm(a) 4o Itz ™(1), pour a > —n.

<
Il
(=)

1.1 Une Décomposition de I’Intégrale Fractionnaire

Soit x une fonction analytique dans [a, b], alors on peut réécrire une intégrale fractionnaire
comme une série entiere.

On a

(L] = ﬁ /t(t —7)* 2(r)dr, a>0,a<t<Db, (1.6)

en faisant le changement de variable suivant
tl—T=8=>717=1-—25,

on obtient

1 t—a
aly 2(t) = ] /0 s* ot —s)ds, a>0,a<t<b. (1.7)

(o)



Ensuite, on a

kx(k)(t) k

o(t—s)=a(t) + Y _(-1) L

On remplace Uexpression de x(t — y) dans (1.7), on obtient

t—a oo LL'(k)
dealt) = g [0 !x(t)+2(—1>’“%yk] y

Donc

1 o0 (—1)k(t _ a)k:+a
el Z(t) = =® (1),
o) = g 3 I
pour tout ¢ € [a, b] [9].
Du point de vue numérique, on ne peut pas évaluer une somme infinie, c¢’est la raison qui
nous pousse a tronquer cette somme comme suit

1 o (“LF(E—a)f |,
T(a) Fiam @O

AR
k=0
L’objectif est de présenter une nouvelle formule de décomposition pour les fonctions de

classe C'", pour illustrer ceci on prend n = 3 ensuite on généralise le résultat pour tout n.
Soit z € C®[a,b], on a

1 t
alpa(l) = m/ (t—7)*'z(r)dr, a>0,a<t<b
a

une intégration par partie donne

(t —a)°

ol (t) = T(a+t1)

z(a) +, IZ2'(t), a> -1, (1.8)

on sait que

1 t

o (t) = —/ t —7)% (7)dT,

a’t ( ) F(a+ 1) " ( ) ( )

on intégre par partie l'expression de ,/7"'2/(t), ensuite on la remplace dans (1.8), on
obtient pour o« > —2

(t—a)°

2l wlt] = mx(a) -

(t s a)a—H

oy @@ e 1), (19)



on intégre par partie I'expression de I %2”(t), et on remplace dans (1.9), on trouve
pour o > —3

(t _ a)a+1
I'a+ 2)

2"(a) +a [P (8),
= ——z(a) + E=af,

T(a+1) Tat2) @

(t — a’)aﬂ " 1 ! at2 3
e @ + gy | (€~ 7% (e

On applique la formule de binéme (voir annexe A (3.7)) pour le terme (¢ — 7

(t B T)a+2 e [(t ) ]a+2 Z F a prj_—:: :;)' (t _ a)a+2~p(7. _ a)P

« _ (t B a)a
odifz(t) = mm(a) -

(t _ a)a+1
[(a+2)
(t—a)®

+

)a+2

alors 'intégrale fractionnaire devient
(t—a) (t—a)* , (t—a)* ,
Tt @ Targ "W Tary ® @

1 ‘N ( l)pr(a - 3) at2—p P,.(3
+——I‘(a+3)/ z;[‘(a PR 1(t—a) (r — a)?Pz®(r)dr

- (t_a)axa (t_a)a—Hm/a (t_a)a+2$//a
= Tar 0" Tar9* @t Tazg ® @

(t — a,)aJr? g (_]_)P]_"(a + 3) t s
T(a+3) & T(a—p+3)plt—a) /a (r —a)a®(r)dr.

odyx(t)

Gréce a une propriété de la fonction Gamma (voir Annexe A (3.8)), on trouve

(a—l—Q ) _ ( —(—a—-2) ) __Ta+3) _ (-1fT(-a—2+p)

P P pT(a—p+3) P (—a —2) 2
done (~1pT(@+3) _T(p-a-2)
I'a—p+3) [(—a—-2)
Alors
aIta-T(t) (t - a‘)a ( )+ (t - a)a+ /( ) (t - a)a+ //(a)

et " Claetg) " Do+

(t—a)? S Tp-a-2) [
Tt 3) p=0 [(—a —2)p!(t —a)? /a (r = a)’x(r)dr.

On extrait le premier terme de la somme (p = 0), on obtient

«@ (t - a‘)a (t — a)a+1 / (t B a)a+2 "
o1yz() fml’(a) mx (a) mw (t)

(-0 & Tp-a-2) [ g
PW+3>FJH—a—m¢u—@pl( i




72() = T "Wt Tarn * @
+(1E(:)éciza?j)2x"(t) 1+§11:((p_;f;)3]
oD X T ITCa 6 ey . €~ o
- Sy @+ Ty
oo e 3 R ;;3]

(t — a)a+2 0 F(p s o 2) t 51 8o
"Tla+2) ;F(—a—l)(p—l)!(t—a)l’/a e R

on extrait le deuxiéme terme de la somme (p = 1) et ensuite on intégre par partie, on
trouve

o) = LD LA [1 y3o - Le-a-? ]

I'(a+1) T(a+2) <T(—a—1)(p— 1)
(t — a)a+2 /" - F(p = e 2)
I'(a+3) = [ z_‘: I'(—a- 2)p|]

(t—a)*" & T(p—a-—2) b Sem T
i I'(e4-1) p;r(—a)(p_Q)!(t—a)P/a (r — a2 (r)dr,

on réitere le procédé une troisieme fois, on obtient

Jea(t) = ét( A 1+Zp ‘“—231
(t—ayh p—a—2)
+P(O¢+ 1+ZF—O{—1 )]

(t a)a+2 D — a_2
T Tara” O [1+ZF ]
(t—at?s~_ Dlp—a—2) (v — apSa(r)dr
I(a) = F(—a+1)(p—3)!(t—a)P/a(T )P Ca(r)dr.




On pose

A= [1 : i i 2']
| A= F(al—l— 2y [F g r(fip__f)‘(; 3)1)']
| = e [
Bla,p) = = (a)FF(g’l__Z)_(;)_ i (1.10)
) Vo(t) = /at(p — 2)(1 — @)’ 3z(7)dr. (1.11)

Donc Iz (t) devient

J22(t) = Ao(a)(t—a)*z(t) + A(e)(t —a)* 2/ (f) + Ax(a)(t — a)* 22" () (1.12)

o0

+) Bla,p)(t — a)* PV (1)

p=3

Remarque 1.2 La fonction V,, donnée par (1.11) peut étre définie comme une solution de
l’équation différentielle

dV,
d—t”(t) = (p—2)(t — a)Px(2)
Vy(a) =0, pourpi= 3,4, «;
Remarque 1.3 Quand o n'est pas un entier, on utilise la formule d’Euler [6]

T(a)T(1 — a) = —r

sin(ra)’
pour simplifier lexpression B(a, p) dans (1.10).

On déduit la formule générale de décomposition pour les intégrales fractionnaires.
Soit n € N et z € C"([a, b)), alors

fury

n— (o ]

alewit) = > Aot — ) D (t) + Y Bla,p)(t — a)* " PV, (0), (1.13)
ou pour 7 =0,....,n — 1
B 1 = Fp—a—-—n+1)
Al )—F(a+i+l) 1+p§il‘(—a—i)(l7—n+l+z')! '
Bl e = Bl (1.14)



Vp(t) = / (p—n+1)(7—a)’ "x(r)dr. (1.15)

Pour des raisons techniques, on va considérer que des sommes finies jusqu’a l'ordre N,
avec N > n. Ainsi, notre approximation dépend de deux parameétres :

1. n € N : lordre de la dérivée.

2. N : la valeur maximale de p.

Finalement, 'intégrale fractionnaire a gauche est approchée par

el B(t) = Z_: Ai(a)(t — a)*Tz®(t) + Z B(a, p)(t — a)*™ 1PV, (1), (1.16)
B 1 ad F'p—a—n+1)
Ada ) = IMNa+i+1) ki Z I(—a—i)(p—n+1+d)!|’ {17}

et B(a,p) et V,(t) sont donnés par les formules (1.14) et (1.15) respectivement.
En utilisant le méme procédé pour I'intégrale fractionnaire a droite, on obtient le résultat
suivant.

Théoréme 1.1 Soit n € N et z € C"[a,b]. Alors

() = Y Aa) (6 - 0" 00 + Y Blasp)b — 07w )

ot pour 1 =0..n —1,

. =0 —a—n+l)
Aa) = I‘(a+z+1 +p§n:ll" —a—1i)(p—n+1+1)
9 (-)"T(p—a—n+1)

B(a,p) =

L(@)I(1—a)(p—n+1)!
= [’(p —n+1)(b— TP "x(r)dr.

On trouve les mémes résultats pour la dérivée fractionnaire ,Df, en remplacant « par
—a dans le procédé précédent [5].

Définition 1.2 Soit f € C([a, b)) la dérivée fractionnaire d’ordre o < 0 au sens de Riemann-]
Liouville est

D2f() = ﬁ / (t— )L f(r)dr

a

= I°f(t).



On obtient le résultat suivant

Df) = Ai(a)(t — a) 2D (t) = Y Cla, p)(t —a)" PV, (1),
et
n—1 e . ‘ N
DEF(E) =Y Ay, N)(t = a) 2D (t) = > Cla,p)(t — a)" PV, (8).
i=0 p=n
Pour illustration on choisit n = 2, on a
oDEf(t) = Ag(a, N)(t —a)z(t) + Ar(a, N)(t — a)' =%/ (t) (1.18)
N
— Y Cla,p)(t — &) PV, (1),

p=2

ou V; représente la dérivée de V,

{ V() = (1 —p)(t — a)P%(t),
=0,

Vy(a) pour p=2,3,..., N.
et ) )
[ 1 S T(p—1+a)
Aoles M) = 5 |1+ 2 T |
-~ B 1 [ L I‘(p—l—l—a)-
X Al(a,N)—P(2_a) _H,; T 1pt |

B 1 I'p—1+a)
| YD) = 5T e =D 1)

Pour résoudre une équation différentielle fractionnaire on remplace les dérivées fraction-
naires par leurs approximations illustrées dans ce chapitre, on obtient une équation différen-
tielle classique (d’ordre entier) qu’on approxime numériquement sa solution, en utilisant une
méthode basée sur les ondelettes de Legendre.
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Chapitre 2

La Méthode des Ondelettes de
Legendre

Les ondelettes forment une famille de fonctions W, ,() construites & partir de dilatation
et de translation d’une seule ondelette meére ¥(x) € L?(R). On définit cette famille par

12 .,2—b
Vooe) = o e,
aveca € R\{0}etbeR.

Si les parametres de dilatation a et de translation b prennent des valeurs discrétes

a=ay" a>1,
b=nboay”®, by > 1,

pour n et k des entiers positifs, alors la famille d’ondelettes discrétes est donnée par
k/2 :
Wi (2] = |a|0/ (akz — nby),
qui forme une base pour L?(R). [10].

En particulier, lorsque ag = 2 et by = 1 alors (Uy,(z)) forment une base orthonormale

[10].

2.1 Les Ondelettes de Legendre

Les ondelettes de Legendre sont définies sur 'intervalle [0, 1] par

i - . n—1 n
k+4+=202L,(2z —2n+1), : <z < —
o, 0)=2 V"2 Wz —2nt+l), S sTsgy (2.1)

0, ...ailleur.
Ou
n=1,2,..,27"1 est le nombre des niveaux de la décomposition, j € N\ {0},
k=0,1,...,nc—1 est le degré du polynéome de Legendre,

nc : le nombre de points de collocation.

16



. . 1 . ; . .
Ici, le coefficient 4/ k + 3 assure l'orthonormalité, a = 277 est le parametre de dilatation

et b= (2n — 1)277 est le paramétre de translation.
On définit les polynémes de Legendre Li(z) de degré k par la formule récursive suivante

Lyy1(z) = (2:_:_11) xLi(x) — (kiﬂ) Li-1(z),

avec k = 1,2, 3, ...et x varie dans U'intervalle [—1, 1].

Remarque 2.1 La base d’ondelette (2.1) forme une base pour L?([0,1]). [8].

2.2 Approximation d’une Fonction

D’apres la remarque (2.1), toute fonction f € L?*([0,1]) peut étre décomposée dans la
base (2.1) comme suit

f(x) = Z Z Cn,klpn,k(x)a (22)
n=0 k=0

Cn,k: = <fa qln,k) )

avec (.,.) définie le produit scalaire dans L?([0, 1]).
Pour des raisons techniques, les sommes dans l'expression de la fonction peuvent étre
tronquées,

21 pe—1

f@) =) ) Copns(a) = CTO(a),

n=1 k=0
ou C' et ¥(z) sont des vecteurs de dimension 2/~ 'ne¢, donnés par

T

C = [CLO, Cl,ly ceny Cl,nc—ly ngo, ceey CQ,nc—la ceey ng—l’(), ceey ng—l,nc_l] y
et

T

\IJ(SL‘) = [\111’0(33), ceey ‘I/lync_l(ili), \IIQ!()(.T:), ceny \Pgmc_l(x), ceny ‘I’Qj—l’o(ﬂf), ceey \IIQj—1’nc_1(x)] .
(2.3)

2.3 La Matrice Opérationnelle d’Intégration

Dans cette section on veut trouver une relation entre I'intégrale entre 0 et = de ¥(x) et
U(z) elle-méme.



L’intégrale sur [0, z] du vecteur ¥(z

( /\I,

ol
L F F F
1 0 L F F
P=§ 0 :
F
o o0 --- 0 L

) défini dans (2.3) est donné par

/ U(1)dt = / et — PU(), (2.4)

est la matrice opérationnelle d’intégration de dimension (27 1nc x 29-Inc) [7]. F et L

sont des matrices carrées de dimension nc X nc définies par

00 .- 0
00 0
et
1
[ 1 X 0 0 \
il 0 V5
V3 5xV/3
V5
0 -5 o 0
L= (2M — 1)
(2M — 1) \/(2M — 3)
@M —1)
0 - 0 - 0
\ (2M — 1) /(2M — 3) )

2.4 Le Produit de Deux Ondelettes

Le produit de deux ondelettes de Legendre donne (3]

¥i1,0¥1,0 ¥1ne-1¥1,0 ¥1,0%5i-1 9
¥1,ne—1%1,0 Y1 ne—1¥1,ne—1 Yine—1¥55—-1 ¢
w(x)eT (x)=
\I'2j—1,0‘1’1v0 ‘1’2,‘—1‘0‘1’1,71:—1 \1121-_1'0\1/2]-_1‘0
‘I’2j_l,nc—1\111'0 \Il2j_1,nc—-1\1/1'"c_1 \p2j_1,nc—1ql2j_1.0

‘Illvo‘ll2j_1.nc—l

';’1 nec— l\pgj 1 ne—1

qIZj_l,Oq’Zj_l,nc—l

25—1 ne—1-2i—1 ne—-1



En utilisant la propriété

sii#k, U, (z)¥(z) =0,

le produit devient

¥10%1,0 Y1 ne—1¥1,0 0 Y
¥ine—1%1,0 Y1 ne—1¥1ne—1 0
o 3 S «
W(z)¥” (x)= 0 0 s 0 0
0 \I’zj—l,o‘l'zi—l.o ‘I’Zj_l,O\PZj_l‘nc—l
0 0 U o s W

27=1 ne—1-2i—10 27=1 ne—1-2i—1 ne-1

Pour n’importe quel vecteur V' de dimension N
VIW (1) 97 (t) = 7T (1) V. (2.5)
A titre d’exemple, pour nc = 3 et j = 2, pour

V= [Vl, 1/2, VE}, V;la V5a ‘/G]T ’

et
[ V2V, V2V, V2V; 0 0 0 ]
4 4
2V; 2V + —V: —V; 0 0 0
\/_ 2 \/_ 14 \/m 3 \/E 220
2V- —V; 2 + Vi 0 0 0
~: \/_ 3 \/m 2 \/_ 1 7\/ﬁ 3
0 0 0 V2V, V2Vs V2Vs
4 4
0 0 2V; 2Vy+ —V —V;
\/— 5 \/— 44 \/m 6 \/m Z
0 0 0 2V —V 2V + ——=W
i \/_ 6 \/ﬁ 5 \/_ 4 \/E 6 |

2.5 Description de la Méthode des Ondelettes de Le-
gendre
On consideére ’équation suivante
U'(z) +b(z)U(z) = f(z), = € 2=]0,1], (2.6)
avec une condition
U(0) = U, (2.7)
ou,
b(x), f(x) sont des fonctions données,

U(z) : le vecteur inconnu,

Remarque 2.2 b(z), f(z) peuvent dépendre de l'inconnu U (donc l’équation devient non
linéaire).



Pour résoudre le probléme (2.6-2.7), en utilisant la décomposition a base ondelette de

Legendre (2.2).

On pose
U'(z) = UT0(x), (2.8)
on intégre (2.8) sur le domaine (0, z), on trouve
U(z) = (UTP + Upd") ¥(z) (2.9)
avec,
U(0) = Upd" (),
et
1=d"¥(z).
On a aussi o(z) = BTU(2)
xIr) = €T ‘
{ f(2) = FTU(z). %10

On substitue les équations (2.8-2.9-2.10) dans (2.6), on obtient
VT (2)U + BT (2)UT (2)(UT P 4 Upd")T = U7 (2)F.
Gréce a I’équation(2.5), on obtient
U (2)U + 97 (z) B(PTU + dUy) = 97 (2)F.

Par conséquent, le résultat est un systéeme d’équations algébriques linéaires

AU =€
ou,
A=1+BPT
G=F — B

La solution de probléme (2.6-2.7) est donnée en injectant la solution de ce systéme linéaire
dans 'expression (2.9).

2.6 Technique de Découplage

Dans cette section on veut présenter la technique de découplage et quasi-linéarisation
qui nous permettre d'utiliser la méthode d’ondelette de Legendre pour résoudre un systéme
d’équations différentielles non linéaire [1].

Pour illustrer cette technique itérative, on consideére le systéme d’équations différentielles
ordinaires non linéaires couplées suivant

(uj(z) = fi(@, uy, ug, .oy g, U1, U, oo, Up),

uy(z) = fa(x, uy, Uy, ..., Uy, Up, Ug, ...y Up),

L ug(x) = fp(a:,u’l,u'Q,...,u;,,ul,u2,...,up).



A chaque itération, cette technique transforme un systéme couplé non linéaire en un
systéme découplé linéaire qui peut étre résolu par la méthode d’ondelette de Legendre, en
I’écrivant comme une forme variationnelle avec le schéma suivant

¢ o s . . 0 (0 © (©
profil initial donné pour chaque solution : ug ), u(2 ), S s up).

(uy ¥ (2) + AP ()& (2) + BE WV (2) = FP,
" k ’ k k+1 k
$ (up)Hi(x) + AP (uy) 6+ (z) + BOWE () = AV,

L (g ) () + AP () ) (2) + B D (z) = B,

F‘(k) = fz(x’ (ull)(k)a 22y (u;—l)(k)7 (u;-f-l)(k)a nay (u:’n)(k:), ul(k)a ves uz’—l(k)a ui+1(k)a s2iry up(k))'

avec,

uz(.kH) : représente ’approximation de u a I'itération en cours.
ul(-k) : représente 'approximation de u a I'itération précédent.
La condition d’arrét de ce processus itératif est donnée par la formule suivante
—_ (k+1) (k) (k+1) (k) k+1 k
Epor = Max (’ul — U ”2,Hu2 — U, HQ,...,”u; )—u§)||2).

Finalement, notre procédure donne la solution du probleme lorsque Fpqy, est inférieure
a un certain epsilon donné.



—

Chapitre 3

Application et Simulation

Dans ce chapitre, on présente deux exemples pour tester les approximations des dérivées
fractionnaires, qu’on a proposées au premier chapitre. Ensuite, on modélise la transmission
de I’épidémie de Dengue par des équations différentielles fractionnaires.

3.1 Test des Approximations Fractionnaires

On considére la fonction suivante

1) = (t — ), (3.1)

I'intégrale fractionnaire d’ordre « de cette fonction est donnée par (voir Annexe A (3.10))

; rg+1 p
dot—ay = EOED g gpass

B+a+1)

Si on choisit 3 =3, a=0et a =0.5, alors on a

0.5,3
P =

En utilisant 'approximation décrite dans le chapitre 1, on obtient pour n = 3

of°* = Ap(0.5, N)t** +3A41(0.5, N)t** + 64,(0.5, N)t>®
+B(0.5,3)t *°V5(t) + B(0.5,4)t *V4(t),

22



\

| I'(0.5) I'(1.5)
Ap(0.5,4) = 1 = —0.6041
(05, 4) r(15) | * ['(—0.5) % 20'(—0.5) ’
1 [, T(-0.5) r'(0.5) ['(1.5)
A1(0.5,4) = 1 = 1.4620
1(0:5,4) T(25) | T T(=15) T 2r(—1.5) T 6T(-L5)
1 [, [I(-15) TI(-0.5) I'(0.5) ['(1.5)
A(0.5,4) = 1 = —0.0417
2054 = 755 |1+ r(=2s) T 2r(25) T 6T(—2.5) T 2ar(—2.5)
I'(0.5)
B(0.5,3) = =————— = 0.5642
(0-5:3) ['(0.5)r'(0.5) ’
I'(1.5)
B(0.5,4) = ———=—= = 1.3921
(05,4) 2I'(0.5)I'(0.5) ’
Va(t) = [, z(r)dr
Vat) = [72(r — a)a(r)dr.
Pour différente valeurs de N = 3,4, 5, on obtient les résultats suivantes.
- Lintégrale fractinrare dordre o = 0.5, de ) = »7 sur [0,x]
0Bk Lintegrale exacta -
—— L'approximalion pour N=Z, e = 0,0727
nnk —-—--Lapproximation pour N=4, en = 0. 0.4
o =g |'approximation pour N=5, en = 0,0291

La dérivée fractionnaire d’ordre «v de cette fonction (3.1) est donnée par

r'p+1)
I'B—a+1)

Si on choisit =3, a =0et o = 0.5, alors on a

Dt —a)P = (t —a)’ .

S (35

En utilisant "approximation décrite dans le chapitre 1, on obtient pour n = 3

OD?.5t3 — 1/4\0(05)t25 + 31/4\1(0.5)t25 + 61/4\2(0.5)t25
+C(0.5,3)t °V3(t) + C(0.5,4)t *°Viy(t),



avec

e 1 [. TI(5) TI(25)

Ap(0.5,4) = 03) 1+ T(035) 21“(0.5)} 1.5110

e 1 [ T(0.5) r(1.5) res) |

A1(0.5,4) = 5 _1 + Tc05) T ar(og) T 61“(_05)} = —2.0945

. 1 [, T(-05) TI(05) I'(1.5) res) 1

Ao(0:5:4) = I'(25) _1 * I'(—1.5) g 20 (—1.5) * 6I(—1.5) = 24T(—1 5)} Lot
) C(0.5,3) = L) — —2.0881

- 2I'(1.5)T(—0.5) '
_ T(3.5)

C(0.5,4) BT (05 — —1.7401

Vi(t) =¢°

Vi) =2t*

Pour différentes valeurs de N = 3,4, 5, on obtient les résultats suivantes.

L dérivies fractnnare dordre &= 05, de i) = <

16F

Mo La vértde exacta

| —+— L'appraximation pour N=3, arr = 02532
| —&— L'approximalion pour N=4, er = 0.0258
Y - L'approximation pour N=5, er = 0.0307

3.2 La Modélisation de la Transmission de I’Epidémie
de Dengue par un Modéle Fractionnaire

Dans cette section on va donner une application des dérivées fractionnaires sur les modéles

réels.



DELISATION DE LA TRANSMISSION DE L’EPIDEMIE DE DENGUE

On considére le modele de transmission de ’épidémie de Dengue

) = (0 = (BB 2D 4 )50,
ddih< t) = BB N(t) Sn (t) = (1 + ) In (1)

§ Lty =yl (1) — B (1), @2)
dj_tm(t) = 1N — (BﬂhthT(;) + tin) Sm (1),

220 = B oL (0 () 1)

ol

Sh(t) : susceptible (individuals who can contract the disease),

I;,(t) : infectés (individus capables de transmettre la maladie a d’autres),
Ry () : résistant (les personnes qui ont acquis 'immunité).

Il est supposé que la population humaine totale NV, est constante, donc

Il ya aussi deux autres variables d’état liées aux moustiques femelles

S (t) : sensibles (les moustiques qui sont capables de contracter la maladie),

I,(t) : infectés (moustiques capables de transmettre la maladie aux humains).

Les parametres du modéle sont

N}, : population totale

B : moyenne quotidienne mordant (par jour),

B,n : probabilité de transmission de [,,, (par morsure),

Bm : probabilité de transmission de [, (par morsure),

1/, = durée de vie moyenne de ’homme (en jours),

1/m, : signifier période de virémie (en jours),

1/u,, : durée de vie moyenne de moustiques adultes (en jours).

On réécrit le modele classique (3.2) avec des dérivées fractionnaires d’ordre o de Riemann-
Liouville [5], on obtient

(WDESA0 = N = (BB )+ )53 (0),

oDEIn(t) = BB 20 5, 6) = (1, + ) In(0),

mh™ nr N
8 oDFRR(t) = npdn(t) — pp Ra(2), (3.3)
oD 5m(0) = N = (BB L + ) S0,
oD In(t) = BBun 2D g (0) — (1) Im(0).

. Ny,

Donc, lorsque a@ — 1 le systéme (3.3) se réduit au systéme(3.2). Notre objectif est de
trouver l'ordre a qui rend le modeéle plus réaliste en le comparant a des données expérimen-
tales.



On doit utiliser les approximations des dérivées fractionnaires pour transformer le systéme
(3.3) en un systéme d’équations ordinaires.

Grace a lapproximation (1.18), la premicre équation du systéme(3.3) peut étre réécrite
de la facon suivante

—~ I, (t
oDGh(t) = 1uNn — (BB N()+uh>sh(> PURCAD
ds, N
11—« h l-p—ay/S
+At E(t) = pg_2 Cpt p V;) h(t),

ce qui est équivalent &

dSh, I, (t o N
d—f(t) - luhNh (BBmn N( ) + 1) () — AL°S, (¢ +ZO tPTeyh (L) | AT,
p=2
et avs
h —_~
d?; (t)=(1—p)(t—a)P25,(), p=23,..N,

Vo (a) = 0.

Alors, on fait de méme pour les autres équations de (3.3), on obtient le systéme suivant

Y

_ . - - N R
Ba(t) = luhzvh — (BBmn 5 4 1)Br (8) — A0Sy (8) + Y Gt PV (t)] Iy,
p=2

S —~
Dol (1) = (1= p)(t — )P 28n(t), P=2,3,... N,

= ~ _ N R
Qe [Bﬁmh Sn (t) = (0 + pa)In (8) — At T () + > C,,t”’axg,fh(t)] Al
p=2

Dol (1) = (1= p)(t — )P 2Ta(t), P=2,3,... N,

Rp,

Do (1) = (1 - p)(t — a)P2Rp(t), p=2,3,...,N,
S (1) =

_ . N ~ N R
La(t) = |mudn (t) — puBa () — AR, () + Y Gyt PV n (t)] AT

N
dSum [umN — (BB 2 D 4 fi) S (t ()AtaéTn(t)+ZCpt“’“vim(t>] Al
p=2

Sm
W p)(t —a)? 28,,(t), p=2,3,..,N,

N
dIm !B,ma Ny, Sm t) - (#m)lm (t) s e £ (t) + Zcptl—p—a%lm (t)] A\_ltaﬂ:
p=2

\ dt )p ZI () p:2a3a""Na



DELISATION DE LA TRANSMISSION DE L’EPIDEMIE DE DENGUE

avec les conditions initiales

Sh() = Nh == 216,
Ino = 216,

RhO = 07

Sm() =1m * Nh,
Imo = 0.

et

Sh — v/Ih — VRh — \/Sm — 1/ Im —
r=hr=hr=Vr=r"=0
Pour les données mathématiques

nc = 15,
J = 3,
Tolérance = 1le — 5.

et les données physiques

(N, = 56000

B =07

Bmp = 0.36

Brm = 0.36

pn, = 1/(71 x 365)
m, =1/3

iy, = 1/10

m = 3.

Une enquéte a été réalisée au "Cape Verde" Afrique de 'ouest en 2009, sur I’épidémie de
Dengue, a donné le tableau suivant [5].

t 0 2.5000  5.4167  8.7500  16.6667 18.3333 20.0000 22.0833 28.3333 30.00
I, 210.5 315.8 421.1 A473.7 526.3 631.6 894.7 1421.1  4000.0  4526.3

t  31.6667 33.3333 35.4167 379167 39.1667 40.0000 40.8333 42.5000 43.3333 44.1667
I, 5000.0 5263.2 5526.3 5157.9  4842.1 4736.8 4368.4  3842.1 33684  2789.5

t 454167 47.0833 49.1667 51.6667 54.1667 56.6667 60.4167 65.8333 70.00 75.00
I, 2421.1  2000.0  1473.7 11579  789.5 578.9 263.2 157.9 157.9 105.3

En utilisant la méthode de 'ondelette de Legendre combinée avec la technique de décou-



plage et de quasi-linéarisation décrite dans le chapitre 2, on obtient les résultats suivants.

webyrrang
Ea T s T T T T
am
Corams wagnur sif ¥as
——Fiwram03:
TN ——Frre =03
ke -U8
== afiranl®
000 Muweasl
=
i 2L L]
&
L 4000
=Tm
X000
——
.
1 ""N,_‘
\““
(i N e e TS
-] 2 2 1]

Lt vt o eaie

Cette figure montre que le modeéle fractionnaire d’ordre a = 0.98 représente mieux les

données expérimentales.




Les techniques utilisées dans ce travail, pour 'approximation des dérivées fractionnaires
ont données de trés bons résultats. Leurs applications sur des modéles de transmission de
I’épidémie de Dengue a donnée des résultats trés intéressants, ce qui prouve que plusieurs
phénomeénes classiques peuvent étre modélisés par des dérivées fractionnaires.

Nos perspectives seront d’appliquer cette technique sur d’autres modeéles comme par
exemple le modele du diabéte, en utilisant la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.
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Annexe A

Définition 3.1 La fonction Gamma est l'un de joyauxr mathématique, on la retrouve en

l’analyse mathématique.
La fonction Gamma est définie par

Tandis que la fonction Beta

t
B(a,b)=/ (L=,
0

Propriétés

[(z+41) = 2I'(2), Vz > 0.

Pour démontrer cette propriété, on intégre par partie

I'(z+1) = / e 't*dt
0

— Sin €N, alors
F(z+n)=2z2(z+1)...(z+n—1I'(2).

— Sin est un entier alors

F(z+n)'(-z—n+1)=(-1)"I'(2)['(1 — z),  pour tout n.

— Comme I'(1) = 1, alors I'(1 + n) = n!

[(a)T'(b)
F(a+b)

Pour démontrer cette derniére propriété, on montre que

B(a,b) =

[(a)D(b) = B(a,b)[(a +b),
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LC@)T'(b) = T'(z)= /OO e_xx“_lda:/ooo e 't tdt

0
= / / g E— ==l gt
o Jo

z=u—1t pour0<z<u

[(a)L(b) = /0 h /0 ue—“x“—l(u—x)b—ldxdu (3.6)

_ /0 ( /0 2% — x)blda:) du,

en effectuant le changement de variable
& =i,

on a
u 1
/ 2 Y u—2)ldz = / (o) (u — vu)® tudv
0 0

1

— ua-l—b—l/ ’Ua_l(].—v)b_ld’v
0

= u*™1B(a,b),

alors (3.6) devient
[(a)T(b) = B(a,b)/ e “utt1ldy,
0

d’on

['(a)'(b) = B(a,b)T'(a + b).
Remarque 3.1 Si on pose

t = sin?#,

= 1—t=cos?0,

et
dt = 2sin 0 cos 0d,

alors
T

B(a,b) = 2/2 (sin 0)%* ! (cos 0)**1d.
0

En particulier, on a



D’ot

1
D(z) = V.
Bindéme de Newton
a - o a—n pn
(A+B)* = ;(n)A B", (3.7)
Z F(Oé il 1) Aenpn
n!l'(a—n+1)

Il
o

n

Par exemple, on écrit le coefficient de binéme :
On utilise (3.4), on trouve

( W > B nlrlgil—_zzz n) (—1):&:((2)+ By ( E ) ' o

Soient f : [0,b] — R continue et o , 5 € R, alors

{ oI oIPf(t) =¢ ISP F(), 0<t<b
oI oIPf(t) =¢ I? oI2f(2).

Preuve. Soient [ : [0,b] — R continue et o , 5 € R, alors

oI2 oIPf(t) = %a) / (t — 7)1 IP f(7)dr
0
1 t o T B
= P(Q)P(ﬁ) /0 ((t - T) 1/0 (T - 90)6 lf(SO)dSO) d7—>
on prend
s = ik
t—¢’
une remargque au passage
0 < 7<t
et
0 < p<r<t
alors . . .
a 18 _ a-1l/_ __  \B8-1
oI 12 10) = g [ 10 ([ == o) e @)
comme




ce qui implique a

t—71=(1-s)-9p),
donc (3.9) devient

oI ol 10 = s | 10 ([ ((1—s)(t—so))a-l(su—so»ﬂ—l(t—so)ds) g
1 a — ! a— -
- W/f -9 - P — ) [ (-9 s
— B B) _ a+pB—1 d
DB [ oy e,
d’ou
a 718 = 1 ! a+B—
ol ol f(t) = m/o (t —)*P 1 f(p)dp
= oIS ().
Donc
off o7 J(t) =0 L7 f(8) =0 I7 T f (1) =0 I oI F (1)
£
L’intégrale fractionnaire de la fonction

7t =1,
est défini comme suit

¢ B _ F(/B i 1) ta+,6

Fla+B+1)

Pour calculer I'intégrale fractionnaire de f(t), en effet
d’aprés (1.6) on a

Yo > 0.

1 t
= —— | (t—1)*Pd
ol r(a)/o( Ll

on pose
T dr
u=—-=du=—,
t t
alors
5 1 1/, \B
I = —— t—ut)* (ut)’td
It = o [ = ) e
tod'ﬁ /t( ) 18
= 1 —u)*  u’du
(o) Jo
ta-f'ﬁ
= —_B 1).
Tiay 2 (B 41)

Donc d’aprés (3.5) on trouve

I'(B+1)
I = ———— P,
0% T(a+B+1)

(3.10)



Annexe B

function A = A _alpha(ii,nn,N,alpha)
s = 0;
for p = nn-ii :N

s = s + gamma(p-alpha-nn+1)/(gamma(-alpha-ii)*factorial (p-nn+ii+1)) ;
end
A = 1/gamma(alpha+ii+1)*(1+s) ;

function vf = f(t,m,nn,a,p)
vf = (p-nn+1)*(t-a) " (p-nn)*g(t,m) ;

function vg = g(t,m)
vg =t "m;

La dérivée du polyndme
function dx = polynome derivative(nn,m,t)
dx0 = t"m;
dx(1) = m*t"(m-1);
P =3
for i=2 mn-1
p = p*(m-i+1);
dx(i) = p*i(m);
end

function s = sum_ alpha(nn,N,alpha,a,t,m)

dx0 =t "m;
if t==
s =D
else
s = A _alpha(0,nn,N,alpha) * (t-a)~(alpha)*dx0;
end

dx = polynome derivative(nn,m,t) ;
fori =1 :nn-1

s =s + A_alpha(i,nn,N,alpha) * (t-a)"~ (alpha+i)*dx(i) ;
end

function b = beta_alpha(p,alpha,nn)

b = gamma(p-alpha-nn+1)/(gamma(alpha)*gamma(1l-alpha)*factorial (p-nn+1)) ;

function s = V_ Psimpson(t,nn,m,p,a)

35



it t==

8= 03
else
k = 100;
tt = a :(t-a)/(k-1) :t;
h = (t-a)/(k-1);
s =0;
fori =2 :k-1

s = s + h/6*( f(tt(i),m,nn,a,p) + 4*((tt(i)+tt(i+1))/2,mnn,a,p) + ...

f(tt(i+1),m,nn,a,p));
end
end

function s = sum_beta(nn,N alpha,a,t,m)
if ==
s=0;
else
s =0;

for p = nn :N

s = s + beta_alpha(p,alpha,nn)*(t-a) "~ (alpha+nn-1-p)*...

V_ Psimpson(t,nn,m,p,a) ;

end
end

L’integrale fractionnaire
function I = int _alpha(nn,N,alpha,a,t,m)
I = sum_alpha(nn,N,alpha,a,t,m)+ sum_beta(nn,N,alpha,a,t,m);

La dérivée fractionnaire
function dI = D alpha(nn,N,alpha,a,t,m.h)
for i = 2 :length(t)-1
dI(i) = (int _alpha(nn,N,l-alpha,a,t(i+1),m)-...
int_alpha(nn,N,1-alpha,a,t(i-1),m))/(2*h) ;
end
dI(1) = (int_alpha(nn,N,1-alpha,a,t(2),m)-...
int_alpha(nn,N,l-alpha,a,t(1),m))/h;
dI(length(t)) = (int _alpha(nn,N,l-alpha,a,t(length(t)),m)-...
int_alpha(nn,N,1-alpha,a,t(length(t)-1),m))/h;

clear all

nn =.3;
8= 0

t =0:0.01:1;
h =10.01;
alpha = 0.5;
m=3;

L= 08



for N =3:5

i=1i41;
for k=1 :length(t)
I inex(k) = int_alpha(nn,N,alpha,a,t(k),m);
I exact(k) = (gamma(m+1)/gamma(alpha+m-+1))*(t(k)-a) " (m+alpha) ;
end
e(i) = norm2(I_exact-I inex)
dl = D_alpha(nn,N,alpha,a,t,m h);
D _exact = (gamma(m+1)/gamma(-alpha+m+1))*(t-a).” (m-alpha) ;
erreur(i) = norm(dI-D__exact) ;
end
figure(1)
plot(t,I inex,*-");
hold on
plot(t,I exact,’r’);
hold off
figure(2)
plot(e,'m’) ;
figure(3)
plot(erreur,’g’) ;
figure(4)
plot(t,D _exact,™ . t.dl,’r")

Polynéme de Legendre
function pk = legendre polynomial(x,k)

ifk =—

pk = 1;
else if k ==

pk = x;
else if k ==

pk =3/2*x.72-1/2;
else

p0 =1;

p(1) = x;

p(2)=3/2*x~2-1/2;
for i=3 :k

D) =((2%(-1)+1)/i *)*p(-1)+((-++1) /i) *p(-2)
end

pk = p(k);

end



w
L’ondelette de Legendre
function psi = legendre wavelet(j,n,k,x)
Lk = legendre polynomial(2~j *x-2*n+1,k) ;
if (x>=(n-1)/2"(j-1))&(x <= n/2"(j-1))
psi = sqrt(k+1/2)*2~(j/2)*Lk;
else
psi = 0;
end

Le vecteur de 'ondelette de Legendre
function psi = vect legendre wavelet(j,nc,x)

for n =1 :27(j-1)
for k=0 :nc-1
psi(k+(n-1)*nc+1) = legendre wavelet(j,n,k,x) ;
end

end

La matrice d’ondelette de Legendre
function psi = matrix legendre wavelet(j,nc,x)

p = 2-(-1)*nc;
fori =1 :p

psi( :,i) = vect legendre wavelet(j,nc,x(i));
end

La matrice d’intégration
function P = matrice integration(nc,j)

n—=2"(-1);
L =1/27j* tri_diag matrice(nc);
F = zeros(nc) ;
F(1,1) = 1/27(j-1);
fori =1 :m
P((i-1)*nc+1 :i*nc,(i-1)*nc+1 :i*nc) = L;
for m = i+1 :n
P((i-1)*nc+1 :i*nc,(m-1)*nc+1 :m*nc) = F;
end
end

end
Le produit de deux ondelettes



-

_ Aunexe ;

function M = Vtild(j,nc,x,V)
psi = Mat LW(j,nc,x) ;
p = 27(j-1)*nc;

for i=1 :p
s = 0;
for k=1 :p
s = s + V(k)*psi(k,i);
end
Qi) = s;
end
M = inv(psi’)*(psi*Q)’;

La méthode de ’ondelette de Legendre
function U = LWM(nc,j,x,a,b,u0,f)

psi = Mat LW(j,nc,x) ;
P = Mat P(nc,j);
a — inv(psi’)*a;
b = inv(psi’)*b;
Atild = Vtild(j,ne,x,a) ;
Btild = Vtild(j,nc,x,b) ;
p = 27(j-1)*nc;
— inv(psi’)*f;
d = inv(psi’)*ones(p,1) ;
AL = (Atild + Btild*P’);
BL = (f - u0 * Btild*d);
¢ — matLU(p,AL,BL) ;
U = (c*P+u0*d’)*psi;

U=1U;
cle,clear all
] =3;
ne= 15;
p = 27(j-1)*nc;
T=284;

t =(0:1/(p-1) :1)";
bt =0 =T/ (p=1) +T3
nn = 2;

N =3;



i =33

or=0;

for alpha = 0.93 :0.01 :0.96

a = 0

muh = 1/(71*365) ;

B_mh = .7%.36;

nuh = 1/3;

Nh = 56000 ;

Nm = m*Nh;

mum = 1/10;

B hm = .7*.36;

%ott =0 :T/(p-1) :T;

Sh = ones(p,1);

Ih = ones(p,1);

Rh = ones(p,1);

Sm = ones(p,1);

Im = ones(p,1);

e=1;

eps = le-b;

Sh0 = 56000-216 ;

IH0 = 216

RhO = 0;

Sm0 = Nm ;

Im0 = 0;

while e > eps

Sh_p = Sh;

Ih p = Ih;

Rh_p = Rh;

Sm_ p = Sm;

Im p=Im;

Sh = LWM(1,Sh0,nc,j,a,T,N,mum,nuh,muh,Nm,Nh,B_mh,A alpha(0,N,alpha),...
alpha,A alpha(1,N alpha),Sh,Th,Rh,Sm,Im,t);

Ih = LWM(2,Ih0,nc,j,a, T, N,;mum,nuh,muh,Nm,Nh,B_mh,A alpha(0,N,alpha),...
alpha,A alpha(1,N alpha),Sh,Th,Rh,Sm,Im,t);

Rh = LWM(3,Rh0,nc,j,a,T,N;mum,nuh,muh,Nm,Nh,B_mh,A alpha(0,N,alpha),alpha.,..]
A _alpha(1,N,alpha),Sh,Ih,Rh,Sm,Im,t) ;

Sm = LWM(4,Sm0,nc,j,a,T,N;mum,nuh,muh,Nm,Nh,B_mh,A alpha(0,N,alpha),alpha,A _alpha..]
(1,N,alpha),Sh,Th,Rh,Sm,Im,t) ;

Im = LWM(5,Im0,nc,j,a,T,N,mum,nuh,muh,Nm,Nh,B_ mh,A alpha(0,N,alpha),alpha,...}
A _alpha(1,N,alpha),Sh,Ih,Rh,Sm,Im,t) ;

e = max ([norm(Sh-Sh_p),norm(Ih-Ih p)mnorm(Rh-Rh_p),norm(Sm-Sm_ p),...
norm(Im-Im_p)])

end

or = or+1;

MSH( :,or)= Sh;

MIH( :,or)= Ih;



MRH( :,or)= Rh;
MSM( :,or)= Sm;
MIM( :,or)= Im;
figure (1)
plot(tt,Ih)

hold on

drawnow
end





