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Résumé:

Dans ce mémoire, on s�intéresse à étudier quelques propriétés des solutions des

équations di¤érentielles linéaires à coe¢ cients fonctions entières et méromorphes.

Parmi ces propriétés est l�exposant de la convergence des zéros. Pour cela, on

doit passer par l�ordre de la croissance des solutions et sa relation avec celui des

coe¢ cients. Dans cette étude, on a étudié l�exposant de convergence des zéros de

f (j) � ' où f est une solution de l�équation di¤érentielle

f (k) + A(k�1)f
(k�1) + :::+ A0f = 0

et ' est une fonction de faible croissance devant f . En remplaçant ' par z on en

déduit les points �xes des solutions.
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Introduction

La théorie de l�oscillation complexe des solutions des équations di¤érentielles

linéaires dans le plan complexe C a été introduite la première fois par Bank et Laine

[2, 3] en 1982, ils ont étudié l�oscillation des équations di¤érentielles de la forme

f 00 +Af = 0 où A est une fonction entière; puis en 1983, ils ont étudié les zéros des

solutions méromorphes des équations di¤érentielles linéaires de second ordre.

Parmi les propriétés des solutions des équations di¤érentielles qui intéressent

plusieurs chercheurs récemment sont l�étude des points �xes des solutions des équa-

tions di¤érentielles avec coe¢ cients polynômiaux et des coe¢ cients entières tran-

scendantes, l�étude de l�exposant de convergence des zéros des équations di¤éren-

tielles de plus haut ordre et aussi l�étude de l�exposant itératif de convergence des

zéros des équations di¤éretielles de plus haut ordre qui est l�objet de notre travail

dans ce mémoire.

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Dans le premier chapitre, on va

citer quelques rappels sur la théorie de R. Nevalinna et les dé�nitions nécessaires

pour notre travail. Dans le deuxième chapitre, on va étudier l�hyper exposant de

convergence des zéros de f (j) � ' où f est une solution de l�équation di¤érentielle

f (k) + A(k�1)f
(k�1) + :::+ A0f = 0

et ' est une fonction de faible croissance devant f . Dans le dernier chapitre, on

étudie l�exposant itératif de convergence des zéros de f (j) � '.
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Chapitre 1

Rappels et dé�nitions

On va citer seulement les éléments nécessaires pour notre travail dans ce mémoire

et pour plus de détail voir [17].

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

1.1.1 Formule de Jenson

Théorème 1.1.1 [17] Soit f une fonction méromorphe telles que f(0) 6= 0;1

et soit a1; a2; :::::(resp. b1; b2; ::::) ses zéros (resp. ses pôles), chacun étant compté

avec son ordre de multiplicité. Alors

ln jf(0)j = 1

2�

Z 2�

0

ln
��f(rei')�� d'+ X

jbj j<r

ln
r

jbjj
�
X
jaij<r

ln
r

jaij
.

Dé�nition 1.1.1 [17] Pour tout réel x > 0, on dé�nit

ln+ x = max (ln x; 0) =

8<: lnx, si x > 1;

0, si 0 < x � 1:

Dé�nition 1.1.2 [17] Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre

complexe a, on désigne par n (t; a; f) le nombre des racines de l�équation f (z) = a

situées dans le disque jzj � t. Chaque racine étant comptée un nombre de fois égal
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á son ordre de multiplicité, par n (t; a; f) les racines distinctes dans jzj � t. On

désigne par n (t;1; f) le nombre des pôles de la fonction f dans le disque jzj � t.

Chaque pôle étant compté un nombre de fois égal á son ordre de multiplicité, par

n (t;1; f) le nombre des pôles distincts dans jzj � t.

1.1.2 Fonction a�points

Dé�nition 1.1.3 [17] Soit f une fonction méromorphe, on dé�nit la fonction a�

points par

N (r; a; f) = N

�
r;

1

f � a

�
=

rZ
0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt+ n (0; a; f) ln r; a 6=1

et

N (r;1; f) = N (r; f) =

rZ
0

n (t;1; f)� n (0;1; f)

t
dt+ n (0;1; f) ln r:

1.1.3 Fonction de proximité

Dé�nition 1.1.4 [17] Soit f une fonction méromorphe non constante et a un

nombre complexe. Alors, on dé�nit la fonction de proximité de la fonction f par

m (r; a; f) = m

�
r;

1

f � a

�
=
1

2�

2�Z
0

ln+
1

jf (rei' � a)jd'; a 6=1

et

m (r;1; f) = m (r; f) =
1

2�

2�Z
0

ln+
��f �rei'��� d':

1.1.4 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Dé�nition 1.1.5 [17] On dé�nit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la

fonction f par

T (r;1; f) = T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) :
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1.2 Premier théorème fondamental de R. Nevan-

linna

Théorème 1.2.1 [17] Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors

pour tout nombre complexe a, on a

m (r; a; f) +N (r; a; f) = T (r; f) +O (1)

où

0 < r < +1 et O (1) = " (r; a) quand r ! +1.

Proposition 1.2.1 [17] Soient f; f1; :::; fn des fonctions méromorphes et a, b,

c, d des constantes complexes telle que ad� cb 6= 0, alors

(a)

m

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m (r; fi) + lnn:

(b)

m

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m (r; fi) :

(c)

N

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi) :

(d)

N

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi) :

(e)

T

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

T (r; fi) + lnn; n � 1:

(f)

T

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

T (r; fi) ; n � 1:
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(g)

T (r; fn) = nT (r; f) ; n 2 N�:

(h)

T

�
r;
af + b

cf + d

�
= T (r; f) +O (1) ; f 6� �d

c
:

Parmi les résultats fondamentanx de la théorie de R. Nevanlinna le résultat

suivant.

Lemme 1.2.1 (La dérivée logarithmique) [17] Soit f une fonction méro-

morphe transcendante. Alors

m

�
r;
f 0

f

�
= S (r; f) = o (T (r; f)) ;

où S (r; f) = O (lnT (r; f) + ln r)à l�extérieur d�un ensemble E � ]0;+1[ de mesure

linéaire �nie.

Dé�nition 1.2.1 (Fonction de faible croissance) [28] Soient f (z) et  (z)

des fonctions méromorphes, on dit que  (z) est une fonction de faible croissance

devant f si

T (r;  ) = S (r; f) :

1.3 Mesure linéaire et logarithmique

Dé�nition 1.3.1 [28] La mesure linéaire d�un ensemble E � [0;+1[ est dé�nie

par

m (E) =

+1Z
0

�E (t) dt;

où �E (t) est la fonction caractéristique de l�ensemble E et la mesure logarithmique

d�un ensemble F � [1;+1[ est dé�nie par

ml (F ) =

+1Z
1

�F (t)

t
dt:
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Exemple 1.3.1 La mesure linéaire de l�ensemble E = [a; b] � [0;+1[ est

m (E) =

+1Z
0

�E (t) dt =

bZ
a

dt = b� a:

La mesure logarithmique de l�ensemble F = [e; e4] � [1;+1[ est

ml (F ) =

+1Z
1

�F (t)

t
dt =

e4Z
e

dt

t
= 3:

1.4 L�ordre p-itératif, le type p-itératif et l�exposant

de convergence p-itératif

1.4.1 Ordre de croissance, l�hyper-ordre et le type

Dé�nition 1.4.1 ([16], [12]) Soit f une fonction méromorphe. L�ordre et

l�hyper-ordre de cette fonction sont dé�nis respectivement par

� (f) = lim
r!+1

sup
lnT (r; f)

ln r
;

et

�2 (f) = lim
r!+1

sup
ln lnT (r; f)

ln r
:

Si f est une fonction entière, alors l�ordre et l�hyper-ordre de cette fonction sont

dé�nis aussi respectivement par

� (f) = lim
r!+1

sup
ln lnM (r; f)

ln r
;

�2 (f) = lim
r!+1

sup
ln ln lnM (r; f)

ln r
;

où M (r; f) = max
jzj=r

jf (z)j.

Exemple 1.4.1 Soit f (z) = ez. Nous avons n (t; f) = 0 car f n�admet pas des

6



pôles, par conséquent N (r; f) = 0. De plus

m (r; f) =
1

2�

2�Z
0

ln+ jer cos'j d'

=
1

2�

�Z
��

ln+ jer cos'j d'

=
1

2�

�
2Z

��
2

r cos'd'

=
r

�
:

Donc

T (r; ez) =
r

�

D�où

� (ez) = lim
r!+1

sup
lnT (r; f)

ln r
= 1;

et

�2 (e
z) = 0:

Remarque. Si l�ordre est �ni, alors l�hyper-ordre est nul.

Dé�nition 1.4.2 ([16], [12]) Le type d�une fonction entière f (z) d�ordre �ni

0 < � (f) = � < +1 est dé�ni par

� (f) = lim sup
r!+1

lnM (r; f)

r�
;

où M (r; f) = max
jzj=r

jf (z)j.
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1.4.2 L�exposant et l�hyper exposant de convergence

Dé�nition 1.4.3 [16], [12] Soit f une fonction méromorphe. L�exposant de con-

vergence des zéros de la fonction f est dé�nie par

� (f) = lim
r!+1

sup
lnN

�
r; 1
f

�
ln r

;

où

N

�
r;
1

f

�
=

rZ
0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
0;
1

f

�
ln r;

et l�exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

� (f) = lim
r!+1

sup
lnN

�
r; 1
f

�
ln r

;

où

N

�
r;
1

f

�
=

rZ
0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
0;
1

f

�
ln r;

Exemple 1.4.2 Soit f (z) = ez � a; a 6= 0;1:

On a ez = a () z = ln a = ln jaj+ i (arg a+ 2k�) ; k 2 Z

jzj < t)
q
(ln jaj)2 + (arg a+ 2k�)2 < t

)
�
q
t2 � (ln a)2 � arg a

2�
< k <

q
t2 � (ln a)2 � arg a

2�

) n

�
t;
1

f

�
�

q
t2 � (ln a)2

�
� t

�
; t! +1

) N

�
r;
1

f

�
=
r

�
+ o (1)

) � (f) = 1:

Dé�nition 1.4.4 [30]Soit f (z) une fonction méromorphe. L�hyper exposant de

8



convergence des zéros de la fonction f est dé�ni par

�2 (f) = lim
r!+1

sup
ln lnN

�
r; 1
f

�
ln r

;

et l�hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

�2 (f) = lim
r!+1

sup
ln lnN

�
r; 1
f

�
ln r

.

1.4.3 L�ordre p-itératif et le type p-itératif

Notation Pour tout r 2 [0;+1[, on note

exp1 r = exp r et expj+1 r = exp
�
expj r

�
j 2 N;

et pour r assey grand, on note

ln1 r = ln r et lnj+1 r = ln (lnj r) j 2 N.

Dé�nition 1.4.5 [28] L�ordre p-itératif d�une fonction méromorphe f (z) est

dé�ni par

�p (f) = lim sup
r!+1

lnp T (r; f)

ln r
;

Si f (z) est une fonction entière, alors

�p (f) = lim sup
r!+1

lnp T (r; f)

ln r
= lim sup

r!+1

lnp+1M (r; f)

ln r
;

où M (r; f) = maxjzj=r jf (z)j.

Remarque 1.4.1 Pour p = 2, on a

�2 (f) = lim sup
r!+1

ln2 T (r; f)

ln r
= lim sup

r!+1

ln3M (r; f)

ln r
;

est l�hyper ordre de f (z).
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Dé�nition 1.4.6 [28] Soit f (z) une fonction entière avec �p (f) = � < 1, on

dé�nit le type p-itératif de f (z) par

� p (f) = lim sup
r!+1

lnpM (r; f)

r�
:

Dé�nition 1.4.7 [28] Ie degré d�indice de croissance d�une fonction entière f (z)

est dé�ni par

i (f) =

8>>>>>><>>>>>>:

0 si f est polynômial,

min fj 2 N; �j (f) <1g
si f est transcendante pour quelque j 2 N

avec �j (f) <1 existe,

1 si �j (f) =1 pour tout j 2 N:

1.4.4 L�exposant de convergence p-itératif

Dé�nition 1.4.8 [28] Posons que ' (z) est une fonction entière satisfait �p (') <

�p (f) ou bien i (') < i (f). Alors l�exposant de convergence d�ordre p-itératif des

zéros de f (z)� ' (z) est dé�ni par

�p (f � ') = lim
r!+1

sup
lnpN

�
r; 1
f�'

�
ln r

;

Si ' (z) = z, alors

�p (f � z) = lim
r!+1

sup
lnpN

�
r; 1
f�z

�
ln r

;

est l�exposant de convergence d�ordre p-itératif des points �xes de f (z).

Si ' (z) = 0, alors

�p (f) = lim
r!+1

sup
lnpN

�
r; 1
f

�
ln r

;

est l�exposant de convergence p-itératif des zéros de f (z).
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Dé�nition 1.4.9 [28] L�exposant de convergence p-itératif des zéros distincts

de f (z)� ' (z) et l�exposant de convergence p-itératif des points �xes distinctes de

f (z) sont dé�nis respectivement par

�p (f � ') = lim
r!+1

sup
lnpN

�
r; 1
f�'

�
ln r

;

�p (f � z) = lim
r!+1

sup
lnpN

�
r; 1
f�z

�
ln r

:

Dé�nition 1.4.10 [28] Si ' (z) est une fonction entière satisfait �p (') < �p (f).

ou bien, i (') < i (f). Alors le degré d�indice de croissance de l�exposant de conver-

gence p-itératif des zéros de f (z)� ' (z) est dé�ni par

i� (f � ') =

8>>>>>><>>>>>>:

0 si N
�
r; 1
f�'

�
= O (ln r) ;

min fj 2 N; �j (f � ') <1g
si f est transcendante pour quelque j 2 N

avec �j (f) <1 existe,

1 si �j (f � ') =1 pour tout j 2 N:

1.5 Indice central et le terme maximal

Dé�nition 1.5.1 Soit f (z) =
X
n�0

anz
n une fonction entière. Pour tout r > 0 la

série
X
n�0

anr
n est convergente. D�où

lim
n!+1

janj rn = 0;

et le terme maximal � (r; f) = fmax janj rn; n 2 Ng est bien dé�ni. On dé�nit

l�indice central par

� (r; p) = max fm : jamj rm = janj rng :

Exemple 1.5.1 Pour f (z) = anz
n + ::: + a0, alors quand jzj = r ! +1, on a

le terme maximal est anzn et par conséquent � (r; f) = n = deg (f).
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Chapitre 2

Sur l�hyper exposant de

convergence des zéros de f (j) � '

2.1 Introduction

Soit l�équation di¤érentielle linéaire du second ordre

f 00 + A (z) f 0 +B (z) f = 0 (2.1)

où A (z) et B (z) (6� 0) sont des fonctions entières. Plusieurs mathématiciens ont

étudié l�oxillation complexe des solutions de l�équation (2.1) et ont obtenu des ré-

sultats signi�catifs et importants [1, 9, 11, 14, 16].

En 1996, Shon [20] a étudié l�hyper ordre des solutions de (2.1) et il a obtenu le

résultat suivant :

Théorème 2.1.1 [20] Soient A (z) et B (z) des fonctions entières telles que

� (A) < � (B) ou � (B) < � (A) < 1
2
, alors toute solution f 6� 0 de (2.1) satisfait

�2 (f) � max f� (A) ; � (B)g.

En 2006, Chen et Shon [12] ont étudié l�exposant de convergence de f (j) � '

(j = 1; 2) où ' est une fonction entière de faible croissance devant la solution f 6� 0

en déduit les points �xes des solutions des équations di¤érentielles linéaires du second

ordre. En fait, ils ont obtenu les résultats suivants.
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Théorème 2.1.2 [12] Soient Aj (z) 6� 0 (j = 1; 2) des fonctions entières avec

� (Aj) < 1, supposons que a, b sont des nombres complexes satisfaisant ab 6= 0 et

arg a 6= arg b ou bien a = cb (0 < c < 1). Si ' (z) 6� 0 est une fonction entière d�orde

�ni, alors toute solution non triviale f de l�équation

f 00 + A1 (z) e
azf 0 + A2 (z) e

bzf = 0

satisfait � (f � ') = � (f 0 � ') = � (f 00 � ') =1.

Théorème 2.1.3 [12] Soient A1 (z) 6� 0; ' (z) 6� 0 et Q (z) des fonctions entières

avec � (A1) < 1, 1 < � (Q) < 1 et � (') < 1, alors toute solution non triviale f

de l�équation

f 00 + A1 (z) e
azf 0 +Q (z) f = 0

satisfait � (f � ') = � (f 0 � ') = � (f 00 � ') = 1, où a 6= 0 est un nombre com-

plexe.

Dans la même année , Liu et Zhang [23] ont étudié les points �xes quand les

coe¢ cients des équations sont des fonctions méromorphes, ce qui nous donne le

résultat suivant:

Théorème 2.1.4 [23] Supposons que k � 2 et A(z) est une fonction méromor-

phe transcendante satisfaisant � (1; A) = lim infr!1
m(r;A)
T (r;A)

= � > 0, � (A) = � <

+1. Alors toute solution méromorphe f 6� 0 de l�équation

f (k) + A (z) f = 0 (2.2)

satisfait que f et f 0; f 00; :::; f (k) ont plusieurs points �xes et �
�
f (j) � z

�
= �

(j = 0; 1; :::; k).

Pour l�équation (2.2), Belaidi [5], a étudié les points �xes et la relation entre les

fonctions de faible croissance et les polynômes di¤érentiels des solutions de l�équation

(2.2) et il a obtenu quelques résultats qui améliorent les théorèmes (2.1.4) et (2.1.3).
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Maintenant, qu�en est-il pour l�équation di¤érentielle

f (k) + A(k�1)f
(k�1) + :::+ A0f = 0 (k � 2) (2.3)

où Aj (z) (j = 0; 1; :::; k � 1) sont des fonctions entières ou méromorphes? Ce

qu�on va voir par la suite.

2.2 Résultats principaux

Dans cette partie on va voir la généralisation des résultats précédents faite

par Xu, Tu et Zheng [30].

Théorème 2.2.1 Soient Aj (z), j = 0; 1; :::; k � 1 des fonctions entières d�ordre

�ni et véri�ant une des deux conditions suivantes :

(i) max f� (Aj) : j = 0; 1; :::; k � 1g < � (A0) <1;

(ii) 0 < � (Ak�1) = � � � = � (A1) = � (A0) <1

et max f� (Aj) : j = 0; 1; :::; k � 1g = � 1 < � (A0) = � .

Alors pour chaque solution f 6� 0 de l�équation (2.3) et pour toute fonction

entière ' (z) 6� 0 satisfaisant �2 (') < � (A0), on a

�2 (f � ') = �2 (f
0 � ') = �2 (f

00 � ') = �2 (f
000 � ') = �2

�
f (i) � '

�
= �2 (f) = �2 (A0) (i 2 N) :

Corollaire 2.2.1 Sous les hypothèses du théorème 2.2.1, si ' (z) = z, pour

chaque solution f 6� 0 de l�équation (2.3), on a

�2 (f � z) = �2 (f
0 � z) = �2 (f

00 � z) = �2 (f
000 � z) = �2

�
f (i) � z

�
= �2 (f) = �2 (A0) (i 2 N) .

Théorème 2.2.2 Soient Aj (z) ; j = 1; 2; :::; k � 1 des polynômes et A0 (z) une

fonction entière transcendante, alors pour chaque solution f 6� 0 de l�équation (2.3)

et pour toute fonction entière ' (z) 6� 0 d�orde �ni, on a

(i) � (f � ') = � (f � ') = � (f) =1,
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(ii) �
�
f (i) � '

�
= �

�
f (i) � '

�
= �

�
f (i) � '

�
=1 (i � 1; i 2 N).

Corollaire 2.2.2 Sous les hypothèses du théorème 2.2.2, si ' (z) = z, pour

chaque solution f 6� 0 de (2.3), nous avons

(i) � (f � z) = � (f � z) = � (f) =1,

(ii) �
�
f (i) � z

�
= �

�
f (i) � z

�
= �

�
f (i) � z

�
=1 (i � 1; i 2 N).

Théorème 2.2.3 Soient Aj (z), j = 0; 1; :::; k � 1 des fonctions méromorphes

satisfaisant max f� (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1g < � (A0) et � (1; A0) > 0. Alors pour

chaque solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (2.3) et pour toute fonction méro-

morphe ' (z) 6� 0 satisfaisant �2 (') < � (A0), on a

�2
�
f (i) � '

�
= �2

�
f (i) � '

�
� � (A0) (i = 0; 1; :::) ;

où f (0) = f .

Remarque 2.2.1 L�exemple suivant montre que le théorème 2.2.3 n�est pas

valide quand Aj (z), j = 0; 1; :::; k � 1 ne véri�ent pas la condition

max f� (Aj) : j = 0; 1; :::; k � 1g < � (A0).

Exemple 2.2.1 Pour l�équation

f 00 +
e2z + ez � 1
1� ez

f 0 +
�e2z
1� ez

f = 0; (2.4)

on obtient que f (z) = ee
z
+ ez est une solution de l�équation (2.4). Et e

2z+ez�1
1�ez ,

�e2z
1�ez sont des fonctions méromorphes, de plus on a �

�
1; �e

2z

1�ez

�
= 1

2
. On prend

' (z) = ez, alors �2 (') < �
�
�e2z
1�ez

�
. Donc, on trouve que

�2 (f
0 � ') = �2

�
ee

z
ez
�
= 0 6= 1 = �

�
�e2z
1�ez

�
.

Corollaire 2.2.3 Sous les hypothèses du théorème 2.2.3, si ' (z) = z, pour

chaque solution méromorphe f 6� 0 de (2.3), on a

�2
�
f (i) � z

�
= �2

�
f (i) � z

�
� �2 (A0) (i = 0; 1; :::) ;
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où f (0) = f .

Remarque 2.2.2 Dans le théorème 2.1.2, si ab 6= 0 et a = cb (0 < c < 1), c�est

facile de voir que � (A1eaz) = �
�
A2e

bz
�
= 1 et � (A1eaz) = jaj < �

�
A2e

bz
�
= jbj. Du

théorème 2.2.1, pour chaque solution f 6� 0 de (2.3) et pour toute fonction entière

' (z) 6� 0 avec �2 (') < 1, on a �2 (f � ') = �2 (f
0 � ') = �2 (f

00 � ') = 1. Donc,

le théorme 2.2.1 est une extension partielle du théorème 2.1.2. Le théorème 2.2.2

est une amélioration du théorème 2.1.3. Le théorème 2.2.3 et le corollaire 2.2.3 sont

des améliorations du théorème 2.1.4.

2.3 Lemmes

Pour démontrer ces théorèmes, on a besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.3.1 [30] Supposons que f 6� 0 est une solution de l�équation (2.3),

posons g = f � ', alors g satisfait l�équation

g(k) + Ak�1g
(k�1) + :::+ A0g = �

�
'(k) + Ak�1'

(k�1) + :::+ A0'
�
. (2.5)

Preuve Puisque g = f � ', on a g0 = f 0 � '0; :::; g(k) = f (k) � '(k). On les

remplace dans l�équation (2.3), on trouve (2.5).

Lemme 2.3.2 [30] Supposons que f 6� 0 est une solution de l�équation (2.3),

posons g1 = f 0 � ', alors g1 satisfait l�équation

g
(k)
1 + U1k�1g

(k�1)
1 + :::+ U10 g1 = �

�
'(k) + U1k�1'

(k�1) + :::+ U10'
�
, (2.6)

où

U1j = A
0

j+1 + Aj �
A00
A0
Aj+1;

j = 0; 1; :::; k � 1, et Ak � 1.

Lemme 2.3.3 [30] Supposons que f 6� 0 est une solution de l�équation (2.3),
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posons g2 = f
00 � ', alors g2 satisfait l�équation

g
(k)
2 + U2k�1g

(k�1)
2 + :::+ U20 g2 = �

�
'(k) + U2k�1'

(k�1) + :::+ U20'
�
; (2.7)

où

U2j = U1j+1
0 + U1j �

U10
0

U10
U1j+1;

j = 0; 1; :::; k � 1, et U1k � 1.

Lemme 2.3.4 [30] Supposons que f 6� 0 est une solution de l�équation (2.3),

posons g3 = f
000 � ', alors g3 satisfait l�équation

g
(k)
3 + U3k�1g

(k�1)
3 + :::+ U30 g3 = �

�
'(k) + U3k�1'

(k�1) + :::+ U30'
�
; (2.8)

où

U3j = U2j+1
0 + U2j �

U20
0

U20
U2j+1;

j = 0; 1; :::; k � 1, et U2k � 1.

Lemme 2.3.5 [30] Supposons que f 6� 0 est une solution de l�équation (2.3),

posons gi = f
(j) � ', alors gi satisfait l�équation

g
(k)
i + U ik�1g

(k�1)
i + :::+ U i0gi = �

�
'(k) + U ik�1'

(k�1) + :::+ U i0'
�
; (2.9)

où

U ij = U i�1j+1
0 + U i�1j � U i�10

0

U i�10

U i�1j+1;

j = 0; 1; :::; k � 1, U i�1k � 1, et i 2 N.

Preuve On procède par récurrence.

Premièrement, du lemmes (2.3.2)-(2.3.4), nous obtenons que (2.9) est véri�é pour

i = 1; 2; 3.

Deuxièment, on suppose que gi = f
(i) � ', i � n, n 2 N satisfait (2.9). Donc
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gn = f
(n) � ' satisfait l�équation

g(k)n + Unk�1g
(k�1)
n + :::+ Un0 gn = �

�
'(k) + Unk�1'

(k�1) + :::+ Un0 '
�
; (2.10)

où

Unj = Un�1j+1
0 + Un�1j � Un�10

0

Un�10

Un�1j+1 ; j = 0; 1; :::; k � 1; Un�1k � 1:

Puisque gn = f
(n) � ', on a

f (n+1) = g0n + '0; f (n+2) = g00n + '00; ..., f (k+n) = g(k)n + '(k): (2.11)

De (2.10) et (2.11), on a

f (k+n) + Unk�1f
(k+n�1) + Unk�2f

(k+n�2) + � � �+ Un0 f
(n) = 0: (2.12)

Maintenant on va montrer que gn+1 = f
(n+1) � ' satisfait (2.9).

Comme gn+1 = f
(n+1) � ', on a

f (n+2) = g0n+1 + '0; f (n+3) = g00n+1 + '00; :::; f (k+n+1) = g
(k)
n+1 + '(k): (2.13)

La dérivation de l�équation (2.12) est

f (k+n+1) + Unk�1f
(k+n) + (Unk�1

0 + Unk�2)f
(k+n�1) + � � �+ Un0

0f (n) = 0: (2.14)

En remplaçant (2.12) dans (2.14), on obtient

f (k+n+1) + (Unk�1 �
Un0

0

Un0
)f (k+n) + (Unk�1

0 + Unk�2 �
Un0

0

Un0
Unk�1)f

(k+n�1)

+ � � �+ (Un1 0 + Un0 +
Un0

0

Un0
Un1 )f

(n) = 0:
(2.15)

De la dé�nition de U ij et (2.15), on a

f (k+n+1) + Un+1k�1 f
(k+n) + � � �+ Un+11 f (n+1) + Un+10 f (n) = 0; (2.16)
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Où

Un+1j = Unj+1
0 + Unj �

Un0
0

Un0
Unj+1; j = 0; 1; :::; k � 1; Unk � 1:

On remplace (2.13) dans (2.16) ,on obtient

g
(k)
n+1 + Un+1k�1 g

(k�1)
n+1 + :::+ Un+10 gn+1 = �

�
'(k) + Un+1k�1'

(k�1) + :::+ Un+10 '
�
: (2.17)

Lemme 2.3.6 [30] Soit f (z) une fonction méromorphe transcendante avec

� (f) = � � 0, alors il existe un ensemble E � [1;+1) de mesure logarithmique

in�nie tel que pour tout r 2 E, on a

lim
r!+1

lnT (r; f)

ln r
= �; r 2 E:

Lemme 2.3.7 [30] Soient A0 (z), A2 (z) ; : : : ; Ak�1 (z) des fonctions entières

d�ordre �ni et satisfaients max f� (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1g = �1 < � (A0) < 1, et

posons

U1j = A
0

j+1 + Aj �
A00
A0
Aj+1;

et

U ij = U i�1j+1
0 + U i�1j � U i�10

0

U i�10

U i�1j+1;

où j = 0; 1; 2; :::; k � 1, Ak � 1, U i�1k � 1 et i 2 N. Alors il existe un ensemble E de

mesure logarithmique in�nie tel que

lim
r!+1

lnm (r; U i0)

ln r
= � (A0) > lim sup

r!+1

max1�j�k�1
�
lnm

�
r; U ij

�	
ln r

= �1; r 2 E:

(2.18)

Preuve Utilisons la démonstration par récurrence.

Pour i = 1, On a U1j = A
0
j+1 + Aj � A00

A0
Aj+1, j = 0; 1; 2; :::; k � 1 et Ak � 1.

Si j = 0, donc U10 = A
0
1 + A0 � A00

A0
A1. Alors, nous avons

m
�
r; U10

�
� m (r; A1) +m (r; A0) +m

�
r;
A01
A1

�
+m

�
r;
A00
A0

�
+O (1) : (2.19)
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De A0 = �A
0
1 + U10 +

A00
A0
A1, on obtient

m (r; A0) � m (r; A1) +m
�
r; U10

�
+m

�
r;
A01
A1

�
+m

�
r;
A00
A0

�
+O (1) : (2.20)

où j 6= 0, j = 1; 2; :::; k � 1, par la dé�nition de U10 , on a

m
�
r; U1j

�
� m (r; Aj+1) +m (r; Aj) +m

�
r;
A01
A1

�
+m

�
r;
A00
A0

�
+O (1) : (2.21)

Comme Aj (z) sont des fonctions entières avec

max f� (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1g < � (A0) <1, et (2.21), on a

max
1�j�k�1

�
m
�
r; U1j

�	
� max

1�j�k�1
fm (r; Aj) + o(m (r; A0)) +O(ln r)g . (2.22)

De (2.19), (2.20), (2.22) et le lemme 2.3.6, il existe un ensemble E de mesure

logarithmique in�nie tel que

lim
r!+1

lnm (r; U10 )

ln r
= � (A0) > �1 = lim sup

r!+1

max1�j�k�1 flnm (r; Aj)g
ln r

(2.23)

� lim sup
r!+1

max1�j�k�1
�
lnm

�
r; U1j

�	
ln r

; r 2 E:

Maintenant, on suppose que (2.18) est véri�é pour i � n, n 2 N. Donc, il existe

un ensemble E de mesure logarithmique in�nie tel que

lim
r!+1

lnm (r; Un0 )

ln r
= � (A0) > lim sup

r!+1

max1�j�k�1
�
lnm

�
r; Unj

�	
ln r

= �1: (2.24)

On démontre que (2.18) est véri�é pour i = n + 1. Puisque i = n + 1, on a

Un+1j = Unj+1
0 + Unj �

Un0
0

Un0
Unj+1, où j = 0; 1; 2; :::; k � 1, et U i�1k � 1. Pour j = 0, on

a Un+10 = Un1
0 + Un0 �

Un0
0

Un0
Un1 . Alors, on obtient

m
�
r; Un+10

�
� m (r; Un0 )+m (r; U

n
1 )+m

�
r;
(Un0 )

0

Un0

�
+m

�
r;
(Un1 )

0

Un1

�
+O (1) : (2.25)
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Et comme Un0 = Un1
0 + Un+10 � Un0

0

Un0
Un1 , on trouve

m (r; Un0 ) � m
�
r; Un+10

�
+m (r; Un1 ) +m

�
r;
Un00
Un0

�
+m

�
r;
Un01
Un1

�
+O (1) : (2.26)

Pour j 6= 0, des dé�nitions de Un+1j , j = 1; 2; :::; k � 1, et Unk � 1, on a

m
�
r; Un+1j

�
� m

�
r; Unj+1

�
+m (r; Un1 )+m

�
r;
Un0j+1
Unj+1

�
+m

�
r;
Un00
Un0

�
+O (1) : (2.27)

De (2.24)-(2.27), il existe un ensemble E de mesure logarithmique in�nie tel que

lim
r!+1

lnm
�
r; Un+10

�
ln r

= lim
r!+1

lnm (r; Un0 )

ln r
= � (A0) > �1 (2.28)

= lim sup
r!+1

max1�j�k�1
�
lnm

�
r; Unj

�	
ln r

= lim sup
r!+1

max1�j�k�1
�
lnm

�
r; Un+1j

�	
ln r

:

D�où le résultat.

Lemme 2.3.8 [30] Soient Hj (z) (j = 0; 1; :::; k � 1) des fonctions méromorphes

d�ordre �ni. Si

lim sup
r!+1

max1�j�k�1 flnm (r;Hj)g
ln r

= �1

et il existe E1 de mesure logarithmique in�nie tel que pour tout r 2 E, on a

lim
r!+1

lnm (r;H0)

ln r
= �2 > �1;

alors toute solution méromorphe f de

f (k) +Hk�1f
(k�1) + � � �+H1f

0 +H0f = 0 (2.29)

satisfait �2 (f) � �2.

Preuve Supposons que f (z) est une solution méromorphe de (2.29). De (2.29),
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on a

m (r;H0) � m

�
r;
f (k)

f

�
+m

�
r;
f (k�1)

f

�
+ � � �+m

�
r;
f 0

f

�
+

k�1X
j=1

m (r;Hj) +O (1) :

(2.30)

Du lemme de la dérivée logarithmique et (2.30), on obtient

m (r;H0) � O fln rT (r; f)g+
k�1X
j=1

m (r;Hj) ; r =2 E2; (2.31)

où E2 � [1;+1) est un ensemble de mesure linéaire �ni. Des hypothèses du

lemme 2.3.6, il existe un ensemble E1 de mesure logarithmique in�nie tel que pour

tout jzj = r 2 E1 � E2, on a

r�2�" � O fln rT (r; f)g+ (k � 1) r�1+"; (2.32)

où 0 < 2" < �2 � �1. De (2.32), on trouve �2 (f) � �2.

Lemme 2.3.9 [15] Soient f une fonction méromorphe transcendante avec

� (f) = � <1, � = f(k1; j1) ; : : : ; (km; jm)g est un ensemble �ni de couples d�entiers

qui satisfait ki > ji � 0 pour i = 1; :::;m. Et soit " > 0 une constante donné, alors

il existe un ensemble E3 � (1;+1) de mesure logarithmique �ni tel que pour tout

z satisfaire jzj = r =2 [0; 1] [ E3 et (k; j) 2 �, on a����f (k) (z)f (j) (z)

���� � jzj(k�j)(��1+") :
Lemme 2.3.10 [29] Soit f (z) une fonction entière avec � (f) = �, � (f) = � ,

0 < � < 1, 0 < � < 1, alors pour tout donné � < � il existe un ensemble

E4 � [1;+1) de mesure logarithmique in�nie tel que pour tout r 2 E4, on a

lnM (r; f) > �r�:

Lemme 2.3.11 [30] Soient A0 (z), A1 (z) ; : : : ; Ak�1 (z) des fonctions entières

d�ordre �ni et satisfaites 0 < � (A0) = � (A1) = � � � = � (Ak�1) = �2 <1 et
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max f� (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1g = � 1 < � (A0) = � , et soient U1j , U
i
j donnés dans

le lemme 2.3.7, alors pour tout " donné (0 < " < � � � 1), il existe un ensemble E5

de mesure logarithmique in�nie tel que

��U ij �� � exp f(� 1 + ") r�2g ;
��U i0�� � exp f(� � ") r�2g ; (2.33)

où i 2 N et j = 1; 2; :::; k � 1.

Preuve

Raisonnement par récurrence.

(i) On va prouver que U ij (j = 0; 1; :::; k � 1) satisfait (2.33) quand i = 1. De la

dé�nition de U1j = A
0
j+1 + Aj � A00

A0
Aj+1 (j 6= 0) et U10 = A

0
1 + A0 � A00

A0
A1, on a

��U10 �� � jA0j � jA1j�����A0
1

A1

����+ ����A0
0

A0

����� (2.34)

et

��U1j �� � jAjj+ jAj+1j
 �����A

0
j+1

Aj+1

�����+
����A0

0

A0

����
!
; j = 1; 2; :::; k � 1; Ak � 1: (2.35)

Du lemme 2.3.9, lemme 2.3.10 et (2.34)-(2.35), pour tout " (0 < 2" < � � � 1), il

existe un ensemble E5 de mesure logarithmique in�nie tel que

��U10 �� � expn�� � "

4

�
r�2
o
�2 exp

n�
� 1 +

"

4

�
r�2
o
rM � exp

n�
� � "

2

�
r�2
o
(2.36)

et

��U1j �� � exp
n�
� 1 +

"

4

�
r�2
o
+ 2 exp

n�
� 1 +

"

4

�
r�2
o
rM (2.37)

� exp
n�
� 1 +

"

4

�
r�2
o
; j 6= 0;

où M > 0 est une constante.

(ii) On véri�e que U ij (j = 0; 1; :::; k � 1) satisfait (2.33) pour i = 2.

De U20 = U1
0
1 + U10 �

U100
U10
U11 , U

0
j = U1

0
j+1 + U1j �

U100
U10
U1j+1 (j = 0; 1; :::; k � 1)
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et U1k � 1, on a

��U20 �� � ��U10 ��� ��U11 �� �����U101U11
����+ ����U100U10

����� (2.38)

et ��U2j �� � ��U1j ��+ ��U1j+1��
 �����U1

0
j+1

U1j+1

�����+
����U100U10

����
!
; j = 1; 2; :::; k � 1: (2.39)

De la conclusion de (i) et lemme 2.3.9, (2.36)-(2.39), pour tout jzj = r 2 E5,

��U20 �� � expn�� � "

2

�
r�2
o
� 2 exp

n�
� 1 +

"

2

�
r�2
o
rM � exp f(� � ") r�2g (2.40)

et

��U2j �� � exp
n�
� 1 +

"

2

�
r�2
o
+ 2 exp

n�
� 1 +

"

2

�
r�2
o
rM (2.41)

� exp f(� 1 + ") r�2g ; j 6= 0:

(iii) Supposons que (2.33) est véri�ée pour i � n, n 2 N, d�où pour tout "

(0 < 2" < � � � 1), il existe un ensemble E5 de mesure logarithmique in�nie tel que

��U ij �� � exp f(� 1 + ") r�2g ;
��U i0�� � exp f(� � ") r�2g (i � n; j = 1; 2; :::; k � 1) :

(2.42)

De Un+10 = Un
0

1 +U
n
0 �

Un00
Un0
Un1 et U

n+1
j = Un

0
j+1+U

n
j �

Un00
Un0
Unj+1 (j = 0; 1; :::; k � 1)

et Unk � 1, on a

��Un+10

�� � jUn0 j � jUn1 j�����Un01Un1
����+ ����Un00Un0

����� (2.43)

et

��Un+1j

�� � ��Unj ��+ ��Unj+1��
 �����Un

0
j+1

Unj+1

�����+
����Un00Un0

����
!
; j = 1; 2; :::; k � 1: (2.44)
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Alors, du lemme 2.3.9, (2.42)-(2.44), pour tout jzj = r 2 E5

��Un+1j

�� � exp f(� 1 + ") r�2g+ 2 exp f(� 1 + ") r�2g rM (2.45)

� exp f(� 1 + 2") r�2g ; j 6= 0;

et

��Un+10

�� � exp f(� � ") r�2g � 2 exp f(� 1 + ") r�2g rM � exp f(� � 2") r�2g : (2.46)

D�où le résultat.

Lemme 2.3.12 [30] Soient Bj (z), j = 0; 1; :::; k� 1 des fonctions méromorphes

avec max f� (Bj) : j = 1; 2; :::; k � 1g = �4 < � (B0) = �3

et � (1; B0) = lim inf
r!+1

m(r;B0)
T (r;B0)

> 0. Alors toute solution méromorphe f de l�équation

f (k) +Bk�1f
(k�1) + � � �+B1f

0 +B0f = 0 (2.47)

satisfait �2 (f) � �3.

Preuve. Soit f une solution méromorphe de l�éqution (2.47), de (2.47), on a

m (r; B0) � m

�
r;
f (k)

f

�
+m

�
r;
f (k�1)

f

�
+ � � �+m

�
r;
f 0

f

�
+

k�1X
j=1

m (r; Bj)

� O fln rT (r; f)g+
k�1X
j=1

m (r; Bj) ; r =2 E6; (2.48)

où E6 � [1;+1) est un ensemble de mesure linéaire �nie. Du lemme 2.3.6, il

existe un ensemble E de mesure logarithmique in�nie tel que pour tout jzj = r 2 E,

on a

lim
r!+1

lnT (r; f)

ln r
= �3; r =2 E: (2.49)

Comme � (1; B0) > 0, alors pour tout donné " (0 < 2" < �3 � �4) et pour tout

r 2 E, de (2.49), on obtient

m (r; B0) � r�3�": (2.50)
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De (2.48) et (2.50), on a

r�3�" � O fln rT (r; f)g+ (k � 1) r�4+"; r 2 E � E6: (2.51)

De (2.51), on obtient �2 (f) � �3 = � (B0).

Lemme 2.3.13 [15] Soit f une fonction méromorphe transcendante et � > 1

une constante donnée, pour tout donné " > 0, il existe un ensemble E7 � [1;+1)

de mesure logarithmique �nie et une constante M > 0 qui dépend de � et (m;n)

(m;n 2 f0; :::; kg avec m < n) tel que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E7,

on a ���� f (n) (z)f (m) (z)

���� �M

�
T (�r; f)

r
(ln� r) lnT (�r; f)

�n�m
.

Lemme 2.3.14 [30] Soient Bj (z), j = 0; 1; :::; k� 1 des fonctions méromorphes

d�ordre �ni. S�ils existent des constantes positives �5, �3, �4 (0 < �3 < �4) et un

ensemble E8 de mesure logarithmique in�nie tel que

max fjBj (z)j : j = 1; 2; :::; k � 1g � exp f�3r�5g ; jB0 (z)j � exp f�4r�5g

véri�e pour tout jzj = r 2 E8, alors toute solution méromorphe de (2.47) satisfait

�2 (f) � �5.

Preuve. Supposons que f est une solution méromorphe de (2.47), de (2.47), on

a

jB0 (z)j �
����f (k)f

����+ k�1X
j=1

jBj (z)j
����f (j)f

���� : (2.52)

Du lemme 2.3.13, il existe un ensemble E8 de mesure logarithmique �nie tel que

pour tout jzj = r =2 E7, on a����f (j)f
���� �M [T (2r; f)]j ; j = 1; 2; :::; k; (2.53)

oùM > 0 est une constante. De (2.52),(2.53) et les hypothèses du lemme 2.3.14,
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pour tout jzj = r 2 E8 � E7, on a

exp f�4r�5g �M [T (2r; f)]k exp f�3r�5g : (2.54)

Puisque 0 < �3 < �4, de (2.54), on obtient �2 (f) � �5.

Lemme 2.3.15 [26] Soient A0, A1; : : : ; Ak�1; F 6� 0 des fonctions méromorphes,

si f est une solution méromorphe de l�équation

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + � � �+ A0 (z) f = F;

alors on a

(i) Simax f� (F ) ; � (Aj) : j = 0; 1; :::; k � 1g < � (f) = � � 1; alors � (f) = � (f) = � (f) ;

(ii) Simax f�2 (F ) ; �2 (Aj) : j = 0; 1; :::; k � 1g < �2 (f) = �; alors �2 (f) = �2 (f) = �2 (f) :

Lemme 2.3.16 [29] Soient Aj (z) (j = 0; 1; :::; k�1) des fonctions entières satis-

faire 0 < � (Ak�1) = � � � = � (A1) = � (A0) <1, max f� (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1g =

� (A0) <1, alors toute solution f 6� 0 de (2.3) satisfait �2 (f) = � (A0).

2.4 Preuves des théorèmes

2.4.1 Preuve du théorème 2.2.1

Pour démontrer la conclusion du théorème 2.2.1, on considère deux cas :

Cas 1. supposons que max f� (Aj) : j = 0; 1; :::; k � 1g < � (A0) <1.

(i)Premièrement, on démontre que �2 (f � ') = �2 (f).

Supposons que f 6� 0 est une solution de (2.3), de [13], on a �2 (f) = � (A0).

Posons g = f � '. Comme �2 (f) < � (A0), alors

�2 (g) = �2 (f) = � (A0) et �2 (g) = �2 (f � ') :
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Par le lemme 2.3.1, on obtient que g satisfait l�équation (2.5). Posons

F = '(k) + Ak�1'
(k�1) + � � �+ A0':

Si F � 0, de [13], on a �2 (') = � (A0), on obtient une contradiction, alors F 6� 0,

par le lemme 2.3.15, on a

�2 (g) = �2 (g) = �2 (g) = � (A0) :

Donc, on a

�2 (f � ') = �2 (f � ') = �2 (f) = � (A0) :

(ii)Deuxiément, on preuve que �2 (f 0 � ') = �2 (f). Posons g1 = f 0 � ', alors

�2 (g1) = �2 (f) = � (A0). Par lemme 2.3.2, on obtient que g1 satisfait l�équation

(2.6). Posons F1 = '(k) + U1k�1'
(k�1) + ::: + U10', où U

1
j (j = 0; 1; :::; k � 1) sont

donnés dans le lemme 2.3.2. Si F1 � 0, par lemme 2.3.7 et lemme 2.3.8, on a

�2 (') � � (A0), une contradiction avec �2 (') < � (A0). Donc F1 6� 0. Par lemme

2.3.15, on obtient �2 (f 0 � ') = �2 (f
0 � ') = �2 (f).

(iii)Maintenant, on prouve que �2 (f 00 � ') = �2 (f). Posons g2 = f 00 � ', alors

�2 (g2) = �2 (f) = � (A0). Par le lemme 2.3.3, on obtient que g2 satisfait l�équation

(2.7). Posons F2 = '(k) + U2k�1'
(k�1) + ::: + U20', où U

2
j (j = 0; 1; :::; k � 1) sont

donnés dans le lemme 2.3.3. Si F2 � 0, par lemme 2.3.7 et lemme 2.3.8, on a

�2 (') � � (A0), une contradiction avec �2 (') < � (A0). Donc F2 6� 0. Par lemme

2.3.15, on obtient �2 (f 00 � ') = �2 (f
00 � ') = �2 (f).

(iv) Posons g3 = f 000 � '. Des lemmes 2.3.4, 2.3.7, 2.3.8, 2.3.15, en utilisons le

même raisonnement que dans le cas1 (iii), on obtient

�2 (f
000 � ') = �2 (f

000 � ') = �2 (f).

(v) On prouve que �2
�
f (i) � '

�
= �2 (f) (i � 3, i 2 N). Posons gi = f (i) � ',

alors �2 (gi) = �2 (f) = � (A0). Par le lemme 2.3.5, nous avons gi satisfait l�équation

(2.9). Posons Fi = '(k) + U ik�1'
(k�1) + ::: + U i0', où U

i
j (j = 0; 1; :::; k � 1; i 2 N)

sont donnés dans le lemme 2.3.5. Si Fi � 0, par le lemme 2.3.7 et lemme 2.3.8, on
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a �2 (') � � (A0), une contradiction avec �2 (') < � (A0). Donc Fi 6� 0. Par lemme

2.3.15, on obtient �2
�
f (i) � '

�
= �2

�
f (i) � '

�
= �2 (f).

Cas 2. Supposons que 0 < � (Ak�1) = � � � = � (A1) = � (A0) <1 et

max f� (Aj) : j = 0; 1; :::; k � 1g = � 1 < � (A0) = � .

(i) Montrons que �2 (f � ') = �2 (f). Supposons que f 6� 0 est une solution de

(2.3), Du lemme 2.3.16, �2 (f) = � (A0) > 0. Posons g = f � '. Comme ' 6� 0 est

une fonction entière satisfait �2 (') < � (A0), alors on a �2 (g) = �2 (f) = � (A0) et

�2 (g) = �2 (f � ').

Par le lemme 2.3.1, on obtient que g satisfait l�équation (2.5). Si F � 0, par le

lemme 2.3.16, on a �2 (') = �2 (A0), une contradiction. Donc F 6� 0.

Des hypothèses du théorème 2.2.1, on obtient

max f�2 (F ) ; �2 (Aj) : j = 0; 1; :::; k � 1g < �2 (g) = � (A0) :

Du lemme 2.3.15(ii), on a

�2 (f � ') = �2 (f � ') = �2 (f) = � (A0) :

(ii) Maintenant on prouve que �2 (f 0 � ') = �2 (f). Posons g1 = f 0�'. Comme

�2 (') < � (A0), alors on a �2 (g1) = �2 (f) = � (A0).

Par le lemme 2.3.2, on obtient que g1 satisfait l�équation (2.6). Si F1 � 0, par

le lemme 2.3.11 et lemme 2.3.14, on a �2 (') � � (A0), alors on a une contradiction

avec �2 (') < � (A0) . Donc, on a F1 6� 0.

De (2.6) et le lemme 2.3.15, on obtient

�2 (f
0 � ') = �2 (f

0 � ') = �2 (f) = � (A0) :

Similaire aux arguments du Cas1(iii)-(v) et en utilisant les lemmes 2.3.3-2.3.5,

2.3.11 et le lemme 2.3.14, on obtient

�2
�
f (i) � '

�
= �2

�
f (i) � '

�
= �2 (f) = � (A0) (i 2 N) :
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2.4.2 Preuve du théorème 2.2.2

Comme Aj (z) ( j = 1; 2; :::; k � 1) sont des polynômes et A0 (z) est une fonction

entière transcendante, alors nous avons que Aj (z) ( j = 1; 2; :::; k � 1) satisfaient la

condition du théorème 2.2.1. En utilisant la même méthode de la preuve du théorème

2.2.1 et le lemme 2.3.15(i), on obtient facilement la conclusion de théorème 2.2.2.

2.4.3 Preuve du théorème 2.2.3

Selon les conditions du théorème 2.2.3, on peut trouver facilement la conclusion de

théorème 2.2.3 en utilisant la même méthode de la preuve du théorème 2.2.1 et le

lemme 2.3.15.
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Chapitre 3

Sur l�exposant itératif de la

convergence des zéros de

f (j) (z)� ' (z)

Dans ce chapitre, On va voir l�étude de l�exposant itératif de convergence

des zéros de f (j) (z) � ' (z) des solutions des équations di¤érentielles linéaires, en

généralisant les résultats précédants de Chen [10], Chen et Shon [12] et Tu [27].

3.1 Introduction

Dans [10], Chen a étudié les points �xes des solutions des équations (3.1) et (3.2)

avec des coe¢ cients polynômials et des coe¢ cients entières transcendantes d�ordre

�ni et a obtenu les résultats suivants.

Théorème 3.1.1 [10] Soit P (z) un polynôme de degree n (� 1). Alors chaque

solution non triviale de

f 00 + P (z) f = 0 (3.1)

a in�niment plusieurs points �xes et satisfait

� (f � z) = � (f � z) = � (f) = n+1
2
:

Théorème 3.1.2 [10] Soit A (z) une fonction entière transcendante avec
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� (A) = � <1. Alors chaque solution non-triviale de

f 00 + A (z) f = 0 (3.2)

a in�niment plusieurs points �xes et satisfait

�2 (f � z) = �2 (f � z) = �2 (f) = �.

Deux anneé aprés, dans [12], Chen a étudié les zéros de f (j) (z)�' (z) (j = 0; 1; 2)

et a prouvé les théorèmes 2.1.2 et 2.1.3 (voir le chapitre précèdent). En 2012, Xu,

Tu et Zheng ont prouvé les résultats principaux de notre deuxième chapitre qui

généralisent les résultats précédents.

Dans la suite on voir une généralisations dans un autre sens: c�est pour l�étude

de l�exposant itératif comme suivant.

3.2 Résultats principaux

Le but de ce chapitre est de voir l�amélioration du théorème E concernant les équa-

tions di¤érentielles linéaires de coe¢ cients entières d�ordre �ni dans (2.3) à coef-

�cients entières d�ordre itératif �ni faite par Tu, Xuan et Xu [28] en realisant les

résultats suivants.

Théorème 3.2.1 Soient A (z) et B (z) des fonctions entières d�ordre itératif �ni

satisfaire �p (A) < �p (B) <1 ou 0 < �p (A) = �p (B) <1

et 0 � � p (A) < � p (B) < 1. Alors pour toute solution f 6� 0 de (2.1) et pour

toute fonction entière ' (z) 6� 0 satisfaire �p+1 (') < �p (B), on a

(i)�p+1 (f � ') = �p+1 (f
0 � ') = �p+1 (f

00 � ') = �p+1 (f
000 � ') = �p+1 (f) =

�p (B) ;

(ii)�p+1
�
f (i) � '

�
= �p+1 (f) = �p (B) (j > 3; j 2 N) :

Corollaire 3.2.1 Sous les hypothèses du théorème 3.2.1, si ' (z) = z, on obtient

(i)�p+1 (f � z) = �p+1 (f
0 � z) = �p+1 (f

00 � z) = �p+1 (f
000 � z) = �p+1 (f) =

�p (B) ;

(ii)�p+1
�
f (i) � z

�
= �p+1 (f) = �p (B) (j > 3; j 2 N).
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Théorème 3.2.2 Soient A (z) et B (z) des fonctions entières satisfaire

i (A) < i (B) = 1. Alors pour toute solution f 6� 0 de (2.1) et pour toute fonction

entière ' (z) 6� 0 satisfaire i (') � p, on a

(i) i�
�
f (i) � '

�
= i�

�
f (i) � '

�
= i
�
f (i) � '

�
= p+ 1 (j = 0; 1; 2; :::) ;

(ii)�p+1
�
f (i) � '

�
= �p+1

�
f (i) � '

�
= �p+1

�
f (i) � '

�
= �p (B) (j = 0; 1; 2; :::) :

Corollaire 3.2.2 Sous les hypothèses du théorème 3.2.2, si ' (z) = z, on a

(i) i�
�
f (i) � z

�
= i�

�
f (i) � z

�
= i
�
f (i) � z

�
= p+ 1 (j = 0; 1; 2; :::) ;

(ii)�p+1
�
f (i) � z

�
= �p+1

�
f (i) � z

�
= �p+1

�
f (i) � z

�
= �p (B) (j = 0; 1; 2; :::) :

Théorème 3.2.3 Sous les hypothèses du théorème 3.2.1, soit

L (f) = akf
(k) + ak�1f

(k�1) + � � �+ a0f;

où aj 6� 0 (j = 0; 1; 2; :::; k) sont des fonctions entières satisfaire �p (aj) < �p (B).

Alors pour toute solution f 6� 0 de (2.1), on a �p+1 (L (f)) = �p+1 (f) = �p (B).

Remarque 3.2.1 Le théorème 3.2.1 est un extension et amélioration du théorème

3.1.3. Par le théorème 3.1.3, pour toute solution f 6� 0 de (2.1) et pour toute fonction

entière ' (z) 6� 0 satisfaire �p (') < 1, on a

�2 (f � ') = �2 (f
0 � ') = �2 (f

00 � ') = 1:

3.3 Lemmes

Lemme 3.3.1[8, 24] Soit f (z) est une fonction entière avec �p (f) = �, et �f (r)

est l�indice central de f (z). Alors

lim sup
r!+1

lnp �f (r)

ln r
= �: (3.3)

Lemme 3.3.2 [28] Soit f (z) une fonction entière avec �p (f) = �, alors il existe

un ensemble E1 � [1;+1) de mesure logarithmique in�nie tel que pour tout r 2 E1,
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nous avons

lim
r!+1

lnp T (r; f)

ln r
= �; r 2 E1: (3.4)

Preuve Par la dé�nition 1.4.5 on a lim supr!+1
lnp T (r;f)

ln r
= �, il existe une suite

frng1n=1 qui tend vers +1 et qui satisfait
�
1 + 1

n

�
rn < rn+1 et

lim
rn!+1

lnp T (rn; f)

ln rn
= �: (3.5)

Il existe n1 tel que pour tout n � n1 et pour tout r 2
�
rn;
�
1 + 1

n

�
rn
�
, on a

lnp T (rn; f)

ln
�
1 + 1

n

�
rn
� lnp T (r; f)

ln r
: (3.6)

Posons E1 = [1n=n1
�
rn;
�
1 + 1

n

�
rn
�
, de (3.6) et la dé�nition 1.4.5, alors pour tout

r 2 E1, on a

lim
r!+1

lnp T (r; f)

ln r
= lim

rn!+1

lnp T (rn; f)

ln rn
= �;

et

mlE1 =
1X

n=n1

(1+ 1
n)rnZ

rn

dt

t
=

1X
n=n1

ln

�
1 +

1

n

�
= +1:

Lemme 3.3.3 [8, 24] Soit f (z) est une fonction entière avec �p (f) = � et �f (r)

est l�indice central de f (z). Alors il existe un ensemble E1 � [1;+1) de mesure

logarithmique in�nie tel que pour tout r 2 E1, nous avons

lim
r!+1

lnp �f (r)

ln r
= �; r 2 E1: (3.7)

Lemme 3.3.4 [8, 24] Soient A0, A1; : : : ; Ak�1; F 6� 0 des fonctions méromor-

phes. Si f est une solution méromorphe de l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A0f = F; (3.8)
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alors nous avons

(i) Si max fi (Aj) ; j = 0; 1; :::; k � 1; i (F )g < i (f) ; alors i� (f) = i� (f) = i (f) ;

(ii) Si max f�p (Aj) ; j = 0; 1; :::; k � 1; �p (F )g < �p (f) ; alors �p (f) = �p (f) = �p (f) :

Lemme 3.3.5 [32] Soit f (z) une fonction entière d�ordre itératif �ni avec i (f) =

p. Alors ils existent des fonctions entières � (z) et D (z) tel que

f (z) = � (z) eD(z);

�p (f) = max
�
�p (�) ; �p

�
eD(z)

�	
et

�p (�) = lim sup
r!+1

lnpN
�
r; 1
f

�
ln r

:

De plus, pour tout " > 0, on a

ln j� (z)j � � expp�1
�
r�p(�)+"

	
; r =2 E2; (3.9)

où E2 � [1;+1) est un ensemble de r de mesure liméaire �nie.

Lemme 3.3.6 [28] Soit f (z) est une fonction entière d�ordre itératif �ni avec

�p (f) = � < +1. Alors pour tout " > 0 donné, il existe un ensemble E3 � [1;+1)

de mesure linéaire �nie tel que pour tout z satisfaire jzj = r =2 [0; 1] [ E3, on a

exp
�
� expp�1 r�+"

	
� jf (z)j � expp

�
r�+"

	
: (3.10)

Preuve Soit f (z) est une fonction entière d�ordre itératif �ni avec �p (f) = �.

De la dé�nition 1.4.5, c�est facile d�obtenir que jf (z)j � expp fr�+"g véri�é pour

tout jzj = r assez grand. Du lemme 3.3.5, ils existent des fonctions entières � (z) et

D (z) tel que

f (z) = � (z) eD(z); �p (f) = max
�
�p (�) ; �p

�
eD(z)

�	
:
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Pour tout " > 0, on a

j� (z)j � exp
�
� expp�1

�
r�p(�)+"

		
� exp

�
� expp�1

�
r�p(f)+

"
2

		
; r =2 E3; (3.11)

est véri�é à l�extérieur d�un ensemble E3 � [1;+1) de mesure linéaire �nie.

Comme �p�1 (D (z)) = �p
�
eD(z)

�
� �p (f), de la dé�nition 1.4.5, nous avons que

jD (z)j � expp�1
�
r�p(f)+

"
2

	
est véri�é pour tout r assez grand.

De
��eD(z)�� � e�jD(z)j � exp

�
� expp�1

�
r�p(f)+

"
2

		
et (3.11), on a

jf (z)j � j� (z)j e�jD(z)j � exp
�
�2 expp�1

�
r�p(f)+

"
2

		
(3.12)

� exp
�
� expp�1

�
r�p(f)+

"
2

		
; r =2 E3;

où E3 est un ensemble de r de mesure linéaire �nie. De la dé�nition1.4.5 et

(3.12), on obtient la conclusion du lemme 3.3.6.

Remarque 3.3.1 Le lemme 3.3.6 donne l�estimation du module de la fonction

entière d�ordre itératif et étend la conclusion de [20, p. 84, lemme 4].

Lemme 3.3.7 [28] Soit f (z) est une fonction entière d�ordre itératif

�ni avec �p (f) = � > 0 (p � 2), et soit L (f) = a2f
00
+ a1f

0
+ a0f , où aj 6�

0 (j = 0; 1; 2) sont des fonctions entières d�ordre itératif �ni qui satisfaient b =

max f�p�1 (aj) ; j = 0; 1; 2g < �, alors �p (L (f)) = �p (f) = �.

Preuve On peut écrire L (f) comme suit

L (f) = f

�
a2
f
00

f
+ a1

f
0

f
+ a0

�
(3.13)

Du lemme de Wiman-Valiron (voir[20, 18]), pour tout z satisfait jzj = r et

jf (z)j =M (r; f), on a

f (k) (z)

f (z)
=

�
�f (r)

z

�k
(1 + o (1)) ; k 2 N; r =2 E4; (3.14)

où E4 est un ensemble de mesure logarithmique �nie.
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De (1.4.5) dans [21], pour tout " > 0 donné, on a

�f (r) <
�
ln�f (r)

�1+"
(3.15)

à l�extérieur de l�ensemble E5 mesure logarithmique �nie, où �f (r) est le terme

maximal de f . De l�inégalité de Cauchy, on a �f (r) �M (r; f). Le remplacer dans

(3.15), on obtient

�f (r) < [lnM (r; f)]1+" ; r =2 E5: (3.16)

D�après le lemme 3.3.3, il existe un ensemble E1 de mesure logarithmique in�nie

tel que pour tout jzj = r 2 E1, on a

lim
r!+1

lnp �f (r)

ln r
= �; r 2 E1: (3.17)

De (3.17) et le lemme 3.3.6, pour tout r 2 E1�E3 et pour tout " (0 < 2" < � � b),

on a

exp
�
� expp�2 rb+"

	
< jaj (z)j < expp�1

�
rb+"

	
< expp�1

�
r��"

	
(3.18)

< �f (r) < expp�1
�
r�+"

	
(j = 0; 1; 2) :

En remplaçant (3.18) dans (3.16), on obtient

expp
�
r��2"

	
< M (r; f) (r 2 E1 � (E3 [ E5)) : (3.19)

De (3.13), on a

jL (f)j = jf j
����a2f 00f + a1

f
0

f
+ a0

���� � jf j �����a2f 00f + a1
f
0

f

����� ja0j� : (3.20)

En remplaçant (3.14), (3.18), (3.19) dans (3.20), pour tout z satisfait
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jf (z)j =M (r; f) et jzj = r 2 E1 � (E3 [ E4 [ E5), on trouve

jL (f)j � jf j
������f (r)z

�
a2
�f (r)

z
+ a1

������ ja0j� (3.21)

� jf j
������f (r)z

���� ��������a2�f (r)z

����� ja1j����� ja0j�
� expp

�
r��2"

	 �
expp�1

�
r��"

	
� expp�1

�
rb+"

	�
:

De (3.21), on obtient que �p (L (f)) � �p (f). D�autre part, il est facile de trouver

�p (L (f)) � �p (f). Donc �p (L (f)) = �p (f).

Remarque 3.3.2 L�hypothèse �p�1 (aj) < �p (f) dans le lemme 3.3.7 est néces-

saire. Par exemple, si a (z) est une fonction entière satisfaire �p�1 (a) > 0 (p � 2),

posons f (z) = ea(z), L (f) = f
00 � a0f � a00f , alors on a �p (f) = �p�1 (a) > 0 et

L (f) � 0, c-à-d, �p (L (f)) = 0 < �p (f).

Par le même preuve du lemme 3.3.7, on peut obtenir le lemme suivant.

Lemme 3.3.8 [28] Soit f (z) est une fonction entière avec �p (f) = � > 0

(p � 2) et soit L (f) = akf
(k) + ak�1f

(k�1) + � � � + a0f , où aj 6� 0 (j = 0; 1; 2; :::; k)

sont des fonctions entières satisfaire b = max f�p�1 (aj) , j = 0; 1; :::; kg < �. Alors

�p (L (f)) = �p (f) = �.

Lemme 3.3.9 [4] Soit f (z) est une fonction entière satisfaire 0 < �p (f) = � <

1, 0 < � p (f) = � � 1, alors pour tout donné � < � , il existe un ensemble

E6 � [1;+1) de mesure logarithmique in�nie tel que pour tout r 2 E6, nous avons

lnpM (r; f) > �r�: (3.22)

Preuve On concidère deux cas: pour p = 1 voir [29]

Dans le cas où p � 2, d�après la dé�nition d�ordre itératif 1.4.5 et de type itératif

1.4.6, il existe une suite croissante frng, rn ! +1 satisfait
�
1 + 1

n

�
rn < rn+1 et

lim
rn!+1

lnpM (rn; f)

r
�p(f)
n

= � p (f) > �: (3.23)
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Alors, il existe un entier positif n0 tel que pour tout n > n0 et pour tout " donné

(0 < " < � p (f)� �), on a

lnpM (rn; f) > (� p (f)� ") r�p(f)n : (3.24)

Pour tout � < � p (f) donné, il existe un entier positif n1 tel que pour tout n > n1,

on a �
n

n+ 1

��p(f)
>

�

� p (f)� "
: (3.25)

Prenons n � n2 = max fn0; n1g. De (3.24) et (3.25) pour tout r 2
�
rn;
�
1 + 1

n

�
rn
�
,

on obtient

lnpM (r; f) � lnpM (rn; f) (3.26)

> (� p (f)� ") r�p(f)n

� (� p (f)� ")

�
n

n+ 1
r

��p(f)
> �r�p(f)n :

Posons E2 = [1n=n2
�
rn;
�
1 + 1

n

�
rn
�
, alors il véri�e

ml (E2) =
1X

n=n2

(1+ 1
n)rnZ

rn

dt

t

=

1X
n=n2

ln

�
1 +

1

n

�
= +1:

Lemme 3.3.10 [19] SoientAj (z) (j = 0; 1; :::; k � 1) des fonctions entières d�ordre

itératif �ni satisfaire max f�p (Aj) : j 6= 0g � �p (A0). alors toute solution f 6� 0 de

l�équation

f (k) + Ak�1f
(k�1) + � � �+ A1f

0 + A0f = 0 (3.27)

satisfait �p+1 (f) = �p (A0).

Lemme 3.3.11 [4, 25] Soient Aj (z) (j = 0; 1; :::; k � 1) des fonctions entières
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d�ordre itératif �ni satisfaire max f�p (Aj) : j 6= 0g � �p (A0) (0 < �p (A0) <1) et

max f� p (Aj) ; �p (Aj) = �p (A0) : j 6= 0g < � p (A0) <1. Alors toute solution f 6� 0

de l�équation (3.27) satisfait �p+1 (f) = �p (A0).

Remarque 3.3.3 La conclusion de lemme 3.3.11 est aussi valide pour

� p (A0) =1.

Lemme 3.3.12 [28] Soient A (z), B (z) des fonctions entières d�ordre itératif

�ni satisfaisant �p (A) < �p (B). Soient G (z), H (z) des fonctions méromorphes

avec �p (H) � �p (A) �p (G) � �p (B), si f (z) est une solution entière de

f 00 +

�
A+

G0

G

�
f 0 +

�
B +H 0 +

HG0

G

�
f = 0; (3.28)

alors �p+1 (f) � �p (B).

Peuve De (3.28), on a

m

�
r; B +H 0 +

HG0

G

�
� m

�
r;
f 00

f

�
+m

�
r; A+

G0

G

�
: (3.29)

Par le lemme de dérivée logarithmique et (3.29), on trouve

m (r; B) � O fln rT (r; f)g+m (r; A)+2T (r;H)+O fln rT (r;G)g ; r =2 E0 (3.30)

où E0 est un ensemble de mesure linéaire �nie. Du lemme 3.3.2, il existe un

ensemble E1 de mesure logarithmique in�nie tel que pour tout jzj = r 2 E1 � E0,

nous avons

expp�1
�
r�p(B)�"

	
� O fln rT (r; f)g+ 4 expp�1

�
r�p(A)+"

	
; (3.31)

où 0 < 2" < � (B)� � (A). De (3.31), on obtient �p+1 (f) � �p (B).

Lemme 3.3.13 [28] Soient A (z), B (z) des fonctions entières satisfaisant

0 < �p (A) = �p (B) = �2 < 1 et � p (A) < � p (B) � 1 et soient G (z), H (z)

des fonctions méromorphes satisfaisant �p (H) � �2, �p (G) � �2
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et
��H(j) (z)

�� � expp f(� (A) + ") r�2g (j = 0; 1) à l�extérieur de l�ensemble E8
mesure logarithmique �nie, où 0 < 2" < � p (B) � � p (A). Si f (z) est une solution

entière de (3.28), alors �p+1 (f) � �2.

Preuve Supposons que � p (A) < � p (B) < 1 (Sans perdre la généralité). De

(3.28), on a

jB (z)j �
����f 00f
����+ �jAj+ ����G0G

����� ����f 0f
����+ jH 0j+ jHj

����G0G
���� : (3.32)

Par le lemme 3.3.9, pour tout donné � (� p (A) + 2" < � < � p (B)), il existe un

ensemble E6 de mesure logarithmique in�nie tel que pour tout jzj = r 2 E6, nous

avons

M (r; B) > expp f�r�2g : (3.33)

Par le lemme 2.3.13, il existe un ensemble E7 de mesure logarithmique �nie tel

que pour tout jzj = r =2 E6, nous avons����f 00f
���� � M [T (2r; f)]2 ;

����f 0f
���� �M [T (2r; f)] ; (3.34)����G0G

���� � M [T (2r;G)] < expp�1
�
r�2+"

	
;

où M > 0 est une constante. D�après les hypothèses, pour tout jzj = r =2 E8,

nous avons

jH 0j � expp f(� (A) + ") r�2g ; jHj � expp f(� (A) + ") r�2g : (3.35)

De (3.32)-(3.35), pour tout z satisfaire jB (z)j =M (r; B)

et jzj = r 2 E6 � (E7 [ E8), on a

expp f�r�2g � 4 expp f(� p (A) + ") r�2g [T (2r; f)]2 : (3.36)

Par (3.36), on obtient �p+1 (f) � �2.
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3.4 Preuves des théorèmes

3.4.1 Preuve du théorème 3.2.1

On divise la preuve du théorème 3.2.1 en deux cas:

Cas (i): (1) On prouve que �p+1 (f � ') = �p+1 (f). supposons que f 6� 0 est

une solution de (2.1), alors �p+1 (f) = �p (B) par le lemme 3.3.10. Posons g = f�',

comme �p+1 (') < �p (B), alors

�p+1 (g) = �p+1 (f) = �p (B), �p+1 (g) = �p+1 (f � ').

En remplaçant f = g + ', f 0 = g0 + '0, f 00 = g00 + '00 dans (2.1), on obtient

g00 + Ag0 +Bg = � ('00 + A'0 +B') : (3.37)

Si '00 + A'0 + B' � 0, du lemme 3.3.11, on a �p+1 (') = �p (B), qui est une

contradiction.

Puisque '00 + A'0 + B' 6� 0 et �p+1 ('00 + A'0 +B') < �p+1 (f) = �p+1 (g), du

lemme 3.3.4 et (3.37), on trouve

�p+1 (g) = �p+1 (g) = �p (B) ;

donc

�p+1 (f � ') = �p+1 (f � ') = �p+1 (f) = �p (B) :

(2) On montre que �p+1 (f 0 � ') = �p+1 (f).

Posons g1 = f 0 � ', alors �p+1 (g1) = �p+1 (f) = �p (B) et

f 0 = g1 + ' f 00 = g01 + '0 f 000 = g001 + '00: (3.38)

De (2.1), on obtient

f = � 1
B
(f 00 + Af 0) : (3.39)
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La dérivation de (2.1) est

f 000 + Af 00 + (A+B) f 0 +B0f = 0: (3.40)

On remplaçons (3.38), (3.39) dans (3.40), on obtient

g001 +
�
A� B0

B

�
g01 +

�
A0 +B � AB0

B

�
g1

= �
�
'00 +

�
A� B0

B

�
'0 +

�
A0 +B � AB0

B

�
'
� (3.41)

Soit F1 = '00 +
�
A� B0

B

�
'0 +

�
A0 +B � AB0

B

�
'. On a¢ rme que F1 6� 0. Si

F1 � 0, du lemme 3.3.12, on a �p+1 (') � �p (B), qui est une contradiction, donc

F1 6� 0. Comme �p+1 (F1) < �p (B) = �p+1 (g1), par le lemme 3.3.4 et (3.41), on

obtient

�p+1 (f
0 � ') = �p+1 (f

0 � ') = �p+1 (f) :

(3) On prouve que �p+1 (f 00 � ') = �p+1 (f). Posons g2 = f 00 � ', alors

�p+1 (g2) = �p+1 (f) = �p (B) et

f 00 = g2 + ' f 000 = g02 + '0 f (4) = g002 + '00: (3.42)

On remplace (3.39) dans (3.40), on trouve

f 000 +

�
A� B0

B

�
f 00 +

�
A0 +B � AB0

B

�
f 0 = 0: (3.43)

La dérivation de (3.43) est

f (4) +
�
A� B0

B

�
f 000 +

h�
A� B0

B

�0
+
�
A0 +B � AB0

B

�i
f 00

�
�
A0+B�AB0

B

�0
(A0+B�AB0

B )

�
f 000 +

�
A� B0

B

�
f 00
�
= 0:

(3.44)

Posons Q (z) = A0 +B � AB0

B
, S (z) = A� B0

B
, c�est facile de voir que

lim sup
r!+1

lnpm (r;Q)

ln r
= �p (B) et lim sup

r!+1

lnpm (r; S)

ln r
= �p (A) ;
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alors de (3.44), on obtient

f (4) +

�
S � Q0

Q

�
f 000 +

�
S 0 +Q� SQ0

Q

�
f 00 = 0: (3.45)

En remplaçant (3.42) dans (3.45), on a

g002 +
�
S � Q0

Q

�
g02 +

�
S 0 +Q� SQ0

Q

�
g2

= �
�
'00 +

�
S � Q0

Q

�
'0 +

�
S 0 +Q� SQ0

Q

�
'
�
:

(3.46)

Si F2 (z) = '00 +
�
S � Q0

Q

�
'0 +

�
S 0 +Q� SQ0

Q

�
' � 0, par le lemme 3.3.12, on a

�p+1 (') � �p (B), qui est une contradiction, alors F2 6� 0.

Puisque �p+1 (F2) < �p (B) = �p+1 (g2), par le lemme 3.3.4 et (3.46), on obtient

�p+1 (f
00 � ') = �p+1 (f

00 � ') = �p+1 (f).

(4) On prouve que �p+1 (f 000 � ') = �p+1 (f). Posons g3 = f 000 � ', alors

�p+1 (g3) = �p+1 (f) = �p (B) et

g03 = f (4) � '0; g003 = f (5) � '00: (3.47)

La dérivation de (3.45) est

f (5) +
�
S � Q0

Q

�
f (4) +

��
S � Q0

Q

�0
+
�
S 0 +Q� SQ0

Q

��
f 000

+
�
S 0 +Q� SQ0

Q

�0
f 00 = 0:

(3.48)

De (3.45), on a

f 00 = � 1

S 0 +Q� SQ0

Q

�
f (4) +

�
S � Q0

Q

�
f 000
�
: (3.49)

En remplaçant (3.49) dans (3.48), on obtient

f (5) +
�
S � Q0

Q

�
f (4) +

��
S � Q0

Q

�0
+
�
S 0 +Q� SQ0

Q

��
f 000

�
�
S0+Q�SQ0

Q

�0
S0+Q�SQ0

Q

h
f (4) +

�
S � Q0

Q

�
f 000
i
= 0:

(3.50)
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Soit U (z) = S 0 +Q� SQ0

Q
, V (z) = S � Q0

Q
, c�est facile de voir que

lim sup
r!+1

lnpm (r; U)

ln r
= �p (B) et lim sup

r!+1

lnpm (r; V )

ln r
= �p (A) ;

De (3.50), on a

f (5) +

�
V � U 0

U

�
f (4) +

�
V 0 + U � V U 0

U

�
f 000 = 0: (3.51)

En substituant (3.47) dans (3.51), on a

g003 +
�
V � U 0

U

�
g03 +

�
V 0 + U � V U 0

U

�
g3

= �
�
'00 +

�
V � U 0

U

�
'0 +

�
V 0 + U � V U 0

U

�
'
�
:

(3.52)

Soit F3 (z) = '00 +
�
V � U 0

U

�
'0 +

�
V 0 + U � V U 0

U

�
'. D�après le lemme 3.3.12, on

a F3 6� 0. Puisque �p+1 (F3) < �p (B) = �p+1 (g2), d�après le lemme 3.3.4 et (3.52),

on obtient �p+1 (f 000 � ') = �p+1 (f
000 � ') = �p+1 (f).

(5) On prouve que �p+1
�
f (j) � '

�
= �p+1 (f) (j > 3).

Posons que f (j) = gj+' (j > 3), alors f (j+1) = g0j+'
0; f (j+2) = g00j +'

00 (j > 3)

et �p+1 (gj) = �p+1
�
f (j)
�
= �p (B). Par la dérivation successive sur (3.50), on

peut obtenir aussi l�équation suivante qui a une forme analogue à l�équation (3.52):

g00j +
�
A+ G0

G

�
g0j +

�
B +H 0 + HG0

G

�
gj

= �
�
'00 +

�
A+ G0

G

�
'0 +

�
B +H 0 + HG0

G

�
'
�
:

(3.53)

où G, H sont des fonctions méromorphes qui ont le même forme que U (z), V (z)

et véri�ent �p (G) � �p (B) et �p (H) � �p (A). D�après le lemme 3.3.12,

on a Fj = '00 +
�
A+ G0

G

�
'0 +

�
B +H 0 + HG0

G

�
' 6� 0. Puisque �p+1 (Fj) <

�p+1 (gj) = �p (B), d�après le lemme 3.3.4, on obtient

�p+1
�
f (j) � '

�
= �p+1

�
f (j) � '

�
= �p+1 (f) = �p (B) (j > 3).

Cas (ii): (1) On prouve que �p+1 (f � ') = �p+1 (f). Supposons que f 6� 0 est

une solution de (2.1), par le lemme 3.3.11, on sait que �p+1 (f) = �p (B) > 0. Posons

g = f � ', ' 6� 0 est une fonction entière avec �p+1 (') < �p (B), alors
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on a �p+1 (g) = �p+1 (f) = �p (B), �p+1 (g) = �p+1 (f � '). En remplaçant

f = g + ', f 0 = g0 + '0, f 00 = g00 + '00 dans (2.1), on obtient (3.37). On a¢ rme que

'00+A'0+B' 6� 0. Si '00+A'0+B' � 0, du lemme 3.3.11, on a �p+1 (') = �p (B),

qui est une contradiction. Puisque '00 + A'0 +B' 6� 0

et �p+1 ('00 + A'0 +B') < �p+1 (f) = �p+1 (g), du lemme 3.3.4 et (3.37), on

trouve �p+1 (g) = �p+1 (g) = �p+1 (g) = �p (B), donc

�p+1 (f � ') = �p+1 (f � ') = �p+1 (f) = �p (B).

(2) On montre que �p+1 (f 0 � ') = �p+1 (f).

Posons g1 = f 0 � ', alors �p+1 (g1) = �p+1 (f) = �p (B).

Par la même preuve que cela de (2) dans le cas (i), on a (3.41). Posons

F1 = '00 +
�
A� B0

B

�
'0 +

�
A0 +B � AB0

B

�
'. On a¢ rme que F1 6� 0,

si F1 � 0, alors du lemme 3.3.13, on a �p+1 (') � �p (B), qui est une contradic-

tion avec �p+1 (') < �p (B), donc F1 6� 0. Comme

�p+1 (F1) < �p (B) = �p+1 (g1), d�après le lemme 3.3.4 et (3.41), on obtient

�p+1 (f
0 � ') = �p+1 (f

0 � ') = �p+1 (f) = �p (B).

(3) On prouve que �p+1 (f 00 � ') = �p+1 (f).

Posons g2 = f 00 � ', alors �p+1 (g2) = �p+1 (f) = �p (B)

et f 00 = g2+', f 000 = g02+'
0, f (4) = g002 +'

00. Par la même preuve que cela de (3)

dans le cas (i), on obtient (3.46). Posons F2 = '00+
�
S � Q0

Q

�
'0+

�
S 0 +Q� SQ0

Q

�
',

où Q (z) = A0 + B � AB0

B
, S (z) = A � B0

B
. Dans le suivant on prouve que F2 6� 0.

D�après la dé�nition 1.4.6 et le lemme 2.3.13, pour tout r assez grand tel que

jzj = r =2 E7 et pour tout " > 0, on a

jS (z)j � expp
�
(� p (A) + ") r�p(A)

	
; jS 0 (z)j � expp

�
(� p (A) + ") r�p(A)

	
: (3.54)

D�après le lemme 3.3.9 et le lemme 2.3.13, pour tout r assez grand tel que

jzj = r 2 E6 � E7 et pour tout " (0 < 2" < � p (B)� � p (A)), on a

M (r;Q) � expp
�
(� p (B)� ") r�p(B)

	
: (3.55)
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D�après (3.54)-(3.55) et le lemme 2.3.13, c�est facile d�obtenir

���S � Q0

Q

��� � 2 expp �(� p (A) + ") r�p(A)
	
;���S 0 +Q� SQ0

Q

��� � 1
2
expp

�
(� p (B)� ") r�p(B)

	
; r 2 E6 � E7:

(3.56)

Si F2 � 0, de (3.56) et par la même preuve que cela du lemme 3.3.13, on a

�p+1 (') � �p (B), qui est une contradiction. Donc F2 6� 0, alors par le lemme 3.3.4

et �p+1 (F2) < �p+1 (g2) = �p (B), on obtient

�p+1 (f
00 � ') = �p+1 (f

00 � ') = �p+1 (f) = �p (B).

En suivant la preuve de (4) � (5) dans le cas (i) et la preuve de (3) dans le cas

(ii), on obtient

�p+1
�
f (j) � '

�
= �p+1

�
f (j) � '

�
= �p+1 (f) = �p (B) (j � 3).

3.4.2 Preuves des théorèmes 3.2.2-3.2.3

En utilisant la même preuve que celle dans le cas (i) du théorème 3.2.1 et d�après

le lemme 3.3.4, on peut obtenir facilement le théorème 3.2.2. Le théorème 3.2.3 est

un résultat direct du théorème 3.2.1 et le lemme 3.3.8.
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