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Résumé:

Dans ce mémoire, on s’intéresse a étudier quelques propriétés des solutions des
équations différentielles linéaires & coefficients fonctions entiéres et méromorphes.
Parmi ces propriétés est I'exposant de la convergence des zéros. Pour cela, on
doit passer par 'ordre de la croissance des solutions et sa relation avec celui des
coefficients. Dans cette étude, on a étudié 'exposant de convergence des zéros de

fU) — » ou f est une solution de ’équation différentielle
FO 4 Ay O + L+ Agf =0

et ¢ est une fonction de faible croissance devant f. En remplacant ¢ par z on en

déduit les points fixes des solutions.
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Introduction

La théorie de l'oscillation complexe des solutions des équations différentielles
linéaires dans le plan complexe C a été introduite la premiére fois par Bank et Laine
[2, 3] en 1982, ils ont étudié l'oscillation des équations différentielles de la forme
f"+ Af =0 ou A est une fonction entiére; puis en 1983, ils ont étudié les zéros des
solutions méromorphes des équations différentielles linéaires de second ordre.

Parmi les propriétés des solutions des équations différentielles qui intéressent
plusieurs chercheurs récemment sont I’étude des points fixes des solutions des équa-
tions différentielles avec coefficients polynéomiaux et des coefficients entiéres tran-
scendantes, ’étude de 'exposant de convergence des zéros des équations différen-
tielles de plus haut ordre et aussi ’étude de I'exposant itératif de convergence des
zéros des équations différetielles de plus haut ordre qui est 'objet de notre travail
dans ce mémoire.

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Dans le premier chapitre, on va
citer quelques rappels sur la théorie de R. Nevalinna et les définitions nécessaires
pour notre travail. Dans le deuxiéme chapitre, on va étudier ’hyper exposant de

convergence des zéros de fU) — ¢ ou f est une solution de ’équation différentielle
FO 4 Agy f5 D 4+ Aof =0

et ¢ est une fonction de faible croissance devant f. Dans le dernier chapitre, on

étudie exposant itératif de convergence des zéros de fU) — o.



Chapitre 1

Rappels et définitions

On va citer seulement les éléments nécessaires pour notre travail dans ce mémoire

et pour plus de détail voir [17].

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

1.1.1 Formule de Jenson

Théoréme 1.1.1 [17] Soit f une fonction méromorphe telles que f(0) # 0, c0
et soit ay, ag, .....(resp. by, bs,....) ses zéros (resp. ses poles), chacun étant compté

avec son ordre de multiplicité. Alors

1 [ ;
ln|f(0)|:%/0 1n|f(re‘p)|d<p+21n|g7—Zln|;|.

‘bj‘<7’ ‘aﬂ(’!‘
Définition 1.1.1 [17] Pour tout réel x > 0, on définit

Inz, siz > 1,
In" 2 = max (Inz,0) =
0,si0<z<1.
Définition 1.1.2 [17] Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre

complexe a, on désigne par n (¢, a, ) le nombre des racines de ’équation f (2) = a

situées dans le disque |z| < t. Chaque racine étant comptée un nombre de fois égal



4 son ordre de multiplicité, par 7 (¢, a, f) les racines distinctes dans |z| < ¢. On
désigne par n (t, 00, f) le nombre des poles de la fonction f dans le disque |z| < t.
Chaque pole étant compté un nombre de fois égal 4 son ordre de multiplicité, par

7 (t, 00, f) le nombre des poles distincts dans |z| < t.

1.1.2 Fonction a—points

Définition 1.1.3 [17] Soit f une fonction méromorphe, on définit la fonction a—

points par

T

N(r,a,f):N<T, ! ):/n(t’a’f)_n(o’a’f)dt+n(0,a,f)lnr,a#oo

t

o

et

n(t, 00, f) —n (0,00, f)
t

N(r,oo,f)—N(r,f)—/ dt—i—n(O,oo,f)lnr.
0

1.1.3 Fonction de proximité

Définition 1.1.4 [17] Soit f une fonction méromorphe non constante et a un

nombre complexe. Alors, on définit la fonction de proximité de la fonction f par

2

1 1 1
m(r,a,f):m(r,m>:%/hﬁmdgp,a#oo
0

et

1

m(r,00, f) =m(r, f) = %/hﬁ | f (re?) | de.
0

1.1.4 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Définition 1.1.5 [17] On définit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la

fonction f par

T (r,00, f) =T (r, f) =m(r, f) + N(r, ).



1.2 Premier théoréme fondamental de R. Nevan-

linna

Théoréme 1.2.1 [17] Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors

pour tout nombre complexe a, on a

m(r,a, f)+ N (rya, f) =T (r, f) + O (1)

ou

0<r<+4ooetO(l)=c(r,a) quand r — +o0.

Proposition 1.2.1 [17] Soient f, fi, ..., f, des fonctions méromorphes et a, b,

¢, d des constantes complexes telle que ad — cb # 0, alors

(a)
m (T’Zﬁ) < Zm(r, fi) +Inn.

(b) ) )

m (r,HfZ) < Zm(r,fi).
(c) ) )

N (7“, fi) <> N(rfi)
(d) ) )

N (ﬁHfz) < ZN(Tafl)
(e) ) )

T(r,Zf,») < T(r, f;) +Inn,n > 1.

(f)



T (r, f*)y=nT (r, f),n € N".

r(n ) — T 0.2

Parmi les résultats fondamentanx de la théorie de R. Nevanlinna le résultat

suivant.

Lemme 1.2.1 (La dérivée logarithmique) [17] Soit f une fonction méro-

morphe transcendante. Alors

m<f7) = 5(r.f)=o(T(r,f)),

ouS(r,f)=0nT (r, f) + Inr)a Pextérieur d'un ensemble E' C ]0, +o00[ de mesure

linéaire finie.

Définition 1.2.1 (Fonction de faible croissance) [28] Soient f (z) et 1 (2)
des fonctions méromorphes, on dit que 1) (z) est une fonction de faible croissance

devant f si

T(r,¢)=5(rf).

1.3 Mesure linéaire et logarithmique

Définition 1.3.1 [28] La mesure linéaire d’'un ensemble E C [0, 4+00] est définie

par
“+o00

m (E) = / xi (1) dt,

0
ol X (t) est la fonction caractéristique de 'ensemble F et la mesure logarithmique

d’un ensemble F' C [1,4o00[ est définie par

—+00

o (F) = / XFT“)dt.

5



Exemple 1.3.1 La mesure linéaire de ’ensemble E = [a,b] C [0, +oo est

m (E) = +/OOXE(t)dt:/bdt:b—a.

La mesure logarithmique de I'ensemble F' = [e, e*] C [1, +oo| est
+oo ; e4dt
ml(F):/XF—()dt: =

t t
1 e

1.4 L’ordre p-itératif, le type p-itératif et I’exposant

de convergence p-itératif

1.4.1 Ordre de croissance, ’hyper-ordre et le type

Définition 1.4.1 ([16], [12]) Soit f une fonction méromorphe. L’ordre et

I’hyper-ordre de cette fonction sont définis respectivement par

_ InT (r, f)
— 1 Rl )
o(f) = lim sup—->==,
et
L InlnT (r, f)
72 (f) = lim sup == =

Si f est une fonction entiére, alors 'ordre et I’hyper-ordre de cette fonction sont

définis aussi respectivement par

. Inln M (r,
o(f) = ngnoosup—ln; £
Inlnln M
o2 (f) = lim sup 22

r—+00 hl T

ou M (r, f) =max|f (2)|.

|2|=r

Exemple 1.4.1 Soit f (z) = e*. Nous avons n (t, f) = 0 car f n’admet pas des



poles, par conséquent N (r, f) = 0. De plus

2T
1
m(r, f) = %/lnﬂe”"sﬂdgp
0

1 ™
- l+ rcos<pd
zﬁ/n "] dg

s
2

1
= — [ rcosedp
27
~3
o
=~
Donc
r
T )= —
() = -
D’ou
TS
N =1 =1
7€) = i s =T =
et
o9 (e*) =0

Remarque. Si l'ordre est fini, alors I’hyper-ordre est nul.

Définition 1.4.2 ([16], [12]) Le type d’une fonction entiére f (z) d’ordre fini
0 <o (f)=0 < +oo est défini par

7 (f) = limsup M,

r—+00 r

ou M (r, f) = max|f (2)|.

|z|=r



1.4.2 L’exposant et I’hyper exposant de convergence

Définition 1.4.3 [16], [12] Soit f une fonction méromorphe. L’exposant de con-

vergence des zéros de la fonction f est définie par

A(f) = lim supM

r——00 Inr ’

ol

=
VRS
=
—
N———
I
o\ -
S
/N
\.@k
|
N—
|
S
—
=
|

1
1
>dt—i—n (0,—) Inr,

f

ou

f

w2y O 0
0

Exemple 1.4.2 Soit f (z) =¢€* —a, a # 0, c0.

Onae*=a<=z=Ina=Inla|+i(arga+2km), k€ Z

lz] < t:>\/(ln\a|)2+(arga+2k7r)2<t

—/t? — (Ina)® — arga 2 — (Ina)® — arga
5 <k<
m

= 2
1 t2— (Ina)* 4
= n(t, )~ ~ Dt Foo
(23) s
= N(r,%)z;—ko(l)
= ANf)=1

Définition 1.4.4 [30]Soit f (z) une fonction méromorphe. L’hyper exposant de



convergence des zéros de la fonction f est défini par

Inln N (r, %)
Xo(f) = lim sup———=

r—+oo Inr ’

et 'hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

L Inln N (r, %)
% (f) = lim sup— 2

1.4.3 L’ordre p-itératif et le type p-itératif

Notation Pour tout r € [0, +00], on note
exp; T = expr et exp; T = exp (expj r) JjeN,
et pour r assey grand, on note
Injr=Inr et Injyr=In(n;r) jelN

Définition 1.4.5 [28] L’ordre p-itératif d’une fonction méromorphe f(z) est
défini par

. In, T" (r,
o, (f) = hmiup —r- 2 J7 ln(r 7)

Y

Si f (z) est une fonction entiére, alors

ap (f) = hmiup in(:’f) = limiup nﬁlln—r(r’f)

ot M (r, f) = max,— | f (2)].

Remarque 1.4.1 Pour p=2,0n a

. Iny, T (7, ) Ing M (r,
o2 (f) = hmiup —2- \DJJ ln<7“ 1) = hszrup —8\hd/ lng“ 1)

Y

est ’hyper ordre de f (2).



Définition 1.4.6 [28] Soit f (z) une fonction entiére avec o, (f) = ¢ < 0o, on

deéfinit le type p-itératif de f (z) par

7, (f) = limsup M.

r—-+4o00 TU

Définition 1.4.7 [28] Ie degré d’indice de croissance d’une fonction entiére f (z)
est défini par

)
0 si f est polynomial,

. o si f est transcendante pour quelque j € N
i(f)=4q min{j e N,o,(f) < oo} .
avec 0, (f) < oo existe,

00 si o (f) = oo pour tout j € N.

\
1.4.4 L’exposant de convergence p-itératif

Définition 1.4.8 [28] Posons que ¢ (z) est une fonction entiere satisfait o, (¢) <

o, (f) ou bien i (p) < i(f). Alors 'exposant de convergence d’ordre p-itératif des

zéros de f (z) — ¢ (z) est défini par

)

In, N (r,
A (f — @) = lim sup ! < fcp)

r—-+00 Inr

Si p(z) = z, alors

Y

In, N (1, 7)
A (f —2)= lim sup

r—+00 Inr

est exposant de convergence d’ordre p-itératif des points fixes de f (z).

Si ¢ (2) =0, alors

In, N (r, %)
A (f) = lim sup —————=

r—+4o0 Inr

Y

est 'exposant de convergence p-itératif des zéros de f (z).

10



Définition 1.4.9 [28] L’exposant de convergence p-itératif des zéros distincts
de f(2) — ¢ (z) et Pexposant de convergence p-itératif des points fixes distinctes de

f (2) sont définis respectivement par

In, N <r, ﬁ)

M (f—¢) = lim sup T ,
_ lnpN (r, f:z)
M (f—2) = TE?OO sup oo :

Définition 1.4.10 [28] Si ¢ (2) est une fonction entiere satisfait o, (¢) < o, (f).
ou bien, i (¢) < i(f). Alors le degré d’indice de croissance de I'exposant de conver-

gence p-itératif des zéros de f (z) — ¢ (2) est défini par

0 siN(r,ﬁ) =O(nr),

, o si f est transcendante pour quelque j € N
ix(f —¢) = min{j € N,A; (f — ) < oo}

avec 0;(f) < oo existe,

00 si Aj (f —¢) = oo pour tout j € N.

1.5 Indice central et le terme maximal

Définition 1.5.1 Soit f (z) = Z a,z" une fonction entiere. Pour tout » > 0 la
n>0
série Z a,r"™ est convergente. D’oul
n>0

lim |a,|r" =0,
n—-+00

et le terme maximal u(r, f) = {max|a,|r", n € N} est bien défini. On définit

I'indice central par
v(r,p) = max{m: |an|r™ = |a,| ™"} .

Exemple 1.5.1 Pour f(z) = a,2" + ... + ay, alors quand |z| = r — 400, on a

le terme maximal est a,,z" et par conséquent v (r, f) = n = deg (f).

11



Chapitre 2

Sur ’hyper exposant de

convergence des zéros de f (7) — ©

2.1 Introduction

Soit I’équation différentielle linéaire du second ordre
f"+AQR) f+B(2) f=0 (2.1)

ou A(z) et B(z) (#£0) sont des fonctions entiéres. Plusieurs mathématiciens ont
étudié Doxillation complexe des solutions de I’équation (2.1) et ont obtenu des ré-
sultats significatifs et importants [1, 9, 11, 14, 16].

En 1996, Shon [20] a étudié 'hyper ordre des solutions de (2.1) et il a obtenu le

résultat suivant :

Théoréme 2.1.1 [20] Soient A(z) et B(z) des fonctions entiéres telles que
o(A) < o(B) ouo(B) < o(A) < i, alors toute solution f # 0 de (2.1) satisfait
02 (f) = max {0 (4), 0 (B)}.

En 2006, Chen et Shon [12] ont étudié I'exposant de convergence de f9) — ¢
(7 =1,2) ou ¢ est une fonction entiére de faible croissance devant la solution f # 0
en déduit les points fixes des solutions des équations différentielles linéaires du second

ordre. En fait, ils ont obtenu les résultats suivants.

12



Théoréme 2.1.2 [12] Soient A; (z) # 0(j = 1,2) des fonctions entiéres avec
o (A;) < 1, supposons que a, b sont des nombres complexes satisfaisant ab # 0 et
arga # argbou bien a = ¢b (0 < ¢ < 1). Si ¢ (z) # 0 est une fonction entiére d’orde

fini, alors toute solution non triviale f de ’équation
f// +A1 (2) 6zzz]c/ —|—A2 (Z) 6b,z]c =0

satisfait A (f — @) = A (f' — ) = A(f" — ) = .

Théoréme 2.1.3 [12] Soient A; (2) #Z 0, ¢ (2) #Z 0 et Q (z) des fonctions entiéres
avec 0 (A1) < 1,1 <0 (Q) < 0o et 0 (p) < 00, alors toute solution non triviale f
de I’équation

4 AR Q) F =0

satisfait A (f — ) = MN(f' —¢) = A(f” — @) = 00, ot a # 0 est un nombre com-
plexe.

Dans la méme année , Liu et Zhang [23] ont étudié les points fixes quand les
coefficients des équations sont des fonctions méromorphes, ce qui nous donne le

résultat suivant:

Théoréme 2.1.4 [23] Supposons que k > 2 et A(z) est une fonction méromor-

phe transcendante satisfaisant 0 (0o, A) = liminf, ?((:j)) =0>0,0(A) =0<

+00. Alors toute solution méromorphe f # 0 de I’équation
F® 4 AR) f=0 (22)

satisfait que f et f', f”,..., f* ont plusieurs points fixes et X(f(j) — z) =0
(1=0,1,...,k).

Pour I'équation (2.2), Belaidi [5], a étudié les points fixes et la relation entre les
fonctions de faible croissance et les polynémes différentiels des solutions de I’équation

(2.2) et il a obtenu quelques résultats qui améliorent les théorémes (2.1.4) et (2.1.3).

13



Maintenant, qu’en est-il pour I’équation différentielle
FO 4 Ay fED 4 Af=0 (k>2) (2.3)

ou A;(z) (j=0,1,...,k — 1) sont des fonctions entiéres ou méromorphes? Ce

qu’on va voir par la suite.

2.2 Reésultats principaux

Dans cette partie on va voir la généralisation des résultats précédents faite

par Xu, Tu et Zheng [30].

Théoréme 2.2.1 Soient A, (2), j =0,1,...,k — 1 des fonctions entiéres d’ordre
fini et vérifiant une des deux conditions suivantes :

(1) max{o (4;) : j=0,1,....k — 1} < 0 (Ag) < 00;

(1)) 0 <o (Ag_1) = =0 (A1) =0 (A <

et max {7 (4;):j=0,1,..,k—1} =71 <7 (A) = 7.

Alors pour chaque solution f # 0 de I’équation (2.3) et pour toute fonction

entiere ¢ (z) # 0 satisfaisant o9 (¢) < 0 (Ap), on a

(f—e)=X(f'—e) =X (" =) =X (" —¢) =X (fY —¢) =02 (f) =02 (4) (ieN).

Corollaire 2.2.1 Sous les hypotheses du théoreme 2.2.1, si ¢ (z) = z, pour
chaque solution f # 0 de I’équation (2.3), on a

N(f =) =R (f —2) =R (f —2) =R (f" —2) = X (O = 2) = 02 (f) = 02 (A) (i €N).

Théoréme 2.2.2 Soient A;(z), j =1,2,...,k — 1 des polyndmes et Ay (z) une
fonction entiére transcendante, alors pour chaque solution f # 0 de ’équation (2.3)

et pour toute fonction entiére ¢ (z) #Z 0 d’orde fini, on a
@A =) =A(f—p)=0(f) =00,

14



(@) A(fD =) =A(fD —p) =0 (f? —¢) =00 (i >1,i€N).

Corollaire 2.2.2 Sous les hypothéses du théoréme 2.2.2) si ¢ (z) = z, pour
chaque solution f # 0 de (2.3), nous avons

O Af—=2)=A(f—2)=0(f) =00,

(@) A(fD—2)=A(fO—2) =0 (f@ —2) =00 (i>1,ieN).

Théoréme 2.2.3 Soient A;(z2), j = 0,1,...,k — 1 des fonctions méromorphes
satisfaisant max{o (4;) : j =1,2,...,k — 1} < 0 (Ap) et J (00, Ag) > 0. Alors pour
chaque solution méromorphe f # 0 de 1’équation (2.3) et pour toute fonction méro-

morphe ¢ (z) # 0 satisfaisant o9 (p) < 0 (A4p), on a

A2 (f(i) —p) =X (f(i) — ) >0 (Ay) (1=0,1,..),

ou fO = f.

Remarque 2.2.1 L’exemple suivant montre que le théoréeme 2.2.3 n’est pas
valide quand A; (z), j =0, 1, ...,k — 1 ne vérifient pas la condition

max{o (A;):7=0,1,....k —1} < o (A).
Exemple 2.2.1 Pour ’équation

622+6z_1 , _622
— '+
1—e? / 1—e?

'+ f=0, (2.4)
on obtient que f (z) = e® + €* est une solution de I'équation (2.4). Et %,

_e2z
1—e®

sont des fonctions méromorphes, de plus on a § (oo7 ;fZi) = % On prend

@ (2) = e, alors 0y (¢) < 0 (1_sz> Donc, on trouve que

N (f = 9) =R (eFe7) =0 £ 1 =0 (7).

Corollaire 2.2.3 Sous les hypothéses du théoréme 2.2.3, si ¢ (2) = z, pour

chaque solution méromorphe f # 0 de (2.3), on a
Do (fO —2) =X (fO = 2) > 02(Ao) (1=0,1,...),
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ou fO = ¢

Remarque 2.2.2 Dans le théoréme 2.1.2, si ab # 0 et a = ¢b (0 < ¢ < 1), c’est
facile de voir que o (A1e”?) = 0 (Ae?*) =1 et 7 (A1e"%) = |a| < 7 (A2¢**) = [b]. Du
théoréeme 2.2.1, pour chaque solution f # 0 de (2.3) et pour toute fonction entiére

@ (2) £ 0 avec 02 () < 1, on a%(f—cp) = Xz(f’—gp) :XQ(f”—cp) = 1. Donc,
le théorme 2.2.1 est une extension partielle du théoréeme 2.1.2. Le théoréme 2.2.2
est une amélioration du théoréme 2.1.3. Le théoréme 2.2.3 et le corollaire 2.2.3 sont

des améliorations du théoréme 2.1.4.

2.3 Lemmes
Pour démontrer ces théorémes, on a besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.3.1 [30] Supposons que f # 0 est une solution de I’équation (2.3),

posons g = f — o, alors g satisfait I’équation
9% + A 1g® Y + 4 Aog = — [0 + Ap1p® Y 4 L+ Agg] (2.5)

Preuve Puisque g = f —¢,ona ¢ = f' — ¢, ...,g® = f& — & On les

remplace dans I’équation (2.3), on trouve (2.5).

Lemme 2.3.2 [30] Supposons que f # 0 est une solution de I’équation (2.3),

posons g1 = f' — o, alors g; satisfait 1’équation

—1)

k k _
g+ UL g 4+ Ulgr = = [pW + UL %D + .+ U] (2.6)

ou
/ Al
Ul=A  +A —2A.,,,
J J+1 J AO J+1
J=0,1,....k—1, et A = 1.

Lemme 2.3.3 [30] Supposons que f # 0 est une solution de I’équation (2.3),

16



posons g = f — ¢, alors ¢, satisfait ’équation
k k—1 _
W+ U208V + o+ Udge = — [0 + UL 0% + .+ Uy, (2.7)

ou

Uy’
Ur=U',+U - UOU]H,

j=0,1,..k—1,et U =1.

Lemme 2.3.4 [30] Supposons que f # 0 est une solution de I’équation (2.3),

posons g3 = f — ¢, alors g3 satisfait 1’équation

k k— _
B LU g8 b UBgs = — [o® + UPp® ) L U] (2.8)
ou
U
R

j=0,1,..k—1et U? =1.

Lemme 2.3.5 [30] Supposons que f # 0 est une solution de I’équation (2.3),

posons g; = f W ©, alors g; satisfait I’équation

4 Uk 19 (k 2 + ..+ Uégi = — [go(k) + U,i_lgo(k_l) + ..+ Uégo] , (2.9)
ou
; . Uz 1/ ;
Uy =Uiy' +U;7" - e ——Uj 1,

i=0,1,.., k=1, U '=1etiecN

Preuve On procéde par récurrence.

Premiérement, du lemmes (2.3.2)-(2.3.4), nous obtenons que (2.9) est vérifié pour
i=1,2,3.

Deuxiément, on suppose que g; = f(i) —p, 1 < n,n € N satisfait (2.9). Donc
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™ _  satisfait ’équation

9n = f
9P + UL g™ o+ Ufgn = — [0® + UP %D + .+ U],

ou

Un—l/
U = Ui + U™ = g Ul G = 0,1 k= LU = 1
0
Puisque g, = f(n) — @, ona
fr =g+ o, FrR = gn 4, ey JEE = g 4 o),

De (2.10) et (2.11), on a
f(k+n) + U]?_lf(k+n_1) + U}:}_Qf(k-l-n—Q) 44 U(’;Lf(n) —0.

Maintenant on va montrer que ¢, = f (e © satisfait (2.9).

(n+1)
Comme ¢,.1 = f ~ —,ona

n n n k
f( +2) = g;ﬂ-l + ()0/7 f( +3) = g:"i—i-l + 90”7 (RS f(k+ ) = 97(1421 + So(k)

La dérivation de I’équation (2.12) est
FED U P (U 4+ U ) fE D e U =0,

En remplagant (2.12) dans (2.14), on obtient

. n Un’ n n n unr’ n n—
fltnt) L (Un U% Ve 4 (Up [+ U, — UL(;Lqu)f(H Y

o (U U+ U £ =0,

De la définition de U} et (2.15), on a

f(k+n+1) + Ul?irll (k+n) I Uanrlf(n+1) + U(1)1+1f(n) _ 0’

18
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Uy’
urtt =0, + U7 - [fugb':Qme 1,Up =

On remplace (2.13) dans (2.16) ,on obtient
guh T U g0 4+ U g = = [0® + Upto® 0 L+ U] (217)

Lemme 2.3.6 [30] Soit f () une fonction méromorphe transcendante avec
o(f) = o > 0, alors il existe un ensemble £ C [1,4+00) de mesure logarithmique

infinie tel que pour tout r € E, on a

i 2L _ g

r—+400 Inr

Lemme 2.3.7 [30] Soient Ay (z), As(2),...,Ar_1(z) des fonctions entiéres

d’ordre fini et satisfaients max{o (4;):j=1,2,....k — 1} = 01 < 0 (4p) < o0, et

posons /
Uj = Ajyr + 4Aj - A_(;Aj+1?
et )
Uj =Ui + U7 - %iluﬁ;

ouj=0,1,2,...k—1, A, =1, U,i_l =1 et i € N. Alors il existe un ensemble E de

mesure logarithmique infinie tel que

i P | ’U?'
lim Inm (Ta UO) =0 (AO> > limsup Maxy<j<kp—1 { nm (T ])}

r—+400 Inr 00 Inr

=01, TEL.
(2.18)

Preuve Utilisons la démonstration par récurrence.

Pour i =1, OnaU —A]H—{—A AJH,]—O 1,2,....k—1et A, = 1.

Sij=0,donc Ul = A} + Ay — A_OAl' Alors, nous avons

m@@bﬁm&ﬂﬁ+m&%@+m< i>+m< i>+0() (2.19)
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De Ag = —A, + Ul + i—gAl, on obtient

m (r, Ag) < m (r,A) +m (r,Uy) +m (r, j—i) +m <7", —“) +0(1). (2.20)

ouj#0,j=1,2,...,k—1, par la définition de U}, on a

m (r,U}) <m(r, A1) +m(r,A;) +m <7", %) +m (r, —6> +0(1). (2.21)

Comme A;(z) sont des fonctions entiéres avec

max{o (4;):j=1,2,..,k—1} <o (Ay) < o0, et (2.21), on a

max {m (r,U;)} < max {m(r,A;)+o(m(r, Ag))+O(lnr)}. (2.22)

1<j<k—1 1<j<k—1

De (2.19), (2.20), (2.22) et le lemme 2.3.6, il existe un ensemble £ de mesure

logarithmique infinie tel que

| Ul o141 A
r—400 Inr r— 400 Inr
maxi<i<y_1 {Inm (r, U}
Z limsup 1<j<k 1{ ( J)}, rcFE.
r——4o00 Inr

Maintenant, on suppose que (2.18) est vérifié pour i < n, n € N. Dong, il existe

un ensemble E de mesure logarithmique infinie tel que

. ey {nm (r, U
iy m (r, Ug) — o (Ag) > lim sup 1=k 1 {lnm (r,U7) }

=0y. 2.24
r——+o00 Inr 00 Inr o1 ( )

On démontre que (2.18) est veérifié pour i = n + 1. Puisque i = n + 1, on a
U}Hl =UM + U} - %Ufﬂ, ouj=0,1,2,....k—1, et U,i’l = 1. Pour j =0, on

a Uézﬂ = UM 4+ U — %’U{l, Alors, on obtient

m (r,US™Y) <m (r,Ug)+m (r,U]") +m (7“, %—?) +m (7“, ([[]]1;)/> +0(1). (2.25)
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U”l/
Et comme U} = U + Uy — 75-UT, on trouve
0

0 (r,UR) < m (r, USY) 4+ m (r, UD) + (7", %) +m <7~, %) +O®). (2.26)
0 1

Pour j # 0, des définitions de Uf“, j=12,..,k—1,etU=1,0na

UTL

Jj+1

uv U
m (r, U;‘“) <m (r,Ul'y) +m(r,U)+m (r, J+1) +m (7“, Uon) +0(1). (2.27)
0

De (2.24)-(2.27), il existe un ensemble E de mesure logarithmique infinie tel que

1 Ut ;
g PO mm TS (2.28)
T—+00 Inr r—-+00 Inr
maxi<i<p_11lnm (r,U?"
= limsup I=7=k 1{ ( J )}
00 Inr
maxi<j<z_1 {Inm (r, U"
= limsup I==h 1{ ( J )}
r—-4o00 Inr

D’ou le résultat.
Lemme 2.3.8 [30] Soient H; (z) (j =0,1, ...,k — 1) des fonctions méromorphes

d’ordre fini. Si
maxi<j<k—1 {hl m (T, HJ)}

lim sup
r——4o00 Inr

:51

et il existe E; de mesure logarithmique infinie tel que pour tout » € F, on a

. Inm (r, Hy)
lim — 0
Jim —— By > by,
alors toute solution méromorphe f de
fO 4 H o f*Y 4 Hyf 4+ Hof =0 (2.29)

satisfait oo (f) > .

Preuve Supposons que f (2) est une solution méromorphe de (2.29). De (2.29),
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on a

m(TaHO)Sm(ﬁﬂ)+m(T, f(k_l))+---+m( fl)%—Zm r,Hj)+0O(1).

j 7 7))t
(2.30)
Du lemme de la dérivée logarithmique et (2.30), on obtient
m (r, Hy) < O {InrT (r, f)} + Zm r H;), ¢ B, (2.31)

ol Fy C [1,400) est un ensemble de mesure linéaire fini. Des hypotheéses du
lemme 2.3.6, il existe un ensemble F; de mesure logarithmique infinie tel que pour

tout |z| =r € E; — Ey, on a
rP275 < O{InrT (r, )} + (k — 1) rPrte] (2.32)

ou 0 < 2 < 8, — 3. De (2.32), on trouve o3 (f) > S,.

Lemme 2.3.9 [15] Soient f une fonction méromorphe transcendante avec
o(f)=0<oo,T'={(k1,j1),..., (Km,jm)} est un ensemble fini de couples d’entiers
qui satisfait k; > 7, > 0 pour i = 1, ...,m. Et soit £ > 0 une constante donné, alors
il existe un ensemble F3 C (1,+00) de mesure logarithmique fini tel que pour tout

z satisfaire |z| =7 ¢ [0,1] U E5 et (k, j) €', on a

< | |(k—j)(a—1+a) ‘

‘ 1 (z)
9 (2)

Lemme 2.3.10 [29] Soit f (z) une fonction entiére avec o (f) = o, 7(f) = 7,
0 <o < o0, 0< 7 < 00, alors pour tout donné 5 < 7 il existe un ensemble

E4 C [1,400) de mesure logarithmique infinie tel que pour tout r € Ey, on a

In M (r, f) > pre.

Lemme 2.3.11 [30] Soient Ay (2), A1 (2),...,Ar_1(2) des fonctions entiéres

d’ordre fini et satisfaites 0 < o (Ag) =0 (A1) =+ =0 (Ag_1) = 02 < 00 €t
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max {7 (4;) :j=1,2,...,k =1} = 71 < 7(Ag) = 7, et soient U}, U} donnés dans
le lemme 2.3.7, alors pour tout € donné (0 < & < 7 — 77), il existe un ensemble FEj

de mesure logarithmique infinie tel que
|Uj’| <exp{(r; +¢)r?*}, ‘Ug| > exp{(r —e)r??}, (2.33)

otie€Netj=1,2 .. k—1.

Preuve

Raisonnement par récurrence.

(7) On va prouver que U]Zf (j=0,1,...,k — 1) satisfait (2.33) quand ¢ = 1. De la
définition de U}l = A, + A; — ﬁ—lgAjH (j#0) et Ul = A} + Ag — Q—EAI, on a

Al A
031 Lol 1l (| 2]+ |52 2:3)
et
/' A,
+1 0 : —

Du lemme 2.3.9, lemme 2.3.10 et (2.34)-(2.35), pour tout £ (0 < 26 < 7 — 71), il

existe un ensemble Fs de mesure logarithmique infinie tel que

}U&‘ > eXp{<T— Z) r”}—2exp{(71 —1—2) r"Q}TM > exp{(r— g) 7“”2} (2.36)

et

U7

IA

exp { (7’1 - Z) 7""2} + 2exp { (7'1 + Z) 7“”2} rM (2.37)

< e {(r+2)m), iz

ou M > 0 est une constante.
(#) On vérifie que U? (j = 0,1,..., k — 1) satisfait (2.33) pour i = 2.
’ Ul ’ [92% .
De U2 =U{ + U} — U—O&U}, U =Uj, +Uj — U—%U}+1 (j=0,1,...,k—1)

J
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et Ul =1, 0n a

Ul 3
ug| > |UO}—|U1|( Ull + U—Ool) (2.38)
et v
2 1 J+1 U_(}, . B
o <+ ol ([ 2+ [5]) =121 e

De la conclusion de (i) et lemme 2.3.9, (2.36)-(2.39), pour tout |z| =7 € Es,

U] > exp{(r — %) r”z} - 26Xp{<7’1 + %) TUQ}TM >exp{(r —e)r??} (2.40)

et

U7

IN

exp { (7’1 + %) 7’"2} + 2exp { (7’1 + g) 7“"2} rM (2.41)

< exp{(ri+e) 7}, j£O.

(731) Supposons que (2.33) est vérifice pour i < n, n € N, d’ou pour tout &

(0 < 26 < T —71), il existe un ensemble E5 de mesure logarithmique infinie tel que

Uj| < exp{(r1+¢)r7}, US| = exp{(r—e)r*} (i<n,j=12..,k—1).
(2.42)
De Up ™ = Ul + U = UL et UPH = U + Uy — U2, (5= 0,1,k — 1)

et U!=1,ona

url ooy
o+ 2 101 - 171 (|| + |55 )) (2.43
et
U < U]+ U2 ( U{jl % ) L i=1,2,.. k-1 (2.44)
Jj+1 0
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Alors, du lemme 2.3.9, (2.42)-(2.44), pour tout |z| =7 € Es

U7

IA

exp{(71 +¢)r72} + 2exp {(71 + &) r72} rM (2.45)

< exp{(r1+2¢)r?},  j#O,
et
Us ™| = exp {(r — &) r2} = 2exp {(11 + &)} ™ > exp {(T — 2¢) 17} . (2.46)

D’ou le résultat.

Lemme 2.3.12 [30] Soient B, (z), j = 0,1, ...,k —1 des fonctions méromorphes
avec max{o (B;):j=1,2,...k—1} =04 <0 (By) =03

et d (00, By) = lim jnf T;((:gg)) > (. Alors toute solution méromorphe f de I’équation

O LB f D 4 4 Bif 4+ Byf =0 (2.47)

satisfait o9 (f) > o3.

Preuve. Soit f une solution méromorphe de I’éqution (2.47), de (2.47), on a

—1 , k—1
m (r, Bo) Sm(r,g) —i—m(r, f(l; )) —|—---+m(r,f7) —i—Zm(r,Bj)

<O{lnrT (r, )} + z_:m (r, Bj), r ¢ Es, (2.48)

ot Eg C [1,400) est un ensemble de mesure linéaire finie. Du lemme 2.3.6, il
existe un ensemble E de mesure logarithmique infinie tel que pour tout |z| =r € E,

on a
i BT f)

r—+400 Inr

=05, r¢E. (2.49)

Comme 4 (00, By) > 0, alors pour tout donné ¢ (0 < 2¢ < o3 — 04) et pour tout
r € E, de (2.49), on obtient
m (r, By) > r7*7°F. (2.50)
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De (2.48) et (2.50), on a
r? e < O{lnrT (r,f)} + (k—1)r""  re E— FE. (2.51)

De (2.51), on obtient o5 (f) > 03 = 0 (By).

Lemme 2.3.13 [15] Soit f une fonction méromorphe transcendante et o > 1
une constante donnée, pour tout donné ¢ > 0, il existe un ensemble E; C [1,+00)
de mesure logarithmique finie et une constante M > 0 qui dépend de « et (m,n)
(m,n € {0,....,k} avec m < n) tel que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ [0,1] U Ex,

on a

<M (M (In®r) In T (ar, f)>n_m.

r

™ (2)
fim (2)
Lemme 2.3.14 [30] Soient B, (z), j = 0,1, ...,k — 1 des fonctions méromorphes

d’ordre fini. S’ils existent des constantes positives o5, (3, 5, (0 < 85 < 8,) et un

ensemble Fg de mesure logarithmique infinie tel que

max {|B; (2)| : j = 1,2, ...k — 1} <exp{B3r7}, |Bo(2)| = exp {847}

vérifie pour tout |z| = r € Fg, alors toute solution méromorphe de (2.47) satisfait

oy (f) > os.

Preuve. Supposons que f est une solution méromorphe de (2.47), de (2.47), on

By (2)] < \%) | (2.52)

kol ()
+ Y15 |

Du lemme 2.3.13, il existe un ensemble Fg de mesure logarithmique finie tel que

pour tout |z| =7 ¢ E7, on a

fU) .
‘— <MIT@2rf),j=12,..k, (2.53)

f

ot M > 0 est une constante. De (2.52),(2.53) et les hypothéses du lemme 2.3.14,
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pour tout |z| =7 € Es — F7, on a
exp {8417} < M[T (2r, f)]* exp {8517} . (2.54)

Puisque 0 < 5 < 34, de (2.54), on obtient o4 (f) > 05.

Lemme 2.3.15 [26] Soient Ag, Ay, ..., Ax_1, F' # 0 des fonctions méromorphes,

si f est une solution méromorphe de I’équation
) 4 Ay (2) FE=D 4 A (2) f=F,

alors on a

(i) Simax{o (F),0(4;):j=0,1,....k =1} <o (f) =0 < o0, alors o (f) = A(f) = A(f);
(i1) Simax {0y (F),02 (A;) : j =0,1,....k — 1} < 02 (f) = o, alors o2 (f) = X2 (f) = X2 (f) .

Lemme 2.3.16 [29] Soient A; (2) (j = 0,1, ..., k—1) des fonctions entieres satis-
faire 0 < 0 (Aj_1) =~ =0 (A1) =0 (Ap) < 00, max{7(4;):j=1,2,...k—1} =
7 (Ap) < 00, alors toute solution f # 0 de (2.3) satisfait o9 (f) = o (Ay).

2.4 Preuves des théorémes

2.4.1 Preuve du théoréme 2.2.1

Pour démontrer la conclusion du théoréme 2.2.1, on considere deux cas :
Cas 1. supposons que max {0 (4;) : j=0,1,...k — 1} <o (A4p) < 0.
(i)Premiérement, on démontre que Ay (f — ) = o3 (f).
Supposons que f Z 0 est une solution de (2.3), de [13], on a 05 (f) = 0 (Ao).
Posons g = f — ¢. Comme o9 (f) < 0 (Ay), alors

02(9) =02 (f) =0 (Ao) et A2 (9) =X (f =)
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Par le lemme 2.3.1, on obtient que g satisfait ’équation (2.5). Posons
F=o® 4 A 0% D 4o Ay,

Si FF=0, de [13], on a 03 () = 0 (Ap), on obtient une contradiction, alors F' # 0,

par le lemme 2.3.15, on a

A2 (9) = X2 (g) = 02 (9) = 0 (Ay).

Donc, on a

X (f =) =X (f—¢)=02(f) =0 (A).

(ii)Deuxiément, on preuve que Ay (f — @) = 0 (f). Posons g; = f' — ¢, alors
02 (g1) = 02(f) = 0 (Ap). Par lemme 2.3.2, on obtient que ¢; satisfait I’équation
(2.6). Posons Fy = ™ + U} o* D + 4+ Ulp, ou U} (j=0,1,...k— 1) sont
donnés dans le lemme 2.3.2. Si F; = 0, par lemme 2.3.7 et lemme 2.3.8, on a
o2 (¢) > o0 (Ap), une contradiction avec o (¢) < 0 (Ap). Donc F; # 0. Par lemme
2.3.15, on obtient Ay (f' — @) = Ao (f' — @) = 02 (f).

(iii) Maintenant, on prouve que s (f” — ¢) = o5 (f). Posons gy = f” — ¢, alors
02 (g2) = 02 (f) = 0 (Ap). Par le lemme 2.3.3, on obtient que g, satisfait I’équation
(2.7). Posons Fy = o™ + U2 jo* D + 4+ Ugp, ou U? (j =0,1,....k — 1) sont
donnés dans le lemme 2.3.3. Si F;, = 0, par lemme 2.3.7 et lemme 2.3.8, on a
o2 (p) > o (Ap), une contradiction avec o3 () < 0 (Ag). Donc Fy # 0. Par lemme
2.3.15, on obtient Ay (f” — ) = Ao (f" — ) = o2 (f).

(iv) Posons g3 = f"” — ¢. Des lemmes 2.3.4, 2.3.7, 2.3.8, 2.3.15, en utilisons le
méme raisonnement que dans le casl (i7i), on obtient

Ao (f" =) =X (f" — ) = a2 (f).

(v) On prouve que A (f©) —¢) = 02 (f) (i >3, i €N). Posons g; = f@ — ¢,
alors o9 (¢;) = 02 (f) = 0 (Ap). Par le lemme 2.3.5, nous avons g; satisfait I’équation
(2.9). Posons F; = o™ + Ul_jo*=V +  + Usp, ot Ui (j =0,1,....k — 1;i € N)

sont donnés dans le lemme 2.3.5. Si F; = 0, par le lemme 2.3.7 et lemme 2.3.8, on
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a o (p) > 0 (Ap), une contradiction avec o3 (¢) < 0 (Ap). Donc F; # 0. Par lemme
2.3.15, on obtient Ay (f@ — ) = Xy (f) — ) = a2 (f).

Cas 2. Supposons que 0 < g (A1) =+ =0 (A1) =0 (Ag) < 0 et

max {7 (4;):j=0,1,...k—1} =7, <7 (A4y) =T.

(i) Montrons que Ay (f — ) = 05 (f). Supposons que f # 0 est une solution de
(2.3), Du lemme 2.3.16, 05 (f) = 0 (Ag) > 0. Posons g = f — ¢. Comme ¢ # 0 est
une fonction entiere satisfait oy () < 0 (Ap), alors on a g2 (g) = 02 (f) = o (Ap) et
A2 (9) = Ao (f — ).

Par le lemme 2.3.1, on obtient que ¢ satisfait I’équation (2.5). Si F' = 0, par le
lemme 2.3.16, on a o3 (@) = 03 (Ap), une contradiction. Donc F' # 0.

Des hypothéses du théoréeme 2.2.1, on obtient
max {og (F),02(A4;):j=0,1,....k—1} < 09 (g9) = 0 (A).

Du lemme 2.3.15(ii), on a

(ii) Maintenant on prouve que A (f' — ¢) = o3 (f). Posons g; = f' —¢. Comme
o2 (p) < 0 (Ap), alors on a 05 (g1) = 02 (f) = o (Ayp).

Par le lemme 2.3.2, on obtient que g; satisfait I’équation (2.6). Si F; = 0, par
le lemme 2.3.11 et lemme 2.3.14, on a 03 () > 0 (Ap), alors on a une contradiction
avec 03 (¢) < 0 (Ap) . Donc, on a Fy # 0.

De (2.6) et le lemme 2.3.15, on obtient

X2(]8/—90)Z)\z(f'—SO):02(JE)ZU(AO)~

Similaire aux arguments du Casl(iii)-(v) et en utilisant les lemmes 2.3.3-2.3.5,

2.3.11 et le lemme 2.3.14, on obtient

Ao (fP =) =2 (fP—¢)=02(f) =0 (4) (ieN).
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2.4.2 Preuve du théoréme 2.2.2

Comme A; (2)( j = 1,2,...,k — 1) sont des polynomes et Ay (z) est une fonction
entiére transcendante, alors nous avons que A; (2) ( j =1,2,...,k — 1) satisfaient la
condition du théoréme 2.2.1. En utilisant la méme méthode de la preuve du théoréme

2.2.1 et le lemme 2.3.15(i), on obtient facilement la conclusion de théoréme 2.2.2.

2.4.3 Preuve du théoréme 2.2.3

Selon les conditions du théoréme 2.2.3, on peut trouver facilement la conclusion de
théoréeme 2.2.3 en utilisant la méme méthode de la preuve du théoréme 2.2.1 et le

lemme 2.3.15.
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Chapitre 3

Sur ’exposant itératif de la

convergence des zéros de

fU(2) — o (2)

Dans ce chapitre, On va voir 1’étude de ’exposant itératif de convergence
des zéros de fU) (z) — ¢ (2) des solutions des équations différentielles linéaires, en

généralisant les résultats précédants de Chen [10], Chen et Shon [12] et Tu [27].

3.1 Introduction

Dans [10], Chen a étudié les points fixes des solutions des équations (3.1) et (3.2)
avec des coefficients polyndmials et des coefficients entieres transcendantes d’ordre

fini et a obtenu les résultats suivants.

Théoréme 3.1.1 [10] Soit P (z) un polynome de degree n (> 1). Alors chaque

solution non triviale de

f"+P(z)f=0 (3.1)

a infiniment plusieurs points fixes et satisfait
Mf=2)=Af-2)=0(f) ="~
Théoréme 3.1.2 [10] Soit A(z) une fonction entiere transcendante avec
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0 (A) = 0 < co. Alors chaque solution non-triviale de
["+A(R)f=0 (3.2)

a infiniment plusieurs points fixes et satisfait

A (f=2)=X(f—2)=02(f) =0

Deux anneé aprés, dans [12], Chen a étudié les zéros de fU) (2)—¢ (2) (j = 0,1,2)
et a prouvé les théoremes 2.1.2 et 2.1.3 (voir le chapitre préceédent). En 2012, Xu,
Tu et Zheng ont prouvé les résultats principaux de notre deuxiéme chapitre qui
généralisent les résultats précédents.

Dans la suite on voir une généralisations dans un autre sens: c’est pour 1’étude

de 'exposant itératif comme suivant.

3.2 Reésultats principaux

Le but de ce chapitre est de voir I’amélioration du théoréme E concernant les équa-
tions différentielles linéaires de coefficients entiéres d’ordre fini dans (2.3) a coef-
ficients entieres d’ordre itératif fini faite par Tu, Xuan et Xu [28] en realisant les

résultats suivants.

Théoréme 3.2.1 Soient A (z) et B (z) des fonctions entiéres d’ordre itératif fini
satisfaire 0, (A) < 0, (B) < oo ou 0 < 0, (A) =0, (B) < 0

et 0 < 7,(A) < 7,(B) < oo. Alors pour toute solution f # 0 de (2.1) et pour
toute fonction entiere ¢ (z) # 0 satisfaire 0,41 (¢) < 0, (B), on a

(i) Xp+1 (f—¢) = Xp+1 (f =) = Xp+1 (f"—¢) = Xp+1 (f" = @) = opsr (f) =
ap (B);

(ii) Apt1 (f(i) - (P) = Op+1 (f) =0p (B) (] >3, j€ N) .

Corollaire 3.2.1 Sous les hypothéses du théoréme 3.2.1, si ¢ (z) = z, on obtient

DA (f=2) = X1 (' =2) = n (" = 2) = Mt (f" = 2) = opa (f) =
o, (B);

(ii) Apt1 (f(i) - Z) = Op+1 (f) = 0p (B) (] >3, j€ N)~
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Théoréme 3.2.2 Soient A(z) et B(z) des fonctions entiéres satisfaire
i(A) < i(B) = 1. Alors pour toute solution f # 0 de (2.1) et pour toute fonction

entiere ¢ (z) # 0 satisfaire i () < p, on a
Dix (O =) =ix (f —¢) =i (fO =) =p+1(=0,1,2,...);
()1 (F9 = 9) = Ao (/O = 9) = 01 (£ — ) = 0 (B) (= 0,1,2,...).

Corollaire 3.2.2 Sous les hypotheses du théoreme 3.2.2, si ¢ (z) = z, on a
D) ix (fO—2) =ix (fV —2) =i (f = 2) =p+1(j =0,1,2,...);
(i) Apr1 (f9 = 2) = Mg (f = 2) = 011 (f = 2) =0, (B) (j =0,1,2,...).

Théoréme 3.2.3 Sous les hypotheéses du théoréme 3.2.1, soit
L (f) = akf(k) + (lk_lf(k_l) +--+aof,

oua; Z0(j =0,1,2,...,k) sont des fonctions entieres satisfaire o, (a;) < o, (B).

Alors pour toute solution f # 0 de (2.1), on a 0,41 (L (f)) = opt1 (f) = 0, (B).

Remarque 3.2.1 Le théoréeme 3.2.1 est un extension et amélioration du théoréme
3.1.3. Par le théoreme 3.1.3, pour toute solution f # 0 de (2.1) et pour toute fonction

entiére ¢ (z) # 0 satisfaire o, () < 1, on a

X(f=@)=X(f =) =X(f"—p) =1

3.3 Lemmes

Lemme 3.3.1[8, 24] Soit f (z) est une fonction entiere avec o, (f) = o, et v ()

est l'indice central de f (z). Alors

1
lim sup I, vy (r) =o. (3.3)
— 00 Inr

Lemme 3.3.2 [28] Soit f (z) une fonction entiére avec o, (f) = o, alors il existe

un ensemble £ C [1,4+00) de mesure logarithmique infinie tel que pour tout r € £y,
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nous avomns

In, T (r
lim , T'(r, /) =0, re E. (3.4)
T—+00 Inr
Preuve Par la définition 1.4.5 on a limsup,._, , o W = 0, il existe une suite

{rn}:2, qui tend vers +oo et qui satisfait (1 + %) T < Tpy1 €t

T T DR (3.5)

rm—+oo  Inr,
Il existe ny tel que pour tout n > n, et pour tout r € [?”n, (1 + %) rn], on a

I, T (rn, f) _ Iy T(r, )
< .
ln(l—l—%)rn - Inr

(3.6)

— o0
Posons £y = Up2

[rn, (1 + %) rn], de (3.6) et la définition 1.4.5, alors pour tout

re E;,ona
In, T (r, f)

lim —4—"2 = lim —lin(Tn’f)

= 0"
r—too  InrT Tn—-+00 Inr,

et

[ .

n=ni
n

o
mlEl = Z

1
+ n)Tn
n=ni ,

Lemme 3.3.3 [8, 24] Soit f (2) est une fonction entiére avec o, (f) = o et v (1)
est I'indice central de f(z). Alors il existe un ensemble E; C [1,400) de mesure

logarithmique infinie tel que pour tout » € E7, nous avons

1
lim Iy vy (r) =0, r e E. (3.7)

r—+00 Inr

Lemme 3.3.4 [8, 24] Soient Ay, A;,..., Ar_1, F # 0 des fonctions méromor-

phes. Si f est une solution méromorphe de I’équation

B A, fED 4y A f = F, (3.8)
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alors nous avons

(¢) Si max{i(A4;),j=0,1,...k—1i(F)} <i(f), alorsiz(f) =irx(f) =1i(f);
(i4) Si max{o,(4,),7=0,1,...k—1,0,(F)} <a,(f), alors X\, (f) = X\, (f) = 7, (f) .

Lemme 3.3.5 [32] Soit f (z) une fonction entiére d’ordre itératif fini avec i (f) =

p. Alors ils existent des fonctions entiéres (5 (z) et D (z) tel que

f(z) = B(z)eP?,
Op (f) = max {Up (B) yOp (eD(Z))}

et
1 N< ,l)
o, (B) = limsup —np h :
P r——4oo 1117"
De plus, pour tout € > 0, on a
In|B(z)| > —exp, , {TUP(BHE} , T & Fy, (3.9)

ol Fy C [1,400) est un ensemble de r de mesure liméaire finie.

Lemme 3.3.6 [28] Soit f (z) est une fonction entiére d’ordre itératif fini avec
o, (f) = 0 < +o0. Alors pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble E5 C [1, 4+00)

de mesure linéaire finie tel que pour tout z satisfaire |z| = r ¢ [0,1] U Es, on a

exp {—exp,_; 77} < |f (2)] < exp, {r7t°}. (3.10)

Preuve Soit f(z) est une fonction entiere d’ordre itératif fini avec o, (f) = o.
De la définition 1.4.5, c’est facile d’obtenir que |f (2)| < exp, {r™} vérifié pour
tout |z| = r assez grand. Du lemme 3.3.5, ils existent des fonctions entiéres [ (z) et

D (z) tel que

f(2)=B(2) P, oy (f) = max {0, (8),0, (")} .
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Pour tout € > 0, on a

18(2)] > exp {—exp,_ 1{7""1” +6}} > exp {—exp,_, {r”p(f }} ¢ F5, (3.11)

est veérifié a lextérieur d’un ensemble F3 C [1,+00) de mesure linéaire finie.
Comme 0,_; (D (2)) = 0, (e?®) < 5, (f), de la définition 1.4.5, nous avons que
1D (2)| < exp,_; {r7*T2} est vérifié pour tout r assez grand.

De |eP®)| > e7IPG) > exp { —exp,_; {r7*(*2}} et (3.11), on a

If () > [8(2)]e PO > exp {—2exp, ; {r»*3}} (3.12)

> exp{—exp,_; {r*V*2}} r ¢ E;

ol F5 est un ensemble de r de mesure linéaire finie. De la définitionl.4.5 et

(3.12), on obtient la conclusion du lemme 3.3.6.

Remarque 3.3.1 Le lemme 3.3.6 donne I'estimation du module de la fonction

entiére d’ordre itératif et étend la conclusion de [20, p. 84, lemme 4].

Lemme 3.3.7 [28] Soit f(z) est une fonction entiére d’ordre itératif
fini avec o, (f) = 0 > 0 (p>2), et soit L(f) = aof + arf + aof, ot a; #
0 (j=0,1,2) sont des fonctions entiéres d’ordre itératif fini qui satisfaient b =
max {o,_1 (a;),j =0,1,2} < o, alors 0, (L (f)) =0, (f) =0.

Preuve On peut écrire L (f) comme suit

L(f) :f(a2f7+a1f7+ao) (3.13)
Du lemme de Wiman-Valiron (voir[20, 18]), pour tout z satisfait |z|] = r et
[f ()| = M (r, f), on a
k
f;k)(i? - <”fz(r)> (1+0(1)), keN,r¢E, (3.14)

ou Fjy est un ensemble de mesure logarithmique finie.
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De (1.4.5) dans [21], pour tout £ > 0 donné, on a

v (r) < [Inpg(r)] e (3.15)

a l'extérieur de I'ensemble Ejs mesure logarithmique finie, ot 11 (r) est le terme
maximal de f. De I'inégalité de Cauchy, on a ug (r) < M (r, f). Le remplacer dans
(3.15), on obtient

vy (r) < [In M (r, )], r ¢ Es. (3.16)

D’apreés le lemme 3.3.3, il existe un ensemble F; de mesure logarithmique infinie
tel que pour tout |z| =r € Ep, on a

hm lnp Vf (T)
r—+400 Inr

=0, r € F. (3.17)

De (3.17) et le lemme 3.3.6, pour tout r € E;—Ej3 et pour tout € (0 < 2¢ < 0 — b),

on a

exp {—exp,_, el < ay(2)] < exp, 1 {r*te} < exp,_y {r7°} (3.18)

< vy (r) <exp, {TU+E} (j=0,1,2).
En remplagant (3.18) dans (3.16), on obtient
exp, {17} < M (r, f) (re By — (E3UEs)). (3.19)

De (3.13), on a

" ! " !’

= + a1

f f

L) =|f] f7+f7+

zlfl[

- |a0|] . (3.20)

En remplagant (3.14), (3.18), (3.19) dans (3.20), pour tout z satisfait
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lf(z2)|=M(r,f) et |z| =7 € Ey — (E3 U E4U E5), on trouve

L) > VI{Wfﬁ(@”g”-mu>wq%q (3.21)
T e R B

< oxp, {r7 [exp,y {1777} —exp, o {7

De (3.21), on obtient que 0, (L (f)) > o, (f). D’autre part, il est facile de trouver
op (L (f)) <0y (f). Donc o, (L(f)) = o, (f)-

Remarque 3.3.2 L’hypothése 0,3 (a;) < 0, (f) dans le lemme 3.3.7 est néces-
saire. Par exemple, si a () est une fonction entiére satisfaire 0,1 (a) > 0(p > 2),
posons f (z) = e¥® L (f) = f —d'f —a"f, alors on a 0, (f) = 0,1 (a) > 0 et
L(f) =0, c-aed, 0y (L () =0 < 7, ()

Par le méme preuve du lemme 3.3.7, on peut obtenir le lemme suivant.

Lemme 3.3.8 [28] Soit f (z) est une fonction entiére avec o, (f) = 0 > 0
(p>2) et soit L(f) = arf® +ap1f* D+ +aof, ota; 20 =0,1,2,.... k)
sont des fonctions entiéres satisfaire b = max {o,_1 (a;), j =0,1,...,k} < 0. Alors

ap (L(f)) = 0op(f) = 0.

Lemme 3.3.9 [4] Soit f (z) est une fonction entiére satisfaire 0 < o, (f) =0 <
0o, 0<7,(f) =7 < o0, alors pour tout donné g < 7, il existe un ensemble

Eg C [1,400) de mesure logarithmique infinie tel que pour tout r € Eg, nous avons
In, M (r, f) > pr. (3.22)

Preuve On concidére deux cas: pour p = 1 voir [29]
Dans le cas ot p > 2, d’apres la définition d’ordre itératif 1.4.5 et de type itératif

1.4.6, il existe une suite croissante {r,}, r, — 400 satisfait (1 + %) Trn < Tpy1 €t

fm S M) g (3.23)

T'p——+00 T,gp (f)
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Alors, il existe un entier positif ng tel que pour tout n > ng et pour tout € donné

(0<e<Tt,(f)—p),ona
In, M (ry, f) > (1, (f) — &) 7o), (3.24)

n

Pour tout 5 < 7, (f) donné, il existe un entier positif n; tel que pour tout n > ny,

n Up(f) ﬁ
(n+1) > —Tp e (3.25)

Prenons n > ny = max {ng, n1}. De (3.24) et (3.25) pour tout r € [r,,, (1 + 1) ],

on a

on obtient

In, M (r, f) > In, M (ry, f) (3.26)
> (7 () )

> -9 (5] r)%(f)

n+1

> Brgp(f).

Posons Fy = U2, [Tm (1 + —) rn], alors il vérifie

my (Ep) = i / %

Lemme 3.3.10 [19] Soient A; (2) (j = 0,1, ..., k — 1) des fonctions entiéres d’ordre
itératif fini satisfaire max {o, (A4;) : j # 0} < 0, (Ap). alors toute solution f # 0 de
I’équation

f(k) + Akilf(kfl) 4+t Alf’ +Agf =0 (3.27)
satisfait 0,41 (f) = 0, (Ao).

Lemme 3.3.11 [4, 25] Soient A; (z) (j =0,1,...,k — 1) des fonctions entiéres
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d’ordre itératif fini satisfaire max {o, (4;) : j # 0} < 0, (Ap) (0 < 7, (Ap) < 00) et
max {7, (4;),0, (4;) =0, (Ag) : j # 0} < 7, (Ay) < co. Alors toute solution f # 0
de 'équation (3.27) satisfait 0,41 (f) = o, (Ao).

Remarque 3.3.3 La conclusion de lemme 3.3.11 est aussi valide pour

Ty (Ap) = o0.

Lemme 3.3.12 [28] Soient A (z), B(z) des fonctions enti¢res d’ordre itératif
fini satisfaisant o, (A) < o, (B). Soient G (z), H (z) des fonctions méromorphes

avec 0, (H) < 0,(A) 0,(G) <0,(B), si f(z) est une solution entiére de

1" GI ! ! HG/ —
f+(A+E>f+<B+H+ G)f—o, (3.28)

alors 0,11 (f) > 0, (B).
Peuve De (3.28), on a

, HG/ f// G/
< — — . .
m(r,B+H+ o )_m(r,f>+m<T,A+G) (3.29)

Par le lemme de dérivée logarithmique et (3.29), on trouve

m(r,B) < O{lnrT (r, )} +m(r,A)+2T (r, H)+ O {InrT (r,G)}, r ¢ Ey (3.30)

ol FEy est un ensemble de mesure linéaire finie. Du lemme 3.3.2, il existe un
ensemble F; de mesure logarithmique infinie tel que pour tout |z| = r € E; — Ey,

nous avons
exp, 1 {rov®B) ==Y <O {nrT (r, f)} + 4exp, ; {rortel (3.31)

ou 0 <2 <o(B)—o0c(A). De (3.31), on obtient 0,1 (f) > o, (B).

Lemme 3.3.13 [28] Soient A (z), B(z) des fonctions entiéres satisfaisant
0<o0,(A) =0,(B) =02 <o0et 1,(A) <7,(B) < oo etsolent G(z), H(2)

des fonctions méromorphes satisfaisant o, (H) < 09, 0, (G) < 03
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et |[HD (2)| < exp,{(7(A)+¢e)r2} (j =0,1) & Dextérieur de l'ensemble Fj
mesure logarithmique finie, ot 0 < 2¢ < 7, (B) — 7, (A). Si f(z) est une solution
entiére de (3.28), alors 0,41 (f) > 02.

Preuve Supposons que 7, (A) < 7,(B) < oo (Sans perdre la généralité). De

|

Par le lemme 3.3.9, pour tout donné 5 (7, (A) +2¢ < 5 < 7, (B)), il existe un

(3.28), on a

G/
A —_
+{| I+ |5

fl/

f

fl

1B (2)] < 7

. (3.32)

o |€
1+ 1|

ensemble Fg de mesure logarithmique infinie tel que pour tout |z| = r € Eg, nous

avons

M (r, B) > exp, {8r”?} . (3.33)

Par le lemme 2.3.13, il existe un ensemble F; de mesure logarithmique finie tel

que pour tout |z| = r ¢ Eg, nous avons

" s

2| < wirenpr, | <viren i, (331
%/ < MI[T (2r,G)] < exp,_, {r**},

ot M > 0 est une constante. D’aprés les hypothéses, pour tout |z| = r ¢ Es,

|H'| < exp, {(7 (A) +¢e)r2},  |H| <exp,{(T(A) +¢)r7*}. (3.35)

De (3.32)-(3.35), pour tout z satisfaire |B (z)| = M (r, B)
et |Z| :T€E6—<E7UE8),OHEL

exp, {Br7?} < 4dexp, {(7, (A) +¢)r?2} [T (2r, f)]2 . (3.36)

Par (3.36), on obtient o, (f) > 09.

41



3.4 Preuves des théorémes

3.4.1 Preuve du théoréme 3.2.1

On divise la preuve du théoréme 3.2.1 en deux cas:

Cas (i): (1) On prouve que A,y (f — ) = 0,11 (f). supposons que f % 0 est
une solution de (2.1), alors 0,41 (f) = 0, (B) par le lemme 3.3.10. Posons g = f — ¢,

comme 0,1 () < 0, (B), alors

0p11(9) = 0pi1 (f) = 0, (B), Xp+1 (9) = Xp+1 (f =)
En remplagant f =g+ ¢, f'=¢ + ¢, " =¢" + ¢" dans (2.1), on obtient

g"+Ag + Bg=—(¢"+ AY' + By) . (3.37)

Si "+ A¢’ + By = 0, du lemme 3.3.11, on a 0,41 (¢) = 0, (B), qui est une
contradiction.
Puisque ¢" + Ap' + B £ 0 et 0,41 (¢" + AY' + By) < 0p11 (f) = 0p41 (9), du

lemme 3.3.4 et (3.37), on trouve

Xp—i—l (9) = Mpy1(g) = 0, (B),

donc

X;DJrl (f=9w) =N (f —¢)=0pu1 (f) =0,(B).

(2) On montre que My 1 (f' — ) = 011 ().
Posons g1 = ' — , alors a1 (1) = open (/) = 0, (B) et

F=gte ['=d+e =gt (3.38)

De (2.1), on obtient
f=s (fHAS). (3.39)
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La dérivation de (2.1) est

f"+Af"+(A+B)f'+B'f=0. (3.40)
On remplagons (3.38), (3.39) dans (3.40), on obtient
" B\ Al B —
Ar@a-glar@B-Fa (3.41)
— (@ (A-F)¢+ (A +B-)¢)
Soit F; = <,0”+(A—%)<p’+(A’+B )gp On affirme que F; # 0. Si

Fy =0, du lemme 3.3.12, on a 0,41 (¢) > 0, (B), qui est une contradiction, donc

Fy # 0. Comme 0,41 (F) < 0,(B) = 0p+1 (1), par le lemme 3.3.4 et (3.41), on

obtient

Xp-l-l(f/_SO):Ap-l-l(f/_@)zap-i-l(f)'

(3) On prouve que A\py1 (f” — @) = 0ps1 (f). Posons go = f” — ¢, alors

0pi1(92) = 0p11 (f) = 0, (B) et
ff=gp+e ["=g+¢  [O=g+¢"
On remplace (3.39) dans (3.40), on trouve
"+ (A—E) f+ (A’+B— Ag) f=0.

La dérivation de (3.43) est

PO (A= B) s (A5 s (B - 4] g

(ron-2')

_m [fm—i-(A—%/)f”] -0

Posons @ (z) = A'+ B — AB/ , S (2) = A—E Cest facile de voir que

B
1 1 S
e T T T
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(3.43)

(3.44)



alors de (3.44), on obtient

£ <S - %) o+ (S’ 53) /=0 (3.45)

En remplagant (3.42) dans (3.45), on a

95 + (S %) (S’ +Q— ) 9

(e (5-2)er (Sra-2)). O

Si By (z2) =¢" + (S - %) o + (S’ +Q — %Ql) ¢ =0, par le lemme 3.3.12, on a
op+1 () > 0, (B), qui est une contradiction, alors Iy # 0.

Puisque 0,41 (F3) < 0, (B) = 011 (92), par le lemme 3.3.4 et (3.46), on obtient

X1a+1 (f"=0) =X (f" =) = 0pa ().
(4) On prouve que A1 (f” —¢) = 0,11 (f). Posons gz = f” — ¢, alors
Op+1 (93) = Op+1 (f) = Op (B) et

g=r—¢, @=r0-¢" (3.47)
La dérivation de (3.45) est

o (=)0 (- )+ (7+0-3)]

, (3.48)
(5' 0-— %’) =0,
De (3.45), on a
I T
En remplacant (3.49) dans (3.48), on obtient
(580 [(-8) s (o)

_ (S’+Q—icg)/ [f<4> ¥ (5 ~ %’) f’”} = 0.

S/“I‘Q_ Q



Soit U(2) =S +Q— 5%,V (2) =5 -

% , c’est facile de voir que

, In, m (r,U) , In, m(r,V)
fimsup =0 =ow(B) et lmeup=r =0y (4),
De (3.50), on a
U VU
f@+<V—U)f@+<W+U— U)f”:O (3.51)

En substituant (3.47) dans (3.51), on a

B+ V-2) g+ (V' +U -2 g

, (3.52)
=@+ (V-F) ¢+ (V+U-5F)¢).

. D’apres le lemme 3.3.12, on

Soit i () = ¢+ (V = %) '+ (V) + U — 22
2), d’apres le lemme 3.3.4 et (3.52),

a I3 # 0. Puisque 0,41 (F3) < 0, (B) = 0p41 (g
on obtient Ayi1 (f” — @) = A1 (f" = ¢) = 011 (f).
(5) On prouve que Api1 (f9 — @) = opp1 (f) (5> 3).
Posons que fU) = g;+¢ (j > 3), alors fUT) = gl ¢, fUF2) = g/ (j > 3)
et 011 (g5) = 0ps1 (f¥) = 0, (B). Par la dérivation successive sur (3.50), on

peut obtenir aussi I’équation suivante qui a une forme analogue a I’équation (3.52):

g+ (A+E) g+ (B+H + %) g;

, (3.53)
=—(¢"+(A+S) ¢+ (B+H +EE) ).

ou G, H sont des fonctions méromorphes qui ont le méme forme que U (z), V (2)
et vérifient o, (G) < 0, (B) et 0, (H) < 0, (A). D’apres le lemme 3.3.12,

ona F; = ¢ + (A+%/)<p’+ (B—i—H’—l—HTG/)go # 0. Puisque 0,41 (F)) <
opt+1(g9;) = 0, (B), d’apres le lemme 3.3.4, on obtient

X1a+1 (f(j) - <P) = Ap+1 (f(j) - <P) = 0pr1(f) = 0p(B) (> 3).

Cas (ii): (1) On prouve que A\,y1 (f — @) = 0,11 (f). Supposons que f # 0 est
une solution de (2.1), par le lemme 3.3.11, on sait que 0,41 (f) = 0, (B) > 0. Posons

g=[f— ¢, ¢ #0 est une fonction entiere avec 0,1 (¢) < 0, (B), alors
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on a g,11(9) = op1 (f) = 0, (B), Aps1(9) = Apra (f — ). En remplagant
f=g+e, =9 +¢, f"=¢"+¢" dans (2.1), on obtient (3.37). On affirme que
¢"+A¢'+Bp #0. Si ¢+ A¢p'+ By = 0, du lemme 3.3.11, on a 0,11 (@) = 0, (B),
qui est une contradiction. Puisque ¢” + Ap' + B £ 0

et 0p1 (@ + A@' + By) < 0p11 (f) = 0p11(g), du lemme 3.3.4 et (3.37), on
trouve A1 (9) = Api1(9) = 0y (9) = 0, (B), donc

Xzo+1 (f =©) =21 (f = ¢) = 0p11 (f) = 0, (B).

(2) On montre que M1 1 (f' — ) = opi1 (f).

Posons g1 = f' — ¢, alors 0,41 (g1) = 0ps1 (f) = 0, (B).

Par la méme preuve que cela de (2) dans le cas (i), on a (3.41). Posons

Fi=¢"+ (A—%) o + (A’—i—B—ATB/) ¢. On affirme que F; #Z 0,

si F1 =0, alors du lemme 3.3.13, on a 0,11 (p) > 0, (B), qui est une contradic-
tion avec 0,41 () < 0, (B), donc F; # 0. Comme

opt1 (F1) < 0, (B) = 0p41 (g1), d’apres le lemme 3.3.4 et (3.41), on obtient

Xp+1 (f =0) =21 (f = 0) = 0p11 (f) = 0, (B).

(3) On prouve que A\p11 (f” — @) = 0pi1 (f).

Posons g5 = 1 — ¢, alors 71 (92) = e (f) = 7 ()

et f" =g+, f"=gh+¢, fP = gl 4+ " Par la méme preuve que cela de (3)
dans le cas (i), on obtient (3.46). Posons Fy = ¢+ (S — %) o'+ <S’ +Q — %Q/> ©,
o Q(2) = A+ B— 42 5 (2) = A— £ Dans le suivant on prouve que Fy #Z 0.
D’aprés la définition 1.4.6 et le lemme 2.3.13, pour tout r assez grand tel que

|z| = r ¢ E; et pour tout € > 0, on a
S (2)] < exp, {(7) (A) +) 17D}, |8 (2)] < exp, {(7 (4) +) @} (3.54)

D’apres le lemme 3.3.9 et le lemme 2.3.13, pour tout r assez grand tel que

|z| =7 € Eg — E7 et pour tout ¢ (0 < 2¢ < 71,(B) —7,(A)), on a

M (r,Q) > exp, {(Tp (B) —¢) TU”(B)} . (3.55)
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D’apres (3.54)-(3.55) et le lemme 2.3.13, c’est facile d’obtenir

‘S— %) < 2exp, {(1, (4) +e)ror Y

, (3.56)
S'+Q — %‘ > %expp {(Tp (B) —¢) r"P(B)} , r € FEg— FEr.

Si F; = 0, de (3.56) et par la méme preuve que cela du lemme 3.3.13, on a
op+1 () > 0, (B), qui est une contradiction. Donc F» # 0, alors par le lemme 3.3.4
et opr1 (F) < 0p1 (g2) = 0, (B), on obtient

Xerl (f"=0) =21 (J" =) = 0p11 (f) = 0, (B).

En suivant la preuve de (4) — (5) dans le cas (i) et la preuve de (3) dans le cas
(ii), on obtient

At (fO = @) = Mpa (F9 =) =01 (f) = 0,(B) (5 =3).

3.4.2 Preuves des théorémes 3.2.2-3.2.3

En utilisant la méme preuve que celle dans le cas (i) du théoréme 3.2.1 et d’aprés
le lemme 3.3.4, on peut obtenir facilement le théoréme 3.2.2. Le théoréme 3.2.3 est

un résultat direct du théoréme 3.2.1 et le lemme 3.3.8.
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