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Introduction

Dans ce mémoire, on veut évaluer I'intégrale d'une fonction f sur un intervalle [a, b],
notée I(f). Sil'on connait sa primitive F, alors d’apres la formule de Newton-Leibniz

b
I(f) = f fx)dx=F(b) - F(a)

ou:F=f.

On peut interpréter l'intégrale d'une fonction f(x) dans l'intervalle [a, b] comme étant
la surface délimitée par I'axe des abscisses, les deux droites d’équations y=a,y=Db et la
portion de la courbe de f délimitée par ces deux droites.

AY

.
a b x

FIGURE 1 - Interprétation géométrique de I'intégrale

Dans de nombreux cas, la primitive F ne peut pas étre connue. Comme cela est le cas
pour certaines fonctions compliquées telles que :

b b b
5 sinx 1
cos(x“)dx, f ——dx, f —dx.
fa a X a V1-sinx

Il arrive aussi que la fonction f soit connue seulement en un nombre fini de points (ré-
sultats d'une expérience). Dans ces cas, on préferera calculer numériquement la valeur
de l'intégrale I(f).

Il existe plusieurs méthodes pour approcher numériquement I(f). On peut citer les
méthodes de Gauss, les méthodes de Newton-Cotes ou alors les méthodes de Monté-
Carlo.

Les principes de ces méthodes sont différents. On s’intéresse particulierement aux mé-
thodes de Newton-Cotes, dont le principe est de remplacer la fonction f par un polynéme



Introduction

d’interpolation P, ensuite approcher I(f) par [ f P(x)dx.

L'objectif principal de ce mémoire est d’élaborer une nouvelle formule d’intégration nu-
mérique appelée LIWF (Legendre Wavelets Formula ). Son principe est proche de celui des
méthodes de Newton-Cotes et qui consiste a approcher la fonction f par une somme fi-
nie d’ondelettes de Legendre.

Pour valider cette méthode, des tests numériques ont été effectués sur MATLAB et les ré-
sultats numériques donnés par cette méthode ont été comparés avec ceux donnés par les
trois méthodes de Newton-Cotes; point milieu, trapéezes et Simpson. Ce mémaoire est ré-
parti en trois chapitres :

Dans le chapitre 1, on rappelle les formules d’intégration numérique de Newton-Cotes.
Le chapitre 2 est réservé a I'élaboration de la formule d’'intégration des ondelettes de Le-
gendre (LWF).

Le dernier chapitre est consacré aux tests numériques.

On termine par une conclusion et des perspectives.



Chapitre 1

Lintégration numérique

1 Introduction

Dans ce chapitre, on va rappeler les méthodes d’intégration numérique les plus connues
et les plus utilisées pour estimer :

b
I(f) = f Foodsx,

ol f est une fonction intégrable sur [a, b].
PourI'obtention de cette estimation, on va approcher la fonction f par une fonction d’ap-
proximation ¢, telle que le calcul de [ f p(x)dx soit simple et ensuite admettre que :

b b
f fxdx =f @x)dx.
a a

Si cette approximation est suffisamment bonne, alors I'intégrale de cette fonction I =

b b
J @(x)dx, sera une bonne approximation de I(f) = [ f(x)dx.
a a

2 Les méthodes de Newton-Cote simples

2.1 Principe

Le principe général des méthodes de Newton-Cotes simples réside dans le choix de la
fonction . Celle-ci est prise comme étant le polynome d’interpolation P,,.
Les méthodes de Newton-Cotes varient avec le degré n de ce polynéme d’interpolation.

2.2 Laméthode du point milieu (n=0)

Cette méthode utilise le polynd6me constant Py pour approximer la fonction f [3]. Ce-
pendant, elle exploite mieux les symétries du probleme en choisissant la valeur milieu,
c’est a dire que ce polyndme constant est défini par :

+b
Po(x) = f(“T) - fy

Lintégrale approchée
- b a+b
Iy = f f(——)dx
a 2

8



2. LES METHODES DE NEWTON-COTE SIMPLES

donne la formule du point milieu qui est :
T() = (b — (1) fo.

Cette méthode nécessite une unique évaluation de la fonction f en (xp = %b).
Lerreur:
Lerreur de I'approximation par la méthode du point milieu est donnée par :

o= f"(€) ot & €la,bl et h=(b-a)

%0
FIGURE 1.1 — Méthode du point milieu (n = 0)

Lerreur €y n'est pas connue car la valeur de ¢ € ]a, b| reste indéterminée. Cependant on
peut la majorer, par la plus grande valeur de la dérivée seconde sur le domaine considéré.

2.3 Laméthode des trapézes (n=1)

Pour trouver cette méthode, la fonction f est approchée par le polynéme de Lagrange
d’ordre 1 [5], P; qui passe par les points (a, f(a)) et (b, f(b)) qui est donné par :

(x—-Db) (x—a)
@b "0

Pi(x)=f(a)

:f(b)x—af(b)—f(a)x+bf(a)+af(a)—af(a)

b-a
_f-fla,
e a) + f(a)
b

Lintégrale approchée T; = [P;(x)dx, se calcule facilement et donne la formule des
a

trapezes suivante :
- a)+ fb
AOEACRI G
2
Lerreur:
Lerreur de I'approximation par la méthode des trapéezes est donnée par :

e1=-Lf"©), ou Eelabl et h=b-a



2. LES METHODES DE NEWTON-COTE SIMPLES

Ky Ky

FIGURE 1.2 — Méthode du Trapeze (n=1)

2.4 Laméthode de Simpson simple (n=2)

Cette méthode est obtenue en approchant la fonction f par le polyndme d’interpola-
tion d’ordre 2 [2], P, qui passe par les points (a, f(a)), (%b,f(%b)) et (b, f(b)) et qui est
donné sous sa forme de Lagrange par :

(x—%b)(x—b) (x—a)(x—b) a+b (x—a)(x—%b)
Py(x) = (a) + ( )+ (b)
: (a—%?ﬂa—mfr (%#—ax%#—byf 2 w—axb—%gyf

(x—%b)(x—b) (x—a)(x—-b) _a+b (X—d)(X—%b)

=2 (a+b)(a-Db) fla)-4 (a—b)? f==)=2 (a—b)? fb)

Lintégrale approchée I, = | f Py (x)dx se calcule alors simplement et donne :

f@+4f(&2)+ f(b)

L=b-a =

Cette méthode nécessite trois évaluations de la fonction f en (a, f(a), (%b, f (%b) , (b, (b))
Lerreur:
Lerreur de I'approximation par la méthode de Simpson est donnée par :

©=-HfP@®, ot felabl et h=b3"

10



2. LES METHODES DE NEWTON-COTE SIMPLES

g X, Ho
FIGURE 1.3 — Méthode de Simpson simple (n = 2)

Exemple 1.1 On va appliquer ces trois méthodes pour estimer l'intégrale fol 1+—1xzdx, qui
vaut arctan(l) = §

Lerreur associée a cette approximation est donné dans le tableau suivant :

Epoint-milieu ETrapzes ESimpson
0.0146 0.0354 0.0021

TABLEAU 1.1 — Le tableau des erreurs pour f(x) = ﬁ

Remarque 1.1 -

1. Ces trois méthodes ne fournissent pas une bonne précision. Plus l'intervalle [a,b] est
petit, plus Uerreur est faible.

2. Pour améliorer la précision, on peut augmenter le degré du polynome qui approche
la fonction f et ceci en augmentent le nombre de points pris dans l'intervalle [a, b].
C’est ce qu'on appelle les méthodes d’ordre supérieur.

3. Une autre maniere d'améliorer la précision, est de diviser l'intervalle [a, b] en sous
intervalles de méme longueur (petite) et d'appliquer une des méthodes d’intégration
sus-citées sur chacun des sous intervalles. C'est ce qu'on appelle les méthodes compo-
sites (généralisées).

2.5 Laméthode d’ordres plus élevés

Plus généralement, on peut construire des approximations en utilisant des polynémes
d’ordre quelconque 7. Le polynéme d’interpolation d’ordre n passant par n + 1 points
X, k =0,...,n régulierement espacés entre a et b s’exprime en fonction des polynémes
élémentaires de Lagrange L (x),k=0,...,n

n n X—X;
P,(x)= ) fxo)Lr(x) avec Li(x)= [] .
k=0 j=0,j#k Xk~ Xj

Lintégrale approchée I, = [ : P, (x)dx, peut alors se calculer et donne :

[P Le(xdx

Li=b-a)) fx)wx avec wy= T

k=0

11



3. LES METHODES DE NEWTON-COTES COMPOSITES

Une telle méthode nécessite (n + 1) évaluations de la fonction f en (xi)k=o,..., €t le calcul
des (n + 1) coefficients wyg. Ainsi plus le degré est élevé, plus la méthode est couteuse.
Erreur:

Lerreur de cette méthode est donnée par :

si p impair :
n+2
le| < Supiap(f" (X)), avect €la,bl
n
si p pair :
n+3
le] <

Supian (" (x))), avect € la, bl

ou C,, est un coefficient qui dépend de I'ordre du polynéme P,,.

3 Les méthodes de Newton-Cotes composites

3.1 Principe

Onrappelle que le principe général des méthodes de Newton-Cotes composites [8] [7]
[4] est de décomposer I'intervalle [a, b] en choisissant une subdivision réguliere (x;);-o
vérifiant: a=x9 < x1 <..<Xx,=b.On a alors

.....

b
I(f):f f(x)dx= Z f(x)dx

k

Sur chaque [xg, xk+1], on applique 'une des méthodes d’intégration telles que la méthode
du point milieu, des trapézes ou de Simpson.

3.2 Laméthode des trapezes composite (p=1)

Sur chaque intervalle [xg, xi+1], 'intégrale de trapézes simple s’exprime par [2] et [6]

fk fk+1

I k= (s — X)) ————
ou fi = f(xr), fir1 =f(Xks1).

Si bien que l'intégrale totale vaut :

n=l rXxge

Lic=), fdx

k=0 Y xk
h n—1
2= (fxx) + fxkr1))
2 k=0
h
= E(f(xO) +2f(x)+--+2f (xp-1) + f(x)

h n—1
= E(f(a) + D) +2) fxp),
k=1

12



3. LES METHODES DE NEWTON-COTES COMPOSITES

avec h = b;n“. C’est la formule des trapezes composite sur 'intervalle [a, b].
Lerreur:
Lerreur est simplement la somme de toutes les erreurs et qui est donnée par :

h3
e:—ﬁnf"(ﬁ), avec € €la,b]

Kn X1 lz }(! X4 )[5 :‘6

FIGURE 1.4 — Méthode des trapézes composite, pour 6 sous intervalles et 7 points

3.3 Laméthode de Simpson composite

La méthode de Simpson simple sur chaque sous intervalle [xi, Xi,2] s’exprime par :

Je+4fia + fea
6

I = (Xg42 — xp)

’

ou f; = f(x;), et xg41 estle point milieu de 'intervalle [xg, Xk2].
Si bien que l'intégrale totale vaut :

1y 1y

- h
o= (f(@+4 Y faks) +2 ) flxop) + f(D)).
k=0 k=1

C’est la formule de Simpson composite.
Lerreur:
Lerreur étant la somme de toutes les erreurs, elle est donnée par :

h5
62:—%f(4)(€) avec & €la,bl,

< 1 - _b—a
oul'onaposé: h==*%

13



3. LES METHODES DE NEWTON-COTES COMPOSITES

L Xy X3 Ay Xy Xg Xg

FIGURE 1.5 — Méthode de simpson composite pour 3 sous intervalles et 7 points

14



Chapitre 2

Formule d’intégration des ondelettes de
Legendre

1 Introduction

Dans ce chapitre, on va présenter la nouvelle formule d’intégration numérique (LWF)
qui est basée sur les ondelettes de Legendre et la matrice opérationnelle d’'intégration.
Pour cela, on va introduire les outils mathématiques dont on a besoin, tels que, les poly-
nomes de Legendre, les ondelettes de Legendre, I’approximation dans I’espace de Hilbert
L%(0,1D, ---

2 Les Polynomes de Legendre

Les polynémes de Legendre sont introduits en 1784, par le mathématicien francais
Adrien Marie Legendre (1752-1833)[1] [8]. Ils sont les solutions de I'’équation différentielle

dite de Legendre,
2

dy dy

1 - x* -2x—=+ky=0, -l<x<l1 2.1
(1-x )dzx Yax T * &
Léquation (2.1) peut se représenter par un probleme de Sturm-Liouville :
dy
— | -x»=Z|+ky=0
dx (- )dx -y

pour tout x €] -1, 1[.

Ces polyndmes sont définis sur [—1, 1] et possedent un certain nombre de propriétés ma-
thématiques utiles et intéressantes telle que 1'orthogonalité. Ils sont caractérisés de plu-
sieurs manieres.

Proposition 2.1 Les polynomes de Legendre sont définis par la formule connue sous le nom
de : Formule de Rodriguez [1]

Pm(x):;ﬂ(xz—l)m,Vm,neN. (2.2)
2Mmpul dx™
Proposition 2.2 IIs sont aussi définis par la formule de récurrence, (Celle avec laquelle on
va travailler) :
Po(x)=1
Pi(x)=x

Ppi1(x) =28 xP, (x) - P,y (x) n=1,2,3, -

15



2. LES POLYNOMES DE LEGENDRE

Ces polynomes possedent beaucoup de propriétés, parmi lesquelles :

Proposition 2.3 Les polynomes de Legendre vérifient la propriété d'orthogonalité dans le

sens o : .
0 sim#n
an(x)Pm(x)dx:{ 2 .
_1 sy Sin=m

Proposition 2.4 Le polynéme de Legendre d’ordre n; P,, a n racines réelles simples dans
lintervalle [-1,1].

Proposition 2.5 La primitive du polynome de Legendre P,, est donnée par

1
f Py ()dx = ———(Ppsy = Pr_y). 2.3)
2n+1

Proposition 2.6 Le polynéme de Legendre P, est pair (respectivement impair) si n est pair
(respectivement impair), de plusVn =0 [1], ona

1
1"

(2.4)

Pn(1)
Pn(=1)

Remarque 2.1 Les six premiers polynémes de Legendre sont :

Py(x) =1

Pi(x)=x

Py(x) = 38x* = 1)

P3(x) = 3(5x° —3x)

P4(x) = §(35x* —30x? + 3)
P5(x) = §(63x° — 70x> + 15x)

et leur représentation graphique :

Les six premiers polynome de Legendre

0.8

06

04F

0.2

N2+

+ PO
P1

— P2
— P3
P4

— P5
—y=0
1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

04

0.6 H

-0.8

FIGURE 2.1 - Les six premiers polynémes de Legendre

16



3. LES ONDELETTES DE LEGENDRE

3 Lesondelettes de Legendre

Soit k un entier non nul fixé. On divise I'intervalle [0, 1] en 2¥~! domaines notés :
I,n=1,---,281 _1 du type:

Sauf pour le dernier sous intervalle qui est du type
=] 22h1]
avec n =2%"1 de telle sorte que :
[0,11=Up1,... 2k11n.

Définition 2.1 Les ondelettes de Legendre en une dimension [1], notées
Wn,m(X) =y(n,m,k,x), sont définies sur l'intervalle [0, 1] par

£ 1 ky_ : n—l _n_
wn,m(x)z{ (z)z,/m+2Pm(2x 2n+1) si Il <a<gl 2.5

ailleur.

Ol pour tout entier fixé, k > 0,n=1,---,2%"1 avec 257! représente le nombre de niveaux

de décomposition de " intervalle [0,1] et m =0,1,2,--- est le degré du polynéme de
Legendre P,,.

Proposition 2.7 La famille {5, ;m(X)}1 < ;y<ok-1 >0 forme une base Hilbertienne de l'espace
L(10,1D.

Donc tout élément f € L2(]0, 1) peut se décomposer en :

2k-1 oo

f(x) = Z Z Cn,mWn,m(x)

n=1 m=0

ot les coefficients C,, ,,; de cette décomposition sont définis par :

1
Cn,m = <f(x)»\,un,m(x)> :ﬁ) f(x)U/n,m(x)dx

tel que (-,-) désigne le produit scalaire dans L2(]0, 1]).

4 Approximation d’'une fonction de L*(]0, 1])

D’apres la proposition (2.7), toute fonction f del’espace L?(]0, 1[) peut se décomposer

de la facon suivante :
2k o

f(x) = Z Z Cn,mq—’n,m(x)-

n=1 m=0

Pour obtenir I'approximation des fonctions de 12(10,1[), on tronque la série en ne gardant
que les polyndmes de degré inférieur M, avec M fixé eton a:

2k-1p—1

=) 3 CpmWnmx). (2.6)

n=1 m=0

17



4. APPROXIMATION D’UNE FONCTION DEL2(]0, 1)

Cette approximation prend la forme contractée suivante :
f(x) = Cly(x). 2.7)

O C et y(x) sont des vecteurs de dimension 2¥~'M donnés par :

T
C= [C1,0; -+, C1M-1,C2,0, -, C2M-1,Cok-1 9, ,Cgk—lyM_l] . (2.8)

T
y(x) = [\Vl,o,"' yWIM-1,W2,0,, WaMy, 5 Wok-10, " ’WZk—l,M—l] . (2.9)

Exemple 2.1 Quelques ondelettes de Legendre [9] :
Onprendk=2etM=3

Wi0(x) =v2
W11 () =v6(@Ax—1) surl0,3]
Y1200 =v10G@x—-1)2-3)

Les ondelettes W1,0(x), W1,1(x) et W1 2(x) sont nulles sur le deuxieme niveau [%, 1].

Wao(x) = V2
V2,1 () =V6(4x-3) surl3,1]
Wa,2(x) = vV10(3 (4x—3)* - 3)

Les ondelettes W2 ,0(x), W2,1(X) et W2 2(x) sont nulles sur le premier niveau [0, %]

 La représentation graphique des ondelettes Y1, W21 définies par le polynome de Le-
gendre Py (x)

3 3 1
—Y=0 — Pyix)
2 2 PSi(2,1}
05
1 1
0 0 0
1 1
05
2 — v=0 2
— Psi(1.1
-3 C.) -3 : -1 :
0 0.5 1 0 0.5 1 0 05 1

FIGURE 2.2 — Les Ondelettes y1,1, W2, 1, et le polyndme de Legendre P; (x)

18



5. LA MATRICE OPERATIONNELLE D’INTEGRATION

 La représentation graphique des ondelettes W 2, W2 » définies par le polynéme de
Legendre P, (x)

ma
P

0.5

Ay -y

Psi(2.2)
2 05
0 0.5 1 0 05 1 0 0.5 1

)
o

Ly

FIGURE 2.3 — Les Ondelettes Y12, 22, et le polynome de Legendre P2 (x)

5 Lamatrice opérationnelle d’intégration

La matrice opérationnelle d’'intégration a été introduite pour la premiére fois en 2000
par Razzagui M.[10]. Elle a été utilisée pour résoudre les équations variationnelles (équa-
tion différentielle, équation intégrale ou équation intégro-différentielle).

Définition 2.2 La matrice opérationnelle d'intégration de Legendre notéeP est une matrice
inversible définie par la relation :

f Y(1)dTt=Py(x), (2.10)
0

ot le vecteur W (x) est défini en (2.9).

La matrice opérationnelle d’'intégration P est de dimension k1M x 2k-1pMp).

Pour le calcul de cette matrice, et pour une meilleure visibilité de ces calculs, on prend le
cas particulier suivant: M =3 et k= 2.

Le vecteur des ondelettes y est alors donné par :

T
v(x) = (Wl,o»Wl,l:Wl,Z:WZ,O,\Uz,lyWZ,Z) .

On integre chaque composante de ce vecteur W, ,;,, n=1,2 et m =0,1,2 sur l'intervalle
[0, x] et on exprime le résultat de cette intégration en fonction du vecteur y(x) .
ePourn=1,m=0:

X . 1
fo1 Yio(Mdt si x<j;
1

X
(dt = 1
Jo wio {fozwlyo(r)dT si x=3

1
|—
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5. LA MATRICE OPERATIONNELLE D’INTEGRATION

On va représenter toute constante par Py(x) et tout polynome de degré 1 par une combi-
naison linéaire de Py (x) et P; (x), on trouve [9] :

x olp ax—1)++/i21py(x) si x<
f Wio(T)dT = 24441 24440
0

= NI

%Po(x) si x=

-1 (x)+£ (x)+1 (x)
—41V1,0 4\/gllfl,l 2lllz,o

1 2
:—[1,\/j,0,2,0,0
4 6

De la méme maniére, on vérifie que :
ePourn=1,m=1,0ona:

T
v(x).

ffviaodt si x<i
X
(t)dt = 1
«[0 Vi foz \l]l,l(T)dT si X = %
2v6x*—V6x  si x<j
0 si X = %
1 V3 V3
= Z(_?Wl,o(x) + ﬁWl,Z(x))
1 T
__[_\/_gyoyﬁroyoyo W(x)-
41 3 '3v5
ePourn=1,m=2
X foxwlyz(T)dT si x < %
f Yi2(0)dT=
0 3 : 1
Jovi(mdt si x=3

foxz\/§P2(4‘r—1)dT si x<%

foxz\/ng(h—l)dT si x>

N|—

2¢/341(Ps4r—1) - PriaT- 1)

D=

2\/%%(1)3(41— 1)— P, (41— 1))
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5. LA MATRICE OPERATIONNELLE D’INTEGRATION

D’apreés la proposition (2.4), on obtient :

2\@%%(133(4%1) _P,(4x— 1))

fo Yi2(t)dT=
0

D=

vV
D=

On rappelle qu’'on doit exprimer f; W12(T)dT en fonction du vecteur v, or ce dernier ne
contient pas 'ondelette W3 ,,, qui est définie par le polyndme P3, donc on néglige ce poly-

nome d’ordre 3 et on obtient 'approximation de f; Ww12(T)dT en:

X 511 .
f MZ(T)dm{ 2 ( P (4x - 1)) si
0 0 si
LI
~73 \/—Wll
1 V5 T
~=10,—~2,0,0,0,0 .
2 5v3 Y (x)

Pour le deuxieme niveau n = 2, on utilise les méme techniques de calculs pour avoir

ePourn=2,m=0:

1
JEwaomdt  si x<j

X
aTt =

fo V2o(Ddt Jowaomdt  si x
_ 0 si x<j
Jo V2Po(dt—Ddt  si

1 (x) + ﬁ (x)

= 41112,0 \/—\Vz,1 .

1 f
4 [0 0,0, - \/_ W(JC)

ePourn=2, m=1:

1

) Jewo(mdt  si
dt=

fo V2 1(T)dT [Fyaimdt i >
1, V3 V3

= Z(—?Wz,o(x) + 71!/2,2(36)]
_1 v3 V3!

0,0,0,———,0,— (x).

[ 335 Y

X
X

NS

v
D=

DN =

vV A

D= pof—
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5. LA MATRICE OPERATIONNELLE D’INTEGRATION

ePourn=2, m=2:

x fo% Yo (T)dT si x< %
fo Y22 (T)dT = [russ@dt  si x> %
15
= _25_\@1!/2,1(36)-
) 3[0’0’0’0’_£’0 Tllf(x).

En regroupant les six expressions de foan,m(r)dT pour n =1,2;m =0,1,2 qui sont en
fonction du vecteur y, on obtient :

fo (1) dt=Py(x),

avec P une matrice d’ordre 6 =3 x 2271

[ V2
; V2 3 2 0 0
-v3 3
=L (\)f B o0 0 0
-5
40 o o 1 % 0
-3 V3
o 0o o £ o &
0O 0 0 0 %f 0

On remarque que cette matrice admet la représentation en bloc suivante [9] :

L3x3 Fsx3
P= .
O3x3 L3xs
ou
NG
1 75 0
Log= |5 0 S,
-5
0 53 0
et
2 00
Fii=|0 0 0
0 0O

En généralisant ces calculs, on obtient la matrice d’intégration P qui est d’ordre M x 251,

Elle est triangulaire supérieure par bloc, formée de 2% blocs d’ordre M. Elle prend la forme
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6. FORMULE D’'INTEGRATION DES ONDELETTES DE LEGENDRE

[ F F F F]
0O L F F F
110 0 L F -+ F
P="%lo oo L F F|
0 000 0 L
avec
[ 1 L 0 0 0
1 \/§ 1
Y AA 0 0
0 —-—— 0 -4 0
L 3 V3v5 . V5V7
MxM — 1
0 0 WV 0 0
: : _ 1 1
) 2M-5v2M-3 1 2M-3v2M-1
0 0 0 T V2M=3v2M-1 0
et
2 0
Fvxm= |
0 0

6 Formule d’intégration des ondelettes de Legendre

Avec les outils mathématiques introduits précédemment, on est en mesure d’énoncer
la nouvelle formule de quadrature associée aux ondelettes de Legendre notée LWE
Le principe suivi pour obtenir cette derniere, est celui utilisé pour les formules de Newton-
Cotes. Ce principe repose sur le choix de 'approximation de la fonction a intégrer f qui
sera, dans ce cas, une série finie de type (2.6).

Théoreme 2.1 Soit f une fonction dans L2(a, bD), alors l'intégrale exacte |, f f(x)dx peut
étre approchée par la formule :

IWF = (b—a)CTPy(1)
ou:
W (1) est le vecteur donné par la relation (2.9) au point x =1,
C est le vecteur des coefficients Cy, , n = 1,251, m = 0,M — 1, de la décomposition de la
fonction f((b— a)x + a) suivant les ondelettes de Legendre
et
P est la matrice d’intégration définie par la relation (2.10).

Remarque 2.2 Par le changement des variables X = (b — a)x + a, qui ramene l'intervalle
la, b] alintervalle[0,1] Ona:

b 1
f f(X)dX:(b—a)f flb-—a)x+a)dx.
a 0
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6. FORMULE D’'INTEGRATION DES ONDELETTES DE LEGENDRE

Preuve.
A partir de la remarque (2.2) ona:

b 1
f f(x)dx:(b—a)f flb—a)x+a)dx.
a 0

Or la fonction x ~» f((b - a)x + a), est dans L2(]0,1[) car la fonction x ~~ f(x), est dans
L2(la, b[), donc d’apres 'approximation (2.6) elle prend la forme :

2k-1p—1

fb=ax+a)=) Y CpmWnm(x)=C y(x). (2.11)

n=1 m=0
D'ou:
b 1
f fdx=(b- a)f Cly(x)dx.
a 0
En posant x = 1 dans la relation (2.10), on a:

1
fo y(x)dx =Py(1).

En revenant a (2.11), on arrive enfin a :

b
f f(x)dx=(b-a)ClyQ).
a
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Chapitre 3

Tests et résultats numériques

Pour vérifier 'efficacité et la performance de la méthode d’ondelette de Legendre LWE
on va l'appliquer sur des exemples de fonctions f dont on connait la primitive F, puis
comparer les valeurs approchées, 1,,,, obtenues a 'aide des codes MATLAB avec I'inté-
grale exacte I,,. On va aussi comparer ces résultats avec ceux donnés par les trois mé-
thodes de Newton-Cotes composites (point milieu, Trapezes et Simpson), en comparant
leurs erreurs absolues.

Cette erreur absolue notée E est définie par E = [Iox —Ippl.

1 Exemple 1

Dans cet exemple, on considére la fonction (1.1)(f(x) = 1+—1xz) gu’on a traité dans le
chapitre 1. On va voir une amélioration des résultats numériques obtenus par les mé-
thodes de Newton-Cotes composite et LIWE Les programmes décrits dans I’annexe, ont
été exécutés pour différentes valeurs de décomposition du domaine [0, 1]; k et différentes
valeurs du degré du polyndme de Legendre M. On note par : Ep, E1r, Esimp, €t Epwr les
erreurs respectives associées aux méthodes du point milieu, des trapézes, de Simpson et
LWE
Les résultats obtenus sont représentés dans les tableaux ci-dessous.

¢ Pour (k=2, k=3) (respectivement) :

M| N Epm Etr Esimp Erwr

2 4 0.0013 0.0026 3.7783e-008 0.0140

8 | 16 | 8.1380e-005 | 1.6276e-004 | 9.2393e-012 | 1.4093e-008
13 | 26 | 3.0819e-005 | 6.1637e-005 | 5.0160e-13 | 5.3402e-013
18 | 36 | 1.6075e-005 | 2.9150e-005 | 7.1165e-014 | 3.6637e-015

TABLEAU 3.1 — Le tableau des erreurs pour f(x) = ﬁ etk=2
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2. EXEMPLE 2

EPm

ETr

ESimp

Erwr

8

3.2552e-004

6.5104e-004

5.9124e-010

00.32

M| N
2
7

28

2.6573e-005

5.3146e-005

3.2163e-013

1.0543e-010

10 | 40

1.3021e-005

2.6042e-005

3.7940e-014

2.6867e-014

14 | 56

6.6433e-006

1.3287e-005

1.1070e-014

5.5511e-016

TABLEAU 3.2 — Le tableau des erreurs pour f(x) = ﬁ etk=3

D’apres les deux tableaux (3.1),(3.2), on conclue que les méthodes de Newton-Cotes
composites donnent une bonne approximation par rapport aux méthodes Newton-Cotes
simple. La méthode LWF reste plus précise.

2 Exemple 2

On considere la fonction f(x) définie par:

et sa primitive F(x) donnée par :

f(x)=exp(x) +x

F(x) =exp(x) + %xz +C, CeR.

Lintégrale exacte de la fonction f sur [0, 1] est alors égale a :

1
Iex =F(1)-F(0)=e— >

Les résultats des erreurs sont donnés dans les tableaux (3.3) et (3.4)

¢ Pour (k=2, k=3) (respectivement) :

M| N Epm Etr Esimp Erwr

3 6 0.0020 0.0040 4.5998e-007 0.0022

5 |10 | 7.1574e-004 0.0014 5.9645e-008 | 2.2012e-006
6 | 12 | 4.9709e-004 | 9.9426e-004 | 2.8767e-008 | 5.5690e-008
9 | 18 | 2.2095e-004 | 4.4192e-004 | 5.6829e-009 | 2.3537e-013
12 | 24 | 1.2429e-004 | 2.4859e-004 | 1.7982e-009 | 1.3323e-015

TABLEAU 3.3 — Le tableau des erreurs pour f(x) =exp(x)+x etk=2

N

EPm

ETr

ESimp

Erwr

8

0.0011

0.0022

1.4559e-007

0.0188

16

2.9764e-004

5.5930e-004

9.1027e-009

6.0485e-006

28

9.1317e-005

1.8264e-004

9.7063e-010

8.4843e-012

32

6.9915e-005

4.3983e-004

5.6897e-010

8.0824e-014

TIR--IENIIN I N -

36

5.5242e-005

1.1048e-004

3.5521e-010

4.4409e-016

TABLEAU 3.4 — Le tableau des erreurs pour f(x) =exp(x)+x etk=3
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2. EXEMPLE 2

LogE

g 8 10 12 14 16 18 20 22 24

LogE

— E-Simp

— ELWF
A0 L L I L L L L

16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36

FIGURE 3.2 - représentation graphique du logarithme des erreurs, f(x) =exp(x) + x

On remarque que les quatre méthodes convergent numériquement (I’erreur associée
a chaque méthode diminue quand le nombre de point augmente). Les graphes dans les fi-
gures (3.1) et (3.2)illustrent bien cette convergence numérique. Pour un nombre de points
réduit ne dépassant pas les 16 points, la méthode de Simpson donne de meilleurs résul-
tats avec une erreur qui ne dépasse pas 1071°. Contrairement, la méthode LIWF est plus
précise que les trois méthodes de Newton-Cotes quand le nombre de points est élevé et
atteint des précisions fines allant jusqu’'a 1076, A partir des résultats exposés dans les
deux tableaux (3.3) et (3.4), on remarque que la méthode LWF est sensible au degré M du
polynéme de Legendre.

27



3. EXEMPLE 3

3 Exemple 3

Dans cet exemple on veut estimer la surface S d'un disque de centre (0,0) et de rayon
R par les quatre méthodes. L'équation du disque est donnée par :

y2+x2:R2

et la surface S par
R
S= 2[ y(x)dx =7mR% y(x) = VR? — x2
-R

Les résultats numériques sont donnés dans les tableaux (3.5) et (3.6)
e Pour (k=2, k=3 ) (respectivement) et on prend R=1:

M | N | Epp Err Esimp | Erwr

2 4 | 0.1187 | 0.4095 | 0.0580 | 0.2200
5 | 10 | 0.0304 | 0.1045 | 0.0146 | 0.0146
7 | 14 | 0.0184 | 0.0632 | 0.0098 | 0.0072
13 | 26 | 0.0073 | 0.0250 | 0.0035 | 0.0023
15 | 30 | 0.0059 | 0.0202 | 0.0028 | 0.0018

TABLEAU 3.5 - Le tableau des erreurs pour y(x) = VR? —x? et k=2

N | Epnm Etr Esimp Erwr
12 | 0.0232 | 0.0796 | 0.0111 0.0197
20 | 0.0108 | 0.0371 | 0.0051 0.0051
36 | 0.0045 | 0.0154 | 0.0021 0.0016
44 | 0.0033 | 0.0114 | 0.0016 0.0011
52 | 0.0028 | 0.0189 | 0.0012 | 8.0194e-004

Zlz|o] ol w2

TABLEAU 3.6 — Le tableau des erreurs pour y(x) = VR? — x? et k=3
Pour cet exemple, on remarque que les quatre méthodes ne donnent pas une bonne ap-
proximation. Cela n’est pas dii 2 une défaillance des méthodes, mais a la fonction y(x) =
VR? — x? qui présente de tres grandes variations au voisinage de —R et R.
On veut donc, que le domaine d’intégration ne contienne pas —R et R. Pour cela, on re-

marque que l'aire de S est égale a 8 fois I'aire de la portion comprise entre I'arc d’équation
x% + y? =R? et les droites d’équations x =0 et x = y. C’est a dire

R
S:Zf VR2 —x2dx
R
R
:4[ VR2—x2dx
0
et
:Bf VR2 — x2dx — 2R?
0

Les résultats de cette approximation sont donnés dans les tableaux (3.7) et (3.8)
¢ Pour (k=2, k=3) (respectivement) et on prend R=1:
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3. EXEMPLE 3

N

EPm

ETr

ESimp

Erwr

4

0.0103

0.0207

3.0037e-005

0.0628

M
2
5

10

0.0017

0.0033

8.2137e-007

3.4899e-005

20

4.1648e-004

8.3313e-004

5.1891e-008

5.2338e-009

28

2.1254e-004

2.2512e-004

1.3532e-008

1.1237e-011

34

1.4415e-004

2.8833e-004

6.2280e-009

4.7962e-014

TABLEAU 3.7 - Le tableau des erreurs pour y(x) =8vVR2 — x2 - 2R? et k=2

M| N Epm Etr Esimp Erwr
2 8 0.0026 0.0052 1.9897e-006 0.0190
3 112 0.0012 0.0023 3.9783e-007 | 7.7568e-004
7 | 28 | 2.1254e-004 | 4.2515e-004 | 1.3532e-008 | 1.2287e-008
10 | 40 | 1.0416e-004 | 2.0832e-004 | 3.2522e-009 | 1.8910e-011
14 | 56 | 5.3143e-005 | 1.0629e-004 | 8.4696e-010 | 1.7764e-015

TABLEAU 3.8 — Le tableau des erreurs pour y(x) =8vVR2— x2 —2R? et k=3

D’apres les deux tableaux (3.7) et (3.8) , on note qu’il y a une nette amélioration des
résultats (I'erreur atteint 'ordre de 10715). Le probléme a donc été traité et ceci est dGi au
fait que 'on connaisse le comportement de la fonction a intégrer f
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, on a présenté une nouvelle méthode de quadrature (LWF) basée
sur les ondelette de Legendre.
Numériquement, cette méthode a été comparée avec les méthodes de Newton-Codtes com-
posites associées a la méthode du point milieu, des trapézes et de Simpson.
Dans les domaines qui exigent une tres grande précision dans la résolution, la méthode
LWF est recommandée car les erreurs d’approximation par cette méthodes atteignent I
ordre 10716,
La méthode LWF s’exprime en fonction de la matrice d’intégration P et du vecteur C (vec-
teur de décomposition de la fonction a intégrer dans la base d’ondelettes). La matrice P a
été calculée de maniere approximative dans [Rezagui 2000]. Le vecteur C a été aussi cal-
culé de maniére approximative (voir annexe).
Pour améliorer les résultats de 'approximation par la méthode LWE il serait intéressant
de se pencher sur le calcul exacte de la matrice P et (ou) du vecteur C.
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Annexe

Cette partie concerne I'application Matlab.

4 Les sous programmes

e Méthode Point milieu

function [lapp] =PointMelieu(a,b,n,f)
h=(b-a)/n;
lapp=0;
fori=1:n
lapp=Ilapp+f(a+({i-1/2)*h);
end
lapp=Iapp*h;
end

* Méthode Trapeze
function[lapp]=Trapeze(a,b,n,f)
h=(b—-a)/n;
s=f(a)+f(b);
fori=1:n-1
s=s+2xf(a+ixh);
end
lapp=h/2xs;
end

* Méthode Simpson
function [Iapp | = Simpson(a,b,n,f)
h=(b—-a)/(2+*n);
s=f(a)+f(b);
fori=1:n
s=s+4xf(a+(2*i—1)*h);
end
fori=1:n-1
s=s+2xf(a+2*ixh);
end
lapp=h/3sxs;
end
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4. LES SOUS PROGRAMMES

e Polynome de Legendre :
function pk = legendre-polyx(x,k)
if k==0
pk=1;
else if k==
pk=x;
else if k==2
pk =3/2%x-"(2) =1/2;
else
p0=1;
p(D)=x;
p(2)=3/2xx N2)-1/2;
for i=3:k
pQ) = (2x([(i-D+1)/i*xx)*p(i—1)+((—i+1)/i)*p(i—2);
end
pk=p{);
end
end
end
end

* Londelette de Legendre :
function psi=0ndel-leg (j,n k,x)
LK=legendre—polyx(2" (j) *x—2*n+1,k) ;
if (x>=(n-1)/2"(-1)) & x<=(n)/2"(j-1))
psi=sqrt(k+1/2)*2"(j/2)*LK;
else
psi=0;
end
end

¢ Vecteur d’ondelette de Legendre :
function psi= VectLegWav(K,M,x)
for n=1:2"(K-1)
for k=0:M-1
psi(k+(n—1)*M+1)=Ondel-leg (K,n,k,x);
end
end
end

e La matrice ondelette de Legendre :
function psi=MatLegWav(K,M,x)
p=2"K-1)*M;
for i=1:p
psi(:,i)=VectLegWav(K,M,x(i)) ;
end

end
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4. LES SOUS PROGRAMMES

« La matrice d’intégration :
function L= tri—diag—matricx(Mx)
v =zeros(Mx-1,1);
for i=1:Mx-1
v(i) = 1/sqrt(4*@{)"(2)-1);
end
L=diag(v,1) + diag((1,zeros(1,Mx—1))) — diag(v,—1);
end

function P= Mat—Int(M,K)

n=2"(K-1);
L=1/2"(K) *tri—diag—matricx(M);
F = zeros(M);
F(1,1)=1/2"(K-1);
fori=1:n

P(G—1D*M+1:i«M,i—1)«xM+ 1:ixM)=L;
form=i+1:n
P(G—1)*M+ 1:i*M,(m—1)*M + 1 :m=*M) =F;
end
end
end

 Application

clear all

M=input('M’);
k=input(’k’);

n=2"(k—=1)*M;

fori=1:n
x()=@1-1/2)/n;
end

fun= @(x) (exp(x)+x);
Fun= @(x) (exp(x)+(1/2) ¥x." 2);

f=fun(x);

V= MatLegWav(k,M,x)’;
P= Mat—Int(M,k);
C=pinv(V)*f’;
Iex=Fun(1)—Fun(0);

[lTappPtml]=PointMilieu(a,b,n,fun);



4. LES SOUS PROGRAMMES

[(lappTrpz]=Trapeze(a,b,n,fun);
[TappSimp]= Simpson(a,b,n,fun );
IappLeg=(C’) * (P) * (VectLegWav(k,M,1))’;

ErrPtml=abs(Iex-lappPtml)
ErrTrpz=abs(lex-lappTrpz)
ErrSimp=abs(lex-lappSimp)
ErrLeg=abs(lex-IappLeg)
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Résumé

Une nouvelle méthode de quadrature appelée LWF est élaborée. Elle est basée sur les
ondelettes de Legendre et sur la matrice opérationnelle d’intégration. Les notions mathé-
matiques nécessaires a la démonstration de cette formule sont données. Cette méthode a
été implémentée sur MATLAB et comparée avec les méthodes de Newton-Cotes compo-
sites ( Méthode de Trapezes, Méthode de point milieu, Méthode de Simpson).

Mots-Clés : Ondelettes de Legendre, matrice opérationnelle d’'intégration, intégration
numeérique.

Abstract

A new quadrture method called LWf is elaborate. It is based on Legendre wavelets and
on the operational matrix of integration. The mathematical notions necessaray for the de-
monstration of this formula are given. This method has been implemented on MATLAB,
and compared with composite Newton-Cotes methods (Trapezoidal method, Middle Point
method and Simpson method)

Keywords: Legendre wavelet, operational integration matrix, numerical integration.
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