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Introduction

Le monde industriel connait actuellement un énorme développement technologique. En
grande partie, ce progrés est di au développement qu’a connu la recherche fondamentale dans
divers domaines tels que ceux de ’analyse numérique et de la théorie des systémes.

Dans notre travail, on s’intéresse & la classe des systémes linéaires & temps continu. Notons
que lorsqu’un tel systéme est décrit par une équation de sortie spécialement par sa fonction de
transfert, 'une des questions posé est : Peut-on déterminer un modeéle d’état qui génére cette
fonction de transfert, dans ce cas, cette description est-elle unique. Un second probléme qui
attire notre attention est I’extension de ces techniques aux cas des systémes linéaires singuliers.
Dans notre étude, on s’intéresse au cas SISO (Single Input-Single Output) qui veut dire systéme
a une seule entrée et une seule sortie. L’extension au cas des systémes MIMO (Multi Input-
Multi Output en frangais plusieurs entrée-plusieurs sortie) fera ’objet d’une perspective. Dans
la derniére partie de ce mémoire ’accent est mis sur une nouvelle classe de systémes qui est la
classe des systémes positifs, ce sont des systémes dont la principale propriété est que si I'état
initial est positif (ou au moins non négatif), alors la trajectoire d’état si situe dans l'orthant
non négatif. Des caractérisations pour qu’une réalisation positive existe seront alors établies

dans le cas SISO.



Chapitre 1

Notions de base

L’objectif de ce chapitre dans un premier temps est de mettre en évidence les bases théoriques
et les principales définitions et propriétés servant a rendre service a notre étude.
Un apercgu sur la transformée de Laplace et ses propriétés sera bénéfique pour les chapitres

qui vant suivre.

1.1 Transformée de Laplace

Pour les besoins de I’étude de la solvabilité des systémes, nous rappelons dans ce qui suit un
outil trés puissant qui est la transformée de Laplace pour le cas des systémes a temps continu

et la Z-transformée pour le cas discret.

Définition 1.1.1 La transformation de Laplace est une appliction qui & une fonction f(t) de

Uespace des temps, est associée une fonction F(\) de l’espace des phases telle que:
o0
Lf(t)]=F\) = / exp(—At)f(t)dt, ou A € C
0

Si L désigne la transformation de Laplace, on note F = L(f) et alors f = L7Y(F); on utilise
de méme la notion suivante F' C f..

On dit que F est la transformée de f et que f est l'original de F'.

Remarque 1 La transformée de Laplace et son inverse sont linéaires et cette propriété de

linéarisation nous permet de trouver plus facilement la transformée de Laplace d’une fonction



en la décomposant comme une combinaison des transformées de fonctions plus simples.

Nous rappelons cependant quelques propriétés utiles:
1- L(f{(t) = AL( () = £(0); pour A>a .
2- g[f(n)(t)] = \"L[f(t)] — Zk n— 1)\k n— 1—k)(0)_
1.2 Convolution

Théoréme 1.2.1 Soitent f et g deux fonctions de L*(R), la convolée de f par g notée f*g est

(f * 9)(t /ft—a:

définie par :

1.3 Le modéle

Définition 1.3.1 Un modéle est une déscription mathématique du comportement du systéme.
Dans le carde des modéles linéaires nous allons rencontré essentiellement trois types de modéles:
1. La forme différentielle entrée-sortié
2. La matrice de transfert

3. L’équation d’état



Chapitre 2

Représentation d’éspace d’état de

systéme LTI standards

Une classe particuliére dont I'importance pratique est remarquable est celle des systémes dy-
namiques décrits par des équations différentielles linéaires.

On parle alors de systémes linéaires, dans le cas contraire un processus de linéarisation est
alors nécessaire.

Pour accomplir cette section, nous avons eu recours a différents ouvrage [1], [2], et [3].

2.1 Représentation d’éspace d’état

Considérons dans un premier temps un systéme de type:

z = f(t;z;u) (2.1.1)

y = g(tiziu) (2.1.2)

avec x € R"; y € RP; u € R™ telle que la fonction f est définie de RxR"xR™ vers R" et
la fonction g est définie de RxR"xR"™ vers RP; t est le temps, u et y désingent I’entrée et la
sortie du systéme respectivement.

L’equation (2.1.1) est appelée ’équation d’état et (2.1.2) est appelée ’equation de sortie.

et (2.1.1) constitue la decription de I'espace d’état a temps continu.



Si on pose

ft,z,u) = F(t; X)

I’équation dans (2.1.1) est cependant sons la forme:
&= F(t;x) (4)

I’application du théoréme d’existence et d’unicité nous assure la solution.

Cas particulier: On considére le systéme décrit par:

i = A(t)z+ Bt (2.1.3)

y = C@t)x+ D(t)u (2.1.4)

tels que: A € M(R,R™™™), B € M(R,R"™™), C € M(R,RP*™), D € M (R, RP*™).
Alors si on pose

ft,z,u) = A(t)x + B(t)u

Iexistence et 'uncite des solutions est ce pendant assuré, voir [3]
d’ot, pour toute condition initiale z(ty) = zp et u: R — R™, le systéme (2.1.3) posséde une

solution unique et cette solution est donné par:

o(t,to, o) = ¥ (t,to)xo + tt ¥(t, s)B(s)u(s)ds (2.1.5)

o 9(t, tg) la matrice de transition d’état du systéme.

En utilisant (2.1.4) et (2.1.5) nous obtenons la sortie du systéme,
t
y(t) = c(t)(t, to)zo + c(t) | (¢, s)B(s)u(s)ds + D(t)u(t) (2.1.6)
to

Si maintenant on considere le cas ou: A(t) = A, B(t) = B, C(t) = C, et D(t) = D, autrement



dit le cas des matrices & coefficients constants, le systéme (2.1.3) et (2.1.4) devient

t = Az+ Bu (2.1.7)

y = Cx+ Du (2.1.8)
et alors la solution de (2.1.7) est donné par,

t
b(t, to, z0) = eAE0) g +/ eA=%) Bu(s)ds (2.1.9)

to

par suite la réponse est donné par,

y(t) = c(t)e ) zg + c(t) / t A=) Byy(5)ds + Duft). (2.1.10)

to

10



Chapitre 3

Réalisation d’espace d’état d’un

systéme LTI

Dans cette partie, I’accent est mis sur la représentation d’état d’un systéme LTI, et on s’intéresse
a la recherche de technique pratique pour réaliser un systéme LTI. Pour ce faire, nous nous
basons sur les références suivantes [3], [4], [5].

3.1 Equation d’état - Fonction de Transfert:

On considére un systéme (modele) de type:
(3.1.1)

avec x(tp) = xo (par exemple).

On s’intéresse dans notre étude au systéme (3.1.1) type SISO qui représente un systéme
a une seule entrée et une seule sortie (Single Input-Single Output ) et de conditions initiales
nulles.

Moyennant la transformée de Laplace, ou trouve pour: X (\) = L(z(t))

AX(N) = AX(A\) + BU(A) (3.1.2)

11



Y(X) = CX(\) + DU(N) (3.1.3)

A partir de (3.1.2), il ’ensuit (A — A)X (\) = BU(\), le faisceau (A — A ) est réglier, alors

X(\) =W\ - A 'BUN) (3.1.4)

Par suite pour (3.1.4) dans (3.1.3), nous avons,

Y(\) = (CAI —A)'B+D)U(N)

de cela on peut avoir y(t),

= (hxu)(t)

la fonction matricielle est appellée fonction de transfert du systéme, la fonction matricielle

H(\) est cepandant définie par

H(\) = CMN—-A)"'B+D
adj(A — A)
det(A — A)

B+ D
Si on pose det(A — A) = Q(A) alors,

H\) = C

Notons alors:

HO\) = (3.1.5)

12



Les poles de la fonction de transfert sont les zéros du polynoéme caractéristique,

D) = Q)
= det(A] — A)

qui sont donc les valeurs propres de la matrice A.

3.2 Fonction de transfert strictement propre (m < n)

Nous avons d’apres (3.1.5)

_ Gt adt. A amAT telle que m < n
) R A\ 4

Sans perdre de généralité, prenons le cas ot a,, = 1, alors,

Nous distinguons deux catégories,

3.2.1 DPoles distincts

Dans ce cas il est facile de réaliser la décomposition en éléments simples,

= H()\):YE;\;

Nous avons alors,

13
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telle que:

ou encore

aiU ()\) = )\XZ()\) - S,Xz()\)
Par appliquation de la transformation inverse de Laplace, il vient

LTHOXi(N) = L7H U () + L7 (s:X:(N))

Par conséquent

Posons : & = [z1,..., 2y,  dans ce cas:
A1 ai
T = T+ U
An 79
y = 1 1|z

(3.2.1)

une réalisation de ce type est dite diagonale car la matrice d’evolution A est diagonal.

Exemple 1 Soit la fonction de transfert définie par,

1

H) = AA+D(A—1)

Question: Réaliser cette fonction de transfert.

14



Réponse a la question:

Nous avons,

1 A B c

N+ D)O—1) - X Taxitaoa

AN = 1)+ BAXA—=1)+CAA+1)
AMA+1D)(A=1)

(A+B+C)\*+(C-B)XA-A
AA+1)(A-1)

soit alors;
1

A+B+C=0 —14+2B=0 CZQ

d’ot,
1 -1 1 1
= —+ +
AA+1)(A=1) A 2(04+1)  2(A—1)

de plus,

M) = XN = —UO) = AXa(V)

A
2(>\1+ 1)UW = Xo(A) = U(A) = 2AX3(A) + 2X2(N)
2()\1— 1)U(A) = Xo(A) = U(N) =22X5()) — 2X5(N)

—&1(t) = wu(t)
Do) + 2wa(t) = ult)
2j33(t) + 21‘3(t) = u(t)

15



Par conségent,

000 z1(t) —1
it) = |0 1 0 za(t) |+ | F | u®)
0 0 1 x3(t) :
y) = [-112]
tel que:
0 00 -1
A=101 0 , B=| 3 , C=[-112]
00 1 3

3.2.2 Poles multiples

Pour le cas ou la fonction de transfert posséde un pole d’ordre de multiplicité supérieur a 1,
nous allons considérer dans toute la suite le cas d’un pole A de multiplicité n, cela pour mieux

comprendre la situation alors pour,

nous avouns,

16



Les autres termes sont tels que:

Xja(A) =

et si on applique la transformée inverse de laplace (5*1) , on trouve,
j:j_lzsa:j_l—i—a;j , j€{2,...,n}

Ce qui conduit & la réalisation suivante:

_)\ 1 0 0_ _0-
0 X 1 0
A=10 , B=]: , C=lap,an-1,...,02,01]
1 0
0 0 - oo )\ 1

Remarque 2 Dans la cas ou la fonction H posséde des poles d’ordre de multiplicités diverses,

il suffit d’associer les deux cas vus précedemment.

3.3 Reéalisations de formes compagnes

Dans le cas du systéme (3.1.1) avec a,, = 1, les deux formes dites "compagnes" les plus remar-

quables sont:

3.3.1 Cas de la Forme horizontale:

Une réalisation de forme horizontale a la forme,

17



i 0 1 0 ] -0-
0 0
r = 0 x + U
0 : 1 0
—ay —ai —as ... —Gp_1 1
Y = [boyeresbim,0,...,0] . ) -

3.3.2 Cas de la Forme verticale:

Nous avons la méme forme ot les coefficients a; 7 =0,...,n — 1 se logent veticalement

0
_—an_l 1 ... ... 0-
—Qp—2 0
r = T+ U
1 bm,
L —ap 0 0_
bo
y = [10...0] =

3.4 Des fonctions de transfert non strictement propre:

Dans le cas ou m = n, il est impossible d’appliquer directement les techniques ci-dessus, pour
obtenir une réalistaion du systéme mais I’on peut se ramener au cas d’une fonction de transfert

strictement propre en opérant une division polynoémiale de la facon suivante:

_ RO
~ by ¢

= Hp(\)+Q

18



pour m =n, @ = cst

R(\) est un polynome de degré strictement inférieur a celui du diviseur D(\).

H,, ()\) est une fonction de transfert strictement propre.

Nous avons alors,

Hyp, (N UM +Q UM
Y, (A) + QU

En posant D = @ est en réalisant le changement de variables ( dans le domaine temporel):

Y =Y, + Du il s’ensuit,

= Az + Bu

= Cx+ Du,

qui est la réalisation recherchée et qu’on peut la représenter par [A, B, C, D].

19



Chapitre 4

Systémes Positifs

Dans cette partie, 'accent est mis sur une nouvelle classe de systémes qui est celle des systémes
positifs. La principale propriété de ces modeles est que si d’état initial est positif (ou au moins
non négatif ), alors la trajectoire d’état si situe dans I’athant non négatif.

Une vue d’ensemble de ces systémes est donnée dans [8] et [9].

L’objectif de cette section est de rappeler certains concepts élémentaires pour la classe des
systémes positifs.

Nous présentons dans ce qui suit , quelques définitions et propriétés et intéressants des
matrices particuliéres que nous utiliserons lors de notre étude.

Il existe un grand nombre de références sur cette classe de matrices; nous nous basons

principalement sur les références suivantes: [2], [10] etc .....

4.1 Matrices non négatives

Définition 4.1.1 A = (a;;)i; est une matrice non négative si pour tout ¢ =1,...,n et j =
1,...,m ; a;; > 0 autrement dit toues les entrées sont non négatives.

Nous noterons de telles matrices par: A > 0 ou encore A € R7#™,

Définition 4.1.2 A est une matrice positive si A est non négative et s’il existe un k=1,...,n

etunl=1,....,m tel que ap > 0.

20



i,e toutes ses entrées sont non négatives avec au moins une entrée (strictement) positive

nous noterons une telle matrice par A >> 0.

Remarque 3 Ces définitions et notations seront également valables pour des vecteurs de di-

Mensions n.
Nous caractérisons un systéme positif par:
Théoréme 4.1.1 Le systéme (3.1.1) est positif si les matrices A, B, C et D sont positifs.

Preuve. Voir [5]. =

4.2 Reéalisations positives de formes compagnes

4.2.1 Cas de la Forme horizontale:

Théoréme 4.2.1 Une réalisation de forme compagne horizontale est une réalisation positive

S1
1. ;<0 Vi=0,...,n—-1
2.0, >0 Vi=0,....,m

4.2.2 Cas de la Forme verticale:

On a le méme résultat que théoréme 4.2.1

4.3 Solution des systémes linéaires singuliers a temps continu

Nous allons dans ce qui suit, nous intéressé a la recherche de la solution de systémes linéaires
singuliers en temps continu moyennant la transformée de Laplace pour enfin adapter les résultats

pour les systémes & temps discrets.

21



Exemple 2 Considérons le circuit & quatre mailles représenté par la figure , ci-dessous,

circuits RL

ot les R;, 1 =1,2,...,8 sont les résistances données, L1, Ly les inductances et ey, ea les sources
de voltages. On note par i1, 12, i3, 14 les intensités du courant dans les quatre mailles.

En appliquant la lois des mailles, on obtient alors:

diy (t

=z chgi ) - —(R1 4+ R3 + Rs)i1(t) + Rsi3(t) + Rsia(t),
dig(t

L Z;i . —(Ra + Rg + Rr)ia(t) + Rat3(t) + Rria(t),

0 = Rgil(t) + R4i2(t) — (R2 + R3 + R4)i3(7§) + e1,

0 = R5i1(t) + R7i2(t) — (R5 + R7 + Rg)i4(7f) + es.

et si on pose x1 = i1(t), wa = ia(t), w3 = i3(t), xa = i4(t), on peut cependant écrire les

quatre équations sous la forme suivante :

E i(t) = Ax(t) + Bu(t)

22



avec

R R R
1 0 0 O ‘Iﬁ% 0 Aifi Afﬁ%
R R R
E o 01 0O A 0 ‘Z%f ‘i%i —jff B_
0010 R31 R3z —Rzz 0
_0001_ _R41 R42 0 —R44_
i1()
29(t e1(t
o) = | 2w =| Y
’L3(t) €2<t)
| da(t) |

ol

Ri1 = Ri+R3+ Rs,Ro0 = R4+ Rg+ Ry, Ros = Rag = Ry

Ri3 = Rz = R3,Ri4 = Ry = R5,R23 = R32 = Ry

R3s = Ro+ R3+ R4, R44 = R5 + R7 + Rg

Nous avons donc un systéme linéaire singulier.

On considére le systéme linéaire & temps continu suivant,

E i(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

x(t0> = X0

ox(t
ou &(t) = ®) est un vecteur d’état de dimension (n x1 )

ot

u(t): est un vecteur d’entrée de dimension (m x1).

y(t): est un vecteur de sortie de dimension (p x1).
A: la matrice d’état de dimension (n x n).

B: la matriced’entrée de dimension (n x m).

C: la matrice de sortie de dimension (n x n).

D: la matrice de couplage de dimension (p x m).

23
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E: la matrice de dimension (n x n).

ol F est généralement non inversible.

Définition 4.3.1 - Le systéme (4.3.1) est dit singulier si det E = 0.
- Dans le cas contraire, c’est a dire si : det E # 0, il est dit standard.
Si E = I, le systéme est aussi appelé standard (ou explicite) Le systéeme (4.3.1) est régulier

st seulement si det(AE — A) # 0, pour un certain nombre X € C.

Dans le cas contraire, il est dit singulier.
Remarque 4 Sidet E # 0, alors en multipliant (4.5.1) par E=Y, on obtient le systéme suivant,

i(t) = E'Ax(t) + E7'Bu(t)

y(t) = Cx(t)+ Du(t)

qui est un systéme explicite.

De méme si E = I, alors le systéme (4.3.1) devient:

&= A(t)z + B(t)u
y=C(t)x+ D(t)u

Si on applique la transformée de la Laplace, on trouve

L(E i) = L(Az)+ L(Bu)
EL(#) = AL(z)+ BL(u)

ou L(x(t)) = X (A), il s’ensuit alors,

(4.3.2)



Admettons que notre faisceau est régulier et que xg = 0 donc,
X(\)=(W\E—-A)"'BU)
et méme par rapport a I’équation y(t) ou applique la transformé de Laplace:

) = L(Cx(t) + L(Du(t))
L) = CL((1)) + DL(u(t))
Y(\) = CX(\)+ DU

et si on remplace la solution (4.3.3) dans (4.3.4) on trouve;

Y(\) = CO\E—A)"'BU\) + DU\
= (COOE-A"'B+DU(\N
= HW\U)

telle que
HA\) =C\E—-A)™'B+D

La fonction matricielle est appelée fonction de transfert du systéme (4.3.1).

Autre écriture de H(\) :

H(\) = CAE—-A)"'B+D

adj(\E — A)
CapE—a 2P
si on pose det(AE — A) = G(\) alors;
H(\) = C‘WB +D
Cadj(A\E — A)B + DG())
B G(\)

25
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En notant;

Les poles de la fonctions de transfert sont les zéros du polyndme caractéristique:
D(X\) = G(\) = det(A\E — A)

qui sont donc les valeurs propres de (E, A).

4.4 Reéalisations positives des matrices de transfert d’un sys-

téme linéaire discret

un systéme linéaire positif est un systéme dynamique dont I'espace d’état, I’éspace d’entrée et
I’éspace de sortie repose dans 1’éspace des nombres réels non négatifs.

Ces systémes sont utilisés en biomathématiques, sciences économiques, et les systémes a
compartiments.

Considérons le systéme singulier linéaire a temps discret suivant:

Ex; 1y = Ax; + Bu;,
h e (4.4.1)
yi = Cxi + Du,,

ou z; € R™ est le vecteur d’état, u; € R™ est le vecteur d’entrée, y; € R est le vecteur de ou
de sortieet E, A€ R"™" BeR™m (CeRP" D e RP™,

On suppose que det E = 0, avec:
det [Ez — A] #0 pour certains z € C (le champ des nombres complexe) (4.4.2)
Définition 4.4.1 Le systéme (4.4.1) est positif si :

E, AeRY™, BERY™, C e R, D e RY™. (4.4.3)
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La matrice de transfert de (4.4.1) est donnée par,
T(z)=C[Ez— A 'B+D (4.4.4)

Définition 4.4.2 Les matrices (4.4.3) s’appellent une réalisation positive de T(z) € RP*™(z)
si elles satisfont (4.4.4).

Une réalisation positive (4.4.3) s’appelle minimale si les matrices E et A ont les plus petites
dimensions parmi toutes les réalisations de T(z).

Il est bien connu que si la condition (4.4.2) est vérifiée, alors le systéme (4.4.1) pour D =0

puisse étre décomposé en un sous systéme standard de type,

Ti = Az + B, i€z, (4.4.5)

yl = Cyz;

79

et un sous systéme complétement singulier de la forme,

N7,y x? 4 Bou; , icZ, (4.4.6)

v} = Cha?

7

ot z} € RM, 22 € R™, A; € RM*m B € RMXm B, ¢ R2Xm () € RP*™, O, €

i i
RP*m2 N € R"™*"2 est une matrice nilpotente d’inder; (N? = 0), ny est le degré de
det [Ez — A], et ng =n —ny.

La matrice de transfert de (4.4.1) peut étre écrite comme somme,
T(z) = Tsp(z) — P(2), (4.4.7)

ol

Top(z) = Cy [Tz — A ' By (4.4.8)

est une fonction strictement propre de la matrice de transfert de (4.4.5), et la partie polynémiale,
P(z) = Co[I — N2 ' By (4.4.9)
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est la matrice de transfert de (4.4.6).

Définition 4.4.3 Les matrices

Al c Rnxm’ Bl c RnXm, B2 c Rn2><m7

C1 € RP™M(CheRPX™ N e R™™

s’appellent une réalisation positive sous la forme canonique de Weierstrass (WCF) pour T(z) €

RPX™(2) si elles satisfont I’équation

T(Z) = Cl [IZ - Al]_l Bl - CQ [I - NZ]_l B2

4.5 Probléme d’existence d’une réalisation: Approche WCF

Sachant que toute matrice non strictement propre peut se décomposer sons la forme (4.4.7),
nous allons dans cette partie, étudier comment peut-on réaliser de telle fonction.
Soit T'(z) € RP*™(z) décomposable en une partie strictement propre T, et une partie

polynomiale P(z) telle que:

T(z) = a2 — P(z) (4.5.1)
ou
n11(2), -+, N1m(2)
N(z) = | (4.5.2)
npl(z)a ) npm(z)
= Np,—12M7' + Ny 2272 4+ ..+ Niz + Ng € RP*™ 7],
et

P(z) = € RPF™ [2], (4.5.3)
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avec

- — U M ij mii—1 ij tj
TLZ](Z) - amijz Y+ amijflz v +.t al zZ+ aO )
ij tii—1 ij ij
pij(z) = btsz Ut by 12" L+ 0] 2+ by
pour i = 1,..p et j=1,...,m,

et
d(z) = 2" +dp, 12" 4+ diz+ 2

est le plus petit dénominateur de tous les coefficientes de T, (z).

Nons caratérisons cela par le théoréme suivant:
Théoréme 4.5.1 Il existe une réalisation WCF pour la fonction

1. Tous les coefficients de (4.5.4) sont non positifs,

dp <0 pour k=0,1,....,n1 — 1,

2. Tous les coefficients des matrices de polynomes (4.5.2) sont non négatifs,

aZ’] >0 pour j=1,..,m,

et

by! >0 pour j=1,...,m,
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D’ailleurs une réalisation positive WCF de T(z) est donnée par

[0 0.0 —dol, |
I, 0..0 —dl,
0 I,..0 —dol
Al = i 2w )
0 0..0 —dp_ol,
0 0.0y —dpyal,
S
Ny
B = Sl =00 1),
_an—l_

11 311 11 1m plm 1m
bo bl cee btl cee bO bl cee btm

bEl bt b7t L BEM pEm L pIm i
Cy = ! " S RpXt, t; = HllaXtij, t = th—l—m, N = diag [Nl,NQ, Y

....................................... 7j=1

00 .. 00
Nj _ 1 0 .00 ER(tj+1)X(tj+1)’ j=1,..,m,
01 .. 00
(00 .. 1 0|
o
0 ti+1
By = diag[bi,bs,...;bp), bj=| | eREGD
_0_
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4.6 Conclusion générale

Il faut noter que notre intérét majeur dans ce mémoire était de faire un tour d’horizon sur
la notion de représentation d’état et réalisation positive de systéme linéaire. Comme premier
objectif, c’était de rappeler les quelques principaux outils avec lequel le travail devient facile
en se basant sur plusieurs références de base. Quelques caractérisations et critéres ont été
établis tout en s’intéresser a la dite réalisation. Le chapitre dernier est consacré au probléme

d’existence d’une réalisation par ’approche WCEF..
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