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Résumé

On s’intérésse dans ce mémoire & étudier les propriétés des solutions de quelques problémes

elliptiques linéaires en se basant sur des résultats d’analyse fonctionnelle.



INTRODUCTION

Comme son titre I'indique, ce mémoire ne constitue qu'une bréve et succincte introduction
d’une classe particuliére des équations aux dérivées partielles (edp).

Etant donnée une famille d’edp, il est intéressant de les classer en sous-familles ayant des
propriétés communes. On s’intéresse ici & la famille des edp elliptiques linéaires vérifiant une

certaine condition au bord, c’est a-dire aux problémes de la forme :

n

Y ao( o)) = f(z), ze

i=1 j=1

u(x) = g(z), z€IN

ot 2 un ouvert borné de R™ de frontiére Q2 = Q \ Q , a; ;(z) € L>®(Q) des fonctions vérifient

(0.0.1)

I'’hypothése d’éllipcité uniforme, f € L*(Q), g: 02 — R et d;u désigne la dérivée partielle
de u par rapport & sa i®™ variable. Pour étudier le probléme (0.0.1), on a divisé le travail

en trois chapitre :

1/ Dans le premier on a rappelé des définitions et des propriétes des edp ainsi que quelques

notions sur les espaces L? et les espaces de Sobolev utilisées tout au long de ce mémoire.

2/ Le deuxiéme chapitre est consacré a prouver l'existence, 'unicité et la régularité de la

solution du probléme (0.0.1)) dans P'espace fonctionnel H?((2).

3/ Le dernier chapitre consiste a appliquer les résultats du chapitre précédent pour étudier

les problémes suivants :

i/ Equation de Laplace avec conditions de Dirichlet non homogenes.

ii/ Equation de Poisson avec conditions de Dirichlet homogeénes.




Chapitre 1

Rappels et notations

Ce chapitre est consacré a rappeler I’essentiel des notions et résultats utilisés tout au long de
ce travail. Il est organisé comme suit : en premier lieu, on présente briévement les équations
aux dérivées partielles et leurs propriétés puis dans la deuxiéme section on donne quelques

définitions et résultats sur les espaces L et les espaces de Sobolev.

1.1 Présentation des edp

On introduit tout d’abord quelques opérateurs différentiels qui interviennent dans les équa-

tions aux dérivées partielles.

1.1.1 Les opérateurs différentiels

Dans toute la suite € désigne un ouvert de R” (n € N*) muni de la mesure de Lebesgue dzx.

Définition 1.1.1 "Le gradiant"” Soit u : Q@ — R une fonction de classe C'. Le gradiant

—
de u noté par \yu ou grad u est donné par:

vulz) = (@(m), ...... , @(x)>t.

T Tn

Définition 1.1.2 "Le Laplacien” Soit u une fonction de classe C*(Q), on définit le La-

placien de u par :
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1.1.2 Définitions et propriétés des edp

Définition 1.1.3 Une équation aux d’érivées partielles (edp) est une équation dont l’incon-

nue est une fonction et portant sur les dérivées partielles de cette fonction. Si on note

u: R'(ouQ) — R

alors ’équation s’écrit sous la forme :
F(z,u(z), Du(x), D*u(x)...DPu(z)) = 0 (1.1.1)

avec n et p sont des entiers strictement positifs donnés et F©' : R™" xR xR" x R™ x ... x R"" est

une fonction donnée.

Définition 1.1.4 "L’ordre d’une edp" L’ordre d’une edp est l’ordre le plus élevé parmi

les dérivées partielles apparaissant dans [’edp.

Définition 1.1.5 "La dimension d’une edp" La dimension d’une edp est le nombre de

variables indépendantes de la fonction inconnue u.
Remarque 1.1.1 L’équation est une edp d’ordre p et de dimension n.

Définition 1.1.6 "Les edp’s linéaires, quasi-linéaires, non linéaires"

1. On dit qu’une edp est linéaire si elle ne fait intervenir que des combinaisons linéaires

des dérivées partielles de la varaible dépendante.

2. On dit qu’une edp est quasi-linéaire si elle est linéaire par rapport aux dérivées d’ordre

le plus élevé.

3. En dehors des critéres cités ci-dessus l’edp est non linéaire.

1.1.3 Classification des edp

On distingue trois grandes catégories d’équations aux d “érivées partielles :

1/ Les équations de type elliptique dont le prototype est I’équation de Poisson donnée par :

n
9%u

£ Jx?
i=1 ?

— Aufz) = — (z) = f(z) (1.1.2)
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pour tout x = (z.....x,) € Q CR", f :Q — R est une fonction donnée, et I'inconnue

est la fonction u : Q — R.

2/ Les équations de type parabolique dont le prototype est I’équation de la chaleur
OT (x,t) OT(z,t) = 0T
—— - AT(z,t) = ——= — —(x,t) =0 1.1.3

i=1
pour tout z €  C R™ et ¢t > 0. L’inconnue est la fonction 7" : © x 0, 00 — R

3/ Les équations de type hyperbolique dont les prototypes sont :

i/ Léquation de transport

ou ou

(.t ——(x.t) = 1.1.4

) +age (2,0 =0 (114)
pour tout r € Q CR™, t >0 et a € R.

ii/ L’équation des ondes

0*u u

pour tout x € Q C R™ ¢t > 0 et a un réel donné.

1.1.4 Conditions initiales et conditions frontiéres

Comme pour les équations différentielles ordinaires, lorsque 1’équation aux dérivées partielles

dépend du temps, il faut spécifier les conditions au temps initial ¢ = ¢.

1/ Condition initiale: Siu est une fonction de (z,t) € R" xR (par exemple les éqautions

(L.1.3), (1.1.4), (1.1.5)) on donne u(z,to) = ¢y(x) ou DPu(z,to) = ¢,(x), ce type de

conditions est appelé conditions de Cauchy.

La notion de conditions aux limites est spécifique aux équations aux dérivées partielles. Elle

consiste & donner des conditions au bord du domaine sur lequel est posée 'edp.

2/ Conditions aux bord : Si u est une fonction de z € Q C R", on a trois types de

contraintes :

i/ Condition de Dirichlet : ot u est fixé sur le bord de Q : v ,,, = f, (f est une

fonction donnée).
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ii/ Conditions de Neumann : ou la dérivée normale u est fixé (%) Jon = (g est

une fonction donnée).
iii/ Condition de Fourier ou de Robin (ou mixte) : c(z)u + &(z)3* = h sur

0f), ou h est une fonction donnée.

Si f, g et h sont toutes des fonctions nulles on dit que les conditions aux bord définies

ci—dessus sont homogénes.

3/ Condition a linfinie : Si {2 n’est pas borné on a des conditions de la forme u(z) — ¢(x)

4/ Condition sur linterfaces : Si Q = Q; UQy avec 2 NQy = 991 N I, et si Pon a
détermine u sur €); et {2y , alors pour pouvoir définir u sur €2 , on a des condition sur

u respectivement % sur J€2; N 0€s.

1.2 Les espaces fonctionnels [3]

Définition 1.2.1 Un espace fonctionnel est un ensemble d’applications d’une certaine forme

d’un ensemble X wvers un ensemble Y.
Définition 1.2.2 Soit f wune fonction définie sur 2. On dit que f est :

- de classe C" (n € N*) si toutes ses différentielles jusqu’a ordre n existent sur €2, et si D" f

(sa différentielle d’ordre n) est continue sur €.

- de classe C* si elle est indéfiniment différentiable sur €2.

Définition 1.2.3 On note par D (R™) [’espace des fonctions indéfiniment dérivables & sup-

port compact, son dual est noté par D' (R™)

1.2.1 Les espaces L?

Définition 1.2.4 "Fonction mesurable” Une fonction f :) — R est dite mesurable si

pour tout o € R, [’ensemble :
Ea:{x€Q7 f(I)ZOé}

est mesurable au sens de Lebesque.



1.2 Les espaces fonctionnels [3] 5

Définition 1.2.5 "Fonction integrable"” On dit qu’une fonction mesurable f : ) — R est

intégrable au sens de Lebesgue si :

[ 1f @< o0

Q

Définition 1.2.6 "L’espace L'" Soit p € R, 1 < p < oco. On appelle lespace LP(€2)
l’ensemble :

LP(Q) ={f:Q— R, [ mesurable et |f|" integrable} .

De plus, pour toute fonction f € LP(§2) on pose :

1Al = | [ (@) dx
/

Proposition 1.2.1 Les espaces LP vérifient les propriétés suivantes :

1/ LPest un espace vectoriel et ||||;, est une norme pour tout 1 < p < oco.

2/ LPest un espace de Banach pour tout 1 < p < occ.

Définition 1.2.7 "Cas particulier” Pour p = 2, on définit ’espace L*(Q) par
L*(Q) = u:Q—>R//|u2(x)‘dm<oo
Q

muni de la norme L2

e / W2 (x)dx

Q
1.2.2 Les espaces préhilbertien

Définition 1.2.8 Le produit scalaire sur un espace vectoriel H est une application

{ (,)0: HxH — R (1.2.1)

(u,v) = (u,v)

Soient o, B € R et u,v,uy,us € H, le produit scalaire vérifie les propriétés suivantes :

1/ (u,u) >0 et (u,u)=0<u=0
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2/ {auy + Bug,v) = a{u1,v) + B (uz,v) .
3/ (u,v) = (v,u)
Définition 1.2.9 Un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire est dit préhilbertien

(H,{.,.)). On appelle un espace préhilbertien normé tout espace préhilbertien H muni de la

norme induite du produit scalaire définie par :

lull gy = ({u, u)) 2.

Définition 1.2.10 "Espace de Hilbert" Tout espace préhilbertien qui est complet par rap-

port a la norme induite d’un produit scalaire est dit espace de Hilbert.

Exemple 1.2.1 (L*(Q), ||.||,2) est espace de Hilbert.

1.2.3 Espaces de sobolev
Les espaces W'r(Q)

Il y a deux maniéres classiques d’introduire les espaces de Sobolev H™ou W"™P. Soient ) C

R™ un ouvert , p € Ravecl <p < oo et g 'exposant conjugué de p vérifiant 1/p+1/q = 1.
Définition 1.2.11 L’espace WP(QQ) est défini par :

We(Q) = L u e L2(Q),3 gi, .. gu € LP() : /u gi. _ _/gi oV e C(Q), Vi=T n

Q Q

L’espace WP(Q) est muni de la norme

ou
5@»

lullyrn) = 1l o) + :
i=1 Lr(Q)

On note H*(Q2) = W2(Q), o :

ou

(’Mi

HY(Q) = {u:Q—>R, u € L*() et €L2(Q),Vi:1,..,n}.

L’espace H'(Q) est muni de produit scalaire

"/ ou Ov
(U, V) i) = <U7U>L2(Q)+Z<%7%>
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La norme associée est :

1/2
ou Ou
B 12
[l ey = () gg) ™ = (u Y@ +Z<8xl 8x,>L2(Q)>

— | [ty :

Q

ou

qui est éqivalente & la norme de W'2(Q).

Les espaces W, (1)

Définition 1.2.12 On définit lespace Wy () comme suit :
WoP(Q) = {u € WH(Q), u =0 sur 9Q},
et on a HLQ) = W,?(Q).

Définition 1.2.13 On désigne par W—19(Q) Uespace dual de Wy "(Q) et par H—(Q) Uespace
dual de H}(Q).

Remarque 1.2.1 L’espace de Sobolev H () et son dual H™(Q) vérifient les inclusions
suantes :

Hy(Q) c L*(Q) c H'(Q)
avec injections continues et denses.
Les espaces W™?(Q) :

Définition 1.2.14 Soient m > 2 un entier et p € R avec 1 < p < o0. On définit par

récurrence
W™P(Q)=<cue LP(Q), Va : |a| <m, g, € LP(Q) : /u D%p = |-1|* /ga o Yo e C°(Q)
Q Q

tel que a est un un multi-indice (aq, ..., ) avec o; > 0 entier, on pose :

aa+ ag+...... +an

; et D¢
ol = Za ¢ = 0z 03> (%a"

=1
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L’espace W™P(Q) est muni de la norme

HUHWWJD(Q) = HUHLP(Q) + Z HDQUHLP(Q)'
0<[a]<m
On a H™(Q) = W™2(Q) ou
H™(Q)={u:QCR"—>R:ue L*Q), D e L*(Q),]|a] <m,a = (a1,..,a,)}.

H™(Q) est muni de la norme

<u7 U>Hm(Q) = <u7 'U>

Les espace W;""(Q)

Etant donné un entier m > 2 et un réel 1 < p < oo.
Définition 1.2.15 On définit ’espace W' (Q) comme suit :

WP (Q) = {u ceW™(Q), u=Du=. =D""1u=0 sur 89} )

1.3 Probléme variationnel

Tout probléme de résolution d’'une équation aux dérivées partielles avec des conditions aux

bord se raméne & un probléme variationnel ou formulation variationnel de type

trouver v € V' solution de a(u,v) = T (v), Yo €V

ou V est un espace de Hilbert, a(u, v) est une forme bilinéaire et T'(v) est une forme linéaire.

Lemme 1.3.1 "Laz-Miligrame" ([3]) Soient V' un espace de Hilbert réel muni du produit

scalaire, a(.,.) une forme bilinéaire qui est :
i/ continue sur V x V c’est-a-dire :

¢ >0,Y(u,v) € V2, |a(u,v)| < cllully Jv]ly
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ii/ coercive sur V c’est-a-dire :
2
Ja>0,Vu eV, a(u,u) > aluly,

et T(.) est une forme linéaire continue sur V. Alors il existe un unique u de V' tel que

Iéquation a(u,v) = T'(v) soit vérifiee pour tout v de V'
du eV, YoeV, a(u,v) =T(v).

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est I'unique élément delV qui minimise

la fonctionnelle J : V' — IR définie par :

pour tout v de V', c’est-a-dire :
Au eV, J(u) =min J(v).

Lemme 1.3.2 "Inégalité de Poincaré" ([3]) Soit Q2 un ouvert borné de R™ (ou qui est au

moins borné dans une direction), alors il existe Cq ne dépendant que de ) tel que
[ull 2y < Ca [Vull 2y -

Exemple 1.3.1 Probléme avec condition de type Dirichlet

f =u"(x) = f(x) sur]a,b|
PC.{ u(a) = u(b) = 0, f&L*(ab])

devient
Py : {trowver u € Hg(Ja,b[ ) solution de a(u,v) =T(v), Vv € H (Ja,b])}
avec
b
a(u,v) = /u'(az)v’(m)daz
et

T (v) = /f (x)v(x)dx.



Chapitre 2

La résolution des équations
elliptiques linéaires

Le but de ce chapitre est d’étudier la classe particuliére des équations elliptiques linéaires
d’ordre 2. En particulier on montrera des resultats d’existence et d’unicité de solutions du
probléme continu ((1.1.2)). On fera évoquer aussi les résultats de régularité de la solution ainsi

que ses propriétés qualitatives (positivité, continuité par rapport aux données du probléme).

2.1 Présentation du probléme
Soit  un ouvert borné de R" de frontiere 9Q = Q \ Q et soient les fonctions a;; €

L>(Q) vérifiant 'hypothese d’éllipticité uniforme, c’est a dire

n

Ja > 0,VE = (&1,&5,..6,) €R™, D a8, > aléf (2.1.1)

i, j=1
On se donne f, g des fonctions telles que f € L?(Q) et g : 9Q — R, on cherche une

solution au probléme

SN, d0u)@) = fl@), veQ

i=1 j=1

u(x) = g(x), z€0Q

(2.1.2)

Exemple 2.1.1 "Le laplacien” Si on prend

s Losii=
BITOTV 0 s i
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alors le probléme devient

Au = f, surf
u = g, surdf)

Définition 2.1.1 "Solution classique" Sia; ; € C*(Q) pouri, j=1..n, f € C(Q) etg e
C(09), alors la solution classique du probléme est une fonction u € C?(2) N C(Q)

vérifiant (2.1.9).

Remarque 2.1.1 Cette solution n’existe pas toujours mais elle existe au sens faible.

Soit ¢ € C2° (€2), On multiplie (2.1.2) par ¢(x) puis on intégre sur €2, on obtient

/ (iiaiﬂ@( d;u) ) x)dr = /f x)dx, Yo € C°(Q). (2.1.3)

o \i=l j=1

D’pres la formule de Green (12.1.3]) devient

n n

/(ZZaua(au)( /ZZauau d;0(x)+ /al,jajw(x) (2.1.4)

o =1 j=1 i=1 j=1

Puisque ¢ € C* () alors (2.1.4) implique

/(ZZ%M )dx—/f r)dz, Vo € (. (2.1.5)

=1 j=1
Comme u € C?*(Q), on a du € C*(Q) C C(Q) C L*Q) et Diu = dyu p.p. De plus u
C C(Q) c L*Q) donc u € H'(Q). Pour le cas particulier

SN w00 = f), veq (2.1.6)

i=1 j=1

u(z) = 0, x € 00

on a v € H}Q), par densité de C(Q2) dans H{ (L), il existe une suite (¢, )ney € C°(2)
telle que ¢, — v dans H(Q), c’est-a-dire ,, — v dans L*(Q) et D;yp, — v dans L?(QQ) pour

1 =1,...,n ce qui conduit a

/(Zzauau 0,0 (a )d:v—/f ), (x

=1 j=1
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En passant a la limite, on trouve que u satisfait le probléme suivant, qu’on appelle_ formulation faible

du probléme (2.1.6)

u € Hy(Q),
/ (ZZ% @u{x)é‘jv(rc)) dr = — / flx)v(z)de, Yo € HH(Q) - (2.1.7)
o \i=1 j=1 J

Remarque 2.1.2 "Probléme minimale"” Dans le cas a;; = a;j; pour i # j, u est la

solution de si et seulement si u est solution du probléme suivant :

u € Hy(Q),
{ J(u) < J(v),Yv € HY(Q)

ot la fonctionnelle J est définie par :

J(v) = % /Z Zam DwDjv | de —T(v). (2.1.8)

o =1 j=1
2.2 Existence et unicité de la solution
On consideére le probléme (2.1.7)) présenté ci-dessus

Théoréme 2.2.1 Soit 2 un ouvert borné de R", f € L*(Q), et soient (a; ;)i j—1.. C L=(Q)
et o > 0 tels que soit vérifiée. Alors le probléme admet une unique solution.

Pour démontrer Uexistence et l'unicité des solutions des problémes (2.1.7) et (2.1.8) on utilise

le lemme de Lax-Milgram, pour appliquer ce dernier, on écrit le probléme sous la

forme :
{u € Hy(Q), a(u,v) =T(v), Yve HS(Q)} ,
a(u,v) —/ (ZZ@M Dm(a:)Dw(x)) dx
et

T(w) = — / F@)o()da.

On remarque tout d’abord que la forme linéaire T est continue

T(v)| = ||U||L2(Q) ||fHL2(Q) < ||U||H1(Q) ||fHL2(Q) )
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et a est bilinéaire (évident) et continue

n
ja(u, o) < ) llas

i, j=1

e 1Dl D3I < C oy 1ol e

n
ou C = E [@i,jll oo () - De plus a est coercive, comme
i, j=1

n

o) = (303 ay Datr)Dsutds = [if )] [ S I1Dato)P

i=1 j=1 a

alors
n

a(u,u) > a/Z(|Diu(x)|)2dx = a/(|Vu(x)|)2dx

=1 Q

avec o = [igf (a;, ])] . En appliquant l'inégalité de Poincaré, on obtient

luli gy = lullza@ + D IDau(@)]* < (Ca+1) Y |1 Diu()|?
=0 1=0

ce qui implique

n 1
2 2
> IDwu()|? > Co i1 [l 7
i=0
par conséquent
2 « 2
a(u,u) > a;HDiu(:v)H > ot [ull 7 ()

finalement le lemme de Laz-Milgram, assure ’existence et l'unicité de la solution du probléme

.

2.3 Reégularité et positivité de la solution
2.3.1 La régularité de la solution

Théoréme 2.3.1 On considére le probléme tel que u € H}(Q), a;; € CHQ) pour
i,j = l.n et Q un ouvert a frontiere de classe C*. Alors pour tout f € L*(Q), on a

u € H*(Q).

Pour démontrer ce théoréme (2.3.1)) on se raméne par la technique dite des “cartes locales"

au cas

Q= {(l’l,l’g) tel que ©1 >0 et x5 € R"! },
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du probléme suivant :

u € Hi ()

/ai’jVu Vv dz = /f vdr,V v e Hy(Q), v = (21,22)

Q

puis on utilise le théoreme de Nirenberg énoncé un peu plus loin qui necessite les lemmes

techniques suivantes :

Lemme 2.3.1 Soient g € L*(Q) et h > 0. Pour toute fonction wy,, définie par :

ot gn € HY(Q) s’écrit :

on a

Preuve. Soit g € L*(Q

lwhg |- Q) —

1
Why = E(gh —9)

gn(r) = g(x1, T2+ h)

||wh7g||H*1(Q) < HgHL2(Q)

, par définition

sup / /Whg v dridry, v E Hl( ) et HUHHl <1

+Rn 1

puisque C°(€)) est dense dans H} (), on peut écrire

leong Il pt/ / g v drydis, v € Q) et 0] ey
xe

Soit v € C°(2) tel que

//wh,gvdazldxg =

R+Rn—1

+]Rn 1

[Vl 1) <

// (x1, 22+ h) — g(x1, 22)] v(21, 22)d21d2s

R+Rn—1
//g(xl,jg)v(xl,jg—h)dmld:iQ—//g(ml,xg)v(ml,:m)dxldxg
+Rn-1 R+Rn—1

v(xy, x9) —v(x1,22 — h
g(z1,2) (21, 22) (21,2 >dx1dm2.

—h

R+Rn—1
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Donc, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

‘/whﬁg v dx
Q

On en déduit que

v(zy,xe) — v(x1, 9 — h)

< ||g||L2(Q) < H9HL2(Q) ||U||H1(Q) < HgHL2(Q)'

L2(q)

Jeonall, o, < 1902

g

Lemme 2.3.2 Sous les hypothéses du lemme précedent , soitu € Li (), alors wpu —

loc

Doyu dans D' lorsque h — 0.

Preuve. Soit ¢ € C°(2), on veut montrer que :

/ / wptt @ dridry — —/ / u Oqp dridry = (82u,<p>D,’D lorsque h — 0.

R‘l’R’ﬂ«*l R«FRW,*I
Or
h) —
//Wh W daydiy — // (u(x1,x2+ })L u(an,xz)) o1, )71 s
R+Rn—1 R+Rn—1
- —h
/ / Wi U @ dxld./ﬁg — / / U(.fl,xQ)SD(l’l’xQ) _SolthxQ )dl‘lde
R+Rn-1 R+Rn-1
comme
. 90(3517552) - 90(1‘17 Ty — h) _
i "y =~
alors
}Lirré / / wp u @ dridry = —/ / u Qo drdxs .
R#»Rnfl R+Rn71

Théoréme 2.3.2 (Nirenberg ) Si f € L*(Q) telle que
Q= {(xl,x2), 1 >0et a9 € R”fl} c R”

et u € HY(Q) est la solution unique du probléeme
u € Hi(Q),
/Vu Vv dr = /f vdr,Vuve ]—_I(%(Q)7 z = (21, 73) (2.3.1)
Q Q
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alors u € H(Q).
On va effectuer la démonstration dans le cas n = 2. Soit u € HJ () solution de (2.3.1])

vérifie donc:

/ / Vu Vv d:vlda:2+/ / w.v dridry = / / g.vdridrs; Yo € HF(Q), ot g = utf € L*(9).

RTRn—1 R+Rn—1 R+Rn—1

<u U H(Q / / gv dx1d$2 < ||g||H 1(Q) ||U||H1 (232)

R+Rn—1
avec

9] r-1q) = sup //gvdmldacg,veHl( ) ol g, =

+Rn— 1

On considére 'opérateur auto-adjoint
T,: Hy(Q) —
— / / g v dridr,
R+R7—1

avec g € L*(2). On prend maintenant v = u dans pour avoir :

[l

< gl z-1(0)

HL(9)

On introduit la fonction

1
Wt = E(uh —u), ot uy € Hy(Q)

ol u, est définie par :

up(z) = u(xy, z9 + h).

puisque u est une solution de (£2.3.1)), alors wuy, vérifie

/ / Vuy, Vv dridry = / / f wv dzydzy o f p(z) = f(z + h) pour tout h >0

R+Rn—1 R+Rn—1

//thu Vv dmldxgz//whf vdr1dxs

R+Rn—1 R+Rr—1

ce qui conduit a

En supposant wy, f = wpg — wpu , g € L*(Q) on en déduit que

(wpu, v) (@ // wpg vdridxs

R+Rn—1
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ce qui implique

en appliquant le lemme (2.3.1)), on a donc

lwngll < gl 2 -

B0

On prend maintenant h = % et fait tendre n — +o0. Par ce qui précede la suite (w1 u),ery est

bornée, donc il existe w € L%(Q) telle que
wiu — w dans L*(Q).

Donc wiu — w dans D'. wiu — J,,u dans D' d’apres {) ce qui implique O,,u =
w € L*(Q), par conséquent 0,,0p,u € L*(Q) et 92,u € L*(Q). Pour conclure il ne reste
plus qu’a montrer que 92 u € L*(2). En effet, comme u est solution faible de (2.3.1) on a
Au = f dans D' ce qui implique 02 v = f — 02w u . Don 92 u € L*(Q) ceci termine la

preuve.

2.3.2 Principe de maximum

On désigne par principe du maximum divers théorémes affirmant ’existence ou la position
du maximum (ou du minimum) de certaines fonctions numeériques. En théorie des équations
aux dérivées partielles, le principe du maximum faible est un théoréme de Eberhard Hopf
([7]), généralisant un théoréme de Gauss sur les fonctions harmoniques et sous-harmoniques
qui représente une propriété des solutions de certaines edp , de type elliptique ou parabolique
assurant que le maximum (ou le minimum) de la fonction solution est atteint sur la frontiére
de son domaine de définition €2, mais peut aussi éventuellement étre atteint a 'intérieur du
domaine.

Ce principe permet de montrer la positivité de la solution du probléme (2.1.7)).

Proposition 2.3.1 Soient Q2 un ouvert borné deR™*, n > 1, a; ; € L*(Q2), pouri, j =1,...,n.
On suppose que toutes les fonctions a; j vérifient . Soient f € L*(Q) et u la solution
de (2.1.7). Si f > 0 presque partout (p.p) alors uw > 0 presque partout (p.p).
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On consideére pour tout u € C?(Q), le probléme

—Au = f, sur()
u = 0, surdf)

tel que f > 0 dans Q et la fonction u est une solution classique du probléme (2.1.6]) avec
a;j =0sii# jeta;; =1sii=j. Pour montrer que u > 0 dans 2 on raisonne par ’absurde.

On suppose qu'il existe a € € telle que u(a) < 0. On choisit alors = € ) tel que
u(z) = {min u(y), y € Q}

(un tel = existe car € est compact, u est une fonction continue et u = 0 sur le bord de 2).

On a alors

Vu(r) = 0 et Diu(z) > 0 pour tout i = 1,...,n

donc Au(z) > 0 en contradiction avec Au(zx) = —f(z) < 0. Finalement on en déduit

que u(z) > 0 pour tout x € Q.



Chapitre 3

Applications

3.1 Probléme 1 : Equation de Laplace avec conditions
de Dirichlet

Soit © un ensemble borné de R? tel que ©Q = [0, 1] x [0, 1], on considére le probléme suivant :

Au(z,y) = 0, Va,y €10,1] x ]0, 1]

u0,y) = wu(l,y) =0,v0<y<1 51.1)
u(z,0) = 0, Vo<z<1 L
u(z,1) = f(z), V0<x<1

Pour déterminer la fonction harmonique u en connaissant ces valeurs aux bords, on suit les
étapes :

Etape 1 : On commence par la formulation variationnelle du probleme (3.1.1)).

a/ L’exictence et I'unicité de la solution faible du probléme (3.1.1]) :

On multiplie la premiére équation du systéme (3.1.1)) par une fonction v(z,y) € C*(2) ayant

le méme comportement de u (x,y) sur le bord puis on intégre le résultat sur €2, on trouve :

/Au(m, y).v(z,y)dxdy =0
Q

ce qui est équivalent a

/Vu(x,y).Vv(x, y) dxdy =0 (3.1.2)
Q

Résoudre le probléme (3.1.2)) revient & trouver

{u € H'(Q) solution de a(u,v) =T(v), Yo € H'(Q} (3.1.3)
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avec

T(v) =0, a(u,v) = /Vu(x,y).Vv(x,y) dxdy.
Q

D’apres le theorme de Lax-Miligram (3.1.3)) admet une unique solution sur H!() :

i/ Il est clair que la forme a(u,v) est bilinéare grace a la linéarité de l'intégrale et de 'opé-

rateur V
ii/ On vérifie la continuité de a(u,v) :

On a
la(u,0)| = / Vulr,y).Vo(e,y) dudy
Q

< [ IVu(r.) Vo(a.y) dedy
Q

IN

/ [% (z,y) + g—z (z, y)] [% (x,y) + g—z (z,y)| dzdy.

Par I'inégalité de Cauchy Schewartz

1/2 1/2
ou ou ov ov
< ou ou 2 ov ov 2
o) < | [Gran+ G e?] | [Grents @
Q Q
ou ou ov ov
< ||lz= (&, y)+ (2, — (r,y) + — (z,
[Genrg e |gevgen|,
ou ou ov ov
< U%(x,w 5 ”‘%@,y) + 5w ]
L2(Q) Yy L2(Q) L2(Q) Y L2(Q)
< 2y, -lvE@l,,,

iii/ la coercivité :

a(u,u) = /(Vu(:c,y))2 dzdy

Q
= [[Vu(z,y)ll

2
L2(9)
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or
2 - 2 2
@yl = lu@uyl, +IVe@yl,,
2 2
< CalVuy)l?, +IVu@yl?,
2
< (140 Vuleyl?,,
alors
(1) > (2, )|
A =G egy M

b/ Retour a la solution classique :

La solution v € H'(2) du probleéme (3.1.3) est aussi solution de (3.1.1)) dans un sens faible

/Vu(x,y).Vv(m,y) dzdy = 0, Yv € CHQ).
Q

(3.1.4)

Aprés une integration par partie de (3.1.4)), on trouve Au =0 p.p sur Q. Puisque C}(Q) est

dense dans L?(Q2) on a alors Au = 0 pour tout point de Q. D’oul u est une solution classique

ce qui affirme la régularité de la solution implicite. Pour vérifier ce résultat on cherche la

solution du probléme (3.1.1)) par une méthode analytique.
Etape 2 : Résolution analytique du probléme (3.1.1)).

La méthode proposée ici repose sur la séparation des variables = et y.NousOn suppose une

solution u de la forme suivante :

u(z,,y) = X(z).Y(y)

En injectant cette derniére sur Au(x,y) = 0, on obtient ’équation suivante :

ce qui implique
X(z) Y (y

X(z)  Y(y)

(3.1.5)

La solution du systéme (3.1.5)) sl existe est une constante A appelée la constante de séparation

telle que

=— =\ (AeR).

(3.1.6)
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On distingue alors trois cas :

1/ A>0.
2/ \=0.
3/ A <0.

Résoudre le systeme (3.1.6)) revient a résoudre les deux équtions différentielles suivantes :

{X”(x)—/\X(x) = 0, Vzelo1]
Y'(y)+AY(y) = 0, Vyelo,1]

En vérifiant les conditions aux bord données dans la deuxiéme équation du systéme ((3.1.1)

on obtient le probléme en x suivant :

(X&) 2w e 017
Le probleme consiste a chercher les valeurs propres et les vecteurs (les fonctions)
propres de I'opérateur "dérivée seconde" dans le sous espace vectoriel de L? ([0, 1]) formé par
les fonctions de classe C? (]0,1[) qui s’annullent en z = 0 et x = 1.

On multiplie la premiére équation du systéme (3.1.7)) par X (x) puis on intégre par parties,

on obtient

—_——

—0

X@X(@))y - [ (@) de =2 [ (X(a)) s

on a donc A < 0.
Pour A = 0, le systéme ({3.1.7) admet uniquement la solution trivial X (z) = 0, Vz € [0, 1] ce
qui conduit a u(z,,y) =0, Vo € Q.

2

On pose maintenant A = —w*, w € R* et on résout 1’équation différentielle du second ordre

X'(z)+w?X(z) = 0, Vre]ol] (3.1.8)
Les solutions de (|3.1.8]) sont données par :
X(z) = Asin(wzx)+ Bceos(wzx); A, BeR

En vérifiant les conditions de Dirichlet du probléme (3.1.7)), on trouve

X(0) =Bcos0=0 B=0 N B=0
X(1) = Asinw =0 sinw =0 w=nn
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parce qu’on cherche des solutions non identiquement nulles. Par conséquent les valeurs propres

sont

A = (nm)?, neN

et les fonctions propres associées sont :
Xn(x) = Ay sin(nrx), A, € R.
De méme on résout I’équation en y, la solution est donnée par
Y, (z) = C,, cosh(nmy) + D, sinh(nmy); C,, D, € R.

En vérifiant les conditions sur y, on obtient

Y (0) = C,, sinh(0) + D,, cosh(0) =0 = D,, = 0.

D’ou

Y(y) = Cy, sinh(nmy), C, € R

Finalement la solution w,, est donnée par :
un(z,y) = Ay sin(nrx).Cy, sinh(nry), n € N* et 4,, C, €R

ol u,, est I'une des solutions de I’équation de Laplace. Or d’aprés le principe de superposition,
toute combinaison linéaire de la solution u,, n € N* est elle aussi est solution de I’équation.
ie:

+o0o

u(z,y) = Z K, sin(nmz) sinh(nry), K, = A,C,

n=1

Le coefficient K, sont déterminés en vérifiant la derniére condition du probléme (3.1.1)).

u(z,1) = f(z) = Z K, sin(nmx) sinh(nm)

n=1
représente la série de Fourier impaire de la fonction f(z) ou le coefficient K, s’obtient de

maniére classique
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K, = %(}/ﬂw}.sin(nwx}dw

ce qui permet d’expliciter la solution a I’équation :

+o0

u(z,y) :Z ﬁ/ﬂx).sin(nﬂx)dm sin(nmx) sinh(nry) (3.1.9)

n=

Comme les fonctions sinus et sinus hyperbolique sont de classe C*° (R) en particulier sur
0,1] alors la solution w (3.1.9) est réguliére si et seulement si la fonction donnée f est

réguliére.

3.2 Probléme 2 : Equation de Poisson avec conditions
de Dirichlet homogénes

Soit un domaine borné Q C R? de bord régulier, Q = [0, 1] x [0,1]. On cherche une fonction

u € C%(Q) solution de probléme aux limites :

—Au(z,y) = sin (7x) sin (7y) , sur (]0,1[ x]0,1[)
{ uw(0,y9) = u(l,y)=u(x,0)=u(z,1)=0 surd ([0,1] x | (3.2.1)

avec

Pu(x,y)  *u(w,y)
0x? * 0y?

0%u

N . 92u , . e . N
oll &3 (respectivement a—yQ) désigne la dérivée partielle seconde de u par rapport & x (res-

Au(z,y) =

pectivement v).

e Le systeme est un probleme aux limites car la solution est déterminée par des
conditions en tous les points du bord du domaine 2.

e C’est un probléme linéaire elliptique car 'opérateur des dérivées partielles A est linéaire.
En appliquant la méthode de séparation de variables présentée dans ’exemple , on trouve

la solution exacte du probléme (3.2.1])

u(z,y) = 2%12 sin (7x) sin (7y) . (3.2.2)

Il est clair que la solution ([3.2.2)) est unique, positive et réguliere dans I’espace C? ([0, 1] x [0, 1]),
donc du théoréme (2.3.1)), on a u € H?([0,1] x [0,1]).



CONCLUSION

Les équations aux dérivées partielles de types elliptiques ont été étudiées depuis longtemps
et la recherche des solutions implicites des problémes linéaires & données dans H ! dans le

cadre variationnel

u € Hi(Q),
/(AVU) Vo= {(f,v),Yve H}Q)

Q

o A = (a;;) est une matrice bornée et coercitive, est bien connue grace a I’“emergence de
I’analyse fonctionnelle qui fournit des informations sur ’existence, 'unicité et la stabilité de

solutions sans qu’il soit besoin de recourir & leur calcul explicite.
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