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INTRODUCTION

La théorie des équations différentielles fractionnaires a émergé comme un domaine
intéressant a explorer ces derniéres années. Cette théorie a de nombreuses applications dans
la description de nombreux événements dans le monde réel. Par exemple, les équations diffé-
rentielles fractionnaires sont souvent applicables dans 'ingénierie, la physique, la chimie, la
biologie, ...etc [1, 2, 3].

Dans ce mémoire, nous allons nous inspirer des articles de [5, 6, 4, 7] pour faire le point
sur toutes ces études en donnant plusieurs résultats d’existence des solutions pour certaines
classes d’équations différentielles d’ordre fractionnaire, moyennant la dérivée fractionnaire de
Caputo. Cette étude se fera principalement a 1’aide de théoréme de point fixe de Banach,
théoréme de point fixe de Schaefer et de Krasnoselski.

Le principe de contraction de Banach, qui garantit 1’existence d’un point fixe d’une
contraction définie sur un espace métrique complet et & valeur dans lui méme, a été énoncé
par Banach en 1922. Ce principe est le plus simple des théorémes de point fixe et il a de
nombreuses applications dans la théorie des équations différentielles.

Le théoréme du point fixe de Schaefer, est particuliérement utile pour prouver I’existence
des solutions d’équations différentielles non linéaires. Ce théoréme est en fait un cas particulier
d’un théoréme de plus grande portée découvert auparavant par Schauder.

En 1955, et pour la premiére fois, Krasnoselski a élaboré son théoréme du point fixe
qui affirme que dans un convexe compact, toute application qui se met sous la forme d’une
somme de deux applications dont 'une est contractante et I’autre compacte admet un point
fixe. Ce théoréme est trés efficace dans la résolution des équations différentielles non linéaires,

il apporte des réponses aux problémes d’existence et d’unicité.



Objectifs de ce travail

L’objectif principal de ce travail est ’étude de ’existence et de I'unicité des solutions de
certaines équations différentielles fractionnaires.
Dans la premiére partie, on présente quelques définitions et quelques propriétés des
intégrales et des dérivées fractionnaires.
Dans la deuxiéme partie, on abordera quelques théorémes assurant 1’existence et 'unicité
des solutions pour les équations différentielles.
La troisiéeme partie est consacrée a I’étude de quelques résultats d’existence et d’unicité des
équations différentielles fractionnaire. Quelques exemples illustratifs seront aussi présentés

dans cette partie.



Chapitre 1

Calcul Fractionnaires

Le but de ce chapitre est de présenter, d’'une maniére synthétique et unifiée, les éléments sur
la théorie du calcul fractionnaire sur lesquels s’appuient nos travaux décrits dans le chapitre

2.

1.1 Intégrales Fractionnaires

1.1.1 Définition

Définition 1.1 : "Fonction Gamma d’Euler"

On appelle fonction Gamma eulérienne (ou intégrale eulérienne de seconde espéce) la fonction

notée I' définie par

I'(z) ::/ e 't dt 2 > 0. (1.1)

0
Propriétés
Pour tout z € R\ {0,—1,-2,...}, et m €N, on a
1. I'(z4+1)=2I"(2)
2. (z+m)=z(z+1)...(z+m—-1)I"(2)

3. I'(m+1)=ml



1.1 Intégrales Fractionnaires 2

Définition 1.2 : "La fonction Béta"

On définit la fonction Béta par [4] :

B(a, B):= /01 (1—w)* v’ Ydu, a>0,6>0. (1.2)

Les fonctions Gamma et Béta sont reliées par la relation :

r r
B(a, B) = F((O;)—Jg)) (1.3)
Propriétés :
1. B(a, /)= B (f,a).
2. aB(a, B+1)=06B(a+1, [).
3. Sin=p+1 alors, on obtient : B («a, n) = nng(a—i—l, n—1).
1
4. B (a, 1)204—1—1'

Définition 1.3 [5][6] :

Soit f une fonction continue sur [0,+oc[. On définit l'opérateur de l'intégrale fractionnaire

d’ordre o de Riemann-Liouville par la formule :

JU () - = ﬁ/ot t—7)""f(r)dr; a>0,t>0. (1.4)
Jf) = f().

Et si la fonction est définie sur un intervelle quelconque [a, b], alors :

Définition 1.4 :

Soit f une fonction continue sur [a,b]. On définit 'opérateur de l'intégrale fractionnaire
d’ordre o de Riemann-Liouville par la formule :

JEf(t): = 1)/t(t—7')a_1f(7')d7'; a>0,t>0. (1.5)

T ()
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1.1.2 Propriétés
Proposition 1.1 :
Soit J* lopérateur de l’intégrale fractionnaire d’ordre o de Riemann-Liouville. On a :
I'g+1)
JotP=—— P 0> 0, 8> —1,t> 0. 1.6
I'a+p4+1) & (1.6)

Preuve :

Par définition, on a

1 t
JotP = —/ t— ) Pdr
P(O‘) 0 ( )

Alors

taf]- t T a—1
of = 11—~ Bdr.
/ T () /0 ( t) Tar

-
Grace au changement de variable 7= Y, on obtient :

toz—l t ,
R 1—y)* P yPa
J FMLA( Y) ydr

totp 1 L

= 1 — ) 1P
o [ awer
totB B .

- F (&) (Oé, 6 + )

tt8 T(a)T (B + 1)
I'(o) T+ 5+1)
t (B 4+ 1)
Fla+p8+1)

Exemple : Considérons la fonction f (z) = (t —a)” ; f : [a,b] — R. Alors :

« —aﬁzL t — ) Nr —a)Pdr
(=0 = s [ =T =) ar

Pour évaluer cette intégrale, on pose le changement 7 = a + (t — a) s. D’ou



1.1 Intégrales Fractionnaires 4
(t B a)OH_ﬁ /1 a—1
Jo(t—a)’ = 1—s sPds
( ORI (1—s)
r 1
= ﬂ (t _ a)6+a .
rg+1+a)
On voit bien que c’est une généralisation du cas @« =1 ot on a :
r@E+1 1 (t—a)™
Jl t— B8 _ t— B+ —
(-0 = g 0" =5
a cause de la relation I' (2 + 1) = 2T"(2) .
Proposition 1.2 :
Soit f:]0,400] — R et soient « >0, 3>0. On a :
(J* o JP)F(t)=(JP 0 J*) f(t) = J*TPf (t). (1.7)

Preuve : Par définition, on a :

t

FoPR() = -] / = oo ar

U (t— 1) 5‘1f<p>dp}df

'1

Il
\\\

_ / p)" "1 f(p)dr.
En utilisant la formule(1.4), on obtient :
ForI ) = i [ (= ) dr
— L ! I'(B) T — p)eth-1
— R

JOTef(t).



1.2 Dérivées Fractionnaires :

Proposition 1.3 :

Soient ¢ > 0, a > 0, on a alors :

«a ct _ _—a,_ct
JZ et =c %e™.

Preuve : Avec les mémes arguments que précédemment, on obtient :

1 t
Jo et = Tl @) / (t— 7')a_1 e“dr.
Q

On pose (t — 7) = y, on obtient alors :

—00

6ct

0
Jgooect - _ = (a) / ya—le—cydy
400

6ct +00 .
= Yy e Ydy .
I'(a) /0

Le changement de variable t = cy transforme cette derniére intégrale en :

ect +oo L
J et = to e tdt.
o T () Jo

D’ou

e
Je e = =—, c>0.
—oo€ T () ¢

1.2 Deérivées Fractionnaires :

1.2.1 Opérateur de Dérivée n“" :
Définition 1.5 :

L opérateur de la dérivée d’ordre n; n € N* est noté par D".
dn
D"f(t) = —f(t
1) = 1 (1)

o, D", vérifie les propriétés suivantes :

Dt =f, J"D"f #f, f € C"(Ry).

(1.8)

(1.9)
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i
L

JD M = f(zx)=)  fE(0) g t>0. (1.10)

0

i

Preuve :

On passe a démontrer (1.10), on a le dévellopement limités de f au point 0

flx) = £(0) + FV(0)t + f@)(O); et - 1) /0 (t—7)" 1 fO) (7)dr.
D’on,
t ne1 .
ﬁ /0 (t = )" f(7)dr = f(w) - kZ:O £ (0) %

1.2.2 Dérivée au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.6 [5][6] :

Soit f € C'(la, b)), la dérivée fractionnaire d’ordre (0 < a < 1) au sens de Riemann-

Liouwville est

1 d

Df () = m%/a (t— ) f () dr. (1.12)

Définition 1.7 :
Soit f € C" ([a, b)), on définit la dérivée d’ordre a (0 <n — 1 < a < n) au sens de Riemann-

Liouwville par :

1 dr

DI = —ayar

/ ) () dr (1.13)

=D"J"Yf (t).
Propriétés :
Soient «, 5 deuzx paramétres réels et f : [a, b] — R. Alors, on a :
1. DeJ*f (z)=f (z), a> 0.
2. DPJef (x)=DP~°f (x), B < 0,a> 0.

3. JeDf (x)# f(x),a> 0.



1.2 Dérivées Fractionnaires :

4. D"Df (z)= D" *f (z),a > 0
5. D*DPf (z) # D°Def ().
6. DPDf (x)# D*VPf ().

Démonstration :

,m € N.

1-On commence par démontrer la propriété 1.

D*J*f ()

DrJvJYf (z), a>0
D (2)

D J"f(z)

f(x).

2-Pour la démonstration de la propriété 3, on prend f(t) = (t —a)* !, t > a.

Alors,

Df(t)

Donc,

D*(t —a)*!
P(Oé) a—1l—«
F(a—1+1—a)<t_a)
['(a) 1
W(zﬁ —a)
0.

J0) =0 # f(1).
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1.2.3 Dérivée au sens de Caputo

Définition 1.8 [5][6] :

Soit f € C™([a, b]). On définit la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la fonction f
comme suit :
1 o
fat(t—r)n YO (Ddr; n—1<a<n, neN*

pif(t) = § Ln—a) (1.14)

%f(t) a=n,a<t<b

= D (1)

Exemple :  Soit f: [a,b] — R; f(¢) = (t — a)” et soit o non entier 0 < n—1 < o < n avec

8 >n—1,alorson a:

rp+1)

B—n
T RO

F () =

Donc,

L(p+1) t — )" N (r—a) T dr
F(n—a)F(ﬁ—n—l—l)/a(t ) r )

En faisant le changement de variable 7 = a + s (t — a) on obtient :

D% (t —a)’ =

o(t—q)f = L+ t — )" (= @) dr
Delt—a) F(n—oz)l“(ﬁ—n—l—l)/a(t AR

= LG+1) —a)’ 1 — )" s
= Th—arG-nrn " Y /0(1 ) a

_ FNa+1)Bn—a, f—n+1) (t— )
F'n—a)T(B—n+1)

_ rg+1)I'm—a)l(B—n+1) (t— a)°—
Fn—a)T(B—n+1)T(—-a+1)

I+ _a)fe
S TH-arpl~Y



1.3 Quelques Théorémes du Point Fixe : 9

Propriétés :

1. D¢c = 0; c est une constante.
rp+1)
= B>a—1
2. DM’ = § T(—a+p+1) f>a :
0; < a-—1.

1.2.4 Lien entre Caputo et Rieman-Liouville :

Pour tout t >0,n—1<a<n,neN* ona:

tk—oa
T—i_l). (1.15)

D°f () = D1 () + 3 19 0)

Démonstration :

Par définition, on a :

Def(E) = dt" n—a/ nalf (7)dr

0
Une simple intégration par partie donne :

N - dn o tn—a+1 1) S (n)
D"10) = ot | = O+ e OO+t [ =y O
0
Et donc,
n—1 k—a mn t
@ _ (k) t d _ \n—a+n—1 p(n)

PO = SO T [
= 0
n—1 t

tk_a 1 n—a—1 g(n
= 0 T [=rrear
- 0

1.3 Quelques Théorémes du Point Fixe :

Les théorémes du point fixe jouent un role crucial dans le domaine des applications. Il inter-
vient dans les résultats d’existence et d’unicité. Par conséquent on énonce quelques définitions

liées & ce paragraphe et certain nombre des résultats du point fixe.



1.3 Quelques Théorémes du Point Fixe : 10

1.3.1 Définitions :

Définition 1.9 : (Espace vectoriel normé)

Soit E un espace vectoriel sur le corps K =R ou C, on appelle norme sur l’espace E toute

application notée ||.|| définie sur E a valeurs dans R, vérifiant pour tout x,y dans E et ~y
dans K
1. ||z|| = 0 si seulement si z = 0.

2. |lyall = hylllell (homogenéite ).
3. ||z +yl| < ||=]] + ||y|| ( inégalité triangulaire ).
Tout espace vectoriel muni d’'une norme est appelé espace vectoriel normé.
Définition 1.10 : (Espace de Banach)
Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.
Exemple :
((C([a,b],R),|]-]|oc) est un espace de Banach.
Définition 1.11 : (Suites de Cauchy)

Soit (up)nen une suite de K. On dit que (uy)nen est une suite de Cauchy pour la norme

|-l si

Ve>0,3dN >0,Yn> N,¥p >0, ||lu, , —u,l| <e.

n—+p
Définition 1.12 : (Espace complet)

Un R —ev K est dit complet pour la norme ||.||x si toute suite de Cauchy(pour cette norme)

est convergente (pour cette norme). Un tel espace est aussi appelé espace de Banach.
Définition 1.13 :

On dit que K C X est un ensemble convexe si :

V(z,y) e K x K,VAe€[0,1]: Xz + (1 — Ny € K.
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Autrement dit, K est convere s’il contient tout "segment” reliant deux quelconques de ses

points.
Définition 1.14 :

Soit E un espace de Banach. Un sous ensemble F' C E est dit compact si de tout recrou-
vrement ouvert de F on peut extraire un sous recouvrement fini. Cela veut dire que, toute

famille {V;, j € J} d’ensembles ouverts dont la rénuion contient F' admet une sous-famille

finie :

{V,,i(k) e J, k=1,2,....,n} dont la rénuion contient F.
Définition 1.15 :

Soient F et F' deux espaces de Banach. Une application linéaire continue T' est dite compacte
si l’image T(Bg) par Uapplication T de la boule unité fermée Bp de l'espace E est relati-
vement compacte (en norme) dans F. On note C(E, F) l’ensemble des applicatons linéaires

compactes de E dans F.

Définition 1.16 :

Pou tout élément x de K l'ensemble A(z) = {f(z), f € A} est équicontinue si

Ve > 0,30 € ¥(x),Vf € A, Vy € v, d(f(z), fly)) < e.
Définition 1.17 :
L’opérateur T est dite complétement continue, si elle est continue et compacte.
Théoréme d’Ascoli-Arzila [4] :

Soient X et'Y deux espaces de Banach. Si X est compact, alors les assertions suivantes sont

équivalentes :

1. L’ensemble A est relativement compact dans C(X,Y).

9 i) 'ensemble A est équicontinue en tout point de X
i1) A(z) == {f(x), f € A} est borné.
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1.3.2 Théoréme du point fixe de Banach :

Le théoréme du point fixre de Banach (connu aussi sous le nom le théoréme de l'application
contractante) est un théoréme simple o prouver et qui s’applique auz espaces complets et
posséde de nombreuses applications. Ces applications incluent les théorémes d’existence de

solution pour les équations différentielles ou les équations intégrales.

Théoréme 1.1 :
Soient X un espace de Banach et f: X — X une application contractante sur X. Alors f

admet un unique point fire dans X.

1.3.3 Théoréme du point fixe de Schaefer

Théoréme 1.2 :

Soient X un espace de Banach et ) : X — X une application continue et compact sur X. Si
Uensemble B = {x € X; x = \Q, 0 < X\ < 1} est bornée, alors l’application admet au moins

un point fixe.

1.3.4 Théoréme du point fixe de Krasnoselski

Théoréme 1.3 :

Soit B un ensemble non vide fermé convexe dans un espace de Banach X. On suppose que

Q1,Q2: B — X telles que :

(1)- Vx,y € B, alors Q1z + Q2y € B.
(2)- Q1 est une application contractante

(3)- Qo est continue et Q2(B) est relativement compact.

Sous ces trois conditions, alors on peut dire qu’il existe Z € B, telle que Z = (17 + Q24.



Chapitre 2

Equations différentielles fractionnaires

Dans ce chapitre, on va s’intéresser a l’existence et I'unicité des solutions des équations

différentielles d’ordre fractionnaires.

2.1 Existence et unicité

2.1.1 Probléme 1 :

Soit av un réel positif vérifiant m—1 < o <m , m € N*, D¢ désigne 'opérateur de dérivation
au sens de Caputo et I l'opérateur de l'intégrale fractionnaire d’ordre .

On se donne le probléme aux conditions initiales suivant :

Dex(t) = f(t,z(t)) ,t € J=1[0,T] 1<a<2
2(0) — 2'(0) = I°g(T) (2.1)
x(T) — 2 (T) = IPWT); B >0

tel que h,g:J — E soient deux fonctions continues.

Pour trouver la solution intégrale on a besoin des lemmes suivants.
Lemme 2.1 [ 7,8] :

Soit o > 0, alors l’équation différentielle fractionnaire suivante :

Dz(t) =0

admet comme solution
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z(t) = Co+Cit + Cot’+... 4+ Cpurt™ ! m=[a]+1 ,C,eR j

Preuve: Soit

Sl](t) = CU + Clt + Cgt2 + ...+ Cmfltmil.

Alors, on a

D%x(t) = D*(Cy 4 Cit + Cyt* + ... + Cpy1t™ 1)

D’aprét la proprposition 1.2, on a alors :

1
DSI’(t) = ﬁCm_ltm_l_a = 0.

Lemme 2.2 [7,8 ] :

Soit a > 0. Alors,

I*DEf(t) = f(£) + CoCrt + Cot> 4.+ Cpp 1 £,

ou m=Ja]+1 et C;eR,j=0,...m—1.

Preuve: On a,

DIf(t) = 1" D™ f(t).

Et donc,

1°Def(t) = I°I™ D™ f(t)
= I"D"f(t)

m—ltk

= ) =Y fY0)

m—1 (k)
= f(t)=) _Cit?on C;= 0 kk!(o).

J=0
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Lemme 2.3 :

La solution intégrale de probléme (2.1) est :

1+1¢ 1+1

o(t) = If(tw(t) = =1 f (6 w(0) = + —= 17 f( 2())|e=r (2.2)
141 T—-1-—t
——I°W(T) + ————1%g(T).
F (T + e 1(T)
Preuve :
1-Supposons que (2.2) est vérifié. Alors
o ol ra 1+t . 1+t 141t
Dealt) = Df |1 (ta(t) =~ f(ta(0) o + T (1 2(0) o+~ IPB(T)
T—-1-—t 141 T—-1-—t
——T1%(T)+ ——TI°h(T) + ————I%¢(T
e 1G(T) 4+ L IPR(T) 4+ % (T)
= DI f(t x(t))
= [t =(t)).
2—Supposons que (2.1) est vérifié et par application de lemme 2.1 on trouve :
I“Dlz(t) = xz(t) (2.3)

= 1°f(t,z(t)) — Co — Cht.
Pour trouver Cj et C, on utilise les conditions initiales de (2.1). On obtient

:1:(0) = Iaf(t,x(t))|t:0—00—010

et

$(T> = Iaf(t7$(t))|t:T - Co - ClT

Et comme,

y (t) = —Cr+ I f(t, (1)),
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alors on obtient,

r(0) = —Cy+I* f(t,z(t) |0 ,
z(0) = —=Cf,

et

!

v (T) = —Cr+ 1" f(t,2(t)|e=r -

Par conséquent,

2(0)—2'(0) = —Co+C
= 1g(T)

2(T) =2 (T) = I°f(t,2(t))li=r — Co = O\T + Cy = I* 7 f(t, (1)) =1
= I°N(T).

D’ou

{Cl - Co = [ag(T) (1)
(T — 1)Cy + Co = Iof(t,5(t))|ier — I f(t, () er — IPR(T) . ..(2)

Pour (1)-(2) on obtient :

TCy= I°9(T) + I f(t, () |z — I°7Vf (8, 2(t)) 1= — I"N(T).

D’ou
C = o 19(T) I (6 (0o — I (62 (O)er — 7 IWT)
1 — T g T » L t=T T » L t=T T .
En remplagant C; dans 1’équation (2.3) on obtient :
1 1 1 1-T
Co = 1 f(t, 2(8)) = — Tla_lf(t,a:(t))h:T — Tlﬁh(T) +——19(T).

En conclusion, on a :
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1+1 1+1¢

ot) = I"f(tx(t) = =1 f (6w () l=r + —= 1 f (8 2 (0)) =
+%1%(T> Bt Sk _7} —Lrag(T).

2.1.2 Premier Résultat :

Théoréme 2.1 :

Supposons que :

(Ay) : 1l existe une constante L > 0 telle que :

|f(t7x)_f(t7y)‘ §L|x—y|;x,yER,t€ [07T]

et
||h|| = sup |h(t)| < k1, k1 >0
t€[0,T]
et
lgl| = sup [g(t)] < kg, kg >0
te[0,T]
et

2T a7 + (1 )T

B L(a+1)

Si LH < 1, alors le probléme (2.1) admet une solution unique dans C([0,T], R).
Preuve : Considérons 'opérateur ¢ : C([0,7],R) — C([0,T],R) définie par :

H

(2.4)

14+t 14+t

pr(t) = I°f(t,x(t)) = —=I"f(t,x()li=r + —= T f (8, 2 (1)) li=r
+%I%(T) + %1@@).

Pour montrer que ¢ admet un unique point fixe il suffit de montrer que ¢ est contractante.
En effet :
Soient x,y € C(J,R) et t € J, alors :



2.1 Existence et unicité

18

|px(t) — dy(t)|

1% (1 0(t) — T 1 (b a0 + T T 7 () + e PB(T)

T—-1-t

ST — 1 (1) + T+ ()

ISy (0) T T F )it — T 1 (1 y(6)) et

T—1-t
—— U IPM(T) - ———" (T
7 1"W(T) T 9(T)]

[12f (@ 2(t) = I f (8 y ()] + Iﬂ!!f“f(t 2())li=r = 1 f(t, y(1))|1=r|

IN

Iﬂllf“ it eO)le=r — 17 (6 y ()= |

t

T
1
< o) /(t—T)“1L|x—y|dT—|- / Y Lz — y|dT
0 0
T
1+t ,
a L _
TTa-1n / v = yldr
0
<

Lz —y| [t~ N T(1+1) N T (1+1)
I'a) |« aT T '

Donc,

Lz —y| —1 -2 -1
o < T T T T T
oz — dyl| < ot D) [T+ T+ T + a7 + aT* ')

L||z — || 1 -2
——[2T* 1 T T4,
F(a—i—l)[ + (14 a) +a ]

D’ou, ¢ est contractant et d’aprés le théoréme de point fixe Banach, ¢ admet un seul point

fixe qui est une solution du probléme (2.1).
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2.1.3 Deuxiéme Résultat :

On va utiliser le théoréme de point fixe de Schaefer pour démontrer que ¢ admet au moins

un point fixe.

Théoréme 2.2 :

Supposons que
(A2) : f:[0,T] xR est une fonction continue.

(As) : 1l existe une constante M > 0 telle que :
ft,y)| <M tel0,T], yeR.

Alors le probléeme (2.1) admet au moins une solution sur J.
Preuve : Pour démontrer que ¢ admet au moins un point fixe il faut passer par 4 étapes :

Etape 1 : "¢ est continue"
Soit (2, )nen est une suite telle que z,, converge vers x dans C'(J,R) .

Donc, Vt € Jon a:

Bma(t) — 6a(t)] < 11 F(taalt) — I (1 2(6)) | + |

1 s O)lr — 17l |

(1 f(t, 2 (8) = — I f (8, 2(t))|e=r|

141

+
7
Comme f est une fonction continue on a :

62 (t) — dx(t)] — 0, quand n — oo

Etape 2 : "¢ est borné dans C(J,R) "
¢ est borné dans C(J, R) < Vr >0, 3N >0, Vz € B, = {x € C([0, T],R), ||z|| < r}, ||gpx|| < N

Pour toutt € J, z € B,, on a:
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Ta—l

Br()] = |1 (1, 2(0)) — T F () T T (0 e + o BT
—l—%[ag(T)'
1 t a 1 - 1+t a 1
< W/ Dl + i [ \/ (o) dr
e [ [ @ - sl ar + '1”'/7’— P (o) dr
vt [ | [ ol
M N M1+t ., MA+t), ., ki(141t) ko(1 =T +1t)
S Tt "Tretn’ "I B CES K S vpey
Donc,
M W MA+T), ., MOA+T),., kQA+T) 5, k(1-T+T)
ool < v T " e &t L ot Y T Ma )
a—1 e} oa—2 a—1 kl(l + T) 1 k2 a—1
< m[ + TP T+ aT 2 + T }erﬂ WT
o DB+DMPT 4 (L4 )T + ol 4 T(a + 1) [ba(1+ T)TP] 4 kT
= T3+ Dl(a+ 1)
< N <o

D’ou ¢ est borné sur C(J,R) .

Etape 3 : "¢ est équicontinue"

Soient t1,ty € J, t1 < t9, x € By, , on a alors :
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a(ts) = da(t)] < s / (ta = 1) fr () dr = s [t =7 (o) dr
L

IN

IN
O\
—~
~
[\
|
ﬁ
~
Q
L
|
—~
~
—
\‘
~—
Q
A
=
—~
\1
8
—~
~—
=
QU
ﬂ

M a—1 _ —Ta 1 T 7_0471
< m[[(tz T) (ta ) ]d +F( )Z(tQ )
< M (ty —t1)* — S+ T+ (t2 —t1)"
= D(a+1) Ta+1)2 " T(a+1) Fla+1)">
M o o 2M @
< F(oz+1)(t t2)+r(a 1)(t1—t2)

Do,

M. . 2M
[Pz (t2) — dx(ty)] < m(h —t5) + m(’fl

Quand t; — %o, le second membre de cette derniére inégalité tend vers zéro. Ainsi les étapes

)7

1 a 3 et d’aprés le théoreme d’Ascoli-Arzela, d’otl ¢ est complétement continu.

Etape 4 : ") est borné"

Maintenant, il faut démontrer que I’ensemble :
Q={zeC(JR):z=X(x), 0 <A< 1}

est borné.

Soit x € €, alors x = A¢(x) pour 0 < A < 1. Donc, pour chacun ¢ € J, on obtient :
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w(t) = Awf@xu»—Al%fpf@x@mtT+Al%iw*f@xmntT+AliiﬁmT)
+AT_1_?P¢T)
T
A . N ol4t .
:m[t—T Lf(r, 2(7))dr + WTZ LT, x(r))dr
T T
A . N oLt ,

Z‘ 2frx)wr+ﬁE-T([@—ﬂ ()

N AT + M

()T [(T — 1) g(r)dr.

Ceci implique par (Aj3) que pour tout t € J, on a :

[z(@)] = Alox(t)|
T
A A1+t
< a 1 AL i a—1
< / (i + s (@ =2 atr)lar
0 0
A 1 g Al y
+ 1 +1
- T a—2 s - T — /-1
T O [ wiar
0
)\ /\T A g
+ t/ — ) Hg(r)|dr
0
AM ' )\Ml g M1 g
+1 +t
< 7 - a—1 - al - T — a—2
< F(a)/<t )Y dr + / dT+ Ta—1) T /( 7)Y %dT
0 0 0
Akp 1 y A= AT+ )\
1 +t . 8—1 - + t/ . a—1
+F(ﬁ)—T /(T ) dT—f—k:g—F(a)T (T —7)* dr
0
o AM o MM Lt MM Lt My 1ty
['a+1) MNa+1) T I'a) T rg+1) T
L ATAT N
* T()T

D’ou,
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)\F(ﬁ + DM 2T+ (1 + )T+ aT* 2] + Do+ 1) [k (1 + T)TP71] + ko7 !
TG+ DI(a+ 1)

IN

||

< AN <oo.

D’ou, 'ensemble 2 est borné et donc, d’aprés le théoreme du point fixe de Schaefer, nous
déduisons que ¢ admet au moins un point fixe qui est une solution du probléme (2.1).
Exemple 2.1 :

Considérons le probieme aux limites suivant :

D%z(t) f BT AT @) tel0, 7], 1 <a <2
2(0) + 2 (0) = I*9(T)

z(T) + 2 (T) = I°WT), B> 0.

On prend :

67215

ft,x) = Breite) (t,2)e[0,1] x [0, +o00]
o) = 5 tel0, 7]
ht) = # £e[0, T

1-Pour T'=1, on a

gl <

Al <

DNO| — Q| =

2-Soient z,y € [0,400] et t € [0,1]. Alors, on obtient :
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o2t o2t
t,x)— f(t, = —
|t x) = f(ty) (3+e?)(1+x) (3+62t)(1+y)‘
e (14y) —e (1 +2)
] B+e)(1+y)(1+ )
_ (1+y)—(1+a)
B+ e)(1+y)(1+ )
[z — |
T e(3+e?)
< Tl
—lr—y.
= 7 Yy
. . 1 1 1
Donc, d’aprés le théoréme 2.1, la condition de (A;) est vérifiee avec ky = 3 ko = 3 L= 1
On vérifie la condition (2.4) pour 7' = 1. En effet,
2T + aT* 2 + (1 + )Tt 3+ 2«
L < 1= ——=<<1
['(a+1) A+ 1)

— I(a+1) <174

D’ou le probléme (2.5) admet une solution unique sur [0, 1].

On passe maintenant & vérifier les conditions du deuxiéme résultat :
(Ag) @ f est continue sur [0, 1] x [0, 4o00].

(As) : f est bornée.

On a,
672t
¢ —
7t h3+§ﬂO+x)
1 1
<
T oeM34e) |1+
1
< <M.
< 7%

Donc f est bornée.

D’ou, le probléme (2.6) admet au moins une solution sur [0, 1].
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2.1.4 Probléme 2 :
Considérons le probléme aux limites suivant [9] :
Dex(t) = f(t,z(t), te J=[0,T],0<a<1
{ r (3.1)
az(0) + bx(T) = /G(s)x(s)ds avec a,b € R, a+b#0
0
Lemme 2.4 :
La solution du probléme aux limites (3.1) est donnée par :
1 y b y
_ . - a—1
o) = — / Gl)a(s)ds — s / (T — 5o f(s,2(s)ds  (3.2)
0 0
1 t
a1
+—F(a) /(t s)* f(s, x(s))ds. (2.1.1)
0
Preuve : Ona
1 y b y
o _ o . a1
e /G(s)x(s)ds CE=oTa /(T )1 (s, 2(s))ds
0 0
1 t
a—1
+—F(a) /(t s) f(s,a:(s))ds)
0
1 t
_ a o)1
- 2| /(t ) f(s,x(s))ds)
0
= f(s,2(s))
En appliquant le lemme 2.2, on obtient :
x(t) = I1°f(t, x(t)) — Co. (3-3)

En utilisant la condition intégrale du probléme (3.1), on obtient :
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Par conséquent,

ax(0) = —aCy
b T
_ . al .
_—F(a/ s)* 1 f(s,x(s))ds — bCy.
D’ou,
b T
ax(0) +bx(T) = —(a+b)Co+ m/ (s))ds
0

= 7G(s)x(s)ds

Donc la valeur de Cj est donnée par :

—Cy = 7 /G s)ds — % /(T — 5)* 1 f(s,2(s))ds.

0

En remplagant Cyy dans (3.3), on obtient :

_a—i-b/G ds—

Passons maintenant a définir 'opérateur :

) f (s, 2(s))ds + T f(t, z(t)).

o\ﬂ

(s))ds + I f(t,z(t)).

S
8
—~
N
Il
Q

+ | =
S

Q
—~
VA
~—
=
&
VA
|
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2.1.5 Troisiéme Résultat

Théoréme 3.1 :

(B1) : Supposons qu’il existe une constant k > 0 telle que :

et N > 0, telle que :

f(t,y)| <N, VteJ, yeR

(Bsy) : Soient [ et r telle que :

Ml + bNT™ + NT® <[ < r.pour tout r >0
at+b  (@a+dlla+l) T+t ~"F
ot M = sup|G(t)| et TM < (a+b).
ted

(Bs) : Soit  un réel positif tel que : 0 <6 < 1

MTT (a+ 1) + bkT* 4 (a + b)kT® <
(a+b)I'(a+1) -

Alors le probléme (3.1) admet une unique solution sur J.

Preuve :
Pour prouver ce théoréme, il suffit de montrer que 'opérateur ¥ admet un point fixe dans
B, ={z € C(J,R), ||z|| <r},r >0 (voir By)

1) Soit = € B,, alors on a :
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(W (t)] =

<

=
T3
D\ﬂ
% o
+

En utilisant la condition (Bs), on trouve :

It H<MTT+ bNT® N NT® <<
T r.
“a+b (a+bdl(a+1) Ila+1)~

D’ou ¥B, € B,.
2) Maintenant, on montre que ¥ est contractant sur B,.

Soient x,y € B,,t € J . On a,

(Wa(t) — Uyt)| =

IA
[S—Y
S
Q
—~
»
=
=
NG
|
=
=
&
V)

Donc,

1 y b y a1
a_{_b[G(s)m(s)ds — m/(T— $)* f(s,

|
('IJ
Q
<
CIJ
,1
==
\
Q
i
©

x(s))ds + I1¢f(t,z(t))
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MT|jx —yl| = bET"|[x —y|[ | KTz —y]|
- a+b (a+b)(a+1) ['(a+1)
MTF(oz+1)+bk;Ta+(a+b)k:To‘|| L

(a+b)(a+1) ry
ollz —yll.

| [Pz — Wyl |

IA

D’out ¥ est contractant sur B,, et d’aprés le théoréeme de point fixe Banach, ¥ admet un

unique point fixe.

2.1.6 Quatriéme Résultat

Le résultat suivant est basé sur le théoréme de point fixe de Krasnoselski.
Théoréme 2.4 :

Soient (B,) :

If(t,y)| < p(t); (t,y) € T xR

@ fonction continue sur [0,T].

(Bs) : la fonction f:[0,T] x R — R est continue et bornée telle que :

lf(t,z) —f(t,y)| <dlz—y|; 0 << 1.

Supposons que les conditions (By), (Bs) sont vérifiées, alors le probléme (3.1) admet au moins

une solution sur J.

Preuve Soit p > 0 tel que :

M MY o = el <<
)
atb  (@+tolla+1) PN Tarn I =H

a+1
avec ||| = sup|p(t)|.
teJ

Dans B,, on définit les deux opérateurs R et S, comme suit :
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Ra(t) = — . / G(s)a(s)ds — — / (T — )21 f(s, 2(s))ds.

a+ (a+b)'(«)
/ 5)* L f(s,2(s))ds
sult) = /t—salfsy s,

Etapl : "R+ S est borné"

Pour z,y € B,, on a:

|Rz(t) + Sy(t)] =

0

Donc,

IRes| < ML, M o )
a+b (a+b)I(a+1) I'(a+1)
< p<r.

D’ou Rz(t) + Sy(t) € B,.
Etap2 : "R est contractant"

Il est facile de voir que R est contractant, alors on a
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|Rz(t) — Ry(t)] =

IA

o5 [ 16O~ sods + s

|
CIJ

Q
_"
=
CIJ
H

|
~
—~
By
»

1 ' o1
+2F(a) [@ - 8) ’f(S,.%(S)) - f(S, y(S))HdS

Donc,
MT bkT“ Tk
Rx — R < — |z — — —||x —
1Bz =Byl < e =i+ gl U s
< Oflz —yll.

D’ou R est contractant.
Etap3 : "S est continu"

Soit (Y, )nen €st une suite telle que y,, converge vers y dans C'(J,R). Donc pour toute t € J,
ona:
t

S(n)(0) ~ SO = / (1= s (s = s [ (=9 (o))

IA

/ $)° U (5,5n(5)) — F(s,y(5))|ds.

Comme f est une fonction continue, on obtient :

[S(yn)(t) = S(y)(#)] — 0, quand n — oo.



2.1 Existence et unicité 32

Etap4 : "la relative compacité de S(B,)"

1-On a :

S0 = / ) (s, (s))ds

1 a—1
2T () /(t—s) £ (s, y(s))|ds.

0

IN

D’ou,
«

T
Syl < ——— )
1Syl < QF(QH)II@II
Donc S est uniformément borné dans B, .

2- Soient ty,to € J, t; <ty ety € B,. On a :

Syt = Sua)] = |5 [ (0= 9" o p(e)ds = 5

IN

a—1 1 a—1
2T () /(t1 — 5)" M f (s, y(s))|ds — e [(@ — )Y f(s,y(s))|ds

0
t1 t1

a—1 1 a—1
2T(a) /(tl —5) !f(s,y(s))\ds—rm)[(tl—s) £ (s,y(s))|ds

0
to

IN

1 a—1
~ga [ (= o el
t1
(t2 — t1)° 17—ty
< 2 1 12 )
S Ta+ry Pt w@rpl¥
Donc,
( —11)® ty — 15
_ <2 T 12

D’ot, S est équicontinu dans B,. Quand t;1 — ts, le second membre de cette derniere inégalit
tend vers zéro, ainsi S(B,) est relativement compact et d’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzela,
d’otl S est un opérateur compact.

D’aprés le théoreme de Krasnoselskii, le probléme (3.1) admet au moins un point fixe.



CONCLUSION

Notre but principal est de présenter quelques résultats d’existence pour certaines équations
différentielles d’ordre fractionnaire. Nous nous somme basés sur le théoréme de point fixe de

Banach, le théoréme de Schauder et le théoréme de Krasnoselski.
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