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Résumé

Nous introduisons dans notre thématique un sujet qui a connu un grand
développement et qui est la théorie des systémes bidimensionnels. 11 a été
introduit par T.Kaczorek, Fornasini-Marchesini, J.Klamka, J.Kurek, Gal-
kowski, ainsi que d’autres auteurs versés dans le méme domaine. Ces sys-
témes trouvent leurs applications en biomathématique, en économie, et en
électronique. Dans notre travail, on s’intéresse a la classe des systémes bi-
dimensionnels plus particuliérement a ’étude de résolution, d’équivalence et
de stabilité.

Des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un modeéle 2D soit stable
seront établis. Des tests de stabilité en termes de polynoémes caractéristiques
seront mis en évidence pour enfin réduire tout cela a des formes LMI. Pour
ce faire, on se base sur de nombreuses et récentes références qui seront nom-

mément citées et utilisées tout au long de I’ élaboration de notre mémoire.
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Notation

H — Ran

n . nx1
R" := R"

MmXn
RY

Somme Directe

Corps des nombres entiers non-négatifs

Corps des nombres réels

Corps des nombres réels non-négatifs

Espace des vecteurs a n nombres réels

Espace des matrices réelles de dimension m x n
Corps des nombres complexes

Espace des vecteurs & n nombres réels non-négatives
Espace des matrices & composantes réelles non-négatives
Transposée de matrice

Transposée de la matrice conjuguée de T’

Matrice inverse de A

Matrice identité d’ordre n

Rayon spectral de A

La transformée en Z bidimensionnelle

La s — z transformée

La transformée de Laplace bidimensionnelle




Introduction

L’ analyse de la stabilité des systémes linéaires bidimensionnels est un
sujet qui est étudié depuis plus de deux décennies. Il s’ inscrit dans un
vaste champ de recherches qui est I’ analyse de la robustesse, et qui englobe
plusieurs domaines relatifs aux sciences expérimentales tel le traitement d’
images, la biotechnologie, la géophysique ainsi que 1’ économie.

Néanmoins, la stabilité trouve ses principales applications dans la théorie de
la commande et 'automatique. Ainsi, en automatique, la synthése d’une loi
de commande se fait généralement sur un modéle nominal simplifié qui ne
prend pas en compte toute la complexité du systéme. Des dynamiques sont
négligées, comme celles qui se trouvent en dehors de la bande passante du
systéme asservi.

Du fait de ces approximations, il est généralement nécessaire de recourir &
I’analyse de la robustesse ou a I'analyse de la stabilité du modele, qui consiste
a établir si le systéme demeure stable malgré les variations attendues des pa-
rametres. Comme préalable par rapport a ’étude des différentes méthodes
d’analyse de la stabilité qui sont développées dans notre travail, il convient
d’ expliciter les outils nécessaires & sa réalisation, ainsi, nous consacrerons

la premiére partie (constituée des quatre premiers chapitres) du présent mé-



moire a I’exposé de ces derniers. Les notions de bases fondamentales et néces-
saires a notre étude illustrant le chapitre 1, ont porté sur I’ outil algébrique
et matriciel (pour plus de détaille voir [14], [15], [28] et [4]) et qui apparaitra
tout au long de notre mémoire, comme un intervenant utile et indispen-
sable. Dans le chapitre 2, nous exposons une série de résultats fondamentaux
(définitions principales, propriétés essentielles, et, notamment, théorémes d’
existence et d’ unicité) [7], [27] et [30] concernant la transformées en Z bi-
dimensionnelle, la transformée de Laplace bidimensionnelle ainsi que la Z
Laplace transformée, qui sont des éléments indispensables pour le chapitre
3. Dans ce chapitre 3, nous abordons trois modéles (Givone-Roesser, S. At-
tasi, Fornasini-Marchesini) (étudié dans [2], [12] [13], [16] et [26]) de systémes
bidimensionnels linéaires, sous la forme de deux représentations, I’ une par
la formulation d’ espace d’ état, I’ autre par la fonction de transfert. Cette
méthodologie est appliquée par rapport a trois dynamiques : discret-discret,
continu-discret et continu-continu. Par ailleurs, nous nous sommes intéres-
sés a la formulation générale du modéle bidimensionnel linéaire, qui nous a
permis de faire apparaitre, les cas standard, régulier et singulier. Nous nous
sommes penchés aussi, sur la résolution de ces différents modéles, par utilisa-
tion des différentes techniques exposées dans le chapitre 2. Enfin, concernant
les systémes bidimensionnels, nous terminons ce troisiéme chapitre par une
présentation d’équivalence entre les modéles de Givone-Roesser et Fornasini-
Marchesini ([1] et [11]), et une mise en adaptation de ces deux derniers sys-
témes dans le sens discret-discret, car nous devons observer que les calculs
ne mettent en jeu que les coefficients.

Le chapitre 4 sera consacré a I’ étude des LMIs (Inégalités Matricielles Li-



néaires), lesquelles ont été développées, notamment par A. Lyapunov, dans un
esprit de recherche de stabilité d’ équations différentielles. Puis nous notons
que sur la base de décomposition, partitionnement (Schur), et de réduction
d’une LMI & contraintes multiples en une LMI a une seule contrainte, une ap-
proche unifiée est présentée pour 1’ analyse de problémes de commande, tout
en préservant l'esprit d’ efficacité et de réalisabilité de la résolution de pro-
blémes. Sur les derniéres années, des recherches ont porté sur la reformulation
d’ une LMI en un probléme d’ optimisation convexe, donnant la possibilité d’
une résolution numérique, si I’ approche analytique n’est pas réalisable. Nous
apportons aussi, les outils nécessaires, pour situer tout I’ environnement ou
peut se dévolopper le concept des LMI, pour ce faire nous nous basons sur
les références suivantes [6], [8], [17], [18], [23] et [29]. Le chapitre 5, illustrant
la deuxiéme partie de notre travail, annonce des conditions de stabilité des
modéles bidimentionnels, par la définition essentielle précisant les hypothéses
initiales conduisant a la convergence du vecteur d’ état vers zéro. Le second
résultat établi, concernant les tests de stabilité, donne les conditions néces-
saires et suffisantes associées aux polyndmes caractéristiques [9] et [5]. Nous
donnons par ailleurs des conditions suffisantes de stabilité asymptotique par
rapport a la faisabilité de systémes de LMIs liées a 1’ existence d’ ensemble
de matrices hermitiennes. Nous avons étendu enfin, les notions de stabilité

asymptotique, au cas de systémes multidimensionnels.



Chapitre 1

Notions de bases

Nous présentons dans ce premier chapitre les notions concernant la théorie
des matrices. Il existe un grand nombre de références; nous nous basons

principalement sur [14], [15] et [28].

Définition 1. (Matrice définie positive) Une matrice symétrique A dont
les €léments sont des nombres réels, est définie positive si pour tout vecteur

x € R non nul on a x¥ Ax > 0.

Définition 2. Une matrice bloc est une matrice pouvant étre divisée en ma-

trices rectangulaires de dimensions inférieures appelées blocs

Exemple 1. Soit la matrice

w W ==
w

e ~ N \C R \V)

e ~ N NS I \V)
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P peut étre partitionnée en quatre blocs 2 X 2
11 2 2 3 3
Py = , Pra = , Po1 = , Pag =
11 2 2 3

On peut alors écrire la matrice par bloc comme,

Pll P12
P21 P22

Ppartitionnee =

Proposition 1. (Complément de Schur) Soit F' : X — H (X espace
vectoriel normé de dimension finie), une fonction affine qui est partitionnée

comme suit,

Fii(x) Fia(x
Flz) = u(e) Fal) (1.0.1)
le(x) FQQ(ZE)
ou, F1y est une matrice carrée. Alors F(x) < 0(i.e. définie negative) si et

seulement st,

Fll(l') <0

(1.0.2)
F22(x) — F21(IE)[F11(ZL‘)]_1F12([E) < 0.
Foalz) <0 (1.0.3)

Fii(x) — Fro(z)[Fae ()] Fyy (2) < 0.

Remarque 1. Les secondes inégalités dans (1.0.2) et (1.0.3) sont non li-
néaires en T.
Ce résultat permet de convertir des inégalités matricielles non linéaires de la

forme (1.0.2) et (1.0.3) en inégalités matricielles linéaires.

11



Preuve

Soit F'(x) € R™™ g’écrivant sous la forme F(z) = avec

Fy1(z) matrice carrée. On peut écrire,

T r T -
I 0 I 0 I 0|1 O
F(r) = F(x)
-G I G I -G I| |G I
T -
o I 0 FH(I) +GTF21(I) +F12($)G+GTF22(£L‘)G Flg(fL‘) +GTF22(ZE)
-G I | FQl([L') + FQQ(ZL’)G FQQ(ZL‘)
I 0
-G I

La matrice F(x) est définie positive si et seulement si, le 2¢ terme de la
derniére équation est défini positif. Si F'(x) est définie positive, alors Fio(z)

est inversible, et avec G = —Fy(x) "1 Fy (), on a,

F(z) < 0 <> Fiy(x) — Fio(2)[Foo ()] Fio()" 0 20
0 FQQ(I’)
Fy(x) <0

d'ot, F(z) < 0 <=
FH(I) — FIQ(x)[FQQ(x)]71F21(:L‘) <0

O

Définition 3. (Normes vectorielles) et (Normes matricielles subor-
données)

On note || o]|1, || @2 et || @]« les trois normes usuelles sur K™ = R"™ ou C™,
rappelées ci-dessous, et |||o]|]1, |||®]||2 et |||®]||o les normes matricielles subor-

données associées. Soit v = ( ar . .y ) e K" etA= ( aij >1<' -
<i,j<n

12



Alors ces normes sont données par les formules suivantes,

1
ol = Joul. elle = |3 el ol = (52, laal )" 1ol = masx o]

(2 3

n n

1Al = mﬁX(Z jaigl): 1Az = ¥/p(A".A) = [I1A"]l2, 1Al = max(}_ laiy])

i—1 j=1

13



Chapitre 2

Extension des fonctions de
transformations

Formes bidimensionnelles

2.1 Introduction

Les méthodes présentées dans ce chapitre & savoir, la transformée de La-
place a deux dimensions, la transformée en Z bidimensionnelle et la 2D
Laplace-Z transformée s’utilisent surtout dans les problémes de traitement
des signaux bidimensionnels et des images, ou 'interprétation fréquentielle
est importante : filtrage et prétraitement des images préalables a leur inter-
prétation, problémes de propagation d’ondes. Elles ne sont que des extensions
des techniques monodimensionnelles. Nous nous basons essentiellement sur

7], [30] et [27].

14



2.2 Tranformée de Laplace & deux dimensions

Les propriétés fondamentales de 'intégrale de Laplace & deux dimensions
présentent de nombreux points communs avec celles de l'intégrale & une di-
mension. D’autre part, I'intégrale de Laplace & deux dimensions, autant que
le calcul opérationnel a deux variables, possédent de nombreux traits spé-
cifiques que l'on ne retrouve pas dans le cas unidimensionnel. Dans cette
section, nous allons considérer une intégrale de Laplace & deux dimensions

et énoncer ses propriétés fondamentales.

Définition 4. On définit la transformée de Laplace a deux dimensions comme
suit,

F(p,q) = /0 /0 e P f(x,y)dxdy, (2.2.1)

oup=o0+iu, q=T+iv sont des parameétres complexes.

Définition 5. [7] L’integrale (2.2.1) est absolument convergente si existe la

limite,

a b [e’e) [e%e)
litacaoe [ [ e W ldody = [ [ (o yldsdy,
0o Jo 0o Jo
(2.2.2)
o Rep=0, Req=T

Remarque 2. Par analogie avec le cas unidimensionnel, on peut penser que
st Uintégrale (2.2.1) est convergente pour un certain couple de valeurs py et
Qo, €lle le sera pour tous les Re p > oo, Re q > 19. Mais ceci n’a pas lieu

pour une intégrale de Laplace a deux dimensions comme le montre I’exemple

15



sutvant,

0 pour z € [0,2], y € [0,2] et pour x > 2, y > 2,
pour x € [0,00[, y € [0,1],
f(@,y) = = pour x €]2,00], y € [1,2], (2.2.3)

eV’ pour z € [0, 1], y €]2, 00|,

—e¥’  pourz € [1,2], y €]2, c0].

\

Poura>2,b>2, ona

a b a b
|| rewdsdy =0, tim [ [ pepdedy <o,
0 0 a—o0;b—00 0 0

i.e. qu’il existe F(0,0) = 0. D’autre part, pour a > 2, b > 2, on a,

F(p,q;a,b) = [y Jy e~ f(x, y)dudy =
= f; e P dxle”” fol e Wdy — e f12 e~ dy|+
+ be e W[ev’ fol e Prdr — eV ff e Prdx) =

_ e _prtox _ b _
= (1—em0)? [Jert 2d93+%(1—e )2 ) e Wt dy,

(2.2.4)

D’ot il suit que sip et q ne sont pas simultanément nuls, lim,_,cop—00 F'(p, ¢; a, b)
n’existe pas. La propriété d’existence de [intégrale de Laplace en tous les
points pour lesquels Re(z — zp) > 0, i.e. l'intégrale est convergente dans le
domaine Re(z) > zy du plan compleze z, ne se généralise pas au cas bidi-

mensionnel, car la convergence de l’intégrale

/D h e P f(t)dt

entraine que les intégrales partielles fOT e PLf(t)dt sont bornées quel que soit

T > 0, alors que la convergence ordinaire de [’intégrale bidimensionnelle

16



nimplique pas la limitation des intégrales partielles.

a b
F(p,q;a,b) = / / e P f(x, y)dady, (2.2.5)
0 0

Quels que soient a > 0, b > 0, pour que les propriétés de la transformation
de Laplace a une dimension se transposent au cas bidimensionnel, il est né-
cessaire d’exiger que pour un couple au moins de valeurs des paramétres p et
q, soient réalisées les conditions suivantes,
1) Uintégrale (2.2.5) est bornée au point (p,q) par rapport auz variables a > 0,
b>0, c-a-d

[F(p.¢;a,0)| <M (p,q)

pour tous les a > 0, b >0, oo M (p,q) est une constante positive ne dépen-
dant ni de a ni de b ;

2) au point (p,q) existe la

lim  F(p,q;a,b) = F(p,q).

a—003b—00

Si les conditions 1) et 2) sont remplies simultanément, on dit que l’intégrale
de Laplace (2.2.1) est a convergence bornée au point (p,q). Si l'on admet la
convergence absolue de l'intégrale (2.2.1), il n’est pas indispensable d’intro-
duire la notion de convergence bornée puisque la premiére inclut automati-
quement la seconde.

En effet,

o o e f(w,y)dady] < [y ) le = f (a,y) | dady
< fooo fooo |€7px7qyf($a y)|dxdy.

Théoréme 3. [7] Si l'intégrale (2.2.1) est absolument convergente au point

(Po, qo), elle le sera en tous les points (p,q) tels que Re(p — po) > 0, Re(q —
q) > 0.

17



Preuve
Par hypothése, 'intégrale (2.2.1) converge absolument pour p = py et ¢ = qq,

donc, I'intégrale

/ / le=Por=00 £(3, )| dady < oo,
0 0

ou

| [ e idsdy < .

o Jo

Supposont que
Re(p —po) = (0 —00) = 0 et Re(q — qo) = (T — 7o) = 0.
il vient
Jo Jo e f (o, y)ldady = 5 fj o= f )l dady
= [y [y emloooemrmroe=ana=rov| f (g y)|dady
< Jo Jy lemmom o f(a,y)ldady < [ 57 e 70m Y| f (@, )| dady < oo.
D’ou suit la convergence de l'intégrale

I ST e P f (e y) [dady < [ [57 e Y| f (2, y) | dedy O
Théoréme 4. Si une fonction f(x,y) est telle que,
|f(z,y)| < Mt

quels que sotent x > 0 et y <0, ot M, h et k sont des constantes positives,
Uintégrale de Laplace (2.2.1) est absolument convergente, en tous les points

(p,q) tels que Re p > h, Re ¢ > k et l'on a

M

[F(p,q)| < R

18



ou Re p=o0, Re q = 7. En effet,

oS S e f y)dady| < 77 [ e £ y) | dady

S fooo fooo Me—o'mf”ryehlfkydxdy — %

2.2.1 Propriétés de l’intégrale de Laplace & deux dimen-
sions

1. La définition de l'intégrale (2.2.1) entraine aussitot les propriétés sui-
vantes :

1
Lnaf (0, 0y) = -5 F (0 5) (2:2.6)
Lpqge " f(z,y) = Flp+ a,q + ), (2.2.7)

ou « et § sont des nombres complexes quelconques. Dans les deux cas

p et g sont choisis tels que 'intégrale de Laplace converge.

2. Le produit de convolution de deux fonctions se définit comme suit

F(e.y) = file,y) * foly) = / ' / "€ fale — €y — n)deds.
(2.2.8)

3. Si l'intégrale (2.2.1) est absolument convergente, la propriété fonda-

mentale du produit de convolution a lieu, i.e.,

L ypofi(z,y) Ly fo(2,y) = Ly f (2,9) (2.2.9)

19



2.2.2 Inversion de l’intégrale de Laplace & deux dimen-

sions

Théoréme 5. Supposons qu’une fonction f(x,y) posséde des dérivées par-

tielles premieres f,(z,y) et f,(x,y) et une dérivée partielle seconde mizte

=y (T, y) et qu’eristent des constantes positives Q, ki et ko telles que pour

tous les x €]0, +oo| et y €]0, +oo[ l'on ait,

1) < QEF=, |2 ()] < Qe
51,
F(p7 Q) - / / efpw*ny(x7y>dxdy’
0 0
alors,
o+iw1 T+iwy
f(x7 y) == wlﬂg'rggﬂoo 27-‘-2 / / epx“l‘qu x y)dpdq’
7 o—iw T—1iw2
ou,

o+100 T+100
fam) == [ [ e

ou, 0 > ky, T > ks.

2.3 Tranformée en 7 a deux dimensions

(2.2.10)

(2.2.11)

(2.2.12)

(2.2.13)

Définition 6. [27] On consideére les deux variables Z, et Z,. La valeur de la

transformée en Z d’un échantillon d’amplitude f(m,n) situé en un point de

coordonnées m et n est alors,

F(Z,,Z,) = f(m, n)Zx_mZy_"

20
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Dans le cas d’une fonction échantillonnée définie sur tout le plan, la trans-
formée s’obtient par sommation

F(Zy, Z,) Z Z fm,n)Z;"Z" (2.3.2)

m=—0o0 N=—0o0
elle est défnie dans un domaine ot la somme converge, en général une cou-

ronne contenant le tore "produit”

Remarque 6. 57 Z, = Z, = 1 de rayon un. Sur ce domaine, elle prend la
forme d’une transformée de Fourier

Z Z fm,n)Z,"Z," (2.3.3)

m=—0o0 N=—00

Remarque 7. Si la fonction f(x,y) peut s’écrire sous la forme d’un produit

fz,y) = h(x)g(y) (2.3.4)

la transformée F(Z,, Z,) est séparable

o

F(Zy, Z,) Z h(x Z 9()Z," = H(Z,)G(Z,) (2.3.5)

ou H(Z,) et G(Z,) sont les transformées de h(z) et g(y). C’est le produit de
deux transformées en z monodimensionnelles. Notons qu’il peut étre pratique
d’utiliser des fonctions séparables pour lesquelles le calcul des propriétés est

facilité.

2.3.1 Lien avec la transformée de Fourier bidimension-

nelle

Si on pose

Zy=c™ (2.3.6)



Z,=eé" (2.3.7)

La transformée en Z s’écrit,

F(Zy, Z,) Z Z f(m, n)eimutn) (2.3.8)

m=—00 N=—00

C’est la transformée de Fourier du signal échantillonnné.

2.3.2 La transformée inverse

C’est la généralisation de la transformée de Fourier inverse.

1 dz,. ,.dZ,
few =13 p |} FE.2)RPET a9

L’intégration se faisant sur un contour fermé autour de l'origine intérieur
au domaine de défnition de la transformée. On vérifie la validité de cette
expression en la reportant dans la défnition de la transformée en Z monodi-

mensionnelle.

2.3.3 Propriétés de la transformée en Z bidimension-

nelle
Transformée du produit de convolution

On remarque que l'extension au cas bidimensionel de la propriété de
convolution reste valide, soit la convolution bidimensionnelle,

fe,y) = filz,y)  folz,y) = ZZflstfam—sy—t) (2.3.10)

—00 —O0

et sa transformée en 7,

o0

F(Zy, Z,) Z Z Z > fils ) fala —)2,°2," (2.3.11)

T=—00 Yy=—00 §=—00 t=—00
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En introduisant artificiellement,
—x 7=y __ r7—T+Sr7—yttry—sr7—t
2,00 =2, L (2.3.12)
I'équation (2.3.11) devient,
F(Zy, Z,) Z Z Z Zflstf2 — s,y —t)Z, "z v g g

T=—00 Y=—00 §=—00 t=—00
(2.3.13)

le changement de variables
¥=x—sy=y—t (2.3.14)

appliqué a I’équation (2.3.11), cela donne,

F(Z,, Z,) Z ZZZflstfgxy)Z 'zvZ;07)!

2/ =—00 y/=—00 §=—00 t=—00
(2.3.15)
équation qui se décompose en un produit,
F(ZeZ) =), >, h@ 272,01 Y h(s02,°7,"
e e (2.3.16)
F(Z,,Z,)) = F\(Zy, Z,))Fs(Z;, Z,) (2.3.17)

ou Fy(Z,,Z,) et Fy(Z,, Z,) sont les transformées en Z de fi(Z,,Z,) et
fQ(Za:aZy)-

Transformée d’un produit

Soit la donnée d'une fonction qui se décompose en produit de deux fonc-

tions

f(z,y) = g(z,y)h(z,y) (2.3.18)
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a pour transformée

F(Zy, Z)= > > glz,y)hlx,y)Z,"Z," (2.3.19)

2.4 2-D Laplace-Z Transformation

2.4.1 Définitions et propriétés de la 2-D s-Z transfor-

mation

Pour les signaux et systémes 2-D continus-discrets, on établit les défini-

tions suivantes.

Définition 7. [30/ On définit la transformée de Laplace 1-D d’un signal 2-D

continu-discret x(t,n) de la premiére variable comme suit,

X(s,n) = /000 x(t,n)e *dt (2.4.1)

et on note,

X(s,n) = Lfz(t,n)] (2.4.2)

Définition 8. Pour un signal hybride 2-D X (s,n), sa transformée de Laplace
1-D partielle inverse est définie comme suit,
o-ico

x(t,n) = / . X(s,n)eds (2.4.3)
ou o > 0 est un nombre réel qui est plus grand que la partie réelle de nimporte
quelle singularité de X (s,n).
On note la transformée de Laplace 1-D partielle inverse de X(s,n) de la
premiére variable

z(t,n) = L7 [X (s,n)] (2.4.4)
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Définition 9. La transformée en Z pour un signal 2-D continu-discret x(t, n)

de la second variable est définie comme suit,

X(t,7) = i o(t,n)Z™" (2.4.5)

n=0

On note la transformation en Z 1-D de x(t,n)
X(t,Z) = Z,|z(t,n)) (2.4.6)
Définition 10. La transformée en Z 1-D inverse est définie comme suit,
z(t,n) = % ]{X(t, 2)2" tdz (2.4.7)
On note la transformée en Z 1-D inverse de X (t,z),
x(t,n) = 2, [X(t,2)] (2.4.8)

Définition 11. La 2-D Laplace-Z transformée d’un signal 2-D continu-

discret x(t,n) est définie par,

X(s,2) = Z/ z(n,t)e S dtz™" (2.4.9)

n=0 "0
On note la 2-D Laplace-Z transformée d’un signal 2-D continu-discret x(t,n)
X(s,z) = LiZ,[x(t,n)] (2.4.10)

Définition 12. La 2-D Laplace-Z transformée inverse d’un signal 2-D continu-

discret x(t,n) est,

1 o+1i00 . L
= — T 2.4.11
x(t,n) Qmj{/a—ioo z(n,t)e 2" dsdz ( )
et on la note,
z(t,n) = (L Z,) [ X (s, 2)] (2.4.12)
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Les propriétés suivantes apparaissent dans [30].

Propriétés 1. Soient X, (s, z) et Xa(s, 2) les 2-D Laplace-Z transformée des

signauz bidimensionnels x1(t,n) et xo(t,n) respectivement, alors,
LiZylaxq(t,n) + bza(t,n)] = aXi(s, 2) + bXs(s, 2) (2.4.13)

Propriétés 2. Soit X (s, z) la 2-D Laplace-Z transformée du signal bidimen-

sionnel x(t,n), et donc,
L Z,x(t,n)] = Z,Li[x(t,n)] (2.4.14)

Propriétés 3. Soit X (s, z) la 2-D Laplace-Z transformée du signal bidimen-

sionnel z(t,n), alors,
(LiZy) Hx(t,n)] = (ZoLe) Mz (t, n)] (2.4.15)

Propriétés 4. Soit X (s, z) la 2-D Laplace-Z transformée du signal bidimen-
sionnel x(t,n), ainsi,

Ox(t,n)
ot

L7, | =sX(s,2) — X(0,2) (2.4.16)

Preuve

En utilisant l'intégration par parties, nous obtenons,

L[ 22bm)) — o0 0ln) o=stgy — g(t, n)e™! |5 +s [o a(t,n)e " dt

= sX(s,n) —x(0,n)

(2.4.17)

Puis on applique la transformée en Z & (2.4.17), U'expression devient,

ZnlsX(s,n) —x(0,n)] = sX(s,n) —x(0,2)
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Propriétés 5. Soit X (s, z) la 2-D Laplace-Z transformée du signal bidimen-
sionnel x(t,n), et x(t,0) # 0, alors,

LiZ,[x(t,n+1)] = 2X(s,2)X(s,0) (2.4.18)

Preuve

Nous avons,

Zolw(t,n + 1)] :j’{ (bt 1)2"ldz = =X (=) — 2(t,0)  (2.4.19)

T

Puis nous appliquons la transformée de Laplace o (2.4.19), et on a,
LizX(t,z) — x(t,0)] = 2X(s,2) — X(s,0)

O

Propriétés 6. Soit X (s, z) la 2-D Laplace-Z transformée du signal bidimen-
sionnel x(t,n), alors,

z(t,n+1)

L, Z,[0 ( pr | =s2X(s,2) —sX(s,0) — 2X(0, z) + x(0,0) (2.4.20)

Preuve

On utilise une approche par integration par parties, nous avons,

Lt[ax(t,n-i-l)] _ f

= 2 0t gt — p(t 4+ m 4+ 1)e ™| + s [ w(t,n+ 1)e ™dt

0
=sX(s,n+1)—x(0,n+1)
(2.4.21)

Puis on applique la transformée en Z & (2.4.21), on a,
Zn[sX(s,n+1)—z(0,n+1)] = s2X(s,2) — sX(s,0) — 2X(0, z) + 2(0,0)

|
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Chapitre 3

Systémes Bidimensionnels

3.1 Introduction

Récemment les systémes bidimensionnels discrets ont fait I’'objet de nom-
breuses recherches, cela vient du fait que plusieurs phénoménes liés a la
technologie digitale, le traitement de l'image, la géophysique, la robotique,
peuvent étre représentés a travers la théorie des systémes bidimensionnels.
La propriété fondamentale de ces systémes est qu’ils propagent I'information
dans deux directions indépendantes ou par deux éléments 2!, z, ' dans la
théorie des circuits. L'une des méthodes d’analyse s’inscrit dans 1’extension
des techniques qui existent dans le cas 1-D. L’analyse des systémes peut étre
étudiée a travers les espaces d’état ou par les fonctions de transfert. Nous
considérons ici les systémes a temps discret, a temps continu-discret et a
temps continu, respectivement. Il existe trois modéles d’espace d’état clas-

siques 2-D a temps discret, citons,
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1. Le modéle de Givone-Roesser [16]
2. Modele d’Attasi [2]
3. Modeéle de Fornasini-Marchesini [12] et [13]

que nous tenterons d’ adapter aux cas continu-discret et continu-continu.
Givone-Roesser, S.Attasi, et Fornasini-Marchesini sont considérés comme les
précurseurs de la théorie des systémes bidimensionnels. Dans les années 1970,
ils ont introduit une description de ces systémes par des modeéles d’état li-
néaires qui ont permis la conception de tests de controélabilité, d’observabilité,
d’atteignabilité et de stabilité de phénomeénes décrits par de tels systémes.
Plus particuliérement, le modéle de Roesser a été adapté au cas bidimension-

nel continu-discret et au cas bidimensionnel continu.

3.2 Modéles d’espaces d’état classiques bidimen-

sionnels a4 temps discret

3.2.1 Modéle bidimensionnel de Givone-Roesser

En 1972, Givone et Roesser ont introduit le premier systéme d’état pour
la théorie des circuits linéaires itératifs [16], [26]. Un circuit itératif est une

combinaison de cellules individuelles, Les équations d’entrée et de sortie sont,

al (iy 4 1,is) A Apg al (iy, i) By .
- = o]t u(, 7)
Ifm (Zl, 19 + 1) Agl AQQ QZ';)LQ (21, 22) B2

xh (iq,1
nl( ! 2) —{—DU,(Zl,Zg)

y(i,j) = ( G G > b (iy,12)
(3.2.1)
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ou,

— 2"(i,7) € R™ vecteur d’état Horizontal
— 2Y(i,5) € R" vecteur d’état Vertical

— y(i,7) € RP vecteur de sortie

— u(i,j) € R™ vecteur d’entrée

L’espace d’état du modeéle (3.2.1) peut étre écrit sous sa forme compacte,

j?(il, Zg) = Al’(’il, 22) + BU(il, Z2>

(3.2.2)
y(i,7) = C'x(iq,42) + Duliy, ia)
ou,
at (ip + 1,4
i) = | TR ) g
xfm (il, 19 + 1)
et
xt (iq,1
x(iy,i9) = m (01, 72) € Rritn2
xy (i1, 12)
A Aig B,
A=  B= ,Oz(q @)
Ay Ago By

Aq1, A1, Aoy, Agg, B, By, C1, Cy, sont des matrices réelles de dimension ap-
propriée et d un scalaire.
En appliquant la 2D Z-transformée a (3.2.2), avec les conditions initiales

nulles, la fonction de transfert prend la forme suivante,
Hy(21,20) =C'[Z — A|7'B+ D (3.2.3)

avec, Z = 211, ® 291, & désigne la somme directe.
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3.2.2 Modéle bidimensionnel de Attasi

En 1972, S.Attasi propose le modéle bidimensionnel [2] et [26]

23'(21 + 1, ig + 1) = Alx(il + 1, Z2) + Agﬂf(il, i2 + 1) + A0$(i1, ZQ) + BU(il,ig)

y(’il, 22) = C”m(z’l, ZQ)
(3.2.4)

En ayant la 2D Z-transformée, la fonction de transfert prend la forme,

Ha(Zl, ZQ) = C/[Zl,ZQ[ — ZlAl — ZQAQ — Ao]ilB (325>

3.2.3 Modéle bidimensionnel de Fornasini-Marchesini

Fornasini-Marchesini proposent les modeéles 2D suivants [12], [13] et [26].

Le premier modele d’état 2D a été introduit en 1976,

13(21 + 1, ig + 1) = Aol’<i1, 22) + Alx(il + 1, 22) + AQZ’(il, iQ + 1) + Bu(il,i2>

y(il, ZQ) = Cl$(i1, Zg)
(3.2.6)

dont la fonction de transfert est,
Hfml(zl, ZQ) = O/[legj — ZlAl — ZQAQ — AQ]_IB (327)
Le second modéle 2D,

1’(21 + 1, ig + 1) = Alx(il + 1, 22) + Agx(il, iQ + 1) + Blu(il + 1, ZQ) + Bzu(il,ig + 1)

y(z’l, 22) = Clﬁ(il, ZQ)
(3.2.8)

ayant pour fonction de transfert,
Hfmg(zl, 22) = C/[legj — ZlAl — ZQAQ]ilBlzl -+ BQZQ (329)
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3.3 Singularité et régularité des modéles bidi-
mensionnels

Soit R™*™ P’ensemble des matrices réelles. L’ensemble des entiers relatifs
non-négatifs est noté 7.

On considére dans [21] le systéme décrit par les équations suivantes,

Exiprj01 = Aozij + A1giji + Asijin + Buyj (3.3.1)

ou z;; € R" est le vecteur d’état au point (7,7), u;; € R™ est le vecteur
d’entrée, y;; est le vecteur de sortie et £ € R"*", A, € R™", k =1,2,3,4,
B e Rm™ C e RP™ D e RP*™.

Les conditions initiales pour (3.3.1) sont données par,
Tip pour i € Zy et xo; pour j € Z (3.3.2)

Définition 13. le modéle (3.3.1) est appelé standard si E = I,, (la matrice
identité) et il est appelé singulier si detE = 0.
Si

det|Fzzg — Ag — A121A225] # 0 21, 2o € C (3.3.3)

le modele (3.3.1) est appelé régulier.
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3.3.1 Extension du modéle bidimensionnel de Roesser

En se référant a [16] et [21], nous pourrons étendre le modele 2D de

Roesser a la forme suivante,

p
E .I‘él+17j _ All A12 'T?] n F1 0 .CC?J+1 n
T i Ay Ag T3 U Tiv1,

zh
yij:<01 Cg) ! +Duij
V.
\ v
(3.3.4)

ou xlh] € R™ est le vecteur d’état horizontal, 2}, € R" est le vecteur d’état
vertical , u;; € R™ est le vecteur d’entrée, y;; € RP est le vecteur de sortie,
Ay, Fr € RM* ™M Ay By € R™*™ F € RV™ n = ny + ny, By € R™M*™,
By, € R™*"2 () € Rm*P, (Cy € RP*™ D € RP*™,

Définition 14. Le modeéle (3.3.4) est appelé standard si E = I,, et appelé
singulier si detEl = 0.
Si
Enz — An — Fiz FEi225 — Apa £0 (3.3.5)
Eo121 — Ay FEogzy — Agy — Fozy
Pour tout z1,2z9 € C

alors le modele (3.3.4) est appelé régulier.

Remarque 8. Quand Fy =0 F, =0 dans (3.53.4), nous obtenons le modéle
de Roesser (3.3.1).
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Théoréme 9. (Modéle Réduit)
Le modele (3.3.1) peut étre réduit a la forme,

Avofij + Avl%i_HJ + g2§i,j+1 + Euij =0

i (3.3.6)
ou bien
AT irAllggﬂ,j + AT 1 + Bluyy =0 (3.3.7)
ol
Tit1,5 7 A A A 00
f]zy = o ) 0= 1 ! ’ Al B 7
Tij In 0 0 _["
N —F A, . B s
i | _ . C=(0C)
0 0 0
xi‘ ~ A A - —E A
e e R T A T = )
Tij L 0 ! !
/ 0 0 3 b o
Ag = s B":= ’ ¢h= ( 0 ¢ )

3.4 Solution du modéle de Roesser

Cette section, joue un role clé, puisque la recherche de la solution est une
information capitale en elle-méme, ainsi elle peut aussi étre exploitée de fagon

a répondre & d’autres aspects telle, notamment, la stabilité. On considére le
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modele bidimensionnel [19],

p

2y + 1,4 z(iq, i
( ! 2) = A ( ! 2) + BU(il,i2>
ZEU(il, iQ + 1) ZBv(il, ZQ) (3 A 1>
?/h(ibiz) _C ﬂfh(il,%)
yv(ibiQ) xv(i17i2>

\

ou,

11,12

( € R™ vecteur d’état horizontal
— 2Y(i1,19) €
(

R™ vecteur d’état vertical

h

— y"(21,12) € RP vecteur de sortie horizontal

)
)
— y"(i1,12) € RP vecteur de sortie vertical
— u(iy,iz) € R™ vecteur d’entrée
et £, A, B et C sont des matrices réelles de dimension appropriée. On par-

titionne ces matrices comme suit,

Ell E12 All A12 Cll 012
jo A= C=
E21 E22 A21 A22 021 022
Eilig € RnilxniZ, Ailig € RMi*Mia e, 02'11'2 € RPin*Mig pour 41,19 = m et on

suppose que le modéle (3.4.1) est régulier, d’ou,

-1
Eiyz1 — A Eraze — Ap i i —(i1+1) _—(i2+1)
= ﬂl,izzl ' Z9 ’ (342>

Eoiz1 — Agy Eaozg — Ago i1=—p1 ig=—p2
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ou p; et po sont les indices de nilpotence et T;, ;, sont des matrices de tran-

sition définies par les relations suivantes,

I, pour iy =iy =0,
[El 0] 15, ig—1F [O E2:| T i+ AT 11 =
0 pouri; #0et /ouiy#0.

(3.4.3)
Ti—14, =0 pour iy < —py et/ou iy < —po
Nous allons dans ce qui suit caractériser la solution du modeéle (3.4.1).
Théoréme 10. La solution du modéle (3.4.1) avec des conditions initiales

est de la forme,

w(n,m) = St S el i1 Buliy, ia)

. " 2 - (3.4.4)
+ZZL+€1 n 11— 1mE2x (217 )+ ZnJr”Q nm 12— 1E15L’ (O Z2)
et sa sortie s’exprime comme Suit,
n+pui—1 m+us—1 . .
yh(n ) Zil %1 21-2 32 Tnfilfl,mfigleu(ZhZZ)
C + ZZH_SLI 1 n i1—1 mEJ}SIj (Zlu O) (345)
yv<n, m N — 1
+Zz2 =0 nm ig— 1E1$ (0 Z2)
Preuve
I’équation (3.4.1) peut s’exprimer comme suit,
En Eig| |2(ii 4 1,i2) Ay A |2"(ir,d2) By o
- = N u(ia, iz)
Ey Byl |2¥(i1, i+ 1) Ap Aga| |2¥(i4, 12) By
3.4.6)
ou bien,

Enal(iy 4 1,i2) + B (iv, i + 1) = Ana”(iv, iz) + Arpa® (i1, i2) + Biu(iy, iz)
E21$h(i1 + 1, 22) + Egng(il, ig + 1) = Agll'h(il, 22) + AQQ;TE(Z.l, 'Lg) + Bgu(il, 22)
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En appliquant la transformée en Z bidimensionnelle a I’équation (3.4.1), nous
obtenons,
( Enz X2y, 20) — A X (21, 20) + B1o22 X (21, 22) — A XM(21, 2) =
= Bz X0, 20) + Ei1220XV(21,0) + BiU (21, 20)
Eo121 X (21, 20) — Aga X (21, 20) + Fop20 X (21, 22) — A XM (21, 2) =
| = Eo1 21 XM0, 29) + B2 X?(21,0) + BoU (21, 29)

ou dans une forme plus compacte,

Ellzl — All E1222 - A12 Xh<zlu 22) _ Ellzl E1222 Xh<0, 22) +BU(217 2’2)
E2IZI . A21 E22,Z2 . A22 Xh(217 Z2) E2121 EQQZQ Xh<217 O)

—1
. Enz — A Eipzy — Ap . .
Puisque existe pour un certain couple de nombres
Eyzi — Agr Eppzy — Ag
(21,22) € C x C, alors,
~1

XMz, 2 Ei1z1 — A1y Eppzg— A Ei1zy Eisz XM0, »
( 1 2) _ 1171 11 1272 12 1171 1272 ( 2) —I—BU(zl,zQ)
Xh(Zb 22) Eyzy — Ay Eapzo — Ao Eoz1 Bz Xh(zla 0)
En utilisant (3.4.2), nous obtenons,
Xh<21,22) 0 00 —(i1+1) —(ia+1
= Zilz—ul ZiQZ—Mz ElviQZl (it )ZQ( Y
XU<21,ZQ)
Fiz1 Froz XM0, z
1171 1222 ( 2) +BU(21722)
Eoz1 Eagze Xh(Zl,O)
(0 Z2) 11 — (22
= Zu—*#l 212 —H2 711'1#? |:E121 E222] ( +1)22( )
Xh(zl) )

—(i1+1) _—(i2+1
e Ton TV TV BU (21, 2)
B 2217—111 Zzz*—uz Tiyin2r (11+1)752_(i2+1)21E1Xh(0, 2)
+ Zh —p1 212*—;@ Tll 1221 (“+1)22_(i2+1)22E2X1}(2’17 0)
+ ZZ1 —H1 ZZQ——MQ El 1271 (“+1)22_(i2+1)BU(217 2’2)

37



Moyennant la transformée en Z bidimensionnelle inverse, il s’ensuit le résultat

suivant,
Xh(Zl ZQ) . )
1 ) n—1 —(t1+1) _—(i2+1) h
P A dn =g $ 3 Y, Tt 2 21 E1X7(0, 22)
J v J H 1
X (21722)
n—iy—1_—(i2+1) v
e D Tnind Ty T 22 B X (21, 0)
n—iy—1_—(i2+1)
+ Zn——ul er—m Tn,zzzl Z9 BU(Z1, 2’2)
soit, donc,

X"(n, z) 1 oo ;
=, fan! Zigi—,ug Toii—1,i2%9 (et )Bu(ll»'zZ)

=0
X"(n, zo)
+zn+ﬂl ! 212_7“2 Tn i1— 112E222 e (Zl,O)

+ Zm:wz Tn:i2E1Z2 (et Xh(()’ 22)

Puis on applique la transformée en Z bidimensionnelle au deuxiéme compo-

Sant, nous aurons,

%j $ ) 2tz = 27r] $ Znﬂ“ ' 212_7% Tn,irl,izzg*iTl*lBu(il, 29)dzy
X (n,22
+27U fszﬂul 1212—_112 Tn 11— 1122721 = E2$U(i170)d22

+27rj §Zlg =2 11,12 721 ZA2_1_1E’l$ (07Z2)d22

d’ou la solution de (3.4.1) est,

X" (n,m) - - L - .
) — Z?lil(l)l 1 Zgigz 1 Tn_il_lﬂm_@_lBu(ll, 12) —+ Z:i‘gl 1 Tn—i1—1,mE2xv(21’ 0)

+Zn+u2 1 nm ig— 1E1.§C (O Z2)

i2=0

et I’équation de la sortie sera donc,
n+p;—1 m—+pz—1 ..
) > iy —1,m—in—1 Bu(i, iz)

X" (n,m) it ”
, =C —+ ZH*O Tn—il—l mEQI (Zl, 0)
X?(n,m) I
+222 =0 nm ig— 1E1:E (0 22)
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O

Pour plus de clarté nous illustrons ceci par un exemple.

Exemple 2. F =

c=1lo 10 1]
D =1 On obtient,
10

E11: aE
01

21 —

S = O O

0
0
A =
0
0
) E12 —
0
-2
Ay =
1
Eiyz — An

det(z1, z2) = det

= det

21

0

—1

21—1

Ainsi le systéme est régulier et nous avons.
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Bz — A21 Eayzo — A22

0O -1 0 -1
0 1 0
-1 -2 0 1
0 1 0 O
1
7E22:
0
0 —1
;A22_
0 1
Ei9z9 — Ay
0 -1
0 1
= TZ1%2
Z9 —1
0 O




-—ZQ —Z9 O —Z122 |
1
Eyzy — A Bz — Ajg 1 0 0 0 2129
FEozy — Ao Eopzg — Ag i S A R 2
0 2120 0  —zi20+ 232
z ! 2t 0 1
0 0 0 —1
N —zflzgl —z;l — zflzgl —z;l 22;1 — 2122’1
0 —1 0 1+ 2

Les indices de nilpotence i1, po sont,
M1 = 2a Ho = 1

d’apres 3.4.2 on a,
-1

Fiz —An Eiazo — App o o —(i4+1) _—(k+1)
= e 92 e Likz Z9
Forz1 — Ay Eagzo — Agp
-1 -1
=T 9 121 +T 992125 +T_1 1 +T 102
-1 -1_-1
+To,-120 +Topzr 2

Ainsi les matrices de transitions sont,

000 O 000 O 0 0 0 1
000 O 00 0 O 0 0 0 -1
T—27—1 = ) T—2,0 - ) T—l,—l =
000 O 000 -1 0 0 0 0
00 0 —1 000 O 0 -1 0 1
0 0 0O 1 100 0 0 00
0 0 00 00 0O 0 0 00
Tfl,O - ) TO,fl — ; TOU -
0 -1 1 2 0 00O -1 -1 0 0
0 0 00 00 0O 0 0 00
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Nous obtenons une premiére formulation de la solution,

x(n,m) = Y rtmotsvmtme=ty o k1 Bu(i, k)
+ 3 T T m Baa (6, 0) + 300 T i1 Era"(0, k)
=T 5 1Bu(n+1,m)+ T soBu(n+1,m—1)
+1_1 _1Bu(n,m) +1T_1 gBu(n,m — 1)
+T6_1Bu(n —1,m) + TooBu(n — 1,m — 1).

Plus explicitement, la solution du systéme est,

000 O 1 000 O 1
000 O 0 000 O 0
x(n,m) = u(n+1,m) + u(n+1,m—1)
000 O -1 000 -1} |-1
000 —1 1 000 0 1
0 0 0 1 1 0 0 00 1
0 0 0 -1 0 0 0 00 0
+ u(n,m) + u(n,m —1)
0O 0 0 O -1 0 -1 1 2| |-1
0 -1 0 1 1 0 0 0O 1
1 100 1 0O 0 0O 1
0 00O 0 0 0 0O 0
+ u(n —1,m) + u(n —1,m—1)
00 0 0] |-1 -1 -1 0 0| [—-1
00 0O 1 0 0 0O 1

En d’autre termes,

—u(n,m) +u(n —1,m)
—u(n,m)

—un+1,m—-1)+unm—-1)—un—-1,m—1)

—u(n +1,m) + u(n,m)
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et la sortie devient,

—u(n,m) +u(n —1,m)

ynm) =0 1 0 1] “im) + u(n,m)
—u(n+1,m—1)+un,m—-1)—uln—1,m—1) :

—u(n+ 1,m) + u(n,m)

= u(n,m) —u(n+ 1,m).
3.5 Solution du modéle étendu de Roesser

Nous nous basons essentiellement sur [21]. Nous considérons dans un pre-

mier temps le cas particulier de (3.3.1) ou E =0, i.e.

Aozij + A1z j + Aszi ji1 + Buj =0 (3.5.1)
sous I’hypothése suivante

det[Ayz+ As) #0  pour tout z € C (3.5.2)

Théoréme 11. Si la condition (3.5.2) est satisfaite alors I’équation peut étre

réduite a la forme

h h h
= + + Uyj
ZEZJ-JFI A21 A22 ZE;)J- O F2 I;-}+17j Bg
(3.5.3)
ot x%,azfj, w;; et les sous-matrices A;j, B;, F; (1,7 = 1,2) sont bien définies

Tt

Remarque 12. Pour trouver la solution Y| de (3.5.3), il est nécessaire
de connaitre les conditions initiales,

xgj pour j € Zy et xy, pour i € Z (3.5.4)
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et u;j pour i,j € Z,.
Nous avons, cependant la caractérisation suivante,

Théoréme 13. La solution de l’équation (3.5.3) avec conditions initiales

(3.5.4), est donnée par,

itj—1 pHq<i+j
vij= > (TR zorn + T (k)zeio) + > Wiylp,@up,  (3.5.5)
k=0 p,q=0
ol
ZEZL All A12 F1 0
Lij = R T111(0) = ) Th(1) ==
:Efj 0 0 0 O
) 0 0 ) 0 0
T7(0) == TH(1) = )
Ay Ag 0 Fy

0 pouri=1k<j—1
T}, (0) pouri=1,k=j—1
Téh(k:) _ T} (1) pouri=1,k=j
Tlll(o)Tz‘l—Lj(k) + Tlll(l)j—‘z‘l—hl,j-i-l(k) pouri>1,0<k<i+y
0 pour it <0 etouj<O0
etou0<k>i+7
\ ( (3.5.6)
T121<0)Tilfl,j(k) + T121<1)Tz'1—v1,j+1(k) pour 0 <k <i+1
ﬂb'v(k): 0 pourt <0 etouj <0
etouk>i+7
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(

THO)T? (k) + TH()TH 544 (R)

2h
Tz‘j (k) =140
\
r
0
T1,(0)
T (1)
2v
Tz‘j (k) =
0
et
WH(O, 1) =

Whp,q) ==

;

0

0

TH(0)T2 4 (k) + T (1)

By

Tz‘2—h1,j+1(k)

pour 0 < k <i+1
pour i <0 et ouj <0

etouk >1i+7

pourj=1k<j—1
pouri=1k=7—1
pouri=1, k=1

pour 3 >1,0<k<i+j
pour i <0 etouyj <0

etouk >1i+4j
(3.5.7)

0

) W11<170) = )

0
Wii(p,q) = Wi(p,q) + W(p,q)

Wll (07 1)
T111(0)Wi—1,j (pa Q>

+T111<1)Wi}il,j+1<pa q)
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By
pour 4,5 2 1, p,q 20,
pouri=1¢et (p#£0 ouq#j)

pourp=1i—1,q=17

pouri>1,1<p4+qg<i+y
pour p <0 etouq<0

etoup+q>i+g



0 pourj=1et (p#iouqg#0)

Wi1(0,1) pourp=1i,q=7j—1

T1l1 (O)Wi,j—l(pa Q>
Wh(p,q) =

+T111<1)W£H,j71(p7 q) pouri>1,1<p+qg<i+j

0 pour p <0 et ouqg<0

etoup+q>i+g
\
(3.5.8)

Preuve

On remarque qu’on peut écrire I’équation (3.4.3) en utilisant (3.5.6)-(3.5.8)

comme

zij = T1(0)ziy; + T (D@1 jia + Wia(0, Dy + T3 (0)x 51 4 171 (2)Tig1, -1
+Wia (1, 0)u; -1
(3.5.9)

On substitue (3.5.5) a la partie droite de I’équation (3.5.9) et en réutilisant
(3.5.6)-(3.5.8), alors,
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T111(0>[ ;1{)72 Tz‘l—l,j(k)IO,kH + Tz‘2—1,j(k)=’”k+1,0

+ 3 I T T W (0, q) )

+T111(1) + ?;joil Tz‘1—1,j+1(k)370,k+1 + 71‘2—1,j+1(k7)$k+1,0

+ Zz;q;oiﬂ Wit j+1(p, q)tipg]

+T7(0) + [ 236_2 Til,j+1(k)350,k+1 + E?j—l(k)xk-&-l,o

+ 3T T W1 (P @)t

+T7 (1) + 21%_1 Til+1,j+1(k)f’50,k+1 + Eil,j—l(k)xk+1,0

+ EZ,Z‘LEM Wis1,j-1(p, @)up]

+Wi1(0, Dwj—y,; + Wi (1,0)w; ;1

= S (T (R)mo st + T2 (K)akr1,0) + Y0 H5 Wisi(p, @)upg =
Ainsi, (3.5.5) satisfait I’équation (3.5.3). O

Le résultat suivant portant sur la transformation du modele (3.5.3) servira a

une nouvelle caractérisation de la solution,

Théoréme 14. Si detFy # 0 alors le modéle (3.5.3) peut étre transformé en

un modeéle standard,

Tij+1 = Fryg+ Grig; + Huy; (3.5.10)
ot
Zi; = i P —F Ay —F M Ap |
x;}j_l A 1 A (3.5.11)
N e e
0 F B,

et si detFy # 0, alors le modéle (3.5.3) peut étre aussi transformé en un
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modeéle standard

= F/ZL‘Z‘]‘ + GIZ'H_L]‘ + H/U,ij

Tij+1
h
Ty = IL‘” ,F/ — All A12 ’
1’% _F2_1A21 —F2_1A22 (3512)
Gl = Fl 0 Hl = B1
O F2_1 _F2_1BQ

Nous présentons ici deux résultats concernant la résolution des équations,

Théoréme 15. La solution de l'équation (3.5.12) avec les conditions initiales

Zio, © € Z4 est donnée par,

j—1 5-1
ZTkgl’z—&-kO + Z Tyj1Huigg1 + Hugj o (3.5.13)

I=1 k=0
ou la matrice de transition est définie comme suit,

(

I, pour k=7=0

Ty = FTy ;1 +GTy1 -1 pourk <j (3.5.14)

0 ailleur.
\
D’une maniére analogue la solution de l’équation (3.5.12) avec des conditions

initiales xoj,J € Z4 est donnée par,

i—l il
(3.5.15)

Zﬂk$03+k+22ﬂ LeH W e + H'ugq

=1 k=0

et sa matrice de transition est,

;

I, pouri=*k=20
Tik = F'Ti1 g+ GTi1 1 pour k < i (3.5.16)

0 ailleur.

\
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Preuve

la substitution de (3.5.13) dans (3.5.10) et l'utilisation de (3.5.14) donnent,

FZCZ']' + Gxi-l—l,j + H'UJU
= F(Zizo ThiTitro + Z{;l Z?;lo Ty jorHuwip g -1 + Huj1)
+G(Zi:0 Thj%ivk+1,0 + Z?:—f Z?:o ThjiHiyp g1 + Hugpr j—1) + Hugy = 24541

d’on, (3.5.13) satisfait I’équation (3.5.10).

On démontre la seconde partie de la preuve d’une facon similaire. O

Remarque 16. Dans le cas général, c’est-a-dire le cas du systeme (3.3.1),
on suppose que detA, # et ou detAy # 0.
Si le rang de E = r < n, alors il existe des matrices non singuliéres Ty, Ty €

R™™ telles que,

0 I,
T\ET, = (3.5.17)
00

On multiplie (3.3.1) par Ty et on définit le nouveau sous-vecteur x}j e R,
1
2 Lij —1
ry; € R par ) =Ty "z, nous obtenons,
Ty

2 _ A0 .1 0 ,.2 1.1
Tit1,441 = A1193ij + A12%‘j + A1193i+1,j

1.2 2 .1 2,2
F AT T AT+ AL + Buug

3.5.18
0=A% 2L + A% 22 + AL al . . ( )
21%4j 22435 21%i+1,5

1 2 2 1 2 2
+ AT+ A5 Ty T ARy + Bawyj
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et on pose,

. Aty Al
Ak = TlAkTQ = y k= 07 1, 2,
Aj A3
B
TB=| " (3.5.19)
By

Allcl c Rrx(n—r)j Bl € Rrxm
14152 c Fi(n—r)xr7 B, € R(n—r)xm.

On note que si detA; # 1, cela implique que

Ay = ( AL AL ) (3.5.20)

et Uinverse a droite de la matrice (Aj A7 = I,,_,) existe et est de la forme
Ar=AT[A, AT (3.5.21)
En utilisant (3.5.21) et (3.5.18) on aura,

x?ﬂ,j A21(A(2)1$ + A22% + A21$u+1 + A22ng+1 + Byuij)  (3.5.22)

ol AQl = A%g[ﬁl AT]_l.
de (3.5.18) et (3.5.22), on obtient,

0= AOII + A} 2% + Allxz—l—lj + A12xz+ly
(A3 + Agy + AY)al L+ (A + Ay + AY)a? (3.5.23)
Jr1421(/121$m+2 + A22xz]+2 + Byuj1) + Biug.

Les équations (3.5.18) et (3.5.23) peuvent étre écrites sous la forme suivante,
Aol‘ij + All'i+1’j + A;J/’Z’7j+1 + Agxi,j_i_Q + Bguij + Blu,;’jﬂ =0 (3524)
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ot Ay et Ay sont définis par (3.5.18) et

[ AL+ AnAY AL+ Ay A, s An A3, Ay Al
2 ) 3 I
A2, A2, 0 0
_ B _ Ay B zl
B() = ! 3 B1 = 2 y Ti; = *

de (3.5.18), on déduit que detA; # 0 ce qui implique que detA, # 0 et de
(3.5.24) on a,

Tit1,j = A(]xij + A2Ii’j+1 + A3ZL’Z'7]‘+2 -+ Eouij + Blui,jﬂ (3525)

ol

~

Ag = —A Ay, Ay = — AT AL, Ay = AT Ay,

. L . o (3.5.26)
By := —A['By, By = —A['B,
D’une facon similaire, si detAy # 0 alors la matrice
1212 = [Agl A%z] (3.5.27)
et son inverse a droite existe.
Ay = AT[A, Al (3.5.28)
Nous obtenons alors,
Tij+1 = Aloxij + All%‘ﬂ,j + Aéxwzj + B(’)Uij + Bluisy (3.5.29)
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ol

~

Ay =—A7'A,, A =-A7'A, A= -A7' AL
By :=-A;'By,  Bj:=-A;'Bj,

AL+ Ay AY Al + ApAY, ApAl ApAl

Al = : : , Al =
A 1
Bl = B , B .= Anb y o Xy = K ;
B 0 2
2 ij

AQQ = A%g [AQ Ag] .

Théoréme 17. [21] Si detA; # 0 alors le modéle (3.3.1) peut-étre réduit
au modeéle standard (3.5.25) et si detAs # 0 alors (3.3.1) peut-étre réduit au
modele (3.5.29).

Notons que pour trouver la solution de x;; pour 1,j € Z, de l'équation
(3.5.25) nous utiliserons juste xo; pour j € Zy et u;; pouri,j € Zy.

D’une facon semblable, pour trouver la solution de x;; pour i,j € Z
de Uéquation (3.5.29), nous utiliserons juste x;o pour i € Zi et u;; pour

i,j €7,

Théoréme 18. La solution (3.5.25) sous les conditions initiales x;, j € Z
est donnée par

i—1 2(i—1)—1

%
Tij = ZTikxO,jJrk + Z Z Sic1—1, kULt j (3.5.30)
p =0 k=0
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ol

’

(

By

By

0

\

I,

pourt =k =10

ATy g+ ATy 1oy + ATy 1y pour 0 < k < 2

0

pour i <0 et ou k <0
et ou k> 21
(3.5.31)
pourt =k =10

pouri =0, k=1

AoSic1ge + AsSio1p1 + AsSi1p—2 pouri>0, k>0 (i+k)>0)

pour i < 0 et ou k < 0.
(3.5.32)

La solution de l’équation (3.5.29) avec les conditions initiales x;o, i € Z est

donnée par

ou

[

j—12(-0)-1

2j
Lij = ZT]gjxi-i-k,O + Z Z S]Ig,j_l_1ui+k,l (3533)
k=0 =0 k=0

I, pourk =7 =0

At Aeali
AOTk,j—l + A2Tk:—1,j—1

+A£’>Tl::—27j_1 pour 0 < k < 2j (3.5.34)
0 pour k <0 et ouj <0
et ou k > 2j
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et

By pourk=3j=0
By pourk=17=0
S = ,216 i 1+A’ A (3.5.35)
+ A, h2.1 pouri>0,k>0(k+j+)>0)
\0 pour k <0 et ou j <O0.
Preuve

On substitue (3.5.30) dans (3.5.25) et moyennant (3.5.31) et (3.5.32), on a,

onij + A2xi g4+l T A3$ij+2 + Bouij + B1Uij+1
- AO(Zk o LikTo itk + Z ke ]o V- Si—l—l,k:ul,j—i-k)
+A2(Zk o TikZo,j k1 + Z k(]o v 1Si—z—1,kul,j—k+1)
+ A5 (o Tto ez + i kjo - LSkt ko)
+BOUiJ’ + Blu,-jﬂ
Z%L Tiv1xTojk + Zz 0 Ek i Si kUL 1k = Tit1
d’o, la relation (3.5.30) satisfait I’équation (3.5.25). La preuve de la seconde

partie est analogue a la premiére. O

La solution de I’équation (3.5.10) avec les conditions initiales x;9, ¢ € Z est

donnée par,

j—1 j—1
ZTk]kao +) ) Skjoimttigk (3.5.36)
1=0 k=0
’In pour k=j5=0
Thj = FTyj1 +GT 11 pour 0 <k <j (3.5.37)
0 ailleur

\
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;

H pour k=35=0

Skj = FSk,j—l + GSk—l,j—l pour 0 S k S j +1

0 ailleur

(3.5.38)

La solution de I’équation 3.5.12 avec les conditions initiales x;9, i € Z, est

donnée par,
-1

j
o / /
Tij = E Tioj+k + S 11 kUL j+k
k=0 ! 0

<.
[y
.

Il
o
£
Il

ot,
.

I, pour i =k =0

Ty, : FT i+ GTy1 51 pour 0 <k <1

0 ailleur
\

(
H' pour : =k =0
!

ik TS+ GS o pour 0 <k <i+1

0 ailleur

\

(3.5.39)

(3.5.40)

(3.5.41)

3.6 Modéle a espace d’état bidimensionnel a

temps continu-discret

Dans un méme élan nous explicitons les modéles bidimensionnels étudiés

plus haut sur un domaine & temps continu-discret. Nous adapterons les trois

modeéles classiques au cas continu- discret.
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3.6.1 Modéle bidimensionnel de Givone-Roesser a temps

continu-discret

Nous proposons, une écriture du systéme de Givone-Roesser dans le nou-

veau contexte, et nous obtenons,

ik (t,1) Ay A al (t,1) B,
.Z'zQ (t, 1+ 1) A21 A22 va (t, Z) BQ
xﬁl (t,1)

xy (t,1)

yti)= (o o)
(3.6.1)

ot,

— 2h(t,i) € R™ vecteur d’état Horizental
— 2°(t,i) € R" vecteur d’état Vertical

— y(t,7) € RP vecteur de sortie

— u(t,i) € R™ vecteur d’entrée

Tout comme le cas discret, il peut-étre mis sous sa forme compacte,

x(t,i+ 1) = Az(t, i) + Bu(t,i)
y(t, 1) = C'x(t, 1) + du(t,q)

(3.6.2)

ot,

$(t,l) _ ni c Rn1+n2

z(t,i+1)=



Ao Ay A B By ,CI(C’l 02)
Ag Agy By
Aq1, A1, Aoy, Agg, B, By, C1, Cy, sont des matrices réelles de dimension ap-
propriée et d un scalaire.
Le fait que le systéme se compose d’une variable entiére et d’une variable

continue, et dans un souci d’obtention de la fonction de transfert, nous uti-

liserons la 2D sZ-transformée a (3.6.2), avec conditions initiales nulles,

Hy(s,2) =C'[sz — A|"'B+d (3.6.3)

3.6.2 Modéle bidimensionnel de Attasi

Le suivant modéle est adapté au cas continu-discret,

(tyi+ 1) = Ayi(t, i) + Asx(t, i+ 1) + Aoz (t, 1) + Bu(t, 1)
y(t, i) = C'z(t,1)

(3.6.4)

Ainsi,en appliquant la 2D sZ-transformée, la fonction de transfert prend la

forme suivante,

H,(s,2) = C'[sz] — sA; — zAy — A 'B (3.6.5)

3.6.3 Modéle bidimensionnel de Fornasini-Marchesini

Nous proposons une formulation du modéle de Fornasini-Marchesini par

rapport au cas continu-discret,

(tyi+ 1) = Ag(t, i) + Arx(t, i) + Asx(t,i+ 1) + Bu(t, 1)
y(t, 1) = C'z(t,1)

(3.6.6)
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Le premier modéle 2D de Fornasini-Marchesini & temps continu-discret a

pour fonction de transfert,
Hpmi(s,2) = C'lsz] — sAy — 245 — Ag) ' B (3.6.7)
Le second modéle 2D de Fornasini-Marchesini,

(t,i+1) = Ayt i+ 1) + Agx(t,i + 1) + Byu(t,i) + Bou(t,i + 1)

y(t, i) = C'z(t,1)
(3.6.8)

Le second modele bidimensionnel Fornasini-Marchesini & temps continu-discret

a pour fonction de transfert,

Hypo(s,2) = C'lszl — sA; — 2A5) ' Bis + Byz (3.6.9)

3.6.4 Modéle bidimensionnel général & temps continu-

discret

Le mode¢le ci-dessous, est 'expression générale qu’on retrouve dans les

systémes linéaires [20], sous la forme suivante,

Ei(t,k+1) = Ax(t,k + 1) + Bx(t, k) + Ci(t, k)
‘f‘DoU(t, ]{3) + Dlﬂ(t, /{3) + DQU(t7 k + 1)

y(t, k) = Fa(t, k) + Gu(t, k) teRy, ke Z,
(3.6.10)
ou &(t, k) = 8%?“, z(t, k) € R", est le vecteur d’état, u(t,k) € R™ est

le vecteur d’entrée, y(t,k) € RP est le vecteur de sortie, & € R?”" A €
R B e R (C e R D;e R, i=0,1,2, F e RP" G e RP*™,
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R7"est I’ensemble des matrices réelles de dimension ¢ x n, R, ( respective-
ment Z, ) sont les ensembles des nombres réels non négatifs, (respectivement

des nombres entiers relatifs non négatifs).

Remarque 19. Si g # n ou detE = 0 quant ¢ = n, alors le modéle (3.6.10)

est appelé singulier. Sin = q et detFEl = 0 mais

det[Esz—Az—B—Cs| #0 pour s € C (I'ensemble des nombres complexe)
(3.6.11)

alors le modele (3.6.10) est appelé régulier.

Siq=mn et detE # 0 alors en multipliant (3.6.10) par E~', nous obtenons

le modéle standard avec E = I, (la matrice identité).

Les conditions initiales de (3.6.10) sont données par,

x(t,0) = x1(t), c te R, et z(0, k) = xo(k), keZ,
(3.6.12)
avec x1(t) et xo(t) sont connues.

Le modele bidimensionnel continu discret de Roesser est décrit par les équa-

tions,
_ r1(t, k [ z(t, _
bk ) g + Bul(t, k) (3.6.13)
To(t,k + 1) To(t, k)
[ z(t, k) _
j2<t7 k)

ouzr = %, T1(t, k) € R™ et To(t, k) € R™ sont les vecteurs d’état, u(t, k)
et y(t, k) sont les mémes pour (3.6.10), E € R”™, n = n; + ny, A € RI*",
B e R (C € RP*™ et D € RP*™,
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Siq=n et detE # 0 alors en multipliant (3.6.13) par E~* on a le modéle
standard tel que E = 1I,,.

fl(O, ]f) = fl(k?), ke Zy et i’g(t, 0) = If'g(t), te Ry (3615)

ot T1(k) et To(t) sont connus.

3.6.5 Solution du modéle régulier bidimensionnel continu-

discret

Dans un premier temps nous allons donner la solution d’un cas particulier
du modeéle général (3.6.10) [20].

On considére le modéle suivant,

Ei(t,k+1) = Agx(t, k) + Avi(t, k) + Az (t, k + 1) + Bu(t, k)

y(t, k) = Cx(t, k) + Du(t, k)
(3.6.16)

On suppose que le systéme (3.6.16) est régulier, i.e., det[Fsz — Ag — A1s —
Asz] # 0 pour (s,2) € C x C

d’ou,

[Esz — Ay — Ays — Agz] ™! = Z Z T s~ HD = (kD) (3.6.17)

i=—p1 k=—pso

tout en sachant que,

det|Esz — Ag — A1s — Ayz] = di7k3izk (3.6.18)
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ou fi1 pte sont les indices de nilpotence, T} sont des matrices de transition

définies par,

AOT—l,—l + AlT—l,—l + AQT_L_l pour 1=k=0
ET =

AoTip + AT g + AST pour ¢ # 0 et/ou k # 0
(3.6.19)

avec,

T, =0pout i < —py et/ou k < —py

Théoréme 20. La solution du modéle (3.6.16) avec conditions initiales est

donnée par,

ot ) = 0 S Tona By [Sult = 7,k + S0 S04 T Bult, B)
+> 0 ﬂnE%x(t —7,0)+ > T B (t,0) + >0, Z"ﬂ” -k Bx(0, k:)

SR T W B0, k)6 — 0% T p Ex(0,0)8 — Y T, Ex(0,0)80Y
—ZZ 12%#2 ! i,n—k—1A15E(0,k)%— ?:10 Zi(!)milT—i,n—k—lAlx(Oyk)é(iil)

S T Ay [ [g_jx(t o 0)} dr — S T 0 Aga(t, 0)50-D
(3.6.20)
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et sa sortie est,

ylt,n) =C

S S i By [ult — 7, )
3 S T Bu(t, k)

+ 32, Tin Byt — 7,0)

+ 21 TinEx'(£,0)

+ 300 R T (0, k)

+ 2 S T B(0, )6

— 2 iy T Ex(0, O)%

— > T EBx(0,0)860Y

= S T T g1 A0, )Y

= e S T g1 Are(0, k)30

- Zfil TiynAQ f::o [i—j$(t -, 0)} dr — f:lo T_iﬂ—LAQ.Z'(t, 0)5(1'71)

(3.6.21)
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Preuve

On applique la transformée de Laplace a I’équation (3.6.16) on a,
EsX(s,k+1)—EX(0,k+1) = Ao X (s, k)+A15X (s, k)—A1 X (0, k)+A2 X (s, k+1)+BU (s, k)

Puis on applique la transformée en 7,

EszX(s,z) — FszX(s,0) — E2X(0,2) + Ezx(0,0) = Ao X (s, 2) + A152X (s, 2) — A1 X(0, 2)
+A22X(s,2) — A22X(s,0) + BU (s, 2)

[Esz — Ag — Ay1s — Ayz] X (s, 2) = BU(s,2) + EszX (s,0) + E2X (0, 2)
—FEzx(0,0) — A1 X(0, 2) — A22X(s,0)

Etant donnée que [F'sz — Ay — Ays — Ayz] ™! existe pour (s,2) € C' x C alors,

X(s,2) =[Esz— Ay — A1s — Asz] ' [BU(s,2) + Es2X (s,0) + EzX (0, z) — E2x(0,0)
—A1X(0,2) — A2X(s,0)]

Par suite on remplace [Fsz — Ag — Ays — Asz]™! par sa définition,

X(s,2) =20 Yoee, Tirs™ 2 HD[BU (s, 2) + Es2X(s,0) + E2X (0, 2)
—Ezx(0,0) — A1 X(0, 2) — A32X(s,0)]

= Z‘Ei,m ZZO}W j}yks—(i—&-l)z—(k—i-l)BU(Z’ s) + Z?ifm Zzo:jm Tips 2 FEX(s,0)
e Tk PP EX(0,2) = Y02 ST Ties™ W27 FEX(0,0)

— D e Dy Ty ps~ D=+ A X(0, 2) — D e Dby T ks~ D27k A, X (5, 0)
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L’inverse de la transformée en Z donne,

=X (s,2)2" dz =300 ST TMS_(”U#]_ $[z"F 1L BU (s, 2)]dz

21y

3 e Tiks e $l2 T TLEX (s,0))dz

2mj

0 Dt Tiks™ T 5 12 LEX(0, 2)]d

21y

— 2 D Ties™ U o S UEX(0,0)]d

2mj

= X e Tops™ V5 $l T ALX(0, 2)]d2

2mj

X T T O g A X s, 0
d’ou,

X(s,n) =32 P s D BU (s, k) + Yo Tins ' EX(5,0)

Y ST, s D B (0, k) = Y, Ths L Ea(0,0)

= S e T s A(0, k) + 0, Tins T A2 X (5,0)

i=—p1
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Par la transformée de Laplace inverse, il vient,

LX(s,n)] = £ 02, Soiteh sT D BU (s, k)] + £ M Toins' EX (5, 0)]

T Tons TEX (5,0)] + £ 302 Yot T ka8 BU (s, k)]
TR SRR T s TV EX (0, k)] 4+ £ S T, sTLEX (0, K))
T Tins TV E2(0,0)] — 713052 o0t Thngas 0TV ALX(0, k)]
— L T s E2(0,0)] — £ S T 18T AL X (0, K))]

T Tins™ PV ARX (5,0)] — L7130 TV A2 X (5, 0)]
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par le théoréeme du produit de convolution, on a,

SX (s,n)] = SR (T, Tononoas™ ) BU (s, k)] + £ (X0 Toins ) EX (5,0)]
S Tins EX (5,0)] + 30 8 (Toinono1 Xoig) BU (s, k)]

+ T (05 Tinmns™ ) Ea(0, k)]

+ 3 LT (D Trinns™™ ) B (0, F)] = £ (0, Tis™ ) Ex(0,0)
= T e (S T ) Ara (o)) — £ D00 Trins™™ ' B2(0,0)

= e ST (TR Tt k15 ) A (0, )

THOCE Tians™ ) A X (5,0)] = £7H(01 Trins'™) A2X (5, 0)]

D’ou la solution,

z(t,n) =30, S Tnw B [ [, )] S+ St Bu(t, k)
+ 300 T By (t = 7,0) + X0, Toin B (£,0) + 3002, Sih? Ty 1 (0, k)

+ I S T i E(0, k)67 = 322, T Ew(0,0) — 12 T E(0,0)80Y
DD Di i,nfk—lAll’(O,k)%— mos el Aya(0, k)86

= L Tinda [ | Balt — 7,0)| dr = S0 Ty Ao (0056
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et la sortie est de la forme,

S S Tk By [ Sult — 7, )|
3 S Tk Bu(t, k)

+ 32, Tin Byt — 7,0)

+ > T n Ext(t,0)

+Y e T (0, k)G

y<t7 TL) =C + 5210 Z:[SLQ Tfi,nkaQ:(O? k)5i+1 - 221 E:kEm(O’ O>)75,_t

= 20 T B(0,0)5071
_ 221 22252—1 T n—k—1A412(0, k;)%
— > Zif]‘?—l T i1 Ar(0, k)56

— i1 TinAs fitzo [’i—fx(t -7 0)} ar

= T As(t,0)607
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1 00 0 -1 0 00 0
Exemple 3. E= |0 1 0,4 =10 0 0],4 =100 0

000 0 -1 0 100
00 1 0
Agzooo,B=1,C:[001],D=1
000 0

dans ce casn=3, m=1,p=1.

On a,

sz 0 0 0 -1 0 00 0 00 =2
[Bsz — Ag— Ais— Azl = |0 sz 0| —|0 0 0| —1|0 0 0[—1]0 0 0
0 0 0 0 0 0 s 00 000

sz 1 —z
=10 sz O
-s 1 0
d’o,
sz 1 —=z
det[Esz — Ay — Ais — Apzl =det | 0 sz 0 | = —5°2°
-s 1 0
0 —2z 522
adj[Esz — Ag — A1s — Asz| = | 0 —s2 0

s’z —s—sz s%22
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et,

0 —z 522
[Esz — Ay — Ays — Asz] ™ = —= | 0 _sz 0
s2z —s— sz s%22
0 s72z71 —s7!
=1 0 s71z7t 0
—z7b syl

Les indices de nilpotence sont pi; =1 et pg = 1.

En appliquant la relation (3.6.17), on obtient,

[Esz — Ay — Ays — Agz] ™t = DO Dl T, s~ (1) g (k+1)
=T 1 1+T 10z +T g2 2+ Ty 15+ Tops 27!
+T0713_1z_2 + Tl’_ls_Q + Tl,os_Qz_l + T1,13_22_2

Les matrices de transitions sont,

00 O 0 00 00 —1

T 1 1=100 0|,T-0=10 0 0|, Zo—1=10 0 0

00 —1 -1 00 00 O
000 000 0 00
Too=10 1 0|, Zoa=10 0 0|, Tio=1]0 0O
010 010 -1 0 0

Ainsi la solution du systéme est,

x(t,n) = n+u2 1T1n ke 1Bf0 tu — T, k:)]d7+z n+,u2 1T—zn o Bui- l(t k‘)
s 1Zn+u2 im—k L (0, k)tl + 2000 Z+52 T ip-rBx(0, k)50t

= 5 S T T Ave(0, ) B — ST ST T T Av(0, k)36
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Par conséquent,

0 0 1 00
z(t,n) = |1 uVtn -1+ o] uV(t,n—-2)+ |0 1 0] 2(0,n)6Y
1 1 010
000 0 00
+10 0 0l 2(0,n—10"Y+ |0 0 0ftx(0,n)
010 -1 0 0
et la sortie,
i 0 0 100 ]
1 utn -1+ (o] u"D(t,n—-2)+ [0 1 0] 2(0,n)5
y(tn) = C 1 1 010
0 00 0 00
+10 0 0l z(0,n—10"Y+ |0 0 0| tx(0,n)
I 010 -1 0 0 |

— V(= 1) +ul D (0 —2) + [o 1 o} 2(0,1n)5CD + [0 | o] (0,1 — 1)5C1

10 o
3.6.6 Solution du modéle régulier bidimensionnel continu-

discret

La solution z(t,k) du modéle régulier [20] (3.6.10) avec des conditions

initiales (3.6.12)
Si (3.6.11) est vérifiée, alors,

[Esz — Az— B —Cs]™' = Z Z Tpys P21 (3.6.22)

p=—n1 p=—n2

69



ou les matrices T, sont définies par

I pour p=q=0

0 pour p#0etq#0
(3.6.23)

ET, 141 — BTyy— CT, 14— AT,

pg—1 —

et T,; = 0 pour p < n; et-ou ¢ < ns.

Théoréme 21. La solution x(t, k) de (3.6.10) avec les conditions initiales

(3.6.12) est alors,

:E(t, k) = Z ZHM T pk- qDOu(p)(t Q) + Zp 1 Z]Hm Ty r-qDo f(f (JTDP 0! ( -

- no t p
St o0t Topimg Dy (,0) + 3252, Y0750 Tonea D fy gt —

S ST T g1 Dau® (¢, q)+

Zp 1Zk+n2+1 ph—q+1D2 [y ) (;: )1),u( T.q)dT+
p
x1(t
ZZ;O Tfp,k{A7D2] 1( ) +
u(t,0)
Fp—1 xl(t_’r)
S0ty TorlA, Do) f5 2 dr—
u(t —7,0)
no z2(q)
S S Ty 0P, D || -
u(0, q)

(3.6.24)
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no p—1 xz(q)
Zp 1Zk+ Tpk qt [C Dl] +

u(0,q)
S T BP0 () + 500 T, kB Jy T (t — m)dr+

s ktna+1 T,p,quHE(S(p) (t)za(q) + ZZio T,p,kEé(p) (t)2(0,0)—

p=0 £+q=0

PO TonE - 1),37(0 0) PourteR,, keZ,

3.7 Modéle d’espaces d’état bidimensionnel continu

3.7.1 Modéle d’état bidimensionnel de Roesser

On considére dans cette section la forme continue du systéme bidimen-

sionnel de Roesser qui est,

axh 1,
b B o (A A Tt P u(ty, t2)
E3 Ey4 %&m Az Ay z¥(t,1,) By
(3.7.1)

ou dans sa forme compacte,
Ex!(t1,t2) = Az(t1,t2) + Bu(ty, t2) (3.7.2)

Comme exemple, on considére I’équation différentielle partielle généralisée de
Darboux & deux variables [30],

PT(y,t)  0T(y,t) | 0T(yt)
E=or ~Fa, T u

+ HT(y,t) + Bu(y,t), (3.7.3)

Remarque 22. On rencontre de telles équations dans la description mathé-

matique de la diffusion de la chaleur, réactions chimiques,...
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Nous notons que (3.7.3) est la description continue du systéme bidimension-

nel discret.

On peut définir d’'une maniére auxiliaire, I'expression (3.7.3) dans la forme

de Roesser (3.7.2). On définit les variables auxiliaires,

T'=———FT 3.7.4
1 8t ) ( )

Nous obtenons alors,
oTy EO?’T  FOT

= — 3.7.5
oy Oyot oy’ ( )
Ainsi on peut écrire (3.7.3) comme,
I -G & 0 H Ty B
Yl = + u. (3.7.6)
0 E z I F T 0

ce n’est rien d’autre que 1’équation (3.7.2).
Dans le cas particulier ou F = 0, (3.7.3) devient 1’équation hyperbolique qui
décrit plusieurs phénomeénes physiques, dans ce cas (3.7.6) est évidemment

singuliére.

Remarque 23. Concernant la résolution d’une équation différentielle par-
tielle linéaire a coefficients constants, elle peut étre vue comme un cas parti-
cuiler d’une EDP linéaire a coefficients variables, ainsi nous pouvons appli-

quer la méthode des courbes caractéristiques.

3.7.2 Reésolution d’une EDP linéaire a coefficients constants

Nous considérons 1’équation suivante,
> a;Djx(t) + b(x) =0 (3.7.7)
j=1
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ot t = (t1,t2,...,t,) représentent les variables réelles indépendantes, a; € R
et x(t) est la fonction inconnue de ¢ a déterminer. L’équation (3.7.7) est
linéaire si b(z) = cx(t) + d. Par une solution (classique) de (3.7.7), on entend
une fonction réelle z de classe C! définie dans une partie ouverte V de R"

telle que u vérifie (3.7.7) en chaque point t € V.

Méthode des courbes caractéristiques

Etant donné I’équation (3.7.7), on considére le systéme d’équations diffé-
rentielles ordinaires

Yy =a=(a,as, .., a,). (3.7.8)

Les solutions ¢ — y(t), ¢ dans un intervalle de R, de (3.7.8) s’appellent les
courbes caractéristiques pour 'équation (3.7.7).

Soit t — &(t, ), t € Iy, Iy un intervalle ouvert contenant ¢ = 0, une solution
de (3.7.8) telle que £(0, ) = «v; on dit que £ est une courbe caractéristique

de (3.7.7) passant par le point o € R". Posons

v(t) = 2(E(, )

ot x est une solution de (3.7.7) définie dans un voisinage ouvert Vde o € R™;
par définition, = est défini et est de classe C! dans V' un voisinage ouvert de o,
verifiant (3.7.7) en chaque point de ce voisinage ; on suppose que (¢, ) € V

pour t € Iy, est une fonction de classe C!. Puisque

gt,a)=a(l(t,a)), £0,a)=qa, tely,

on a v'(t) = 2'(£(t, ))& (t, ) d’ou

V() =) a;Dja(E(t,a)), € I,
7=1
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ce qui veut dire, compte tenu du fait que x vérifie (3.7.7), que v est une

solution de I’équation

V() +b(E(t, ) =0 (3.7.9)

avec v(0) = z(a). Si b est de classe C! dans une partie ouverte appropriée,
la solution v est déterminée uniquement par (3.7.9) des que v(0) = z(a) est
fixée.

En définitive, on voit que, pour une solution x de (3.7.7) dans un voisinage
ouvert V' de «, la connaissance de z(«) au point o € R" détermine z sur la

courbe caractéristique ¢ — £(¢, ) passant par a.

3.8 Identification entre les modéles de Givone-
Roesser et de Fornasini-Marchesini

Dans cette section, nous nous sommes intéressés a la relation qu’il y a
entre le modéle de Givone-Roesser et le modéle de Fornasini-Marchesini.
Aussi nous énoncerons des conditions de telle maniére & ce que ces deux mo-
deles soient équivalents, dans le sens oti 'un pourra étre mis sous la forme
de l'autre, et vice-versa, sans pour autant élever la dimension de 'espace
d’état. En fait, la mise en forme du modéle de Givone-Roesser au modéle
Fornasini-Marchesini préserve naturellement la dimension de 'espace d’état,
puisque chaque état local est la somme directe des d composantes orthogo-
nales. Dans l'autre sens, exprimer le modéle de Fornasini-Marchesini sous la
forme du modéle de Givone-Roesser ; d’une fagon générale, ne peut étre fait
sans agrandir la dimension de I'espace d’état, du fait que ’espace d’état doit

étre décomposé en d sous-espaces, lesquels pourront ou non recouvrir le dit
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espace. Nous remarquerons que, sous certaines conditions, la mise en forme
du modeéle Fornasini-Marchesini au modéle de Givone-Roesser pourra étre

possible, tout en préservant la dimension de I'espace d’état.

3.8.1 Mise en forme de Givone-Roesser en Fornasini-

Marchesini

On considére le modeéle 2D de Givone-Roesser [11], [25] qui est donné par,

a:l(nl + 1, ng) AlGlR A%R xl(nl, Tlg) BlGR
= + U(?’Ll, TLQ)
l’g(ﬂl, N9 + 1) A%R A%R .CL’Q(TLl, n2> BZGR
I1(n17 nz)
y(ni,ng) = ( CER CGR > + D%Fu(ng, ny).
ﬁz(nh nz)
(3.8.1)
Nous pouvons écrire ’équation 3.8.1 comme suit,
xl(nl, ng) B AﬁR A1G2R xl(nl — ]., 712)
xQ(nl,ng) 0 0 xl(nl,ng - 1)
0 0 I (nl, ng — 1)
A2GlR AQGQR xl(nl, ng — 1)
BlGR 0
+ u(ny — 1,n9) + u(ny,ng — 1),
0 BQGR
(3.8.2)
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ou,

1(n1,m5) 0 A AR
0 T2(n1,n2) 0 0
xl(nl — 1,712) O
0 $2(n1, Ng — 1)
0 0
+ GR AGR
Ayt A%
r1(ny,ne — 1 0
1(n1,me — 1) n
0 ZL‘l(TLl, Ny — 1)
BEE 0
+ u(ny — 1,ng) + u(ny,ng — 1)
0 BSE
(3.8.3)
) . : y z1(n1,nz — 1)
Par décomposition de 'espace d’état on a, x(ny, ng) := +
0
0
, et
Ig(nl, Ny — 1)
GR AGR GR
AFM At An AFM 0 0 FM By
1 - ) 2 - ’ 1 - ’
0 0 AGR  AGR 0
0
BEM =
BER

CFM — OGR — ( O1GR CQGR >’ DFM — DGR.

Nous obtenons,

z(ny,ng) = AfMa(ny — 1,ny) + AFMz(ny,ny — 1) + BfMu(ny — 1,n) + BEMu(ny, ny — 1)

y(ni,ng) = C*Mx(ny, ny) + DFMx(ny, ny)
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qui est exactement le modéle de Fornasini-Marchesini (2D).

Remarque 24. [] existe deux opérateurs linéaires qui transforment [’équa-

tion (3.8.1) en (3.8.3)

1. la projection orthogonale P, : H = @?:1 H; — Hi ou l'image dela

projection est égale a Hy,

2. En considérant 'application swivante l : Hy — H = @le H;.

On suppose,
_ A Ag Moo M, H = Hy
Agp A Ho
Alors,
A A
P1A2<A11 A12>ZHD—>H1, et Z1P1A: H 2 ZHHH,
0 0
0 0
PA=( Ay Ay )M Mo, et LPA= H A
Ag1 A

En utilisant cet opérateur, nous pouvons écrire (3.8.3) dans une forme
plus compacte,
Ly (ny,na) + laa(ng, ng) = LPLASR{ iz (ny — 1,n5) + laxa(ny — 1,n)}
+lo Py ARl w1 (ng, my — 1) + laa(ng, ng — 1)}
+1, Py BCRu(ng — 1,n5) + la P BRu(ng, ny — 1)
(3.8.5)
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En posant x(.) = Yo, lhax(.), et AIM = [, PACE BfM = |, P,BCE |k =

1,2, on obtient le méme résultat que (3.8.4).

3.8.2 Mise en forme de Fornasini-Marchesini en Givone-

Roesser

Le modele de Fornasini-Marchesini 2D [11], [25] est décrit par,

w(n) =Y AMa(n—ep)+ Y BMu(n — ex) (3.8.6)
y(n) = C*Mx(n) + DMu(n) (3.8.7)

Nous pouvons représenter le systéme comme suit,

FM FM
Al Bl

AFM  BFM H 24

Ut = = | AFM BFM | — D

OFM  DFM Y y

AFM  BFM
(3.8.8)
On peut aussi écrire I’équation (3.8.6) comme,
2 2

w(n) = > [AfMa(n — ex) + BEMu(n — )] = Y ax(n). (3.8.9)

k=1 k=1
Remarque 25. Pour écrire le modéle de Fornasini-Marchesini sous la forme
du modeéle de Givone-Roesser, nous devons construire les espaces, Hy pour
k = 1,2 tels que la somme directe ®i_Hy = H. Pour ce faire, supposant

que,

Im[ATM BIMI N Im[ATY BIM) ={0}  k+#7, (3.8.10)
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et on définit, Hy tel que, im[ASM  BIfM] C Hy. Alors,

AGR = PAFM|, M, i, BFM = PBFM (U e H,,
C’j =C"™M|y, - H; = Y, DGR = DFM .14, ).
d’ou, pour k =1,2
wx(n) = Pur(n) = P 3o, [AfMa(n — e1) + B Mu(n — e)]
= P AfMa(n — eg) + P B Mu(n — ey)
= Z?:l PeAM 3 x5(n — ex) + PeBE Mu(n — e)
— Z?:l Aﬁij(n — ex) + BEPu(n — ey)

qui est équivalent &,

k(n+ex) ZA,”.Q?] BSRu(n). (3.8.11)

Analogiquement, pour ’équation de sortie, nous avons,
y(n) = C*Mg(n) + D"Muy(n)
— 212:1 CTM |y 25(n) + DFMy(n) (3.8.12)
= Z?Zl C'J-Gij (n) + D%Ru(n).
Remarque 26. On aurait pu aussi caractériser le modele de Fornasini-

Marchesini 2D comme suit,

x(ni,ne) = x1(n1,ng) + x2(ng,n2) (3.8.13)
y(ni,ne) = [Cy  Cslz(ng, ng) + Du(ng,ns) (3.8.14)
ou,
A, A B
z1(ng,ng) = e x(ng —1,ny) + ' u(ng — 1,ny) € im[AI™  BIM] c 'H,
0 0 0
0 0 0 |
wo(ny,my) = z(ng,ng — 1) + u(ny,ng — 1) € im[AI'M  BIM] C 'H,.
Ay Ag By
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d’ot,

Pix(ny,ng) = Pilx1(ny, ng) + x2(n1,n2)|] = Pixi(ng, ng) = x1(ny1, na)
= Pl[ A A x(ny — 1,ny) + b u(ng — 1,n2)}
0 0 0
= (A1 Ap]z(ng — 1,n9) + Biu(ng — 1, no)
=[An Ap]lyri(n — 1) + [An Aw]leri(n — 1) + [An - As]ln,
+Bju(ny — 1,ns)

= Auxl(nl — 1, TLQ) + A12$2<n1 — 17712) + Blu(nl — 1,71,2).
De la méme fagon on calcule Pyx(ny,ns)

P21'(7’L17n2) = 552(7117712)

= Ayiz1(ny, e — 1) + Aggxa(ng,ng — 1) + Bau(ng, ne — 1).

et l’équation de sortie y(ni,nq) est,

y(ni,ng) =[C1 Collp,x1(ni,ne) + [C1 Colpx2(ny, n2) + Du(ng, no)
= Ciz1(n1,n2) + Coza(ng, ng) + Du(ng, ns).
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Chapitre 4

Inégalités Matricielles linéaires

L’étude des inégalités matricielles affines (Linear matrix inequalities) dans
le contexte des systémes dynamiques et du controle est apparue, proba-
blement, avec le début des travaux fondamentaux d’Aleksender Lyapunov,
concernant la stabilité du mouvement. Autour des années 1890, Lyapunov a
mis au point une méthode d’analyse des propriétés du mouvement de cer-
tains systéemes dynamiques autour d’un point d’attraction. Il étudia la sta-
bilité d’équations différentielles de la forme, £ = Ax, et montre que celle-ci
est stable si et seulement s’il existe une matrice P définie positive qui vérifie
ATP + PA < 0, aussi connue sous le nom d’inégalité de Lyapunov et qui est
une LMI particuliére. A.Lyapunov a aussi montré que cette inégalité peut
étre résolue analytiquement.

Dans les années 40-50, Lur’e, Postnikov et d’autres chercheurs en union so-
viétique appliquérent la méthode de Lyapunov a de véritables problémes
"

de commande, et résolurent les LMIs qui se posérent & eux, " & la main".

Dans les années 60, Yakubovic, Popov, Kalman et d’autres réussirent a ob-
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tenir un critére graphique permettant de résoudre certaines familles de LMI.
Plus tard dans les années 80 les travaux des mathématiciens Pyatnitskii et
Skorodinskii montrent qu’il est possible de reformuler un probléme LMI en
un probléme d’optimisation convexe, que ’on peut résoudre numériquement
si celui-ci ne peut étre résolu analytiquement. L’algorithme Ellipsoide, qui
permet de résoudre des problémes d’optimisation convexe en temps polynd-
mial est alors utilisé. Clairement, une formulation LMI n’a de sens que si
elle permet une résolution efficace et réalisable. Les progrés réalisés dans le
domaine algorithmique ont permis le développement d’outils de résolutions
numeériques (LMIToolBox, LMITool, SeDuMi,...). Actuellement, un effort im-
portant s’attache & formuler, notamment, des problémes de commande avec
un formalisme LMI de telle maniére & avoir une approche unifiée pour ’ana-

lyse et la commande de problémes appartenant a des classes distinctes.

Définition 15. [18] Une LMI peut étre décomposée en somme d’une forme

symétrique est d’une transformation linéaire,

F(z)=Fy+» a;F; <0 (4.0.1)

i=1
o,
1. x = (x1,...,x,) € R est un vecteur de dimension n appelé variable de
décision.
2. Fy, ..., F, sont des matrices symétriques de R™* ™.

Linégalité < veut dire "définie négative”. On peut aussi avoir une LMI non

stricte si [’équation n’est pas stricte (F(x) semi-définie négative).
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Définition 16. Soit une forme affine,
F: X — S;F(z)=Fy+T(x)

ou,
Fbe S
avec,

S=:{M|3IneN tel que M = M" € R™"}.

Remarque 27. On rappelle qu’une forme affine F' : X — S prend néces-
sairement la forme F(x) = Fy + T(x) ou Fy € S (i.e., Fy symétrique) et
T :X — S est une transformation linéaire. Ainsi si X est de dimension finie,
i.e. de dimension n, et ot {ey,es,...,e,} constituent une base pour X. Ainsi

tout x € X peut étre représenté comme x = 2?21 xje; et écrire,

ou, F; =T(e;) € S, de la, nous obtenons (4.0.1) comme cas particulier.

Remarque 28. Dans certains cas, les LMIs sont exprimées en fonction de
matrices variables plutét que variables de décisions.

Un exemple, est L’ inégalité de Lyapunov
Fz)= ATX +XA<0

ou

A g Rmixm2

avec my; = moy = m donnée. X est la matrice inconnue de dimension m X m.

83



Définition 17. (systéme LMI)[17] Soit un systeme de LMI Fy(z) <
0,..., F,(x) <0. Il est possible de regrouper le systéme ci-dessus en une seule

LMI,

F(x):= <0
0 0 .. EBy(o)
Remarque 29. 1. Une LMI multiples contraintes peut toujours étre conver-

tie en une LMI a une seule contrainte .

2. L’écriture d’une LMI diagonale bloc a comme propriété que ses valeurs
propres sont une simple réunion des valeurs propres des matrices qui

la forment.

Proposition 2. Soit M une matrice carrée n x n etl" une matrice réquliére,
alors T*M'T est appelée transformation congruente.

Le nombre de vecteurs propres positifs respectivement (négatifs) ne changent
pas en effet; Si les vecteurs u et v sont exprimés comme suit u = Tv avec
detT # 0, alors u*Mu < 0 pour tout uw # Ogn. C’est équivalent a dire que
VT« MTv < 0 pour tout v # Ogn. Dot M <0< T*MT < 0.

Exemple 4. Soit une matrice hermitienne partitionnée,

My My,
M = Avec, My, € R™™ et detMy; # 0.
My, May

On calcule la transformation congruente T*MT. D’apres la proposition ci-
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dessus, ceci donne,

M<0eT"MT <0

On remarque que c’est une matrice diagonale bloc Alors, M1; < 0 et S <0

Oﬂ, S = M22 — MglMl_llMlg

Nous proposons une série de résultats et d’exemples qui mettent en évi-
dence I'importance de I'outil LMI dans la résolution de divers probléemes liés

a la réduction, stabilité.

Lemme 1. Soit le probleme LMI suivant,
Trouver x € R" tel que F(x) = Fy + ZZZ” x; F; < 0, on suppose que 'on a
F,, <0 et que F,, est de rang r < n. Nous montrons que ce probleme est

équivalent a un probleme LMI avec m — 1 variables.

Preuve
Soit F},, est semi définie, donc il existe une matrice U de rang plein vérifiant
F, =UU".

Nous avons F'(z) < 0 si et seulement si,

Ur 5
F(z) ( U U ) <0

UT

On définit
T = (I’1, ...,]Jm_l)T € Rm_l

et

) i=m—1

F(i)=Fy+ Y xF

=1
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On a alors F(z) = F(2) 4+ 2,,UUT, donc

UT 3 UTF(2)U UTF(2)U
F(x) ( U U ) = . R
Uur UTF(@)U UTF(2)U + 2,,(UTU)?
car UTU = 0

En appliquant le lemme de Schur, on a F'(z) < 0 si et seulement si,
UTF(z)U >0
UTF(2)U 4 2, (UTU)? — UTF(2)U(TTF(2)0) ' UTF (&)U > 0
or on peut choisir z,, suffisamment grand pour avoir la 2¢ inégalité satisfaite.
Ainsi, le probléme posé ci-dessus est équivalent a,
trouver # € R™* tel que UTF(2)U < 0
on a donc pu éliminer une variable du probléeme LMI grace au terme semi

défini. O

Lemme 2. Soit la LMI suivante,

A(x) + B(z) X" (2) + e(2) X" BT (z) < 0

1l est possible d’éliminer X si x et X sont indépendants. La LMI est alors
équivalente a,

BY(2)A(z)B(x) > 0
&(z)A(z)é(z) > 0
ot B et ¢ sont les complementaires orthogonauz de B et ¢ respectivement.

Exemple 5. On considére le probléeme de stabilité exponentielle du systeme
linéaire,

T = Az
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ot A € R™", la stabilité du systéeme assure [’eristence d’une constante M
et a tel que pour toute condition initiale xo la solution x(t) avec z(ty) = 0
satisfait,

Jo(@)ll < llato) || Me~et1)

Selon Lyapunov le systéme est exponentiellement stable si et seulement s’il
existe une matrice X = X7 tel que X > 0 et ATX + XA < 0, en effet
dans ce cas la fonction V(z) := 2T Xx , qualifiée de fonction de Lyapunov
est positive pour tout vecteur non nul et strictement décroissante le long de
la solution x du systéme linéaire autonome.

Nous pouvons aussi montrer ||x(x)| < ||a(to)||Me=*F%) qvec M? = \pae(2)/Amin €t @ >
0 tel que AT X + XA+ aX <0, alors la stabilité exponentielle est équivalente
a la faisabilité de la LMI,

-X 0
0 ATX +XA

<0

Exemple 6. On considére k systémes linéaires de la forme,

ou A; € R et B, € R"™, i =1,...,k. La question de la stabilité simultanée
est de trouver une loi de retour d’état u = Fx avec F € R™™ tel que tous les
systémes autonomes, © = (A; + B;F)x i = 1,..., k soient asymptotiquement
stables. En utilisant I’exemple précédent, ce probleme sera résolu quand nous

pourrons trouver une matrice F et X; 1 =1, ...,k telle que pour tout 1
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Chapitre 5

Conditions De Stabilité Des
Modéles D’état Bidimensionnels

Par Les LMIs

5.1 Formulation et position du probléme

Nous abordons dans ce dernier chapitre les résultats de stabilité, trois
formulations sont apportées, la premiére étant la définition de la stabilité
asymptotique qui fait intervenir la solution du systéme, la seconde qui cor-
respond & une condition nécessaire et suffisante par rapport au polynéme
caractéristique du dit systéme, et la troisiéme est une condition suffisante
sur la faisabilité de LMIs bien définies.

On note par R™*" respectivement C™*", I’ensemble des matrices réelles res-
pectivement complexes a m lignes et n colonnes et par R™ respectivement

C™ D'ensemble des vecteurs réels respectivement complexes. Aussi Z, est
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I’ensemble des entiers relatifs et R, la droite réelles positifs et j la racine

carrée de —1.

5.1.1 Systéme discret bidimensionel général

On considére le systéme discret bidimensionnel général

Ex(i+1,k+1)=A1x(i+ 1, k) + Asx(i, k + 1) + Aox(i, k) + Bou(i, k)
+Biu(i + 1,k) + Bou(i, k+ 1)
y(i, k) = Cx(i, k) + Du(i, k)

(5.1.1)
ou z(i, k) € R" est le vecteur d’état du systéme (5.1.1), u(i, k) € R™ est le
vecteur d’entrée, y(i, k) € RP le vecteur de sortie du systéme, A; € R™ ",
B, € Rm™ ¢ =0,1,2, C € RP*" D € RP*™. Les conditions initiales de
(5.1.1) sont données par les fonctions connues x(0,k), k € Z, et z(7,0),

i€ Z,.

Remarque 30. Pour By = By = 0 l'équation (5.1.1) est réduite au premier
modele de Fornasini-Marchesini et pour Ay = 0 et By = 0 elle (I’équation
(5.1.1)) est réduite au second modéle de Fornasini-Marchesini. Ces modéles

peuvent étre mis sous forme de modéles de Roesser et de Givone-Roesser.

Remarque 31. Le polynome caractéristique du systéme (5.1.1) est donné
par

B(Zl, ZQ) = det[ZIZQE - ZlAl - ZQAQ - Ao] (512)

et est obtenu en appliquant la z-transformée bidimensionnelle a l’équation

(5.1.1).
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Définition 18. Le systeme bidimensionnel (5.1.1) est asymptotiquement
stable si la réponse impulsionnelle initiale (i.e. u(i, k) =0 pouri >0, k> 0)
avec des conditions initiales qui satisfont supc 5, ||z(7,0)|| < oo, supyez, [|2(0, k)| <

0o converges vers z€ro, i.e. lim; ;. ||z (7, k)| = 0.

5.1.2 Systéme a temps continu-discret bidimensionnel

On considére le systéme bidimensionnel a temps continu discret décrit

par
Ei(t,k+1) = Ayi(t, k) + Asx(t, k + 1) + Aoz (t, k) + Bou(t, k)
+Byu(t, k) + Bou(t, k + 1)
y(t, k) = Cx(t, k) + Du(t, k)
(5.1.3)
ol, T = Bx((szft,k)’ x(t, k) € R" est le vecteur d’état, u(t, k) € R™ est le vecteur

d’entrée et y(t, k) € RP est le vecteur de sortie du systéme, et ou A; € R™*",
B, e Rm™™ i =0,1,2, C € RP*™" D € RP*™. Les conditions initiales de
(4) sont données par les fonctions z(0,k), k € Z, et z(t,0), k € Z,. Le

polynéme caractéristique du systéme (4) est défini comme suit
B(s,z) = det[szE — sA; — zAy — Ag| (5.1.4)
et est obtenu par application de la sz-transformée au systéme (5.1.3)

Définition 19. Le systéme bidimensionnel continu discret (5.1.3) est asymp-
totiquement stable si la réponse d’entrée initiale (i.e. u(t,k) =0 pourt > 0,
k > 0) avec des conditions initiales qui satisfont a sup,cg, ||z(t,0)| < oo,

supgez, [|2(0,k)|| < oo converges vers zéro, i.e. limy .o [|2(¢, k)| = 0.
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5.1.3 Systéme bidimensionnel & temps continu

En dernier lieu nous considérons un systéme bidimensionnel a temps

continu,
2, . .
Bt = Mgl 1+ AP 4 Aga(t, )
Ou(ty,t2) Au(ty,t2) (515)
+Bou(ti, t2) + Bi=5 + Ba=p"
y(t1,t2) = Ca(ty, t2) + Du(ty, ta) (5.1.6)

ot x(t1,ty) € R™ est le vecteur d’état, u(ty,t2) € R™ est le vecteur d’entrée,
y(t1,t2) € RP est le vecteur de sortie, A; € R™"™, B; € R™™ i = 0,1,2,
C € RP*™ D € RP*™. les conditions initiales de (5.1.5) sont données par les
fonctions z(0,t2), to € Ry et x(t1,0), t; € R,. Le polynéme caractéristique

du systeme bidimensionnel a temps continu est donné comme suit
B(Sl, 52) = det[slng — SlAl — 82A2 — Ao} (517)
et est obtenu par ’application de la transformée de Laplace bidimensionnelle.

Définition 20. Le systéme bidimensionnel a temps continu est asymptoti-
quement stable si la réponse d’entrée initiale (i.e. u(ti,ty) = 0 pour t; > 0,
ty > 0 avec des conditions initiales qui satisfont sup, g, ||z(t1,0)|| < oo,
SUpy,er, [|7(0,t2)|| < 0o qui converges vers zéro, i.e. limy, 1, oo || 2(t1,t2)|| =

0.

5.2 Test de stabilité

Dans cette section des conditions nécessaires et suffisantes concernant les

polynémes caractéristiques pour la stabilité de tels systémes seront énonceés.
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Théoréme 32. Le systéme bidimensionnel discret (5.1.1) est asymptotique-
ment stable si et seulement si B(z1, z2) # 0 pour chaque paire (21, z2) tel que

|21] <1 et |z < 1.

Preuve
Soit
A o0 o0
H(z,2) = (21,2) SN hna 2 (5.2.1)

B(zl’ 22) N m=0 n=0

Ou les ccefficients hy,,m, représentent la réponse impulsionnelle du systéme
(5.1.1). La fonction rationnelle H(z1, 25) est stable si et seulement si la ré-
ponse impultionnelle converge vers zéro pour tout z = (21, 2z2) dans le poly
disque |z;| < 1 avec, i = 1,2. En utilisant les propriétés de convergence des
séries, (tels que le critére de Weierstrass), cela revient & monter que H (21, 22)
est une série analytique pour tout z = (21, 22) dans le poly disque |z;| < 1
avec, 1 = 1,2.

Finalement, pour une fonction rationnelle, cela revient & montrer que B(z1, )

n’admet pas de racines dans le poly disque. a

Théoréme 33. Le systéme bidimensionnel continu discret (5.1.3) est asymp-
totiquement stable si et seulement si B(s,z) # 0 pour chaque paire (s, z) tel

que R >0 et |z] < 1.

Théoréme 34. Le systéme bidimensionnel continu (5.1.5) est asymptotique-
ment stable si et seulement si B(s1,s2) # 0 pour chaque paire (s1,s9) tel que

R, >0 et R, > 0.

Théoréme 35. Le systéme bidimensionnel discret (5.1.1) est asymptotique-

ment stable si et seulement st
B(z1,0) # 0 pour |z| <1, (5.2.2)
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B(z1,22) # 0 pour||z1] =1 |z] < 1. (5.2.3)

Théoréme 36. Le systeme bidimensionnel continu discret (5.1.83) est asymp-

totiguement stable si et seulement si
B(s,0) # 0 pour R, <0, (5.2.4)
B(jw,z) # 0 pour w € R et |z| < 1. (5.2.5)

Théoréme 37. Le systéme bidimensionnel continu (5.1.5) est asymptotique-

ment stable si et seulement st
B(s1,1) # 0 pour R, >0, (5.2.6)

B(jw, s3) # 0 pour w € R et R, > 0. (5.2.7)

Remarque 38. Dans la prochaine section nous énoncerons des conditions
suffisantes sous forme d’inégalités matricielles affines pour la stabilité de tels

systémes.

5.3 Conditions LMIs pour les tests de stabilité

Théoréme 39. [10] Une matrice polynomiale hermitienne P(w) = Y7 Piw’
avec P; = P!, est définie positive au point w si et seulement si il existe une

(2

matrice hermitienne X tel que

By (P +5X)/2

-0, X=X (5.3.1)
(P —jX)/2 Py
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Théoréme 40. [10] Une matrice polynomiale hermitienne P(z) = S -, P2’
avec P_; = P, est définie positive sur le cercle unité si et seulement si il

7

existe une matrice hermitienne X tel que

P+X P
P —X

-0, X=X* (5.3.2)

Remarque 41. En ce basant sur ces théorémes nous proposons maintenant
des conditions suffisantes sous forme d’LMI pour la stabilité asymptotique

des systemes (5.1.1), (5.1.3) et (5.1.5) respectivement.

Théoréme 42. [5/ Le systéme bidimensionnel a temps discret (5.1.1) est
asymptotiquement stable s’il existe des matrices hermitiennes X, X1, Xo tel

que les LMI’s suivantes soient faisable,

X =0 X5 -0, (5.3.3)
AT XA — AT X, Ap = 0, (5.3.4)
AT A5 —Xo 0
X2<A2 —E)_ X2<AO Al )_ > 0.
—FET AlT 0 X
(5.3.5)
Preuve

La condition (5.2.2) qui est une réduction du polynéme caractéristique &,
B(z1,0) = det[—2z1 A1 — Ag] # 0 pour|z| <1 (5.3.6)
qui est satisfaite si et seulement la LMI suivante est faisable,
ATX A — ATX Ag -0, X1 =0, X, = X7, (5.3.7)
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La condition (5.2.3) exprime le fait que pour tout w € R et |z3| < 1, nous

avons

B(e?, zy) = det[e?” z2g E—e7* Ay — Agzo— Ag] = det[zo(e?* E—Ag)—(e?* A1+ Ag)] # 0.
(5.3.8)

Ceci est équivalent & det(zoM —N) #0ou M = e E — Ay; N = /YA, + Ay,

qui est satisfait si et seulement si la LMI suivante est faisable,
M*XoM — N*XoN =0, Xy =0, X5 = Xo. (5.3.9)

ou X5 dépend en général de w. Si on suppose que X, est constant, alors la

relation (5.3.9) est équivalente a

ej“’Pl + e*j‘”Pl* + PO - O (5310)

ou,
P Y _ATX,E — AT X, A, (5.3.11)
P ETXoE + AT X, Ay — AT X, A0 — AT X, A4 (5.3.12)

avec, P = P; la relation (11) devient,

RB+X P
Py X

-0, (5.3.13)

Pour une matrice hermitienne X, nous définissons une nouvelle matrice her-

mitienne X, via l'identité,
X =Xy — ETXoF + AT XA, (5.3.14)

nous obtenons,

AgXQAQ — AgXQAO + XO _AgXQE — AgXQAl

3.1
—Er XAy — AT X, A ETX,E — AT X, A, — -0 (B315)
TN212 1 <v2410 2 14241 — X
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Puisque nous supposons que X, est constante, nous obtenons des conditions

suffisantes de stabilité. O

Théoréme 43. [5] Le systéme bidimensionnel a temps continu discret 5.1.3
est asymptotiquement stable sil existe des matrices hermitiennes Xg, X1, Xo

tel que les LMIs suivantes soient faisables

X7 >0, Xy >0, (5316)
AT X A+ AT X A, = 0, (5.3.17)

AT AT 0 X
X (4 B)- X (A - ) - 0

ET —AT X, 0
(5.3.18)

Théoréme 44. [5] Le systéme bidimensionnel a temps continu (5.1.5) est
asymptotiquement stable s’il existe des matrices hermitiennes Xg, X1, Xo tel

que les LMIs suivantes soient faisables

X - 0, Xo >0, (5319)
(A1 — E)TX1(Ay + Ag) + (Ag + Ag)T X1 (A, — E) = 0, (5.3.20)
AngAO + AngAQ —A{XQAQ - AngE 4 0 XO . O
—ATX,A; — ETX,Ay  ETX,A, + ATX,E X, 0
(5.3.21)

5.4 Extension Du Systéme Bidimensionnel a L’ordre
n

Dans cette section, nous allons nous intéresser a la stabilité des systémes

multidimensionnels discrets et continus du premier ordre. Ainsi nous pro-
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posons de donner leurs représentation d’état, leurs fonctions de transfert et
leurs polyndémes caractéristiques, qui sont des données nécessaires a ’analyse
des systémes en général et a la stabilité en particulier. Puis en second lieu
nous énoncerons des conditions nécessaires et suffisantes et des conditions

suffisantes de stabilité comme extension de [5].

Définition 21. Un systéme multidimensionnel (nD), est décrit par les équa-

tions sutvantes,

1’(21 + 1,29 + 1, B 1) = A0$(i1,i2,i3, ,Zn) -+ Z?\:l A)\il,‘(il + V1,10 + Vo,

+Z§:1 B)\U(il =+ Vl,ig + vy, ,Zn + Vn)

ylis 4+ 1,is+ 1, oyin +1) = Cax(iy + 1o+ 1, 0y in + 1).
(5.4.1)

avec,
1 pour A=
0 pour A# ]
Oﬂ, J](il,ig,ig,...,in) c R’Y, U(i17i27i3,...,in) € Rm, y(ihig,’ig,...,in) S Rp;

Ay, By, A=1,...,n, C, sont des matrices réelles de dimensions appropriées.

En appliquant la transformée en z;, (i = 1,2,...,n) au systéme (5.4.1),
avec les conditions initiales nulles, nous obtenons la fonction de transfert

suivante,

T(21, 22, 2n) = Cllz1z2020 — Y Avan — A D Bam]  (54.2)
A=1

A=1
Une approche par interpolation nous a permis de déterminer la fonction de
transfert 7'(21, 22, ..., 2,), ot les matrices, Ay, Ay et By pour A = 1,....n, et

C sont données.
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Ainsi, le polynéme caractéristique du systéme (5.4.1) est,

B(Zl, 29y any Zn> = det{]leg...Zn — Z A)\Z)\ — Ao} (543>

A=1

Définition 22. Le systéme multidimensionnel (5.4.1) est asymptotiquement
stable si la réponse impulsionnelle initiale (i.e. u(iy, i, is,...,1,) = 0 pour
ir, > 0, avec k = 1,2,...,n), et avec les conditions initiales qui satisfont
sup; ez, |7(i1,0, ..., 0)[| < 00, sup,cz, [[2(0, iz, ...,0)|| < 00,..., sup; cz, [|7(0,0,...;4,)|| <
00, i.e. qui converge vers zéro ou d’une autre fagon,

limil,iz,m,in_m HI(ll, iQ, ceey Zn)“ =0.

Remarque 45. Nous énoncerons des conditions nécessaires et suffisantes en

terme de polyndme caractéristique pour la stabilité de tels systémes.

Théoréme 46. le systeme multidimensionnel (5.4.1) est asymptotiquement
stable si et seulement si B(zy, 22, ..., 2n) 7# 0 pour tout z = (21, 22, ..., 2n), tels

que |z;] <1 avec, 1 =1,...,n.

Preuve
Soit
Az, 2 Zn) = - =
o ) A2y ceey Fn ) mi .mo m
H(z1, 22, 0y 2n) = Bz ) E E g Ronymg..mn 21 25 22"
1y %2y -+ #n m1=0 my=0 "o

(5.4.4)
Ou les coefficients Ny, my,..m,, représentent la réponse impulsionnelle du sys-
téme (5.4.1). La fonction rationnelle H (21, 29, ..., 2,) est stable si et seulement
si la réponse impulsionnelle converge vers zéro pour tout z = (z1, 29, ..., 2,)
dans le poly disque |z;| < 1 avec, i = 1,...,n. En utilisant les propriétés de
convergence des séries, (tels que le critére de Weierstrass), cela revient & mon-

ter que H(zy, 29, ..., z,) est une série analytique pour tout z = (z1, 29, ..., 2,,)
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dans le poly disque |z;| < 1 avec,i=1,...,n

Finalement, pour une fonction rationnelle, cela revient & montrer que B(z1, 22, ...

n’admet pas de racines dans le poly disque. O

Théoréme 47. Le systéme multidimensionnel (5.4.1) est asymptotiquement
stable si et seulement si,

(

B(z1,0,0,...,0) #0 pour 21| <1
B(0, 29,0, ...,0) # 0 pour |z0] <1

(5.4.5)

B(0,0,0,...,2,-1,0) # 0 pour lzn_1] <1

\

B(z1,29, ..., 2n) # 0 pour |z;| =1 aveci=1,...,n et |z,] <1 (5.4.6)

5.4.1 Extension Des Conditions LMIs pour les tests de
stabilité

Théoréme 48. Le modéle (5.4.1) est asymptotiquement stable s’il existe
n matrices hermitiennes Xo, X1,..., X, telles que les LMI suivantes sont

faisables,

X;>=0, pouri=1,...n
AT XA, — AV XA = 0, pour i =1,...,n—1
ATX, A, — AT X, Ay + X, —ATX,E — ATX, S A,

—ErX, A, — (O ANTX, Ay ETXE — (30 ANTX, S A —
(5.4.7)

Y
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Preuve

La condition (5.4.5) qui est une réduction du polynéme caractéristique &,

(

B(2,0,0,...,0) = det[—2z1A1 — Ag] # 0 pour|z| <1
B(0, 22,0, ...,0) = det[—29A5 — Ag| # 0 pour|z| <1

(5.4.8)

B(0,0, ..., 2,-1,0) = det[—2z9A5 — Ag] # 0 pour|z, 1| <1

\

qui sont satisfaits si et seulement si les LMIs suivantes sont faisables,
AT XA — ATX A0 =0, X =0, X; =X pouri=1,...n—1. (5.4.9)

La condition (5.4.6) exprime le fait que pour tout w; € Raveci =1,2,...,n—1

et |z, < 1, nous avons,

B(ed“r edwz . elvn=t z) = det[efr - eI@2 . edenmiy B — 1 A) — eI Ay — ..
_ejwn_lAn—l - Anzn - AO]
iy n—1 n—1 4.
= det[z e Zimt Wi ] = Y el Ay — Az, — Ag)

= det]z, (TS 9 E — A,) — (0] e Ay + Ag)] # 0.
(5.4.10)
Ceci est équivalent a det(z,M — N) # 0 ou M = el i “E — A, N =
Z?z_ll el A; + Ap, qui est satisfait si et seulement si la LMI suivante est

faisable,

M*X,M — N*X,N =0, X, =0, X = X,,. (5.4.11)

ou X, dépend en général de w. Si on suppose que X,, est constant, alors la

relation (5.4.10) est équivalente a,
XIS wip 4 eI XIS wipr | Py () (5.4.12)
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-1 . :
On pose Y ! w; = w nous retrouvons ’écriture suivante,
ejwpl—l—e*JwPf—i—Po >‘0

et ou,
n—1

P E —ATX,E - ATX, S A (5.4.13)
i=1
n—1 n—1
Py S E"X\E + ATX, Ay — AT X, Ao — O A)TX, DA (5.4.14)
i=1 i=1
avec, P = P; la relation (5.3.10) devient,

Ph+X P
Py -X

= 0, (5.4.15)

Pour une matrice hermitienne X, nous définissons une nouvelle matrice her-

mitienne X, via l'identité,

n—1 n—1
X=Xo-E"X,E+ (> A)'X.) A (5.4.16)
=1 =1
nous obtenons,
ATX, A, — AT X, Ay + X, —ATX,E — AT X, S A, .
—
—ErX, A, — (O A)TX Ay ETXE — (30 A)TX, S A —

(5.4.17)
Puisque nous supposons que X,, est constante, nous obtenons des conditions

suffisantes pour la stabilité multidimensionnelle. O
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5.4.2 Systéme multidimensionnel continu

Définition 23. Un systeme différentiel multidimensionnel continu, est décrit

par les équations,

87;;52{?6% A0x<t17 t27 crey tn) + Z? 1 A - x(tlétti’ - + Zz 1 B Fu tlgt? = )
y(tl,tg,..., n) :Cl'(tl,tg,...,tn)
(5.4.18)

ou, le vecteur d’état x(ty,ta,....,t,) € RY, Uentrée u(ty, ty,....,t,) € R™, le
vecteur de sortie y(tq,ta, ..., t,) € RP, Ao, A;, Bi, i =1,....,n et C, sont des

matrices réelles de dimensions appropriées.

Par application de la transformée de Laplace nD nous obtenons la fonc-
tion de transfer,

T(s1,82, .., 8n) = C[I5155.. sn—ZAsz Aol” ZBSZ (5.4.19)

i=1

Et le polynéme caractéristique de (5.4.18),
n
B(Sl, S92y .auy Sn) = det[[slsg...sn — Z Aisi — Ao] (5420)
i=1
Définition 24. Le systéme multidimensionnel a temps continu (5.4.18), est
asymptotiquement stable si et seulement si la réponse impulsionnelle initiale
(i.e. u(ty, to, ..., t,) = 0 pourt; >0, aveci = 1,...n), et avec les conditions ini-
tiales qui satisfont sup, cp, [|[2(t1,0,...,0)|| < 00, sup,ep, [|(0,t2,...,0)|| <
00,y SUPy, e, [7(0,0,....,) || < 00, d.e. qui converge vers zéro.

D’une autre fagon, limy, ¢, ¢, oo [|[2(t1, T2, ... 1) = 0.

Théoréme 49. le systeme multidimensionnel continu (5.4.18), est asymp-
totiquement stable si et seulement si B(s1,89,...,8,) # 0 pout tout s =

(51,82, vy Sn), tel que R; >0 avec i =1,2,...,n
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Théoréme 50. Le systeme multidimensionnel a temps continu (5.4.18), est

asymptotiquement stable si et seulement si

(

B(s1,1,...,1) = det[(E — Ay)s1 — Zﬁig;i# A;] # 0 pour Ry > 0,
B(1, s9,...,1) = det[(E — Ay)sy — Zﬁzg;iﬂ A;] # 0 pour Ry >0,

B(1,...,8,-1,1) =det[(F — Ap_1)Sn_1 — Zizg#n_l Al # 0 pour R, 1 >0,
(5.4.21)

\

B(jwi, jwa, .oy jwn_1,8,) # 0 pour w; € R aveci=1,...n—1et |R,| >0
(5.4.22)

Le modeéle (5.4.18) est asymptotiquement stable s’il existe trois matrices

hermitiennes Xy, Xi,..., X, tels que les LMIs suivantes sont faisables,

X; =0, pourt=1,...,n,
(Ai = B)' Xa (30 —oers Ak) + (O fmors An) T Xi(Ai — E) = 0, pour i=1,..,n—1

ATX, Ag+ AT X, A, —( - ANTX LA, — ATXLE + X, .

—
—ATX, S A - ETX L, Ao+ Xo ETX, A+ O ANTXLE
(5.4.23)
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Conclusion Générale

En se basant sur des publications récentes, nous avons présenté dans ce
mémoire différentes méthodes et critéres de stabilité asymptotique, ainsi que
des résultats de résolution et d’équivalence. Certains de ces résultats ont
d’ailleurs fait 'objet d’'une communication aux journées scientifiques (2011)
organisées par la faculté SESNV de 'université de Mostaganem, bien que
d’autres sont soumis au MACS5(Tanger 2011).

Nous remarquons que les méthodes présentées dans ce mémoire sont adap-
tables et appropriées pour les systémes bidimensionnels et multidimension-
nels. Cependant les cas rapportés, ne sont que du premier ordre, aussi I'une
des perspectives observées est 1’extension des critéres de stabilité énoncés au
cas le plus général, a savoir, les systémes linéaires multidimensionnels d’ordre
k.

Par ailleurs, on note que nous pouvons aussi étendre nos recherches vers I’
étude de la résolution et les équivalences concernant les systémes linéaires
multidimensionnels d’ ordre k.

L’extréme difficulté de résolution des équations aux dérivées partielles non
linéaires, et le fait que les LMI’s ont permis le développement d’outils al-

gorithmiques, nous encouragent a espérer adapter les résultas concernant la
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stabilité & de tels modéles en utlisant ’outil numérique.

Enfin en utilisant les résultats classiques, obtenus dans notre analyse et déve-
loppement, on peut s’intéresser a envisager des applications en automatique,
ainsi qu’ en analyse de la robustesse.

Une des perspectives les plus prometteuses qui est apparue durant 1’ étude
de ce mémoire, et qui, nous 1’ espérons fera I’ objet d’ un travail futur, serait
une étude comparative entre les différentes méthodes de stabilité, par rapport

aux propriétés propres de chacune d’ elles.
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