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Résumé

Dans cette these, nous proposons une nouvelle méthode numérique pour résoudre le
probleme du contréle optimal quadratique avec contraintes linéaires par les ondelettes
de Jacobi. Notre approche est basée sur I'utilisation des ondelettes de Jacobi et de la
matrice opérationnelle de dérivation des ondelettes de Jacobi, I'approche proposée est
simple, stable et elle a été testée sur le probleme de contrdle optimal linéaire dans R. En
général,pour obtenir des solutions approximatives pour un probleme de controle opti-
mal, nous avons utilisé la commande "quadprog". Les parametres («, ) n’ont pas un role
important dans le changement de solution et le changement de m n’aura pas non plus
un role significatif, mais le coefficient k qui divise le domaine joue un role trés important
dans le changement la solution.

Mots-Clés. methode de Jacobi, ondelettes de Jacobi, matrice opérationnelle de dériva-
tion,controle optimal,contraintes linéaires , La technique de multiplication de Lagrange



Abstract

In this thesis, we propose a new numerical method to solve the problem of quadraticc
optimal control with linear constraints by Jacobi wavelets. Our approach uses a combi-
nation of Jacobi wavelets method and operational matrix of derivative of Jacobi wavelets,
the proposed approach is simple, stable and it has been tested on the optimal control pro-
blem in R. In general, to obtain an approximate solutions for optimal control, we used the
command "quadprog" , the parameters (a,) do not have a significant role in changing
the solution and also the change of m will not have a significant role, but changing the co-
efficient k that divides the domain plays a very important role in changing the solution.

Keywords. Jacobimethod, Jacobiwavelets, operational matrix derivation, optimal control,
linear constraints, Lagrange’s multiplication technique
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Introduction

Certains chercheurs ont pensé que les ondelettes pourraient remplacer 1'analyse de
Fourier [18], ou elle sont proposées la premiere fois par des physiciens et des ingénieurs
pour le traitement du signal ot la transformée de Fourier n’était pas I'outil le plus perfor-
mant. Les ondelettes est une nouvelle famille de base qui demeure un important outil de
mathématique [6], elle apparait presque deux siecles, elles sont utilisé notamment dans
le développement de la téléphonie, de I'informatique ou dans le domaine audio visuel.
Elle combine des propriétés fortes comme |'orthogonalité, [11] des supports compacts et
une localisation en temps-fréquence.

L'analyse par ondelettes [13] offre la possibilité d’analyser un signal dans les deux do-
maines temporel et fréquentiel simultanément, ainsi, I’analyse par ondelettes est utilisée
dans différents domaines comme le traitement de signal, I’analyse de signal, la médicine

,la géophysique, les problemes de calcul variationnelles, les équation différentielles :(EDO)[14]
, EDPs ,les EDFs, les SVM, I'optimisation et le contrdle optimal . Ce travail est basé sur le
travail de BOUKHARI [5], on a comparé la méthode des ondelettes de jacobi avec d’autre
méthode ([5],[18]) ol1 on a utilisé la matrice opérationnelle de dérivation pour résoudre le
probleme du controle optimale quadratique avec contraintes linéaires. Puis, nous avons
calculé numériquement le minimum du probléme dans les exemples [16].

le manuscrit est structuré comme suit :

— Chapitre 1 : dans ce chapitre ,on va rappeler les notions théoriques nécessaires pour
le manuscrit ,on commence par les polynémes orthogonaux ([10] [17]), on va don-
ner leurs définitions et les différents propriétés, on a cité quelque polynoémes clas-
siques [7]. Apres, on a définie les ondelettes [8], I'historique de I'apparition et des
exemples .

— Chapitre 2 : présente les ondelettes de jacobi est leur définition [12] avec des figures
qui présentent leurs graphes pour differents indices (a, 3), 'ordre (m, k). Puis ,nous
rappelons quelque théorémes de I'approximation [2],1a base et la convergence de
fonction. Enfin, on donne le théoreme et sa démonstration de la matrice opération-
nelle de dérivation de jacobi [2] et sa dérivée nieme .

— Chapitre 3 : dans ce chapitre on utilise les ondelettes de jacobi pour résoudre le
probléme de control optimal avec contraints linéaires qui est basé sur I'article de
Bokhari [5] et on fait une comparaison numérique avec les résultats obtenues par
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leur méthode.
Finalement, on donne deux exemples numériques, le premier dans R et le deuxieme
dans R? et le controle dans R

On termine ce manuscrit par une conclusion générale et quelque perspective et an-
nexe.



Chapitre

Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappelle les concepts les plus importants pour comprendre le
reste du manuscrit.

1 Polynéomes Orthogonaux

L'étude des polyndmes orthogonaux a une variable nécessite de travailler dans un es-
pace vectoriel des polyndmes a une variable réelle. Une base de cet espace est constituée
des monomes x” ,n € N.Un polyndéme P, (x) est de degré n s’il s’écrit de la facon suivante :

Pu(x)=) arx", (L.1)
k=0

avec a, #0; les constantes non nulle sont donc des polynome de degré 0 .

1.1 Lorthogonalité

Plus générale, considérons une fonction qui est non négative et intégrable sur un in-
tervalle |a, b[ .On suppose également que la fonction poids w(x) > 0 sur un sous-ensemble
suffisamment grand de ]a, b[ [[9]] [[17]], pour que

b
f o) dx >0, (1.2)
a

C’est-a-dire w(x) > 0 sur un sous-ensemble de mesure de Lebesgue positive. Dans le
cas ou ]a, b[est illimité, nous devrons également imposer |'exigence supplémentaire que
les moments 'intégrale

b
f lx|"w(x)dx >0 n=0,1,2,.... (1.3)
a



Converge.
On considere E I'espace vectoriel des fonctions continues sur ]a, b| telles que

b
||f||2=\/f |f (O Pw(x)dx < co. (1.4)
a

E est muni du produit scalaire .

b
<f,g>w:f f)gx)w(x)dx. (1.5)

Définition 1.1 on dit que les deux fonctions f, g sont orthogonaux dansE si

<f,8>0b=0. (1.6)
Définition 1.2 on dit que la famille de polynéme P~ ,P,, si

b 0 sim#n

<Py, Py >w:f P (X)Pr(x)w(x) {

a T(T>0) sSi m=n

Pour t =1, cette famille est dite orthonormale.
Définition 1.3

Soit {P,} n=0)une famille de polynome de E, qui est orthonormale. Cette famille forme une
base orthonormale (B.O.N) de E sur ]a, b| si et seulement si chaque polynéme P € E sur
la, b] admet une décomposition unique dans cette famille

P=) uP;. (1.7)
(i=0)

Ou les coefficients p; sont définies par

W =<BP; >w:fP(x)Pm(x)w(x)dx.

On ale procédé d’orthogonalisation de Schmidt donne I'existence d’'une unique suite
P, de polyndmes unitaires, orthogonaux deux a deux pour le produit scalaire de E, et tels
que deg(P,) = n pour tout entier n [9]. Ces polyndmes sont appelés polynomes orthogo-
naux avec le poids w.

[11].Tous les polyndmes orthogonaux vérifient des propriétés particulierement inté-
ressantes [8] .

Tout les polynémes f(x) de degrée n peut étre décomposé en termes pg pi....., Pn S'il
existe les coefficients «; tel que :



n
f) =) a;P;(x). (1.8)
(i=0)

-On donne I'’ensemble du polyndéme {py(x), p; (x), .....} qui sont deux a deux ortho-
gonaux.

-Chaque polynoéme dans {pg(x), p1(x),.....} @ n racines réelles, distincts et appar-
tient dans l'intervalle [a, b]

-La suite P,,(x) vérifie une relation de récurrence d’ordre 2 :

P, (x) = (x — ap)Pr—1) (%) + BrPn-2) (%),

avec

_ (£XPp-1),Pn-1)>)
n=
IP(n-1)l12

_ =lIPgpl?
P21

Pn

1.2 Les Polynomes Classiques

Onrappelle les polyndmes les plus importantes (et les plus étudiées) sont les suivantes
[9]:

1.2.1 Polynome de jacobi

Polyndmes de Jacobi est les plus général des Polyndmes Orthogonaux Classiques dans
le domaine [—1, 1] avec la fonction poids intégrable sur I'intervalle[—1, 1] [7]

ox) =1-0%1+xP avec o,p>-1. (1.9)

ff"ﬁ) est la notation des polyndmes de Jacobi qui sont des solutions de I’équation dif-

férentielle homogeéne du 2™ ordre.

1-x)y +B-a—(@+p+2)x)y +n(n+a+p+1)y=0.

Cette équation est équivalente au probléme de Sturm-Liouville

d
- 01+ 0P Dy nn+a+p+1)0 -1 +x0Py=0,
X
avec n est le degré du polynome.
Les polyndmes de Jacobi nommés ainsi car c’est Jacobi qui les a introduits en 1859 par
les trois maniéres suivantes :



La formule de récurence suivante [12]

1&P =1
7P () = (0(+1)+(0(+[3+2)x—'1

amoﬁ“me—wamlx am )] P (x) - amgﬂ P )
avec

amo=2m(a+p+m)(x+p+2m-2)
ami1=@+p+2m-1(a+p+2m—-2)(ax+p+2m)
Amo = +pH) (a+p+2m—1)
amz=2(c+m-1)P+m-1)(a+p+2m)
La Formule de Rodriguez [2]

(aﬁ) (-1" YT (-B) d" (n+a) (n+p)
(0 = Gy (1= 07V W+ 07 e (A =0 A+ 0 )

la Formule de Analytique

(cxﬁ) = ()| [((m+B)) ek k
(%) = 2”2%1 v )Ln—k)(l 0P 1+ x)

Vioci qui quelques figures qui présentent ces polynome pour différents indices a, 3

polynome dEJaCDb\ =0 B =2

A s R R R G N
L L T 11
BN = O

oo, (0

FIGURE 1.1 — polynome de Jacobi (a=0,p =2)



polynome de jacobi o=-0.3 p=1

oo, 00

FIGURE 1.2 — polynome de Jacobi (a =—-0.3,=1)

1.2.2 Polynome de Legendre

Les polynomes de Legendre sont définit sur le domaine | — 1, 1[,avec la fonction de
poids

w(x)=1 (1.10)

Définition 1.4 [3] Les polynémes de Legendre notés l,, sont un cas particuliers de polynéme
de Jacobi aveca = =0

L) =]%Y%).n=1xe-1,1]
Les premiers polynomes de Legendre :
la(x)=1

Lx)=x

2_
ZZ(X) — (3x2 1)
3_
La(x) = (35x*—30x%+3)
- 8
_ (63x°-70x%+15x)
Is(x) = >=—3—>>

_ (231x5-315x*+105x%-5)
ls(x) = G
Les polynomes de Legendre sont des solutions de I'équation différentielle homogeéne

de 2¢™€ ordre.




1-x%)y —2xy +n(n+1)y=0

C’est la seule solution définie au voisinage de 0 qui est continue jusque 1 avec y(1) =1
Les polynomes de Legendre peuvent étre définis de différentes manieres :
la Formule de Rodriguez :

_ (-n" d" 2 n
In(x) = o) (dxm [(x"—-1D7]
la Formule de Analytique :
1n(x) = Z( 2(x— D+ "P

(k 0) k'( _k)'

la Formule de récurrence d’ordre 2 :
(m+1)Lys1—-@2n+1)xL,+nL,-;1=0
la figure ci-dessous illustre ces polynomes

polynome de Jacobi =0 (=0 (Legendre)

——————————————————————————————————————————————————————————————————

o8 p i

P = T e s e
[ L T R}
B W= O

0B -4

Pou), 09

FIGURE 1.3 — polynome de Jacobi (a =0, = O) (Legendre)



1.2.3 Polynome de Tchebychev

Le polynéme de Tchebychev noté T, est un cas particulier de Jacobi définie sur le
domaine | — 1, 1[,avec la fonction de poids

w(x) = (1-x%) (1.11)
il y en a quatre espéces de polynome dans le tablue (1.1)

Définition 1.5 Les polynomes de Tchebychev du premier espece T, (x) sont des polynémes
de degré n définis a l'aide de la relation suivante :

cos (n0) =T,,(x) avec x=cos0

Pour tout x dans]—1,1[ ,alors 0 appartient a [0, 1] on peut vérifier facilement que T, (x) est
un polynome de degré n, voici quelques polynéme T, (x)

To(x) =1, T1(x) = x, T2 (x) =2x°> — 1, T5(x) = 4x> — 3x

Définition 1.6 Les polynémes de Tchebychev du deuxieme espece U ,,(x) sont des polynémes
de degré n définis a l'aide de la relation suivante :

sin(n+1)0

- =U,x) avec x=cos0
sin®

Pour tout x dans]—1,1[ ,alors 0 appartient a [0, ] on peut vérifier facilement que U ,est un
polynéme degré n, voici quelques polynome U,

Uo(x) =1,Uq(x) =2x,Us(x) =4x> — 1

le tableau 1.1 montre les quatre especes des polyndmes de Tchebyshev [4] :

Les Types de Tchybechev | La Formule Ré cursive La Fonction Poid
TV () =0, T (x) = x,
T (x)=2xTV  —TD
T (x)=0, T (x) =2x
T () =2xT? -T®
T¥ () =0TV (x) =2x -1,
T () =2xT® —1® |
TP (x)=0, TP (x) =2x + 1,
T, (x)=2xT  —TW

le premier type ') =0-0""21+x?

le deuxieéme type w?(x)=1-0"21+x'?

le troisieme tr type W} (x)=(1-0""21+x)!?

le quatrieme type w*(x0)=1-0Y2(1+x)71?

TABLEAU 1.1 - Les 4 type du polyndme de Tchebychev



= R - |
[ S VI T |
[ = A

=-1/2 (Tchebychey 1% éspace)

polynome de Jacobi o=-1/2 [F

)

éspece

polynome de Jacobi (a=—1/2, = —1/2) (Tchebychev 1¢" é

FIGURE 1.4

gspace)

28!’“8

=1/2 (Tchebychey

P

cobi o=1/2,

polynome de Ja

u

) gy

éspece)

2

1/2)(Tchebychev 2¢™¢

p=

1/2,

ome de Jacobi («

polyn

5—

FIGURE 1



142 (Tchebychey 3™ éspace)

172 p=

polynome de Jacobi o

u
() oy

éspece)

2

1/2)(Tchebychev 3°¢

p=

’

-1/2

de Jacobi (a =

ome

A

polyn

6 —

FIGURE 1

éspace)

142 (Tehebychey 452

B:_

=172

polynome de Jacobi

u

() gyt

)

éspece

2

=1/2,p = —1/2)(Tchebychev 4°™¢

FIGURE 1.7 — polynome de Jacobi («



2 Les Ondelettes

Londelette est une oscillation mathématique courte et trés forte d'un signal ,elle était
présente au début des années 1980 par 'ingénieur en géophysique Jean Morlet en asso-
ciation avec Alex Grossmann, elle est utilisée dans nombreuses disciplines et approches
mathématiques et physiques. Ce mot est d’origine francaise , en anglais c’est « wavelet »,
avec le terme wav (onde) et let(petite) ,qui signifie des petites oscillations.Elle sont des
fonctions a support compact.

2.1 Historique d’ondelettes

Au XXe siecle, I'analyse de Fourier présenteé par Jean Baptiste Joseph Fourier en 1768
était la seule technique d’analyse du signal, en transformant la représentation temporelle
du signal en fréquence pour le traitement du signal, L'un des inconvénients de ’analyse
de Fourier est qu’elle ne peut pas analyser les signaux a haute fréquence en raison de ses
fonctions d’analyse «sin » et « cos » définies sur R .

En 1946, le physicien Denis Gabor a modifie la transformée de Fourier en courte terme
et il a utilisé des fonctions appelées «fenétre».

Au début des années 1980, I'ingénieur en géophysique Jean Morlet, en collaboration
avec Alex Grossmann, a modifié la transformée de Fourier en analyse d’ondelettes pour
résoudre des problémes de traitement du signal.

Les ondelettes sont devenues un outil bien connu dans le traitement du signal, les
ondelettes peuvent étre utilisées pour zoomer et dé zoomer pour détecter les oscillations.

2.2 Définition des ondelettes

[6] Les ondelettes ¥, 5 (x) sont des fonctions générées par la translation et la dilatation
d’une fonction génératrice ,appelée ondelette mere ¥ € £2(R)
les ondelettes sont définie par

-b
Wa,b(x):lal_mW(xT) a,be a#0 (1.12)

avec a est le parametre de dilatation et b est parametre de translation .
Dans la pratique ,on utilise le cas discret .Donc les deux parametre prennent des va-
leurs discretes tels que

a=a, i ag=2
b=nboa,’ by=1
pour n, j € N*,nous avons la famille des ondelettes

W;,=271"202) x—n) (1.13)



2.3 Exemples

2.3.0.1 Londelettede Haar: C’estlaplussimple desondelettes, définie sur'intervalle
[0,1] (ou parfois sur] -3, 3[)
c’est la fonction H constante par morceaux qui vaut :

Si x€]0,1/2]

1 si x€]1/2,1] (L.14)

H(x):{ !

L5
o | *—0O .
I |
[ , ]
05 - | B
l
[ | i
0w b———0 | . -
L I I -
05 |- ! ' -
5 F | |
i | '
10 —0 -
]q i ] 1 1 1 1 1 L 1 1 1 1 1 1 | 1 1 1 1
0 I

FIGURE 1.8 — Ondelette de Haar



2.3.0.2 Londelette de morlet :

I'ondelette de morlet est une ondelette complexe

elle s’écrit sous la forme :

Ux)=e

_42 .
% cos5t  ou Wx)=e M el0int (1.15)

Morlet Wavelet

0.8

04T

02r

T T i T
I

FIGURE 1.9 — Ondelette de Morlet



2.3.0.3 Londelette chapeau mexicain : Londelette chapeau mexicain est une onde-
lette continue et s’écrit sous forme :

_2
Ux)=e2 (1-1%) (1.16)

0.8 a

FIGURE 1.10 — Ondelette Chapeau Mexicain



Chapitre

Les ondelettes de jacobi

Dans ce chapitre , on va définir les ondelettes de jacobi , leur propriétes , la matrice
opérationnelle de dérivation et on donne un exemple de cette matrice opérationnelle de
dérivation .

1 Définition
Les ondelettes de Jacobi sont définies par [12] [1]
Wb = 0B (k,m, m, 1) 2.1)

avec quatre arguments n=2n-1,n=1, 2....2F k un entier positive ,m est I'ordre des poly-
nomes de jacobi un entier m € N* et ¢ est le temps normalisé
Il sont définis sur l'intervalle [0, 1] par

(o, 0)
!pn,m =

TSl 2.2)

L2 J P k1t _op 1)
0 ailleur

assure ’orthonormalité de la

(o) 20+ [+ m+1) ] (a+m+1)
" 1l =

m@m+1+a+p) ] (a+p+m+1)

Telque

base et le coefficient m pour la normalisation

(.
m

voici quelques exemples d’ondelettes de jacobi de différents indices
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0 {Legendre)

Ondelette de Jacobi o=0

Ondelette de Legendre

FIGURE 2.1

0,p=2

o=

Ondelette de Jacobi

() gy

p=2)

’

=0

Ondelette de Jacobi (a

FIGURE 2.2



1

Ondelette de Jacobi o=-0.3 p

p=1)

’

=0.3

Ondelette de Jacobi (a

FIGURE 2.3

)

éspace

142 (Tehebychey 157

172 p=-

0=-

Ondelette de Jacobi

-1/2)

p=

)

-1/2

Ondelette de Jacobi (a

FIGURE 2.4 —



142 (Tchebychev 2% éspace)

Ondelette de Jacobi o=1/2 5

1/2,p=1/2)

Ondelette de Jacobi (a

FIGURE 2.5 -

&)

éspac

by chev 3%

=]

cobi o=

Ondelette de Ja

172 (Tch

102 o

=1/2)

p

)

-1/2

Ondelette de Jacobi (o=

6 —

FIGURE 2



2 Approximation d’'une fonction

Puisque les ondelettes de Jacobi forment une base [1], alors on peut décomposer chaque
fonction de L(ZD ([0,1])dans cette base

fx)= Z Z Cnm¥n,m(X) (2.3)
n=0m=0
ou
1
Cnm =< [, ¥nm >:f fOY,m(xX)w,(x)dx (2.4)
0
2k M
fx)= Z Z Cnm¥n,m(X) = CTW(X) (2.5)
n=0m=0

ou C et ¥ sont deux vecteur de dimension (M + 1 x 2X) donné par

C= [CLO’ (03 R ERTTTTTTTTTTToToon , CZk,M]
et¥(x) = [Lpl)() (x), %,1 (X)) eeeeeiiieeeens , wzk,M (x)].

2.1 LaBase de fonction

On démontre que la famille 'ondelette de jacobi{@&fﬁ) (x)} .1k forme base ortho-
m=0

normale dans L2 (10, 1])

Théoreme 2.1 [1]la famille d’ondelette de jacobi {L/'/E;",ﬁ’ (x)} n-1._ok forme une base ortho-
mz=0
normale pour Uespace (12,(10,1]), < . >,,) muni de produit scalaire

2k L
<fg>=) | figiwidx (2.6)
i=0Y 05

ou f; est restriction de f; sur intrvalle iz'—kl, Zik] et mg.“vﬁ) (x) = @B 2kl _2j 1 1)

2.2 Laconvergence de fonction

. k
nous allons montrer la convergence de la suite des sommes partielles Zi:l 2%20 cnmwif‘,i? (x)
dans 1.2 (10, 1)

Théoreme 2.2 [1] Toute fonction f € L(ZD (10, 1[) peut étre representeé sous la forme
S (@p)
f=) cip; " (x) 2.7)
i=0

Ou la convergence des séries a liens dans Lﬁ, (10,1



3 Lamatrice opérationnelle de dérivation
Théoreme 2.3 [15] soit¥(t) le vecteur d’ondelette de jacobi définie par la relation (2.2)
la dérivée de V(1) peut s'exprimer par :

av(t)
dr =Dwo)

oti D est la matrice opérationnelle de dérivation de dimension 2F(m + 1) définie par

F .-~ 0
D=|: -.
0 --- F

avec F est la matrice M + 1)(M + 1) définie par :

Pl
d peillilged <
d Q/(O‘ﬁ)(t) ||I§u7,lﬁ)|| i-1,j-1’ Stl=]=<1 (2.8)
0 sinon
(@p) F(i+(3)(2(j—1)+cx+[3+1)F(0(+[3+l) ( I-j+1 2(l+1+a+[3)F(0(+l+1))
Avec®;” L,j-1- 21 (a+p+i) ] (a+j) Zl =J- 1D [1p+1+2)

Preuve. [16] on utilise le polynome de jacobi tronqué sur [0,1], qui définie le vecteur V()
par la relation 2.2

1
Wﬁfﬁ)(t)——z @B ok+1r 9y 4 )X

nontl
neoy ke |
0itm=0,1,..c.... M, 1=0,1, ... 2k
etXp, 1[ est la fonction caractéristique définie par
2EoE
i 1 ntl
X| . o= 1 Si 2kst<. oF
2—k2—k] 0 sinon

la dérivée par rapport a t est

d 1
L/‘/“"ﬁ)(t) = (“"‘3)) K —on+1)
BT} (G

alors,la dérivée des ondelettes de jacobi LT/E@“,E@) (t) pour un m, n fixés prendre la forme [1]

dl]/(‘"f”() ol omien IUm+p+D) X”’Z‘l(2r+1+a+[3)F(o<+ﬁ+r+1)
dt B III( ﬁ)ll 2Im+a+p+1) o Ia+r+2)
Cys—r Qs+ o+ P o+ s+1) | 0f) oke1,
;)( ) 7572 @B k1 _op+1)



r

d 2k+l
W (0 = o= T P (o)

n,m ( , )
dt [ip]
ap) _ Tlm+p+1) m—1 Cr+1+a+p) ] (a+p+r+1) ( m-1,_ s_r(2(s+1)+(x+f))F((x+s+l))
on poseT(m'r T2l m+a+p+1) xXrz0 Ta+r+2) X\ L5z 1) T p+s+2)
on a peut écrit la notation matricielle suivante :
[ 7 (0,B) ]
l‘pn,O
d g of) oy _ 2K+ op) | 1(ap) a,p) (a,p)
LB () = mear (Sl e TA— T 11,0, ..,0)
(o,0)
uwn)M P
[ d 7P ] [ 7,(0B) ]
mw(nyo 0 e 0 W(n,o
. WEPI A ) .
=280 | Py 10
. Wyl ey :
d 7 (ap) @p), = M,0 (a,B)
m%,M Myl ;Wn,M |
[ d 7, (ap) ] [ 7.(a,B) ]
mwn,o wno
=F
d 7,(0.P) (o, 0)
%WH,M ] _Lpn,M ]
ou F est donné par 2.8
Enfin,ona
p F --- 0
_!p(avﬁ) (t) - : ., . S W((X,f)) (t.)
dat
0 --- F
=DV P (1)

3.1 Ladérive n éme des ondelettes de jacobi

Corollaire 2.1 Pour tout entier naturel n ,la dériviée n°™¢ du vecteur ondelette de Jacobi

sécrit
dl’l

— P () = D" PP (1)

at’

ou D" est la puissance n°"° de la matriceD .



3.2 Exemple de la matrice Opératonnelle

nous allons traité quelque exemple numériques

Exemple 2.1 prenonsM=1,k=1,a=0,p=0(Legendre)
doncD une matrice (4 x 4) ,alorsF matrice (2 x 2)

d
Eu‘z‘;}i‘” (1) =6.9282 0 (1)

0 0
6.9282 0
EtD la matrice bloc de diagonale F

la matriceF est

0 0 0
D_[F O]_ 6.9282 0
0 F 0 0 0
6.9282 0
Exemple 2.2 prenonsM=2,k=1,a=0,p=2
D sera matrice (6 x 6) ,alors F matrice (3 x 3)
0 0 0
la matriceF est | 10.3280 0 0
7.6376 17.7482 0
Et
0 0 0
10.3280 0 0 0
D—[ F O ]_ 7.6376 17.7482 0
0 F 0 0
0 10.3280 0
7.6376 17.7482
, [F2 0
o= ]
ou
0 00
F? = 0 0 0
183.3030 0 O
alors
0 00
0 00 0
D? = 183.3030 0 O
0 0 0
0 0 0 0
183.3030 0 O

0
0
0




Chapitre

Application des ondelettes de Jacobi pour
résoudre un probleme du controle optimal

Dans ce chapitre, nous présentons une nouvelle méthode analytique pour résoudre
des problemes de controle optimal quadratique avec contraintes linéaires. La méthode
est basée sur la matrice opérationnelles de dérivation d’ondelettes de Jacobi. Ensuite, la
solution est obtenue en réduisant le probleme de controle optimal en tenant compte des
équations algébriques, en utilisant la commande quadprog. On termine ce chapitre par
des exemples illustratifs .

1 Probleme du contréle optimale a contraintes linéaires
Soit le probleme minimiser fonction cotit quadratique en temp discret :
min] = [ (x*()Qx(2) + u' (HMu(r)) dt
avecl’équation del’état du systeme et de la condition initiale qui présentent les contraintes

{ x () =Ax(t) +Bu (1)

x(0) = xo, 8.1

pour Q et M matrices définies positives x(£) € R”, u(t) e R Ae RNV*N Be RN

on écrit chacun des vectures de contrél x et u (x de 1état ude contéle) dans la base des
ondelettes de jacobi,

ona:

o T =1 eee--
{ xi(1) = Cl(p) i=1 N (3.2)

wp(8) = UL W(1) p=1

ou
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T
C;= [Ci,O,O; Ci,0,1y-eee+ »Ci,0,M,Ci 1,0 +eveeee » Ci,0,M)» Ci,Z’C,l’ ....... , ci,zk,M]

2 Approximation de la fonction cofit

On décompose les membres du probléme, si u(f) € R alors M € R'1 ¢’a d M est une
scalaire positive .

1
sz (x"()Qx() + u' (HMu(r)) dt
0

1[N N N N
J=f (ZunwaZmuuiuJ-)
0 \i=1j=1 i=1j=1
En untilisier 3.2 ,on trouve
1N N N N
:fo( Zqij(Cl-)Ty'/(r)u?T(t)cj+ZZm,-j(Ui)Tu'/(t)wT(t)Uj)dt
i=1 j=1 i=1j=1

Puis,on permute entre I'intégrale et la somme :

n n 1 n n 1
]:ZZCIij(Ci)T(/(; W(t)sﬂ(t)dt)cﬁzzmij(Ui)T(f() W(t)zPT(t)dt)Uj

i=1j=1 i=1j=1
on pose

1
H:f U (ndt (3.3)
0

ce qui donne

n n n n
J:ZZQU(Cl)THC]+ZZmz](U1)THU]
i=1j=1

i=1 j=1

on utilise (3.1) avec x (f) représenté par
X; (1) = C; DW (1) i=l....N

I’équation 3.1 devient

n n
CH'DEM) =Y ai; (C;) W@+ b (U) W) (3.4)
i 1



De plus, en développant la condition initiale dans les fonctions d’ondelettes de jacobi,
on obtient
X (0) = G ¥(0) = xip,

I’équation 3.4 on obtient

n n
CH'DE® =Y ai; (C;) W@ =Y b (U) w@)=0 i=1,N
=1 =

n n
DTCi—X‘iaijCj—ZibijUj
J= J=

1205 =0 i=1,N

on applique 3.3 on trouve

1 N N
Si:f W(I)Ept(t) DTCi—ZaijCj—ZbijUj dt i=1,N
0 ]:l ]:1
Ainsi
N N
Si=H DTci—Zaijcj—ZbijUj) i=1,N (3.5)
=1 =1

Si=1[S1,S2,S3,...,SNI

tel que Sl = [S], 82, cesy Szk(M+1), Szk(M+1)+1, ...32k+1(M+1), S(N—l)zk(M+1)+1’ "’SNzk(M+1)]
I’équation 3.5 génére un N2X(M + 1) ensemble d’équations linéaires.

3 Exemples d’application

Dans cette section , nous présentons quelques résultats numériques en utilisant a mé-
thode proposée on fait une comparaision avec d’autres méthodes.

Exemple 3.1 on a le probleme de minimisation suivant

1
min1/2f (xX2(0) + u?(0)dt (3.6)
0

avec

(3.7)

x(6)=—x(t) + u(e)
Xo=x(0)=1

on utilise 3.2 ,on obtient

1
J:f 172 (C'w(nw" (nC+ Ut (1U) dt
0



d'aprés 3.3

J=1/2 (C'"HC+U"HU)

en utilisant 3.2 l'équation 3.7 s'écrit
C'DU(r) = -CTo(r) + UTw(p)
dou
() (C'D+CcT-uNH=0

v ep'+c-u)=0 (3.8)

on multiplis 3.8 par W(t) et ou integre sur [0, 1] ,on trouve

1
f YO (H(CDT+C-U)=0
0
puis
H(CD'+C-U)=0

la condition initiale devient

cTy)=1

d’aprés l'étude de A. Bokharidans [5] pourk=1,m =7, m =8 ils ont trouvé] =0,192909298093169
les résultats numériques sont présenté dans le tablue 3.1 suivant ,nous pouvons étudie
le probleme différents paramétres (m, k), (a, p)

(@,p) (0,0)
k 1 2
m 4 5 8 4 5
J 0.1510 | 0.150254 | 0.1487 | 0.0926 | 0.0931

TABLEAU 3.1 —résultat pour legendre

(o, B) (1/2,1/2)
k 1 2
m 4 5 8 4 5
] 0.1510 | 0.150254 | 0.1487 | 0.0926 | 0.0931

TABLEAU 3.2 — résultat pour Tchebychev 2™ espéce



(@ p) (-1/2,1/2)
k 1 2
m 4 5 8 4 5
J 01510 | 0.150254 | 0.1487 | 0.0926 | 0.0931

TABLEAU 3.3 — résultat pour Tchebychev 3¢ espeéce

(«,B) (0,2)
k 1 2
m 4 5 8 4 5
J 0.1510 | 0.150254 | 0.1487 | 0.0926 | 0.0931

TABLEAU 3.4 —résultat pour jacobi (0,2)

Exemple 3.2 soit le probleme suivante minimiser le probleme de controle optimal pour
u(r) eR et x(r) e R2. [5]

1
min]:f (X2 (0) + x5(1) +0.005u> () d t (3.9)
0

avec les contraite suivant :

{ 02—l 4 (8 (5.10
et la condition initiale
x1(0)=0 (3.11)
X2(0)=-1 (3.12)
on utilise 3.2 on obtient
J= fol (CTU (W (HCy + CLUOP! (£)Ca +0.005U W)W (HU) dt (3.13)
d'apris 3.3ona
J=CIHC, + CIHC; +0.005UTHU (3.14)
et le systeme 3.10 devient aprés l'utilisation de 3.2
CIDW¥(1) = C, ¥(1)
{ CiDW(1) = —CaW(1) + UTW(1) (3-15)

d’ou

{ I (H(DTC;=Cy) =0
T (H(DTC,+Cy,—UNH =0



(,B) (=0.5,1.2)
k 1 2
m 4 5 8 4 5
J | 0.1510 | 0.150254 | 0.1487 | 0.0926 | 0.0931

TABLEAU 3.5 — résultat pour jacobi (-0.5,1.2)

H(D'C;-Cy) =0
HD'C, +C,-UNH =0

les condition initiale 3.11 et 3.12

Cl¥(0)=0

CoU(0)+1=0

(3.16)

(3.17)

(3.18)

dans les Tableaux [3.6] [3.7] [3.8] [3.9] [3.10] on obtient résultat numériques par la mé-

thoude proposée :
(o, B) (0,0)
k 1 2
m 4 5 8 4 5
] 0.0467 | 0.0433 | 0.389 | 0.0370 | 0.0356
TABLEAU 3.6 — résultat pour Legendre
(@, ) (1/2,1/2)
k 1 2
m 4 5 8 4 5
J 0.0467 | 0.0433 0.389 0.0370 | 0.0356
TABLEAU 3.7 — résultat pour tchebychev 287 espéce
(o, B) (-1/2,1/2)
k 1 2
m 4 5 8 4 5
J 0.0467 | 0.0433 0.389 0.0370 | 0.0356

TABLEAU 3.8 — résultat pour tchebychev 3¢ espece



(@,B) 0,2)
k 1 2
m 4 5 8 4 5
J 0.0467 | 0.0433 | 0.389 | 0.0370 | 0.0356

TABLEAU 3.9 —résultat pour jacobi (0,2)

(a,B) (=0.5,1.2)
k 1 2
m 4 5 8 4 5
J 0.0467 | 0.0433 0.389 0.0370 | 0.0356

TABLEAU 3.10 - résultat pour jacobi (-0.5,1.2)




Conclusion

Dans ce travail, on a utilisé la méthode des ondelettes de jacobi pour résoudre un pro-
bleme du contrél optimal quadratique avec contraintes linéaires. On a présenté la matrice
opérationnelle de dérivation des ondelettes de jacobi pour tout indice (a, 3), et la base des
ondelettes jacobi pour 'approximation des fonctions . Par la suite ,on a proposé une ap-
proche et en se basant sur le travail de BOUKHARI, on a résoulu un probleme de control
optimal par cette méthode . Cette approche est testée sur des exemples numériques dans
R et dans R?, o1 nous avons utilisé la fonction matlab quadprog pour trouver le mini-
mum . nous avons obtenus des résultats numérique mieux que ceux de BOUKHAR]I, ot le
parametre k (nombre de niveaux) joue un role trés important dans les résultats

perspectives

Dans notre travail , nous pouvons proposé comme perspectives

— Application les ondelettes de jacobi pour le contrdle optimal dans le cas non linéaire
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Annexe

H%
function
H%

elear all

mincontrol

cle
close all
B

al=input {'donnez al
be=input (' donnez be

this function for minimisation de control optimal with méthoude of jacohi

les donneés

x0=1:%input ('donnez la condition iniciale x0 @ ')
m=input{'donnez 1 ordre m: ');

k=input('donnez 1 ordre k:i');

x = linspace(0,0.99, (m+l) *2*k) ;

5%

Psi matrice =wavellet matrice(al,be,k,m, x);
H=integrale pssi(al,be kK, m, x]:
D=matrix_operationalial,be,k,m);
psil=vect_psi_jacobiial,be,k,m0 | :

O=gzeros|( (m+l) F2°k) '

O0=zeros ( (m+1) *24k, 1) ' ;

I=eye(size(D)):
A=[psi0 00;H™(D'+I}

h=zeros( (w+l) *2* (kj, 1)

b=[x0;:k] ;
Q=[H 0:;0 H]:
[T,E] = eig(Q:

les donneés de programme
la matrice d' ondelette

la watrice integrale de matrice ondelecte
la matrix_operational

le vecteur psi en x=0

woa

3
%

la watrice identité

w

la matrice &

e

levecteur kb

e

la matrice guadratic
les wvectuer propre et 'V

woa

calculer 'T' les wvaleur propre

la solution avec fmincon

sol=[sol;zeros(im+l) *2* (k) 11];

H%

5 F=0 (k) 1/27% T0%K;

% sol=psi0'/x0;

5

% %8= fmincon(f,s0l, [1,[],4b)
B

la solution avec yuadprog

S=guadprog (2, [1, (1,1, 4,b, 11,01}

C=3(1l:im+l) *2°k):

U=5{ {{mtl) *2 k) +1iend) ;

&%

% r=0;

¥ u=0;

% for i=1:2*k
B

5

%

% end

% end

B

xr={inline(r));

x = linspace (0,1, (m+l) *2°K):

% le wvecteur C
% le vecteur U
calcule des sommes

E =r + psiwavial,be,k,i,3).%C[(ml)*(i-1)+3);
u =u + psiwvav(al,be,k,i,3].%0({ (m+1) F(i-1)+3);

[r,n ]=sommes_vecteur (al,be,k,m, <, ) ;
calcule la minimum J
% pour fonctioné r

% le vecteur x

disp('la condition initiale '}

®O=xr(0)

% la fonction min J

disp{'le résultat donnez : '}

J=1/2%31 7O,

Jmin=sprintf('s.15f',J)

end

FIGURE 3.1 — code matlab de ] dans R
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B% this function for minimisation de control optimal with méthoude of jacobhi R"2
%
clear all

ele
%
al=1/2;
be=1/2;
x0=[0;-1];
N=1:
input {'donnez 1 ordre m: ')
k=input ('donnez 1 ordre k:'):
ae=0.005;
% = linspace(0,0.93,N* (m+l] %27k ;
B% les donneés de proyramme
Psi_matrice =waveller marrice(al,be,lk,m,x)]; tla warrice d' ondelecte
H=integrale_pssi{al,be,k,mx); %1a matrice integrale de matrive ondelette
D=matrix_operational [al,be,k,m) ; #la matrix_operational
psib=vect psi_jacobi(al,be,k,m,0 ]; % le vecteur psi en x=0

O=zeros ( (m+1) *2%k) ' ;
O0=zeros( (m+1) *2°k, 1) ' ;
I=eye (size (D))

A=[psi0 OO0 Q0200 psid OO:H*D' -H O:0 H*(D'+I) -H]: % la matrice L
sL=[pail OO0 0000 psi0 ©0:D' -I 0:0 (D'+I) -I1:

b=zeros [ {w+1) #2* (k) , 1) :

b=[x0;00":h]; % levecteur b

0=[H 0 0;0 H O ;0 O as*H]; % la watrice quadratic

[T.E] = eigiQ;

B% la solution avec guadprog
S=equadprog (Q, [1,[1,[1 2B, 11,011
C1=5(1: (m+l) *2 k) ;

la matrice identite

e

C2=5 [ { (m+1] "2 k] +1: (27 (mbl) 727k ) ;

U=S( (27 (m+1) "2 k) +1:end) ;

% calcule des sommes
r=0;

ri=0;

u=0;
for i=1:2%k
for j=l:m+1

+ psivav(al,be,k,i,3).%C1{im+l) * (i-1]+3);
ri=rl + psivav(al,be,k,1,3).%C2 [intl) *(i-1)+3);
u =u + psiwvavi{al,be,k,1i,3).%0({w+1) *ii-1)+3];

r =

end
end
B calcule la minimm J
xr=(inline(r}i;
xril=(inline(rij);
xu={inline{u)};:
¥ = linspace (0,1, im+l) *2°k)
®xO0=[xr (0] :xxl(0) :xu(0)]
J=1/2%3' *Q%3

FIGURE 3.2 — code matlab de J dans R?
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