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Introduction

Dans ce mémoire on étudie une équation différentielle absrtaite elliptique avec des condi-
tions aux limites de type Robin généralisées dans les espaces de Holder.

Le but est de donner des conditions nécessaires et suffisantes pour obtenir une unique
solution stricte satisfaisant la régularité maximale.

Les techniques utilisées sont basées essentiellement sur la construction d’une représen-
tation de la solution & l'aide des puissances fractionnaires d’opérateurs, semi-groupes, la
méthode de réduction de 'ordre de Krein et 'application de la méthode des sommes d’opé-
rateurs Da Prato-Grisvard.

Ce travail est une syntheése de l'article de Cheggag-Favini-Labbas-Maingot-Medeghri
"Abstract differential equations of elliptic type with general Robin boundary conditions
in Holder spaces" Applicable Analysis, Vol. 91, No. 8, August 2012, 1453-1475. Il fait suite
a celui de : M. Cheggag, A. Favini, R. Labbas, S. Maingot et A. Medeghri, Sturm-liouville
problems for an abstract differential equation of elliptic type in UMD spaces, Differ.Integral.
Eqns 21(9-10) (2008), pp. 981-1000. (Dans le cas des espaces U.M.D).

Ce mémoire est composé de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, on fait des rappels de notions utiles pour ce travail sur les semi-
groupes, les espaces d’interpolation, les puissances fractionnaires d’opérateurs et la théorie
des sommes d’opérateurs.

Le deuxieme chapitre est consacré a I’étude du probléme

"(x) 4+ Au(z) = f(x); = €(0,1)

ou f € C%0,1)]; X), do,u; € X, (X espace de Banach complexe), A et H sont des
opérateurs linéaires fermés dans X et vérifient certaines hypothéses.
On donne des conditions nécessaires et suffisantes pour 'existence d’une unique solution
stricte.
Dans le troisieme chapitre, on ajoute un paramétre spectral w dans ’équation et on étudie
le probleme
u'(r) + Au(z) — wu(z) = f(x); z € (0,1)
' (0) — Hu(0) = dy
u(l) = u;.

On donne des exemples concrets d’équation différentielle partielle dans le quatriéme cha-
pitre.



Chapitre 1

Rappels

On rappelle que A est un opérateur linéaire sur X un espace de Banach si et seulement si
c’est une application linéaire définie sur un sous espace vectoriel D(A) (domaine de définition
de A) de X, a valeurs dans X.

Alors :

1. A est dit borné si

D(A) =X etsup [|AE|| < +o0
llglI<1
et on écrit A € L(X).
2. A est dit fermé si et seulement si pour toute suite (z,) € D(A) telle que

{ Ty, — T :>{:ceD(A)

Axn—>y Ag;:y.

3. A est dit fermable si et seulement s’il admet une extension fermée, ce qui équivaut a
dire que pour toute suite (x,), € D(A) telle que

w0
Az, —y y="u

4. A étant un opérateur linéaire fermé sur X, on définie p(A) ’ensemble résolvant de A
par
p(A)={reC/(M - A)" € LX)},

et le spectre de A par
o(4) = C,/p(A).

Les convergences des suites z,, et Az, sont au sens de la norme de I'espace X.

La notion de fermabilité des opérateurs linéaires est importante dans la résolution de
certaines équations aux dérivées partielles car elle permet d’avoir des solutions distributions,
voir [12].

1.1 Les semi-groupes

Définition 1.1 Soit X un epace de Banach. On dit que la famille (G(t))i>o d’opérateurs
linéaires bornés sur X constitue un semi-groupe si :



1. G(0)=1=Ix,

2. Vt,s > 0,G(t+s) =G(t) - G(s).

Lorsque la famille (G(t)) est donnée pour t € R et que la deuxiéme propriété est vérifiée
pour tous t et s de R on dira qu’on a un groupe.

Définition 1.2 On dit qu’un semi-groupe (G(t)):>o est fortement continu si et seulement si
pour tout x € X Uapplication t — G(t)x de Ry dans X est continue c’est a dire

Vo e X, tlilgl |G(t)r — x|y =0
on dit aussi que (G(t))i>o est un Cy semi-groupe.

Proposition 1.1 Si (G(t))i>0 est un semi-groupe fortement continu alors il existe deux
constantes M > 1 et w > 0 telles que

VE >0, |G < M. (1.1)

Définition 1.3 On appelle générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (G(t))i>o, l'opéra-
teur A défini par
G(t)x —z

t—0t

D(A) = {x € X : lim existe dans X}

Vo € D(A), Az = lim ST

t—0t t

Proposition 1.2 Si A est générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (G(t))i>0, alors

1. A est linéaire fermé de domaine D(A) dense dans X,
2. L’ensemble résolvant p(A) contient le demi-plan

P,={A e C:|Re(N)| > w}

et Ve P,,Vn>1
M
(Re(A) —w)"

3. La résolvante de A est donnée par la transformation de Laplace :

”(A o )\I)_HHL(E) <

YA€ P,,(A=X) "z = /e"“G(t)xdt
0

ol M et w sont les constantes de la proposition précédente.
La réciproque de ce résultat est donnée par le célebre théoreme de Hille-Yosida suivant :

Theoréme 1.1 (Hille-Yosida) Soit A : D(A) C E — E un opérateur linéaire tel que :



1. A est fermé et D(A) est dense dans E,
2. il existe M > 1 et w tels que :

p(A) D {A e C:|Re(N)| > w}
et pour ReA >w,n=1,2,...

. M
leo = ey =

Alors A est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe (G(t));>o.

|(A=AI)~

Proposition 1.3 On peut retrouver le semi-groupe (G(t))i>0 o partir de son générateur A
par la formule
Gt)r = lime™az, t>0, z€ X

A—00

ot Ay € L(X) est l'approxzimation de Yosida définie par
Ay=—-MA - A > w.
La proposition suivante détaille les principales propriétés des Cjy semi-groupes.
Proposition 1.4 Soit (G(t));>0 un Cy semi-groupe de générateur infinitésimal A, alors on
a:

1. Pour tout = € X, la fonction ¢ — G(t)x est continue sur R,.

2. Siz e D(A) et t > 0 alors G(t)z € D(A).

3. La fonction t — G(t)z est contintiment dérivable sur R, si et seulement si z € D(A).
Dans ce cas

d
vt >0, EG(t)x = AG(t)r = G(t)Ax.
4. Pour tout = de X et tout ¢t > 0

/G(s)xds € D(A) et A/G(s)xds =G(t)r — x,

et si de plus z € D(A)

t t

A/T@nm: /T@Mﬂk:T@x—x

5. Si A est générateur infinitésimal d’un autre Cy semi-groupe (S(t)):>o, alors
Vi >0, S(t)=G(t).

La proposition précédente permet d’affirmer que si A est le générateur infinitésimal d’un Cj
semi-groupe (G(t))i>o et si ug € D(A), la fonction u : [0, +oo[— X définie par

Vit >0, u(t) = G(t)uo,
est 'unique fonction dans C*([0, 1]; X) N C([0,1]; D(A)), solution du probléeme de Cauchy

{ ' (t) = Au(t), z € ]0,+o0],
u(0) = up.



Définition 1.4 On dit que (G(t))i>0 est un :

-Cy semi-groupe uniformément borné si on a la majoration (1.1) avec M > 1 et w = 0.
-Cy semi-groupe de contraction si on a (1.1) avec M =1 et w = 0.

Semi-groupe analityque
Dans toute la suite arg désigne la détermination principale de la fonction argument
caractérisée par :
arg(z) = ¢ si z =re'®, r >0, ¢ € [-7, 7]

Définition 1.5 Soit 0 < ¢ < 7/2. On appelle semi-groupe analytique I application G définie

sur le secteur Sp avec
Sp ={z € C": |arg(z)| < ¢}

et & valeurs dans L(X) telle que :

1. z — G(z) est analytique sur Sy.
2. G(0)=1T1etVre X.limG(z)x = x.
T
3. VZb 29 € Sg, G(Zl + 22) = G(Z]_)G(ZQ)
Générateur infinitésimal de semi-groupe analytique (ou holomorphe)

Theoréme 1.2 Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire.

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. A est fermé, D(A) est dense dans X et il existe C' > 0 telle que

p(A) DII={Ae€C*/ ReA >0} et

c
VAETL (A=A px) < B

2. A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique, uniformément borné (G(¢));>l
qui de plus se prolonge en (G(2)),3;, semi-groupe sur X, analytique dans Sy, uniformément

borné dans Sy (avec ¢ €]0,7]).
1.2 Les espaces d’interpolation

On donne ici certaines caractérisation des espaces d’interpolation dont on rappelle ci-
dessous les principales.

Définition 1.6 Soit X un espace de Banach.



On désigne par L2(R ., X) avec p € [1,400], 'espace de Banach des fonctions f fortement
mesurables définies pour presque tout ¢t € R, et telles que

1/p

T dt
TGl T
0

Si p = 400, on définit 'espace LX°(R, F') par

L2(®Ry,x) < TOO-

f Ry — X est fortement mesurable et
fe iR, X) & sup €55 1f()]x < 0.
<t<oo

Theoréme 1.3 Soient p € [1,+00] et 6 €]0,1].

Supposons que p(A) D R* et il existe une constante C' > 0 telle que

_ C
VA0, [[(A=AD"y) < 1
alors
Da(0,p)={z e X :t"A(A—tl) 'z € L2(R,, X1)}.
et
Da(0,400) = {x € X :sup|[t"A(A - )|, <K < —i—oo}
>0
et

el 0100 = Dl 50 [4CA = )]

Voir P.Grisvard [21].
1. Si A géneére un semi-groupe fortement continu et borné dans X

Da(0,p)={ze Xt -z e lP(R:;X)}.

Voir J.L.Lions [22].
2. Si maintenant A génére un semi-groupe analytique borné dans X, alors

Da(f,p) ={zc X : ' Aer € IP(R; X)}.

1.3 Calcul et Intégrale de Dunford

1.3.1 Formule de Cauchy

Soit U un ouvert de C.
On note H(U), l'espace des fonctions holomorphes, de U dans C.
Pour f € H(U), K un compact a bord de U et 2 a 'intérieur de K, la formule de Cauchy

est donnée par
1 [ f)
= — d\
f(z0) 2i7r/)\—zo ’
r

ou I' est le bord positivement orienté de K.



1.3.2 Intégrale de Dunford-Riesz

Le calcul fonctionnel classique de Dunford-Riesz s’appuie sur la formule précédente pour
construire f(7") ou T est un opérateur linéaire fermé et f est holomorphe.

Plus précisément si 7' € L(X) et si f est holomorphe sur un voisinage ouvert U de o(T)
(le spectre de T') alors on définit 'intégrale de Dunford-Riesz par

1T) = 5= [ FORT = 1) an

ou I' est le bord positivement orienté d’'un compact & bord K contenant o(7") et contenu

dans U.

1.4 La théorie des sommes d’opérateurs

On rappelle dans la suite les principaux résultats de la théorie des sommes d’opérateurs
linéaires dans les espaces de Banach quelconques.

Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés dans X, de domaine respectifs D(A) et
D(B). On s’intéresse alors a I’équation

Au+ Bu =g, (1.2)

ol g est un vecteur donné de X.
L’opérateur somme L = A + B est défini par

{ D(L) = D(A)N D(B)
Lu = Au+ Bu siu € D(L),

et (1.2) s’écrit encore
Lu = g.

Une solution stricte de (1.2) est un élément u € D(L) satisfaisant (1.2). L’idéal est de trouver
une telle solution lorsque g est quelconque dans X, mais ce n’est pas toujours possible; on
introduit donc une nouvelle notion :

u est une solution forte de (1.2) si et seulement sl existe (u,)neny une suite dans D(L)
telle que

lim w, =wet lim Lu,=g. (1.3)
n—+00 n—-+00

Evidemment, une solution stricte de (1.2) est une solution forte de (1.2). La notion de solution
forte est donc plus faible (mais le terme de solution faible ne sera pas utilisé ici, il est en
général réservé aux solutions variationnelles, la notion de solution forte correspond plutot a
une solution distribution).

Notons que si L est fermé les deux notions de solution stricte et forte sont équivalentes,
mais la somme de deux opérateurs fermés n’est pas nécessairement fermée.

D’autre part si 'on suppose que L est fermable et si on note L sa fermeture (i.e. L est la
plus petite extension fermée de L) alors (1.3) équivaut a

u€ D(L) et Lu = g.



Enfin dans le cas ou L est fermable, les propositions suivantes sont équivalentes :
1. Pour tout g de X, il existe une solution forte de (1.2).

2. 0€p(L).

Et si L est fermé les propositions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout g de X, il existe une solution stricte de (1.2).

2. 0ep(L).

1.5 Puissances fractionnaires

1.5.1 Construction des puissances fractionnaires

Soit A linéaire fermé a domaine non nécessairement dense dans X, soit A > 0

A € p(A) tel que ||A(A— A < C < 4o0.

)_1HL(E)

Alors, on définit I'opérateur J* par

+o0

Jog = 20T / AU A = MDY= A)zd)

4 0
si0 < Rea < 1letxe€ Dy,
et
+o00
Jop - ot / AT (A =MD = L)(—A)xcu
['(1—a)l(«a) 14 A2

0
+(—A)zsin ﬂ%
si0 < Rea < 2 et & € D 42, (voir Balakrishnan [8] ).
En plus généralement, sin — 1 < Rea < n et © € Dyn, alors
Jor = JOm (- A)
Lemme 1.1 Pourx € Dy et0 < Re(a+ ) <1, JoPx = J*JPz.

Lemme 1.2 Les opérateurs J* admettent des extensions fermées et (—A)® est la plus petite
extension fermée de J*.

Theoréme 1.4 Si A est un opérateur linéaire fermé a domaine dense dans X tels que

{ 3C > 0: R C p(A) et pour A >0
1AL = A) L) < C/(1+A),

alors pour 0 < a < 1/2, —(—A)* défini précédement génére un semi-groupe G (t) fortement
continu pour t > 0 et uniformément continu pour t > 0.

Preuve. Voir A. V. Balakrishnan [8] m
+o0
Exemple 1.1 Pour a =1/2 , Gyi)5(t) = /(A — M)t sintv/AdA.

0
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1.5.2 Puissances fractionnaires avec partie réelle positive
On considere ici A € Sy ou ¢ €]0, 7[.
On se donne a € C, il s’agit alors sous certaines conditions, d’activer la formule

A% = (27)(A).

Ici 2% désigne la détermination principale de la fonction "puissance a" caractérisée par

Inr+1i0) 0

2% = sl z=re

., >0, 0€|—m
Proposition 1.5 Soient a, f € C avec Ref3, Rea > 0, on a

1. A® est un opérateur fermé de X.
2. AtB = A AP = ABA“
3. Refl > Rea = D(AP) C D(A®) et en particulier

Rea < 1= D(A) C D(A?).
4. Si A est injectif alors A l'est aussi et
(A7 = (4%)
5. Si0 € p(A) alors 0 € p(A®).

6. Si@eRavec0<9<zalors
w

(Ae)a _ AHa.

7. Ae L(X) = A* € L(X).

1.5.3 Puissances fractionnaires avec partie réelle quelconque

Proposition 1.6 On considére o, 3 € C et on suppose que A est injectif. Alors

A est un opérateur fermé de X.

A* est injectif et (A*)™' = A7 = (A7)~
AdtB C AvAP,

Sif € R avec |0] < g alors

Ll e e

(AQ)a — A@a'

Considérons maintenant le cas particulier ou A admet un inverse borné.
Définition 1.7 Si0 € p(A) et a € C avec Reax > 0, alors

1. A= = (A" € L(X).
9. A8 = A~0A~B = AP A,
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1.6 Les espaces de Holder

Définition 1.8 Soient X un espace de Banach complexe et C([0,1]; X') l’espace de Banach
des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans X muni de la norme

= ¢
£ llecs) = mas £

On consideére, pour 0 < 6 < 1, l’espace

c([0,1]; X) = {f € C([0,1]; X) / sup 170) = J(8)llx < —|—oo}

t—s7#0 It — s

muni de la norme

/() = f(s)llx
f = If .x\ T sup
|| ||09([0,1],X) H HC([OJ]»X) 1540 |t — 3|9

Cet espace est un espace de Banach appelé espace héldérien de degré 6.

1.7 Lemmes techniques

Lemme 1.3 Si A est un opérateur fermable et B est un opérateur borné avec D(A) C D(B)
alors l'opérateur A + B est un opérateur fermable.
Preuve. V(uy,)nen une suite dans D(A) telle que

lim u,=0et lim (A4 B)u, =y,

n—-4o0o n—-+4o0o

montrons que y = 0. On a :

hI_P Au,, =z
lim u, =0 = z=0
n—-+4oo
et
lim u,=0 = lim Bu, =0,
n—-+o0o n—-+00
car
[ Bun|l < K [Jun|
donce
lir+n (A+ B)u, = liIJIrl (Au,, + Buy,)
= 1. A n = 0 = y
i Aun =0 =y
| ]

Lemme 1.4 Si A est un opérateur fermable et B est un opérateur borné avec D(Im B) C
D(A) alors Uopérateur A - B est un opérateur fermable.
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Preuve. Y(u,)nen une suite telle que

lim w,=0 e lim (A-B)u, =y,

n—-+00 n—-+o00

montrons que y = 0. Puisque B est un opérateur borné on a :

lim Bu, = lim v, =0,
n—-+00 n—-+00
d’ot
lim A- Bu, = lim A(Bu,)= lim Av, =y
n—-4oo ) n—-+oo ) n—-4oo = y — 0
lim v, = lim v, =0
n—-4o00 n—-4o00
[
Lemme 1.5 3C' > 0 ne dépendant que de v tel que, V( > 0 on a
|dz|
T O A S o Va € 0, 1
EESAIEiE 0.1
~
Preuve.
|lz+r] > AB=rsinf > Cr
> CD = |z|sinf > C|z]
|dz| B |dz| |dz|
lzE7r|]2]7 ) |z£7|]2]? |z £ 7| |2]®
v Vr N>

avecy =7, U(\7,), v, ={z€v: |z <r} et Y\y,={z€v:|z] >}

|dz| B |dz|
|z 7|27 |z £ 7| |2]"
Y |z\<r
'
EN A r o ¥
0
ainsi que
+oo
|dz| B |dz|
EEIE \zierV

Y\Vr

IN

% |dz| oo e
’ 1+<p = |Z’<p _r_‘P



Chapitre 2

Etude du probléme aux limites

2.1 Position du probléme

Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) non nécessairement dense dans X,
on consideére le probléme abstrait suivant

u'(z) + Au(z) = f(x); x € (0,1)

uw'(0) — Hu(0) = dy (2.1)
u(1l) = uy,

ot f € C%0,1]; X), dy et u; € X, A et H sont des opérateurs linéaires fermés dans X

2.2 Hypothéses

Supposons que A vérifie ’hypothése suivante

A est un opérateur linéaire fermé dans X, 3M > 0 telle que p(A) D [0, +oo],

1 Y (2.2)
A—A)” < —— VA e |0, 4o00|.
10 = )M < YA € [0, o0l
De I’hypothése (2.2) on a 'opérateur Q = —(—A)Y/2 est le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe analytique généralisé dans X. Voir [8] pour les opérateurs densement définis et
[10] autrement.
On va aussi utiliser les hypotheses de fermeture et d’inversibilité suivantes :

H est un opérateur linéaire fermé dans X,
(Q — H est fermable. 0 € p (Q — H) ,

(@-H)" ((D(Q), X)1-0.2) € D(Q) N D(H), (2.3)
Q (Q - H)_ (D(Q), X)1-0.00) C (D(Q), X)1-0,00s
QUQ-H) '=@-H) Q" (2.4)
et
0 € p(ID), (2.5)

13
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ou
1

M=1+2(1-e*) ' (Q—H) € L(X),
et
(D(@), X)1-0,00 = {7 € X/ésup1 &70Qe 9| Lix) < +ool

€(0,1)

Notons que I — €2 est inversible et borné voir [11] (e.g. p. 60).

1. De (2.4) on déduit que (Q — H) " (D(Q)) C D(Q).

2. L’hypothése (2.3) est obtenue sous des suppositions bien choisies sur @) et H, en
appliquant la théorie des sommes d’opérateurs de Da Prato-Grisvard.

3. Sous (2.2), (2.4), on va considérer le cas particulier suivant

Q) — H est fermé et 0€ p(Q — H). (2.6)
4. Sous (2.2), (2.3) et (2.4), puisque D(Q) C (D(Q), X )1-p,00 alors il est clair que
(@Q—H) " (D(Q)  D(Q)ND(H), (2.7)
pour tout ¢ € (D(Q), X)1-9.00, On &
Q-H) @—H) 6=
et on a aussi H (Q — H)_1 ¢ € (D(Q), X)1-p,00 car
H@Q-H) "¢ = —(Q-H) (@Q-H) ¢+Q@-H) '¢
-~ —0+Q(@Q-H) o

2.3 Lemmes techniques :

On considére A l'opérateur linéaire de domaine D(A) = D(Q) N D(H) défini par
A=Q—-H+e*Q+H). (2.8)

Lemme 2.1 Supposons (2.2)~(2.5). Alors l'opérateur A est fermable et sa fermeture est
inversible avec .

(A =(@Q-H)™'I''(I —e*), (2.9)
et o - -

A =@—-H) '+ (Q—-H)'W, (2.10)
avec

WeLX),(Q-H)'W=WQ-H)"e W(X)C ﬁ D(Q).

Preuve. On a A = (I — ??)(Q — H) + 2Qe??. Puisque Q — H est fermable, I — e*“est
inversible et Qe?? € L(X), alors A est fermable et on a
A = (I-e*)(Q—H)+2Qe*
= [(I - e**)+2Q¢%(Q — H)™')(Q — H)
(I =) +2(1 - e**)'Qe**(Q — H) ' (Q — H)
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donc

1

(I =) +2(I - e*9)7'Qe*? (@ — H) HI(Q — H) (2.11)
= (I =@ - H),

=
|

L’égalité (2.11) avec ’hypotheses (2.3) et (2.5) donnent 0 € p(A) et (2.9).
De (2.9) ona (A) " = (@ —H)'(I+T)" (I +5), avec

o0

T(X)C (] D@, S(X)c () D@

{ T=2I-¢e*)1QeR(Q—-H)'eL(X), S=-e*ecL(X)et
k=1 k=1
Posons U = —T(I+T)' € L(X) et V=—-S(I+8)" € L(X). Alors
M) = @=H)'I+U)I+V).
En effet,

I+T)(I+T) "' =1 (I+T) ' +TI+T) " =1

I+T)—U=1I
I+T)'=I+T1,

Tt e

et

(I+9)(I+8)"=1I I+9) ' +SU+8) =1
I+8)'t'-Vv=1I

I+8)t=I+V.

t ¢

D’ou

A" = @Q=—H)'U+U)I+V)
= (Q-H)'(I+U+V+UV)
= (Q-H)'(I+W),

avec - - - -
Q-H)'U=U@~-H)", (Q-H)'V=V(@Q-H)",
et UX),V(X)C[) D@Q"). m
k=1
On introduit 'opérateur linéaire L dans X défini par

LE=(Q+H)(N) ¢

Lemme 2.2 Supposons (2.2)~(2.5). Alors

{ D(L)={¢eX:(R) '¢eDQ+H)}

(I+L—-e*L)Q e L(X), (-I+L+e*¥L)Q 7" e L(X),
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et
{ (I+L—eR0)Q=2(R)".
(—I+L+eX0)Q ' =-2Q-H)(A) ' Q' +2Q(R) Q"

Preuve. L'opérateur LQ ™! est bien défini dans X et

Q' = (Q+H)(R) Qt
= (Q+H)(Q—-H)'I'(I-e9)7'Q"
(—Q+H+2Q)(Q—H) '™ (I—e*)7'Q™"
= -(Q-H)(Q@-H)"'I'Q "I -
+2Q(Q - H)'Q'I (I — *9) !

on a
-1

I = )1 = [T+2(1 - ) 1@ - 1) 1) Q1 -9,

puisque l'opérateur Q! commute avec
IT=17+2(I—e**)7'Qe*?(Q - H)™*

d’aprés ’hypothese (2.4) et on déduit aussi que Q! commute avec IT71([12], p.171, Probléme
5.37) et

I (= @) Q = Q7 [T+ 2( - )@~ H) ] (1 - ),
et par suite on aura
Q7 = —(Q-H)@Q@-H)"'Q I — )7
+2Q(Q — H)™'Q7 I (I - ¢*) ™!
Il est clair que les opérateurs
Q-H)(@Q—-H)'Q™" et Q@-H)"'Q,
sont bien définis et bornés dans X d’aprés I’hypothése (2.3). Par conséquant
(I+L—eQ0)Q" = Q7 + (I - *)LQ,
appartient & L(X).Et
(I +L+e*L)Q = -Q '+ (I+e29LQ™,
appartient & L(X). Finalement, on a
(I+L—-e@0)Q™ = Q' —(I-e) Q- H)@—H) QI (I — )
+2(1 = *N)Q(Q — H)'Q7'ITH(I — )7,
et grace aux hypotheses (2.3) et (2.4), on obtient
(I+L-e*0)Q™ = Q7' —(Q-H)(Q-H)'Q '™ +2(Q - H)~'n™
Q- QT 4 2Q - H) !

= Q' -eNQ - H) - Q7'(I - e*9)(Q — H)
+2(1 = 9))(Q — H)™'I™H (I — *9) 7
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en remplacant IT par [ + 2(1 — €??)71Qe??(Q — H) ™!, on obtient
Q' - e*)(Q - H) — QI — ) (Q — H) +2(I — *?)] =21,

en effet,
QI - Q@ —H) - QI — )@= H) +2(I - )
= QI - +2(I - e*?)7'Qe**(Q — H) ") (Q — H)
Q7M1 - 26’2)( H) +2(I - ¢*?)
= Q' - (Q—-H)+2(I-e*)7'Qe™?) — QI - *?)(Q — H)
+2(1 — €*9)
= QI —-e**)(Q—-H)+2% —Q I —e**)(Q—H) +2I —2™
= 21
donc

(I+L—-ePL)Q " =2Q - H) "I '(I—e?) ' =2(R) .
Pour la deuxiéme égalité on a

(—I+L+e*¥L)Q" = —Q '+ (I +)LQ™
= Q'+ -TI+LQ!
= —Q'4+2LQ - (I -)LQ™?
= Q' -2Q-H)(Q-H)'QT'I (I -9
+HQQ - H)'QTITH(I —*9) ™!
+H(I - e*)(Q - H)(Q—-H)'Q ' (I —*9) 7!
—(I—e*?)2Q(Q — H)™'Q ' (1 — &9) !
= —Q ' -2Q-H)(Q-H) QI —e)!
+4Q(Q — H)"'I'Q'(1 - 9) 7!
+HQ-H)(Q-H)'Q7'I™ =27 (Q — H)™
= [Q'I - ")(Q - H) —2(Q — H)Q ' +4I
+(@ - H)Q NI~ 2Q)
—2(I — )](Q H) "I (1 —e*?) ™!
= [—Q‘l(f )T+ 2(1 *?) Qe (Q - H) ™) (Q — H)
—2(Q — H)Q*1 + 41

+(Q—-H)Q (I - ) 2(1 — )] (Q— H) ' (1 — &) 7!
= [-Q (I ) (Q — H) —2*? —2(Q — H)Q +41

+(Q - H)Q™(I - ) 2(1 — *9))(Q — H) ' (I — &%)}
= [-Q (I *?)(@Q - H)—?eQQ 2(Q - H)Q +41

+HQ — H)Q™H(I — €*9) — 21 +2%°)(Q — H)'TII (1 — &*9) !

= (—2(Q-H)Q '+20)(Q— H) '"II"'(I — @),

Donc

(=1 +L+e°n)Q "' = —-2(Q — H)() Q" +20Q(A) oy
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Lemme 2.3 Supposons que (2.2), (2.4) et (2.6). Alors
1) A est fermé.
2) Si|(Q+H)(Q—H) )" ||Lx) < 1 pour certain ny € N\{0}, alors (2.5) est satisfaite.

Preuve. L’expression 1) est claire car A = (I —29)(Q — H) +2Qe??. qui est fermé puisque
Q — H est fermé, I — ¢2? est inversible et Qe?? € L(X). Pour 2) on va noter

M=1+2(1—-e**)7'Qe*?Q - H) ™ = (I — eI -0),
ou
C=—-(Q+H)(Q-H)"e* e L(X).
Donc pour que 'hypotheése (2.5) soit satisfaite il faut et il suffit que 0 € p(I — C).
Puisque @ génére un semi-groupe analytique borné et 0 € p(Q), il existent M > 1 et
0 > 0 telles que pour tout y > 0

€9 | px) < Me™,

(voir [13], Théoréme 6.13, p. 74] et dans le cas de domaines non dense voir [11], Proposition
2.1.1, p. 35 et Proposition 2.3.1, pp. 55-56]) et on peut choisir k& € N\{0} tel que

Me 2md < 1,
Finalement
1O gy < 11 (@ + H)Q@ — H)™)™ e @l < Me=2m20 < 1,
donc 0 € p(I — C*™) et ainsi 0 € p(I — C) puisque
I = I-0O)I+C+...+C» YU — k)t
= (I+CH+..+C"™H{I -CM) (1 -0).

2.4 Représentation de la solution

Posons (2.2)~(2.5). On suppose que le probléme (2.1) admet une solution stricte u
u € C*([0,1]; X) N C([0, 1); D(A)), (2.12)

u(0) € D(H) et (2.1) est satisfait. Alors, en utilisant la méthode de la reduction de I'ordre
de Krein [14]. Donc, pour tout = € [0, 1], posons
1 1

ylz) = 5 (ulz) + Q (), z(x)= 5 (ul@) = Q™' (x)). (2.13)

On a
Y (@) = S0l(@) + Q@) & o) = L0d() + Q) — Aulx)
& y() = 5@ + Q) + Qulx)
& y@) = @)+ 5(Q7 (@) + Qul))
& y(r) = 5QQ (@) + () + 5@ (@)

& ¥ = Qulo) + 307 ()
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done { V) = Q) 107, 214
Meéme chose pour z ona
(o) = S0() ~ Q@) & #() = Sl(@) ~ Q((x) — Au(x)

& /(@)= S ((@) ~ Q7 (@) + Qula)

& /(@)= 0(@) - 5(Q7 () - Quix))

& (@) = 5@ () — ul@) - 57 (@)

& 2) = —Qar) — 2@ (@)
done .

(= e .

h o = 5 (u(0) + Q7 (0)) et =(1) = S (u(1) ~ Qw(1))

alors la résolution du probléme (2.1) est équivalente & celle des deux systéme (2.14) et (2.15).
Par conséquant, pour tout = € [0, 1] on obtient

(

1 x
y(w) = e go + 5Q7 /e(x‘S)Qf(S)dS
o (2.16)
1
2(x) = 2%z + QQ_l / es=2)Q f(s)ds,

\ x

finalement la solution du probléme est donnée par

= " yo+ % + L(f) + (),
ou ( T
1
L(f) = 5Q7" [ 09 (s)ds,
2 4\
1
To(f) = 5Q7 [ 79 (s)ds.
-t
En effet, on a 1
y'(z) = Qy(z) = 5@ f(w)
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en raisonant ’équation homogeéne

Y () - Qylx) =0 & y'(z) =Qy(x)

& ylr) = K(2)e?"

par la méthode de la variation de la constante, on aura

K'(2)e™@ + K(2)Qe™@ — K (2)Qe™@ — %Q‘l f@) & K(z)= %Q‘le_mQ (@)

= %Q‘l /e_SQf(s)ds
0

alors

1 T
z)==Q " [ @99 (5)ds
<]
1
z(x) = %Ql /e(sm)Qf(s)ds

De (2.12), on a u(0) € D(A) C D(Q) et donc yy, €9z, Jo(f) € D(Q), alors de (2.3), on
peut écrire

De méme on a

{ H(A)"'u(0) = H(A)'yo + H(A) " ez + H(A) "' Jo(f),
(A)~'/(0) = Q(A) 'yo — Q(A) %21 — Q(A) 1 Jo(f).

Cherchons gy, 2;. On a

@)y = (R)[u(0) — Hu(0)
- (B0 - @—1 O B
= (@ H) (®) Yy~ (Q+ H)e? (B) ey — (Q+ H) () Vo(f),

cependant, vu les représentations (2.16) et (2.17), on a
2 =uy — e%yy — I, (2.18)
ce qui implique

(M) 'y = [(Q—H) +(Q+H)e®IA) "y — (Q+H) (A) (e — e?Li(f) + Jo(f))
= yo— (Q+H) (N)(e®uy — e2Li(f) + Jo(f)),

et donc on aboutit &
= (M) Mo + (Q + H)Y(A) " (ePuy — e“ L (f) + Jo(f)), (2.19)
et

2= — Ii(f) = e9(A) Ty — e?(Q + H)(A) " (ePur — e?Li(f) + Jo(f)). (2.20)
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On a L = (Q + H)(A)™!. Alors on obtient
u(r) = e C[(A) " dy + LeQuy] + e*CLJy(f) — e*CLe? L, (f)
+e17Q(T — Le*@)uy — (A)1eQdy]
—eTICL Jo(f) = IO = LECI(f) + L(f) + Ju(F )

1
_ 1
= "Q(A)Vdy + e"@LeQuy + emQLﬁQ_l / e*?f(s)ds

1

1
—eIQLeQEQ’1 / e(l’s)Qf(s)ds + 120y,
0
—e(172)Q[e2Qy, — 1729 (R) 710,
1 1

1
_e(lfrr)QLeQiQfl / eSQf(s)ds — 1-2)Q

0 0

1
1
+e(1_$)QLe2Q§Q_1/e(l_S)Qf(s)ds

x 1
1 1
+§Q‘1/e(x_s)("9f(s)ds+ §Q—l/e(s—r)Qf(S)ds
0 T

1
= CUR) g+ L+ LQ / eQ(f(s) — f(0)ds

0

+e””QL%QQeQ £(0) - erL%QQ £(0)

1
— erLeQ§Q’1 /e(ls)Qf(s)ds + e170@y, — (170)Q 20y,

1
_ 1
—e(l_m)Q<A)_1€Qd0 _ G(I_I)QLGQgQ_I / esQf(s)dS

0
1

—e00Q 1 [ (s) = s + Q2 ()

0
1

1
—ell=2) 2@ 2 Qf( ) +€1 at)QLe?Q Q /e(l_s)Qf(s)ds

0

Q7 / I f(s) — FO))ds — 5Q(0) + 5QF(0)e

Lo

+@/” — F()ds + Q2 (1)l ]
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alors on peut écrire

u(r) = (K)o + 5Q77(0) — LLQF(0)

1
Q) = et [R(fs) — p(1))ds
0

1
e {u - 5@ [0 (s)as + %QZJ‘(O)]

0

1
1
—e(1m2)Q2Q |:u1 — §Q_1/e(1_S)Qf(s)ds ]
0

_1-)QQ [(K)ldo n %LQl/esQf(5>dS + %Q#(U] .

0

Pour le premier terme , on écrit

(®) o+ 5@7(0) = SLQ70) = (R) o+ 511 - 1JQ(0)

2
= (®) o+ 5IAE — (Q + H)E) QA (0)
= (B o+ 5(Q — H o+ (@ + H)PN)(E)

~(Q+ H)(®) )@/ (0)
- <K>—1do FSQIO®) Q)+

(Q+H)( ) Q2 f(0)
= (W)~ SH) Q2 A(0) + 5@ M) ()
+%eZQLQ2f()— SN0 — SHA)T Q)
= (A)'dg— HA)'Q2f(0) + eQQLQ 2£(0).

SPOLQF(0)
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Alors on obtient

u(r) = ™ +e7I% + Si(, f) + Si(1 -2, f(1-1)) (2.21)
+LSy(x, f) = Sa(1 -z, f(1 - -)

5@ F0) ~ 5@ (1) + Rz, £ do, ),

fo= (X dy— HE)Q2F(0), & =us +Q 2f(1), (2.22)
S ) = 507 / e==9Q(f(s) — £(0))ds,
Sie ) = 50070 [ e9s(s) - FO)as.
et

1
R(x, f,dy,u1) = €™ e®L |:u1 — %Q‘l/e(l_s)Qf(s)ds + %(I—I— eQ)QQf(O)]

0

1
1
—el2)R20T |:u1 — éQl/e(ls)Qf(s)d:;]

0

0

1
_1-0)Q,Q [(K)ldo + %LQ‘l/eSQf(s)dS + %QQf(l)] :

2.5 La régularité de la solution
Theoréme 2.1 Supposons (2.2)~(2.5) et soit f € C%([0,1]; X) avec 0 €]0,1[. Alors

i) Le probléme (2.1) admet une unique solution stricte u si et seulement si

ur € D(Q?). (@~ H)~'dy € D(Q) N D(H),

Q@ —H) (o~ Q' /(1) €D@Q), 2.2
QUQ— H)"\(dy — Q7 £(0)) + £(0) € D(Q). |
Qi + f(1) € D(Q).

i1) Le probléme (2.1) admet une unique solution stricte u vérifiant la propriété de la
régularité maximale uv”, Q*u € C?([0,1)]; X) si et seulement si

w € D(Q?),(Q — H) 'dy € D(Q) N D(H),

Q(Q — H) ! (do — Q' f(0)) € D(Q), (2.24)
Q*(Q — H) '(do — Q7' £(0)) + f(0) € (D(Q), X)1-p,00, '
Q%ur + f(1) € (D(Q), X)1-9,00-
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Preuve. Pour i) supposons que (2.23) est satisfaite et on va montrer que u donnée par (2.21)
est la solution stricte v du probléme (2.1).
On peut verifier que u € C?(]0,1[; X) N C(]0,1[; D(A)) et pour tout z €]0, 1]

o' (&) + Au(w) = £ (@),
donc pour démontrer que
u € C*([0,1]; X) N C ([0, 1]; D(A)),

il suffit de montrer que Q*u € C([0, 1]; X).
Chaque terme dans R(-, f,dy, u;) contient e, et e? € L(X, D(Q™)) pour tout m € N,
donc
Q*R(-, f,do,ur) € C([0,1]; X). (2.25)

Puisque f € C?([0,1)]; X) alors il est clair que les fonctions

v Q281(x, f) € C([0, 1]; X),
z— QS (1 —x, f(1—")) € C%0,1]; X) (2.26)
T Q2S2(1 - C(},f(l - )) S C ([07 1]’X)
(Voir [7] ,e.g Théroréeme 6, ’expression 2). On a aussi
Q*Sa(x, f) = fQQ/ f(0))ds,
@ [ 2U5(s) = F0)ds € (D@, X) -0, (2.27)

0

(Voir [7] , Théroreme 6, I'expression 4), alors a partir de ’hypothése (2.3) et la remarque 4.

@ H)'Q / £(0))ds € D(Q) N D(H),

b= (Q+ Q@ —H)Q / eQ(f(s) — [(0))ds € (D(Q), X) 1001

\

d’aprés Triebel [[15], pp. 25. 76] on obtient

QPQ+ M@ H) 'S f) = 56% € C*([0,1): X)
Donc d’aprés le lemme 2.1 on a

Q*LSy(-, f) = (I + W)QXQ + H)(@Q — H)™'S:(-, f) € C”([0,1]; X). (2.28)
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Alors de (2.21), (2.25), (2.26) et (2.28), on peut écrire
u=e%, +e7% +Q7%,

ou

¢ = QSi(z,f)+Si(1 -z, f(1 =)+ LSz, f) = Sa(1 =z, f(1~))
1

_§Q_2f(0) - %Q‘Qf(l) + R(z, f,do,u1))

et ¢ € C9([0,1]; X), et d’aprés lemme 2.1, on a

& = (M)7'do— H(A)™'Q?f(0)
= (Q—H) 'dy— H(Q—H)'Q*f(0)
+(Q—H)'Wdy— H(Q — H)"'WQ*f(0)
= (@—-H)'do+(Q—-H)(@Q—-H)"'\Q7*f(0) = (Q — H)"'Q7' f(0)
+(Q—H) "Wdy— H(Q—H)'WQ 2 f(0)
= (Q—H)'do+Q72f(0) — (Q - H)'Q™f(0)
+(Q - H) 'Wdy — H(Q — H)'WQ 2£(0),

on WeL(X) e RW)C ﬂ D(Q). Donc
k=1

u = e?[(Q—-H)'do— (@ —H)'Qf(0) + Q*f(0)]
R Q)+ @
ou _ L L
¢ =0+ Q*e?(Q—H)'Wdy — H(Q — H)"'WQ*f(0))]
et ¢ € C?([0,1]; X). Alors, de (2.23) on peut écrire

Qu = e?[Q(QQ—H) 'dy — (Q — H)"'f(0)) + £(0)]
UIQ%uy + F(1)] + 6,
don Q*u € C([0,1]; X
Ainsi u € C*([0,
définies dans (2.19),(2.2
On a

)-
1]; X) N C([0,1]; D(A)), et puisque u donnée par (2.17) avec o, 21
0), alors u satisfait (2.1).

1 1
1

(=307 [ ds hin) =307 [ (229)
0 0

alors on obtient

u(0) = yo+ ez + Jo(f)
= (M) o+ (Q+ H)(A) " (e®uy — e Li(f) + Jo(f)) + e®ur — e L1 (f)
—e*A(A) "y — *(Q + H)(A) (% — lel(f) + Jo(f)) + Jo(f)
= [[=e*®J(A) "o+ [I + L —*L)e?(ur — Li(f)) + [[ + L — 2L Jo(f),
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et grace au lemme 2.2, on a
u(0) = [I — *?)(A) " do +2(A) Qe (ur — Li(f)) + 2(A) Qo (f)- (2.30)
D'aprés le lemme 2.1 et (2.23) on a
(A)'do = (Q = H)™ (I +W)dy € D(Q)N D(H) C D(H),
et d’aprés (2.27) on peut écrire

1

Qho(f)=Q" (Q/GSQ(f(S) — £(0))ds + (e — f)f(O)) € D(Q),

0

donc d’aprés (2.7) on a
(@ - H)"(D(Q)) € D(Q)n D(H),
et on a aussi

(1 +W)Qe?(ur — Li(f)) € D(Q),

et donc
(M)7'Qe®(ur — I1(f)) € D(Q) N D(H) et (A)~'QJo(f) € D(Q) N D(H). (2.31)
Ainsi u(0) € D(H). D’aprés (2.17) et (2.30) on obtient
u'(0) — Hu(0) = Quo— Qe®z — QJo(f) — H[I — ¢*?)(A)~"dy
—2H(A)'Q 7 (e%uy — 9L (f) + Jo(f))
donc en utilisant (2.19) et (2.20), on obtient
W' (0) — Hu(0) = Q) 'do+Q(Q+ H)(A) ' (e%uy — e Li(f) + Jo(f))
+Q€2Q(K>71d0 + Q€2Q(Q + H)(K)71<6QU1 — €Q11 (f) + J()(f))

—Q(e%uy — e?Li (f) + Jo(f))
—H[I — &*)(A) " do — 2H(A) ' Q(e%uy — €211 (f) + Jo(f)),

ona L = (Q+ H)(A)™?, alors on obtient

u'(0) = Hu(0) = [Q—H+e**(Q+ H)J(A)  do
+[L+€e*°L — I —2H(A) "Q(eur — e®Li(f) + Jo(f))
= AA) o + (—2Q(A)'Q + 2Q(A) Q) (eur — eI (f) + Jo(f))
= d().
On a d’aprés (2.18) on a

21 = Uy — 6Qy0 — [1 (232)
& u=un+e%y+ 1 (2.33)

et d’aprés (2.17) on obtient
u(1) = 2 + e%yo + I,
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Finalement u(1) = wu; et u est la solution stricte du probléme (2.1).
Réciproquement si le probléme (2.1) admet une solution stricte u, alors u donnée par
(2.21) s’écrit comme suite

u = eQQ=H) 'dy— (Q— H)‘lg‘lf (0) + Q2f(0)]
+e1 %y + Q72 f(1)] + Q2%

avec 5 € 09([0,1]; X), on a Qu € C([0,1]; X) qui implique que

{ (@ — H)'do — (Q — H)'Q71f(0) + Q7*f(0) € D(Q)
u +Q2f(1) € D(Q).

Alors (Q — H) *dy, uy; € D(Q) et
Qu = e9[Q@Q~H) (do— Q' f(0)) + Q7' f(0)]
eI Qu; + QL (1)] + Q6.
On a Q2u € C([0,1]; X), alors
QQ—=H) ™ (do— Q' f(0) + Q7' f(0) € D(Q), w1 € D(Q),

" Q*(Q —H) (do — Q7 f(0)) + f(0) € D(Q), Q%+ f(
Notons que u est aussi donnée par (2.17), par conséquant d’aprés (2

(1= €*2)(R) " dy = u(0) — 2(A) 7' Qe (ur — L(f) — 2(A) ' Qo (/)
on a u(0) € D(H) et

(A)7'Qe%(ur — Li(f)) € D(H) et (R)'QJo(f) € D(H),

ainsi en utilisant (2.4), (A)~*dy € D(H). D’aprés le lemme 2.1 on obtient

1) € D(Q).
.30) on obtient

(@ —H)'dy= (A)"do — (@ — H)'Wdy € D(H).

Finalement (2.23) est satisfaite.

Pour i7) puisque D(Q) C (D(Q), X)1-9.00, alors il suffit de remplager la condition (2.23)
par (2.24) dans la preuve précédente. m

Notons que Q = —(—A)%, alors dans le théroréme 2.1, on a

D(Q) = D(A) et (D(Q), X)1-000 = (D(A), X),

,00"

N

On va donner des conditions suffisantes
Corollary 2.1 Supposons (2.2)~(2.5) et soit f € C?([0,1]; X) avec 0 €]0, 1[.

Siuy € D(Q?), dy € D(Q) et Qdg, £(0), Q*ui+ f(1) € (D(Q), X)1-p.0, alors le probléeme
(2.1) admet une unique solution stricte u satisfisant la propriété de la régularité maximale
u”, Q%u € C°([0,1)]; X).



Chapitre 3

Etude du probléme avec un
parameétre spectral

3.1 Position du probléme

Considérons un certain nombre strictement positif w et le probléme

u'(x) + Au(z) —wu(z) = f(z); x€(0,1),
uw'(0) — Hu(0) = do, (3.1)
On fixe wy > 0 et on pose pour w > wy

A,=A—wl,

alors le probléme (3.1) est le probléme (2.1) avec A remplagé par A,,.
On va rappeller les définitions suivantes. Posons pour tout a €]0, 7]

Sa = {z € O\{0}/ |arg(2)| < a} et To = C\Sa,
alors P € Sect(a) si P est un opérateur linéaire fermé dans X, o(P) C S, et pour tout
@ €la, 7

M(P,d):= sup ||AM(P =) 1x) < +oo.

PYSEDIP

3.2 Hypothéses

On suppose que

0€p(Ay,) et —A, € Sect(ag) pour certain ag € [7/2, 7], (3.2)
0€p(H) et H € Sect(f) pour certain € [r/2, 7], (3.3)
% 4B el0,a] et D(/—Au,)+ D(H) = X, (3.4)
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et
(A—wol)*H ' = H YA - wI)™. (3.5)

Remarque 3.1 Soit w > wq. Sous (3.2) on a aussi v/ —A, € Sect(ag/2) et pour tout av €

Jao /2, 7|
M(vV=Au, /) < M(=Ay) + M(~Ay, ab)Co
< M(—Ay,) + M(—A,,,ay)Co,
ol
M(-Ay) = ig%llk(—flw = A7 ox),s (3.6)

af = (& + o) /2 et Cy est une constante positive dépend uniquement de af
[[16], Proposition 3.1.2].
Finalement, puisque @, = —v/—A,, on obtient pour w > wop, & €lag/2, 7 et z € =X

_ Ka’
1 (Qu —2I) 7 ], 4, < T (3.7)

ot Ko = M(—Ay,) + M(—A,,, ay)Co.

3.3 Lemmes techniques

Proposition 3.1 Supposons (3.2)~(3.5). Alors

i) Pour tout w > wy, Q, — H est fermable, 0 € p(Q,, — H) et

{ (Qu — H) M((D(Q), X)1-0,00) C D(Q) N D(H),
Q(Qu — H) M (D(Q), X)1-0,00) C (D(Q), X)1-0,00-

i1) 1l existe une constante C' > 0 telle que pour tout w > wq
1(Qu—H) < C. (3.8)

Preuve. i) Les suppositions (3.2)~(3.5) permettent nous d’appliquer la théorie des sommes
d’opérateurs de Da Prato-Grisvard et ainsi on obtient ¢) [[9]. Théoréme 3.7, p 324 et Théo-
réeme 3.11 p 328].
i1) De (3.11) dans [9], on a
—_— 1
w— H) '=—— w—2D)HH = 21)"d
@) = o Qe en i - a0
ou I' est une courbe sectorielle dans p(Q,,) N p(H), sépare o(Q,,) et o(H). On peut prendre
I'=0%, avec & €]8,m — ap/2].
Prenons en considération (3.3) et (3.7) alors on déduit (3.8) ou C' > 0 ne dépend pas de
w.
On suppose pour w > wy

I, = I +2(I —*)7'Q,e*%(Q, — H) ™.
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Lemme 3.1 Supposons (3.2)~(8.5). Alors il existe w* > wq tel que pour tout w > w*,

0 € p(IL,).
Preuve. De [[17], Lemme p. 103], il existe des constantes K, k > 0(ne dépendent pas de w)
telles que
| Que® |, Ke ™5 ot || 6 ||, < Ke V5, (5.9)

et alors, en utilisant (3.8), on peut trouver w* > wy tel que pour tout w > w*
12(1 = %) Que*® (Qu — H) I,y < 1,

qui implique 0 € p(I1,). =

3.4 La régularité de la solution
On obtient un résultat analogue a celui du chapitre précédent

Theoréme 3.1 Supposons (3.2)~(3.5). Soit f € C%([0,1]; X) avec 0 €]0,1] et w > w*.
Alors

i) Le probléme (3.1) admet une unique solution stricte u si et seulement si

uy € D(A),(Qu — H)'d € D(Q) N D(H),
Qw<Qw - H)_1<d0 - Q;lf(o)) = D(Q)7 .

Q2 (Qu — H)™H(do — Q51 f(0)) + £(0) € D(Q),
Ausuy — (1) € D(Q).

i1) Le probléme (3.1) admet une unique solution stricte u satisfisant la propriété de la
régularité maximale u”, Au € C?([0,1)]; X) si et seulement si

uy € D(A), (Qu — H)'dy € D(Q) N D(H),

Qu(Qu — H) (do — Q" f(0)) € D(Q),

Q2(Qu — H) H(do — Q5" f(0)) + f(0) € (D(A), X),_
A — (1) € (D(A),X),_s .

[ SIS
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Chapitre 4

Les exemples

Considérons le probléme suivant

—%div(b(;Vu‘;) =¢° dans Q,

u’ =0 sur OQO\I™, (4.1)
e’ =0 sur I,
oll § est un petit paramétre donné dans |0,1], Q% est le cylindre | — §,1[xG de R™ dans

les variables (£,7), G est un domaine ouvert régulier de R"! T% = {—d} x G et b; est la

fonction définie par
[ py si€€]0,1],
WO =10 Sed v

ol py,p_ sont les coefficients de conductivité positive des deux corps |0, 1[xG et | —§,0[xG
dépendent peut-étre de 9. Ce probléme modéle, par exemple c’est la propagation de la chaleur
entre le corps fixé¢ 0, =]0,1[xG, et la couche mince Q° =] — §,0[xG.

Si on note par ui et g4 les restrictions de u® et ¢° & Q. respectivement et par u’ et ¢
les restrictions de v’ et g° a 0 respectivement. Ce probléme est équivalant au probléme de
transmission suivant :

= —¢° dans Q et Auj = —g, dans Q,

0 sur 9Q°\IPUT?,  uf =0 sur 90, \I"
et Oz u’ =0 sur I,

(te)  w? =ul sur et p_ 0 v’ =p 0 ul sur P,

(eq) %Ué_
(be)  ul = (4.2)

ou '’ = {0} x G et 9, est le bord de €.
Les deux derniéres conditions de transmission signifient que le saut de u’ et bs(-)deu’ &
travers I'Y est égale & 0.

Posons, par exemple, X = LP(G), 1 < p < oo et supposons les hypothéses suivantes sur

gé

{ 9 =9’ |s0€ C°([=0,0]; X),
9+ =9 lo€ C?([0,1];X), (0<6<1),

alors notre probléme (4.1) peut s’écrire dans le probléme de transmission abstrait a valeur
limite suivant :

31



32

[ p-(ul)'(07) = pa (ud)'(07),
ou A est I'opérateur linéair fermé défini par

{ D(A) = W*(G) N W " (G),
(Ap)(n) = Ay (n).

On remarque que, a cause de la couche mince, la résolution numérique du probléme (4.2)
ou (4.3) est trés difficile a calculer. Mais, en utilisant la notion d’opérateurs impedances, on
peut montrer que les valeurs limites et le probléme de transmission (4.3) posés dans [—0, 1]

peut s’écrire comme le probléme impedance a valeur limite suivant posé dans 'interval fixé
[0,1] :

2)"(6) + Auf (&) = —g.(§) dans [0,1],
1)'(0) = T3 (ul(0) + T3(g2), (4.4)

ou

T (0)) = ~2=[1 + €91 [I — 2)Qul (0),
THE) = (1 4 ) 09 4 o) (o),

et Q = ——A.
Une fois que ui est connue, on résout le probléeme de Dirichlet-Neumann suivant
(u®)"(z) + Au® () = —g¢° (¥) dans [-6,0],
u 5( ) = u’(0),
(u?)'(=6) =0,
voir [18] ou une analyse complete est donnée pour le probléme (4.3) pour tout § > 0.
On peut aussi résoudre (4.4) pour tout § > 0 par notre approche développée dans le cas
Holdérien continu. Au fait, on considére par exemple la cas Z—; =9.
Notons que le probléme (4.4) est exactement (2.1) avec

f==g1 do=T}"), =0, H=Tj.

Il faut montrer que (2.2), (2.4), (2.5) et (2.6) sont satisfaites.

i) L’hypothese (2.2) est bien définie.

ii) Pour (2.4), les opérateurs I + ¢®? et I — €29 ont des inverses bornés [11] ce qui
implique que 'opérateur

H=T}= -6+ e*9) (I - ¥9)Q

de domaine D(H) = D(Q) est inversible et borné et

H™' = —%Q‘I(I — )T 4 ¥9).
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Il est clair que H~! commute avec A~! = —Q~2.
iii)
Q—H = [6(I+eP9)HI—-e"?)+1]Q
= (I +e®)7(6+ DI+ (1-6)e*9Q

1-9
26Q\—1 26Q)
= (1461 +e>%) <I+1 56 )Q,

puisque le coefficient (1 —9)/(1 + §) €0, 1], on peut calculer I'inverse de l'opérateur

1—96
I 26Q
ST

exactement comme dans [11], alors Q — H est fermé et

0ep(Q-H)=pQ-H)

on a )
— _ 1—9 a
(Q—H) 1:(1+5)Q 1(]_|_1_+6626Q) ([—FB%Q),
alors on déduit que (Q — H) 'commute avec Q1.
On a aussi

Q-H)(Q-H)'=1

Pour tout sous espace Xy de X, il est clair que

(Q — H)™'(Xo) € D(Q) = D(H),

et ainsi
(Q—H) ' ((D(Q), X)1-6+00) C D(Q) N D(H).
Finalement
. 1 1—-96 -t
QQ—-H)™ = T30) (1+ 1+5e25Q) (I + e*@)
1 1—-6 -t 1 1-6 -1
_ I 26Q 26Q (1 26Q .
(1+5)( +1+5€ ) +(1+5)e < +1+5e ) ’
alors

1—0 50\ 1-6 1-6 550\
T4 —"e2Q) 7 C.2Q (54 - .20
( 1 > 144" 1
et en utilisant le fait que, pour tout k£ € N\{0}
e*?(Xo) € D(Q") € (D(Q), X)1-0,00,

on déduit que

QQ — H)((D(Q), X)1-6,400) C (D(Q); X)1-6,400-

Par conséquant ’hypothése (2.6) est complétement prouvée.
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iv) Il n’est pas facile de vérifier 'hypothése (2.5) , on va donner une autre méthode pour
la preuve. On a

M = IT+2(1—-¢e*9)71'Qe*?(Q - H)™*
1-0 -
- 7 I — 20\—1 I 20Q 2Q I 26Q )
+ —— —e™) (+—1+56 e~ (I +e*%)

Soit @ €]0, 7| et rappelons la notation

H>(Sy) ={f : f est une fonction holomorphe et bornée sur Sy} ,

ou Sy = {z € C\{0} ;| argz |< 0}.

Choisissons ¢ €]0, 3| tel que o(—Q) C Sp\{0} et considérons f € H*(Sy\{0}) définie
par

2 e 2% (] + e 202
flz)=1+ 725( 1—5>725 '
140 (1 — e 22) (1 + Ee207)

Notons que 1/f € H*(Sp\{0}), et puisque —() est sectoriel et inversible borné, on peut
déduire que IT = f(—Q) est inversible avec

I = [f(-Q)7" = (1//)(-Q) € L(X),
voir, par exemple [16], sous section 2.5.1, p. 45, et la remarque 2.5.1 et fig. 6, p. 46; voir
aussi [19].
On donne au-dessous la nouvelle méthode pour résoudre le probléme limité du (4.4)
(lorsque § — 0). Ce qui implique 1’étude du comportement de T et T7 lorsque & — 0.
On va développer deux approches dans les deux exemples suivants.

Exemple 4.1 Supposons que py ne dépend pas de 6 et
p- _q

p+ 0

avec q un nombre positif fixé fini. On a pour tout complexe fixé z l'asymptotique suivant
lorsque 6 — 0

I — 6262

I + 22
et ce suggére 'approzimation de (I + e*@)~Y(I — e*?) par —0Q. Au fait, posons & € D(Q),
alors il existe C' > 0 dépend de 0 telle que

= 0z + 0°Rys(2),

I(Z + )Mz < C,

voir lemme 5.2., p. 1883 dans [18], alors de 'estimation

H(I +625Q>51(I ‘626@)§+Q5H < T+, U%M% +{ “mmH
< 0T De s s ey

et le fait que

lim
6—0

— p26Q
(Yoo -+ 90e) = 206+ 206 =0,
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I’opérateur

&(I + G%Q)*l(f — 67266‘?) = %([ + e%Q)*l(I _ 6726Q)'
D+

peut étre approximer par —q(@ et ainsi T} est approximé par Ts = ¢Q?.
Pour TZ(g° ), on suppose que

{ ¢’ (0) € D(Q) pour tout § > 0, %iil(l)((S@Hgi\|ce([_5,O];X)) =0,
T 5 _ _
AL € X+ 1im |9 (0) = L[, = 0.

19 1) 1)
1/0 Qg0 (—t)dt = %/O (eth‘s(—t)—g‘s(—t))dtwL%/o ¢° (—t)dt,

et

Il est clair que (a) et (¢) tend vers 0 lorsque 6 — 0 car

1

é
Hg/ e'?(g’ (—t) —96_(0))dt“ < O |9 [l o s -
0

Pour (b), on a

e —7)
0 = Do) - g0
@ — 1 @ — 1
- o0 -+ S oL i)
et 50 s
e~ —1) 1
oo -0 =5 [ o9l 0 - D
pour ces calculs au-dessus, on a utilisé les propriétés montrée dans ([20], Proposition 1.2, pp.
20-21).
On a (9 1)
ew — _
oo - <clto-y,
X

ce qui implique que

1 1
lim < /0 el (—t)dt = L;
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par la méme méthode, on obtient

1 é
b / @097 (—t)dt = L.

Par conséquant on obtient I’approximation

mIT2(0) =

Par conséquant a la place du probléme (4.4), on résout le probléme approximatif
)

(ud)"(x) + Au’(x) = —g(x) dans 0, 1],
u%)'(0) — Hy(uf.(0)) = —¢L,
u’ (1) =0,

avec H} = qQ?.
Exemple 4.2 Supposons que

py et p_ ne dépendons pas de 0.
On sait que

lim (T -+ €)1 (7 - ) Q¢ = 0,

(4.5)

(4.6)

s1& € D(Q). Dans ce cas l’approzimation par 0 ne prend pas en considération aucun résultat
de la cosse mince. Alors on cherche un approximation d’ordre supérieur. On a l’asymptotique

suivant lorsque 6 — 0 pour tout complexe fixé z :

I — e 0z
- _ 4 52R2 ,
I+ e20z 1+ (52/2)22 5(2)

ce qui suggére ’approximation de

T} = =2 (1 + )71 - #9)0,
b+
par

_ 1 ! p_ 2 2 \ !
L = P=50 (1 + =6%0? = Psos (A—- =g :
*0 'R Q ( + 2 Q ) Q Py Q(SQ ( 52 > Qv

la preuve est semblable a celle de lexemple 4.1. Ici on peut aussi montrer que TZ(g°) est

approxrimé par

-1 -1
TL (%) = —62= (1 8 e 5(0) = 62= 5—2,4—1 5(0):
ws(92) o + 2@ g°(0) o3 9° (0);

alors, a la place du probléme (4.4), on résout le probléme approximatif
()" (0) + A (2) = —g(a) dans [0,1),
P— (52 -
(14)/(0) = H (i (0)) =67 = (54 -1) " 2(0)
ul (1) =0,

avec HZ = —g—;é@% (A- 52—2])_1 Q.
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