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RÉSUMÉ
Ce mémoire consiste essentiellement à étudier la croissance des solutions de certaines

équations di¤érentielles linéaires non homogènes à coe¢ cients fonctions entières. On a

étudié les résultats obtenus par Wang et Laine [15]. En imposant des conditions sur ces

coe¢ cients, ils ont démontré que chaque solution est d�ordre in�ni.

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Dans le premier chapitre, on donne quelques

éléments de la théorie de R. Nevanlinna nécéssaires par la suite dans notre travail.

Le deuxième chapitre est consacré à la démonstration des résultats obtenus par Wang et Laine

[15].



INTRODUCTION

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par R. Nevanlinna

est un outil très important dans l�étude des propriétés des solutions des équations di¤éren-

tielles linéaires dans le domaine complexe.

Pour l�équation di¤érentielle linéaire

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ A1 (z) f

0
+ A0 (z) f = H (z) ; (0.0.1)

où k � 2 est un entier, Aj (j = 0; 1; :::; k � 1) et H 6� 0 sont des fonctions entières d�ordre �ni

,il est connu que toute les solutions de l�équation (0:0:1) sont entières et si certains coe¢ cients

sont des fonctions transcendentes, alors l�équations (0:0:1) admet plusieurs solutions d�ordre

in�ni.

Si les coe¢ cients Aj (j = 0; 1; :::; k � 1) sont des polynômes, les propriétés de croissance des

solutions de l�équation (0:0:1) ont été largement étudiées. (Voir [4]) :

Dans le cas où

max
j 6=d

f� (Aj) ; � (H)g < � (Ad) �
1

2
;

Hellerstein, Miles et Rossi [8] ont démontré que chaque solution transcendante de (0:0:1) est

d�ordre in�ni. En ce qui concerne le cas particulier de k = 2, Wang et Laine [14] ont étudié

les équations di¤érentielles du second ordre non homogènes de la forme

f
00
+ A1 (z) e

azf
0
+ A0 (z) e

bzf = H (z) (0.0.2)

où A1 6� 0; A0 6� 0 et H sont des fonctions entières d�ordre strictement inférieur à un et

a; b sont des nombres complexes non nuls. Ils ont prouvé que toute solution non triviale de

l�équation (0:0:2) est d�ordre in�ni si a 6= b:



On remarque que l�équation (0:0:1) peut avoir des solutions d�ordre �ni si

� (H) � max � (Aj) (j = 0; :::; k) :

Par exemple, la fonction f (z) = ez véri�e l�équation

f (k) + f (k�1) + :::+ f
00
+ e�zf

0
+Q (z) f = (k � 1 +Q (z)) ez + 1; (0.0.3)

où Q (z) peut être toute fonction entière. En choisissant Q (z) = 1�k, l�équation (0:0:3) peut

avoir une solution d�ordre �ni même si � (H) < max f� (Aj) (j = 0; :::; k)g : D�autre part, en

prenant Q (z) = ez, on trouve le cas où � (H) = max f� (Aj) (j = 0; :::; k)g :

Dans ce mémoire, on continue l�étude de ce type de problème et on considère le cas où

� (H) < max f� (Aj) (j = 0; :::; k)g : On étudie trois résultats obtenus par Wang et Laine

[15] :

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Dans le premier chapitre, on va énoncer quelques

éléments de la théorie de R. Nevanlinna dont on aura besoin dans notre travail.

Le deuxième chapitre est consacré à létude de la croissance des solutions des équations de la

forme (0:0:1) ; où on va étudier les résultats obtenus par Wang et Laine [15].



Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de R.
Nevanlinna

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Dé�nition 1.1.1 ([11]) Soit f une fonction méromorphe non constante. Pour tout nombre

complexe a, on désigne par n (t; a; f) le nombre des racines de l�équation f (z) = a situées

dans le disque jzj � t, chaque racine étant comptée un nombre de fois égal à son ordre de

multiplicité et par n (t;1; f) le nombre des pôles de la fonction f dans le disque jzj � t.

Notons

N (r; a; f) =

rZ
0

[n (t; a; f)� n (0; a; f)]
t

dt+ n (0; a; f) log r; (a 6=1) ; t � 0 (1.1.1)

N (r;1; f) = N (r; f) =
rZ
0

[n (t;1; f)� n (0;1; f)]
t

dt+ n (0;1; f) log r; (1.1.2)

m (r; a; f) =
1

2�

2�Z
0

log+
1

jf (rei�)� ajd� (a 6=1) ; (1.1.3)

et

m (r;1; f) = m (r; f) = 1

2�

2�Z
0

log+
��f �rei���� d�; (1.1.4)

où

log+ x = max f0; log xg ; x > 0 et 0 < r < +1: (1.1.5)
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N (r; a; f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque jzj � r. Elle caractérise

la densité des zéros de l�équation f (z) = a dans le disque jzj � r et m (r; a; f) est dite fonction

de proximité de la fonction f au point a. Elle exprime la déviation en moyenne de la fonction

f au point a.

Dé�nition 1.1.2 ([11]) On dé�nit la fonction caractéristique de R-Nevanlinna de la fonction

f par

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) ; 0 < r < +1: (1.1.6)

Cette fonction joue un rôle très important dans la théorie de la distribution des valeurs des

fonctions méromorphes.

Exemple 1.1.1 Soit la fonction f (z) = ez

z

On a

N (r; f) =

rZ
0

[n (t;1; f)� n (0;1; f)
t

dt+ n (0;1; f) log r

=

rZ
0

1� 1
t
dt+ log r = log r

et

m (r; f) =
1

2�

2�Z
0

log+
��f �rei'��� d'

=
1

2�

2�Z
0

log+

�����ere
i'

rei'

����� d'
=

1

2�

�
2Z

��
2

log(
er cos(')

r
)d'

=
1

2�

�
2Z

��
2

r cos (') d'� 1

2�

�
2Z

��
2

log rd'

=
r

�
� 1
2
log r
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D�où

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f)

=
r

�
� 1
2
log r + log r

=
r

�
+
1

2
log r

1.2 Premier Théorème fondamental de R. Nevanlinna

Théorème 1.2.1 ([11]) Soient a 2 C et f une fonction méromorphe et soit

f (z)� a =
+1X
j=m

cjz
j; cm 6= 0;m 2 z; z 2 C: (1.2.1)

le développement de Laurent de f (z)� a autour de l�origine.

Alors

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� log jcmj+ ' (r; a) : (1.2.2)

où

j' (r; a)j � log+ jaj+ log 2; 0 < r < +1 (1.2.3)

1.3 Ordre d�une fonction méromorphe

Dé�nition 1.3.1 ([11]) Soit f une fonction méromorphe. Alors l�ordre de f est dé�ni par

� (f) = lim
r�!+1

sup
log T (r; f)

log r
: (1.3.1)

Si

� (f) = +1; (1.3.2)

On dit que la fonction f est d�ordre in�ni.

Si f est une fonction entière, alors l�ordre de f est dé�ni par

� (f) = lim
r�!+1

sup
log logM (r; f)

log r
; (1.3.3)

où M (r; f) = max
jzj=r

jf (z)j :
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Exemple 1.3.1 Soit la fonction f (z) = ez:

On a N (r; f) = 0

et

m (r; f) =
1

2�

Z 2�

0

log+
��er(cos'+i sin')�� d'

=
1

2�

Z 2�

0

log+ jer cos'j d'

=
1

2�

Z �
2

�
2

r cos'd' (car elle est 2� périodique)

=
r

2�
2

Z �
2

0

cos'd'

=
r

�
[sin']

�
2
0

=
r

�
:

Donc

T (r; f) = N (r; f) +m (r; f) =
r

�
:

D�où

� (f) = lim
r�!+1

sup
log( r

�
)

log r
= 1:

Exemple 1.3.2 Soit la fonction f (z) = cos (az2) :

On a

M (r; f) = max
jzj=r

��cos �az2���
= max

jzj=r

�����
n=+1X
n=0

(�1)n a
2nz4n

(2n)!

�����
�

n=+1X
n=0

(�1)n jaj
2n r4n

(2n)!
= Ch

�
jaj r2

�
:

Pour le point z0 =
p
ire�i

arg a
2 ; on a

f (z0) = cos a
�p
ire�i

arg a
2

�2
= Ch jaj r2:

Alors

M (r; f) = ch jaj r2 = ejajr
2
+ e�jajr

2

2
� ejajr

2

2
; r �! +1:
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D�où

� (f) = lim
r�!+1

sup
log log

�
ejajr

2

2

�
log r

= 2:

Exemple 1.3.3 Soit la fonction f (z) = ez

z
:

On a

� (f) = lim
r�!+1

sup
log T (r; f)

log r
= lim

r�!+1
sup

log
�
r
�
+ � (log r)

�
log r

= 1:

1.4 Exposant de convergence des zéros d�une fonction
méromorphe

Dé�nition 1.4.1 ([11]) Soit f une fonction méromorphe. Alors l�exposant de convergence

des zéros de la fonction f noté � (f) est dé�ni par

� (f) = lim sup
r!+1

logN (r; 1=f)

log r
: (1.4.1)

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
r; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
r;
1

f

�
log r: (1.4.2)

L�exposant de convergence des zéros de la fonction 1=f est aussi dit exposant de convergence

des pôles de la fonction f .

Exemple 1.4.1 Pour la fonction f (z) = ez + b; où b est un nombre complexe non nul; on a

� (f) = 1:

1.5 Théorème de Phragmén-Lindelöf

Soit � > 0. Notons

S� =
n
z 2 C : jarg zj < �

2�

o
; (1.5.1)


r =
�
z : z = rei�; z 2 S�

	
, (1.5.2)

et

M (r; 
r; f) = max
z2
r

jf (z)j ; (1.5.3)
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Théorème 1.5.1 ([12]) Soit f une fonction analytique dans le secteur S� et continue sur

@S� telle que 8z 2 @S� : jf (z)j �M; où M > 0 est une constante.

Si

lim sup
r!+1

log logM (r; 
r; f)

log r
< �; (1.5.4)

Alors

8z 2 S� : jf (z)j �M: (1.5.5)

1.6 Dérivée logarithmique

Théorème 1.6.1 ([5]) Soit f une fonction méromorphe transcendante. Alors

m

�
r;
f 0

f

�
= S (r; f) = � (T (r; f)) ; (1.6.1)

où

S (r; f) = O (log T (r; f) + log r) (1.6.2)

à l�extérieur d�un ensemble E � [0;+1) de mesure linéaire �nie.

Si f est d�ordre �ni, alors

m

�
r;
f 0

f

�
= O (log r) : (1.6.3)

Corollaire 1.6.1 ([5]) Soit f une fonction méromorphe transcendante et k � 1 un nombre

entier. Alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= S (r; f) ; (1.6.4)

où

S (r; f) = O (log T (r; f) + log r) (1.6.5)

à l�extérieur d�un ensemble E � [0;+1) de mesure linéaire �nie.

Si f est d�ordre �ni, alors

m

�
r;
f (k)

f

�
= O (log r) : (1.6.6)
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1.7 Mesure linéaire et mesure logarithmique

Dé�nition 1.7.1 ([7]) La mesure linéaire d�un ensemble E � [0;+1) est dé�nie par

m(E) =

Z +1

0

�E (t) dt; (1.7.1)

La mesure logarithmique d�un ensemble F � [1;+1) est dé�nie par

lm(F ) =

Z +1

1

�F (t)

t
dt; (1.7.2)

où �H est la fonction caractéristique d�un ensemble H.

Exemple 1.7.1 La mesure linéaire de l�ensemble E = [2; 6] � [0;+1) est

m(E) =

Z +1

0

�E (t) dt

=

Z 6

2

dt = 4:

Exemple 1.7.2 La mesure logarithmique de l�ensemble F = [1; e2] � [1;+1) est

lm(F ) =

Z +1

1

�F (t)
dt

t

=

Z e2

1

dt

t
= 2:



Chapitre 2

Ordre de croissance des solutions des
équations di¤érentielles linéaires non
homogènes

2.1 Introduction et résultats

De nombreux auteurs [1; 2; 6] ont étudié l�équation di¤érentielle linéaire du second ordre

f
00
+ h1 (z) e

P (z)f
0
+ h0 (z) e

Q(z)f = 0; (2.1.1)

où P (z) et Q (z) sont des polynômes non constants, h1 (z) et h0 (z) (6� 0) sont des fonctions

entières telles que � (h1) < degP et � (h0) < degQ: Gundersen a montré dans [6; p: 419]

que si degP 6= degQ; alors toute solution non constante de l�équation (2:1:1) est d�ordre

in�ni. Si degP = degQ, alors l�équation (2:1:1) peut avoir des solutions non constantes

d�ordre �ni. En e¤et, f (z) = z satisfait l�équation

f
00 � z3ezf 0 + z2ezf = 0: (2.1.2)

Z. X. Chen et K. H. Shon ont également étudié la croissance des solutions des équations

di¤érentielles linéaires du second ordre et ont obtenu le résultat suivant :

Théorème 2.1.1 ([2]) Soient Aj (z) ( 6� 0) (j = 0; 1) des fonctions entières avec � (Aj) < 1;

a et b des constantes complexes telles que ab 6= 0 et arg a 6= b ou a = ab (0 < c < 1) :
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Alors toute solution f (6� 0) de l�équation di¤érentielle

f
00
+ A1 (z) e

azf
0
+ A0 (z) e

bzf = 0 (2.1.3)

est d�ordre in�ni.

En 2008, Wang et Laine [14] ont étudié l�équation di¤érentielle linéaire non homogène

f
00
+ A1 (z) e

azf
0
+ A0 (z) e

bzf = H; (2.1.4)

où Aj (z) (j = 0; 1) sont des fonctions entières et a; b sont des constantes complexes et ils ont

obtenu le résultat suivant :

Théorème 2.1.2 ([14]) Supposons que Aj (z) (6� 0) (j = 0; 1) et H sont des fonctions en-

tières d�ordre strictement inférieur à 1 et les constantes complexes a; b véri�e ab 6= 0 et b 6= a:

Alors toute solution nontrivale f de l�équation (2:1:4) est d�ordre in�ni.

Considérons maintenant l�équation di¤érentielle linéaire non homogène

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ A1 (z) f

0
+ A0 (z) f = H; (2.1.5)

où k � 2 est un nombre entier, Aj (z) (j = 0; 1; :::; k � 1) et H (6� 0) sont des fonctions

entières d�ordre �ni. Il est bien connu que toutes les solutions de l�équation (2:1:5) sont des

fonctions entières et si certains des coe¢ cients sont des fonctions transcendantes, alors la

plupart des solutions de l�équation (2:1:5) sont d�ordre in�ni.

Alors une question naturelle qui se pose est :Quelles conditions sur Aj (z) (j = 0; 1; :::k � 1)

et H garantira que chaque solution de l�équation (2:1:5) soit d�ordre in�ni ?

Wang et Laine [15] ont étudié le problème et ont prouvé le résultat suivant qui généralise le

théorème 2.1.2 pour les équations di¤érentielles linéaires d�ordre supérieur :

Théorème 2.1.3 ([15]) Supposons que Aj (z) = hj (z) e
pj(z) (j = 0; :::k � 1) ; où pj (z) =

ajnz
n+ :::aj0 sont des polynômes de degré n � 1, hj (z) sont des fonctions entières non toutes

nulles d�ordre strictement inférieur à n, et H 6� 0 est une fonction entière d�ordre strictement

inférieur à n .Si les nombres complexes ajn (j = 0; :::k � 1) sont distincts, alors toutes les

solutions de l�équation (0:0:1) sont d�ordre in�ni.
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Ils ont également considéré l�équation (0:0:1) dans le même article et ont étudié l�ordre de

croissance de leurs solutions transcendantes. Ils ont démontré les deux résultats suivants :

Théorème 2.1.4 ([15]) Supposons que Aj (z) = hj (z) e
pj(z) (j = 0; :::k � 1) ; où pj (z) =

ajnz
n + :::aj0 sont des polynômes de degré n � 1, hj (z) et H 6� 0 sont des fonctions entières

d�ordre strictement inférieur à n. De plus, supposons qu�il existe deux coe¢ cients As et Al

telle que asn = jasnj ei�S et aln = jalnj ei�l ; où 0 � s < l � k � 1; �s; �l 2 [0; 2�); �s 6� �l;

hshl 6� 0 et pour j 6� s; l; ajn = djasn (0 < dj < 1) ou ajn = djaln (0 < dj < 1). Alors toute

solution transcendante de l�équation (0:0:1) est d�ordre in�ni.

Théorème 2.1.5 ([15]) Supposons que Aj (z) = hj (z) epj(z)+gj (z) (j = 0; :::k � 1) ;où pj (z) =

ajnz
n + ::: + aj0 sont des polynômes de degré n � 1; hj (z) ; gj (z) et H 6� 0; sont des fonc-

tions entières d�ordre strictement inférieur à n. En outre, supposons qu�il existe asn = dsei' et

aln = �dlei' avec ds > 0; dl > 0 et 0 � s < l � k�1 tels que pour j 6� s; l; ajn = djei' (dj � 0)

ou ajn = �djei' (dj � 0) et max fdj : j 6= s; lg = d < min fds; dlg. Si hshl 6� 0; alors chaque

solution transcendante de l�équation (0:0:1) est d�ordre in�ni.

Remarque 2.1.1 Sous les hypothèses du Théorème 2:1:5, des solutions polynômiales peuvent

exister. Par exemple, l�équation

f (4) +
�
e3z + 1

�
f (3) +

�
e�2z + z

�
f
00
+ (zez + 1) f

0 � (ez + 1) f = 1� z

admet le polynôme f (z) = z comme solution.

Remarque 2.1.2 Dans les trois Théorèmes précédents, si � (f) = 1, alors on a aussi

� (f) =1: En e¤et, en réécrivant (2:2:1) dans la forme suivante

1

f
=
1

H

�
f (k)

f
+ Ak�1

f (k�1)

f
+ :::+ A0

�
; (2.1.6)

on a

m

�
r;
1

f

�
� m

�
r;
1

H

�
+

k�1X
j=0

m (r; Aj) +
k�1X
j=0

m

�
r;
f (j)

f

�
(2.1.7)

= �
�
r�
�
+ s (r; f)

pour un certain � �ni. Par conséquent, N
�
r; 1
f

�
doit être d�ordre in�ni.
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2.2 Lemmes Préliminaires

Lemme 2.2.1 ([16]) Supposons que f1 (z) ; f2 (z) ; : : : ; fn (z) (n � 2) sont des fonctions mé-

romorphes et g1 (z) ; g2 (z) ; :::; gn (z) sont des fonctions entières véri�ant les conditions sui-

vantes :

(i)

nX
j=1

fj (z) e
gj(z) � 0,

(ii) gj (z)� gk (z) ne sont pas constantes pour 1 � j < k � n,

(iii) Pour 1 � j � n; 1 � h < k � n,

T (r; fj) = �
�
T
�
r; egh�gk

�	
; (r �!1; r =2 E) ; (2.2.1)

où E est un ensemble de mesure linéaire �nie.

Alors

fj � 0 (j = 1; 2; :::n) : (2.2.2)

Lemme 2.2.2 ([16]) Supposons que f1 (z) ; f2 (z) ; : : : ; fn (z) (n � 2) sont des fonctions mé-

romorphes linéairement indépendantes véri�ant l�égalité suivante :

nX
j=1

fj � 1: (2.2.3)

Alors pour 1 � j � n; on a

T (r; fj) �
kX
j=1

N

�
r;
1

fk

�
+N (r; fj) +N (r;D)�

nX
k=1

N (r; fk) (2.2.4)

�N
�
r;
1

D

�
+ S (r) ;

où D est le déterminant Wronskien W (f1; f2; :::; fn),

S (r) = �
�
max
1�k�n

fT (r; fk)g
�
; (r �!1; r =2 E) ; (2.2.5)

E est un ensemble de mesure linéaire �nie.

Lemme 2.2.3 ([12]) Supposons que P (z) = (�+ i�) zn+:::(�; � sont des nombres réels; j�j+

j�j 6= 0) est un polynôme de degré n � 1 et que A (z) 6� 0 est une fonction entière avec
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� (A) < n; g (z) = A (z) eP (z), z = rei�, � (P; �) = � cos (n�) � � sin (n�). Alors pour

tout " > 0; il existe un ensemble H1 � [0; 2�) de mesure linéaire �nie telle que pour tout

� 2 [0; 2�)� (H1 [H2) ; il existe R > 0 tel que pour jzj = r > R; on ait

(i) si � (P; �) > 0, alors

exp f(1� ") � (P; �) rng <
��g �rei���� < exp f(1 + ") � (P; �) rng ; (2.2.6)

(ii) si � (P; �) < 0,alors

exp f(1 + ") � (P; �) rng <
��g �rei���� < exp f(1� ") � (P; �) rng ; (2.2.7)

où

H2 = f� 2 [0; 2�); � (P; �) = 0g : (2.2.8)

Lemme 2.2.4 ([5]) Soit f (z) une fonction méromorphe transcendante d�ordre �ni � et soit

" > 0 une constante donnée. Alors il existe un ensemble H � (1;1) de mesure logarithmique

�nie tel que pour tout z véri�ant jzj =2 H [ [0; 1] et pour tout 0 � j < k, on ait����f (k)(z)f (j)(z)

���� � jzj(k�j)(��1+") : (2.2.9)

De même, il existe un ensemble E � [0; 2�) de mesure linéaire nulle tel que pour tout z = rei�

avec jzj su¢ samment grand et � 2 [0; 2�)�E et pour tout k; j (0 � j < k), l�inégalité (2:2:8)

soit véri�ée.

Lemme 2.2.5 ([15]) Soit f (z) une fonction entière. Supposons que

G (z) =
log+

��f (k) (z)��
jzj� (2.2.10)

n�est pas bornée sur un certain rayon arg z = � avec une constante � > 0: Alors il existe une

suite in�ni de points
�
zn = rne

i�
	
(n = 1; 2; :::) ; où rn �!1 telle que G (z) �!1 et����f (j)(zn)f (k)(zn)

���� � 1

(k � j)! (1 + � (1)) r
k�j
n ; j = 0; :::; k � 1 (2.2.11)

quant n �!1:
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Preuve. Posons

M (r;G; �) = max fG (z) : 0 � jzj � r; arg z = �g (2.2.12)

On peut prendre la suite fzng dans la première assertion telle que

G (zn) =M (rn; G; �) (2.2.13)

Comme

G (zn) �!1 (2.2.14)

quand n �!1, on voit immédiatement que

��f (k) (zn)�� =M �
rn; f

(k); �
�
�!1 (2.2.15)

quand n �! 1: En utilisant maintenant le même raisonnement que dans la preuve du

([6] ; Lemme 4) ;voir aussi ([10] ; Lemme 3:1), la deuxième assertion (2:2:10) est véri�ée. �

Lemme 2.2.6 ([15]) Soit f (z) une fonction entière avec � (f) = � < 1: Supposons qu�il

existe un ensemble E � [0; 2�) de mesure linéaire nulle tel que

log+
��f �rei���� �Mr� (2.2.16)

pour tout rayon arg z = � 2 [0; 2�) nE; où M est une constante positive dépendant de � et �

est une constante positive indépendante de �: Alors �(f) � �.

Preuve. De toute évidence, nous pouvons supposer que � < �: Comme E est de mesure

linéaire nulle, nous pouvons choisir

�j 2 [0; 2�) n E (2.2.17)

tel que

0 � �1 < �2 < : : : < �n+1 = 2� (2.2.18)

et

max f�j+1 � �j; 1 � j � ng �
�

�+ 1
: (2.2.19)
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Nous étudions d�abord le sécteur

H1 = fz : �1 � arg z � �2g ; (2.2.20)

Dé�nissons

� (z) = f (z) exp
�
�bei�0z�

	
; (2.2.21)

où

�0 =
� (�1 + �2)

2
(2.2.22)

et b est une constante positive qu�on peut déterminer. Alors � (z) est holomorphe à l�intérieur

du secteur H1: De (2:2:19) ; on a

� � �

(�2 � �1)� 1
: (2.2.23)

Par conséquent,

0 > arg
�
e�i�0z�

�
= arg

�
e�i�0r�ei��1

�
=
� (�1 � �2)

2
� ��

2
+
(�2 � �1)

2
(2.2.24)

sur le rayon arg z = �1 et respectivement

0 < arg
�
e�i�0z�

�
= arg

�
e�i�0r�ei��2

�
=
� (�1 � �2)

2
� �

2
� (�2 � �1)

2
(2.2.25)

sur le rayon arg (z) = �2. Ainsi on peut maintenant �xer b > 0 de telle façon que

b cos

�
�

2
� (�2 � �1)

2

�
> M: (2.2.26)

Par un calcul élémentaire, j�(z)j � M sur la frontière de H1; où M > 0 est une constante

bornée pas le même à chaque occurrence. Par la dé�nition de � dans (2:2:21) ; il est immédiat

de voir que � est d�ordre au plus que �: Par le théorème de Phragmén-Lindelöf, on conclut

que

j�(z)j �M (2.2.27)

est véri�ée sur tout l�ensemble du secteur H1: Ainsi

jf (z)j �
��exp�be�i�0 z�	�� � exp fbr�g

dans H1. En répétant le même raisonnement pour tous les secteurs

Hj = fz : �j � arg z � �j+1g ; (2.2.28)

où �j sont déterminés dans (2:2:18), l�a¢ rmation immédiatement est véri�ée. �
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2.3 Preuves des théorèmes

2.3.1 Preuve du Théorème 2.1.3

Preuve. Supposons que f est une solution de (0:0:1) avec � (f) = � <1. Alors n � �: Si

f (k) = H; on peut appliquer le Lemme (2:2:1) pour conclure que hsf (s) � 0 pour un certain s;

(0 � s � k � 1) tel que hs 6� 0: Alors f est un polynôme de degré inférieur à s et donc H � 0 ;

c�est une contradiction. Ainsi on peut supposer que f (k) 6� H. Par le lemme (2:2:2) ; il est facile

de voir que n � � puisque les fonctions exponentielles ePj (j = 0; 1; ::k � 1) sont linéairement

indépendantes. D�après le lemme (2:2:3) ; il existe un ensemble E � [0; 2�):de mesure linéaire

tel que à chaque fois que � 2 [0; 2�)�E, alors � (Pj; �) 6= 0 pour tout 0 � j � k � 1 et

� (Pj � Pi; �) 6= 0 pour tout i; j avec 0 � i < j � k � 1: Si z = rei� avec r assez grand, alors

chaque Aj (z) véri�e les deux inégalité (2:2:5) ou (2:2:6). D�après le Lemme (2:2:4) ; on peut

supposer que ����f j(z)f i(z)

���� � jzjk� ; 0 � i < j � k: (2.3.1)

Comme ajn sont des nombres complexes distincts, alors pour tout � 2 [0; 2�)�E �xé, il existe

précisément un s 2 f0; :::; k � 1g tel que

� (ps; �) = � : = max f� (pj; �) : j = 0; :::; k � 1g : (2.3.2)

Notons

�1 = maxf� (pj; �) : j 6= sg: (2.3.3)

Alors �1 < � et � 6= 0: On discute maintenant deux cas :

Cas 1. Supposons d�abord que � > 0: D�après le Lemme (2:2:3), pour tout " donné " avec

0 < 3" < min f(� � �1)��; n� � (H)g ; (2.3.4)

on a ��As �rei���� � exp f(1� ") �rng ; (2.3.5)��Aj �rei���� � exp f(1 + ") �1rng

pour j 6= s et r su¢ samment grand. On va maintenant montrer que

log+
��f (s)(z)��

jzj�(H)+"
(2.3.6)
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est bornée sur le rayon arg z = �: En supposant le contraire, alors d�après le Lemme (2:2:5) ;

il y a une suite des points
�
zm = rme

i�
	
telle que rm �! +1 et

log+
��f (s)(zm)��
r
�(H)+"
m

!1; (2.3.7)

����f (j)(zm)f (s)(zm)

���� � (1 + o (1)) rs�jm (j = 0; :::s� 1) : (2.3.8)

D�après (2:3:7) et la dé�nition de l�ordre, il est facile de voir que���� H (zm)f (s)(zm)

���� �! 0 (2.3.9)

pour m est assez grand. De (0:0:1), on obtient

jAs (zm)j �
����f (k)(zm)f (s)(zm)

����+ :::+ jAs+1 (zm)j ����f (s+1)(zm)f (s)(zm)

����+ (2.3.10)

+ jAs�1 (zm)j
����f (s�1)(zm)f (s)(zm)

���� :::+ jA0 (z)j ���� f 0(zm)f (s)(zm)

����+ ���� H (zm)f (s)(zm)

���� :
En utilisant (2:3:1), (2:3:5), (2:3:8), et la limite(2:3:9) ; on conclut de l�inégalité précédente

que

exp f(1� "1) �rnmg � (k + 1) exp f(1 + "1) �1rnmg rMm ; (2.3.11)

où M > 0 est une constante bornée. Ce qui est une contradiction. Par conséquent,

log+
��f (s)(z)��

jzj�(H)+"
(2.3.12)

est bornée, et on a ��f (s)(z)�� �M expfr�(H)+"g (2.3.13)

sur le rayon arg z = �: Par le même raisonnement que dans la preuve du ([10] ; Lemme 3:1),

on peut immédiatement conclure que

jf (s)(z)j � (1 + o (1)) rs
��f (s) (z)�� � (1 + o (1))Mrser�(H)+2" �Mer�(H)+2" (2.3.14)

sur le rayon. arg z = �:

Cas 2. Supposons maintenant que � < 0: De (0:0:1) ; on a

� 1 = Ak�1
f (k�1)

f (k)
+ :::+ Aj

f (j)

f (k)
+ :::+ A0

f
0

f (k)
� H

f (k)
(2.3.15)
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D�après le Lemme(2:2:3) ; on a pour tout " donné avec

0 < 3" < min f1; n� � (H)g (2.3.16)

��Aj �rei���� � exp f(1� ") �rng (j = 0; 1; :::; k � 1) (2.3.17)

pour r assez grand. Comme dans le Cas 1, montrons que

log+
��f (k)(z)��

jzj�(H)+"
(2.3.18)

est bornée sur le rayon arg z = �: Supposons le contraire, de même que dans le Cas 1, il

résulte du Lemme(2:2:5) qu�il existe une séquence de points
�
zm = rme

i�
	
telle que����f (j)(zm)f (k)(zm)

���� � rk�jm (1 + � (1)) (j = 0; :::; k � 1) ; (2.3.19)

���� H (zm)f (k)(zm)

���� �! 0 (2.3.20)

pour m assez grand. En substituant les inégalités (2:3:17) et (2:3:19) dans (2:3:15), on trouve

une contradiction. Par conséquent, on a

��f (k) (z)�� �M exp
�
r�(H)+2"

	
(2.3.21)

sur le rayon arg z = �: Ce qui implique que

jf (z)j �M exp
�
r�(H)+2"

	
: (2.3.22)

Ainsi pour tout � 2 [0; 2�)�E; où E de la mesure linéaire nulle, on obtient (2:3:22) sur le

rayon arg z = � à condition que r soit su¢ samment grand.

Alors d�après le Lemme (2:2:6), � (f) � � (H) + 2" < n. C�est une contradiction. Donc toute

solution transcendante de(0:0:1) doit être d�ordre in�ni . �

2.3.2 Preuve du Théorème 2.1.4

Preuve. Supposons que f est une solution transcendantale de l�inégalité (0:0:1) avec � (f) =

� <1. Si f (k) � H et � < n, alors d�après (0:0:1), on obtient que

f (l)hle
pl(z) + f (s)hse

ps(z) +

pX
u=1

Bu (z) e
djupl(z) +

pX
v=1

Cv (z) e
djvps(z) = 0; (2.3.23)
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où Bu (u = 1; :::; p) ; Cv (v = 1; :::q) sont des fonctions entières d�ordre strictement inférieur

à n: En rassemblant les termes du même type , si nécessaire, alors on peut supposer que les

coe¢ cients dju (u = 1; :::; p) respectivement djv (v = 1; :::q) sont distincts et étant donné que

�s 6= �l et �s; �l 2 [0; 2�); on peut conclure que djupl (z) � djvps (z) sont des polynômes de

degré n: En e¤et, si djualn = djvasn; on a

0 <
dju
djv

���� alnasn
���� = ei(�s��l): (2.3.24)

Ce qui est impossible.

De même, pl (z)�ps (z), pl (z)�djvps (z) et ps (z)�djupl (z) sont également des polynômes de

degré n. Par conséquent, en appliquant Le lemme (2:2:1) à (2:3:23) ; on déduit que f (l)hl �

f (s)hs � 0. Comme hshl 6� 0, alors f doit être un polynôme de degré inférieur à s: Donc

H � 0: C�est une contradiction.

Par conséquent, on peut supposer que f (k) 6� H. D�après le Lemme (2:2:2) ; si f (k) 6= H; alors

n � � puisque les fonctions exponentielles epl ; eps ; edjupl (u = 1; 2; :::; p) et edjvps (v = 1; 2; :::; q)

sont linéairement indépendantes.

Comme �s 6= �l; d�après les Lemmes (2:2:3) et (2:2:4) ; il existe un ensemble E � [0; 2�) de

mesure linéaire nulle tel que pour tout � 2 En[0; 2�) , les Aj
�
rei�

�
véri�ent (2:2:6)ou (2:2:7),

(2:3:1) est véri�ée et

� (ps; �) 6= � (pl; �) , �2 = max f� (ps; �) ; � (pl; �)g 6= 0: (2.3.25)

On applique aussi les notations �; �1 se trouvant dans la démonstration du Théorème (2:1:5).

Cas 1. Tout d�abord supposons que �2 > 0:On peut supposer que �2 = � (ps; �) : De l�hy-

pothèse sur ajn; on sait que �1 < �2 = �. donc (2:3:5) est véri�ée d�après le Lemme (2:2:3).

En utilisant le même raisonnement que dans le cas 1 dans la démonstration du Théorème

(2:1:3) ; on obtient l�inégalité (2:3:22) sur le rayon arg z = �.

Cas 2. En�n supposons que �2 < 0: Encore une fois par la condition sur ajn; on voit que

� < 0: Par le même argument utilisé dans le cas 2 dans la démonstration

du Théorème (2:1:3), on obtient à nouveau (2:3:22). Par conséquent, par le Lemme (2:2:6),

on obtient une contradiction. Donc � (f) =1: �
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2.3.3 Preuve du Théorème 2.1.5

Preuve. Supposons que f est une solution transcendante de (0:0:1) d�ordre �ni. Si � < n;

alors il résulte de (0:0:1) que

f (l)hle
Pl(z) + f (s)hse

Ps(z) +

pX
u=1

Bu (z) e
djuPl(z) +

qX
v=1

Cv (z) e
djvPs(z) = F (z) ; (2.3.26)

où Bu (u = 1; :::; p) ; Cv (v = 1; :::; q) et F (z) sont des fonctions entières d�ordre strictement

inférieur à n; dju 6= 0 (u = 1; :::; p) sont distincts et djv 6= 0 (v = 1; :::; q) sont aussi distincts.

De façon similaire à la preuve du Théorème (2:1:4) ; on peut supposer que n � �:

Comme

� = max f� (gj) (j = 0; :::k � 1)g < n; (2.3.27)

on a

maxfjgj (z)j (j = 0; :::k � 1) ; jH (z)jg � exp
�
r�+"

	
(2.3.28)

pour tout " avec 0 < 3" < n� � et pour tout jzj su¢ samment grande. Puisque ds et dl dans

asn = dse
i' et aln = �dlei' sont strictement positifs, l�ensemble

f� 2 [0; 2�); � (Ps; �) = � (Pl; �)g est de mesure linéaire nulle. Par conséquent, encore une fois

d�après les deux Lemmes (2:2:3) et (2:2:4), il existe un ensemble

E � [0; 2�) de mesure linéaire nulle tel que pour tout � 2 [0; 2�)�E donné, le coe¢ cient hjePj

véri�e (2:2:5) ou (2:2:6) et (2:3:1) est véri�ée. De plus, � (Ps; �) 6= � (Pl; �) : On peut supposer

que �2 = max f� (Ps; �) ; � (Pl; �)g = � (Pl; �) = �dl cos ('+ n�) ; où cos ('+ n�) < 0: Alors

par (2:2:5) et (2:3:28), pour tout " véri�ant 0 < 3" < (dl � d)�dl, on obtient pour jzj

su¢ samment grand que

��Al �rei���� � exp f� (1� ") dl cos ('+ n�) rng :
Pour tous les autres coe¢ cients Aj (j 6= s), en considérant les hypothèses sur ajn ; on a��Aj �rei���� � exp f� (1 + ") d cos ('+ n�) rng (2.3.29)

quand r est assez grand. Il résulte de (0:0:1)que

� Al =
f (k)

f (s)
+ Al+1

f (l+1)

f (l)
+ Al�1

f (l�1)

f (l)
+ :::+ A0

f

f (l)
� H

f (l)
: (2.3.30)
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De façon similaire que celle dans le cas 1 dans la preuve du Théorème (2:1:4) et en utilisant

le Lemme (2:2:5) ; on peut prouver que

log+
��f (l)(z)��

jzj�(H)+"
(2.3.31)

est bornée sur le rayon arg z = �: Par conséquent, l�inégalité (2:3:22) est toujours véri�ée

sur le rayon arg z = �. En utilisant le Lemme(2:2:6) ; on trouve une contradiction. Ainsi

� (f) =1: �



CONCLUSION

Certains chercheurs ([14], [15]) se sont intéressés à l�étude des propriétés de croissance des

solutions des équations di¤érentielles linéaires non homogènes dont les coe¢ cients sont des

fonctions entières. On sait que ces solutions sont des fonctions entières et elles sont souvent

d�ordre in�ni.

Dans ce mémoire, on a étudié la croissance des solutions de certaines de ces équations. On

a étudié les résultats obtenus par Wang et Laine [15]. En imposant des conditions sur ces

coe¢ cients, ils ont démontré que chaque solution est d�ordre in�ni.

Récemment, de nombreux résultats ont été obtenus pour les équations diférentielles linéaires

mais avec des coe¢ cients méromorphes ou analytiques dans le disque unité.
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