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RESUME
Ce mémoire consiste essentiellement o étudier la croissance des solutions de certaines
équations différentielles linéaires non homogénes & coefficients fonctions entiéres. On a

étudié les résultats obtenus par Wang et Laine [15]. En imposant des conditions sur ces

coefficients, ils ont démontré que chaque solution est d’ordre infini.

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Dans le premier chapitre, on donne quelques
éléments de la théorie de R. Nevanlinna nécéssaires par la suite dans notre travail.
Le deuxiéme chapitre est consacré a la démonstration des résultats obtenus par Wang et Laine

[15].




INTRODUCTION

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par R. Nevanlinna
est un outil trés important dans ’étude des propriétés des solutions des équations différen-

tielles linéaires dans le domaine complexe.

Pour ’équation différentielle linéaire

FO LA )P V4 AR+ A2 f=H(2), (0.0.1)

ou k > 2 est un entier, A; (j =0,1,....k — 1) et H # 0 sont des fonctions entiéres d’ordre fini
,il est connu que toute les solutions de l’équation (0.0.1) sont entiéres et si certains coefficients
sont des fonctions transcendentes, alors ’équations (0.0.1) admet plusieurs solutions d’ordre

Si les coefficients A; (j =0,1,....,k — 1) sont des polynomes, les propriétés de croissance des
solutions de l’équation (0.0.1) ont été largement étudiées. (Voir [4]).

Dans le cas ou

1

r?gg{p (A),p(H)} < p(Ag) < 3

Hellerstein, Miles et Rossi [8] ont démontré que chaque solution transcendante de (0.0.1) est
d’ordre infini. En ce qui concerne le cas particulier de k = 2, Wang et Laine [14] ont étudié

les équations différentielles du second ordre mon homogénes de la forme
f 4+ AL (2) e f + Ag (2) e f = H (2) (0.0.2)

ot Ay # 0,Ap # 0 et H sont des fonctions entiéres d’ordre strictement inférieur a un et
a,b sont des nombres complexes non nuls. Ils ont prouvé que toute solution non triviale de

léquation (0.0.2) est d’ordre infini si a # b.



On remarque que [’équation (0.0.1) peut avoir des solutions d’ordre fini si

p(H) = maxp(4;)(j =0,....k).

Par exemple, la fonction f(z) = e* vérifie l’équation
FO LD L e Q) f= (k=14 Q(2) e +1, (0.0.3)

ot @ (z) peut étre toute fonction entiére. En choisissant Q (z) = 1—k, ’équation (0.0.3) peut
avoir une solution d’ordre fini méme si p(H) < max{p(4;)(j =0,...,k)}. D’autre part, en

prenant Q) (z) = €*, on trouve le cas o p(H) =max{p(4;) (7 =0,...k)}.

Dans ce mémoire, on continue [’étude de ce type de probléme et on considére le cas ou
p(H) < max{p(4;)(j=0,...,k)}. On étudie trois résultats obtenus par Wang et Laine
[15].

Ce mémoire est composé de deux chapitres. Dans le premier chapitre, on va énoncer quelques
éléments de la théorie de R. Nevanlinna dont on aura besoin dans notre travail.

Le deuziéme chapitre est consacré a létude de la croissance des solutions des équations de la

forme (0.0.1), o on va étudier les résultats obtenus par Wang et Laine [15].




Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de R.
Nevanlinna

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Définition 1.1.1 ([11]) Soit f une fonction méromorphe non constante. Pour tout nombre
complexe a, on désigne par n (t,a, f) le nombre des racines de ’équation f (z) = a situées
dans le disque |z| < t, chaque racine étant comptée un nombre de fois égal & son ordre de
multiplicité et par n (t,00, f) le nombre des péles de la fonction f dans le disque |z| < t.

Notons

N (r,a, f)= /[n (ta, /) ; n(0,a, f)]dt+ n(0,a, f)logr; (a# o), t >0 (1.1.1)

0

N (r,00, f) / n(too. f) = (O’Oo’f)]dt +n (0,00, f)logr, (1.1.2)
(rya, f) = —/1 og" re’e |d9 (a # 00), (1.1.3)
et )
1 + i0
m (r,00, f) =m(r, f) = %/log }f (re )! de, (1.1.4)
0
ot

log" 2 = max {0,logx},x >0 et 0 < r < +00. (1.1.5)
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N (r,a, f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque |z| < r. Elle caractérise
la densité des zéros de l’équation f (z) = a dans le disque |z| < r et m (r,a, f) est dite fonction
de proximité de la fonction f au point a. Elle exprime la déviation en moyenne de la fonction

f au point a.

Définition 1.1.2 ([11]) On définit la fonction caractéristique de R-Nevanlinna de la fonction
f par
T(r,f)=m(r,f)+N(rf), 0<r<+oo. (1.1.6)

Cette fonction joue un role trés important dans la théorie de la distribution des valeurs des

fonctions méromorphes.

z

Exemple 1.1.1 Soit la fonction f (z) = <

4
On a

r

N(r, f) = /[n(t’oo’f)t_n(o’oo’f)dt—i-n((),oo,f)logr

0

[1-1
= /Tdt+log7’ = logr

et

2
m(r, f) = %/logJr ‘f (rei‘pﬂ dy

rcos(<p
= —/log

1
g _— — l
27r rcos (¢) dp / og rdy

2

re“”

ret

w3 1\)\21

m\a

T 11
= ———logr
T 2g
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D’ou

T(r,f) = m(@f)+N(r[)

r 1

= — — —logr+logr
™ 2
Tih

= —+ —logr
™2 &

1.2 Premier Théoréme fondamental de R. Nevanlinna

Théoréme 1.2.1 ([11]) Soient a € C et f une fonction méromorphe et soit

+o00o
f(z)—a:chzj,cm#O,mEz,zE(C. (1.2.1)
j=m
le développement de Laurent de f (z) — a autour de l'origine.

Alors
T (7", ﬁ) =T (r, f) —loglcm| + ¢ (r,a). (1.2.2)
ol

lo (r,a)] <log™ |a] +1og2,0 < r < +oo (1.2.3)

1.3 Ordre d’une fonction méromorphe

Définition 1.3.1 ([11]) Soit f une fonction méromorphe. Alors Uordre de f est défini par

logT'(r, f)

p(f)= lm sup Tog. (1.3.1)
St
p(f) = +oo, (1.3.2)
On dit que la fonction f est d’ordre infini.
St f est une fonction entiére, alors l'ordre de [ est défini par
p(f)= lim sup log log M (r, /) (1.3.3)

r—+00 log r

ot M (r, f) =max|f (2)].

|z|=r



1.3 Ordre d’une fonction méromorphe

Exemple 1.3.1 Soit la fonction f(z) = €.
OnaN (r,f)=0

et
1 271— ..
m(r, f) = 2_/ 10g+{€T(COS<p+Zsmw)‘d(p
T Jo
1 2m
= — 10g+‘€TCOS(p|dSO
2w Jo
1 [z -
= 5 / 1 cos pdyp (car elle est 2 périodique)
™)z
2
%
= L2/ cos pdp
2 Jo
ro.o. ™
= ;[sm(p]g
_ I
=
Donc
r
T(r,f)=N(rf)+m(r.f)=—.
D’ot
log(£
p(f)= lim sup g(”) — 1

r—s400 logr

Exemple 1.3.2 Soit la fonction f(z) = cos (az?).
On a

M (r,f) = max]|cos (az?)|

|z|=r
n=+o0o 2n . 4n
a'z
= —1)"
I\?IE:D: Z (=1) (2n)!
n=0
n=+00 2n _An

IN
|
N
3
E)
=
I
Q
>
—
RN
=
[\V]
SN—

.arg a

Pour le point zg = ﬂre" 2 ,0na

.arga 2
f (20) = cosa (\/Ere_Z 2 ) = Cha| 7%

Alors

€‘a|r2 + €_|a|r2 ela‘TQ

M(T7f>:Ch’a’|r2: 2 ~ 2

, 7 — +00.
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D’ou

log log <e|a2lr )
2.

p(f)= lm sup Tog7

Exemple 1.3.3 Soit la fonction f (z) = <.

z
On a

logT 1 I +o(l
o) = lim sup 8L el o ogn)]
r——+00 log r r—s+00 log 7

1.4 Exposant de convergence des zéros d’une fonction
méromorphe

Définition 1.4.1 ([11]) Soit f une fonction méromorphe. Alors exzposant de convergence

des zéros de la fonction f noté X (f) est défini par
log N (r, 1/ f)

A(f) = hrgilop o : (1.4.1)
ou
r i) —n(0,3
N <r, %) = /0 . <T f> ; . ( f) dt +n (r, %) log 7. (1.4.2)

L’exposant de convergence des zéros de la fonction 1/ f est aussi dit exposant de convergence

des poles de la fonction f.

Exemple 1.4.1 Pour la fonction f (z) = e*+b, o b est un nombre complexe non nul, on a

A(f) = 1.

1.5 Théoréme de Phragmén-Lindelof

Soit o > 0. Notons

7T
Se = {z € C:largz| < %}, (1.5.1)
Vo={z:1z2=r" 2€8,}, (1.5.2)
et
M (r,7y,, ) = max[f (2)], (1.5.3)

2€7,
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Théoréme 1.5.1 ([12]) Soit f une fonction analytique dans le secteur S, et continue sur

98, telle que Vz € 0S, : |f (2)| < M, ou M >0 est une constante.

Si
log log M
lim sup oglog M (r,7,, /) < a, (1.5.4)
r——+oo logr
Alors
Vz e Syt |f(2)] < M. (1.5.5)

1.6 Dérivée logarithmique

Théoréme 1.6.1 ([5]) Soit f une fonction méromorphe transcendante. Alors

m (r, f7> —S(r,f)=o(T(r[)), (1.6.1)

ol

S(r,f)=0(logT (r, f) + logr) (1.6.2)

a Uextérieur d’un ensemble E C [0,400) de mesure linéaire finie.

Si f est d’ordre fini, alors

m <r, f7> = O (log7). (1.6.3)

Corollaire 1.6.1 ([5]) Soit f une fonction méromorphe transcendante et k > 1 un nombre

entier. Alors

m (r, $> = S(rf), (1.6.4)

ou

S(r,f)=0logT (r, f) + logr) (1.6.5)

a Uextérieur d’un ensemble E C [0,400) de mesure linéaire finie.

St f est d’ordre fini, alors

m (r, #) — O (logr). (1.6.6)
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1.7 Mesure linéaire et mesure logarithmique

Définition 1.7.1 ([7]) La mesure linéaire d’un ensemble E C [0,400) est définie par

+oo
m(E) :/ X (t)dt, (1.7.1)
0
La mesure logarithmique d’un ensemble F' C [1,4+00) est définie par

_ e xr (1)
Im(F) —/1 Tdt’ (1.7.2)

ol Xy est la fonction caractéristique d’un ensemble H .

Exemple 1.7.1 La mesure linéaire de ’ensemble E = [2,6] C [0, +00) est

) = | e (b de

6
~ [at=a
2

Exemple 1.7.2 La mesure logarithmique de l’ensemble F' = [1,€?] C [1,+00) est

miF) = [ T end

t
2
< dt
1t



Chapitre 2

Ordre de croissance des solutions des
équations différentielles linéaires non
homogénes

2.1 Introduction et résultats
De nombreux auteurs [1, 2, 6] ont étudié I’équation différentielle linéaire du second ordre
F 4 (2) PO £ (2) QP f =0, (2.1.1)

ot P(z) et Q(z) sont des polynomes non constants, hy (z) et ho (z) (# 0) sont des fonctions
entiéres telles que p (hy) < deg P et p(hy) < deg Q. Gundersen a montré dans [6, p. 419]
que si deg P # deg @, alors toute solution non constante de l’équation est d’ordre
infini. Si deg P = deg ), alors l’équation peut avoir des solutions non constantes
d’ordre fini. En effet, f (z) = z satisfait I’équation

"

=2 f + 22 f = 0. (2.1.2)

Z. X. Chen et K. H. Shon ont également étudié la croissance des solutions des équations

différentielles linéaires du second ordre et ont obtenu le résultat suivant :

Théoréme 2.1.1 ([2]) Soient A; (z) (#0) (j = 0,1) des fonctions entiéres avec o (A;) <1,

a et b des constantes complezes telles que ab # 0 et arga # b oua =ab (0 <c<1).
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Alors toute solution f (£ 0) de l’équation différentielle
f 4+ AL (2) e f + Ay (2) e f =0 (2.1.3)

est d’ordre infini.

En 2008, Wang et Laine [14] ont étudié I’équation différentielle linéaire non homogéne
f + A (2) e f + Ay (2) e f = H, (2.1.4)

ou Aj (2) (j = 0,1) sont des fonctions entiéres et a,b sont des constantes complexes et ils ont

obtenu le résultat suivant :

Théoréme 2.1.2 ([14]) Supposons que A; (z) (#0) (j =0,1) et H sont des fonctions en-
tieres d’ordre strictement inférieur a 1 et les constantes complexes a, b vérifie ab # 0 et b # a.

Alors toute solution nontrivale f de l’équation (2.1.4]) est d’ordre infini.

Considérons maintenant ’équation différentielle linéaire non homogéne

FO 4 A () f* Y b A () f + Ao (2) f = H, (2.1.5)

ou k > 2 est un nombre entier, A;(z) (j=0,1,...k—1) et H (#0) sont des fonctions
entieres d’ordre fini. Il est bien connu que toutes les solutions de l’équation sont des

fonctions entiéres et si certains des coefficients sont des fonctions transcendantes, alors la
plupart des solutions de ’équation (2.1.5]) sont d’ordre infini.

Alors une question naturelle qui se pose est :Quelles conditions sur A; (z) (j =0,1,..k —1)
et H garantira que chaque solution de l’équation soit d’ordre infini ?

Wang et Laine [15] ont étudié le probléme et ont prouvé le résultat suivant qui généralise le

théoréme 2.1.2 pour les équations différentielles linéaires d’ordre supérieur :

Théoréme 2.1.3 ([15]) Supposons que A;j(z) = hj(2)ePi® (j=0,..k—1), ot p;(2) =
ajn 2"+ ...aj sont des polynomes de degré n > 1, h; (z) sont des fonctions entiéres non toutes
nulles d’ordre strictement inférieur an, et H #Z 0 est une fonction entiére d’ordre strictement

inférieur a n .Si les nombres complezes aj, (j =0,...k — 1) sont distincts, alors toutes les

solutions de ’équation (0.0.1)) sont d’ordre infini.
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Ils ont également considéré ’équation (0.0.1) dans le méme article et ont étudié ’ordre de

croissance de leurs solutions transcendantes. Ils ont démontré les deux résultats suivants :

Théoréme 2.1.4 ([15]) Supposons que A;j(2) = h;(2)e?®) (j=0,..k—1), ou p;(z) =
ajn2" + ...ajo sont des polynomes de degré n > 1, h; (z) et H # 0 sont des fonctions entiéres
d’ordre strictement inférieur a n. De plus, supposons qu’il existe deux coefficients A, et A,
telle que ag, = |ag,| €S et ap, = |ap| e, o0 0 < s <1< k—1,0, 0, €[0,2n), 0, # 0,
hshi # 0 et pour j # s,1, ajn = djas, (0 < d;j <1) ou aj, = d;a, (0 <d; <1). Alors toute
solution transcendante de l’équation est d’ordre infini.

Théoréme 2.1.5 ([15]) Supposons que A; () = h; (2) ePi®+g; (2) (j = 0,..k — 1) ,oup; (2) =
ajn2" + ... + ajo sont des polynomes de degré n > 1, h; (z), g;(2) et H # 0, sont des fonc-
tions entiéres d’ordre strictement inférieur a n. En outre, supposons qu’il existe as, = d.e'? et
an, = —die? avecds > 0,d; > 0 et 0 < s <1 < k—1 tels que pour j # s,1, aj, = d;e'? (d; > 0)
ou aj, = —d;e"¥ (d; > 0) et max{d;: j # s,l} =d < min{ds,d;}. Si hshy Z 0, alors chaque
solution transcendante de l’équation est d’ordre infini.

Remarque 2.1.1 Sous les hypothéses du Théoréme 2.1.5, des solutions polynémiales peuvent

exister. Par exemple, l’équation
fO+H (@ + 1) O+ (e +2)f ++ ) f —(E+1)f=1-2

admet le polynome f (z) = z comme solution.

Remarque 2.1.2 Dans les trois Théorémes précédents, si p(f) = oo, alors on a aussi
A(f) = oo. En effet, en réécrivant (2.2.1)) dans la forme suivante
1 1 [ f® flk=1)
- = — ——|—Ak_1 +—|—A0 , (216)
[ H ( f f
on a

m (r, %) < m (r, %) + Sm(r, Aj)+ %m (r, %) (2.1.7)

J=0 J=

= o(rﬂ) +s(r, f)

pour un certain B fini. Par conséquent, N (r, %) doit étre d’ordre infini.
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2.2 Lemmes Préliminaires

Lemme 2.2.1 ([16]) Supposons que fi(z), f2(2),..., fn(2) (n > 2) sont des fonctions mé-
romorphes et g1 (2), 92 (%), ..., gn (2) sont des fonctions entiéres vérifiant les conditions sui-
vantes :

(i) Y fi(z)en®) =0,

j=1
(i1) gj (2) — gr (2) ne sont pas constantes pour 1 < j <k < n,
(17i) Pour 1<j<n,1<h<k<n,

T (r, f;) =o{T (r,e” %)}, (r — oo,r ¢ E), (2.2.1)

ot E est un ensemble de mesure linéaire finie.

Alors
£i=0 (=12 .n). (2.2.2)

Lemme 2.2.2 ([16]) Supposons que f1(z), f2(2),..., [n(2) (n > 2) sont des fonctions mé-

romorphes linéairement indépendantes vérifiant [’égalité suivante :
n
Y fi=L (2.2.3)
j=1

Alors pour 1 < j <n, on a

k n

T(r, f;) < ZN (r, %) + N (r, fj) + N (r,D) — ZN(T, fr) (2.2.4)

—-N <r, %) +5(r),

ot D est le déterminant Wronskien W (f1, fa, ..., fn),

S(r)=o (max {T (r, fk)}) ,(r—o0,r¢ E), (2.2.5)

1<k<n

E est un ensemble de mesure linéaire finie.

Lemme 2.2.3 ([12]) Supposons que P (z) = (o + if3) 2" +...(a, B sont des nombres réels, |a|+

18] # 0) est un polynome de degré n > 1 et que A(z) Z 0 est une fonction entiére avec
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p(A) < n, g(z) = A(2)eP®, 2 = re?, §(P,0) = acos(nf) — Bsin(nf). Alors pour
tout ¢ > 0, il existe un ensemble Hy C [0,27) de mesure linéaire finie telle que pour tout

6 € [0,2m)\ (H1 U Hy), il existe R > 0 tel que pour |z| =1 > R, on ait
(1) st 6(P,0) >0, alors

exp{(1—¢)d(P,0)r"} <|g (reie)‘ <exp{(l+¢)d(P,0)r"}, (2.2.6)
(17) si d (P,0) < 0,alors

exp{(l+¢)0(P,0)r"} < ‘g (Tei9)| <exp{(l—¢)d(P,0)r"}, (2.2.7)

ol

Hy = {0 €[0,27);5 (P,0) = 0}. (2.2.8)

Lemme 2.2.4 ([5]) Soit f (z) une fonction méromorphe transcendante d’ordre fini p et soit
e > 0 une constante donnée. Alors il existe un ensemble H C (1,00) de mesure logarithmique
finie tel que pour tout z vérifiant |z| ¢ H U |0, 1] et pour tout 0 < j < k, on ait
()
fU(2)

De méme, il existe un ensemble E C [0,27) de mesure linéaire nulle tel que pour tout z = re’

< |z|Fmom1Fe) (2.2.9)

0

avec |z| suffisamment grand et 0 € [0,2m)\FE et pour tout k,j (0 < j < k), l'inégalité (2.2.8)

soit vérifiée.

Lemme 2.2.5 ([15]) Soit f (z) une fonction entiére. Supposons que

log" |f®) (2)]
a |2]°

G (2) (2.2.10)

n’est pas bornée sur un certain rayon arg z = 6 avec une constante p > 0. Alors il existe une

suite infini de points {zn = rneie} (n=1,2,...), ot r, — oo telle que G (z) — oo et

‘f@@w
FP (z0)

1 |
(o), j=0,.k—1 (2.2.11)

= -

quant n — oo.
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Preuve. Posons
M (r,G,0) =max{G (z): 0 < |z| < r,argz = 6} (2.2.12)
On peut prendre la suite {z,} dans la premiére assertion telle que
G(z,) =M (r,,G,0) (2.2.13)
Comme
G (z,) — o0 (2.2.14)
quand n — oo, on voit immédiatement que
| F®) (z0)| = M (ra, fP,0) — o0 (2.2.15)

quand n — oo. En utilisant maintenant le méme raisonnement que dans la preuve du

([6] , Lemme 4) ,voir aussi ([10], Lemme 3.1), la deuxiéme assertion (2.2.10]) est vérifice. O

Lemme 2.2.6 ([15]) Soit f (z) une fonction entiére avec p(f) = p < oco. Supposons qu’il

existe un ensemble E C [0,27) de mesure linéaire nulle tel que

log™ ‘f (reia)} < Mr?

(2.2.16)

pour tout rayon argz =0 € [0,2m) \ E, ou M est une constante positive dépendant de 6 et o

est une constante positive indépendante de 6. Alors p(f) < o.

Preuve. De toute évidence, nous pouvons supposer que o < p. Comme F est de mesure

linéaire nulle, nous pouvons choisir
6; €0,2m)\ E
tel que
0<0,<by<...<0,1 =27
et

max{9j+1 —Hj,l S j S n} S #

(2.2.17)

(2.2.18)

(2.2.19)



2.2 Lemmes Préliminaires 15

Nous étudions d’abord le sécteur

Hy={z:0, <argz <0y}, (2.2.20)
Définissons
P (2) = f(2)exp {—be'™z"}, (2.2.21)
ou
6o = (91; 02) (2.2.22)

et b est une constante positive qu’ on peut déterminer. Alors ® (z) est holomorphe a I'intérieur

du secteur Hi. De (2.2.19)), on a

™

S et (2.2.23)
Par conséquent,
0> arg (e7"%27) = arg (e "r7e'"") = M > _TW + @ (2.2.24)
sur le rayon arg z = 6 et respectivement
0 < arg (e 27) = arg (e "r7e??) = M < g - @ (2.2.25)
sur le rayon arg (z) = 5. Ainsi on peut maintenant fixer b > 0 de telle fagon que
bcos (g - @) > M. (2.2.26)

Par un calcul élémentaire, |®(z)] < M sur la frontiere de Hy, oi M > 0 est une constante
bornée pas le méme a chaque occurrence. Par la définition de ¢ dans , il est immédiat
de voir que ® est d’ordre au plus que p. Par le théoréme de Phragmén-Lindelsf, on conclut
que

[D(2)| < M (2.2.27)

est vérifiée sur tout I’ensemble du secteur H;. Ainsi

£ (2)] < lexp {be = 27 }| < exp {br}

dans H;. En répétant le méme raisonnement pour tous les secteurs
Hy={z:0; <argz <01}, (2.2.28)

ou 6; sont déterminés dans ([2.2.18), l'affirmation immédiatement est vérifiée. U
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2.3 Preuves des théorémes
2.3.1 Preuve du Théoréme 2.1.3

Preuve. Supposons que f est une solution de avec p (f) = p < co. Alors n < p. Si
f% = H, on peut appliquer le Lemme (2.2.1)) pour conclure que h,f*) = 0 pour un certain s,
(0 <s<k—1)tel que hy # 0. Alors f est un polynéme de degré inférieur a s et donc H = 0;
c’est une contradiction. Ainsi on peut supposer que f*) # H. Par le lemme , il est facile
de voir que n < p puisque les fonctions exponentielles 7 (j = 0,1, ..k — 1) sont linéairement
indépendantes. D’apres le lemme , il existe un ensemble F C [0, 27).de mesure linéaire
tel que & chaque fois que 0 € [0,2m)\ E, alors § (P;,0) # 0 pour tout 0 < j < k —1 et
§ (P; — P;,0) # 0 pour tout i, j avec 0 < i < j < k— 1. Si z = re avec r assez grand, alors
chaque A; (z) vérifie les deux inégalitée (2.2.5)) ou (2.2.6)). D’apres le Lemme , on peut

supposer que 4
f(z)
f(z)

Comme a;,, sont des nombres complexes distincts, alors pour tout 6 € [0, 2m)\ E fixé, il existe

<|zI"0<i<j<k (2.3.1)

précisément un s € {0, ...,k — 1} tel que
§(ps,0) =6: =max{0(p;,0):5=0,....k—1}. (2.3.2)
Notons
01 = max{6 (p;,0) : j # s}. (2.3.3)
Alors 6, < 0 et § # 0. On discute maintenant deux cas :
Cas 1. Supposons d’abord que ¢ > 0. D’apres le Lemme (2.2.3)), pour tout ¢ donné ¢ avec
0<3e<min{(d—46),/dn—p(H)}, (2.3.4)

on a

|As (re”)| > exp{(1—¢)dr"}, (2.3.5)

|A; (re”)| > exp{(1+¢)dir"}

pour j # s et r suffisamment grand. On va maintenant montrer que

log" [ f®(2)]

e (2.3.6)
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est bornée sur le rayon arg z = . En supposant le contraire, alors d’apres le Lemme ([2.2.5)) ,
il y a une suite des points {zm = rmew} telle que r,, — 400 et

log™ | £ (zm))|
Tzl(H)—l-s

— 00, (2.3.7)

U) (2 ,
f@< <(A+o(1)r,” (1=0,..s=1). (2.3.8)

D’apreés ([2.3.7)) et la définition de l'ordre, il est facile de voir que
H (2m)
— 2.3.
iy (239

pour m est assez grand. De , on obtient

F® () FED (2,
|Ag (2m)| ‘—f(s)(zm) + . |As (2 |'—) + (2.3.10)
zm)

En utilisant (2.3.1)), (2.3.5), (2.3.8)), et la limite(2.3.9), on conclut de I'inégalité précédente

que

exp{(1 —e1)6r"} < (k+1)exp{(1+¢e)or"}rM (2.3.11)
ol M > 0 est une constante bornée. Ce qui est une contradiction. Par conséquent,

log* | f)(z2)]

pG (2.3.12)

est bornée, et on a

‘f(s)(z){ < M exp{rrtih+e} (2.3.13)

sur le rayon arg z = 6. Par le méme raisonnement que dans la preuve du ([10], Lemme 3.1),

on peut immédiatement conclure que
FOE) < A+ 00)r [£9(2)] < (1+0(1) Mree™™™ < Me™™™  (2.3.14)

sur le rayon. arg z = 6.

Cas 2. Supposons maintenant que 6 < 0. De ((0.0.1)) , on a

f(k 1) f(J) f H
f()—l— 4+ A f + +Af<>_W

!

—1= A (2.3.15)
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D’apreés le Lemme(2.2.3)) , on a pour tout € donné avec
0<3c<min{l,n—p(H)} (2.3.16)

|Aj (re”)| <exp{(1—¢)or"} (j=0,1,...,k—1) (2.3.17)

pour r assez grand. Comme dans le Cas 1, montrons que

log" [f®(2)]

W (2.3.18)

est bornée sur le rayon argz = 6. Supposons le contraire, de méme que dans le Cas 1, il

résulte du Lemme([2.2.5) qu’il existe une séquence de points {zm = rmeie} telle que

FO(zm) k—j .

‘ﬂk)(zm) <1 (I40() (G=0,..k=1), (2.3.19)
H (2,) .
7 () 0 (2.3.20)

pour m assez grand. En substituant les inégalités (2.3.17)) et (2.3.19) dans ([2.3.15]), on trouve

une contradiction. Par conséquent, on a
| F® (2)] < M exp {rrtH)T2} (2.3.21)

sur le rayon arg z = 6. Ce qui implique que

If (2)] < Mexp {rrt)2} (2.3.22)

Ainsi pour tout 0 € [0,27)\ E, ou E de la mesure linéaire nulle, on obtient sur le
rayon arg z = # & condition que 7 soit suffisamment grand.

Alors d’apres le Lemme (2.2.6)), p (f) < p(H) + 2¢ < n. C’est une contradiction. Donc toute
solution transcendante de doit étre d’ordre infini . U

2.3.2 Preuve du Théoréme 2.1.4

Preuve. Supposons que f est une solution transcendantale de 'inégalité ((0.0.1]) avec p (f) =
p < o00.Si f¥) = H et p < n, alors d’aprés (0.0.1)), on obtient que

p p
FOmen® 4 fOpers) 4 Z B, (2) e%mn®) Z C, (z) elvp=x) = q, (2.3.23)
v=1

u=1
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ou B, (u=1,....p),C, (v=1,...q) sont des fonctions entieres d’ordre strictement inférieur
a n. En rassemblant les termes du méme type , si nécessaire, alors on peut supposer que les
coefficients d;, (u = 1, ..., p) respectivement dj, (v = 1, ...q) sont distincts et étant donné que
s # 0, et 05,0, € [0,27), on peut conclure que d;,p; (2) — d;j,ps (2) sont des polynomes de

degré n. En effet, si d;,ai, = dj,a4,, on a

d'u
O < Ju
o

Aln
Agsp

= ¢i6:=60), (2.3.24)

Ce qui est impossible.

De méme, p; (2) —ps (2), pi (2) —d;ups (2) €t ps (2) —djupi (2) sont également des polynomes de

degré n. Par conséquent, en appliquant Le lemme (2.2.1) a (2.3.23) , on déduit que fWh; =

f@h, = 0. Comme hgh; # 0, alors f doit étre un polynéome de degré inférieur a s. Donc
H = 0. C’est une contradiction.

Par conséquent, on peut supposer que f*) £ H. D’aprés le Lemme csi f®) £ H. alors
n < p puisque les fonctions exponentielles e, ePs, eliuPl (y = 1,2, ..., p) et edivPs (v = 1,2, ..., q)

sont linéairement indépendantes.

Comme 04 # 0,, d’aprés les Lemmes (2.2.3)) et (2.2.4) , il existe un ensemble £ C [0,27) de

mesure linéaire nulle tel que pour tout 6 € E\[0,27) , les A; (re®) vérifient ([2.2.6)ou (2.2.7),

(2.3.1)) est veérifiée et

§ (ps,0) #0 (pr,0), 02 =max{d (ps,0),0(p,0)} #0. (2.3.25)

On applique aussi les notations ¢, d; se trouvant dans la démonstration du Théoréme .
Cas 1. Tout d’abord supposons que d, > 0.0On peut supposer que ds = § (ps,0). De I’hy-
pothese sur a;,, on sait que 0; < d2 = . donc ([2.3.5)) est vérifiée d’apres le Lemme .
En utilisant le méme raisonnement que dans le cas 1 dans la démonstration du Théoréme
(2.1.3) , on obtient I'inégalité sur le rayon arg z = 6.

Cas 2. Enfin supposons que d; < 0. Encore une fois par la condition sur a;,, on voit que
0 < 0. Par le méme argument utilisé dans le cas 2 dans la démonstration

du Théoréme , on obtient & nouveau ([2.3.22]). Par conséquent, par le Lemme ,

on obtient une contradiction. Donc p (f) = oc. d
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2.3.3 Preuve du Théoréme 2.1.5

Preuve. Supposons que f est une solution transcendante de ((0.0.1)) d’ordre fini. Si p < n,

alors il résulte de (0.0.1)) que

p q
f(l)hlePl(z) + f(s)hsePs(Z) + Z B, (Z) ediuti(2) + Z C, (Z) edivPs(2) — (Z) : (2.3.26)
v=1

u=1
ou B, (u=1,...p),C, (v=1,...,q) et F(z) sont des fonctions entiéres d’ordre strictement
inférieur a n, dj,, # 0 (u =1, ...,p) sont distincts et d;, # 0 (v =1, ..., q) sont aussi distincts.
De fagon similaire a la preuve du Théoréme , on peut supposer que n < p.
Comme

oc=max{p(g;) (j=0,..k—1)} <n, (2.3.27)

on a

max{|g; (z)| (j=0,..k—1), [H(2)|} <exp{r’™} (2.3.28)

pour tout € avec 0 < 3¢ < n — o et pour tout |z| suffisamment grande. Puisque d; et d; dans
asn = dse¥ et a;, = —d;e'¥ sont strictement positifs, ’ensemble

{6 € [0,27), 6 (Ps,0) =6 (P, 0)} est de mesure linéaire nulle. Par conséquent, encore une fois

d’apres les deux Lemmes (2.2.3)) et ([2.2.4)), il existe un ensemble

E C [0, 27) de mesure linéaire nulle tel que pour tout 6 € [0, 27)\ E donné, le coefficient h;e’
vérifie (2.2.5)) ou (2.2.6) et (2.3.1)) est vérifiée. De plus, § (Ps, ) # 6 (P, 0) . On peut supposer
que dy = max {0 (Ps,0),0 (F,0)} = 0 (F,,0) = —d;cos (p +nb), ou cos (¢ + nh) < 0. Alors
par (2.2.5) et (2.3.28)), pour tout e vérifiant 0 < 3¢ < (d; — d)\d;, on obtient pour |z|

suffisamment grand que
| Ay (re”)| > exp{— (1 — &) dycos (¢ + nb) r"} .
Pour tous les autres coeflicients A; (j # s), en considérant les hypotheéses sur a;,, on a
|Aj (re”)| < exp{—(1+¢)dcos(p+nb)r"} (2.3.29)
quand r est assez grand. Il résulte de que
k) fUAD fu=n

— A= @ + AIHW +A171W + ...+ Ao

fH

FORCR (2.3.30)
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De fagon similaire que celle dans le cas 1 dans la preuve du Théoréme ([2.1.4)) et en utilisant
le Lemme ([2.2.5)) , on peut prouver que

log* | fV(2)]

WG (2.3.31)

est bornée sur le rayon arg z = 6. Par conséquent, I'inégalité (2.3.22)) est toujours vérifiée

sur le rayon argz = 6. En utilisant le Lemme({2.2.6)) , on trouve une contradiction. Ainsi
p(f) = oo. O



CONCLUSION

Certains chercheurs ([14], [15]) se sont intéressés a [’étude des propriétés de croissance des
solutions des équations différentielles linéaires non homogénes dont les coefficients sont des
fonctions entiéres. On sait que ces solutions sont des fonctions entiéres et elles sont souvent
d’ordre infini.

Dans ce mémoire, on a étudié la croissance des solutions de certaines de ces équations. On
a étudié les résultats obtenus par Wang et Laine [15]. En imposant des conditions sur ces
coefficients, ils ont démontré que chaque solution est d’ordre infini.

Récemment, de nombreux résultats ont été obtenus pour les équations diférentielles linéaires

mais avec des coefficients méromorphes ou analytiques dans le disque unité.
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