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Résumé

Dans ce travail, on a présenté un traitement précis de la fonction de Green
pour certaines EDP. On a donné quelques concepts liés aux notions de
base de la théorie des distributions. Ensuite on a calculé la fonction de
Green dans IR, on a évoqué également le Développement de la fonction
de Green selon une base des fonctions propres aprés étre passé par le
Probleme auto-adjoint.

On a déterminé les fonctions de Green de problémes simples comme les
équations de Laplace, de Poisson et de Helmholtz; la démarche nous
permettra de mettre en évidence une formulation intéressante de ces

problémes.
Abstract :

In this work, an accurate treatment of Green’s function for some DEPs
was presented we went through a few concepts related to the basic no-
tions and the theory of distributions. Then we calculated the Green func-
tion of in IR, we also mentioned the Development of the Green function
according to a base of own functions after having passed through the
Self-Assistant Problem. Green’s functions are determined from simple
problems such as the equations of Laplace, Poisson and Helmholtz; the
process will allow us to identify an interesting formulation of these pro-

blem.
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Introduction générale

Introduction générale

En mathématiques et en physique, une fonction de Green est une solu-
tion (également appelée solution élémentaire ou solution fondamentale)
d’'une équation différentielle linéaire a coefficients constants, ou d'une
équation aux dérivées partielles linéaire a coefficients constants.

Ces « fonctions » de Green, qui se trouvent étre le plus souvent des dis-
tributions, ont été introduites par George Green en 1828 pour les besoins
de I’électromagnétisme.

- Notre compréhension des phénoménes du monde réel et notre tech-
nologie sont aujourd’hui en grande partie basées sur les équations aux
dérivées partielles, qui sont notées en abrégé EDP, Par exemple les sys-
temes physiques les plus souvent rencontrés dans la vie, se décrivent
habituellement par systémes d’EDP ( I'opérateur de Laplace, de Helm-
holtz, ...)

L'une des choses qu’il faut avoir a I'esprit a propos des EDDP, c’est qu'il
n’est en général pas question d’obtenir leurs solutions explicitement!
Ce que les mathématiques peuvent faire par contre, c’est dire si une
ou plusieurs solutions existent, et d’écrire parfois tres précisément cer-
taines propriétés de ces solutions. Une méthode de résolution des EDP
est constitué par les fonctions de Green, ce qu’on a illustré dans ce
travail .

Dans le premier chapitre, on trouve les notions de base nécessaires a la
compréhension de notre travail, dans le seconde, on expose la théorie

des distributions, ce qui permettra de préciser la notion de fonctions de
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Green; le troisieme chapitre est consacré a 1'étude de ces fonctions de
Green en dimension 1, 2 et 3 et de déterminer dans le quatrieme chapitre
les fonctions de Green de problemes simples comme les équations de
Laplace de Poisson et de Helmholtz; la démarche nous permettra de

mettre en évidence une formulation intéressante de ces problemes.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

1.1 Introduction

Dans ce chapitre on trouve les notions de base et ce qui permettra de

préciser la notion de fonction de Green.

[11, [4]

1.2 Notions de base

1.2.1 Fonction harmoniques

Définition 1.2.1 Soit () un ouvert de R" et soit u une fonction
u: Q— C. Ondit que u est harmonique sur ) si u est de classe C* sur

Q etsi Au = 0 sur Q, oit Au est le Laplacien de u dans R" défini par

Au(xy, xp, ..., Xy) = —(x1, X2, ve, Xp)
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Exemple 1.2.1 Les fonctions complexes f et g,, n € IN, définies dans le plan

R? par les relations ci-dessous, sont harmoniques :
flx,y) =€, gu(x,y) = (x +iy)".

1.2.2 Fonction de Bessel
Définition 1.2.2 Soit v > 0, on appelle équation de Bessel d’indice v, I'équa-
tion suivante sur 10, ool:

x2%+x%+(x2—vz)f(x):0 (B)

Définition 1.2.3 On appelle fonction de Bessel de premieére espece d'indice
v la fonction [, définie par la série suivante (convergente dans tout le plan

complexe) :

(o)

_ (X (_1)P
Jo(@) = ) pZ: ot

Définition 1.2.4 On appelle fonction de Bessel de seconde espece d'indice v la

fonction Y, définie par :

. cos(am) Ja(x) = J-aw)
Yo(x) = ill’?; sin(a)

10



Chapitre 1 Préliminaires

Définition 1.2.5 Soient E C R", f : E —- R,a € E et v € R"\{0}. La
ligne droite passant par a et admettant le vecteur directeur v est paramétrée

comme Suit :

la+tv:t e}

Définition 1.2.6 Soit la fonction réelle g définie par g(t) =, f(a + tv), de
domaine de définition D(g) = {t € R : a + tv € E}.

Si g est dérivable en t = 0, on dit que f est dérivable en a suivant le
vecteur v. De plus g’(0) est appelé la dérivée de f en a suivant v ou encore

la directionnelle de f en a suivant v, que l’on note

D of
f(a,0) ou 5@

Ainsi

of gt 9O _ . fla+ ) - f@

Dftn) = 55 = fig =P = py S

1.2.3 Les fonctions radiales

C’est une classe de fonctions spéciales. Leur réponse croit ou décroit
de facon monotone par rapport a la distance d"un point central. Le centre,
la distance, et la forme de la fonction a base radiale sont les parametres
du modéle qui est linéaire s’ils sont fixes.

Une fonction a base radiale typique est de la forme :

h(x) = exp( _-o2 ) (1.1)

72

11
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Ces parametres sont le centre c etlerayon r. Une fonction a base radiale
Gaussienne décroit quand la distance par rapport au centre augmente. A
I'opposé, une fonction a base radiale multiquadratique croit la distance
par rapport au centre augmente. Elle a la forme suivante :

- G0

72

1.2.4 Les équations différentielles ordinaires (EDO) :

Une équation différentielle est une équation ayant pour inconnue une
fonction; elle se présente sous la forme d'une relation entre cette fonction

inconnue et ses dérivées successives :

F(x, y(x), Y (x), ..., y™(x)) = 0 (1.2)

On dit que l'équation différentielle est d’ordre n, ott n est l'ordre de
dérivations le plus élevé qui apparait dans I'équation.

Une équation différentielle d’ordre 7 est linéaire si elle est de la forme

ap(xX)y + a1 ()Y + ... + a,(x)y™ = g(x) (1.3)

ou les a; et g sont des fonctions réelles continues sur un intervalle
I C R
Une équation différentielle linéaire esthomogene, (ou sans second membre),

si la fonction g ci-dessus est la fonction nulle :
ao(x)y + a1 (xX)y’ + ... + a,(x)y"™ = 0 (1.4)

12
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1.2.5 Les équations aux dérivées partielles (EDP) :

Une équation aux dérivées partielles est une équation mathématique
contenant, la fonction a plusieurs variables u(xj, ..., x,) est ses dérivées

partielles.
du du Fu dFu Fu
"ox’ Ay’ Ix2’ dxdy’ dy?

F(x,y,..,u ) = 0. (1.5)

ou F est une fonction de plusieurs variables. Considérons les variables
indépendantes (xi, ..., x,) appartenant a un domaine ) convenable de
R"™.

L’ordre d"une EDP est I’ordre de la dérivée partielle le plus élevé.

La solution d"une EDP est une fonction de plusieurs variables. Par consé-
quent, le domaine sur lequel on résout 'EDP joue un role essentiel et il
est important de le connaitre des le début.

En général, il existe des conditions au bord (c’est a dire des conditions sur
la fonction en tout point du bord du domaine), des conditions initiales
(lorsque l'une des variables représente le temps par exemple, on possede
des informations sur la fonction a t = 0), etc.

Les EDP proviennent de la modélisation mathématique, c’est a dire de
la transcription en équations, de problemes intervenant dans tous les
domaines des sciences : physique, chimie, biologie, finance...

Les EDP les plus utilisées en physique sont de second ordre pour l'es-
pace, et de premier ou de second ordre pour le temps.

Beaucoup d’équations de la Physique, comme par exemple 'équation
des ondes, I’équation de Laplace, I’équation de la chaleur, I'équation de

Schrodinger etc..., peuvent étre traitées grace a la méthode de sépara-

13
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tion des variables qui rameéne ces équations aux dérivées partielles a des

équations différentielles linéaires du second ordre de la forme

d?u

a(x)ﬁ + ﬁ(x)fl—z + y(x)u(x) = Au(x), A e€C (1.6)

équations dont on cherche les solutions u satisfaisant a des conditions
imposées par le probleme physique étudié.
1.2.6 Equations différentielles et opérateurs

L’équation (1.2) peut s’écrire sous la forme :

Lu) = f(x;y;...) (1.7)

ou L est un opérateur différentiel, f(x;y;::) est une fonction donnée et
u est une fonction a déterminer.
Un opérateur L est linéaire si et seulement si L(au + bv) = aL(u) + DL(v)

quelque soient les nombres réels a, b et les fonctions u et v.

Sien plus f(x;y;..) = 0, on dit alors que 1’équation est linéaire ho-

mogene. Sinon elle est non-homogeéne.

1.2.7 Opérateur de Sturm-Liouville :

L’opérateur de Sturm Liouville est la forme la plus générale d’opéra-

teur différentiel de second ordre qui peut étre écrit sous la forme d’équa-

14
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tion.
d d
u = —(p7) + ) = 0 (18)

Beaucoup d’équations les plus importantes en physique mathématique
sont des équations de S-L.

Par exemple,

2
p(x) =1, g(x) = 0; % =0 équation de Laplace. (1.9)
2,
p(x) = 1, g(x) = k% fl—z +Ku=0 équation de Helmholtz
(1.10)
2
(1 —x?) flxu ZXZ—M +[(I+1u =20 équation de Légendre.
(1.11)
d’u u ) . .
i 2x = 2au = 0, équation de Hermite.
(1.12)
2
x% - (1 —x)z—z +au =0, équation de Laguerre.
(1.13)
2
2% + xZ—Z + (x> =n®u =0, quation de Bessel. ~ (1.14)
d*u ) .
—— +wju =0, équation d’oscillateur
dx (1.15)

harmonique simple.

Remarque 1.2.1 Il convient de noter que toute équation différentielle linéaire

de second ordre peut étre changée en forme d’équation de SL.

15



CHAPITRE 2

LES DISTRIBUTIONS

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente la théorie des distributions dont on a

besoin pour déterminer les fonctions de Green [2].

k
2.2 Lesespaces Cy(Q2),0 < k < +o0

2.21 Support d'une fonction continue

Définition 2.2.1 Soit u € C°(Q). Le support de u est le sous ensemble fermé

de R" défini par I'une des assertions équivalentes suivantes :

1) Suppu = {x € Q : u(x) # 0}.
2)xo & suppu & AV, u(x) =0, Vx € Vi,

3) (supp u)° est le plus grand ouvert ot u est nulle.

16



Chapitre 2 Les Distributions

Proposition 2.2.1 Les propriétés suivantes sont aisées a vérifier

suppu = 0 & u = 0dans Q,

supp(u.v) C suppu N suppo, (2.1)

suppg—; C suppu, j =1,..,n,siu € C{Q).

A

2.2.2 Les espaces CS(Q)

Définition 2.2.2

1) Pour k € N U {+oo}, CK(Q) désigne I'ensemble des u € CH(Q) tels que
supp u est un compact contenu dans €.

2) Si K est un compact de Q, C{:(K) désigne I'ensemble u de C’G(Q) tels que
suppu C K.

2.3 L'espace D(Q)

Définition 2.3.1 Soit () un ouvert de IR", on dit qu’une fonction
¢ : Q — K appartient a D(Q) si

1. @ estdeclasse C* sur ).

2. il existe un compact K C Q; tel que supp @ C K.

o (¢ est appelée fonction test et D(C2) désigne I'ensemble des fonctions tests.

17



Chapitre 2 Les Distributions

Remarque 2.3.1
1. Le compact K n’est pas le méme pour toutes les fonctions ¢ € D(Q).

2. En fait si K est un compact fixé, dans ) on note
Dr(Q) = {p € C*(Q); suppp C K}

On a alors
DQ) = U D)

K compact

Exemple 2.3.1 D’une fonction de D(R)

1
aex si |x] <1, € R
p(x) = p(xz—l) d
0 |x]>1
(i) suppp C [-1,1].
(ii)) ¢ € c®(R).

2.4 Notion de convergence dans 9((2)

Définition 2.4.1 On dit qu’une suite (¢;) de fonction de 9D(Q) est conver-
gente vers une fonction ¢ € D(Q) si

1. Il existe K cC (; suppp; C K, ¥Vj € N,

2. Pour tout a € IN", la suite des dérivées (0¢;) converge uniformément sur

K wvers la dérivées correspondante 0“¢.

18



Chapitre 2 Les Distributions

Le: supld@;(x) — ?%p(x)| j:>+90

xek

2.5 Définition d’une distribution

Définition 2.5.1 Soit Q) un ouvert de R". Une distribution T sur Q est une
forme linéaire sur D(Q) telle que :

Pour tout compact K de € il existe C, > 0 et m € IN tel que

T(@) < Cx Y supld® o), Vo € DK).

|(X|S7’I’l xeK

o [’ensemble des distributions sur €3 est noté D'(Q) on note (T, @) au lieu

de T(¢p) et le symbole {,) est appelé crochet de dualité entre '(Q)) et D(QJ).

Remarque 2.5.1 On a I'équivalence entre les quatres propriétés suivantes :

1. T est une distribution sur ).

2. T est une forme linéaire sur D(Q) telle que pour tout compact K de €, Ia
restriction de T a D(K) est continue.

3. T est linéaire continue sur 9(Q).

4. Pour toute suite (¢;) de D((2), ona:
@j — 0dans D(Q) = (T,¢;) — 0dansK

Rappelons qu'une fonction localement sommable est telle que pour
tout ensemble borné, l'intégrale fI |f(x)|dx est convergente. On vérifie

trés facilement qu’une telle fonction définit une distribution en posant

T(p) = [ f(x) p(x)dx.

19



Chapitre 2 Les Distributions

Définition 2.5.2 On appelle distribution réguliere une distribution associée a

une fonction localement sommable par la formule

T(p) = f () () dx pour ¢ € D(R)

si f est une fonction d'une seule variable et par la formule :

T(p) = f - f(x1, . xp)p(x1...xp)dx1...dx, pour @ € D(IRF)

si f est une fonction de p variables. On notera Ty la distribution réguliere

associéea f. Ona Ty = Ty, siet seulement si fi = fo presque partout.

Exemple 2.5.1 Distribution définie par une fonction f € L; (Q)
Soit f € L; (Q), on lui associe la distribution Ty définie par,
Tp) = [ f@pw, Vo € DO, 22)
0

Ty est bien définie et c’est une distribution.

Eneffet,si K cC Q et ¢ € Di(Q) ona

KTr, o) < suplp@)l | [f(x)ldx < Csuplo(x)|
K

xek xeK

o En particulier, toute fonction continue sur () définit une distribution sur .

20



Chapitre 2 Les Distributions

Exemple 2.5.2 La distribution de Dirac

Soit a € Q. On pose

(00, 0) = @la), V¢ € D(Q),

L’application 0, est bien une distribution. En effet

00, @) = lp(a)] < suplp(x)].

xeK
Exemple 2.5.3 La distribution ” valeur principale”

: L, s
La fonction f(x) = L est pas localement intégrable sur R; cependant on

peut lui associer une distribution appelée valeur principale de —, comme suit :
X

(vp%, @) = lim @dx, Yo € DR)

€20 Jix>e

e La distribution vp L est bien définie.

2.6 Ordre d’une distribution

Remarque 2.6.1 L'entier m de la définition (2.5.1) dépend, en général, du

compact K.

Définition 2.6.1
o Sil'entier m de la définition (2.5.1) est le méme pour tous les compacts K

de Q, on dit que la distribution T est d’ordre m.

21



Chapitre 2 Les Distributions

o L'ensemble des distributions d’ordre m est noté D' (Q).
e On pose

DEQ) = U D'MQ)
meN

C’est I'espace des distributions d’ordre fini.

e Ondit que T est d’ordre exactement m si T € D'"™(Q) mais

T € DmD(Q).

e Toute distribution définie par une fonction L, (Q) est d’ordre zéro.
e Montrons que vp L n’est pas d’ordre zéro.

Si elle I'était on aura

1
|(vp ;,qa)| < Csuplp)l, V¢ € D(K)

xek
Pour n > 1, considérons la suite (¢,), € D(R) définie par

1 1
@u(x) = 1six € [E,l], @n(x) = 0six < goux >2,0<¢, <1

On a suprlp,| = 1.

D’autre part, pour ¢ < zl_n ona
2 1 1
f Pul) dx = f #ul) dx > f Pul) dx = ax_ Inn
|x|=e X 1/2n X 1/n X 1/n X

evpl e DYV(R).

oit D'D(IR) est I'ensemble des distributions d’ordre 1.

22



Chapitre 2 Les Distributions

2.7 Opérations sur les distributions

2.7.1 Dérivation des distributions

Définition 2.7.1 Soit T € D'(Q). La forme linéaire JT/dx; sur D(Q)
définit par
dT

1.2y v e DO
<8_x]-'(P>_<'8_xj> p € DQ)

est une distribution appelée dérivée partielle, au sens des distributions, de T

par rapport a la variable x;.

Théoréme 2.7.1 (Dérivation)
Toutes distribution T a des dérivées successives de tous les ordres et on a la

formule de dérivation
(DT, ) = (-1)*KT,D* @), Vo € D) (2.3)

o La formule est appelée dérivation au sens des distributions.

Proprietés 2.7.1 La dérivé d'une distribution est une distribution, on a

(D*T, @) = IT,D* | < Cy ), supld*dPy)

|jl<n

aovec .

Fp =g =93¢

< Ck Z supld“p(x)| et DT € D'(QY)
[y|<n+|al
Sachant que :

(DT, @) := (T,D%p)

23



Chapitre 2 Les Distributions

Remarque 2.7.2 Si f est de classe C' on a avec cette notation

si f localement intégrable n’est pas dérivable, dans ce cas f est dérivable au sens

des distributions sans l'étre au sens ordinaire.

Remarque importante :

Il n’est pas nécessaire qu'une fonction f soit définie en tout point de R
pour que l'intégrale

[ ropwax

soit convergente pour toute fonction test ¢. Si par exemple f n’est pas
définie en a, il suffit que f_a L f()px)dx et fa e f(x) p(x)dx, soient

convergentes.

. , JaT
Remarque 2.7.3 Si T est donnée par une fonction f € CY{(Q), P est donée

j
of
par 8_x] En effet on a

dT dp
G ® ‘<T'a—xj>

_ Ip
= —ff(x)a—xjdx

24
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Exemple 2.7.1 Soit f € CY(R"). On a pour tout ¢ € D(R"),

<8f

,P) = fw sodx
—f]Rnf(;D dx

=%ﬂ$?
Donc, pour T = Tyf, ona

oy 7.2 Vo ¢ DR
&1/(P> <’8_x1>’ ()0 ( )

Exemple 2.7.2 1) Soit H la fonction définie par

1six >0
H(x) =

Osix <0

H est appelée la fonction de Heaviside.
Si f est support compact dans R, on définit :

Mﬁ=ﬁymw

Ona: H = §
Eneffetsi ¢ € C3(R) ona:

(H',¢) = —(H,¢")
= — 0+OO ¢’ (x)dx

= ¢(0)
= <60/ (P>
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Chapitre 2 Les Distributions

Exemple 2.7.3
O, @) = (1" p"a)

Exemple 2.7.4
1, 1
(VP ;) - pf 2

On définit la partie finie de % notée Pf(%) par :

(Pf(%),(p) = lim[ __ @dx + I @dx - 2@ , ¢ € D(R)

esol ) 2 2

<Pf(%)r<P> _ fm P(x) + p(—x) — 2¢(0) "

0 x?
Exemple 2.7.5 Soit f(x,t) = H(x —ct) avec ¢ > 0; fn’admet pas de dérivées

partielles mais seulement des dérivées partielles au sens des distributions.
2

Nous noterons la dérivée partielle seconde par rapport a t de la distribution

ot?
2Ty ' .
Ty, et 2 dérivée partielle seconde par rapport a x.
On a donc

asz 82(p 82(p
<W’(P(X’t)> = (Tf,¥> = ffle H(x — ct)ﬁ(x,t)dxdt.

Cette intégrale vaut

© x/c (92 00 &
[ ax [ S 2 ende = [ S0 5ax

+00 8§0
= f_oo CW(cu,u)du.
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Chapitre 2 Les Distributions

De méme
&2T
9 2 '(P(x t) >= ff]Rz H(x - Ct)8 2(X t) dx dt
= f tf 3 2(x t)dx
=- [ —(tt)dt
Alors
TTy 2Ty o nse o [T d
<8t2_ 82/§0(x)>—c[oo[8(cuu)+c (cu,u)]du

Posons (u) = @(cu — u) alors
;o 0P dp
P (u) = Ca(w, u) + W(cu, u),

comme 1) est nulle en dehors d’un ensemble borné

+00
V' (w)du = 0
etona , ,
8Tf 28 Tf _ 0.
o~ C o TV

H(x — ct) vérifie “au sens des distributions “ I"équation des ondes
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Chapitre 2 Les Distributions

Exemple 2.7.6 Formule des sauts a une variable

Soit ) =]a,b[ avec —c0 < a < b < +oo et soit x1,...,xn, N points de

Q. On pose
Q; =lxj,xj11l, ] = 0,..,N + lavecxg = —o00, xy11 = +ooetl = U?LOQJ'
Soit

f i I — Rune fonctionet f; = fio

vérifiant les hypotheses
1. fj € CHQy),

2. f(x]T) = lim f(x) et f(x;r) = lim f(x) existent.
X=X X=X
X<X;j X>Xj

On définit le saut de f au point x; par
o= fa) - fa))1 < j <N (2.4)

La fonction f € Ly (R) € D'(R). Soit Ty la distribution définie par f et T}
sa dérivée au sens des distributions.

Soit g la fonction définie presque partout sur 1 par
g(x) = f].’(x) six € Q;,0<j<N. (2.5)

g € L} (Q) alors elle définit une distribution T,. On a la relation suivante :
oc

Théoréme 2.7.4

N
T} = Tg + ZGjéx]'
=1
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Chapitre 2 Les Distributions

2.7.2 Multiplication par une fonction C*

Théoreme 2.7.5 Soit T € D'(Q)), et W € C*(Q). La forme linéaire sur
D(Q) définie par

(WT, @) = (T,¥ @), Vo € D(Q)

est une distribution sur Q.

o On l'appelle multiplication de T par la fonction V.

Preuve. Du fait que T est une distribution, alors

VK cc Q AC > Oetm € N; KT, Wol) < Cy. Z supld*(W @) (x)|

IaISm xek

Du fait que W € C*(Q), la formule de leibnitz donne

(W T,) < G Y supld® o)

la|<m xek

Donc W T est bien une distribution. ]
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CHAPITRE 3

FONCTION DE GREEN DANS R

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacre a’étude des fonctions de Green en dimension

un [3] .

3.2 Définitions

Soient py, p1 et p» trois fonctions continues sur [4,b], nous allons

étudier le probleme constitué de 1’équation :

(E) po()f () + pr(O)f (x) + p2(0)f(x) = g(x), x €]la, b
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Chapitre 3 Fonction de Green dans R

avec les conditions frontiéres suivantes :

aof(a) + ai1f (a) + arf(b) + asf (b) = «

(F)
bof(a) + bif (a) + baf (b) + b3f (b) = B

Lorsque ay, as, by et b; sontnuls on dit que ces conditions sont séparées.
On désignera par probleme (E,F) la recherche des solutions de (E)

vérifiant (F). A ce probléme on associe un probleme homogene.

Définition 3.2.1 On appelle probleme homogene associé a (E,F) le probleme

(En, Fr) défini par :

(En) o) f () + pi()f () + paf(x) = 0

aof(a) + ai1f (a) + arf(b) + asf (b) = 0
bof(a) + blf'(a) + bzf(b) + b3f,(b) =0

Le probleme est dit régulier si, en plus des conditions précédentes, :

(Fn)

1) [a, b] est un segment borné sur lequel po(x) ne s’annule pas.

2) Le probleme homogene (Ep, Fy) n’admet pas d’autre solution que f = 0.

Théoreme 3.2.1 Pour tout probléme régulier (E, F) il existe une unique fonc-
tion G(x,y) appelée fonction de Green qui est entierement déterminée par les 4
proprietés suivantes :

1) pour tout y fixé dans la, b[ la fonction quia x fait correspondre G(x,y) est
solution de Ey dans chacun les intervalles la, y[ et ]y, b[.

2) pour tout y fixé dans ]a, b[ cette fonction vérifie la condition frontiére en a
et la condition frontiére en b.

3) G(x,y) est une fonction de deux variables continue sur le carré
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Chapitre 3 Fonction de Green dans R

[a <x<b]X[a<y<b]

4) pour tout y fixé dans a, b|,

&G 1
- +
( 2 e
Pour toute fonction g continue il existe une unique solution de (E) qui vérifie

les conditions (Fy), cette solution est :
b
0 = [ Gy owdy.

Rappelons que oG (x*,y) et 96 (x~,y) désignent respectivement les limites a

ox ox
droite et a gauche lorsque t tend vers x de la fonction qui a t fait correspondre

aG (t Y).

Exemple 3.2.1 Cherchons la fonction de Green du probleme :

f(0) =0
f@) =20

d’f
(Eg) i 0 pour x €]0,1[ et (Fg) {

Toute solution de (Ep) est de la forme f(x) = Ax + B, pour que f vérifie
(Fp) il faut que A = 0 et B = 0 : il existe donc une fonction de Green.

1) sur 10,y[ G(x,y) = a(y)x + b(y) sur ly,1[ G(x,y) = c(y)x + d(y)

2) On doit avoir G(0,y) = 0 donc b(y) = 0, on doit aussi avoir G(1,y) = 0
donc c(y) + d(y) = 0.
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Chapitre 3 Fonction de Green dans R

3) Comme G est continue on a:
Gy, y) = {Ci;v;G(x, y) = {Cif;G(x, y) = Gy",y)
c’est a dire
a(y)y + b(y) = c(y)y + d(y).
G G
4) 7(y+,y) = c(y), — W, y) = a(y) doncc(y) — a(y) = 1.

X
Les nombres a(y), b(y), c(y), d(y) sont donc solutions du systeme suivant :

b(y) = 0 a(y) =y -1
c(y) +d(y) =0 . | by =0
] ce qui donne : <
yla(y) = c()] + by) - d(y) = 0 c(y) =y
a(y) —cy) +1 =0 a(y) = -y

x(y—1) si 0 < x <
donc G(x,y) = v-1 Y
yx—=1) si y <x <1

2

d
La solution de d_x]; = g(x) qui vérifie f(0) = 0 = f(1) est

1
= G(x, d
() fo (4, ) 9(y) dy
c’est a dire

X 1
) = fo Y0 — 1) g(y) dy + f x(y - 1) g(y) dy.
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Chapitre 3 Fonction de Green dans R

Théoréme de généralisation : Soit 1'équation différentielle de degrés n

définie par :

n

LFE) = po®) T2 () + .+ pu0F) = 900

sur (a,b) borné avec py(x) # 0.

aof@) + ... + ap_1f"Ha) + anf(b) + ... + a1 ") =0
Vx € [a,b] et (F) bof(a) + ... + by_1f"Ya) + byf(b) + ... + boy_1f"1(b) = 0

(n conditions)

Si le probleme homogene n’a pas d’autre solution que f = 0 il existe
une unique fonction G(x, y) qui vérifie les relations :
1) du théoreme 3.2.1.
2) du théoreme 3.2.1.
3) G et toutes ses dérivées par rapport a x jusqu’a 'ordre n — 1 sont
continuessur [a < x < b] X [a <y < b] .
4)
"G "G 1

S WY = 55 y) = @)

alors : La fonction fu ’ G(x,y) g(y) dy est'unique solution du probléme

Lf(x) = g(x)

avec les conditions (Fp).
Preuve. Soient fi(x), fa(x), ..., fa(x) les solutions linéairement

indépendantes de I’équation L[f] = 0.
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Chapitre 3 Fonction de Green dans R

Sur les intervalles [a, y) et (y, b] la fonction cherchée G(x,y) doit étre de

la forme :

i) a1 f1(x) + axfo(x) + ... + a,fu(x) pour a<x<y
X, 1Y) =
bifi(x) + bafa(x) + ... + byfu(x) pour y<x<b

avec ai,ay, ..., ay, by, by, ..., b, sont des fonctions de y. En vertu de la conti-
nuité au point x = y de la fonction G(x, y) et de ses premieres (n — 2)

dérivées par rapport a x, nous avons

[b1fiy) + ... + bufuW] = [a1fily) + ... + anfu(y)] = O

[ (W) + oo + Dafu(W] = [ fi(y) + .. + @ fi(y)] = 0

[01f}, @) + - + b fi)] = [ f" 2 ) + .. + ;mf{" P ()] = 0
Et la condition (3) s’écrit

1
) e B O] )+ ) = s
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Chapitre 3 Fonction de Green dans R

Posons Ci(y) = bi(y) — axy) k =1,2,..,n).

I vient le systeme des équations linéaires par rapport a Ci(y) :

Cifi(y) + Coaya(y) + .. + Cuyu(y) = 0
Cif{(y) + Cyy(y) + ... + Cuyy(y) = 0
< ............ (31)

CE" W) + G2 + o+ Cof () = 0

o) 1) (1)) = L
CATIW) + G + e+ GATIW) = s

Le déterminant du systeme (3.1) est égal a la valeur en x = y du wrons-
kien W(fi, fa, ..., fu), il n’est donc pas nul.

Aussi le systeme (3.1) détermine-t-il de fagon unique les fonctions
Ce(y)k = 1,2,...,n).

Déterminons les fonctions ax(y) et bi(y) moyennant les conditions aux

limites (3.1). Notons Vi(y) sous la forme :

Vi(y) = Ax(y) — Bi(y) (3.2)

ou

Ar(y) = axf(a) + al((l)f'(a) + .+ ocl(("_l)f”"l(a)
Bi(y) = Bef(®) + BLF/() + .. + BTV (D)

En vertu des conditions (3) nous obtenons alors :

Vk(G) = 611Ak(f1) + azAk(fz) +...+ anAk(fn) + b1Bk(f1) + bZBk(fZ) + ...+ ank(fn) =0
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Chapitre 3 Fonction de Green dans R

k=1,2,..n)

Compte tenu de ar = by — Ci, nous avons

(b1 — CAK(f1) + (b — C)AK(f2) + ... + (by — Cp)Ax(fn) + b1Br(f1) +
baBi(f2) + ... + DuBi(fu) = 0

k =1,2,...,n).

D’ot1, en vertu de (3.2)

01Vi(f1) + b2Vi(f2) + oo + 0aVilfn) = CiAk(f1) + QAK(f2) + ... CuArfa

k =1,2,..n)
(3.3)

Notons que le systeme (3.3) est linéaire en by, by, ..., b,. Son déterminant

est:

Vitfi) Vi) - Va(fa)

Vao(f1) Va(f) - Va(fa)

det 0

Vi(f1) Vulf2) -+ Valfa)
étant donné’hypotheése del'indépendance linéaire des formes Vi, V5, ..., V.
Ainsi, le systeme d’équation (3.3) admet une solution unique en

bi(y), ba(y), ..., bu(y), et comme ar(y) = br(y) — Cr(y), les quantités

ar(y)(k = 1,2,...,n) sont également définies de fagcon unique.

Nous venons donc de démontrer I'existence et 1'unicité de la fonction de

Green G(x, y) et de fournir un procédé de sa construction. |

Exemple 3.2.2 Construisons la fonction de Green pour I'équation :

d3f
e -V
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Chapitre 3 Fonction de Green dans R

avec les conditions aux limites

fo=fM) =70 =f1) =0

Toutes les solutions sont de la forme y(x) = ax> + bx + c, elles vérifient les

conditionssia = b = ¢ = 0.
Soit
a1(y)x* + bi(y)x + c1(y) 0<x<y
G(x,y) = ,
ar(y)x~ + ba(y)x + c2(y) y<x<1
D’apres les propriétés de G :

1. G(x,y) est continue au point x = y, ona

Gy~ y) = Gy, y)

C’est-a-dire :

a(y)y* + biy)y + a(y) = @y + b(y)y + cy)

=
@1(y) — 2)y* + (1Y) — by + (1Y) — cay) = 0
2
2. ) est discontinue au point x = y:
’G, ., ’ G, -
2V Yo7y =1
=

2a5(y) — 2m(y) = 1
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Fonction de Green dans R

=

wly) -~ my) =

les propriétés de la fonction de Green entrainent

Soit maintenant

c1(y) = 0

bh(y) =0

c(y) + ax(y) + ba(y) = 0
2a5(y) + ba(y) = 0

c1i(y) = bhi(y) = 0
2(y) = ax(y)
ba(y) = —2ax(y)

La substitution de (3.6) et (3.5) dans I’équation (3.4) donne

1
53/2 + 2a0(y)y — a2(y) = 0

2

= ) = 55,y
_ 1 v
a(y) = 5 2— m
=1 by = 5 ]/_1
y ,
TR
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donc
1 v,
B —2—2(2y_1)x pour 0 < x <y
Glx,y) = 12 12 12
I A Ny R
2(2y_1)x +2(2y_1)x 20y = 1) pour y < x <1

On peut également résoudre le probleme frontiere avec des conditions

séparées non homogenes.

Théoreme 3.2.2 Soit (E) un probleme régulier dont les conditions sont sépa-
rées. Il admet pour tout a et tout b une solution unique définie par :

flx) = fa ’ G(x, y)g(y)dy + aui(x) + Pua(x) avec uy et uy les solutions de
I” équation homogene (Ep) qui vérifient respectivement :

apf(a) + a1f'(a) =1 apf(a) + aif'(a) = 0

our uy et pour up

bof(b) + bif'(b) = 0 bof(b) + bif'(b) = 1

La démonstration est élémentaire et le résultat se généralise trés facilement aux

équations d’ordre n.

3.3 Problemes auto-adjoints

Rappelons que 1'opérateur A défini sur le sous-espace vectoriel de

L*(a,b) formé des fonctions vérifiant les conditions (Fy) par

d
A = Lpw D + gofeo

est qualifié d’auto-adjoint. Le probleme frontiere associé s’appelle un

probléme frontiere auto-adjoint.
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Définition 3.3.1 Onappelle probleme régulier auto-adjoint un probleme (E, F)

ainsi défini :

(E) d (x) —f] + q(x) f(x) = g(x) pour x € [a,b]

aof(a) + a1f'(a) = «
bof(b) + bif'(b) = B

p(x) # 0 sur [a,b], q continueet p de class C.

avec [a, b] un segment borné

Comme précédemment, lorsque le le probleme homogene (Ey, Fy) asso-
cié nadmet que la solution f = 0, il existe une fonction de Green dont
on démontre facilement la symétrie c’est a dire que G(x,v) = G(y,x)
pour tout x et tout y de [a, b].

Et lorsque le probléme homogene admet une solution non nulle, il existe
pour les problemes autoadjoints une fonction de Green dite fonction de

Green généralisée qui joue un role analogue.

3.3.1 Un cas particulier du probléme auto-adjoint régulier

Avant d’exposer ce dont il s’agit, nous allons d’abord examiner ce qui
se passe lorsqu’il existe deux solutions f; et f, du probleme (Ey, Fn)
non proportionnelles. Dans ce cas toutes les solutions de (Ex) sont de la
forme f = aif; +axf,. Elles vérifient donc automatiquement les condi-

tions (Fy), celles-ci ne sont plus alors des conditions restrictives; nous
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éliminerons donc ce cas et nous supposerons que toutes les solutions
de (Ep, Fu) sont proportionnelles, il n’existe alors qu'une seule de ces

. b ) .
solutions telles que fa f3(u)du = 1. Nous avons le résultat suivant :

Théoreme 3.3.1 Soit (E,F) un probleme régulier auto-adjoint et fy I'unique
solution de (Ey, Fry) telle que fa ’ foz(u) du = 1. Alors :

A. L'équation E (non-homogene) admet des solutions vérifiant les conditions
homogenes (Fy) si et seulement si : fa ’ fo(u) g(u)du = 0

B. 1l existe une unique fonction G définie pour a < x < beta <y <b
appelée fonction de Green généralisée qui vérifie les propriétés suivantes :

1) Sur chaque intervalle la, y[ et ly, bl la fonction qui a x fait correspondre

G(x, y) est solution de :

d
D 1o L1+ g0 £ = A o)

2) Pour tout y fixé, G(x,vy) vérifie les conditions frontieres pour x = a et
x =b.

3) G est symétrique et G est continue sur [a < x < b] X [a < y < b].

G . . a6, . 1
49@@11/)‘@@11/)—

2 p(y)
5) [, Glx, y) fo(x)dx = 0.
C. Si fa ’ fo(x) g(x)d(x) = O les solutions de (E,Fy) sont données par la

formule

b
) = kfox) + f Gx, 1) () dy
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out k est une constante quelconque;

~ b
) = f G, gy

est la seule de ces solutions qui vérifie fa ’ f(x) fo(x)dx = 0

D. Toutes les solutions de (E,F) sont données par :

b
flx) =k fo(x) + f G(x, y)g(y)dy + auq(x) + pua(x),

avec uy et uy les deux fonctions définies au théoreme 3.2.2.

Exemple 3.3.1 Soit le probleme suivant a résoudre : (E) f (x) = g(x) pour
x €]0,1].

f(0) =0
f) - f1 =0

Le probleme homogene (H, Fy) a pour solutions f(x) = ax et fo(x) = xV3;

avec (Fp): {

on détermine G(x, y) en utilisant les propriétés 1 a 5 du théoreme précédent.
1) L'équation f"(x) = —fo(x) fo(y) = —3xy a pour solutions :

3
f(x):A+Bx—x—25z

donc

=
<

G(x,y) = xa(y) + b(y) - pour 0 < x

IA
=

IA
—

Glx,y) = xc(y) + d(y) -
2) GO, y) = b(y) = 0 et

d 3
Gy~ D2y —ey) + dy) ~ L ety) ~ D) = dw) + y done

pour Yy < x

=
N[, N
e
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d(y) = - \ \
3)Gy*, y) = ye(y) —y - y? Gy, y) = ya(y) — y; donc c(y) —a(y) = 1.

G, oG . _
9S00yt ) = 52, ) = 1, ce qui redonne c(y) — a(y) = 1.
5)

Y Xy ! _ay) y 1y
0= ——\xd 1 — —Jxdx LA
I) (xa(y) > )x x+fy [x(1+a(y)—y ]x 3 10+3 3 +

3
9
Ce gui donne a(y) = y—+—y—1etdoncc() _L —y
q Yy > 5 y > 5
Xy xy
L - — 5 T xy—xszOSxSy
Ainsi  G(x,y) = x§3 x2y 5
"2 T2 75 Sy -ysiysx<l

3.4 Probléme auto-adjoint singulier

Un probleme qui ne vérifie pas 1'une des conditions du théoreme
3.3.1. est dit singulier. Il y a de trés nombreux 2problémes de ce type, par

exemple ceux pour lesquels le coefficient de peut s’annuler, ou ceux

dx?
pour lesquels l'intervalle [a, b] est infini, ou bien ceux pour lesquels p
ou g ne sont pas bornés.

L’étude systématique de ces différents cas est délicate, il est a noter que
dans de nombreux cas, on peut encore définir une fonction de Green en
adaptant les conditions frontieres et que, lorsque cette fonction existe, on
la détermine toujours en utilisant successivement chacune des conditions

1 a 4 du théoreme 3.2.1, ou 1 a 5 du théoreme 3.3.1 convenablement

adaptées.
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On va illustrer tout ¢a avec I'exemple suivant :

, d
Exemple 3.4.1 Soit (E) : xﬁ + i 0 pour x €]0,1[ avec:

{ f est bornee si x tend vers zéro

f) - f (1) =0

Les solutions de (E) sont f(x) = a + blnx, elles vérifient (F)a = b = 0
donc f = 0.

On cherchera donc une fonction de Green. Elle a la forme suivante :

IA
<

o) a(y) + b(y)Inx si0 < x
X, Y) =
I cly) + d(y)Inx siy < x

IA
—

La condition (F) nous impose d’avoir b(y) = 0 et c(y) — d(y) = 0.

La continuité de G entraine a(y) = c(y) + d(y)Iny,

. dG, .,  _dly) oG, . dy 1
enfin g(y,y) = T,X(y,y) —Odou? —?
donc d(y) = 1,c(y) = 1,b(y) = 0 et a(y) = 1 + Iny ainsi :

1+ Iny pour0 < x <y
Gx,y) =
1+ Inx poury < x < 1.

. . . . 1 . .
Nous allons maintenant examiner si la fonction fo G(x,y) g(y) dy existe et si

ef df

elle est solution de I"équation non homogeéne x i ol g(x). On vérifiera
, .l . d? df
que c’est le cas si fo l9(y) Iny|ldy < oo, la solution de Yot g(x)
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qui vérifie (F)est alors
X 1
@+ [owdy+ [+ oy

3.5 Développement de G selon une base de fonctions
propres :

d
Soit (E) : j—xwx) é] () f) = gx) et
a0f(@) + arf (@) = 0

(Fr) ,
bof(b) + bif (b) = 0

un probléme régulier auto-adjoint. Nous noterons L, 'opérateur linéaire
défini sur I'ensemble des fonctions de classe C?> vérifiant (Fy) par
Lf(x) = %(p(x) %) + g(x) f(x). Au probléeme (E, Fy), associons le pro-
bléme de Sturm-Liouville constitué par

Lf(x) + Af(x) = 0 etles conditions (Fp).

Théoreme 3.5.1 Le systeme de Sturm-Liouville admet une infinité dénom-

brable des valeurs propres. Elles sont toutes réelles et simples telle que :
Al < AQ < Ag <...

aoec

lim A, = oo.

n—+o0o

la suite ¢,, n € IN des fonctions propres associées convenablement normées

forme une base orthonormé de L*(a, b).
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Chapitre 3 Fonction de Green dans R

Pour le développement de la fonction de Green, on a deux cas :

Cas 1: Supposons d’abord que le probleme homogene (Ey, Fp)
n’admette que la solution identiquement nulle alors, d"une part 0 n’est
pas valeur propre du probleme de Sturn-Liouville, d’autre part il existe
une fonction de Green Get f(x) = fa ’ G(x, ) g(y) dy est]'unique solution
de (E,Fp).

Puisque f est dérivable et vérifie (Fy) ona f = ), < f, ¢u > @

En plus de la convergence L?, onaune convergenzzﬂ\;bsolue et uniforme
sur [a,b]. Onsaitque < Lf, ¢, >=< f, L, > puisque L est auto-adjoint
.Or Ly, = Ay, et Lf = g donc

<g, @y >=<Lf,0y) =< f, Lo, >= Ay < f, 9, > ¥Yn € N et comme
Ay # 0, alors < f, @, >= i < g, Qn>.

An
1 1
Ainsi f(x) = L+ < g,¢s > @ulx) = L fab T 9W) Pu(y) Pu(x) dy.
nelN /‘n nelN n

= fab Y /\i 9(y) @ (y) @n(x)dy, donc pour toute g continue
nelN /‘n

b b 1
f G(x,y) g(y)dy = f [Z A—qon(x)qon(y)]g(y)dy,

neN ="

ce qui entraine que

G(x,y) = neZN Ain @n(x) n(y) est orthogonale a tout élément d"une base
de L?(a,b) constituée de fonctions continues de sorte que cette fonction
est nulle.

Cas 2 : Supposons maintenant qu’il existe ¢, solution non nulle du pro-

bleme (Ey,Fy)alors Ay = 0 est valeur propre et ¢, est une fonction

propre associée. On sait qu’il existe une fonction de Green généralisée
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Chapitre 3 Fonction de Green dans R

Getque f(x) = f G(x,y) g(y)dy est la seule solution de (E, Fy) qui est
orthogonale a ¢ :
On a toujours A, < f, 0, >=<g,¢,> ¥Yn € N donc

f =2 /\i < g, > et on obtient G(x,y) = ), %(pn(y) ¢n(x) et on
n>1/‘n n>1 /‘n

retrouve que fa ’ G(x, v) po(x)dx = 0.

Nous avons démontré le théoréme suivant :

Théoreme 3.5.2 Si le probleme homogene n’a que la solution f = 0 alors :
G(x,y) = E‘N Ain ©n(Y) @n(x) avec une convergence uniforme sur

[a,b] X [a,b] et dans L?[(a,b) X (a,b)].

Si le probleme homogene a une solution g non nulle alors :

Glx,y) = X Aingon(y) @n(x) avec A, # 0Vn > 1 et G la fonction de Green

nx>1
généralisée.

Remarque 3.5.3 Dans le cas ot on considere I'équation suivante :

d
Ev= L0 D+ a0 0 — 150 £ = g0

Au lieu de E.
La fonction de Green G(x,y, A) est :

1
Ap — A

G,y A) = Y. Pn(X) Pu(y)-

nelN

avec A, les valeurs propres de L tel que :

Lf = <[ ) )] + af
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Chapitre 3 Fonction de Green dans R

L est auto-adjoint dans H = L*[s,[a,b]]. Les fonctions propres associées @,

forment une base de H
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CHAPITRE 4

FONCTION DE GREEN POUR E.D.P:

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, on détermine les fonctions de Green de problémes
simples comme les équations de Laplace, de Poisson et de Helmholtz;
la démarche nous permettra de mettre en évidence une formulation

intéressante de certains problemes [3].

4.2 Solutions fondamentales :

Définition 4.2.1 Soient L un opérateur différentiel et a un point de IRF, on

appelle solution fondamentale pour L de pdle a une fonction E telle que
LE = 6(x — a).

On peut facilement vérifier la propriété suivante :
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Chapitre 4 Fonction de Green pour les E.D.P

Proposition 4.2.1

Egsolutionde LE = 0

Si et = E + Egest unesolution fondamentale

E solution fondamentale

Il existe une infinité de solutions fondamentales : ainsi en ajoutant une
fonction harmonique quelconque a % Inr on obtient une autre solution
fondamentale pour A.

Pour résoudre certains problemes frontieres, on cherche des solutions
fondamentales astreintes a des conditions supplémentaires; C’est ce
qu’on va voir dans la section suivante. Dans ce qui suit, on va donner
quelques exemples de solutions fondamentales pour certains opérateurs

usuels.

4.2.1 Solution fondamentale pour le Laplacien

1) Dans R la fonction

1
E=Z|x -
2Ix X0

est une solution fondamentale pour A de pole x.
2) Soit My = (xo, ¥o) un point de R%. La fonction

1

> In ((x - x0)* + (y — ]/0)2)1/2

E(x,y) =
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Chapitre 4 Fonction de Green pour les E.D.P

est une solution fondamentale pour A de pdle M.

1
En particulier o Inr est solution fondamentale de podle 'origine
(= x> + y?).

3)Soit My = (xo, Yo,z0) un point de R3. La fonction
1 2 2 21-1/2
E(x,y,z) = E[(x — x0)" + (¥ — Yo)” + (z — 20)°]

est une solution fondamentale pour A de pdle M,.

En particulier _4Lnr est solution fondamentale de podle 'origine
(= x> + y* + 2%).

Démonstration :

1) Soit ¢ € D(R) ona:

<[El", ¢ >= ¢(xo).
On a

, . 1 [ )
<[E],p>=<[E]lp >= Ef [x — X0l (x)dx;

1 (x , 1 (oo ;
5 [l = x0) 9" (x)dx + §fx: (x — x0) " dx

En tenant compte du fait que ¢ est nulle en dehors d’un ensemble borné

et en intégrant par parties on trouve ¢@(xy).
1 X0 X0 ’ 1 ’ & (S o] ’
(B, p) = 5|6 = 2@, — [ o' @dx|+ 5[ = 2’ @[ ~ [~ ¢'@)dx]

= — 5[~ () + limpe)] + 5[ - lim(p@) + p))]

= 29() + 3p()

@(xo0)
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Chapitre 4 Fonction de Green pour les E.D.P

1
2) Il suffit de démonter que o Inr est solution fondamentale de pole

l'Origine A C,eSt é dire que :
27( ’ ’ .

Pour calculer < Inr, Agp >, on passe aux coordonnées polaires on obtient :

27T 00
(Int, Ap), = f f Ap(r,0)lnrrdOdr
0 0

avec

Comme
o, 0) = @(r,0 + 2m)
On a pour tout 0 :

27 82(p a(P a(P
W(r, 0)do = W(r,Zn) — W(r,O) =0,

0

Il s’ensuit

I, A R A S
(Inr, qb>—f f nr[ﬁ+;§]rr :

Puisque ¢ est nulle hors d"un ensemble borné et que

0> 0
[ra—f + a—(f (r—
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Chapitre 4 Fonction de Green pour les E.D.P

On obtient apres intégration par parties :

0 P e 1dg - K1 9p
fo Inr[— + ;W]rdr = [lnr.rﬁ]o - fo ;W(Y’ 0)dr = ¢(0,0)

car ¢ est radiale dont la valeur a chaque point ne dépend que de la
distance entre ce point et I’origine, autrement dit, elle est invariante sous
toutes les rotations laissant 1'origine fixe.

avec R assez grand pour que ¢ soit nulle pour r > R.

On trouve bien que
< Inr,Ap >= 2np(0,0).

Si My n’est pas l'origine il suffit de faire un changement d’origine.

3) On va démontrer le résultat dans le cas particulier i.e que - est
solution fondamentale de pole I’origine.
En procédant comme précédemment, on a:
Mo (x0, Yo, zo) un point de R3

La fonction E(x,y,z) = 2 [(x—x0)?+ (y—10)*+(z —20)?]"2 est une solution
fondamentale pour A de pole M.

En particulier 4;73rest une solution fondamentale de pole I'origine.

On fait un changement en coordonnées sphériques avec le paramé-
trage :

x = rsin(0) cos(y)

y = rsin(0) sin(y)

z = rcos(0)

0 € [0, ]
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Chapitre 4 Fonction de Green pour les E.D.P

y € [0,2mr]
)0
azf 20f 10 1 9f 1 *f

+ = + :
af = 81’2 ror 12902 r2tan0 079 2 sin? 6 dy?
ou sous une autre forme, qui peut étre plus adaptée pour certains

calculs, et redonne la formule précédente

une fois developpee ;
R 2 of 1 J f 1 d*f
f= 12 &r( 8r) r2sin O 86 86 r2 sin® 6 9y
ona:

(AE,@) = (E,Ap) = [ E & (pdx
110
- f fzrrz 3,,( ) r*drdo

0
lim(E, Ap) = lim ¥~ £ 5°(6) = p(c)) = ~Lp(0)
= —4m (0,0,0)
Avec ), = fdo
3

désignant la surface de la sphere unité dans R> qui vaut 4.

4.2.2 Solution fondamentale pour 'opérateur de Helmoltz

Rappelons que 1’équation d’'Helmholtz est Au + k*u = 0; elle corres-

pond a 'opérateur A + k*I = 0; avec I 'opérateur identité.
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1) Dans R la fonction
u(x) = —%exp ik|x — x|

est solution fondamentale pour A + k’I de pole xo.

2) Dans R? la fonction

u(x, ]/) = jIYO (k[(x - x0)2 + (y _ yO)Z])1/2

est solution fondamentale de pdle My = (xo,yo) ou Yy est la fonction
de Bessel de second espece .

3) Dans RR® une solution fondamentale de pole My = (xo,Yo,2z0) est
donnée par

wx,y,2) = —ﬁ[(x = x0)* + (¥ — yo)* + (z — 20)’]7'?

.exp(—ig[(x - x0)* + (¥ — yo)* + (z - zo)z]).

4.2.3 solution fondamentales pour 1’équation de la chaleur et I’équa-

tion des ondes

Voici encore concernant I’équation de la chaleur et celle des ondes.

1) La fonction définie par

u(x, t) = 1 2
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d *u
est solution fondamentale de L = 8_? - 53 de pole (0,0)
Démonstration :
En effet,

(Lu, p) = <<at 5—;) u,go) Yo € D(R?)
)
Wor * ox2

fxe]R fe[O +00]

«/Eexp[ o ](%f + axz)dxdt

On calcule
o o 0 [32] tt = i ([ e [52] (3 = 52) )
= limeo I

Par intégration par parties,

—x2

X
I. = — — = e W o(x, Hdxdt — f (x, €)dx
\/16n j;e]R L[o +00] (th tz) 4 R \/47z€q0

De méme

2

e G §0
——dxdt = lim |,
fxe]Rf [0,+00] VATt t Ox? e—0

Apres deux intégrations par parties( en x),

1
Je — — = e @(x, t)dxdt
\/1671 £€R L[o +00] (th t3 ) 14

1+]——f ﬁj(p
© e R V4me
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Ainsi
(5~ e)w o) = limea-Le+ o
2

=X
e 4e

= lime0+ j]i{ - @(P(x/ €)dx

On fait un changement de variables en posant yz = z—z, on obtient

(5 - ) w ) = timep fer o2y
= ¢(0,0)

2) La fonction —% H(t — tp — |x — x¢l) est solution fondamentale pour
L = 82—1/[ — &z_u de podle (xo,tp) (avec H fonction de Heaviside).

oxz o2 ’
Il est simple de vérifier ¢ca en procédant de laméme maniéere que l’exemple
1. si uy est une solution fondamentale et u une solution de
Lu = 0, up + u estaussi une solution fondamentale : il existe une infinité
de solutions fondamentales : ainsi en ajoutant une fonction harmonique
quelconque a %lnr on obtient une autre solution fondamentale pour
A. on peut essayer de trouver des solutions fondamentales astreintes a
des conditions supplémentaires pour résoudre certains problemes fron-

tieres c’est ce que nous allons faire pour définir les fonctions de Green

de certaines E.D.P.

4.3 Fonctions de Green pour les équations de Laplace,

Poisson et Helmholtz

Soit Dun ouvertde IR*> oude RR? et dD sa frontiere qui est une courbe

dans R? et une surface dans IR3.
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La troisieme formule de Green peut s’écrire

_ _ dg _ df
fD(ng 9Af)—faD( I gdn),

dans R? la premiére intégrale est double et la seconde simple, dans R3
la premiére intégrale est triple et la seconde double.

Cette formule est encore vraie si la fonction g est remplacée par une
solution fondamentale G de A dont le pole M, n’est pas sur JD.

Cela donne

[ woon—my - Gaw = [ w2 -6
D

u(Mo):fGAu+f ud—G—Gd—u
D op dn dn

4.3.1 Equation de Poisson

c’est a dire

Nous allons utiliser cette formule pour résoudre des problémes fron-
tieres relatifs a I’équation de poisson Au = h (qui se réduit a I’équation
de Laplace Au si h = 0).

e Probleme de Dirichlet il s’agit de trouver la solution u du probleme
Dirichlet suivant
Au = h, u = ug sur dD.

On prend G = 0 sur JdD et on obtient :

u(Mp) = th+f UQZ—G
D oD n
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e Probleme de Neumann : Le probléme de Neumann pour l'équation

de Poisson est formule ainsi :
du

Chercher u solution de Au = h avec 7. = Uo sur dD. On prend
(Zl—i = 0 sur dD on obtient alors

u(My) = fDG.h — f&D G.7vp.

e Probléme mixte : on cherche la fonction u# solution de Au = h avec

. : g du
la condition mixte u vérifiant u + @« — = wy sur dD.

dn

On impose que

dG
G+ «a % =0
sur la frontiere
Alors
LG du G
dn dn 04
et

Définition 4.3.1 Une solution fondamentale qui vérifie les conditions impo-
sées s’appelle une fonction de Green pour I'équation de Poisson, relative a D,
concernant le probleme de Dirichlet (cas 1), de Neumann (cas 2) ou mixte (cas

3).
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Remarque 4.3.1 Cette fonction de Green dépend évidemment de My puisque
c’est une solution de pole My, c’est donc une fonction G(x, y,z, Xo, Yo, zo) dans

R3 ou G(xo, yo,x,y) dans R>.
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On va illustrer ce qu’on vient de voir par un exemple :

Exemple 4.3.1 Cherchons la fonction de Green de I'équation de Poisson pour
le probleme de Neumann dans le demi-plan y > 0.

Pour M fixé, soit G une solution fondamentale de pole My donc c’est la somme
de

g(x,y) = %ln[(x — x0)* + (y — v0)*]"/? et d’une fonction H(x,y) Harmo-

nique dans y > 0; on veut que %(x, 0) =0.
y
A

A

/1117 ng///// >

L’axe des abcisses est parcouru dans le sens habituel pour que le domaine soit a

. -
gauche et la normale extérieure est — j alors :

dG _ JG _ dg oH
dn  dy  dy dy

La condition imposée nous donne

oH 1 Yo
Zx,0) = —
Ay (x,0) 21 (x — x0)? + Y3

donc, la fonction H(x,y) = % In[(x — x0)*> + (y + y0)*]*/? convient, elle est
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harmonique dans le demi-plan y > 0 puisqu’elle est harmonique hors du point
(x0, —Yo) qui est dans le demi-plan y < 0.

On a donc

Gl Yo, 9) = 7=l = %0 + (7 = g0l = %0 + (y + oY

pour I"équation de Poisson il faut ajouter le terme :

+00 +00
f G.h = L f G(xo, Yo, x, V)h(x, y) dxdy.
D 4rn 0 -0

Remarque 4.3.2 On notera que G n’est pas unique puisqu’on peut ajouter a H
une fonction harmonique telle que 8_1;(x’ 0) = 0 (par exemple cosy e*).

Pour obtenir une solution unique, on exige.

La formule u(My) = - faD G.vg qui donne la solution au probleme de Neu-
mann pour I'équation de Laplace devient :

+00 1 +00
u(xo, Yo) = — f G(xo, Yo, x,0)dx = = f In[(x — x0)* + y5lvo(x) dx,

[o¢]

4.3.2 Equation d’Helmholtz

La troisieme formule de Green permet de faire la méme démarche
ainsi :

d d
\ffm9+ﬁm—gmf+ﬁﬁ=»f b
D P

p > dn T n
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Une solution fondamentale vérifie Ag + kg = 6(M — M), si u est

solutionde Au + k*u = h ona

u(M)—f h+fu——
0 g oD gd?’l

Comme dans le cas de I'équation de Poisson, on impose G = 0 sur dD
dG

pour le probléme de Dirichlet, et Pl 0 pour celui de Neumann sur

dD.

Ceci s’étend a I'équation Au — k*u = h.
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4.4 Conclusion

Il n’existe malheureusement aucune méthode générale pour trouver
une fonction de Green.
Les exemples précédents nous montrent qu’on peut déterminer les fonc-
tions de Green dans certains cas particuliers.
Pour des problemes suffisamment réguliers, il est possible de démontrer
I'existence d"une fonction de Green et donc de formules de représenta-
tion intégrale des solutions de problémes aux limites, ce dont on peut
parfois tirer avantage.
On démontre par exemple que pour un ensemble borné il existe une
unique fonction de Green pour le probleme de Dirichlet relatif a A et

que G(M, My) = G(Mo, M).

La troisieme formule de Green joue, comme nous ’avons constaté, un
role primordial dans I'étude des fonctions de Green pour les équations
de Poisson, Laplace et Helmoltz liées a 1'opérateur A.

Pour définir des fonctions de Green pour d’autres équations elliptiques,

paraboliques ou hyperboliques il faut introduire une formule compa-

rable.
2f  of
On montre par exemple que pour Lf = 2 " g ona:
_ I I a9
[y -yto = | 0F -vPax+ | @F-va

Soit G une solution fondamentale de 1’équation des ondes, qui vérifie
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JdG
|l|zm G(x, xo,t,t9) = 0, G(x,x0, T, ty) = 0 et —(x xo, T, ty) = 0.
X|— 00
Prenons u = ¢ une solution de 1'équation des ondeset ) = G
en intégrant sur le rectangle constitué par t = 0,t = T et les segments

x = R, x = —R et en faisant tendre R vers l'infini, on obtient :

u(xo, to) = f [u(x, O) (x xo0,0,t9) — G(x, x0,0, to) (x 0)] dx

o0

qui redonne la formule de d’Alembret.
Pour des équations paraboliques on peut aussi démontrer des relations
analogues a la troisiéme formule de Green, nous ne développerons pas

cette théorie.
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