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Introduction générale

Cette these est une contribution, d'une part a la résolution numérique des équations
aux dérivées partielles qui dépendent des variables temps-espace et d’autre part a la mo-
délisation en oncologie (cancérologie).

Parmi les équations spatio-temporelles, les équations de la conservation de la ma-
tiere, de réaction-diffusion et de réaction-convection-diffusion se distinguent, vu qu’elles
interviennent dans la description de beaucoup de phénomeénes naturels. Parmi ces phé-
nomenes, on cite les réactions chimiques [35], I'invasion biologique [38], I'exitation des
tissus cardiaques [15], les AVC (accident vasculo-cérébraux), I'évolution de la digestion,
de la cicatrisation, I’évolution d’'une tumeur [26], etc.

On s’est intéressé particulierement a la description d’'une tumeur cérébrale appelée
"Gliome" [26]. Le modele qui régit I’évolution et la croissance du gliome fait intervenir les
trois équations suscitées (voir plus). Afin de comprendre les étapes de cette modélisation,
un bagage biologique et médical concernant le cerveau, les tumeurs et leurs formations
(selon les médecins spécialisés et les biologistes) a été introduit. En remarquant que les
modeles existants ne prennent pas en considération les différentes positions de la tumeur,
on a tenté d’établir un qui décrive I’évolution de la tumeur dans le cas ou elle se situe a
proximité du crane et dans différentes positions.

Les modeles de la croissance tumorale, tout comme la plus part des modeles qui dé-
crivent les phénomenes diffusifs et les interactions entre les différentes substances qui in-
terviennent, sont constitués d'un systeme d’équations de réaction-diffusion non linéaires
et couplées. Ces systémes ont largement été étudiés et ont fait I'objet de plusieurs ana-
lyses; existence locale et globale de la solution [35], influence des données sur le com-
portement de la solution [19]. Toutefois, ces systémes ne possedent pas une expression
explicite de la solution. Le recours aux méthodes numériques pour estimer la solution
s’avere donc nécessaire.

Beaucoup de méthodes numériques ont été développées, améliorées, combinées pour
obtenir une solution approchée de haute qualité d'un probléeme donné. Pour ne citer que
les problémes faisant intervenir I'équation de réaction-diffusion, on peut se pencher sur
les travaux de [5], pour la méthode des éléments finis, ceux de [45] pour la méthode des
différences finies et enfin ceux de [11] et [26] pour I'application de la méthode des vo-
lumes finis.

Récemment, un intérét particulier a été porté aux ondelettes et a leurs applications
en analyse numérique. Par exemple, la méthode des ondelettes de Legendre est large-
ment utilisée pour la résolution des équations différentielles ou intégrales. Cette méthode
a été introduite, pour la premiere fois en 2000, par Razzaghi et Yousefi [33] pour résoudre
des problemes variationnels. En 2001, les mémes auteurs I’ont adoptée pour la résolution
d’une équation différentielle [34]. Elle a été encore appliqué en 2006 par Yousefi pour trai-
ter les équations intégrales d’ABEL [48] et en 2007 par Maleknejad et Sohrabi [27] pour les
équations de Fredholm de premiere espece. Au cours de I'année 2011, REHMAN et ALI
KHAN [36] I'ont introduite pour la résolution des équations différentielles fractionnaires.
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Introduction générale

Par deux techniques différentes, et avec les ondelettes de Legendre en deux dimensions,
[47] et [6], ont pu résoudre les équations aux dérivées partielles a deux variables et d’ordre
deux.

Cette méthode a pour objectif de ramener la résolution d'une équation différentielle,
intégrale ou aux dérivées partielles a la résolution d'un simple systeme linéaire algébrique.
Elle est basée principalement sur trois étapes pour un probléme d’ordre 1 :

La premiere étape consiste a décomposer la dérivée de la fonction inconnue u so-
lution du probléme, dépendante de la variable x, en série d’'ondelettes de Legendre et
ensuite approcher cette fonction par une somme finie du type

N M
W)=Y Y ComPpm(x), 6))

n=1m=0

avec Cpm = (U, Wpm) = fol u' (X)¥,m(x)dx. Les fonctions ¥,,,,(x) sont les ondelettes de Le-
gendre en une dimension.

La deuxieme étape consiste, vial'intégration de la relation (1), a exprimer les différents
termes, qui apparaissent dans I’équation du probléme, en fonction des coefficients Cy;,
et de la matrice opérationnelle d’intégration introduite dans [34].

Dans la troisieme étape, 'équation (différentielle ou intégrale) est réduite a un sys-
teme algébrique dont I'inconnue est le vecteur C qui est formé de tous les coefficients
(Cnm) n,m-

Lobjectif de cette thése est la généralisation de cette méthode pour les équations qui
dépendent du temps ¢ et des variables x, y et z. Pour cela, on propose de décomposer
en série d’ondelettes de Legendre, les éléments f de I'espaces C ([O,T] ,L2(0, 1[)) et les
éléments f de 'espace C ([0, T],L?(10,1[ x 10, 1]).

Lidée principale réside dans le fait que les coefficients de ces décompositions ne sont
plus des réels mais des fonctions en temps .

La série obtenue pour les fonctions f € C([0,T],L*(10,1])) est

F6x0)=) ) Com(®Wnm(x), )

n=1m=0
avec 1
Coam(£) = {f, W) = fo £, W (),

et celle obtenue pour les fonctions f € C ([O,T] ,L2(10,1[x]0,1 [)), est du type

flt,x,y)= Z Z Z Comn'm' (O nmn me (X, ), 3)

n=1n'=1m,m=0
avec

1 pl
Cnmn’m’(t) = <f’ wnmn’m’> :ﬁ) ‘[0 f(tr X, y)kpnmn’m’(x’ y)dx‘iy-

Les fonctions ¥,, ., (X, y) sont les ondelettes de Legendre en deux dimensions.

Grace a ces décompositions (par une approximation en sommes finies) et aux ma-
trices opérationnelles d’intégration, une procédure calculatoire est alors développée pour
la résolution des équations aux dérivées partielles. Cette résolution est ramenée a la réso-
lution d’'un systeme différentiel dont I'inconnue est le vecteur C(#). Ce vecteur est formé
des fonctions coefficients de la décomposition ; (C,,, (%)), pour une variable spatiale ou
des (Cpmn'm' (1)) nmn'my pour deux variables spatiales. Il restera a résoudre le systeme dif-
férentiel qui fournira ces fonctions coefficients.



Introduction générale

Ce manuscrit est organisé de la manieére suivante.

Le chapitre 1 est composé de deux parties. La premiere qui est un résumé d’'une partie
de la these de Lagaert [26], comporte les étapes de I'évolution du gliome et les hypotheses
de la modélisation de cette évolution. La seconde partie est consacrée a notre contribu-
tion.

Le chapitre 2 est reservé a I’établissement de différents résultats sur :

— l'analyse des fonctions coefficients,
— la convergence des séries (2) et (3),

— certains résultats d’approximation.

Dans le chapitre 3, et aprés un rappel des matrices d’intégration, un résultat sur I'in-
version de ces matrices est établi, ainsi qu'un exposé détaillé concernant cette méthode
de résolution est effectué en considérant les conditions aux limites de type Dirichlet,
mixtes et enfin de type Neumann pour le cas mono et bidimensionnel en espace. Des
tests numeériques, réalisés sur I’équation des télégraphistes et sur I’équation de réaction-
convection-diffusion linéaire et non linéaire, ont démontré I'efficacité de la méthode pro-
posée. Pour linéariser les équations considérées, une méthode numérique et itérative,
dite méthode de quazilinéarisation, a été retenue.

Dans le chapitre 4, les ondelettes de Legendre en trois dimensions et leurs proprié-
tés sont introduites. Les matrices opérationnelles d’intégration, par rapport a chaque va-
riable, notées Py, P, et P, sont calculées. Les résultats du chapitre 3 ont été généralisés
pour les équations aux dérivées partielles qui dépendent du temps et des trois variables
d’espace.

On termine ce manuscrit par une conclusion générale et des perspectives.



Chapitre 1

La modélisation du Gliome

C’est pour la nature de ses équations que le modele, qui régie I’évolution du gliome, a
été choisi. Les équations de ce modele sont les équations de réaction-diffusion qui sont
fortement non linéaires, couplées et faisant intervenir plusieurs phénomenes tels que la
convection ou encore la chimiotaxie.

1 Introduction

Les gliomes sont des tumeurs qui représentent 50% de toutes les tumeurs cérébrales.
IIs sont agressifs, tres infiltrants et envahissants et détectés que tardivement par imagerie
médicale, ce qui conduit a une espérance de vie courte pour la personne atteinte.

En cancérologie, la modélisation a été développée dans le but de comprendre et pré-
dire la croissance tumorale, mais aussi pour anticiper et comparer les effets des diffé-
rentes thérapies. Comme un trés grand nombre de phénomenes intervient dans le dé-
veloppement d'une tumeur, (certains sont encore incompris d’autres peut étre méme
pas imaginés) la modélisation mathématique (complétée par 'imagerie médicale qui est
en plein essor) pourrait apporter des informations supplémentaires sur certains méca-
nismes tel que le métabolisme, la structure multicouches, I’étendue de 'invasion spatio-
temporelle du gliome [12], la détermination des taux d’infiltration et d'invasion [7].

Différentes approches ont été utilisées pour poser un modele mathématique décri-
vant I’évolution d’'une tumeur. La premiere approche discrete adopte les automates cel-
lulaires [4] et [20], ou chaque cellule, individuellement étudiée, se déplace sur les nceuds
d’'une grille. En 2003 et par une approche discrete, Giese [21] met en évidence deux types
de population de cellules cancéreuses, I'invasive et la proliférante ainsi que leur influence
sur la croissance de la tumeur.

La difficulté pour ces problemes discrets réside essentiellement dans la gestion d’'un
grand nombre de cellules. (une tumeur peut atteindre des millions de cellules), en plus
du fait que certains aspects importants sont ignorés tels que I’apport en nutriments et
en oxygene. On fera remarquer que, ces modéles sont importants dans le sens ou ils sont
adaptés par les généticiens pour des études microscopiques (par exemple pour étudier la
régulation génétique).

Contrairement aux modeles discrets, les modeles continus peuvent décrire le com-
portement de grandes quantités de cellules en se basant sur des équations aux dérivées
partielles ou sur des équations différentielles.

Les équations différentielles ont été utilisées dans les modeles non spatiaux. Ceux-ci
décrivent I’évolution du volume, du rayon ou la masse de la tumeur. On peut se référer
aux travaux de Siméoni et al. [40], ou ces équations différentielles sont utilisées en phar-
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CHAPITRE 1. LA MODELISATION DU GLIOME

macologie pour I'étude de I'impact d'un agent sur la croissance (en poids) de la tumeur.
Une synthése de ces modeles non spatiaux est effectuée en 2014 par Riba et al. [37].

Les modeles spatiaux-temporels se basent sur les équations aux dérivées partielles
pour prendre en compte différentes étapes et différents mécanismes dans I'évolution
d’'une tumeur.

Afin de générer I'aspect diffus de la tumeur, en 2003, Swansson et al. dans [43] et [44]
ont introduit I'’équation de "réaction-diffusion" pour décrire la croissance du gliome. De-
puis, ce modele est considéré comme référentiel et a servi comme point de départ dans
I’élaboration d’autres travaux. Certains sont trés simples et ne font pas intervenir beau-
coup de parametres (voir [24][25]), mais ne reproduisent pas la structure multicouches du
gliome, n'incluent pas l'influence de I'’hypoxie (manque d’oxygene) et donc ne peuvent
étre utilisés a des fins thérapeutiques. D’autres par contres, font intervenir un maximum
de phénomenes [18] et sont par conséquence complexes et leur nombre élevé de para-
metres les disqualifie pour des fins cliniques.

Le modele qu’on présente, celui proposé par Lagaert [26] est considéré comme in-
termédiaire, proche de la réalité et des observations cliniques. Il prend en considération
les différents types de populations cellulaires faisant ainsi reproduire cette structure mul-
ticouche typique au gliome. L'apport en nutriments et en oxygeéne et leur impact sur la
croissance de la tumeur et sur la formation de la néo-vascularisation est clairement mis
en évidence.

FIGURE 1.1 — Exemple d'une structure multicouches typique aux gliomes. Au centre le coeur né-
crosé, a 'extérieur les cellules proliférentes et entre les deux les cellules quiéscentes. Le diametre
de ce sphéroide est 1.4mm [42].
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Matiere blanche

Matiere grise

FIGURE 1.2 — Cerveau.

2 Bagage biologique et médical

2.1 Lecerveau

Le cerveau est le centre du systéme nerveux et se trouve au centre de la cavité cra-
nienne, beignant dans un liquide, appelé liquide céphalo-rachidien (ou céphalo-spinal).
Il est rattaché aux os du crane par les méninges. Ceux sont trois couches, la dure meére
qui tapisse les os du crane, I'arachnoide et la pie-mere qui recouvrent tout le cerveau.
Entre ces deux dernieres couches se trouve le liquide céphalo-spinal et des vaisseaux san-
guins qui irrigue le cerveau. Les neurones jouent le role principal dans le traitement de
I'information nerveuse, quant aux cellules gliales, (qui occupent 50% du volume céré-
bral), elles remplissent diverses fonctions assurant un bon fonctionnement des neurones.
Ces derniers, communiquent entre eux par des signaux (électrochimiques ) envoyés via
I’axone (prolongement du neurone). Le point de jonction entre 'axone d’'un neurone et
d’'un autre neurone (la ou le signal est transmis) est appelé la synapse. Il peut exister des
milliers de terminaisons synaptiques pour un méme axone.

Les axones sont regroupés en faisceaux de fibre nerveuse assurant la connexion entre
le cerveau et le reste du corps et entre les différentes zones du cerveau. Ils sont enveloppés
d’'une gaine de myéline (substance blanche) permettant une transmition rapide du signal
(I'information).

Le nom de matiéere blanche, pour la zone occupée par les faisceaux d’axones estdti a la
couleur de la myéline. La zone occupée par les neurones et les cellules gliales est connue
par la matiere grise.

Lalongueur totale des axones myélinisés dans le cerveau adulte d'un humain dépasse
les 100 000 kilometres.
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2.2 Legliome (La tumeur cérébrale).
Description et évolution

Une tumeur est un amas de cellules qui ont muté et qui ne sont plus sensibles a la
régulation de la division cellulaire. Ayant développé leurs propres signaux de croissance,
ces cellules tumorales se divisent de maniere anarchique envahissant et asphyxiant les
cellules saines des tissus voisins.

Les tumeurs cérébrales sont classées en deux types :

— Les métastases qui proviennent d'un cancer d'un organe extérieur au cerveau (phase
terminale).

— Les tumeurs dites spontanées ou primaires. Elles proviennent de différentes cellules
du cerveau ou du reste de la boite cranienne. Elles sont classées, selon I’OMS (orga-
nisation mondiale de la santé), en quatre grades (du grade I pour des tumeurs non
malignes et pouvant étre totalement soignées par chirurgie au grade VI ot elles sont
considérées comme malignes et agressives, laissant au malade atteint une durée de
vie courte de 6 a 12 mois).

Parmi les tumeurs spontanées, on distingue les méningiomes qui se développent
lentement sur le périphérique du cerveau (la ou sont localisées les méninges) et
les gliomes qui sont causés par différentes cellules gliales et qui représentent 50%
des tumeurs primaires. Les gliomes de différents grades ont un caracteére infiltrant
sans effet de masse, c’est a dire qu’au cours de leur évolution ne vont pas repousser
et comprimer les tissus sains mais s'y mélent et les envahissent ne laissant pas de
limite claire entre les tissus sains et les tissus cancéreux.

Tout commence, lors de I’évolution d'un gliome, par un tas de cellules qui mutent et
qui se divisent en permanence, en consommant les nutriments et ’'oxygene rapportés
par les réseaux sanguins et présents dans son environnement proche. Ces cellules sont
appelées proliférantes, on note P leur densité et C la densité de ’apport (oxygene et nu-
triments) circulant dans le sang. La tumeur a son premier stade mesure quelques milli-
metres et n’est pas décelable par imagerie médicale telle que I'IRM (imagerie par réson-
nance magnétique). Lorsque les cellules proliférantes se trouvant sur le périphérique de la
tumeur sont nombreuses, elles consomment une grande partie des nutriments et d"oxy-
gene ne laissant pas suffisamment pour les cellules qui se trouvent au centre de la masse
tumorale. Ces dernieres passent alors a I’état quiescent, c’est a dire qu’elles stoppent leurs
divisions tout en restant vivantes. La densité des cellules quiescentes est toujours notée P,
c’est avec le taux de mitose (mitose est la division cellulaire) qu’'on fera la différence. Pour
les cellules proliférantes ce taux de mitose est strictement positif alors qu’il est nul pour
les quiescentes. On note m ce taux qui est fonction de I'oxygene C. Le manque d’oxygene
devient tellement sévere, au centre de la tumeur (c’est I'état d’hypoxie) que les cellules
quiescentes se nécrosent et meurent. On note leur densité N.

A cette étape de I’évolution, qu'on appelle étape avasculaire, la tumeur est bénigne et
la taille de celle-ci est limitée par I’apport pauvre en nutriments et oxygene. Mais afin de
poursuivre sa croissance, la tumeur va déclencher un processus de création d'un nouveau
réseau sanguin pour l'irriguer directement. Ce processus est appelé néo-vascularisation
ou angiogénese. Il se déclenche grace a des mutations génétiques qui rendent la tumeur
capable de sécréter des facteurs pro-angiogénétiques et notamment une protéine appe-
lée VEGF (vascular endothelial growth factor; facteur de croissance de I'endothélium vas-
culaire) et qui stimule la division des cellules endothéliales (ces cellules sont les consti-
tuants des vaisseaux sanguins). Ce caractere est typique des tumeurs malignes.
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CHAPITRE 1. LA MODELISATION DU GLIOME

Attirées par cette néo-vascularisation, des cellules proliférantes vont se déplacer vers
cette nouvelle zone, provoquant ainsi I'invasion des tissus sains. On note I leur densité.
Grace a la richesse de nouvelle vascularisation, les cellules invasives redeviennent proli-
férantes permettant ainsi I’extension de la tumeur.

FIGURE 1.3 —Vascularisation d’une tumeur animale [39].

La prise en compte de I’angiogénese dans la modélisation de la croissance tumorale
est importante dans la mesure ou elle est la cible de certains agents thérapeutiques, ap-
pelés anti-angiogéniques, qui cherchent a la bloquer ou la détruire. Ainsi I'étude de I'effet
de ce type de thérapie sur la croissance est tres attendue.

3 Modélisation des Gliomes

3.1 Lesingrédients et les hypothéses de la modélisation

Il est connu que :

— En raison de leur capacité d’invasion, il est important d’étudier la croissance des
gliomes au sein du cerveau tout entier. Celui-ci est donc le domaine d’étude {2 c R3,
supposé borné, incompressible et indéformable.

— Comme il a été décrit plus haut, la mitose est a I'origine du grossissement de la
tumeur au dépend des tissus sains voisins. Cela entraine un déplacement de I'en-
semble de la tumeur et une variation du volume tumoral. C’est ce déplacement qui
est considéré comme le mouvement global du processus. On note v, la vitesse de ce
mouvement.

FIGURE 1.4 — Schéma décrivant le mouvement global des cellules.

11



CHAPITRE 1. LA MODELISATION DU GLIOME

— Lavariation du volume tumoral est compensée, via la circulation sanguine, par une
perte d’'une part de cellules saines mortes par apoptose (mort cellulaire program-
mée) et d’autre part du liquide spinal. On note L la densité de I'ensemble de ces
constituants du cerveau (cellules +liquide).

On pose les hypotheses suivantes :

— Comme on se place a I’échelle de populations cellulaires, la description de leur
évolution se fait par ’équation de la conservation de la masse. Si d est la densité
de la population en question, cette équation est donnée, (pour les cellules qui se
contentent de suivre le mouvement global telles que les cellules proliférantes (P) et
nécrosées (N)), par

od

E(t,x)+V-]d(t,x):entrées—sorties. (1.1)

— La loi de Fick, considere le flux J; comme un terme d’advection et I'exprime en
fonction de la densité et de la vitesse du mouvement

IdZdV.

— D’autres populations cellulaires, telles que les invasives, sont fortement mobiles.
Pour décrire cette mobilité, I'’équation de la conservation est complétée par diffu-
sion et par chimiotaxie.

— Le terme de diffusion, Ad(t, x), traduit l'infiltration par les cellules invasives
des tissus sains.

— Le terme de chimiotaxie, V- (d(d — 1)VC), traduit I'attraction des cellules par
les zones riches en oxygene C.

— Les travaux in vivo de Hart en 1998 et de Shochat en 1999 (voir [29]) ont démontré
que la croissance en exponentielle d'une tumeur (considérée comme telle) n’était
pas conforme aux observations réelles. Il est plus réaliste de supposer que le taux de
mitose m = m(C) suive une progression linéaire. Celle qui semble appropriée est :

1 si CZcinv

m(C)={ = Liciy <C<ciny (1.2)
Cinv—Cint T

0 si C<cint

— 17! est une fréquence de référence de division des cellules proliférantes.

— cinyp est le seuil d’oxygene pour la transition du type proliférant vers le type
invasif.

— Chypo est le seuil d’oxygene pour la transition du type proliférant (quiescent)
vers le type nécrosé.

— cint est un seuil intermédiaire ou les cellules ne se divisent plus tout en res-

tant vivantes. On peut le prendre égale a la moyenne entre i,y €t Cpypo; Cint =
ChypotCinv
—5—.

Pour mieux comprendre ce formalisme, voir le diagramme 1.5.

Remarque 1.1 Le caracteére incompressible du cerveau et sa fermeture se traduisent par le
fait que U'ensemble des densités cellulaires reste constant. En choisissant des densités nor-
malisées, cela entraine :

N+P+I+L=1. (1.3)

12



CHAPITRE 1. LA MODELISATION DU GLIOME

Mort Quiescence Mitose

|
\ 4

L

Lt

Chypo Cint Cinv C

FIGURE 1.5 - Transition entre les différents types cellulaires.

3.2 Ladescription mathématique

On rappelle que N(t, x), P(t, x), I(t, x) et L(¢, x) sont, respectivement, les densités des
cellules nécrosées, proliférentes, invasives et saines a I'instant ¢ et a la position x € (2.
La dynamique des différentes populations cellulaires suivra le diagramme :

}’flvp a

FIGURE 1.6 — Dynamique cellulaire.

Comme la population des cellules nécrosées et des cellules proliférentes suit le mou-
vement global de la tumeur, I'équation (1.1) de la conservation de la matiere s’écrit pour

— les cellules nécrosées qui proviennent de la mort des cellules proliférantes avec un
taux de mortalité y

ON

at(t,x)+V-(l/(l‘,JC)N(L‘,JC))=YfNPP(t,JC), (1.4)

Jnp est une fonction seuil déterminant le passage en nécrose, donnée par :
fxe (©) =H(c = chypo), (1.5)

avec
1+ tanh(Rx)

2
R est une constante de régularisation (ou de raideur) prise R = 500.

ﬁ(X) = ’

— les cellules proliférantes

oP

o (t,x)+V-(v(t,x)P(s, x)) = m(c)P(t, x) — aP(t, x) + PI(¢, x) — Y fn, P(£, %),  (1.6)

13



CHAPITRE 1. LA MODELISATION DU GLIOME

— le terme aP(z, x), représente les cellules proliférantes qui ont transité a I'état
invasif avec un taux «,

— le terme PI(z, x), représente les cellules invasives qui ont transité vers I'état
proliférant avec un taux f,

— le terme y fin, P(z, x) estle nombre des cellules proliférantes qui se sont nécro-
sées.

La population des cellules invasives est décrite par une équation de type "réaction-
diffusion" complétée par un terme de chimiotaxie, vu leur déplacement privilégié vers les
zones riche en oxygene, on obtient

%(t, x)+V-(v(t,0)I(t,x) -V - K VD) +nV-(1-DIVC) =aP(z, x) - pI(t, x), (1.7)

ou 1 est le coefficient de chimiotaxie.

Comme les cellules invasives infiltrent les tissus sains (mélangés avec le liquide), cette
population va subir I'effet inverse que subit la population de cellules invasives. De plus,
le liquide expulsé est proportionnel a la variation du volume de la tumeur lors de la crois-
sance. L'équation complete régissant la densité du "liquide" est

JL L
— (5, x)+V-(v(t,x)L(£, X))+ V- K VD) -nV-(1-DIVC) = = ———

C)P(t,x)dx, (1.8
B IILIILQme( )P(t,x)dx, (1.8)

le terme || () m(C)P(t, x)dx, représente la variation du volume de la tumeur.
La concentration de I'oxygene dans le sang est décrite par I'’équation

%(l‘, x)+ V- (KcVC(t, x)) =—08;P(t, x) + 82F 47m (Cpnax — C), (1.9)
ol 8;P(t, x) représente la consommation en oxygene des cellules proliférantes avec un
taux 81, F,;,,, est 'apport en oxygene par le fond des raiseaux avec un taux 8,, Cpax est le
seuil de concentration maximale en oxygene.

Les tenseurs de diffusion des cellules invasives Kj et celui de la concentration en oxy-
gene K¢, s’expriment en fonction d'un tenseur de référence noté K, (K; = A;K et K¢ = AcK).
Ce tenseur de référence est défini par:

K=(1-P-N)Ksgin+ P+ N)Kym,

ou K,,inestle tenseur de diffusion dans le cerveau sain et K4, est le tenseur de diffusion
dans la tumeur. Tous deux peuvent étre fournis par une IRM dite de diffusion.
En faisant la somme des expressions (1.4), (1.6)~(1.8), la relation (1.3) entraine

L(t, x)

V-v=m(C)P(t,x) -
ILI, ¢

C)P(t, x)dx. 1.10
fgm()(x)x ( )

Laloi de Darcy donne une relation entre la vitesse v et le potentiel m, a savoir
v=-K,Vn (1.11)

ou K, est un tenseur de diffusion qui traduit I'influence de la structure du cerveau et donc
peut étre égal a K.

Il reste a décrire le phénomene de 'angiogénese. On suppose que c’est un mécanisme
d’adaptation a I’état d’hypoxie. Les cellules hypoxiques de la tumeur vont sécréter le fac-
teur de croissance vasculaire endothéliale (appelé VEGF) qui est al’origine de la fixation et
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CHAPITRE 1. LA MODELISATION DU GLIOME

de la formation de la néo-vascularisation. Comme pour les cellules invasives, leur quan-
tité |[Ill, () varie en fonction de I'hypoxie, en introduisant pour I'angiogénése un quanti-
ficateur numérique &, et en supposant que sa variation par rapport au temps est propor-
tionnelle a la quantité des cellules invasives, on obtient une description de la concentra-
tion ¢ par I'’équation différentielle

dé 1 _i
%(z‘)_T2 fQI(t,x)dx o fQP(t,x)dx, (1.12)

ol Ty, T3 représente respectivement la vitesse de formation et de dégradation de la néo-
vascularisation. Le terme f—g S P (t,x)dx, représente la dégradation de la vascularisation
par la tumeur.

L'apport en oxygene est donné par

{ Faim=Fo+ Fangio
chgio = FmaxP tanh(¢),

Fy et Fhax sont deux parametres qui peuvent étre définis par une IRM dite de perfusion
(ou biopsies).

Comme il n'y a pas d’échange avec I'extérieur du cerveau, toutes les conditions aux
limites sont soit de type Dirichlet ou de type Neumann (flux nuls sur le bord du cerveau).

4 Proposition d'un modele "Position particuliere"

Pour que les modeéles soient mieux représentatifs de I’évolution d'une tumeur, on de-
vrait inclure la position de cette tumeur au sein de I'organe, comme cela a été noté par
Filipovic et al dans [17] en raportant, "In order to make a clinically relevant cancer simula-
tion tool that accurately predicts in vivo tumour growth dynamics, shape and spread throu-
ghout an organ, computational models must consider the location of a tumour within the
organ, and the physical constraints placed on growth by that organ’. Si cette tumeur se
situe a proximité du crane, son évolution ne se fait pas autour de la masse tumorale mais
plutét a 'intérieur du crane. On tente, dans cette section, d’établir un modele pour ces
positions particulieres.

On suppose que le cerveau est le carré unité. Une tumeur, qui se trouve a proximité
et a gauche du crane, occupe au début de sa formation une position x=0et y € [0,1]. On
suppose aussi que les cellules, se trouvant a une position quelconque (x, y), se déplacent
aléatoirement vers les trois directions de positions (x + hy, y), (x+hy, y+hy) et (x+ hy, y —
hy) avec des probabilités respectives P, P, et P3.(voir diagramme ci dessous)

o(x+hy,y+hy) (P2)
/

(x,y) — o(x+hy,y) (P1)
N\

o(x+hy,y—hy) (P3)
Ces hypotheses se traduisent par I’équation du bilan suivante

u(t+ At,x,y) — u(t,x,y) (1.13)

variation entre ¢ et t+/\¢

= u(t,x,y) —Prult,x+hy,y)+Poult,x+hy,y+hy) +P3u(t,x+hy,y—hy)
N—— \ J/

n'g

quantité existante quantité déplacée

+ At (Entrées-Sorties)

-

par unité de temps
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CHAPITRE 1. LA MODELISATION DU GLIOME

On effectue un développement des quantités u(z, x+hy, y), u(t, x+hy, y+h,,) et u(t, x+
hx, y - hy).

ou ,Pu
u(t,x+hy,y)=u(t,x,y)+ hy o —(t,x, )+ = hxf) 2(txy)+

0 0
u(t,x+hy,y+hy)= u(t,x,y)+ hx—u(t,x, n+ hya—u(t, x,¥)

ox
1(, ,Fu Pu ,Fu
5 hxﬁ([ X, ¥) +2hy hyé? Dy (t, x, y)+hya 2(t X, y))
ou ou
u(t,x+hy,y—hy) = u(t,x,y)+hxa(t,x,y) ' 3y —(t,x,)

1 zﬁzu Fu 82
+§(hx@(t,x,y)—2h hyE) Dy (t,x, y)+hy8 2(l‘x |+

En portant ces développements dans (1.13) et en réarrangeant les termes jusqu’al’ordre
2, on obtient

u(t+At,x,y)—u(t,x,y)= ult,x,y)—P1+P2+P3)u(t,x,y)
ou ou

2

h2 Fu
—(P1+P2+P3)—W(l‘ , X%, ¥) — (P2 —P3) hy hya Dy (t,x,5)

2

262

En divisant I'équation par I'unité de temps At et sachant que P, + P, + P3 = 1, cette
derniere devient

—(Py+P3)— (t x,y) + At(Entrées-Sorties) + ..

u(t+ At,x,y) —u(t,x,y)

v (1.14)
= i au(t x,y)— (Pz—Ps)—@ iy Ou —(t,x,y)
At Ox At dy 2At Ox?
y Pu ne Pu
—-(P2 - 3) —(,%,))—(P2+P3) —— == (£, x,¥)

Aaa 2A82

+(Entrées-Sorties) + ...

On note les composantes de la vitesse

~ h
{ U= 4

— n

Uy=Ap

et les composantes du tenseur de diffusion

Dy = %

xx—zAt

2

Dy, = &

YV~ 2 Ar
— _hth’
Day=Dyx="7
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CHAPITRE 1. LA MODELISATION DU GLIOME

Par passage a la limite dans I'équation (1.14) (At, hy et hy, — 0), on obtient I'équation
de diffusion

Ou (s )= Ou , L V.(DVw) (¢
9 LX) = _an( X, ) —(P2— S)Vya_y( %, y) = V.(DVu)(¢, x,y)
+(Entrées-Sorties)
ou .
. D 5 (P2 —P3)Dy
D= lim X 2 Y 1.15
At,hx,hyﬁo( 3(P2—P3)Dy; (P2 +P3)Dy, (1.15)
et

Uy = limAt,hx_>0 Uy
vy = hmAt,hy—>0 Uy.

En considérant seulement I'ordre 1 dans les développements et en suivant les mémes
étapes, on obtient I'’équation de transport

du

En (t,x,y)=- vx@ (t,x,y) — (P2 —P3) vyg—; (t,x,y) + (Entrées-Sorties). (1.16)

ox

Le mouvement des cellules nécrosées (N) et des cellules proliférantes (P), qui est le
mouvement de déplacement de la tumeur, est décrit par I’équation (1.16). Quant au mou-
vement des cellules invasives (I), des cellules saines (L) et de I'oxygene (C), qui subissent
une diffusion en plus du mouvement de la tumeur, est décrit par I’équation (1.15). Les
"Entrées-Sorties" sont celles considérées dans le précédent modele.

On rappelle aussi que les cellules invasives prévilégient le déplacement vers les zones
les plus riches en oxygene, d’ou un rajout d'un terme de chimiotaxie suivant le gradient
de I'oxygene pour I’équation régissant le mouvement de ces cellules.

On est en mesure de résumer les équations qui décrivent I’état de la tumeur, a savoir :

les cellules nécrosées

a_N
ot

ON

ON
o (t,x,y) — (P2 _P3)Vya_y(t, X, )+ YN P X, ),

(f;xJ/):_Vx

les cellules proliférantes

8_P
ox
—aP(t,x,y) +PI(L, x, y) — Y N P (8, X, 1),

op - Py~ Payv, 2 p
by = —vx—(,x,y) — (P2 - 3)Vya_y(t;x;J/)+m(C) (t,x,y)

les cellules invasives

o - o Py~ Pa) v, V.(DVI
AU —vxa(t,x,y)—( 2~ s)vya—y(t,x,y)— .(DVD(z, x,y)

-nV- (1 -DIVC) +aP(t,x,y) —pI(t, x, ),

le liquide et les cellules saines

oL - oL P, — Py v, 2L V.(DVI
5,(Lxy) = —vxa(t,x,y)—( 2— 3)vya—y(t,x,y)— .(DVD(t,x,y)

+nV-((1-DIVC) -

L
ILI, 1

C)P(t,x,y)dxdy,
fgm()(xy)xy
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I,OXygéne
(t X L)_ Ux (t X J/) (12 13)1/ (l)x ") ;(D;C)(t»x ")
al’ > ax i yay ’ ’

_61P(tl X, J/) + 62Fini (Cmax - C)

Les coefficients qui interviennent dans ces équations tels que m(c), o, B, Y, fnp,... sont
tous définis dans la précédente section.

On peut envisager d’autre positions de la tumeur, quand par exemple celle-ci est si-
tuée en bas et a proximité du crane; c’est a dire qu’au début de sa formation, elle occupe
une position y =0 et x € [0,1]. Le déplacement des cellules se fait alors de bas en haut
suivant ce diagramme.

(P3) (P1) (P2)

L] L] o
(x=hy,y+hy) (x,y+hy) (x+hy,y+hy)
N ! /

L[]

(x,y)

L'équation de diffusion et de transport d'une quantité de cellules de densité u(z, x, y)
sont données par :

— I’équation de diffusion

Ou - Py — Py 2L Ou V.(DV
9% y)= —vx(Ps— z)a(t,x,y)—vya—y(t,x,y)— .DVu)(t,x,y)

+(Entrées-Sorties)

ot le tenseur de diffusion est

D= fim [ B2*Po)Dux (P2 —P3)Dy,
At hghy—0\3 (P2 = P3)Dyx Dyy

— J’équation de transport

Ou ~ p._p u ou Entrées-Sorti
E(t’x’y)_ —(P3 - g)vxa(t,x,y)—vya—y(t,x,y)+( ntrées-Sorties).

On peut également envisager la situation suivante, on suppose que le centre de la
tumeur coincide avec l'origine (0,0). Dans ce cas c’est la moitié supérieure du cerveau

qui est supposée étre le carré unité. Le déplacement envisagé des cellules suivra alors ce
diagramme.

(Ps3) (P1)
[ ) [ )
(x,y+hy) (x+hy,y+hy)
! /
° — ° (PZ)
(x,y) (x+hy,y)

L'équation de diffusion d'une quantité de cellules de densité u(z, x, y) est donnée par

Ou . P, + Py Ot P, + Py 2t v.(DV
9 Lxy) = —vx(Pr+ z)a(t,x,y)—vy( 1+ s)ﬁ—y(t,x,y)— .DVu)(t,x,y)

+(Entrées-Sorties),
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CHAPITRE 1. LA MODELISATION DU GLIOME

ot le tenseur de diffusion est

1
D= lim (P11+ PZ)Dxx QPley ,
At,hx,hy—>0 QPlDyx (Pl + PS)D_yy

et ’équation de transport est

O P Py + Py, O Entrées-Sorti
E(t,x,y)— —(P1+ z)vxa(t,x,y)—( 1+ z)vyg—y(t,x,y)+( ntrées-Sorties).

Conclusion 1.1 Dans cette derniere partie, un modele décrivant l'évolution d’'un gliome
(quand il est situé a proximité du crdne) est présenté. Il est souhaitable de :

— le résoudre (ce qui a été tres compliqué avec la méthode que l'on présente dans cette
these),

— le confronter a des données réelles pour le valider.
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Chapitre 2

Lapproximation dans certains espaces
fonctionnels

1 Introduction et motivation

L'approximation dans des espaces fonctionnels, tels que L2(-1,1p,L%(0,1]D, C ( [0,T];12 (0,1 [))
ou alors C ([O,T] :12(10,1[ % ]O0, 1[)), passe d’abord pas le développement des éléments de
ces espaces en séries convergentes, ensuite par la troncature de ces séries (approximation
par des sommes partielles).
Ce procédé, c’est a dire la représentation d’'une fonction par une série, est un concept
gu’a utilisé Joseph Fourier en 1822 pour résoudre des équations différentielles et aux déri-
vées partielles. Mais les outils mathématiques pour faire aboutir cette résolution faisaient
défaut. IT a fallut pres d'un siecle pour que les mathématiciens analystes dégagent les ou-
tils d’études adaptés comme :

— La théorie de I'intégration, avec les résultats de Hadamard, Lesbesgue et Borel sans
oublier la résolution de certaines équations intégrales par Fredholm.

— Lanalyse fonctionnelle, avec les résultats de Riesz, Fréchet, Banach, Hilbert, Von
Neumann,... en définissant le produit scalaire, les espaces [ et L2, 'orthogonalité,
les bases orthogonales, la notion de topologie, de distance et de norme dans des
espaces fonctionnels, la notion d’opérateur linéaire et de continuité d'un opérateur,
de convergence, de complétion d'un espace,...[16].

C’est toujours a des fins numériques et plus précisément, pour la résolution numé-
rique des équations aux dérivées partielles, que 'on s’intéresse a la représentation d'une
fonction par une série en ondelette de Legendre dans des espaces particuliers tels que
C([0,T1;12(10,1D) et C([0, T];L? (10, 1[ x 10, 1D).

Lapproximation dans C ([0, T];12 (0,1 [)) permettra de résoudre numériquement les
équations aux dérivées partielles qui dépendent du temps et d'une variable d’espace. Elle
est obtenue connaissant une base hilbertienne de I'espace de Hilbert L2 (0, 1[). Cette base
est constituée des ondelettes de Legendre monodimensionnelles, notées ultérieurement
{anm(x)}1 <n<N,m>0’ (n, m des entiers, N le nombre de niveaux). Ainsi toute fonction s €

L2(]0,1D peut étre représentée par la série

N
h(.) = Z Z Cannm(-)y

n=1m>=0
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ol1 les coefficients de cette série sont donnés par le produit scalaire de L? (]0, 1[) & savoir

1
Cum= <h»an> :j(; h(X)Wpm(x)dx.

Il reste a exploiter ce résultat pour développer en série, les fonctions u € C ([0, T];L2 (0,1 [)) .
On remarque alors que les fonctions a variables séparées; u(t,x) = V(£)X(x) avec X €
12(]0,1]), peuvent s’écrire V¢ € [0, T] comme suit

u(t,.) V(0)X()

N
V()Y Y ComWnm()

n=1m>=0

N
Y Y V(OCumWam()

n=1m2>=0 v
Cum (1)

N
Y Y ComOWam(),

n=1m2>=0

—

le coefficient C,,,,,(f) = V(#)C,,, prend I'expression souhaitée (sous forme de produit
scalaire) suivante

1
V(t)f XXWnm(x)dx
0

1

f VOXX)Wpm(x)dx
0 ~M——

u(t,x)

1
f u(t, )Y pm(x)dx.
0

C’est ce résultat qui va étre démontré pour une fonction quelconque del’espace C ([0, T];L% (0,1 [))
et qui sera généralisé pour les éléments de I'espace C ([O,T] :12(10,1[x]0,1 [)).

2 Lesondelettes de Legendre

On commencera cette section par un rappel des polynomes de Legendre, ainsi que
quelques propriétés importantes vérifiées par ces derniers.

2.1 Lespolynomes de Legendre

Définition 2.1 Les polynomes de Legendre, notés L,;; n > 0, sont des polynomes de degré
n, définis dans [3] sur l'intervalle [-1,1], comme étant les solutions de I'équation différen-
tielle, dite de Legendre

1 2 dzy dy _ 0
—x )ﬁ(x)—Zxa(x)+n(n+l)y(x)—0, —l1<x<l.

Proposition 2.1 (Caractérisation)(voir [22][32])
Les polynomes de Legendre {L,},~( sont caractérisés par l'une des trois représentations :

1. IIs sont définis par la formule dite de Rodriguez

n

L,(x) = x*-1D"%n>0.

nl2" dxn

21
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2. lIls vérifient la relation de récurrenceVn > 1
(n+ 1)Ly (x)=2n+1)xLy(x) — nL,;—1(x) 2.1)
avec

Lo(x)=1
Li(x)=x.

3. Ils admettent la représentation intégrale
1" n
L,(x)= —f [x+ V1- xzcos(t)] dt.
TtJo

Ces polyndmes possédent les propriétés suivantes :

1. Lafamille des polynémes de Legendre {L,},~ est orthogonale dans 12(-1,1];

1 0 sinm
(Lp,Lp) = ﬁan(x)Lm(x)dx—{ 2n2+1 sin=m.

La famille {\ / 2”2“ Ln} - est orthonormée dans 1.2 (]—1,1]).
nz

2. Le polynome de Legendre L, est pair (respectivement impair) si n est pair (respec-
tivement impair), de plus Vn > 0,on a

L,(1)=1
2.2
{ Lp(=1)=(=D". (2.2
3. La primitive du polynéme de Legendre est donnée par
an(x)dx: (Ly+1(x) —Lp-1 (). (2.3)
2n+1

Le résultat, tant important pour cette étude, sur le développement en série de Le-
gendre d'une fonction de carré intégrable est donné par le théoréme suivant.

Théoreme 2.1 [22] Soit h une fonction de carré intégrable sur [-1,1], alors, on a dans

12(-1,1])
h=Y

n=0 2

2n+1

<h)Ln>Lny (2.4)

et on a l'égalité de Bessel-Parseval

1 2
||h||2:f_1|h(x)|2dx= y

n=0

n+1

<R, L) 2.
Sila fonction h est réguliere, le théoréme suivant assure la convergence ponctuelle de
la série (2.4).

Théoreme 2.2 [22] Soit une fonction h € C®(]-1,1[). Alors les coefficients de Legendre
(h,Ly); n >0, sont a décroissance rapide etV x € [-1,1] ona

M= ¥ 2 L L0 2.5)
n=0

La convergence de cette série est absolue ainsi que pour toutes les séries des dérivées de la
fonction h.
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2.2 Lesondelettes de Legendre

Dans toute la suite, on note par j un entier positif non nul fixé. Lintervalle [0, 1] est
subdivisé en 2/~! sous intervalles notés I,,, tels que

1= U I

1<ng2/-1

avec
n-1 n
2i-1"2j-1

n= )

a l'exception de
27711
Izj—l = [?, 1 .

Définition 2.2 Les ondelettes sont une famille de fonctions construites a partir de la dila-
tation et de la translation d’une fonction de moyenne finie, appelée ondelette mere. Si cette
ondelette mere est notée \, si a est le parametre de dilatation et b le parametre de transla-
tion, alors la famille d’'ondelettes notées \y , 1, est définie pour a,b € R et a #0, par
1 (x=b
Wap(X)=lal"2y (7) .

Remarque 2.1 Ces fonctions ont été introduites par J.Morlet en 1983.

1 . . N .
1. Lefacteur|al 2, normalise ces fonctions dans le sens ot la norme ||u/a,b ||L2, est indé-
pendante de a et b.

2. Si les parametres de dilation et de translation varient de facon continue sur R, on
parle de famille continue d'ondelettes et il s'agit d’'une famille discrete si ces para-
metres sont discrets dans R.

Définition 2.3 Les ondelettes de Legendre sont une famille discrete de fonctions, obtenue
par dilatation, avec un parameétre a=2/"1, et par translation, avec un paramétre b= (2n —
1)2771, des polynomes de Legendre [5]. Elles sont définies, sur Uintervalle [0,1] par

l . . —
m+322Ly (2 x—2n+1) si Jmr S X < 57 (2.6)

0 ailleurs,

Wnm (x) = {

oiun=1,...2""Yetm>0; n représente le niveau de décomposition de l'intervalle [0,1] et
m est le degrés du polynéme de LegendreL,,).

Proposition 2.2 La famille d’ondelettes définies par (2.6) forme un ensemble orthonormé
dans Uespace1? (10,1(). Elle vérifie donc la propriété

1
<an;Wn’m’> :j(; an(x)Wn’m’ (x)dx = 6nn’6mm’v
8, représente le symbole de Kronecker.

Preuve. Cette propriété découle de la définition de ces fonctions, de leurs supports et du
fait que les polynomes de Legendre soient orthogonaux dans L% (]—1,1[).

Le coefficient \/ m + %, qui apparait dans la définition de (2.6), assure 'orthonorma-
lité. m
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3 DLapproximation dans 1 (]0,1[)

3.1 Décomposition des éléments de 1.2 (0, 1[)

Pour énoncer un résultat sur les bases hilbertiennes de 'espace L? (]0,1[), on se réfere
a un théoréme de caractérisation de ces derniéres.

Théoreme 2.3 (Caractérisation des bases hilbertiennes) [13]

Soient H un espace de Hilbert et {ei};cy,, ,,. une famille orthonormée de H. Les condi-
tions suivantes sont alors équivalentes :
est une base hilbertienne.

(h,e;)e;.

I {ei}ielindex
2. ToutheH, h=Y ;q
3. Pour tout h, g € H,

(h,g)= ) <(hepei,g)= ) <(hen(ge).

i€lindex i€lindex

index

4. Tout h € H satisfait l'identité de Parseval,

Ihl?= )Y Khe)l®.

iEIindex

Grace al'assertion 2, on peut démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 2.4 La famille {anm}lgngzj_l est une base hilbertienne de 1.2 (]0,1]).

,m=0

Preuve. Il suffit donc de vérifier que toute fonction & € L? (]0,1[), admet la décomposition

2/-1

h()=) Y CumWnm(), 2.7)

n=1 m=>0

ou les fonctions y,,,,;; n=1,..., 2J=let m > 0 sont les ondelettes de Legendre et les coeffi-
cients C,,,, sont définis par le produit scalaire dans L2 (]0, 1[)

1
Crm =" Wnm) = fo h()Wpm (x)dx. (2.8)

Soit une fonction quelconque & de 'espace L2 (10,1[), on lui associe la série

2J-1

Z Z Cannm-

n=1 m>=0
On doit vérifier que

211 m=k

RO =Y Y ComWnm()

lim
k—+o00 n=1 m=0

=0. (2.9
12(10,1D

On remarque qu’on peut toujours écrire une fonction i € L (]0, 1[) comme suit
2/1
h=) hysur[0,1], (2.10)

n=1

24



CHAPITRE 2. I’APPROXIMATION DANS CERTAINS ESPACES FONCTIONNELS

ot les fonctions h,;1 < n <2/, sont définies sur I'intervalle [0,1] par
hn = hlln .

Il n’est pas difficile de voir que les fonctions &, sont dans L2 (10, 1[). En effet

1 o 1
f hi(x)dx:f”llhz(x)dng W2 (x)dx < oo.
0 0

2T
En passant par le changement de variable,
X=2/x-2n+1, (2.11)
et en notant
1 (X) = by (x) pour x € I,

on a d'une part, la fonction E e12(-1,1]), car

n

1~2 21, .
f o, (X)dX f T R22/dx
-1

2J-1

el
< fo h?(x)dx < oo,
0

d’autre part, le théoreme (2.1) appliqué a E entraine dans L2 (]—1,1[) la décomposition
suivante

E:z: Z 2m2+1 <h~n;Lm>Lm;

m=0

c’est a dire que

~ mkom4l
freo m=0 120-1,1)
A partir de (2.10), on a
20" m=k 2J-1 21"V m=k
h— Z Z Cannm = Z hn_ Z Z Cannm
n=1 m=0 LZ(]O,I[) n=1 n=1 m=0 LZ(]O,lD
2i-1 m=k
< :E: ]ln - EE: (:ilnlli’nrn
n=1 m=0 12(0,1])
2071 a1 m=k 2 %
< j{: ./’ hn(x) - j{: (:nrn\Vllnq(xj) dx
n=1 [J0 m=0

En rappelant I'expression des coefficients C;,;, et des ondelettes v, on a

1 m=k 2
f (hn(x)_ Z Cannm(x)) dx
0 m=0

ek 2m+1 . . 2
= f(hn(x)_zjzm:o 5 (fl h,(x)L,2 t-2n+1)dt|L,,(2’x-2n+1)| dx.

n

25



CHAPITRE 2. I’APPROXIMATION DANS CERTAINS ESPACES FONCTIONNELS

En reprenant le changement de variables (2.11), on obtient

21V m=k
h— Z Cnmq—’nm
n=1 m=0 LZ(]O,I[)
1
2J-1 1 m= k2 +1 2 2
< U Fin(X) — 20 > mr (f h (X)Lm(X)—dX) L (X)
n=1 1
12 m= k2m 1 2 2
Z [ f i (X) - Y ( f hn(X)Lm(X)dX)Lm(X) dX
m=0
12 mk2m+1
Z <hanm>Lm
m=0 12(]-1,1])

D’apres (2.12), ce dernier terme tend vers 0 quand k tend vers co. m

4 Lapproximation dans I'espace C ([0, T];L*(10,1])

Pour la définition de I'espace C ([O,T] :12(10,1 [)) et de la convergence en norme, on se
réfere a [14].

4.1 Ladécomposition des éléments de C ([0, T];L?(]0,1])

Théoréme 2.5 Toute fonction h(.,.) € C([0,T];L?(10,1))) admert pour rout t € [0,T], la dé-
composition

2771 oo

h(t,)=) Y Cam@OWnm (), (2.13)

n=1 m=0
ot les fonctions coefficients C,,, qui dépendent de la variable t, sont définies ¥t € [0,T],
par

1
Cnm(t):<h(t;-);\vnm>:j(; h(t, X)W m (x) dx. (2.14)
Preuve. On rappelle qu'une fonction h € C ([O,T] L2 (0, 1[)), vérifie
h(t,.) €L2(10,1D; V€ [0,T].

Ainsi, et d'apres le théoreme précédent, pour tout t fixé arbitrairement dans l'intervalle
[0,T], la fonction h(t,.) peut s'écrire suivant (2.7)

2771 400

h(t,)= Y. Y Coum (D Wnm() dansL?(10,1)),

n=1 m=0

ot les fonctions W,y n=1,..., 2771 m > 0 sont les ondelettes de Legendre et les coefficients
Cum(t), n=1,..,2/71 ' m >0, sont définis par le produit scalaire

1
Cum (1) = <h(t; )»an> :L h(t, X)W pm (x) dx.

Les fonctions h(t,.) et W, () étant dans L? (10,1[), leur produit est dans L' (10,1[), cest ce
qui permet de conclure que les coefficients C,,, (t) sont bien définis pour tout t € [0,T]. On
a de ce fait, construit pour tout indice n et tout indice m, une fonction coefficient C,, (1),
qui dépend de la variable t et qui est définie sur l'intervalle [0, T] par la relation (2.14) m
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Remarque 2.2 1. Pour que les coefficients C,,,,(t); VY t € [0, T], soient bien définis, il suf-
fit que la fonction h(.,.) soit bornée pour tout (¢, x) € [0,T] x [0,1].

2. Ladécomposition des éléments h(.,.) de l'espace 12 (] 0,T[;L2(0,1 [)) se fait de la méme
maniére que celle de I'espace C ([0,T1;L%(10,1D).

4.2 Analyse des fonctions coefficients C,;,

Dans cette sous section, on va énoncer quelques résultats concernant les fonctions
coefficients C,, ;.

Proposition 2.3 (La continuité )

Pour tout h € C([0,T1,12(10,1D), les fonctions coefficients C,, sont continues sur[0,T].
Preuve. Soit ty € [0,T]. La fonction h(., x) étant continue V¥ x € [0,1], donc pour tout €' > 0,
il existe un voisinage de ty, notéV,,, tel que; Y t €V, ona

|h(t,x)—h(ty,x)| <€

A partir de l'égalité

1
1Crm (1) = Crum(t0)| = fO (h(tyx)_h(tO;x))an(x)dx;

on déduit que pour toute >0, et tout t € V4, ona
|Cnm () = Crm(t0)| <,

on prend
, €

g = .
SUP xe(0,1] |\Vnm (x)|

Proposition 2.4 (La dérivabilité)
oh
Si la fonction h € C* (10, T[,L?(10,1]), et si — € L*(10,T[,L?(10,1]), alors les fonctions

ot
coefficients Cpy, sont dans Cclqo, T). De plusona
dCpum (1) fl Oh(t, x)
—_— = . 2.1
dr 0 or Yam (X) dx (2.15)

Preuve. La démonstration de cette proposition est basée sur I'égalité

Cum (t+ A1) =Cppn (1) _fl h(t+ At,x)—h(t, x)
At “Jo At

an (x) dx)

Vtett+ Are]0,TI.
Du fait que la fonction h(., x) est dérivable et continue sur ]0,T[,Vx € [0,1], on a alors
h(t+At,x)-h(t, x) _ oh

¥ _E(t,x)+e(t,At,x),

avec

lim e(t, At,x)=0.
t—0

Ce qui donne

Cam (t+ A1) =Cpum (1) :f ah(t’X)U/nm (X)dx+f €8, At, X) Wnm (x) dx.
At o Ot 0

Par passage a la limite sur At, on obtient la relation (2.15). m
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Remarque 2.3 On peut généraliser le résultat de la proposition précédente. Si la fonction
(k)

oYh

h € C*(10,T[,L2(10,1D), et si
(] [, L= (] D) o7k
Cum sont dans Cckqo,T]. De plus, ona

€ L2(10,T[,L*(10,1D), alors les fonctions coefficients

d®Ch, 1) 0Pt x)
= x)dx.

15k fo Dk Wam (%)
Proposition 2.5 (Un équivalent de l'inégalité de Bessel)

La série des coefficients, associés a toute fonction h € 12 (10, T[;12 (10, 1)),

71 400
Com (1),

n=1 m=0

\*]

est convergente et vérifie pour tout t € [0,T],

2/71 oo

1
Z Y C m(t)gf h?(t, x)dx. (2.16)
0

=1 m=0
Preuve. Soit i € L? (10, T[;L? (10, 1[)) et soient Cyp; m > 0 et 1 < n < 2/71, les coefficients
associés a la fonction & et qui sont définis par la relation (2.14). A partir de 'inégalité

2

1 271 M
f (h(r,x)— Yy Cnm(t)wnm(x)) dx>0; ¥ t€[0,T],
0

n=1 m=0
ona
1 2i-1 1 2j-1
/ R (t,x)dx—2) Z h(t, X)Crm () Wnm(X)dx + Y Z cnm(r)wnm(x)dx>o.
0 n=1 m=0J0 n=1 m=0

Comme

1 1
foh([,x)cnm(t)llfnm(x)dx Cnm(t)jo‘ h(t,x)qfnm(x)dx

= Co(0),
et vu l'orthonormalité des fonctions W, ,,
1 1
fo c2. (Ow2 (xdx = C2 () fo 2 (x)dx
= Con(D),

alors la derniere inégalité se ramene, V £ € [0,T], a

2i-1 M
Z Z nm(t)<f h?(t, x)dx.

Comme le terme de droite est indépendant de M, la série converge et le passage a la limite
sur M donne l'inégalité (2.16), équivalente a I'inégalité de Bessel. m
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4.3

Létude de la convergence

Théoreme 2.6 (de convergence)
Si la fonction u e C ([O,T] ,C2 ([0, 1])) et s'il existe un nombre réel positif « vérifiant pour
tout (t,x) € [0,T] x [0,1]

alors

1.

2.

Fu
%(t)x) g Q, (2'17)

pourmz=2etn= 1,...,21_1, ona

V623
vV2m-1)2m+3)2m+5)2m-3) )

ICrm (D] < (2.18)

La série donnée par (2.13), est uniformément convergente sur [0, T] x [0, 1].
Preuve. On commence par rappeler U'expression des coefficients Cy,,

1
Cnm(t):f u(t,x)anm(x)dx-
0

En remplacgant par l'expression de s ,,,, on obtient

1 . 7 .
Cnm(t):\/m+521/2‘[2]11 u(t,x)L,,2'x-2n+1)dx. (2.19)

2/-1

En effectuant le changement de variables (2.11), l'expression (2.19) devient

1 ip—i [ X+2n-1
-1

Connaissant la primitive de L, notée L,,, a savoir

__ 1
LX) = —— (Lm+1(x) = Ljp—1 (X)), (2.21)
2m+1

une intégration par partie dans (2.20) entraine

T o  X+2n-1 ~
Cnm(t) = m+§2 y u(t,T)Lm(X)

En considérant la propriété (2.2), il vient

1 flau X+2n-1 1 —

—(t, —————) =L, X)dX]|.
1<9X(t 5 )2] mX)d

-1

Ln(1)=Ly(-1)=0,

et la derniére expression de C,,,, devient

Coo () = ] +12—j/22—jf1@(t w)f“(x)dx
nm - m 2 10X ’ 2J m

_ m+%2_3j/2f18_“(t B2 ) 11 00 = L1 ()X
Gma D) _18X ’ 2j m+1 m-1 .

Une deuxieme intégration par partie donne
15-3j/2
ym+ 2™ fl FPu  X+2n-1

- XE2nL) e 0 - Lo ()X
omin2 Jaac o D Emn X =L X)d

Cnm(t) =
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L'hypothese (2.17) entraine
(x2‘57j
V2y@2m+1)

D’apres la relation (2.21), on a

1
ICrm(8) | < f 1 |L 1 X) — Lo X)] dX | (2.22)

1
fl|Lm+1(X)—Lm_1(X)|dX
1 1
) (2m+3)(2m—1)f1l(zm_1)Lm+2(X)_2(2m+I)Lm(X)+(2m+3)Lm—2(X)|dX-

Lapplication de l'inégalité de Cauchy-Schwartz entraine

1
f 1 |L i1 (X) = Lo (X)]| dX
1

1 )2
[
@m+3)2m-1) \J-
2

1
X (f |2m—-1)L2oX)-22m+1)L,,X)+(2m +3)Lm_2(X)|2 dX) .
-1

En tenant compte de l'orthogonalité des polynomes de Legendre, on a

1
f 1 |Lina1(X) = Lin-1(X)] dX (2.23)

V2 (2(2m—1)2 +8(2m+1)2 +2(2m+3)2)%
2m+3)2m-1)\ 2m+5 2m+1 2m-3
_ V2 \/@((2m+3)(2m—1)(2m+1))%
S 2m+3)2m-1)V 23 2m+5)(2m-3)
V12v2m+1
Vem+3)2m-D2m+52m-3)
En injectant (2.23) dans (2.22), on obtient l'inégalité (2.18).
Pour démontrer la convergence de la série, on remarque que

i 1
sUp |Wam ()| <274/ (m+ ).
0<x<1 2

Ainsi, pour tout t € [0, T] et tout x € [0, 1], le terme général de la série est alors majoré

par
\/€a2‘512%\/(m+%)
Vem=-1)C2m+3)2m+502m-23)
V3a272IV2m+1
VCm=-1)Cm+3)2m+502m-23)
V3av2m +1
4n%\/Cm-1)2m+3)2m+5@2m —3).

Ce dernier, est le terme général d'une série numérique de type Riemann convergente.
|

|Cnm(t)\1unm(x)| <

Remarque 2.4 Linégalité (2.18) entraine que la série, de terme général C,,,, est absolu-
ment convergente sur [0, T].
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4.4 Approximation et estimation de ’erreur

Remarque 2.5 Du fait que la série (2.13) est convergente, toute fonction u € C([0,T1,C? ([0,11)),
peut étre approchée par la somme finie (obtenue par troncature de cette série)

2771 M-1

u(t,x)= Y " Cpm (D) Wnm(x), (2.24)

n=1 m=0

et Uerreur de cette approximation est estimée dans le théoreme suivant.

Théoreme 2.7 (estimation de l'erreur)
Sous les hypotheses du théoreme (2.6), on a l'estimation de l'erreur, en norme deC ([0, T];12 (0,1 [))

suivante -
20 1M-1 5. o VBa
sup |lu(t,) =Y Y Com(OWnm() <27 ——. (2.25)
te[0,T] n=1 m=0 12(0,1) 2M -3
Preuve. On a, pour tout ¢ fixé arbitrairement dans [0, T],
- 2/71 2/71M-1
| ut,) - 220 TN @ Wam () 1Y w0 Y Com(Dwnm()
12(10,1D n=1 n=1 m=0 Lz(]O,l[)
21 M-1
< Z un(t,.) — Z Cram(OWnm()
n=1 m=0 LZ(]O,ID
2i-1 [ o 1/2
2
<) ( [(un(t,.), Wam ()] )
n=1 \m=M
2/l
<Y Y ICum(DI.
n=1 m=M

Or, sous 'hypothese du théoreme de la convergence, on a démontré pour tout ¢ € [0,T]
que

V623
VCem=-1)(2m+3)2m+52m-3)

1Crm (D] <

Ainsi Vt€ [0,T],ona

h(t,)= ). Y Cam@®Wnm()

n=1 m=0

2/-1M-1 H

2/-1 00 1

< Z \/€a2‘§f
n=1

M V2m—-1)2m+3)2m+5)(2m—3)

<2j_1\/60(2‘%j Z 1
m=M V2m-1)2m+3)2m+52m-3)

o0
< V6Ba2 27! ! .
=, 2m-3)2m-1)

La derniere somme tend vers zéro car c’est le reste d'une série numérique convergente.
De plus, on peut vérifier que

1 1 1 1
em-3)2m-1) 2\2m-3 2m-1)’
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ce qui entraine

o 1 . N 1 1
Z = — lim Z ( - )
2m-— 3)(2m 1) 2N—+oo s y\2m—-3 2m-—1

1 . ( 1 1 )
= — lim -
2N—-+c0\2M -3 2N-1

11
- 22M-3’
par suite
2/ IM-1 5 1
sup [A(5,)= Y Y Com(OWnm()| < V6a272/72 .
te[0,T] n=1 m=0 2M -3
|

5 Lapproximation dans I'espace C([0,T];L?(]0,1[x ]0,1])

5.1 Généralités dans1>(]—1,1[x]-1,1[)

On commence par rappeler 'espace des fonctions de carré intégrables sur un pavé
[a, b] x [c,d]. On s’'intéressera par la suite au cas ou [a, b] = [c,d] = [-1,1] et au cas ou
la,b] =[c,d]=10,1].

Lespace de Hilbert L2(Ja, b[ x ]¢c,d]), est défini comme étant 'ensemble de toutes les
fonctions v définies presque partout sur [a, b] x [c, d] et vérifiant

b pd ,
f f |v(x, )| dxdy < cc.
a c

Il est muni du produit scalaire, noté ((.,.)) et défini pour u, v € L2(Ja,b[ x ]c,d]) par

(u, v) =fabfcd u(x,y)v(x, y)dxdy. (2.26)
Il vérifie 'inégalité de Cauchy-Schwartz
(e, v)? < Cu,w) (v, v)); ¥ u,veL?(a, bl x J¢,dD),
et il induit la norme, notée |.||
1ol = (v, )% ¥ ve L2(a, bl x Ic, .

Proposition 2.6 La famille obtenue par produit des polynomes de Legendre, {L,,(x)Lp, ()} om0’

est orthogonale dans1.2(1—1,1[ x ]—-1,1[) par rapport au produit scalaire (2.26). Plus préci-
sémentona

(Ln ()L (), Ly () Ly (1))

1 1
f1]1Ln(x)Lm(y)Lnf(x)me(y)dxdy (2.27)

2 2 TR | — !
m2m+151n—n etm=m'.

~ { OsinZn' oum#m’

Preuve. Ce résultat découle du fait que I'intégrale double dans (2.27), se raméne au pro-
duit de deux intégrales simples et de la propriété (2.2). m
Le théoréme (2.1) se généralise en deux dimensions.
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Théoréme 2.8 [13] Pour toute fonction h dans1? (1-1,1[x]-1,1[), ona

2n+12m+1

h(,)=) ). 5 5 L) L (L (), (2.28)
n=0m=0
et on a l'égalité de Bessel-Parseval
) 1 pl 5
11y yary = f 1 f |ns [ dxdy 2.29)
2n+12m+1 2
= > ) 5 5 (L))",
n=0m=0

5.2 Ladécomposition dans 1.(]0,1[ x]0,1[)

Définition 2.4 (Ondelettes de Legendre en deux dimensions)
On rappelle que, dans [31], les ondelettes de Legendre en deux dimensions, sont définies
surle carré1=10,1] x [0,1] comme suit : pour j et j' deux entiers positifs fixés,

!

NI~

2527, jamel ) J2mEly 0] x— 20+ 1)Ly 21y — 20 +1)
. _1 !_1 !
Ynmntm (X, Y) = Sigrr SX< gy el 7 <Y< i (2.30)

0 sinon,
oum,m'>0,n=1,..,2"1, n' =1, ...,2]"_1 etL,, est le polynome de Legendre de degrés m.

Proposition 2.7 La famille d’'ondelettes définie dans (2.30), est orthonormée dans12(I) ;

1 pl
‘/(; f() Wamn'm' (X YW, my n, m| (x, )dxdy=8nn dmm 8n’n’1 6m’m; . (2.31)
Preuve. Cette égalité découle directement de (2.27) et des supports des ondelettes. m

Remarque 2.6 A toute fonction u € L2 (1), on associe les coefficients notés C, 'y €t qui
sont définis par le produit scalaire

1,1
Comnt =Wt = [ - [ e, YW )y (232
Ces coefficients sont bien définis grdce a l'inégalité de Cauchy-Schawrtz.

Théoreme 2.9 (Décomposition dans 12(10,1[ x10,1[))

La famille {wnmn’mr}lgngzj,ly L<n <2/, m.mi>0 €St une base hilbertienne del?(10,1[x]0,1[).
Preuve. On suivra la méme procédure que celle de la preuve du théoreme (2.4). Il s'agit donc
de vérifier que toute fonction u € L2 (), admet dans12(D) la décomposition

2i-12j'-1

ul )= > > Y CommVamn'm' (), (2.33)

n=1 n'=1 m=0m'>0

ot les coefficients Cy,p,p y Sont définis par (2.32).
Pour cela, a la fonction u € 12 (I), on associe la série

2i-12i'-1

S= Z Z Z Z Cnmn’mlwnmn’m’(n-)’

n=1 n'=1 m=0 m'>0
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et on doit vérifier que

201 20"1 ke m=k!

lim u(., )_Z Z Z Z Cnmnm’u’nmnm’( y =0.

k,k'—+o0
’ n=1 n'=1 m=0 m'=
n'=1 m'= 12(1)

La fonction donnée u dans L2 (D), peut étre écrite comme suit

21111
(2.34)

U=y Y upy surl,

n=1 }’l/:1

oil les fonctions w,y, pourl < n <2/  et1 < n' <2771, sont définies sur le carré1 par

(2.35)

n'-1 _n
Zj/_l 'zj/_l

Upp = Ul[ , n
2] 1 2j-1

On remarque que les fonctions uny; n=1,..,2771, n'=1,...,27""1, sont dans 12 (1). En effet

nl

1 pl 5 =
f f uy,(x,y)dxdy = fﬂllfz,]ll u*(x,y)dxdy
0 0 n— n —

2J=1 7 ,j'-1

1 pl
f f u?(x,y)dxdy < co.
0o Jo

En passant par le changement de variables

X=2lx-2n+1 (2.36)
y=2/y—2n' +1, ‘

et en notant

Un XY) = upp(x,y),
n-—1 n
2j—1"2i-1

n-1 n

2j/_1 ) 2]'/_1

V(x,y) € Ip=

on a d’'une part, la fonction U,y € 12 (1-1,1[ x |-1,1[), car

n !

Ll 5T (5T . y
f f o (X, V) dXdY f i f T2 (@ dn @ dy)
-1J-1 n-l

n.—l
2J-1 2’1

o, plpl
< 21+Jf f u*(x,y)dxdy < oo,
o Jo

d'autre part, le théoreme (2.8) appliqué a u,, entraine, dans 12(1-1,1[x]1-1,10), la dé-
composition suivante
2m+12m'+1
Uy = Z Z (Upn', LinLyy) L Ly, (2.37)
m>0m>0 2 2
cest a dire que
, mk’”k2m+12m+1
lim | U () ~ Y Z (Unn'y LinLyyy LinLpy =0, (2.38)
k,k —+00 m=0 m'=0 2 L2(])
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CHAPITRE 2. I’APPROXIMATION DANS CERTAINS ESPACES FONCTIONNELS

ouJ=[-1,1] x [-1,1].
A partirde (2.34), on a

20120V e ' =k
u(,.) - Z Z Z Z Cnm,n’m’an,n’m’(-,-)
n=1 n'=1 m=0 m’=0 LZ(I)
2i-12j'-1 217120V ek m/ =K'
= Z Z Unn' (-, )_Z Z Z Z Comn'm'Vamn'm' (., .)
I— ! I—
n=1 n'= n=1 n'=1 m=0 m'= 20
2i=12i'-1 m=k m'=k'
< Z Z u”n'("')_ Z Z Cnmn’m’u]nmn’m’(-;-)
n=1 n'=1 m=0 m'=0 12(D)
1
2i-12i'1 1 pl m=k m'=k’ 2 2
g Z Z f f unn’(X,Y)— Z Z Cnmn’m'wnmn’m’(x,y) dXdy
n=1 n'=1 0 Jo m=0 m’'=0

En rappelant l'expression des coefficients Cy, ', celle des ondelettes U iy et en re-
prenant le changement de variables (2.36), on obtient

1 pl m=k m'=k’' 2
‘[Of(; (unn’(x»y)_ Z Z Cnmn’m’u’nmn’m’(xry)) dXdy

m=0 m,:O
]

— dXdY

— 1
Unp X, Y) — Z A]] 'mm’ (<<unn’ LinLpy >> ) L X)Ly (Y)

mm'=0

2

1 k' om+12m +1
— Uy X,Y)— ) (U, L Lig YLy X)Ly (V) | dXdY,
2j+]j ] a2 2
avec
A _2j+Tj’ 2m+1 [2m'+1
ji'mm' = \/ 2 5
Ainsi
201 20"V fe ! =K/
u(., )_Z Z Z Z Cnmnm’anmnm’( J
n=1 n'=1 m=0 m’=0 2
12(D)
2l 1ol ! m=k m'= k2m+12m+1
I Z Z Upn' — Z Z Cupn's LLyy ) Lin Ly
]]nln’l m=0 m'=0 2 L2()

De (2.38), on déduit que ce dernier terme tend vers 0 quand k et k' tendent versoo. m

6 Ladécomposition des élémentsde C ([0, T];L*(10,1[ x10,1]))

En suivant les mémes étapes qui ont abouti a la démonstration du théoreme (2.5), on
peut énoncer le théoréme suivant.

Théoréme 2.10 Toute fonction h € C([0,T];1?(10,1[x 10,1])) admer, ¥t € [0,T] la décom-
position

207120"1 4o 100

)= Z Z Z Z Coamn'm' (OWVnmnm (,.), (2.39)

n=1 n’=1 m=0m’'=0
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ott les fonctions coefficients Cy, 1 my, qui dépendent de la variable t, sont définies V' t € [0, T]
par

1 p1
Cnmn’m’ (1) = h(t, ., -)yann’m’» :ﬁ ](; h(t, x, J/)U/nmn'm' (JC, y) dxdy (2.40)

Preuve. Ce résultat est dii au fait que toute fonction h € C ([O,T] 12 (I)) vérifie h(t,.,.) €
L2(I); V€ [0,T], ensuite, on applique le théoreme (2.9). m

Remarque 2.7 Les fonctions coefficients définies par (2.40), vérifient les mémes propriétés
(de régularité) que celles définies par la relation (2.14).

L'équivalent de "l'inégalité de Bessel", s’énonce comme suit.
Proposition 2.8 La série des coefficients, associés a toute fonction h € 12 (]0, T[;12 (I))

; .
2J7127 1 4oo 400

Y X Y Y Cuw (D), pourtout te[0,T],

n=1 n'=1 m=0m’'=0
est convergente et vériﬁe

211211 4o 400

1 pl
Yy yy» cnmnm,(t)gfo fo h?(t,x,y)dxdy; ¥ t€[0,T].

n=1 n’=1 m=0m'=0

Théoreme 2.11 (de convergence)
Si la fonction u e C ([O,T] ,C4(10,1] x [0, 1])) et s'il existe un nombre réel positifa tel que

Mu
‘8 2y 2(t X, y)‘ < «; pour tout (t,x,y) €[0,T] x [0,1] x [0, 1] (2.41)
alors,

1. pourm,m' >2,et1<n<2/"1,1<n' <2/} ona

6a2~ 2+ 1

vVm-1)2m+3)2m+5)2m-3) v2m' -1)2m’ +3)(2m’+5()(2n)2’ —3)’
2.42

|Cnmn’m’(t)| <

2. la série donnée par (2.39), est uniformément convergente sur [0, T] x [0,1] x [0, 1].

Preuve. Pour démontrer I'inégalité (2.42), on commence par rappeler la définition de
Comnm (8); t€10,T]

i . , /
Comnm () =Apm?2 2 u(t,x,y)Lm(fo—2n+l)Lm/(Zf y—-2n +1)dxdy,
| -

nn

A B 2m+1 [2m'+1
mm — 2 2 .

Par les changements de variables (2.36), I'expression des coefficients C,,,,/, devient

X+2n 1 Y+2n' -1
Cnmn/m/(t):Amm/Z f f , 57 )L, X)L,y (VdXdY. (2.43)
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En faisant deux intégrations par parties par rapport a la premiere variable d’espace, I'éga-
lité (2.43) seramene a :

C o () = A '

x (Lrr1(X) = Lypp-1 (X)) Ly (Y) dxay.

X+2n 1 Y+2n' -
’ 2],

On rappelle que

LX) f L,,(X)dX

om+1 (Lm+1(x) = Lyp—1(X)).

Deux autres intégrations, par parties par rapport a la seconde variable d’espace, dans
(2.44) entrainent

X+2n-1 Y+2n' -1

)

2] 27

1 1
Crmnrmt (D= Amm 22 +1221 02)' ffaxzayz
X (L1 () = Lipm1 X)) (L1 (V) = L1 (V) dXaY.

De I'hypotheése (2.41), I'expression de A,y et du théoreme de Fubuni on a

(o
2V2m+1v2m' +1

1
x f 1 | L1 (Y) = Lyy—1 ()| 4Y.

5, s
ICpmnrmy (D < 2720+

f |1 (X) =Ly o1 (X)) dX

En appliquant I'inégalité (2.23), on obtient I'inégalité (2.42) du théoréme.

Pour démontrer |'assertion 2 du théoreme, on vérifie que le terme général de la série
(2.39) est majoré par le terme général d'une série numérique convergente.

En effet, comme

SUP  |Womnme (%, y)|<2 E \/(m+ )\/(m’+ =),

0<x,y<1
alors I'inégalité (2.42) entraine pour tout ¢ € [0, T] et pour tout (x,y) €1
302720+
VEm=-1E2m+3)2m-3)VCZm - D@m +3)2m —3)

|Cnmn’m’ OV nmn'm' (X, y)| <

vuque n<2/7'et ' <2771, on peut écrire,
3a
16n2n2@2m—-3)2@2m' -3)%

Le terme de droite est celui d'une série numérique de type Riemann convergente. m

|Cnmn’m’(t)\l/nmn’m’(xy J’)| <

Remarque 2.8  — Lasérie (2.39) étant convergente, toute fonction u € C ([0, T1;C*([0,1] x [0, 1]))
peut étre approchée, pour tout t € [0,T] et (x,y) €I par la série tronquée
2i-12/'-1 M
ult,x, )=y > Y Z Chmn'm' OV nmnm (%, ¥) - (2.44)

n=1 n’=1 m=0m’'=0

— Les approximations (3.38) et (2.44) donnent naissance a une méthode de résolution
des équations aux dérivées partielles mono et bidimensionnelle en espace. C’est la
méthode exposée dans le chapitre qui suit.
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Chapitre 3

La méthode de résolution

1 Intoduction

En faisant une recherche bibliogaphique, on a constaté qu'une large documentation
est disponible concernant la résolution, par les ondelettes de Legendre, des équations dif-
férentielles, intégrales et intégro-différentielles. Quant a la résolution des équations aux
dérivées partielles (en présence de deux variables et plus), par la méthode des ondelettes,
tres peu de travaux s’y sont consacrés. On peut énumérer quelques techniques utilisées
pour la résolution de telles équations.

Soit u I'inconnue d’'une équation aux dérivées partielles d’ordre deux et a coefficients
constants, a variables spatiales.

1. Dans [47], Yin et Song ont utilisé les ondelettes de Legendre en deux dimensions,
introduites par Parsian dans [31] et définies par, pour n,n' > 1et m,m’' >0,

ann’m’(x» J/) = an(x) anm/(y).
IIs ont approché la dérivée d’ordre 4 par

O u

0x20y?

I

Z Z Chmn'm'Vnmn'm' (X, ¥) (3.1)

n,n' m,m’

Clwy(x,y),

(x,)

ou le vecteur y(x, y) est formé de toutes les fonctions W,/ (X, y)

W(X, y) = (ann’m’ (x, y))nmn,m, ’
avec, n=1..21"5, m=0.M-1;n/=1..27 Let m' =0..M' =1 (j, j', M et M’ sont des

entiers positifs fixés). Les composantes du vecteur C, notées C,;;,,,/ sont définies
par le produit scalaire

1 pl 841,!
Cnmn’m’zﬁ fO axz—aJ/z(x;J/)ann’m/(X,y)dxdy.

Connaissant les matrices d'intégration des ondelettes notées, P, et Py, définies dans
[31] par
Jo v y)dt=Py(x,y)

JJwx,ndt=P,y(x,y),
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I'utilisation d’intégrations successives dans (3.1), permet d’exprimer I'inconnue u
ainsi que toutes ses dérivées en fonction des vecteurs C et y, des matrices Py, P,
et des conditions aux limites considérées. La substitution de toutes ces expressions
dans I'équation aux dérivées partielles, ramene celle-ci, prise aux points de collo-
cation, a un systeme algébrique d’'inconnu le vecteur C. La taille de ce systéme est
21=127'- MM’

2. Dans [6], Aziz et al ont utilisé ces mémes ondelettes de Legendre en deux dimen-
sions, mais c’est chaque dérivée d’ordre deux qui est décomposée en ondelettes et
approchée par

P

a_;;(x’ 9 =CTyx, ), (3.2)
@(x, y) =Ky (x, ). (3.3)
0y?

La procédure est la méme, ils substituent les différents termes qui apparaissent
dans I’équation considérée apres avoir intégrer (3.2) et (3.3). Aux points de collo-
cation, ils se raménent a un systéme algébrique dont le nombre d’inconnues est
deux fois plus grand que le nombre d’équations. Ils ont remédié a ce manque en
rajoutant le systeme découlant de I’égalité

CTP2y(x, y) + x%(O, ) +u0,y)
- xTp2 Ou
= K'Pjy(x,y) + yay (x,0) + u(x,0)

prise aux points de collocation. Cette égalité est le résultat de deux intégrations suc-
cessives de (3.2) et (3.3) respectivement. La taille finale du systeme qui permet de
retrouver C et K est 2 x 27712/~ 1MM’.

Linconvénient de cette technique est qu’elle ne s’adapte pas en présence des déri-
vées croisées.

3. Dans [8], Banifatemi et al se sont intéressés a I’équation intégrale mixte de Volterra-
Fredholm. Ils ont approché la fonction inconnue u par

u(x, y) =y (@) uy(y), (3.4)

ol U est une matrice, W(x) est le vecteur constitué de toutes les ondelettes W, ,,, (x).
En remplacant I'expression (3.4) dans I’équation intégrale, ils se reménent a la réso-
lution d’'un systeme algébrique d’inconnue U.

4. Dans [46], Venkatesch et al se sont penchés sur I’équation d’advection (les variables
sont le temps et I'espace). IIs ont commencé par la transformer en une équation
intégrale ou seule la dérivée de 'inconnue u par rapport a la variable espace x
apparait dans cette équation intégrale. Ensuite, ils ont combiné les ondelette de
Legendre en une dimension et la base canonique polyndmiale pour approcher la
fonction inconnue par

ut,x)=3 Y ComWnm(X)Pu(0), (3.5)

n=1m>=0

ol sont les ondelettes de Legendre en une dimension, ¢,(¢) = t" et les coeffi-
cients C,,,,; sont donnés par

1 pl
Cum= (2m—1)f f u(t, )V ym(x)P,(Hdtdx.
0o Jo
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Le méme procédé transforme I’équation intégrale en un systeme algébrique d’in-
connus les coefficients C,,;,.

Quant a laméthode qu’on propose pour résoudre les équations aux dérivées partielles
spatio-temporelles, elle est basée sur la décomposition de la dérivée seconde par rapport
a la variable espace x de la fonction inconnue u en ondelettes de Legendre monodimen-
sionnelles. La variable temps ¢ apparait alors dans les coefficients de cette décomposition.
On posera

n=2/"1 m=M-1

2% Crm (W () 3.6)

Ox?

I

n=1 m=0

1
O
|
=
3
a3

Les fonctions coefficients du vecteur C(¢) sont définies par

1 Pu
Cnm(t):‘[0 @(x,y)wnm(X)dX- (3.7)

Connaissant la matrice d’'intégration P qui est définie dans [34] [1][2] par

X
fo y(1)dt =Py ), (3.8)

des intégrations successives de la relation (3.6) permettent d’exprimer la fonction in-
connue u ainsi que ses dérivées en fonction de la matrice P, des vecteurs C, v et des
conditions aux limites. La substitution de toutes les expressions obtenues dans 1'équa-
tion étudiée, transforme cette derniére en un systeme d’équations différentielles en temps
d’inconnue C de taille 2/~ M.

Les avantages :

1. Le premier avantage de cette méthode réside dans la taille du systeme a résoudre.

2. Le second réside dans le fait que cette méthode est naturellement généralisée a la
résolution des équations aux dérivées partielles en présence du temps ¢ et des va-
riables spatiales x, y.

3. Le troisieme avantage est qu’'on peut I'adapter a des ordres élevés de dérivation.

4. Aussi, la généralisation en présence de la variable temps ¢ et des trois variables es-
pace x, y et z est possible. Pour ce dernier cas, on a besoin de calculer les trois
matrices opérationnelles d’'intégration, ce sera le but du chapitre 4.

Avant d’exposer, dans les détails, cette méthode de résolution, on présente les ma-
trices d’intégration, notée P pour les ondelettes de Legendre monodimensionnelles et
celles notées P, et P, pour les ondelettes bidimensionnelles et on démontrera qu’elles
sont inversibles.

2 Les matrices opérationnelles d’intégration

2.1 Le cas des ondelettes monodimensionnelles

On rappelle que les ondelettes de Legendre en une dimension, sont définies sur I'in-
tervalle [0, 1] par

I [am+1 ] j 1l
22, /2y, (2 x—2n+1) si 2= < x < B (3.9)

0 sinon,

Wum(x) = {
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oitn=1,..,2/"% m >0 et j est un entier strictement positif fixé.
Pour M > 0, un entier fixé, on note y(x) le vecteur d’ordre 2/~'M, formé de toutes les
ondelettes
W(x) = (an(x))lgnng—l;ogmgM—l-

La matrice opérationnelle d’intégration est définie par

f w()dt=Py(x). (3.10)
0

Pour déterminer cette matrice, on integre chaque composante W,,,;; n=1,..., 2 Lom =
0,...,M—1, duvecteur v sur [0, x] et on exprime le résultat de cette intégration en fonction
des composantes de ce vecteur.

Pour m=0;

Iy 22\/7L0(21t 2n+1)dt si gj nl g

2J-1

X
f WnO(t)dt
0

0 ailleurs.

. n—1
0 si xézj—_l

122\/>L0(21t 2n+1)dt sif= }<x<2ji_1

—< 2]1

S22\ [iLe@t-2n+ Ddt si gy <x
2J-1

n-1

Sachant que Ly(#) =1 pour tout ¢ € 2] 1,21 :

,ona

. -1 A |. =~
0sixe [gj—_l,zji_l[, n=1,...,n-1

x .
f() VoDt =3 2%\/g(x_21 1) sl x€ [2] 1,2]%

I 11 . -1 A [. 5 -1
22\/;21—4 Sl.7C€|:2]-—71,2j—71 ,n:n+1,...,21 .

Comme

25v/2(x - 2111 - %2%\/2((21'“2;1—1)“)

2 .
= ( \/722 2 2n+1) +2
2]

on peut exprimer la derniére intégrale par

N[~
m
N —

0sixe %2%[ Ai=1,.,n—1
X
fo Wpo(B)dt =+ i(%wnl(x)+wno(x)) si xe[gj%},zj—’fl (3.11)
zjlano(x)axe[z]l,zjﬁl[ =n+1,..,2/7L.
On peut réécrire la relation (3.11) de la maniere

x 1 =21
f Wno(t)dt=—.( W1 (X) +Wpo(x) +2 ) Wno(x)) (3.12)

0 2J \/_ n=n+1
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Pourl< m<M-2,

X X I 2m+1 n-1 n
r 22 /ALy 2ir—2n+1 dt51—<x<—
f anrn(t)dt:< fzj—ll m( ) 2j-1
0

122 ], 2/ t—2n+1)dt si 57 < X

X
| wamtnar
0

: n
0 si x<2]

28\ /25 3 ey (L@ =20 1) = Ly @£ =27+ 1) Zl

_ < 512]—1<x<—

; . t=—1
28\ /2 L (L @ =20+ 1) =Ly @t -2n+D)| 2,
2l

-n
szjlgx

f Vum(Ddt (3.13)
0

: n—1
0 si xgzj—_l

i .
_ )2 2’”2“21]2%1 (Lm+1@/x=2n+1) = L1 (2/x—2n+1))

8151—1<x<—

0s121i1<x,
car
(Lm+1(2ft—2n+1)—Lm_1(2ft—2n+1))\ vt = Lo (=) =Ly (1)
:2]‘_1
= O,
et
(L1 @7 E=2n4 1) = Lyp1 @71 -2n+ 1) = Lys1(D) =Lyt (1)
-
= 0.
De plus,
2%\/2"“11 ! (L Qix—2n+1)—L,_1(2/x 2n+1))
2 2i2m+1 UMt m-1
11
= —_— X
27 \2m+1

2] 2m+3 . 2] 2m—1 .
L1/ x=2n+1) - L1/ x-2n+1)].
2m+3 2 2m—1 2
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Ainsi, on peut réécrire (3.13) de la maniere

. n—1
0 si xgﬁ

f an([)d[:< 21 /_2m+ ( /—\Unm+l(x) *an l(x)) (3.14)
0

121—1<x<—

@,

n
0 si 2]—1<x

Pour m =M -1, en reprenant les mémes calculs, on obtient

n
031x<2]

1

g L 1 1
f WoM-1(Ddr={ 2/ v2 (\/ TWnm(X) \/mWnM—z(x))
0

nl
312]1<x<2]

0 si

n
7T S X

Comme la fonction y ) ne figure pas dans le vecteur y, on approche ce dernier résultat
par

X
f \[JnM_l([)dlz _2%\/21\1/[—_1 2;/[_3WnM—2(x) Si;%<x<2j—,1 (3.15)
0

Les relations (3.11), (3.14) et (3.15) déterminent la matrice P qui est d’ordre 2/~ M.

[ L F F --- F]
OL F --- F
P:i. A | BT I (3.16)
2] i
Do . . F
| 0 0 --- 0 L |

ol 0 est la matrice nulle d’'orde M. F et L sont des matrices d’ordre M qui sont données
par

2 O e 0
0 0 e 0
o (3.17)
0 0 0
et
L (3.18)
: N ,
_11 7 (1) 0 0 0 0
% 0 Ve 0 0 0 0
-1 1
0 %5 0 B 0 0 0
= =1
= 0 0 Ve 0 0 0 0
-1 1
0 0 0 0 2M-3v2M-5 _01 2M-3v2M-1
0 0 0 0 2M-1v2M-3 0
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Proposition 3.1 La matrice d’intégration P, donnée par (3.16)-(3.18), est inversible.

Preuve. Il suffit de vérifier que le déterminant de cette matrice est non nul. La matrice P
étant triangulaire par blocs, son déterminant serait non nul si le déterminant de chaque
bloc diagonal, a savoir la matrice L donnée par (3.18), est non nul. Ce qui est le cas. Car
par la relation de récurrence

det(L) = det(I),

2M-12M -3

oi1 la matrice L (est L privée des deux derniéres lignes et colonnes) est définie par

L
'_11 % (1) 0 0 0 0
7 0 Ve 0 0 0 0
0 f;—\l/g 0 ﬁ 0 0 0
= 0 0 f;—\lﬁ 0 0 0 0 :
2M-3v2M-5
il n’est pas difficile de voir que
m=M 1
det(L) = n];[l T

2.2 Lecas des ondelettes bidimensionnelles
On rappelle que les ondelettes de Legendre en deux dimensions, sont définies sur
[0,1] x [0, 1] par
Vaumn'm' (X, Y) =Wnm (W 5 (1)
c’est a dire

2227 /2L, [2MALL 0F x —2p+ 1)L,y (2] y— 20 + 1)
. -1 /_1 !
Vomn'm (X, ) =1 S % Sx< zji—l et ;j’—l Sy< 2]"?—1 (3.19)

0 sinon.

Pour M > 0 et M’ > 0; deux entiers fixés, on note par y(x, y) le vecteur formé de toutes les
ondelettes

W(x» J/) = (‘-Unmn’m’ (x? y))1<n<2j—1;OgmgM_l;lgn/gzj’—l;ogmlgM/_l .

Les matrices opérationnelles d’intégrations sont définies dans [31] par

fo Y (T, y)dt=Pyy(x,y), (3.20)

et

y
fo V(x, T)dT=P,y(x,y). 3.21)
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Détermination de la matrice P,

Afin de déterminer la matrice P, on exprime foanmnrm/ (t1,y)dT, en fonctions des
éléments du vecteur y(x, y).

Pour m=0,

x x
‘[0 WnOn’m’(T»J/)dT ﬁ WnO(T)Wn/m/(y)d‘[’

X
il [T [2m+1 : ; ,
2227 5 5 Lo@R/t-2n+1)dt|Ly @2 y-2n"+1).
0

En refaisant les mémes calculs qui ont abouti a la relation (3.11), on a

X
f WnOn’m’(T» y)dT

0sixe []—},zjil ;=1,.,n—-1;Vy
% (%Wnl (x)\lfn’m’(_)/) + Wno(x)llfn'm’ (y))
si(x,y) € [2] l,zjnl[x [L‘f . [

2/'-17 2j'-1

ST W0 ()W () i x € [2] I,Z,ﬁl =n+1,..,2775 v y,

cette derniere peut prendre I'expression

X
f Wnon'm' (T, Y)dT (3.22)

n-1 _n_
0sixe 11,2]1

;n=1,..,n—1; V y.

% (%wnlnrmr(x y) + \VnOn’m’(x’ _V))
51(xy)€[ T X[EL’[

2j- 1)2] 1 2]’71’21’71
e L Waowm (X,)) si x€ ;‘j },2;1 sA=n+1,..,2"5 v y.
La relation (3.22) prend alors la forme
X 1 fi=2J-1
f Vonon'm (T, NAT=— | —=Wninm (X, Y) + Wnon m (X, y) +2 Z Yion'm' (X, ) ].
0 \/_ n=n+1

Pourl< m<M-2,

X
j(; Vanmn'm' (T, y)dT

X
i 7 2m+1 [2m'+1 ; i ,
= 22272 5 5 Lm@/t-2n+1dt|L,y2) y-2n"+1).
0
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Les mémes calculs qui ont donné la relation (3.14) aboutissent a

x
f Vomn' m (T, Y)dT

051x<2]1etVy

o ZL —(m\unmﬂ(x)q—’n (V) — \/—an 1 (X)W m’(y))

si (x,y) € [;‘,;_}2%[ x | Lh, [
0sisg<xetVy,
que 'on réécrie
anmn’m’(T;J/)dT (3.23)

0si x<2letvy

\zj

= 2]‘\/—(\/%anﬂn’m’(x;ﬂ—ﬁwnm_m/m/(x,y))
&(xy)e[—i x[”’—l n [

2j-172j-1 2J'-17 9j'-1

0si sy <xetVy.

Pour m=M-1,

x
f VaM-1n/m (T, Y)dT (3.24)

0si x< jletVy

1 ; n-1 _n n-1 _n
~sivaivaniss M-z m (%, Y) st (x, ) € 2]_—112]'_—1[ x [F’Zl,—_l[

0 si 2] —— <xetVy.

Les relations (3.20)~(3.24) déterminent entierement la matrice P,. Celle-ci est une matrice
d’ordre (2j “l/"=IMM! ) définie par

L FF F
|0 LE F
_—loo0oL - F

Tl DR & (329
0 0 0 - L

0 est la matrice nulle d’ordre 2/'"-"'MM'. L et F sont des matrices de méme ordre définies
par

21 0 0 ... 0]
oo o -0

F=(0 0O 0 .- 0 , (3.26)
0 0 o 0
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L (3.27)
[ 1 % 0’ [\ A 0’ 0’ o' ]
\_/—%I o’ —\/g =10 o’ o’ o’
! —1 ! 1 .. ! ! !
o == 0 =Rl 0 0 0
- 0 0 \/_;—\1/5 o . 0 0 0
0 0 0’ o0 . —=L__7 0’ —1
’ 2M-3v2M-5 2M—3v2M-1
o o 0o 0 - o' NEEwaTEL o'

[ est la matrice identité et 0’ est la matrice nulle, toutes deux sont d’ordre 2/ Sy,
Proposition 3.2 La matrice P définie par (3.25)-(3.27) est inversible.

Preuve. On vérifie par récurrence que le déterminant de la matrice L définie par (3.27) est
donné par

m=M-1, 1 2™
det)= [] (2m+1) :

m=1
Comme la matrice P, est triangulaire par blocs, avec la matrice L sur sa diagonale, cela
implique que le déterminant de la matrice P, est non nul. m

Détermination de la matrice P y

Pour déterminer la matrice Py, on exprime foy Vumn'm' (X, T)dT, en fonctions des élé-
ments du vecteur y(x, y).

On remarque que c’est les mémes calculs, qui ont déterminé la matrice Py, qui se ré-
petent sauf que les intégrales se font par rapport a la deuxieme variable. Ainsi, on vérifie
facilement que

pour m'=0,ona

y
f Yaumn'o(X, s)ds (3.28)
_1 /
o7 (\/—ann’l(x V) +Wamno(X, y)) si(x,y)€ 2]_1’2j_n1 [;j’—l’zﬁ—l ;
= { 0VxetVye [21, 1,21”,1 n=1,.,n' -1
- ~ i1
i 1ann0(x y) Vxetye 2] 1,2]711 n=n+1,..,2/ 7
etquepourl <m' <M'-2,ona
y
f Wamn'm (X, T)dT (3.29)
0
1 1 !
s (7w Wit 4100 0) = Wt -1(5))
. _1 /_1 !
_ | st e[ o] <[ A
0 ailleurs,
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et enfin pour m' =M’ -1,

1 1 1
YNNG Y RN Y Vamn'm'—2(X, ¥)
2 2M'-1 v2M'-3 ,

y . n—1 n n'-1 n'
f Wnmpw—1 (6 Ddt={ S 271 S¥< g elom Sy <gim (3.30)
0
0 ailleurs.

Les relations (3.21), (3.28)~(3.30) déterminent entierement la matrice P,,. Celle-ci est

une matrice d’ordre (Zf ~laJ/ - 1MM/ ) (contenant 2/~'M blocs diagonaux) définie par

1 lo P 0
R FRER 330
0 - 0 P

ol1 0 et P sont d’ordre 2/~ 'M/ , avec 0 est la matrice nulle et P est donnée par

L F F
0 L - F
p=1. . . . (3.32)
o .- 0 L
ou 0, L et F sont des matrices d’ordre M/, 0’ étant la matrice nulle et L, F sont définies par
p
[2 0 0 ... O]
0 0O 0
F={0 0 0 - 0
0 0 0 -+ O]

L est toujours la matrice d’ordre M’ définie en (3.18).
Proposition 3.3 La matrice P, est inversible.

Preuve. Le déterminant de P, est non nul si le déterminant de la matrice P donnée par
(3.32) est non nul aussi. Ce qui est le cas, car

det(P) = (det)? ™
m:M’—l( 1 )zf’—lM'

= I om—1

m=1

3 Exposé delaméthode (cas monodimensionnel en espace)

On considere I’équation compléte d’ordre deux a coefficients constants

@(t )+ @(t )+ @(t )+ @(t )+ (£, x)=f(t,x) (3.33)
5 X al@tz X agax X a38x2 , X) + agu(t,x) = f(t,x), .
avec les conditions initiales
u(0,x) =up(x) sur [0,1], (3.34)
%(O,x): up(x) sur [0,1], (3.35)

ug et u; sont des fonctions données continues sur [0, 1].
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3.1 Casdes conditions de type Dirichlet

u(t,0) = hy(t) sur [0,T], (3.36)
u(t,1) = ho(¢t) sur [0,T]. (3.37)
h, et hy sont des fonctions données deux fois dérivables sur [0, T].
On pose
Pu .
@(I, x) = C(Hyx) (3.38)
2i-TM-1
= Z Z Crm(OWnm(x).
n=1 m=0

Une premiere intégration de (3.38) sur l'intervalle [0, x] et la relation (3.10) donnent

x@zu X -
foﬁ(t,‘r)d‘r = ‘[()C (Hw(t)dr
= CH(OPy(x).
d’ou
@(r x) =Cl(nPp (x)+@(t 0) (3.39)
ox v ox ’

Une deuxiéme intégration sur l'intervalle [0, x] entraine

u(t,x) = CT(IT)PZW(x) + %(I,O)x+ u(t,0).

En considérant la condition (3.36) on a

u(t, x) =Cr()P*y(x) + %(I, 0)x + hy (). (3.40)

Dans cette derniére expression, le terme a—JL;(t, 0) est inconnu. En posant x =1 dans (3.40)
et en considérant la condition (3.37), on a

%(t, 0) = —CH(H)P?y(1) + hy (1) — hy (1).

En revenant a (3.40), on retrouve I’expression finale de u a savoir
u(t, x) = C ()P [y (x) — xy(D)] + (ha (1) — k1 (1)) x + hy (1), (3.41)

et enrevenant a (3.39),on a
ou T
a(t, x)=C ()P [w(x) - Pw(l)] + ho(t) — hyi (1). (3.42)

Il reste a dériver (3.41) par rapport a la variable ¢, pour retrouver I'approximation de

%(t, x) et celle de %(t, X).

u x)—d—CT(t)PZ[ (x) - xw ()] + AP Y I (3.43)
ot 77 dt v v dt dt dt 7 ’

49



CHAPITRE 3. LA METHODE DE RESOLUTION

et

u dZCTmPZ[ @) —xy(@)] + dzhz(r)—dzhlm +d2h1(t) (3.44)
vl = xy dr? dr? e ’

o2 V=

En substituant (3.38) et (3.41)~(3.44) dans (3.33), on obtient

dZCT(t)PZ[ (x)—x (1)]+d—CT(t)P2[ (x) — xy)] (3.45)
dr? A v dr v v '

+CT () (a2P [w(x) = Py (D] + azw(x) + asP? [y (x) — xw(D)])
= ft,v-a ((dzhz(t) _&h (t))x+ d’hy (t))
R | WP dr? dr?

dhg dhl dhl
- (W(t) - W(t)) X — W(t) —ay (ha (1) — hy ()

a

—ay (ho(t) — hy(8) x + hy(1)).

En exprimant dans la base d’ondelettes les fonctions suivantes

f@t,0) =Fr 0w =y (0)F®
x=X"y(x) =yt ()X (3.46)
1=d"y(x)=yT(x)d,

on obtient

2

d2C
lay” (1) - X"y (0dyT (1) (Pz)Tﬁ(r) (3.47)

dc
+ [yt @ @) -XTyy @dy" (1) EHT] —
(a2wT (P! — apy’ () dy™ (1) (P*)T

+ag (W) - X"yt @dy™ (1) PHT + asy’ (1)

F(t)—x(@(t)—@m)— x(dzhz(t)—dzhl(r))]
dar dat R WP ar

C(p)

= v

dh d2h
—yT (%) | (@sX + axd) (ha (1) = hy (1)) — (a4h1(t) + d—;(t) + alﬁ(t)) d] .

Connaissant le produit de deux ondelettes par un vecteur, a savoir
Viy@y' () =y" ®)V, (3.48)
ol1 V est une matrice d’ordre 2/~'M qui dépend du vecteur V, I'équation (3.47) devient

- d*C - dcC
[a114— arXdy' (1)] (PZ)TF (0 +[PHT +Xdy' (1) (P?HT] -0 (349

+ [Pt — axdy" (P + ay(PHT + azly — asXdw' ()P C(1)

= F(n)-X —dhz(t)——dhl(r))— X(dzhz(r)—dzhl(t))
- dt dt e e dr?
dh d*h
—(a4X+a2d)(hz(t)—hl(t))—(a4h1(t)+—dt1(t)+a1 dt;m)d'

C’estI’équation différentielle d’ordre deux en C a résoudre.
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Les conditions initiales C(0) et %(0), sont obtenues a partir de (3.36), (3.41), (3.46) et
(3.48). Plus précisément de (3.36) et (3.41), on a

up(x) = u(0,x)
CH(O)P? [w(x) — xw(D)] + [h2(0) — hy (0)] x + 1y (0).

Larelation

Upw ()
W' (x)Uy,

up(x)

une transposition et (3.46) conduisent a

[w! (o) - X w@y @dy' ()] ®3HTC(o)
= y(®) [Ug— (72(0) — hi (0)1X — 1y (0)d],

la relation (3.48) entraine

v () [Ig —Xdy" ()] (PHTC(0)
= Wyl (%) [Up - (h2(0) — h1 (0)]X — hy (0)d].

Ainsi, la condition initiale vérifiée par le vecteur inconnu C est
CO) = ([lg = Xdy™ ] PHT) ™ (Ug - (h2(0) = By O X — Iy (0) D). (3.50)
De méme pour %(0), (3.35), (3.43), (3.46) et (3.48) entrainent

20 (3.51)
dt '

(L —%duT T U, - (4R _@)_ﬂ )
- ([la-Kay"m] @) (U1 (dt 0-20)x- o).

En résumé, résoudre le probleme (3.33-3.34-3.35-3.36-3.37), revient a résoudre le pro-
bleme (3.49-3.50-3.51).

3.2 Cas des conditions mixtes

En plus des conditions initiales (3.34) et (3.35), on considere

u(t,0)=g;(¢) sur [0,T], (3.52)
%(t 0) =go(t) sur [0,T] (3.53)
ax ’ = g2 ’ ’ .

g1 et g» sont deux fonctions données dérivables sur [0, T].
Une premiére intégration de (3.38) sur l'intervalle [0, x] et (3.53) donnent

ou T
o (60 =CTOPY) + (0. (3.54)

Une intégration de cette derniere et la condition (3.52) donnent

u(t,x) =C (OP?W(x) + g2 (D) x + g1 (1). (3.55)
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Ju Fu

Il reste a dériver (3.55) par rapport a la variable ¢, pour retrouver o (t,x) et o (t,x).

Mix) = d—CT(t)P2 0+ 382, 981,
X = hd d dat

Pu dZCT ) gg d’g
— = (t)P w(x)+ (t)x+ 12
La subtitution de (3.38) et de (3.54)~(3.56) dans (3.33) conduit a
d—CT(t)Pz (x)+a a>ct
ar F VT AT

(1) (3.56)

~
o~
-
=
~—
|

().

(OP*y(x)

+C1 (1) (azP + asly + asP?) w(x)

d dg
- f(t,x)—(%(tH a

e (t) + a4gz(t))

dt Var
En rappelant les relations (3.46), la transposition de cette derniere égalité donne

dgl dz
—(—(t)+ (t)+azg2(t)+a4g1(t))

2
wlx) ((PZ)T%(H +a (PZ)T‘;—;(D +(aPt + asly + as(PHT) C(t))

2

d d
= wT(x)(F(t)—(%(m @ =

(t)+6l4gz(lf)) )

d2
w()( (O +a 1d2

Ce qui permet d’écrire le systeme différentiel d’ordre 2 dont I'inconnue est C

L(1) +d2g2(t)+d4g1(t))

2 szc 2 Td_
a, (P9) P —— (1) + (P%) P () + (a2PT + asly + as(PHT) C(1) (3.57)
2

d d°g
= F() - (—(l‘) +a

dt dr?
d
_(ﬁ(t) +a

52 1)+ d4g2(t))

d2

Les conditions initiales C(0) et (O) sont obtenues de la méme manieére que pour le
cas des conditions de type Dlrlchlet

(l‘)+61282(t) +a4g1(t))

C(0) = (P*) ™" (U -~ £2(0)X - g1(0)d)). (3.58)
4 o0y = ) [u, - %82 )x - 481 )
0 =047 (U - = ox-Fhd (3.59)

En résumé, résoudre le probleme (3.33-3.34-3.35-3.52-3.53) revient a résoudre le pro-
bleme (3.57-3.58-3.59).

Remarque 3.1 Les étapes effectuées pour transformer le probleme aux limites (3.33-3.34-
3.35-3.52-3.53), sont liées a la donnée de ces conditions en x = 0. Si les conditions (3.52) et
(3.53) sont données en x = 1, la procédure de calcul n'est plus appliquée. On passera alors
aux différentes intégrations sur l'intervalle [x,1] (au lieu des intégrations sur [0, x] ). Pour
cela il faut évidemment connaitre la matrice opérationelle d’intégration, notée P et définie
par:

1 —
f Yy (1)dt=Py(x).

Pour la détermination de cette matrice, on se réfere a [23].
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4 Exposé de la méthode (cas bidimensionnel en espace)

Une équation aux dérivées partielles non stationnaire d’ordre deux et en deux dimen-
sion prend la forme complete

du
(t) x,J/) +dy——

u(tx )+ a @
X, ¥ 1 8

0
E ax (t)xyy)+a3

o 2(t x,¥) (3.60)

+ay— (t X, Y)+as—— (t X,¥)+asu(t, x,y)

a 2
= ft,xy),

oure€]0,T]et(x,y)€]0,1[x]0,1[.
On considere la condition initiale

O0x0y

u(0,x,y)=uo(x,y) sur[0,1]x[0,1]. (3.61)
4.1 Cas des conditions de type Dirichlet:

u(t,0,y)=ucg(t,y), tel0,T[, y€10,1[
u(t,1,y)=up(t,y), t€l0,T[, y€l0,1[
u(t,x,0)=ug(t,x), t€]0, T[, x€]0,1[
u(t,x,1)=uy(t,x), t€]0, T, x€]0,1][.

(3.62)

ol ug, uy, Ug, Up et up sont des fonctions données régulieres.
On commence par considérer la décomposition de la dérivée d’ordre 4

%20y z(t x, ) =CH(Hw(x,y). (3.63)

Une premiére intégration par rapport a la variable x et grace a (3.20) on a

(t,%,9) =CT()Pxw(x, y) + ——— (1,0, ). (3.64)

882 882

Une deuxiéme intégration par rapport a la variable x donne

28t x,y) =CT P2y (x, ) + x (£,0,) + =2 (1,0, ). (3.65)

82
_Ou

Le terme 0x0)7 (£,0,y) étant inconnu, en posant x = 1 dans (3.65), on peut I'exprimer

882 y?

———(1,0,y) =—-CT(HP2y(l, y)+82

L)

(tOy)

882 Jy?

En injectant cette derniere expression dans la relation (3.65), elle devient

Pu Pu Pu
% 2(txy) C' (P2 [w(x,y) - xy(l, y)]+x(8 > (t,1,y) - % 2(to y)) % 2(t0 ¥).

En faisant intervenir les conditions (3.62), on obtient I’expression finale de 82” A (5, %, )

& ug

FPug
5 (ty)) 57 ——(1,7). (3.66)

(t V) —

F P up
5z (6% =C 0P (\V(x,y)—x\p(l,y))+x( o
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En refaisant les mémes étapes, (par rapport a la variable y), on obtient la décomposition

de gzbz‘(t x,¥)
T8 xy) = Cr P (w(x,y) - yw(x, 1))+y(82uH(t -2 )) =B x). 3.67)
Ox? ’ oxz ra A

Pour obtenir I'expression de u, il reste a intégrer deux fois (par rapport a y) la relation
(3.66). Une premiere intégration donne 'expression du terme g—;

Ou _ (P2 _ up ., _ Ouc )
g, (LX) = C(NOPPy (wx, » xw(l,y))+x( oy (t,y) oy (£, )
dup auG ) 8uG 8uG ou
x( Jy (¢,0) — Jy —(,0) |+ dy (t,y) Jy (£,0) + 8y(t’x’0)’

la seconde donne

u(t,x,y)= CH(OPIPI(W(x,y) - xy(L, )
+x (up(t, ) — up(t,0) — ug(t,y) + ug(t,0))

ou 8uG ]
+ _(t)xyo)__(tro)
Y Ay

8uG 8uD
+y x(a—y(t,o) - a—y(t,o)

+ug(t,y) — ug(t,0) + ug(t, x).

0

Pour déterminer le terme entre crochets dans (3.68), on pose dans cette expression y =1,
on obtient

(a S(£,0)- a“D(z:,O))+@(t,x,0)—aﬂ(t,0)
dy dy dy dy

= un(t,x)—C' (1) - PP (W(x,1) - xw(1,1)
—x(up(t,1) — up(t,0) — ug(t,1) + ug(t,0)) —ug(t,1) + ug(t,0) — ug(t, x).

En portant cette derniere dans (3.68), on obtient I’expression finale de u, a savoir

u(t,x,y)= C'(1)-PiP} [w(x,y) - xw(l,y) - yw(x, 1) + xyw(1,1)]
—xy(up(t,1) — up(t,0) — ug(t,1) + ug(s,0))
+y (ug(t,0) —ug(t,1) + ug(t, x) — up(t, x)) + ug(t, y) — ug(t,0)
+x (up(t,y) — up(t,0) — ug(t,y) + ug(t,0)) + up(t, x).

Le terme % (t,x,y) est calculé a partir de la dérivation par rapport a ¢t de la relation (3.68).
%t %) (3.68)
or ¥ '

act ., .,
= W(I)PxPy [w(x, ) —xw@,y) - yw(x, 1) +xyy(,1)]
—xy[up(t, 1) — up(£,0) — ug(t,1) + ug(£,0)]

, , Juy Oup Jug ,
+y | ug(t,0) —ug(t,1)) + W(t’ X) — W(I,x) + W(t,y) —ug(t,0)

8uB

+X +—
ot

(t, x).

8uD / G
W(LJ’) —up(t,0) - v

Fu

Il reste a retrouver la décomposition des termes L et
Ox — Ox0y’
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Le premier est le résultat de 'intégration par rapport a la variable x de relation (3.67),
ce qui donne

O (3.69)
ox Y ’
8uH 8uB
_ T 2 _ z=a _ "k
= C (t)Pny(w(x,y) yw(x,l))+y( o (t,x) P (t,x)
20208 o) 22 P 0 P o)
M ox 7" ox ox T o Y T Y

La dérivée croisée est obtenue par intégration par rapport a la variable y de la relation
(3.64), ce qui donne

(tO) 52 (L‘OO)+82 (¢, x,0). (3.70)
Dxdy V)™ Bxay Dxdy ‘

En portant (3.66)~(3.68) et (3.68)~(3.70) dans (3.60), cette derniére se transforme en une
équation différentielle d'inconnue le vecteur C, du type

T 4 x5y =ClP, Pywix, )+ 5 o

VT(x,y) (t) Vi (x, )C(1) + G(t, x, ), 3.71)
ol les vecteurs V;(x, y); i = 1,2, 3,4 sont définis par

Vi(x, ) =PP2 [wix, y) - xw(1, ) — yw(x, 1) + xyw(l, D]. (3.72)

Va(x,y) v(x,y)—yw(x,1). (3.73)
Vi(x,y) = wix,y) —xw(l,y).

Vi(x,)) = —(@iPiPc+asP))Va(x, y) — (@2PPy + asPy)Vs(x, y)
—asPxPyy(x,y) — agVi(x, y). (3.74)
Les fonctions G, F;; i =1, ...,6 sont définies par

G(t,x,y) (3:75)
= xy(Fi(t,1) +asFa(t,1))

OF, Fup
—x |F1(t,y) - az—ay &, )+ as(— 3y? 2t ) - 0y? (t )+ agFa(t,y)
OF3 OF,
_y[_(?t (t,x) — ay (F4(t,x) —F4(t,0)) — as o 2(If x) — agF3(t, x)

OF5
+f(f;ny/) —_(t,x,.)’) —QGFS(t,x,Y)—FG(t,x,J’)-

ot
up / Ug /

Fi(t,y) = W(t,y) —up(t,0) - W(t’ )+ ug(t,0). (3.76)
Fs(tr x) = uG(ty 0) - UG(t, 1)) + uH(t) x) - uB(t, x). (378)

8uH 8uB
Fa(t, x) = ——(t, x) — — (¢, x). (3.79)

0x 0x
FS(t,x;J/)=uG(t;Y)—uG(f,0)+uB(t,X). (380)
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Fs(t,x,y) (3.81)

= a (%(tx)—%(t0)+8u(t0 ))
R I PR ox Y

(8uG dug du ) & ug
+dap —(I,J/) - _(I,O) + —(t,x,O) +as

ay ay Jy 82(”)

2 (t,y) +as u -0,y - Fu (1‘00)+82 (t,x,0)].
82 Ox0y Ox0y O0x0dy

A partir des relations (3.61) et (3.68), on peut exprimer la condition initiale C(0)

+a4——

VlT (x, Y)C(0) = up(x, y) + xyF2(0,1) — yF3(0, x) — xF2(0, y) — F5(0, x, ). (3.82)

Remarque 3.2 1. L'équation différentielle (3.71), d’inconnue le vecteur C(t), est une équa-
tion scalaire. Elle est transformée en un systéme de MM'2/7127~1 équations (C(t) €

RMM'27270) o 1a considérant en MM/2J 124/~ points de collocation choisis dans
le domaine [0,1] x [0,1].

2. Les points de collocation doivent étre choisis de sorte que la matrice Vi (x, y) ne soit
pas singuliére. Par exemple, les points x =0, x = 1 ou encore y = 1 rendent cette matrice

non inversible.
3. Les termes indéterminés apparaissant dans les fonctions G(t,x,y) etF;;i=1,...,6, tels
que %—’;G(t, 0), 8825 (£,0,0) ou %”B (t,0), seront approchés, lors de la résolution, par un

schéma aux dlﬁerences finies.

4.2 C(Cas des conditions mixtes

Il s’agit de résoudre I’équation (3.60) avec la condition initiale (3.61), mais en considé-
rant les conditions aux limites mixtes suivantes

u(t,0,y)=ug(t,y), t€l0, T, y€10,1[
u(t,x,O): UB([,X), tE]O)T[) yE]O; 1[

) %(I,O,y):hl(t,y),te]o,T[, yelo (3.83)

g—;(r,x,m:hz(t,x), t€10,T[, x€10,1[.

Les fonctions données ug, ug, h; et hy sont supposées régulieres.
On commence, comme pour le cas précédent, par décomposer la dérivée d’ordre 4 en

%20y z(t x, ) =C' (Oy(x,), (3.84)
ensuite, on effectue des intégrations successives pour obtenir la décomposition des diffé-
rents termes de I’équation (3.60).

Pour la dérivée spatiale d’ordre 2 par rapport a la variable y, deux intégrations par
rapport a x de (3.84) entrainent

Y hx ) =CTOPw(x, 1)+ — e Pu (£, x,0)
o2y 0= YWYt 5 28y ’
T
Jy 2(1‘ x,y)=C (t)P “W(x, y)+x8x02 (t,0, y)-i—a 2(1‘ 0,). (3.85)
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De la condition %(t, 0,y)=hi(t,y),ona

§“u0) y Lty

(3.86)

et de la condition u(t,0,y) = ug(t,y),ona

Fu Fug
az(tOy) 82(ty)

La relation (3.85) devient alors

Fhy
5 2(t x,7) =CT(6)P2y(x, y)+xa () + 57 16 1, y). (3.87)

Des intégrations successives de (3.87) permettent d’avoir la décomposition de (3” etde u.

oh
%U¢w:<fm%mwmw+x !

8uG

6y -0 0
ay Y ay ,
+5;mw—é§mm+mmm.

o
u(t,x,y) = CT(t)PZPzw(x y)+x(hi(t,y) - hi(£,0)) — x a—u ,0)

8I/LG
+(uc(t, y) — ug(t,0)) - ya—y(t, 0) + yha(t, x) + ug(t, x).

En refaisant les mémes calculs par rapport a la variable x, on aboutit a

P hy FPug
o 2(t X,))= CT(t)PZU/(x N+yYy——= 2 (t X)+— B (t X). (3.88)

Oh h
Quit,x,y)= CTOPIPA(E,y)+y | 52t %) - S2(1,0)

ox = Ox
£ 288 2 0MB o ).
O a 1y

L'expression de la dérivée croisée est le résultat de I'intégration de (3.86) par rapport a x
ce qui donne

e (t x,3) =CT(OP,Pry(x, y) + 8826 (t,x,0) — (t 0,00+~ —- (t 0,5). (3.89)

Des conditions aux bords g—;(t, x,0) = hy(t, x) et %(t, 0,y) = hy(t,y), on déduit

gguxm 9t (1, )

62u Oh
3 aa(tOO) aZ(Z‘O)

T 1,0, = B2, 9).
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La relation (3.89) devient

Y ) =CT (P, P (x )+ah2(r x)—%(t 0)+%(t ) (3.90)
axay Y yrV Yt g B BT g, Y :
La dérivée temporelle est donnée par
u(t x,y) = di(r)PZP (X, V) + X a—(t ) — oh Lo - 82hl(rO)
al’ y X y‘V y a y a 8 ay )
w26 (4 1y~ 0UG gy yaz v 0+ 9B

ot ot o0tdy Y or ot

Eninjectant les expressions (3.87)~(3.89), (3.90) et (3.91) dans (3.60), on obtient'’équation
différentielle d'inconnue C suivante

d 2p2
—(t)P PLw(x,y) (3.91)
+CT(L‘) arP} + a;P + asPy Py + asPiPy + asPiPy + aePZPZ] w(x,y)

h oh
— (5,0 +ag—— (t 0)

= —xHi(t,y)—yHa(t,x) +xy 210y dy +Hs(t,x,)),
ou les fonctions H;; i =1, 2,3, sont définies par
Hi(ty)= My - 8hl(t0)+a82 (t,y)+a (al(r )— ahl(tm)
T I A W TR A TR
+ag (hi(t,y) - h(2,0)),
Htn- 00— azuG(rO) 82h2(tx)
2\t - 8t ’ 88 82 ’
—a (%(t )—%(t 0))+a (h (t, x)—a—(t 0)) (3.92)
4 Ix 6| 112 dy .
Hs(t,x,y) (3.93)
0
= f(t,x,y)—a(uc(t,y)—uG(t,0)+uB(t,x)) 150 2 tx
-a (t ) — (8h (tx)—%(t()Ha (t ))
202 Y p) Ox ay Y
0uB ou up

0 0
—ay (aLyG(t,y) - 8LyG(t’0) + hy(t, x)) —as (ug(t,y) — ug(t,0) + ug(t, x)).
A partir de la condition (3.61) et la relation (3.88), on a la condition initiale

Oh
CHOPIPIW(x, ) = uy(x,y) — x(h1(0,y) — 11 (0,0)) +xya—1(0,0)

Jug
— (uc(0, y) — uc(0,0)) — up(0, x) + ya—(O ,0) = yh2 (0, x).
Remarque 3.3 L'équation différentielle a résoudre (3.91) et la condition initiale (3.94) véri-
fiée parC(t), sont transformées en un systeme de MM’ 271271 gquations (C(r) e RMM2 12/ )
en les considérant en MM'2/ 7127 ~1 points de collocation choisis dans [0,1] x [0, 1].

)
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4.3 Cas des conditions de type Neumann

Il s’agit toujours de résoudre I'EDP (3.60) avec la condition initiale (3.61) et les condi-

tions de type Neumann

%(r,xzo,y):hl(r,y),te [0,T] et y € [0,1]
U

g—(t x=1,y)=ho(t,y), te[0,T] et ye[0,1]
) a”(t x,y=0=g1(¢t,x), t€[0,T] etx€[0,1]

gu(z‘x,y 1)=gs(t, %), € [0,T] et x € [0,1].

On adopte toujours la stratégie qui consiste a poser

%20y L x ) =CT vy,

(3.94)

et on intégre successivement pour obtenir la décomposition des termes qui interviennent

dans I’équation (3.60). Les différents termes obtenus sont

g Fu
e 2(t X,¥) = CT(t)PZqJ(x,y)+ya 7 (LX) + g 2(t x,0),

de méme pour

gy x, ) =CH (P (x, y)+x82

82 az(ty)—l_a 2(t0y),
Y (t,%,9)=CT ()P, Pl )+a—(t )—%(t 0)+ hl(t )
axay )x)y y xwxy y )y)

Ou 3g1

og1
—(t )——(L‘ 0)]

Fet,x,y)= CHOPIPy(x, ) +y

Ju

oy Y

g—;u, %)= CUOP2Py(x,y) +x

+@(t0 )—g1(%,0) + g1 (8, x)
ay » ’y gl ) gl ’ ’

ut,x,y) = COPIPW(x, ) +x |hi(t,y) - hi(1,0) - a—(t 0)]

8

+u(t,0,y) — u(t,0,0) — yg1(£,0) + yg1(t, x) + u(t, x,0).

La dérivée temporelle est donnée par

%(t X,y) = d—(t)Pzpzw(x y) + 8u(t 0 y)—@(r 0,0)
at M M l’ M ) at ) M
o2y = D0 82hl(rO)
ar Yoy Yoy
—y(3 00+ 7280+ 24 5,0
ot ot or

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)

(3.99)
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En portant les expressions (3.95)~(3.99) dans (3.60), on obtient une équation différentielle
d’inconnue C du type

d—(t)PZPzw(x,y)+CT(t)/hu(x y)=F(t,x,7), (3.100)
ol
A=aPiPy+ a;PiP + asP} + asP% + asP, Py + agPP?, (3.101)
F(t,x,y)
OF OF
= f(t,x,y)—xa—z(t,y)——l(t,x,y)—
—y—=—(t,x)—a JFs 3(t,x) — a» F3(t, %) — aaFg(tx)
Y= By 1)’8 2 '3 5 o b
OF4 ou ou
—a1Fy(t,y) - a.zxa 2, y) - aeFl(t,x,y)—ala—(t,x,O)—aza—(t,O,y)
Pu Pu
—as yaz(tx)+ﬁ(tx,0) az(ty)+az(t0y)

oh
—asa—yl(t, Y) = as(xFa(t,y) +F1(t, x, ) + yFs(t, X)),

les fonctions Fy, F», F3 et F4 sont données par

Fl(trx) J/) = u(t)oy J/) - u(t,0,0) + u(t; x,O),

a
Fz(t,J/):hl(t,J/)_hl(t,O) a (t 0))

F?)(t; x) = gl(t) x) - gl(t,O);

F4(tr _V) = hl([,,V) - hl(tyo)-

Il reste a déterminer la condition initiale C(0). Comme précédemment, la condition
(3.61) et larelation (3.98), entrainent

a
CTOPEPIW(x, y) = uolx,y) = x| 11 (0,y) = h1(0,0) - a ~—10,0)

—up(0, )+ 1p(0,0) —yg1(0,x) + y£1(0,0) — up(x,0).

5 Résultats Numériques

On constate que lors du développement de la méthode, les équations considérées
(3.33), (3.60), sont linéaires et a coefficients constants, ce qui, en réalité, n’est pas toujours
le cas. En fait, les phénomenes du vivant sont souvent décrits par des systemes différen-
tiels ou aux dérivées partielles qui peuvent étre linéaires on non linéaires et éventuelle-
ment couplés. Ainsi, avant d’entamer la résolution numérique d’'un probleme, il subit le
traitement de linéarisation et (ou) du découplage. Ces traitements se font par différentes
méthodes. On a choisi la méthode numérique, dite technique de quazilinéarisation, qui
ramene un systeme d’équations non linéaires et couplées (ou une équation non linéaire) a
un systeme d’équations linéarisées découplées (ou une équation linéarisée). Ainsi, avant
d’exposer les résultats des différents exemples traités, on commence par présenter cette
technique.
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5.1 Latechnique de quazilinéarisation (QLT)

Cette méthode de linéarisation et de découplage, introduite par Bellman et Kalaba
[10], est al'origine un procédé numérique et itératif appliqué pour résoudre les équation
algébriques non linéaires. Elle a été utilisée et adaptée dans plusieurs travaux (voir [9],
[28], [30], [41]). En résumé, on considere un systeme d’équations non linéaires et couplées
suivant

fl(tx n %yl ..,%{:’,%2;;1,.. %zyzn,yhyz, o Y¥n) =

ayz 8}’1 % azJ’I azyn —
{ POX T e g gz gz Y1 Vere V) =0 (3.102)

O O 0w Fn P,
fn(trxr%)%)"na_};) a);yzlr ,a;;;J’LJ/z, )yn):()-

Pour un bon choix d'un profil initial ( yio), yéo) y s yﬁlo)) dela solution du probleme (3.102)

qui vérifie les conditions initiales de ce dernier, on forme le systeme itératif

f (t.x ayik-H) ay(/m) 82y(k+1) aZy;k) k4D () (k))
1, X, 8t ) ax JRXES] ax axz yeeey axz ’y )yz ). 7yn
Bt x Oy Qyb gyl gyl Fyb F 1 Py KD )y
QBT 0 T O a O 0 aw Ve e U
T(l‘ B Dy Oy® Dy kv azyﬁ’“) aZy(/m) " (k+1)) 0
n\t, A, at ) 8)6 seey ax ) axz ooy 8)62 ,J/l yyz ). )yn -
(3.103)
Oy kD 9 tk+D) 82 (k+1)
ot1 chaque fonction f;, est linéaire par rapport a y(k“), y@t , y@x et 5 —. Toutes

les autres composantes de f; sont écrites a l'itération précédante a savoir (k). On résout
ce systeme itératif par la méthode choisie, et on s’arréte des que la différence entre deux
itérations successives est inférieure, en norme, a une tolérance donnée, c’est dire pour

"y(k“) ylgk) Hz <eg;Vi>0.

La méthode de résolution exposée a la section 3, a été testée sur’équation des télégra-
phistes [1] et sur I’équation de convection-réaction-diffusion [2]. Le systeme différentiel
en temps qui en découle, suite a I'application de la décomposition en ondelettes de Le-
gendre, est traité par une méthode des différences finies.

5.2 Exemple 1 (Equation des télégraphistes)

L'équation des télégraphistes est une équation aux dérivées partielles d’ordre deux en
temps et en espace qui intervient dans les phénomenes de transmission et de réflexion.
Elle permet, par exemple, de décrire I'évolution de la tension et du courant électrique le
long d’une ligne électrique ou de décrire les fréquences audio dans une ligne télépho-
nique.

On considere une équation des télégraphistes

Fu

o2 (¢, )+48 (£, x) +4u(s, x), (3.104)

0= 5 ot
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avec les conditions initiales

0
u0,x)=1+exp(-2x) et 8—?(0, XxX)=2, (3.105)
et les conditions aux bords
0
u(t,0)=1+exp(21) et a—u(t,O):—Z. (3.106)
X

La solution exacte du probleme (3.104), (3.105), (3.106) est donnée par
Uex (L, x) =exp(21) + exp(—2x).

On suivra les étapes qui ont transformé le probleme (3.33), (3.34), (3.35), (3.52) et
(3.53) en systéme différentiel (3.57), (3.58) et (3.59).
Le probléeme (3.104), (3.105) et (3.106) se transforme en

&c oC 2\Ty-1 2\T\-1
WUHE(IHMI—((P) ) )C@) =—((PY)7) " (8X +44d),

avec les conditions
C0) = (PH)TH)~1(Uy - 2d - 2X)

OC o _
E(O) =0.

Larésolution de ce dernier probleme différentiel par la méthode des différences finies,
engendre le vecteur C, qui intervient dans I'expression de la solution approchée, notée
Uapp, donnée par (3.55), a savoir

Uapp(t,x) =CT (1) - W(x) —2x + 1 +exp(20).

La représentation graphique de la solution exacte et de la solution approchée montre
la concordance de ces dernieres (voir figure 3.1).

Solution approchée Solution exacte

FIGURE 3.1 — Graphe de la solution approche et la solution exacte.

Lerreur absolue a été calculée pour un nombre de points de collocation M = 3 et diffé-
rentes valeurs du niveau j, ensuite pour un niveau j = 3 et différentes valeurs du nombre
de points de collocation M. Voir tables 3.1 et 3.2. On constate alors que I'erreur diminue
dans les deux cas, mais 'impact du nombre de points M sur cette diminution est plus
sensible.

D’autres exemples qui confortent les résultats ci-dessus sont traités dans [1].
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=1 i=2 =3 =4 =3 i=6

Nombre de niveaux 1 2 4 ] 16 32

Erreurs absolues 12048 1.910_E»091 3 IM2E-002 5.0610E-003 B4109E-004 1.43699E-004

TABLEAU 3.1 — Evolution de I'erreur absolue pour M = 3.

M 2 4 a 8 10

Erreurs absolues 6.1105e-001 1.1544e-003 7.3398e-007 23729010 17700013

TABLEAU 3.2 — Evolution de 'erreur absolue pour j =3.

5.3 Exemple 2 (Equation de réaction diffusion)

Les équations de réaction-diffusion sont des équations qui décrivent des phénomenes
dynamiques qu’ils soient de nature physique, chimique, biologique ou autres. Elles in-
terviennent en présence de deux processus : la diffusion qui provoque la répartition des
cellules (en biologie) et la réaction qui regroupe les différentes transformations et inter-
actions entre ces cellules.

On considere le probleme de réaction-diffusion non linéaire suivant

%(t )—@(t )+§(1— (¢, X)) u(t,x) + f(£,x), x€10,1], £ €]0,T] (3.107)
5 (LX) =750+ A -ult,0)ult,x f(t,x), x€]0,1], 1, :

ol f est donnée telle que I'équation (3.107) admette comme solution exacte

N
Uex (L, X)=1+e¢ \/E(H\/it).

On considere alors la condition initiale
_1
u@©,x)=1+e v2°, (3.108)

et les conditions aux limites de types mixtes

o) (3.109)

a—z(t,O):—%e_%.

{ u(t,0)=1+e 2

L'équation (3.107) étant non linéaire, donc la technique de quazilinéarisation est ap-
pliquée. Ainsi, pour la donnée d'un profil initial %), on est amené a résoudre I'équation
linéairisée et itérative

ouk+D Py k+1)

_gu 3k o 3 2
(6,0 = — 5 (LX) + 2w (6 x) = 2 (W (e, X)) + f(t, x).

Cette derniere, avec les conditions (3.108)-(3.109), est transformée en systeme diffé-
rentiel

dc 3. _ 2T—1)
dt(l‘)+(41d (P97 €0

IR ORI T S A PO
= ((P9)7) (G(l‘) (4\/§ Z)GXP(Z)X+4(1+GXP(2)d,
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g(t,x) f(t,x)+§(u(k)(t,x))2

G' (). (),

avec la condition initiale

1
C0) = (PP H (U + —X +24d).
0)=(p7)") Uy 7 )

Linconnue C de ce systéme est obtenue par une résolution avec la méthode des dif-
férences finies pour 60 points de collocation, répartis uniformément sur I'intervalle [0,1],
et pour différentes valeurs du pas de temps A =0.2632, 0.1282, 0.0847.

Lerreur peut étre estimée, a partir du moment ot la solution exacte est connue, par

E = ttapp — ttex|, - (3.110)

L'évolution de cette erreur en fonction du pas de temps est représentée dans la figure
3.2.

4

x 10
4.5 . . :
—S— At =0.2632
4 —F— A t=0.1282
Y At=0.0847
3.5+
o~ 3 K
=
‘-5’ 25 [~
X 2t
35
1.5}
1 —
c
0.5+ o
L A=
j:@ﬁ%:%x I 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 3.2 — Lerreur en fonction de la discrétisation temporelle

D’autres calculs, pour un pas de temps petit et pour différentes valeurs du nombre de
points de collocation ont été effectués, ils sont exposés dans la figure 3.3.

5.4 Exemple 3 (Equation de réaction-convection-diffusion)

On considere I’équation fortement non linéaire de réaction-convection—diffusion

@—D@—a@mu—L—f x€]0,1],£€10,T] 3.111)
ot 0x? ~Ox itz Y Y '
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x 10° x 107
14 - - : 4.5
12 - 4
o o
= 10 = 3.5
IX IX
S S
6 e 2.5
B
4 2 :
0 20 40 60 0 20 40 60 80

FIGURE 3.3 — Discrétisation temporelle.

ol la fonction f est déterminée telle que I’équation (3.111), admette comme solution la
fonction

o (£, 1) = 1 + cos(mx)
T 4+ 1)
On considere alors la condition initiale
1
u(O,x):Z(1+cos(JTx)), x€]0,1], (3.112)
et les conditions aux bords
u(t,0)= )
2(t+1) (3.113)
% (£,0)=0.

Les mémes étapes que I'exemple précédant sont suivies. On commence par linéari-
ser '’équation (3.111), la transformer avec les conditions (3.113) en systeme différentiel
itératif que I'on résout par la méthode des différences finies. Ce systeme différentiel est

%m +[ply—a®Ht+D(@HH T C = (PHH ! (G(t) —( )d|,

20+1 20 +1)2

(k)

G(t,x)=f(t,x) + (m

Le coefficient de réaction est = 0.5, le coefficient de diffusion est D = 1 et enfin le
coefficient de convection est a =0.1.

Une comparaison entre 'erreur en deux pas de temps différents A¢ = 0.052 et At =
0.034, et différents points est explicitée dans la figure 3.4.

Les calculs, pour différents pas de temps et d’espace sont exposée dans le table 3.3, ou
est clairement mis en évidence la décroissance de 'erreur vers zéro.

D’autres problémes non linéaires et qui confirment les résultats obtenus, sont traités
dans [2].
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N
o
T

Erreurs absolues
[
&
T

221
2 -
1.8F
16F
1.4
10
FIGURE 3.4 - 'erreur en fonction des points de collocation.
At Ax 0.2 0.1429 0.1111 0.0909 0.0769 0.0667
01111 1.4546e-004 1.1828e-005 8.9825e-007 5.4550e-008 6.6459e-009 5.1412e-009
0.0256 8.5133e-005 6.9221e-006 5.2541e-007 3.2180e-008 4.8173e-009 3.9425e-009
00145 | 6.5754e-005 5.3464e-006 4.0579e-007 2.4882e-008 3.8153e-009 3.1383e-009
0.0101 5.5485e-005 4.5114e-006 3.4240e-007 2.1005e-008 3.2500e-009 2.6782e-009

TABLEAU 3.3 — L'évolution de l'erreur en fonction de At et de Ax.

5.5 Exemple 4 (le cas bidimensionnel)

On considere le probleme aux limites posé dans {2=10,T] x]0,1[ x ]0, 1]

Ju Fu
E(t’x’y)+Au(t’x’Y)+28x8y

=2(1+20) te* + (4+4y2 —2y) ",

(t,x,y)- (1, 1) -Vu(t,x,y)+2u(t,x,y)

avec la condition initiale
u(t=0,x,y) = eV pour (x,y) €]0,1[x]0,1[,

et les conditions aux bords de type Dirichlet

u(t,0,y) = t2+e’ pourtelo,T], yelo 1]
u(t,x,00 = t?e**+1pourte]0,T], x€]0,1[
u(t,1,y) = t2e2+ey2pourt€]0,T],ye]O,l[
u(t,x,1) = t?’e**+epourte]0,T], x€]0,1[.
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La solution exacte est ,
u(x,y,t)=t?e*  +ev .

Ce probleme est transformé en un systéme différentiel en temps du type (3.71), avec
la condition initiale (3.82).
On rappelle que la matrice de ce systéme est donnée par

Vi, y) = P3P} [w(x, y) — xy(L, y) — yw(x, 1) + xyw(1,1)],

et qu'un mauvais choix des points de discrétisation peut la rendre singuliere. Les points
0,y), (1,y), (x,0) et (x,1) y sont donc tous exclus.
La résolution du systéme différentiel obtenu, a été effectuée pour les données

n; =24, (nombre de points pour le temps)

Jx = Jy=2, (nombre de niveaux est 2771

M, M, =5, (le dgrés des polynomes de legendre).

Les résultats obtenus et présentés dans les figures 3.5, 3.6 et 3.7, décrivent, pour un
pas de temps, I’évolution en fonction du temps de la solution approhée dans la premiere
rangée et celle de la solution exacte dans la seconde rangée.

en t=0.00 en t=0.26 en t= 052

—_

La solution approchee
e 0 B O |
mMmomom

o
o

o

i

La solution exacte

FIGURE 3.5 — Evolution de la solution exacte et de la solution approchée en fonction du temps,
0.0<r<£0.78.
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FIGURE 3.6 — Evolution de la solution exacte et de la solution approchée en fonction du temps,
0.52 < £ < 1.30.

ent=1.04 en t=1.30 ent=1.57 en t=1.83

FIGURE 3.7 — Evolution de la solution exacte et de la solution approchée en fonction du temps,
1.04 < < 1.83.
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6 Conclusion

Dans ce travail, on a utilisé la décomposition en ondelettes de Legendre par rapport a
la variable d’espace pour transformer une équation aux dérivées partielles (dépendante
de variables temporelle et spatiale) en un systeme différentiel ordinaire en temps. Une
méthode aux différences finies est alors appliquée pour résoudre le dit systeme.

La combinaison de ces deux méthodes est fructueuse et a donné des résultats satisfai-
sants, lors de son application pour la résolution de I’équation des télégraphistes et 'équa-
tion de réaction-convection-diffusion non linéaire. Pour cette derniére, la technique de
quazilinéarisation a été employée pour gérer la non linéarité de ces équations.

Les résultats obtenus, montrent |'efficacité de la méthode proposée. Celle-ci produit
une solution approchée en parfait accord avec la solution exacte, en considérant qu'un
nombre réduit de points de collocation.

Laméthode est simple a appliquer (méme si les calculs sont longs et parfois ennuyeux),
s’adapte a différentes conditions aux limites et méme a des ordres de dérivation élevés
(ordre> 2).
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Chapitre 4

Développement de la méthode en trois
dimensions

On sait que beaucoup de phénomenes, tels que les réactions chimiques ou enzyma-
tiques [35], I’évolution en dynamique des populations [29], sont décrits par des systemes
d’équations qui dépendent du temps et des trois variables d’espace. Afin de résoudre ces
systemes, on propose, dans cette section, de généraliser la méthode étudiée au chapitre 3.
Pour se faire, on introduit les ondelettes de Legendre en trois dimensions et on construit
les matrices opérationnelles d’intégration par rapport a chacune des variables.

1 Définition et propriétés des ondelettes en 3 dimensions
De maniere naturelle et naive, les ondelettes de Legendre en trois dimensions, sont

obtenues par une généralisation des celles introduites par Persian [31] en deux dimen-
sions.

Définition 4.1 Les ondelettes de Legendre en tois dimensions, notées U ,, ;' mm (X, ¥, 2),
sont définies sur le domaine ouvert1 tel quel=[0,1] x [0,1] x [0, 1] par:

\/ 1 1y —, 1 ktk'+k— — —
(m+3)m'+3)(m+3)2 2 Lyu(X)Lpy (y)Liz(2)
ann’m’ﬁ(x’ y) Z) = Si (x’ y’ Z) € In,n’,ﬁ (41)
0 sinon
ol
[ n-1 n n-1 n n-1 7 w2
137 = , X ; , ; — , — , .
SO P RPTSE B PYETRPYEN R PY Ry 3
et

Lyn(x) =L, 2*x-2n+1),
Ly () =LK y—2n' +1), (4.3)
L (2) = Liz(2kz — 271+ 1),
Ly, est le polynome de Legendre de degrés m, défini dans chapitre 2, section 1. Les indices
k, k' et k sont fixés. n=1,..,25 1, 0/ =1,..,2K 1 et = 1,..., 251 représente le niveau de

décomposition de l'intervalle [0,1] suivant x, y, z respetivement. m > 0, m' > 0, m > 0
représente le degrés du polynome de Legendre.
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Proposition 4.1 La famille d’ondelettes de Legendre {\W pmn msimi} y m n me 777 €St OTthO-
normée par rapport au produit scalaire de1?(1). Plus précisément on a
anmn’m’W(x» y’ Z)‘an nq I’l,1 miﬁlﬁl (x’ y’ Z)dXdde (44)

I

= 6nnl 6mm] 6n’n’1 6m’m’1 6W1 6mml .

5. = 1si k=1
k=1 0 sinon.

avec

Preuve. |'égalité (4.4) découle des supports des ondelettes et de I'orthogonalité des poly-
nomes de Legendre. m

Proposition 4.2 La famille {W ;. mi} — pourn=1,..251 n' =1,.,2F1,

n,m,n’,m',n,
n=1,..,251 et m,m',m>0, est une base Hilbertienne de 12(1). Pour toute fonction h €
L2(), onala décomposition

2’6*1 2k/*1 2

h=2 2 L

-1
2
Z Crmn' mamVnmn' m7m, dans L (D), (4.5)
n=1 n'=1 n=1 m,m',;m=>0

ot les coefficients C,, mrm, Sont définis par le produit scalaire de 12(I),

Cnmn’m’m = f h(xr 2 Z)ann’m’m(x, ) Z)dXdde. (4.6)
I

Si de plus la fonction h est continue surl, alors la convergence de (4.5) est ponctuelle;

2k—1 2’6,—1 2%—1

h(x, ) z)= Z Z Z Z Cnmn’m’Wann’m’W(x» ) z); V(x, ¥ z) el

! 35— I—1 77— I 7
n,n',n=1 n'=1 n=1 mym',m>=0

Preuve. 1l suffit de suivre la méme démonstration du théoréme (2.9). m
Le théoréme (2.10) peut étre généralisé comme suit.

Théoreme 4.1 Toute fonction h € o ( [0,T],12 (I)), pourT > 0, admet la décomposition

2]6*1 2]6/*1 2%*1

htL)=Y. Y Y Y ComwmmmOVnmnmmm (), dans (D), @.7)

n=1 n'=1 n=1 m,m',;m>=0

ott les fonctions coefficients C,, 0 mm (1), Sont définies par

Chmn'mam(t) = f h(t, %, 9, DV nmn' mam (X, ¥, 2)dxdydz. (4.8)
I

Et sila fonction h est continue par rapport aux variables d’espace, la convergence de la série
(4.7) est ponctuelle sur le domainel et donc on a

Zkfl zk’*l 2%*1

ht,%,y,2=Y. > Y > ComnmmamOWnmwmim (X, y,2); YT >0,V(x,y,2) €1.

n=1 n'=1 n=1 m,m',;m=0
(4.9)
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Théoreme 4.2 (de convergence)
Soit la fonction u € C° ([O,T] ,Ce(i)), s'il existe une constante positive «, vérifiant

(t,x,y,2)|<oVE=0V (x,y,2) €],

u
Ox20y20z>
alors

— les fonctions coefficients définies par (4.8), vérifient l'inégalité

3\/§a2—(k+k'+%)

|Cnmn’m’m(t)| < ,

AmApy Asy

1
A= .
V21-1v21+5v21-3

— la série donnée par (4.9) converge pour tout t > 0 et tout (x, y, z) € L.

Preuve. En suivant les mémes étapes de la démostration du théoréme (2.11), on démontre
que le terme général de la série est majoré par le terme général d'une série numérique
convergente. Plus précisement, on a

3\/§O(

_2 M
B3n2n2n A A Ay

|Cnmn’m’m(t)11unmn’m’m(x; 4 Z) | <

Ainsi, pour les données M, M/, M > 0, la troncature de la série (4.9) aboutit, pour ¢t € [0,T]
et (x,y,2) €, al’'approximation

h(t,x,y,2) (4.10)

2k=1 2K -1 ok=1 M1 M/ —1 M -1
= 22 2 2 2 2 ComnmmmOVnmp mmm (X, ¥, 2),

n=1 n'=1 n=1 m=0 m'=0 m=0

qu’on peut écrire sous forme matricielle
h(t,x,y,2) = C' (OW(x, 3, 2), (4.11)

C(1) et y(x,y,z) sont deux vecteurs-colonnes de dimension 2k=1pp ok =1y 2k=1M dont
les coefficients sont respectivement C,, ;. iz (£) €8 W mn mism (X, ¥, 2) pour n=1, L2k
m=0,..M-1,n'=1,..,.281 m'=0,..M' —letn=1,..281 m=0,...M-1. m

2 Calcul des matrices opérationnelles d’intégration

2.1 Calcul de la matrice P,

Les matrices opérationnelles d’intégration Py, P, et P, sont obtenues par intégration
de chaque composantes du vecteur colonne w(x, y, z) par rapport aux variables x, y et z
respectivement.
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Théoreme 4.3 La relation

f\v(r,y, 2)dt=P,y(x,y, ), (4.12)

détermine la matrice Py, d'ordre2%~12% ~12k=\NIM'M. Celle-ci est définie par

(L F F ... F]

) OL F - F

-—10 O L - F
Px_zk S | (4.13)

O O O --- Lj

O est une matrice carrée nulle d’ordre 28 ~125=YMM'M. L et F sont des matrices de méme
ordre que O définies comme suit

21, O O ... O
o o o ... 0
F: Ol OI Ol Ol
o oo o
[ 1, =, o' o' o'
-1 A ' ;
\/§Iln1 —10 \/§\/§,In1 10 O/
L 0] mlnl 0O mlnl O
V2M-5v2M-3 \/ Iny V2M-3v2M-1 ™
Ol ... Ol O 1 O/

o1, et O' sont respectivement la matrice identité et la matrice nulle de méme ordre n =
k' =1ok=1 NN

Preuve. La preuve découle de l'intégration de chaque composante W,/ m7m (%, ¥, 2) du
vecteur (X, y, z) par rapport a la premiére variable sur I'intervalle [0, x]. Ce qui donne

Pour m=0,
X
f Wnon' m'am (T, Y, 2)d T (4.14)
ilc%anlnmnm(x 12+ VW on mam(X, ), 2) si x€ 2k 11,2,:11
= { 0sixe [zﬁk;j,zk—ﬁ_l ,pourii=1,..,n—-1
Lown A,y 2) si xe [ZL | pourfi=n+1,..,25!
ok aon' m'nm\X, Vs 2k-17 5k-1 p = yoeey .
Pourl< m<M-2,
X
f Wonmn' m'am (T, ¥, 2)d T (4.15)
0
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Pour m=M-1,

x
f Ur’n,M—l,n'm’W(T’ » z)dt
0

1 1 1

T 2F VAT VoM 3 P M-z, n'm!
0 si ¢ n-1 n
SI X 2k—1 ) 2k—1 .
: n-1 n n-1 n
Les variables (y, z) € [zk’—l’ ST | % paribrard b L

trice d’'intégration P,. m

2.2 Calcul de la matrice P,

Théoréeme 4.4 La relation

(4.16)

n—1 n
2k—1 4 2k—1

|

wm(X,¥,2) si x€

es formules (4.14)~(4.16), donnent la ma-

y

fw(x,T,z)dT:Pyxp(x,y,z), (4.17)

0

détermine la matrice d'intégration Py, ,d’ordre 2k=19k'-10k=INM'M, comme suit

D O O 0]
O DO 0]

Py=—% 00D ol, (4.18)
O O O D]

O est la matrice nulle d’ordre 2K ~12K"Y\M'M. D est la matrice carrée de méme ordre que O,

définie par
[L F F
O L F
p=|0" O L
0o o
ol
21,, O
OII O/I
F=
O.ll d//

I, et Q" sont respectivement la matrice identité

I, %Inz 0" 0"

=1 " 1 "

A O Fgh 0
|9 B O Vavain

.// /./ -1

0 0 \/ZM’—S\/ZM’—?:I

OII ON O//
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OII
OII

O.ll

et la matrice nulle d’ordre n, = 2K~ 1M.

O//
OH
OII
" O", 1 ' I
2 0 M\/Z/;\/I—'—l ny
N e 0
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Preuve. On procede comme précédemment, on integre toutes les composantes ;. m/im (X, ¥ 2)
du vecteur y(x, y, z) par rapport a la seconde variable sur l'intervalle [0, y]. Ce qui donne

Pour m' =0,
y
f W nmn',0,7m (X, T, 2)d T (4.19)
0
1 1 . o . n-1 n
?Tann’ 17m (X, Y, 2) +11Unmn’,0,nm(x»y, Z) sl y€ o1 KT
_ 0siye Zk,l,zkfl [ pour7i=1,..,n -1
Sw2 (x,3,2) si ye | L4, T ra=n'+1,..,2~F"1
2’“/ WVnmn,0,nm\X, Y, 2) SL Y SH—17 k-1 , pour n=n yoees
Pour1 < m' <
y
W mn mam (%, T, 2)d T (4.20)
0
1
2k’ \/Zm +1 \/Zm o3 Wnmn' '+ L (%), 2) = \/2—'1””’"”' m/—1,7m (X ¥» 2)

n!
SIyE 2k/ I)Zk/ [

n/
081y6€ zk, 1’2k’ [

et pour m' =M’ —

f Vamn' M —1,7 (%, T, z)dt 4.21)
0
1 !
1 2k' \/—\/—ann’ M'— lnm(x y,z) 31y€ Zk’ 1’21;7
= o
2k’ 1 ’ Zk’ [
Les variables (x, z) € 2k 1, zk : %, ﬁi—l [ Les formules (4.19)~(4.21), donnent la ma-

trice d'intégration P,. m

2.3 Calcul de la matrice P,

Théoréme 4.5 La relation
Z
f W(xyy,T)dT:PzW(x;y,Z);
0

détermine la matrice d’'intégration P, d’ordre 2’“—12’6,_12’“_1MM’M comme suit

D O O --- O]

) ODO ---0
p,=— |0 O D - O} (4.22)

2k

O O O --- D]

O est la matrice nulle et D la matrice carrée définie par

L F F F]
O L F F
p=|0 O L - F|,
0 0 O - L
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oiLL et F sont d’ordre 2=M, avec

21”3 OII . OII

O/l ON ... O/l
E={ . . r

O.” d/l . O.”

1,,, et Q" sont respectivement la matrice identité et la matrice nulle, d’ordre M, et

% 0" 0" 0"

-1 " 1 " "

—= O —— 0] 0]

\/§l -1 \/5%5 1 "

. O A © 7oV O

O// O/./ -1 OH 1
2M-5Vv 2M-3 2M-3Vv 2M-1

0" . 0" 0" -1 0"

] 2M-3V 2M-1

Preuve. La détermination de cette matrice P,, passe par l'intégration, par rapport a la
derniere variable et sur [0, z], de toutes les composantes W, ./ m7m (X, J, 2) du vecteur
Y(x,¥,2). On trouve

pour m=0,

z
f Vamn! m7o (X, Y, AT (4.23)

n-1 _n
E 2k—1

%wnmnmnl(x’y’z)"i'lunmnmno(x y,Z) si z€

2
051z€[ [pourn L,...,n-1

2k—l

1 .
Z_EZannm’ﬁO(x’y’Z) Sl z€e 2k—17 ok-1

z
[ W mn' mam (% ), DAT (4.24)

i1 (6 y»Ddt (4.25)

L
1’ 9k-1

[\
?r\‘sl

1 1 1
=V, - . (X,),2) sl Z€
2k /2M—1 /2M—3 nmn'n,M-1
1 _n_
k 1’ 2k 1

Les variables (x,y) € | 7= n-l SET [ X [ ;‘,;,‘1, Y [ Les formules (4.23)~(4.25), déteminent la

matrice d’'intégration P,. m
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3 Développement de la méthode de résolution

3.1 Résolution de I'équation complete

Pour 1 € [0,T] et (x, y, z) € I, on veut résoudre I'équation aux dérivées partielles

u Fu
—(,x,y2)+a (t,x, y,z)+a3 2(t,x,y,z)+ (4.26)

B 82(txy,z)+aza2

a4—ax5y(t’x’y’Z)+a50xa (¢, x,y,z)+ag;aya (t, x, y,z)+a7g (1,X,,2)

ou
(£, x,),2) + g—

ou
+ag— 9z

dy
ft,x,y2),

(t,x,y,2) +ajpu(t,x,y,2)

avec les conditions de type mixtes suivantes

u(t,0,y,2)=hi(t,y,2),
u(t,x,O,Z):hz(t,x,Z), (427)
u(t) x)yyo) = h3(t) x;J’),

Ou
gu(t x,0,2) = (¢, x, 2), (4.28)

%Ux%m g(6,%,7),

et avec la donnée de la condition initiale

(t 0 y; Z) :gl(t)y) Z)v

u(t=0,x,y2) =up(x,y 2). (4.29)
On pose
u T
——(t,x,9,2) =C (OWw(x,y, 2). 4.30
8)628_)/2(922( »2) (Oy(x,y 2) ( )
Plusieurs et différentes intégrations de cette égalité entrainent I’expression des différents
termes de 'EDP en fonction de Py, Py, P,, C(#), w(x, y, z) et des conditions imposées.
En intégrant deux fois de suite (4.30) par rapport a la premiere variable d’espace sur

I'intervalle [0, x] et en utilisant les premieres conditions de (4.27) et de (4.28) et la relation
(4.30), on obtient

T s ’g Py
ay 202 2(1‘ x,1,2)=C" (H)Pw(x, y,z)+xa 202 2(t y,z)+a 202 2(t V2. (4.31)
s 0 (t,x,T,2)dT entraine
0 azaz
_ T 2 _
Dyoz 2(txy,z) = C (t)PxPy\p(x,y,z)+xa 2 2(t ¥,2) 8 9z 2(tOz) (4.32)
u (t,y,2) — I (t,0, )+62 (t,x,2).
Toyoz VP T ayaz D22

62u

Lexpression des termes 82” 25 (t,x,,2) et (t X, ¥, z) estobtenue par intégration de (4.32)

par rapport a la deuxiéme Varlable d’espace sur [0, y] et la troisiéme variable sur [0, z] res-
pectivement. Ce qui donne, pour le premier terme et en exploitant la seconde condition

77
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4.27)
Pg
0z Sy = CTOPPRy(xy,2)+ 2355 5 (0 )—xﬁ(t 0,2) (4.33)
Fhy Fhy Phy
_xyaaz(t02)+ 62(’ ,2) — 82(to z)— yaaz(tOz)
W(t ,X,2) + 922 (l‘ X, 2),

et pour le second terme

D20y (t X,¥,2) (4.34)
= CY(nP%P,Py(x,y z)+x82 (t,y,2 z)
Yy E e 0z0y ’ 8 8 0z 8
azay VY T Y azay a 828 920y a
O (£.0,0)+ 28 1 xz)—@(txona—(tx )
920y 9z NE T g BT g R Y
Sachant que
@(t )—fz@(t )d +@(t 0)
82 )x)yrz - 0 622 )x)er T 62 ,x,% »
la décomposition de ce drenier terme est
u
a_(t)xry)z) (435)
T 252 0g1 0g1
= C (0)PP Pzw(x 12+ x—— 9z (t V,2)— xa—(t,y,O)
—x%(t02)+x%(t00)— 78 98102 +x 78 Lir00)+ v o
oz oz o T Y 0, yaa oz Y
—%(r 0)—%(t0z)+ai(t00) Oh 1(to 2)+ I (£,0,0)
9z VT T g AT g R T Y e a, yaa

0 0 oh Ohy
+y%(t)xyz) _y%(t)x)o) + 8_Z2(t)xyz) _E(t)xyo) +g3(t,x»_)/)-

En suivant les mémes étapes, mais en changeant I'ordre d’intégration au niveau de la

relation (4.31), on obtient la décomposition de 82u 25 (t,x,y,2) etde 8; (t,x,Y,2).

Jy 2(lt x,¥,2) (4.36)
= Cl(OPiP2w(x, y,z)+xa (L7, )—xa > (£,7,0) - Xz 28 (£,,0)
62 l(t 2) - il I y,0)- aghl( 0)+za2 (t, x, )+82h3(tx )
yy a 2 y; a 28 ) ) a 2 y y2 ) )y)
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@(tx Z) (4.37)
ay ) )y) .

= CT(t)PJZCPﬁwa(x, ¥, 2)+ x%—il(t, V,2)— x%—gyl (t,0,2)

—x%(t,y,O)+x%(t,0,0)—xzi(t,y,0) +Xxz (t 0,0) + a—(t Y, 2)
dy dy 0y0z ay 8 dy
—%(ro )—%(t 0) + %(IOO) Fh l(t 0) + Ol (£,0,0)
ay U, 2 ay )y) ay y, Zay
+Z%—‘i?’(t,x,Z)—z({;—gj(t,x,OH%(t,x,z)—%(t,x,ngz(t,x,z).

Fu

Pour I'obtention des décompositions de O (t,x,9,2), gu(t X,,2), on reprend (4.30)

et on l'integre deux fois de suite, sur I'intervalle [0, y|, par rapport a la deuxieme variable
d’espace. Ce qui donne

g O hy
(6,%,5,2) = CLOPYW(x, 3, 2) + Y570 2 (t,%,2) + 5res (£,X,2) (4.38)

ox 28 2 0x20z2
IS 8(245 ~(t,x,y,T)dT entraine
920x 2(t X, ¥, 2) (4.39)
_ T 2 &
- C (t)PyPZ‘V(x)y)Z)+yaZax2 (t,x,Z) ya a 2(1: x 0)
+83h2( z)— O I x,00+ 2221, x, ).
9202 0P T Hzox2 axz Y
Comme
gz (%A= | 5 aa(hxynd @2 ,X,9,0),
et
ﬁ(tx z)—fxﬁ(tr 2)dt+ Fu (£,0,,2)
oxoz VDT oxzoz 0T oxoz Ve
ona
u
@(t)x)y)z) (4'40)

= C'(OPIPoy(x, ,2) +yaa2 = (1,%,2) — 2(1,x,0)— yz (£, x,0)

ya 2 Ox za
+@(txz) aZh (txO) (tx0)+zaz—(tx )+ —— (tx )
Ox2 Ox2 “ox2oz " axz Y 82 Y
et
%0z (txy,Z) (4.41)
Pg h
_ T 2 2 2
= C (t)Pszthu(x,y,Z)+ya 0z (t,x,2) - Y ovoz 8 (1,0, Z)+a aZ(t,y,Z)
Fhy T 10,2) - 8 82 azhz(t 0)+%(t00)
 Ox0z Y oxoz oxoz " T oxoz
0g3 g1
+a(f,x,ﬂ—E(I,O»J/)"‘g(t,yyz)-
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La décompsition des termes g“ (t,x,y,2) et u(t,x,y,z), estle résultat de deux intégrations
successives de (4.40), ce qui donne

LTp— (4.42)
ax ) ,J/;Z .
8gg 8 8g2
T 2p2
= C (t)PyPZwa(x,y,Z)+ya—(t,x,Z)—ya—(t0 A =yo (6HX0
+y282(10,00— y z82 2 (6,x,0)+ vz (r00)+ah( xz)—%(IOZ)
Yox 0 Ox0z yaa Ry PR
—%(r 0)+a—(r00)— Fh 2( 0)+z82h (zr00)+za (£, %, V)
o OO G 0z X O 2y e ox Y
22802 -8 0 et )
a y ax ) )y a J/ gl J/, )
et
u(t,x,y,z) (4.43)

8
= CT(PPIPIY(x, Y, 2) + yga(t, X, 2) — yg(1,0,2) —xy%(t, 0,2)

-y82(t,x,0) + yg (2,0, 0)+xy6a (£¢,0,0) — yza—(t X, 0)+yza (£,0,0)

0z 0z
+xyz (t 0,0) + hy(t,x,2) — hy(t,0,2) —xai(t,o,z) —hy(t,x,0)
0x 8 0x
+hg(t00)+xa (¢,0,0) — az(tx0)+zah (£,0,0) + xz iy (£,0,0)
ox 0z 0z 0x0z

+283(t,x,y) —283(t,0,y) — zxg3(%,0,y) + ha(t,x,y) — h3(t,0,y)
Ohs
_xa(tyoyy)+xg1(t)yyz)+hl(t)yyz)-

La dérivation de ce dernier terme par rapport a la variable temps ¢, donne |'expression

de ‘g”(t X, ¥, z) en fonction de 4€ dt, %’;" etde % i=1,.. ,3.82
u

Il reste a retrouver I’expression de la dérivée croisée 20y (t,x,y,2). Celle-ci est obte-
nue en intégrant la relation (4.30) deux fois de suite, sur I’ 1ntervalle [0, z], par rapport a la
troisieme variable d’espace. La relation obtenue, est intégrée sur [0, y|, par rapport a la
second variable d’espace et ensuite sur [0, x]. Ce qui aboutit a

f 4.44
Oxdy (txyZ) (4.44)
g3 Fg
= T PZP Px ’ - > ’ > y Ay
C (n \[J(xyz)+za dy (,x,y) Z8x8 0,y Z@x(?y(txo)
(92h3 82 3 azh?) 82 3
+axay(t,x,y) (, Y)— Oxdy (£,0,y) — Oxdy (t,x,0)
)—a—(tO )+a—(t ).
(9 a » J V4 _V,Z

En injectant les relations (4.33)~(4.37) et (4.40)~(4.44) dans 'EDP (4.26), on obtient
I’équation différentielle vérifiée par I'inconnue C(¢)

(t)PszPzw(x y,2) +C () A (x, y,2) =F(t, x, , 2), (4.45)
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oit la matrice A d’ordre MM/M2*~12K~12K-1 st donnée par

A= a\PiP;+ a;PiP% + asPiP% + asPoP Py + asP5P P,
+agP3P, P, + a;P PP, + agPiP7Py + agP5P, P, + ay P, PP,

quant a la fonction second membre F(, x, y, z) elle est définie par
F(t,x,y,2) (4.46)

OF 6’2 82
= f(t)x)yyz)_E(t)x)y)z) (t X, y,Z) (t X, y,Z)

AT TP RS TP
FEACL i MUE L R w e G
aya X, ), & gll, X, ¥,2),

avec
Fl(f;X,y,Z)

0g» 0g2
= ygI(t,x,2)—yg(t,0,2) —xya(t,O,Z) - y8(t,x,0) + yg2(t,0,0) +xya—x(t,0,0)

—yz%(t,x,O) +yz%(t,0,0) +Xxyz 2 (1,0, 0) + ha(t,x,2) — hy(t,0, 2)

0z 0z 88
. ﬁ(to ) = hy(t, x,0) + ho(£,0,0) + Ohs 2(£,0,0) — ahz(t 0) + Ohy 2(£,0,0)
xa ,U, 2 2 X, 2 xa 8 X, .Za

0gs
(t 0,0) +zgs(t,x,y) —z83(3,0,y) — xz—(t 0,y) + hs(t, x,y) — hs(t,0,y)

88 O0x

—xa—(tO )+g1(t,y,2)+ hi(t,y,2)
ax ) yy gl )y} 1 )yy )

982 (4 x,0) + ha(t, x, 2)
0z

Ohy
_hZ(trx)O) - Zg(tyx)o) + ng(t;x; J/) + h3(t) x,J’),

Fo(t,x,y,2)= —a1(yg(t,x,2) —yg(t,x,0) - yz

0
F3(t,x,y,2)= —ax(xgi(t,y,2) —xg1(t,y,0) —xy%(t, ¥,0)+ hi(t,y,2)

ohy
_hl(t)y)o) —ZEU’J@O) +Zg3(t)xyy) + hg(tyx)y))r

8g1
F4(t)xyyyz) = _a3(xgl(t;yyz) _xgl(tyo)z) _xy_(tyoyz) + hl(t)yyz)

8
—h(t,0,2) — 8 (t 0,2) + ygo(t,x,y) + hao(t, x, 2)),

Fs(t) x)y) Z) = _a4(zg3([) x’y) - ng(t»O,,V) _Zg3(t7x)0)
+Zg3(t)0y0) + hS(t) X, ,V) - h3(tv0)y) - h3(t)x70) + hS(t)O)O))
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82

Fe(t, x,¥,2)

= —as(yg(t,x,2) —yg2(t,0,2) — yga(t, x,0) + yg2(¢,0,0) + ha(t, x, 2)
—hy(t,0,2) — ha(t, x,0) + hy(t,0,0)) + a;(g2(t, x,0) — yzg2(¢,0,0)
+zhy(t,x,0) — zhy(£,0,0)) — aj0xyzg2(t,0,0) — aypxzh»(t,0,0),

F;(t,x,y,2)

= —ag(xgi(t,y,2)—xg1(t,y,0)—xg1(£,0,2) + xg1(£,0,0) + hy (£, y, 2)
—hy(t,y,0) = hy(¢,0,2) + hy(£,0,0)) + ag(g1 (¢, ,0) — xzg1(¢,0,0)
+zhy(t,y,0)—zh1(¢,0,0)) + ag(xyg:(¢,0,z) — xyg2(t,0,0)
+yh1(¢t,0,2) —yh1(¢,0,0) — aj0xyzg2(t,0,0) — ayjpxzh»(t,0,0),

Fs(t, x, ¥, 2)
au%g;(, %,2) - %(t,o,z)+%(t,y,z))+a5(%(t,x,y)
%gg(t 0, y)+%—(t y,z))+6l6(8a (t ,x,z)—%(t,x,0)+%(t,x,y))
+a7(y@(t,x 2-y282(1,0,2) - y O8> (tx0)+ya—(t00)+8h2(txz)
ox 2 ok e ’ ox ox 7
—%(t 0, z)+ah (t,x 0)+ai(t 0 O)+za—(t X y)—za—(t 0,5
8 ox 7 ox ox 7 ox
(t X, y)—a—(t 0,y)+ g1z, y,z))+ag(xa (t,y,z )—xa—(t 0, 2)
3 ox dy dy
—x—l(t,y,O)—i-xﬁ(t,0,0)+b(t,y,z) Oy 0,22 —L(t,7,0)
dy dy dy dy dy

+%(t00)+z%(tx 228 e - DB o)
ay Y, ) )y 8y )y Ay ay ) ,_V ay y Ay

+g (1, X, z)+ag(xa (t,y,2) - x—agl(t,y,O)—x—agl(t,O,z)+x—ag1(t,0,0)
0z 0z 0z 0z
ah

8 8h1 ohy 0g>
(t _V»Z) (t y,O) (t;O,Z)+_(t;O»O)‘i‘y_(t»x,Z)
8 0z 0z

0go 3h ahg
_y_(t’ y0)+_(t X, Z) (tyx;o)+g3(t,ny/))+6110(yg2(t,xyz)
0z 0z 0z
0g 0g>
_ygz(t)oyz)_xya_(t)o)z)_ng(t)x)O)+yg2(t)0)0)+xy§(t;0y0)_
za—(tx0)+ Z8 (¢,0,0) + hy(t, x,2) — h(tOZ)—x%(L‘OZ)
y Oz y Oz 2 2\, U, Ox U,

—hy(t,x,0) + hy(t,0,0) +xa—(t,0,0) —z%(t, x,0) +Z%(t,0,0)
ox 0z

0z
0g3
+zhs(t,x,y) —zg3(t,0,¥) —xz§(t,0,y) + h3(t,x,y) — hs(t,x,y)
Ohs
—xa(l‘,o»w +gl(t1yrz) + hl(t,Y»Z)-
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La condition initiale C(0) est obtenue a partir de la condition (4.29) et de la relation
(4.43); c’est a dire

up(x,y,z)

= CT(OPIPIPiy(x, y,2) + y82(0, %, 2) — yg2(0,0,2) — xy?3 (0,0,2) —

182(0,x,0) + 20,0, 0)+xy88 0,0,0) — yz8 0, x, O)+yz8 0,0,0)

Oz 0z
rxyz a 2.(0,0,0) + 12(0, x, 2) - hg(0,0,z)—x%(o,o,z)—hg(o,x,m
+h,(0,0, 0)+xa (0,0,0) — ah —(0, x, 0)+z(9 (0,0,0)

2 Ox > Oz
+xz8x8 (0,0,0) + zg3(0,x,y) — 283(0,0, y) — 2xg3(0,0, y) + h3(0, x, y)
Oh3
-h3(0,0,y) —x——(0,0,y) + x81(0,y,2) + h1 (0, y, 2).

0x

Ce qui peut se ramener a

CTOPIPIPIW(Y, y,2) = Tho(x, Y, 2)

=U'v(x,y,2),
et donc la condition initiale est déterminée par
2p2p2yT) 1o
o) =((P2P2PY)T) T (4.47)

En résumé, résoudre le probleme aux limites (4.26)~(4.29), revient a résoudre le probléeme
différentiel (4.45)-(4.47).

3.2 Exemple simple
On veut transformer le probleme aux limites posé dans [0,T] x [0,1] x [0,1] x [0,1],

%(t,x,y,Z) 82”(1‘ X, ¥,2)— 82”(z‘ X, ¥,2)— 82”(txy,Z) ft,x,y,2)

u(t:O,x,y,z) Up(x,y,2)

{ = cos(x) cos(y) cos(z)
u(t,x=0,y,z)=exp(t)cosycosz

{ u(t,x,y=0,z) =exp(f)cosxcosz
u(t,x,y,z=0)=exp(t)cosxcosy

%(to y,z):O
5u(1,x,0,2)=
a”(l‘ x,,0) =

en un probleme différentiel du type (4.45).

Pour cet exemple, on a seulement besoin des expressions de I'inconnue u et de ses
dérivées secondes, c’est a dire on reprend les relations (4.33), (4.36), (4.40) et (4.43), qui
prennent la forme

(t X,),2) = CT(t)PZPZu/(x ¥, 2) — exp(f)(cos y cos z — CoS z+ COS X COS 2),

62
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a—yth(t, X,),2) = CT(t)PJZCPEuJ(x, ¥,2) —exp(f)(cos ycosz—cosy+Ccosxcosy),

Fu

Ox2

(t,x,),2) = CT(t)Pf,Pgtp(x, ¥, 2) —exp(f)(cosxcosz— cosx+cosxcosy),

et

u(t, x,y,z) = CT(t)Pf,PgPiw(x, ¥, 2) +exp(r)(cosxcosz—cosz

—COSX—COS)+COSXCOSy+Ccosycosz+1).

En remplacant par la dérivée temporelle de u(z,x, y, z) et par les trois dérivées spatiales
dans I’équation, on obtient

T
ddit(r)PiPiPiw(x, %2 +Cr (D AY(x, y,2) =F(t,x,, 2),

avec
A=P}P; +PiP; +PiP;

et

F(t,x,y,2) = f(t,x,y,z) —exp(t)(3cosxcosz+3cosxcosy+

3cosycosz—2cosx—2cosy—2cosz+1).

La condition initiale est déterminée par la relation
co) = (@2p2p2)T) " G
(0) - ( y ya x) .
Le vecteur U est le vecteur de décomposition de la fonction

u(x,y, z)

= COSXCOSYyCOSZ—COSXCOSZ—COSXCOSY—COSYyCOSZ+COSZCOSX+COSY— 1.
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Conclusion

Dans cette these, on s’est intéressé, dans une premiere partie, a la modélisation d'une
tumeur cérébrale; le gliome. On a proposé un modele décrivant I’évolution de cette tu-
meur pour certaines positions particulieres de celle-ci, en complétant ainsi le travail fait
par Lagaert [26], ou il considere que la tumeur évolue de maniere sphérique a I'intérieur
du cerveau.

Dans une seconde partie, on a développé une méthode de résolution des équations
aux dérivées partielles. Cette méthode est basée sur I'approximation d’'une fonction par
une série d’ondelettes de Legendre en espace, la variable temps apparait dans les coef-
ficients de la série. On a donc commencé par justifier cette approche dans les espaces
C(l0, #1;L2([0,1D)), C([0, T1;L2([0,1] x [0,1])) et C([0,T1,L*([0,1] x [0,1] x [0, 1])) ou des ré-
sultats de régularité pour les coefficients de la série de Legendre comme des résultats
de convergence de ces séries ont été établis. Lestimation de I'’erreur de cette approxima-
tion n'a été démontrée que dans le premier espace. Les outils nécessaires au developpe-
ment de la méthode ont été introduits. Dans ce cadre, les matrices opérationnelles en
trois dimensions ont été calculées. Cette méthode de résolution s’applique facillement
et s'adapte a tous types de conditions aux limites. Elle transforme une équation aux dé-
rivées partielles spatio-temporelles en un systeme différentiel en temps, qui est résolu
par la méthode des différences finies. Pour le traitement des équations non linéaires, une
technique numérique et itérative (QLT) a été retenue. Les différents résultats numériques
obtenus, montrent l'efficacité de cette méthode. La solutions approchée qui en découle
est alors treés proche de la solution exacte et pour un moindre cout (en temps et en dis-
crétisation). Cependant, il a été difficil de simuler le modele proposé (derniere section du
chapitre 1) par cette méthode. La difficulté réside dans le fait que :

1. les différentes espéces cellulaires sont structurées en couches.

2. les limites des couches sont inconnues et varient avec le temps.

3. laméthode de résolution proposée n’est applicable que pour des domaines fixes.
Comme perspectives pour ce travail, on propose :

— Trouver une méthode de résolution adaptée a des domaines variables.

— Trouver les estimations de I’erreur d’approximation dans les espaces C([0, T1; L2([0, 1] x
(0,1])) et C ([0, T1,12([0,1] x [0,1] x [0, 1]))-
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