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RÉSUMÉ

L�idée de ce travail est l�étude et la classi�cation des surface minimales de translation sur

l�espace Sol3.

On dit que M est minimale si et seulement si l�équation est nulle.C�est-à-dire :

Gh �N; ~re1e1i � 2F h �N; ~re1e2i+ EhN; ~re2e2i = 0:

pour chacun des trois types de surfaces I , II et on donne seulement des exemples des

surfaces minimales pour type III puisque l�équation va étre trés compliquée.



INTRODUCTION

En géométrie di¤érentielle, une surface est dite minimale quand elle minimise son aire tout

en respectant certaines conditions à son bord.

Dans ce mémoire nous avons permis d�obtenir des résultat de classi�cation concernant les

surfaces minimales de translation de trois types proprement plongées dans l�espace Sol3 .

L�espace Sol3 on peut voir comme R3 muni de la métrique

h:; :i = e2z dx2 + e�2z dy2 + dz2;

où (x; y; z) sont des coordonnées habituelles de R3. Cet espace est muni de la multiplication

interne

(x; y; z) � (�x; �y; �z) = (x+ e�z�x; y + ez�y; z + �z):

Mon travail est divisé en deux chapitres.

Dans le premier chapitre nous rappelons certain nombre de dé�nitions d�une variétés topolo-

gique, carte, atlas,...ect, et nous écrivons aussi les deux applications homéomorphisme et celle

di¤éomorphisme. Nous rappelons aussi la dé�nition d�un vecteur tangant et éspace tangant

et champs de vecteurs, et la dérivé covariante d�un champ de vecteur le long d�une courbe

et à la direction d�un autre champ de vecteurs. Nous introduisons la notion d�une métrique

Riemannienne et la connexion linéaire, la connexion de Levi-Civita. Nous écrivons aussi la

courbure de Ricci et la courbure de Gauss et celle la courbure moyenne. Puis, nous dé�nis-

sons aussi la connexion d�un sous-variété Riemannienne et la formule de Gauss. En �n, nous

présentons les espaces homogène de dimension 3 :

R3; S3 ; S2 � R; H2 � R; H3; Nil3; Sol3; SL(2;R):

Dans le deuxième chapitre nous présente le résultat consernant la classi�cation des surfaces

minimales de type I et II et exemples des surfaces minimales de translation de type III;

d�après l�article de Lopèz et Munteanu.



Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Notion sur les variétés

1.1.1 Variétés topologiques

Dé�nition 1.1.1 Soit M une variété topologique séparé. On dit que M est une variété to-

pologique s�il existe un entier naturel n tel que pour tout poit x 2 M admet un voisinage

homéomorphe à un ouvert de Rn.

Dé�nition 1.1.2 Soit M un espace topologique, et u un ouvert de M . Une application :

' : u! '(u):

est homéomorphisme si ' est bijective et continue et l�application

'�1 : '(u)! u:

est continue.

Soit M un espace topologique, et u un ouvert de M . Une application :

' : u! '(u):

est di¤éomorphisme si ' est bijective et continue et de classe Ck(1 � k � +1) et l�application

'�1 : '(u)! u:

de classe Ck:
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Dé�nition 1.1.3 Soit M un espace topologique, et u �M . On dit que le couple (u; ') est

une carte si :

1) u ouvert de M .

2) ' : u! ' (u) un homéomorphisme.

Dé�nition 1.1.4 Un atlas de classe Ck(1 � k � +1) sur une variété topologique M est

une famille de cartes (ui; 'i)i2I telle que :

1)
n[
i=1

ui =M:

2) Les cartes (ui; 'i)i2I sont compatible deux à deux.

1.1.2 Vecteur tangent :

Dé�nition 1.1.5 La famille de courbes 
 : R!M ayant le mème tangent au point x 2M

est appelée vecteur tangent à M au point x est noté par Vx:

1.1.3 Espace tangent :

Dé�nition 1.1.6 On appelle espace tangent à M au point x, noté TxM; l�ensemble des

vecteurs tangents à M en poit x

TxM =

�
Vx : -F(M)! R=f2C1

f ! Vx(f)

L�espace TxM est un espace vectoriel de dimension n; les
�

@
@xi

�
; i = 1; :::; n forment une

base de cet espace.

1.1.4 Champ de vecteurs :

Dé�nition 1.1.7 Un champ de vecteurs sur M est toutes application

X :M ! TM

de classe C1, qui à tout point x 2 M associe un vecteur tangent Vx 2 TxM l�ensemble des

champs de vecteur sur M est noté �(M) = fY=Y est une champ de vecteur sur Mg:
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1.1.5 Dérivé covariante :

Dé�nition 1.1.8 Une dérivation covariante sur une variété di¤érentiable M est une appli-

cation

r : �(M)! �(M)

telle que X 2 �(M): L�application rX : �(M) � �(M) ! �(M) véri�ée les propriétes

suivantes pour tout X; Y 2 �(M), f; g 2 -F(M)

1) rX(Y + Z) = rXY +rXZ;

2) rX(fY ) = X(f )Y + frXY;

3) rfX+gY = frX + grY :

1.1.6 Variété di¤érentiable :

Dé�nition 1.1.9 Une variété di¤érentiable est un couple (M; A), où M est une variété

topologique et A est un atlas sur M:

Exemple 1.1.1 L�espace Rn muni l�atlas (Rn; Id) est un variété di¤érentiable.

1.2 Variétés Riemanniennes :

1.2.1 Métriques Riemanniennes :

Dé�nition 1.2.1 Soit M une variété di¤érentiable un tenseur métrique ou une métrique

Riemannienne est une application qui à chaque couple de vecteur (X; Y ) � TpM fait corres-

pondre un nombre g (X; Y ) � R. Tel que les conditions suivantes sont satisfaites :

1)Pour tout p � M , l�application

g : TpM � TpM ! R

(X; Y ) 7�! g (X; Y ) :

est une forme bilinéaire symétrique et dé�nie positive

2) Si u � M est un ouvert de M et X; Y � 	(u). Alors, la fonction

p! g (X; Y ) = g(X (p) ; Y (p))

est di¤érentiable.
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Une variété Riemannienne est une couple (M; g) où M est une variété di¤érentiable et g

une métrique Riemannienne.

1.2.2 La connexion linéaire :

Dé�nition 1.2.2 Soit M une variété di¤érentiable et une application r (napla) qui a tout

X 2 TpM (p 2 M) et tout Y 2 TpM fait correspodre un vecteur tangent :

rx : TpM ! TpM

Y 7�! rXY

On dit que r est une connexion s�elle véri�eé les conditions suivantes :

1) r(�1X1+�2X2)Y = �1rX1Y + �2rX2Y 8 X1; X2; Y 2 TpM

2) rX(�1Y1 + �2Y2) = �1rXY1 + �2rXY2 � 2 R

3) rX(fY ) = X(f )Y + frXY avec f :M ! R(C1) .

1.2.3 La courbure de Ricci :

Dé�nition 1.2.3 C�est un 2-tenseur symétrique au point m noté Ric(X; Y ) = trace de

l�endomorphisme

TmM ! TmM

v ! R(v;X)Y:

Si feigi=f1;::;ng est une base orthonormé de TmM ;

Ricm(X;Y ) =
nX
i=1

R(Xiei; Yiei)

=

nX
i=1

hR(Xiei)ei; Y i

=

nX
i=1

g(R(Xiei)ei; Y ):

En général le tenseur de Ricci n�est pas symétrique.

1.2.4 La courbure de Gauss :

K = l n�m2

EG�F 2

Si K = 0 , on dit que (S) est plane
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1.2.5 La courbure moyenne :

H =
lG + nE � 2Fm

2 (EG� F 2)
Si H = 0 , on dit que (S) est minimale.

1.2.6 Connexion d�un sous-variété d�une variété Riemannienne :

Dé�nition 1.2.4 Soit ( ~M; ~g) une variété Riemannienne, et ( M; g)une sous-variété de (

~M; ~g ), soit m 2M: Il existe une carte (u; ') de ~M; (k 2M) au voisinage de m tel que '(u\

M) = R�f0gSi au point '�1((x; 0)) nous avons X =
nX
i=1

�i
@
@xi
et Y =

nX
i=1

�i
@
@xi
. Nous dé�ni-

sons ~X; ~Y au point '�1((x; 0)) par ~X =
n+kX
i=1

�i'
�1((x; 0)) @

@xi
et ~Y =

n+kX
i=1

�i'
�1((x; 0)) @

@xi
Soient

~r et r les connexions canoniques de ( ~M; ~g ) et ( M; g ) respictivement. Soient ~X; ~Y et ~Z

des prolongements de X; Y et Z sur un voisinage m de ~M: i,e :

~X =
n+kX
i=1

~�i
@

@xi
ou ~� =

�
�(x) si i � n:
0 si i > n:

Pour tout point m de M:Un calcul en coordonée locale donne immediatement [ ~X; ~Y ]m =

[X; Y ]m:

Par ailleurs en pour tout point de M . g( X; Y ) = ~g( ~X; ~Y ):

Donc ~X ~g( ~Y ; ~Z ) = Xg( Y; Z ) sur M par suite, l�équation (de Kozul) appliquée succes-

sivement à r et ~r donne

gm( rXY; Z ) = ~gm( ~r ~X
~Y ; ~Z ):

D�où la conclusion rXY = ( ~r ~X
~Y )T :

Remarquons que ( ~r ~X
~Y ) est automatiquement indépendante des prolongements de ~X et ~Y

choisis.

Proposition 1.2.1 La formule de Gauss

~rXY = rXY +�(X; Y )N;
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où ~r et r sont les connexions canoniques de ( ~M; ~g) et (M; g) respectivement ; et � c�est la

deuxième forme fondamental de M dé�nie par :

8 (X; Y ) 2 (�(M))2;

�(X; Y ) = ~g(rXY; N) = �~g(rXN; Y ):

Et N le vecteur normé principale de M .

1.3 Les espaces homogènes de dimension"3" : R3; S3;
S2 � R; H3; H2 � R; Nil3; Sol3; SL(2;R) :

1.3.1 L�espace Euclidien R3 :

La métrique de l�espace Euclidien R3 est

gR3 = dx
2 + dy2 + dz2:

La base orthonormé de l�espace Euclidien R3 est :

E1 =
@

@x
; E2 =

@

@y
; E3 =

@

@z
:

1.3.2 La 3-Sphère S3 :

S3 = f(x; y; z; t)=x2 + y2 + z2 + t2 = 1:g

on a8>><>>:
x = cos(�) cos(') cos(	):
y = sin(�) cos(') cos(	):
z = sin(') cos(	):

t = sin(	):
avec :8>><>>:
dx = � sin(�) cos(') cos(	)d� � cos(�) sin(') cos(	)d'� cos(�) cos(') sin(	)d	:
dy = cos(�) cos(') cos(	)d� � sin(�) sin(') cos(	)d'� sin(�) cos(') sin(	)d	:

dz = cos(') cos(	)d'� sin(') sin(	)d':
dt = cos(	)d	:
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la métrique induite sur S3 par celle de la métrique de R4 est :

gS3 = dx2 + dy2 + dz2 + dt2:

= cos2(') cos2(	)d�2 + cos2(	)d'2 + d	2:

= (d�; d'; d	)

0@ cos2(') cos2(	) 0 0
0 cos2(	) 0
0 0 1

1A0@ d�
d'
d	

1A
La base orthonormé de la 3-Sphère S3 est :

E1 =
1

cos' cos	

@

@�
; E2 =

1

cos	

@

@'
; E3 =

@

@	
:

1.3.3 L�espace S2 � R :

X(�; ') = (sin(�) cos('); sin(�) sin('); cos(�))

La métrique canonique de S2 � R est :

ds2 = dx2 + dy2 + dz2:

8<:
dx = cos(�) cos(')d� � sin(�) sin(')d':
dy = cos(�) sin(')d� + sin(�) cos(')d':

dz = � sin(�)d�:

La métrique sur S2 par celle de dS2 est :

g = dS2s2 = dx
2 + dy2 + dz2

= d�2 + sin2(�)d'2

= (d�; d')

�
1 0
0 sin2(�)

��
d�

d'

�
Donc,

gij =

�
1 0
0 sin2(�)

�
et

gij =

�
1 0
0 1

sin2(�)

�
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donc la métrique de S2 � R est :

gS2�R = sin
2(�)d�2 + d'2 + d	2

gij =

0@ sin2(�) 0 0
0 1 0
0 0 1

1A
La base orthonormé de S2 � R est :

E1 =
1

sin �

@

@�
; E2 =

@

@'
; E3 =

@

@'
:

1.3.4 L�espace Hyperbolique H3 :

H3 = f(x; y; z) 2 R3= z > 0:g

L�espace hyperbolique H3 est muni de la métrique :

gH3 =
1

z2
(dx2 + dy2 + dz2)

La base orthonormé de l�espace hyperbolique H3 est :

E1 = z
@

@x
; E2 = z

@

@y
; E3 = z

@

@z
:

1.3.5 L�espace H2 � R :

H2 � R = f(x; y; z) 2 R3 = y > 0g une variété Riemannienne muni d�une métrique inva-

riante à gauche :

g H2�R =
1

y2
(dx2 + dy2) + dz2

gij =

0@ 1
y2

0 0

0 1
y2

0

0 0 1

1A
La base de H2 � R est :

E1 = y
@

@x
; E2 = y

@

@y
; E3 =

@

@z
:
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1.3.6 L�espace de Heisenberg Nil3 :

L�espace de Heisenberg Nil3 à 3 dimension est un groupe des matrices qui est donné par :

Nil3 :=

8<:
0@ 1 r t
0 1 s
0 0 1

1A = r; s; t 2 R
9=;

[[X; Y ] ; Z] = 0; 8 X; Y; Z 2 Nil3
L�espace de Heisenberg Nil3 est muni de la métrique invariante à gauche :

(gij) := dx
2 + dy2 +

�
1

2
ydx� 1

2
xdy + dz

�2
:

Et de la base orthonormé :

E1 =
@

@x
� y
2

@

@z
; E2 =

@

@y
+
x

2

@

@z
; E3 =

@

@z
:

Et de la connexion de Levi-Civita :

rE1E1 = rE2E2 = rE3E3 = 0;

rE1E3 = rE31E1 = �
1

2
E2;

rE2E3 = rE3E2 =
1

2
E1; rE1E2 = �rE2E1 =

1

2
E3:

1.3.7 L�espace Sol3 :

L�espace homogène auquel nous intéressons est le groupe de Lie Sol3 muni d�une métrique

invarainte à gauche

h:; :i = e2zdx2 + e�2zdy2 + dz2 .

On peut également dé�nir un repère canonique (E1; E2; E3) sur Sol3 donné par :

E1 = e
�z @

@x
; E2 = e

z @

@y
; E3 =

@

@z

D�où l�expression suivante des termes non nul de la connexion de Levi-Civita r dans ce

repère :

rE1E1 = �E3 , rE2E2 = E3 .

rE1E3 = E1 , rE2E3 = �E2 .
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1.3.8 L�espace SL(2; R) :

Le groupe SL(2; R) est dé�ni comme le groupe 2�2 des matrices avec des entrées du champs

des nombres réels et du déterminant 1 sous la multiplication matricielle.

SL(2; R) :=
��

a b
c d

�
; a; b; c; d 2 R; ad� bc = 1

�
SL(2; R) une variété Riemannienne muni d�une métrique invariante à gauche :

gSL(2; R) =

�
dx

2y

�2
+

�
dy

2y

�2
+

�
dx

2y
+ dz

�2

Et de base orthonormé :

E1 = 2y
@

@x
� @

@z
; E2 = 2y

@

@y
; E3 =

@

@z



Chapitre 2

Surfaces minimales de translation sur
Sol3 :

2.1 Le groupe de Lie Sol3 :

L�espace homogène auquel nous intéressons est le groupe de Lie Sol3 muni d�une métrique

invarainte à gauche

h:; :i = e2zdx2 + e�2zdy2 + dz2 .

Une base orthonormé invariant à gauche fE1; E2; E3g dans Sol3 est donné par :

E1 = e
�z @

@x
; E2 = e

z @

@y
; E3 =

@

@z
:

La connexion Levi-Civita ~r de l�espace Sol3 à l�égard de ce base est

~rE1E1 = �E3 ~rE1E2 = 0 ~rE1E3 = E1

~rE2E1 = 0 ~rE2E2 = E3 ~rE2E3 = �E2
~rE3E1 = 0 ~rE3E2 = 0 ~rE3E3 = 0:

où (x; y; z) sont des coordonnées habituelles de R3.Cet espace est muni de la multiplication

interne

(x; y; z) � (�x; �y; �z) = (x+ e�z�x; y + ez�y; z + �z):

Dans l�espace Sol3, la dimension de son groupe d�isométrie est de 3 et la composante de
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l�identité est générée par les familles d�isométries suivantes :

(x; y; z) 7! (x+ c; y; z); (1)

(x; y; z) 7! (x; y + c; z);

(x; y; z) 7! (e�cx; ecy; z + c):

Où c 2 R. Les champs Killing associées à ces isométries sont,respectivement,

@

@x
;
@

@y
; � x @

@x
+ y

@

@y
+
@

@z
:

Dé�nition 2.1.1 Une surface de translation M(�; �) sur l�espace Sol3 est une surface pa-

ramétrisée par :

x(�; �) = �(s) � �(t)

Où : � : I ! Sol3 ; � : J ! Sol3 sont des courbes dans R3.

Nous soulignons que la multiplication � sur l�espace Sol3 n�est pas commutative, et par

conséquent pour chaque choix de courbes � et � nous pouvons construire deux surfaces de

translation, à savoirM(�; �) etM(�; �), qui sont di¤érent. Le but de ce chapitre est l�étude

et la classi�cation des surfaces minimales de translation dans l�espace Sol3:

Théorème 2.1.1 Considérons le groupe d�isométries G = fTs ; s 2 Rg, avec Les seules

surfaces minimales invariables par G sont les plans y = y0; les plans

z = z0 et les surfaces

z(x; y) = log(y + �) + �; �; � 2 R

Voir par exemple [5], [6]. Soit M une surface orientable et x : M ! Sol3 est un immersion

isométrique. Considérons N le champ de vecteurs unitaire normal de M . r est la connexion

Levi-Civita induite surM . Pour une utilisation ultérieure, nous écrivons la formule de Gauss

~rXY = rXY +�(X; Y )N: �(X; Y ) = h ~rXY; Ni: (2)

Où X, Y sont des champs de vecteurs tangents sur M et � est la deuxième forme fonda-

mentale de l�immersion. Pour chaque p 2 M , nous considérons l�application de Weingarten

Ap : TpM ! TPM , dé�ni par

Ap(v) = � ~rX(N)
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où TPM est le plan tangent.

Avec X un champ de vecteurs tangent de M qui est extension de v au point p. La courbure

moyenne de l�immersion est dé�nie comme H(p) = (1=2) trace (A). Nous savons que A est un

endomorphisme auto-adjoint par rapport à la métrique sur M , c�est-à-dire, hAp(u); vi = hu;

Ap(v)i, u; v 2 TpM . De plus,

� h ~rXN; Y i = h ~rXY; Ni: (3)

A chaque plan tangent TpM , nous prenons une base fe1; e2g et soit écris

Ap(e1) = � ~re1N = a11e1 + a12e2;

Ap(e2) = � ~re2N = a21e1 + a22e2;

Nous multiplions dans les deux identités par e1 et e2 et désignons par fE; F; Gg les coé¢ cients

de la première forme fondamentale :

E = he1; e1i; F = he1; e2i; G = he2; e2i:

En utilisant (3), nous obtenons ;

a11 =

���� �h ~re1N; e1i F

�h ~re1N; e2i G

����
EG� F 2 =

���� hN; ~re1e1i F

hN; ~re1e2i G

����
EG� F 2 ;

a22 =

���� E �h ~re2N; e1i
F �h ~re2N; e2i

����
EG� F 2 =

���� E hN; ~re2e1i
F hN; ~re2e2i

����
EG� F 2

Nous concluons alors,

H =
1

2
(a11 + a22) =

1

2

GhN; ~re1e1i � 2F hN; ~re1e2i+ EhN; ~re2e2i
EG� F 2 :

Comme nous l�avons déjà mentionné, dans ce travail, nous sommes intéressés par des surfaces

minimales ; Ainsi, dans l�expression ci-dessus de H, nous pouvons changer N par un autre

vecteur proportionnel �N . Alors M est une surface minimale si et seulement si

Gh �N; ~re1e1i � 2F h �N; ~re1e2i+ EhN; ~re2e2i = 0: (4)
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Pour chaque choix d�une paire de courbes � et � dans des plans de coordonnées, nous obtenons

une sorte de surfaces de translation. Nous distinguons les six types comme suit :

M(�; �) et M(�; �); � � fz = 0g; � � fy = 0g; (type I et IV )

M(�; �) et M(�; �); � � fz = 0g; � � fx = 0g; (type II et V )

M(�; �) et M(�; �); � � fy = 0g; � � fx = 0g; (type III et V I)

L�idée dans ce mémoire est de considérer l�équation de surface minimale(4)pour chacun des

six types de surfaces soulignées ci-dessus. Pourtant, nous ne discuterons que des cas I; II

et III, les calcules pour les trois autres étant analogues. Dans chacun de ces cas,(4) est une

équation di¤érentielle ordinaire de l�ordre deux, que nous devons résoudre. Dans ce mémoire,

nous sommes en mesure de résoudre l�équation(4) lorsque la première courbe se situe dans

le plan de coordonnées z = 0 et nous complètent la classi�cation des surfaces minimales

de translation de type I et II. En ce qui concerne les surfaces de la famille de type III,

l�équation(4) adopte une expression très compliquée et nous donnons seulement des exemples

de surfaces minimales. La di¢ culté de cette a¤aire re�ète l�absence de symétries de l�espace

Sol3, en particulier le fait Les trois axes de coordonnées ne sont pas interchangeables. Le

même problème apparaît lorsque l�on étudie les surfaces invariantes dans Sol3, considérant

seulement les surfaces invariantes dans les deux premières familles d�isométries dans(1) c�est-

à-dire les traslations dans les directions x ou y, mais pas par la troisième famille d�isométries

dans (1) : Voir par exemple [10] pour le cas des surfaces invariantes ombilicales dans Sol3 et

[8] pour les surfaces invariantes avec une courbure moyenne constante ou une courbure de

Gauss constante.

2.2 Classi�cation des surfaces minimales de translation
de type I :

Théorème 2.2.1 Les seules surfaces minimales de translation dans l�espace Sol3 de type I

sont les plans y = y0, les plans x = x0, les plans z = z0 et les surfaces dont la paramétrisation

est x(s; t) = �(s) � �(t) = (s+ t; f(s); g(t)) où f(s) = as+ b; a; b 2 R; a 6= 0 et

g(t) =
1

2
I�1(ct) +m; I(t) =

Z tp
cosh �d� ; c > 0; e4m = a2:
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Preuve. Comme notre étude est locale, on peut supposer que chacune des courbes générant

la surface M(�; �) est le graphique d�une fonction lisse. Considérons deux courbes �(s) =

(s; f(s); 0) et �(t) = (t; 0; g(t)), la surface de translation M(�; �)

Paramètre comme :

x(s; t) = �(s) � �(t) = (s; f(s); 0) � (t; 0; g(t));

= (s+ e�zt; f(s) + ez0; g(t));

= (s+ t; f(s); g(t)):

Nous avons

e1 = xs =
D

Ds
u(s; t)

= (1; f 0; 0) = egE1 + f
0
e�gE2:

e2 = xt =
D

Dt
u(s; t);

= (1; 0; g0) = egE1 + g
0E3:

Les coe¢ cients de la première forme fondamental sont :

E = he1; e1i = e2g + f 02 e�2g; F = he1; e2i = e2g; G = he2; e2i = e2g + g02:

Et un vecteur orthogonal à chaque point est

�N = (f
0
g
0
e�g)E1 � g0 eg E2 � f

0
E3:

D
Ds
E1 = �egE3

D
Ds
E2 = f

0 e�gE3
D
Ds
E3 = e

g E1 � f 0 eg E2
D
Dt
E1 = �eg E3
D
Dt
E2 = 0

D
Dt
E3 = e

g E1

On sait que :8<:
E1 ^ E2 = E3
E2 ^ E3 = E1
E3 ^ E1 = E2

D�où,on obtient :

~re1e1 =
D

Ds
(eg E1 + f

0
e�g E2);

= eg
D

Ds
E1 + f

00e�g E2 + f
0
e�g

D

Ds
E2;

= f 00e�g E2 + (f
02e�2g � e2g)E3:
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et

~re2e2 =
D

Dt
(egE1 + g

0E3)

= g0egE1 + e
g D

Dt
E1 + g

00egE3 + g
0 D

Dt
E3

= 2g0egE1 + (g
00 � e2g)E3

~re1e2 =
D

Ds
(egE1 + g

0E3);

= eg
D

Ds
E1 + g

0 D

Ds
E3;

= g0egE1 � f 0 g0e�gE2 � e2gE3:

avec ;

hN; ~re1e1i = h(f 0g0e�g)E1 � g
0
egE2 � f

0
E3; f

00
e�gE2 + (f

02e�2g � e2g)E3i;

= �f 00g0 � f 03e�2g + f 0e2g:

hN; ~re2e2i = h(f 0g0e�g)E1 � g
0
egE2 � f

0
E3; 2g

0
egE1 + (g

00 � e2g)E3i;

= 2f
0
g02 � f 0g00 + f 0e2g:

hN; ~re1e2i = h(f 0g0e�g)E1 � g
0
egE2 � f

0
E3; g

0
egE1 � f

0
g
0
e�gE2 � e2gE3i;

= 2f
0
g
02 + f

0
e2g:

Selon (4), la surface est minimal si et seulement si

Gh �N; ~re1e1i � 2F h �N; ~re1e2i+ Eh �N; ~re2e2i = 0; (5)

�f 00g03 � e2g(f 00g0 + f 0g02 + f 0g00) + e�2gf 03(g02 � g00) = 0.

Nous commençons à étudier l�équation (5) dans des cas simples. Si f est constant, f(s) = y0,

alors M(�; �) est le plan y = y0. Si g est constant, g(t) = z0, la surface est le plan z = z0:

Remarque (2.2.1)

Si nous écrivons les courbes � et � comme �(s) = (f(s); s; 0) et �(t) = (g(t); 0; t), alors la

paramétrisation de M(�; �) est x(s; t) = (f(s) + g(t); s; t):L�équation (5) est maintenant ;
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f
00
g
0
3 � e2g(�f 00g0 + f 02g02 + f 02g00) + e�2g(g02 � g00) = 0:

Ensuite, si f et g sont constants, la surface est minimale. Cela signi�e que les plans x = x0;

x0 2 R, sont des surfaces minimales de translation de type I

Désormais, nous supposons dans (5) que f
0
g
0 6= 0 ; Nous divisons(5) par f 03g03 :

� f
00

f 03
� e2g

�
f
00

f 03
1

g02
+
1

f
02

1

g0
+
g
00

g03
1

f 02

�
+ e�2g

g
02 � g00

g03
= 0: (6)

Dans (6),le premier et troisième sommets sont la somme d�une fonction sur s et d�autres selon

t, respectivement. Ensuite, nous di¤érencions en ce qui concerne s et t, et nous obtenons ;

@2

@s@t

�
e2g
�
f
00

f 03
1

g02
+
1

f 02
1

g0
+
g
00

g03
1

f 02

��
= 0:

Ça signi�e �
f
00

f
03

�0�
1

g0
� g

00

g03

�
� 2 f

00

f 03
�
�
f
00

f 03

� �
g
00

g03

�0
+
g
00

g02

!
= 0. (7)

(1) Supposons f
00
= 0: Alors f(s) = as+ b, avec a; b 2 R. L�équation(5) implique

e2g(g
00
+ g

02) = a2e�2g(�g00 + g02):

Nous faisons le changement g(t) = h(t)+m, avec e4m = a2 et suivant, �(t) = 2h(t). Ensuite,

nous obtenons 2�
00
(e� + e��) = ���2(e� � e��); où

2�
00
cosh(�) = ���2 sinh(�):

Une première intégration implique

��
2
=

c2

cosh(�)
; c > 0:

Un deuxième d�intégration obtient
R tp

cosh �(�)��(t)d� = ct+ c1 où c1 2 R

Et peut être pris 0. Considérons I(t) =
R tp

cosh �d� . Qui est strictement fonction croissante.

Par conséquent, l�équation I(�(t)) = ct a une solution unique.

�(t) = I�1(ct):
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(2) Supposons g
00�g02 = 0: Comme g n�est pas constant, la fonction g est g(t) = � log jt+ �j+

�; �; � 2 R. Ensuite(5) implique

�
1 + e2�

�
f
00
(t+ �)� 2e2�f 0 = 0:

C�est un polynôme sur t: Alors f
0
= f

00
= 0 : contradiction.

(3) Considérons f
00
(g

00 � g02) 6= 0: De(7), nous concluons qu�il existe a 2 R:tel que :

(f
00
=f

03)0

f 00=f 03
= a =

(g
00
=g

03)0 + g
00
=g

02 + 2

1=g0 � g00=g03 . (8)

(a) Supposons a = 0: Alors f
00
= bf

03 pour une constante b 6= 0. Ensuite, 1=f 02 = �2bs+ c;

c 2 R. D�autre part, la deuxième équation dans (8) écrit comme�
g
00

g03
� 1

g0

�0
+ 2 = 0: (9)

Alors ;
g
00

g03
� 1

g0
= �2t+ p; p 2 R

Avec cette information sur f et g, l�équation(6) écrit comme

� b
�
1 +

e2g

g02

�
+ (2bs� c)e2g

�
g
00

g03
+
1

g0

�
� e�2g

�
g
00

g03
� 1

g0

�
= 0: (10)

Puisque cette expression est une équation polynomiale sur s; et parce que b 6= 0, Le coe¢ cient

de tête correspondant à s implique
g
00

g03
+
1

g0
= 0:

En combinaison avec (9), nous avons 1=g
0
= t� p=2 et donc g(t) = log(t� p=2) + q; q 2 R.

Maintenant, le coe¢ cient indépendant en (10) est

�b
�
1 + e2q(t� p=2)4

�
+
2e�2q

t� p=2 = 0:

Après quelques manipulations, nous avons une équation polynomial sur t dont le principal

coe¢ cient est be2q. Comme il doit disparaître, nous arrivons à une contradiction.

(b) Supposer a 6= 0. A partir de la première équation dans (8), on obtient une première

intégrale : il existe b 6= 0 tel que
f
00

f 03
= beas: (11)
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Ensuite, nous avons cela pour un peu de c 2 R,

�1
2f 02

=
b

a
eas + c: (12)

Branchement (11) et (12) dans (6), nous avons pour tout s

�beas
�
1 + e2g

�
1

g02
� 2
a

�
1

g0
+
g
00

g03

���
+ 2ce2g

�
1

g0
+
g
00

g03

�
+ e�2g

�
1

g0
� g00

g03

�
= 0:

C�est un polynôme sur eas et donc les deux coe¢ cients doivent disparaître. Il s�ensuit que g

satisfait les deux équations di¤érentielles suivantes :

1 + e2g
�
1

g02
� 2
a

�
1

g0
+
g
00

g03

��
= 0 (13)

2ce2g
�
1

g0
+
g
00

g03

�
+ e�2g

�
1

g0
� g

00

g03

�
= 0: (14)

Si c = 0, alors g
00 � g02 = 0, ce qui est impossible. Par conséquent, nous supposons que

c 6= 0. Nous étudions la fonction g. De (8), on a une équation di¤érentielle linéaire pour

' = 1=g
0 � g00=g03, à savoir,

�'+ a'� 2 = 0:

La solution est

' =
1

g0
� g

00

g03
=
2

a
+ �e�at; � 2 R (15)

Combinant (15) avec (14) nous avons

2ce2g
�
2

g0
� 2
a
� �e�at

�
+ e�2g

�
2

a
+ �e�at

�
= 0:

Nous déduisons
1

g0
=

1

4ac
e�at�4g

�
�1 + 2ce4g

� �
2eat + a�

�
: (16)

Remettre cette valeur dans (15) encore, nous avons

a�+ 4c2e8g(t)
�
2eat + a�

�
� 4ce4g(t)

�
3eat + a�

�
= 0

Cela implique

e4g(t) =
3eat + a��

p
9e2at + 4a�eat

2c (2eat + a�)
:
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De là, nous avons deux valeurs pour g. Sans perte de généralité, nous prenons le signe plus

dans l�expression ci-dessus (le raisonnement est analogue au choix moins). En combinaison

avec (16), nous avons :

24eat + 11a�+ 4
p
9e2at + 4a�eat + 3a�e�at

p
9e2at + 4a�eat = 0:

Cette identité peut être considérée comme une équation polynomiale sur eat :

108e3at + 62a�e2at � 14a2�2eat � 9a3�3 = 0:

Comme le principal coe¢ cient doit disparaître, nous avons une contradiction. �

2.3 Classi�cation des surfaces minimales de translation
de type II :

Théorème 2.3.1 Les seules surfaces minimales de translation dans Sol3 de type II sont

les plans x = x0, les plans z = z0 et les surfaces dont la paramétrisation est x(s; t) =

(s; t+ f(s); g(t)), tel que

(1) f(s) = a et g(t) = log jt+ �j+ �; tel que a; �; � 2 R:

(2) f(s) = as+ b; a 6= 0 et g(t) = (1=2)I�1(ct) +m; tel que

I(t) =

Z tp
cosh �d� ; c > 0; e4m = a2:

Preuve. Considérons � dans le plan z = 0 et � dans le plan x = 0. Encore une fois,

supposons que les deux courbes sont des graphiques de fonctions et nous prenons �(s) =

(s; f(s); 0) et �(t) = (0; t; g(t)). Considérons la surface de translation correspondanteM(�; �)

de paramètre :

x(s; t) = �(s) � �(t) = (s; t+ f(s); g(t)):

Des calculs similaires comme dans la preuve du théorème précédente donnent :

e1 = xs =
D

Ds
x(s; t) =

D

Ds

= (1; f
0
; 0) = egE1 + f

0e�gE2

e2 = xt =
D

Dt
x(s; t) =

D

Dt

= (0; 1; g
0
) = e�gE1 + g

0
E2;
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La première forme fondamentale est :

E = he1; e1i = e2g + f
02e�2g; F = he1; e2i = f

0
e�2g; G = he2; e2i = e�2g + g

02:

Alors �N = (f
0
g0e�g)E1 � g

0
egE2 + E3 est un vecteur orthogonal à M:

d�autre part :8<:
D
Ds
E1 = ~re1E1 = e

g ~rE1E1 + f
0e�g ~rE2E1 = �egE3;

D
Ds
E2 = ~re1E2 = e

g ~rE1E2 + f
0
e�g ~rE2E2 = f

0
e�gE3;

D
Ds
E3 = ~re1E3 = e

g ~rE1E3 + f
0
e�g ~rE2E3 = e

gE1 � f
0
e�gE2:8<:

D
Dt
E1 = ~re2E1 = e

�g ~rE2E1 + g
0 ~rE3E1 = �egE3;

D
Dt
E2 = ~re2E2 = e

�g ~rE2E2 + g
0 ~rE3E2 = 0;

D
Dt
E3 = ~re2E3 = e

�g ~rE2E3 + g
0 ~rE3E3 = e

gE1:

Les dérivés covariants sont :

~re1e1 =
D

Ds
(egE1 + f

0
e�gE2);

= f
00
e�gE2 + (f

02e�2g � e2g)E3:

et

~re2e2 =
D

Dt
(e�gE2 + �gE3);

= �2g0e�gE2 + (g
00
+ e�2g)E3:

~re1e2 =
D

Ds
(e�gE2 + g

0
E3);

= g
0
e�gE1 � f

0
g
0
e�gE2 + e

�2gf
0
E3:

Et leurs produits par �N sont :

h �N; ~re1e1i = h(f 0g0e�g)E1 � g
0
egE2 + E3; f

00
e�gE2 + (f

02e�2g � e2g)E3i;

= �f 00g0 + f 02e�2g � e2g:

h �N; ~re2e2i = h(f 0g0e�g)E1 � g
0
egE2 + E3;�2g

0
e�gE2 + (g

00
+ e�2g)E3i;

= 2f
0
g
02 + g

00
+ e�2g:

h �N; ~re1e2i = h(f 0g0e�g)E1 � g
0
egE2 + E3; g

0egE1 � f
0
g0e�gE2 + f

0
e�2gE3i;

= 2f
0
g
02 + f

0
e�2g:



2.3 Classi�cation des surfaces minimales de translation de type II : 23

En utilisant (4), la surface est minimal si

� f 00g03 + e�2g(f 02(g00 � g02)� f 00g0) + e2g(g00 + g02) = 0 (17)

Supposons que f
0
= 0, soit f une fonction constante. L�équation ci-dessus se réduit à .g

00
+

g
02 = 0 Si g

0
= 0, alors g(t) = z0 est constant et la surface M(�; �) est le plan z = z0. Les

solutions non constantes sont données par g(t) = log jt+ �j+ �; �; � 2 R.

Remarque (2.3.1) Comme dans les cas de surfaces de translation de type I, nous avons

que les plans x = x0, avec x0 2 R. Pour cela, nous écrivons �(s) = (f(s); 0; s). Ensuite, le

calcul de (4) donne

f
00
g
03 + e�2g(f

0
(g

00 � g02) + f 00g0) + f 03e2g(g00 + g02) = 0

Si f est constant, alors il satisfait l�équation ci-dessus, c�est-à-dire que la surface M(�; �) est

x(s; t) = (x0; t+ s; g(t)) c�est-à-dire le plan x = x0 est une surface minimale de translation

de type II :

Nous supposons maintenant dans (17) que f 0g0 6= 0:Nous divisons (17) par �g3;et nous obtenons

� f 00 + e�2g(f 02( g
00

g03
� 1

g0
)� f 00 1

g02
) + e2g(

g00

g03
+
1

g0
) = 0 (18)

Étant donné que les premiers et derniers sommets de l�expression ci-dessus sont des fonctions

dépendant uniquement de s et t, respectivement, nous di¤érencions par rapport à s et t, et

nous avons :
@2

@s@t

�
e�2g

�
f
00

g02
+
f
02

g0
� f 02 g

00

g03

��
= 0

f
0
f
00
�
g
00

g03

�0
� f 0f 00 g

00

g02
+ f

000 g
00

g03
+ 2f

0
f
00
+
f
000

g0
= 0;

Ou

f
0
f
00

 �
g
00

g03

�0
� g

00

�g2
+ 2

!
+ f

000
�
g
00

g03
+
1

g0

�
= 0: (19)

(1) Supposons f
00
= 0. Alors f(s) = as+ b; a; b 2 R .De (17), nous avons

a2e�2g
�
g
00 � g02

�
+ e2g

�
g
00
+ g

02
�
= 0:

Le changement de variables �(t) = 2 (g(t)�m) , e4m = a2 donne, Alors

��
2
=

c

cosh(�)
; c > 0
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Et cette situation est analogue à celle de la section précédente.

(2) Supposons g
00
+ g

02 = 0. Parce que g n�est pas constant, alors g
0
(t) = log(t + �) + �,

�; � 2 R. Alors l�équation (17) implique

(1 + e2�)f
00
(t+ �) + 2f

0
= 0:

Ainsi, f
00
= f

0
= 0 et f est constant : contradiction

(3) Supposons f
00
(g

00
+ g

02) 6= 0. De (19), il existe une constante a 2 R telle que

�f 000

f 0f 00
= a =

(g
00
=g

03)0 � g00=g02 + 2
g00=g03 + 1=g0

. (20)

(a) Cas a = 0: Alors f
0
(s) = bs+ c, avec b; c 2 R, b 6= 0. Equation (17) obtient

� bg03 + e�2g
�
(bs+ c)2 (g

00 � g02)� bg0
�
+ e2g(g

00
+ g

02) = 0: (21)

Cette équation polynomiale sur s implique que le coe¢ cient de tête doit disparaître.

Ainsi, g
00 � g02 = 0 et donc, on obtient g(t) = � log jpt+ qj, où p; q 2 R, p 6= 0. Le coe¢ cient

indépendant dans (21) devrait être zéro aussi

b
p3

(pt+ q)2
+ bp(pt+ q) +

2p2

(pt+ q)4
= 0;

Ou

2p2 + bp3(pt+ q) + bp(pt+ q)5 = 0:

et donc Cela implique bp = 0 : contradiction.

(b) A¤aire a 6= 0 . La première équation dans (20) donne f 000=f 00 = �af 0 , a 2 R et donc, f 00

= be�af avec b 6= 0. En multipliant par f , on a f 0f 00 = bf 0e�af et donc

f
02 =

�2b
a
e�af + c; c 2 R:

Nous mettons la valeur de f et leurs dérivés dans (19), et nous obtenons

�be�af
�
1 + e�2g

1

g02
+
2

a

�
g
00

g03
� 1

g0

��
+ 2ce�2g

�
g
00

g03
� 1

g0

�
+ e�2g

�
g
00

g03
+
1

g0

�
= 0:

Comme f; b 6= 0; nous concluons

1 + e�2g
1

g02
+
2

a

�
g
00

g03
� 1

g0

�
= 0 (22)
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2ce�2g
�
g
00

g03
� 1

g0

�
+ e2g

�
g
00

g03
+
1

g0

�
= 0: (23)

Pour g, nous avons de (20) que si on met ' = g
00
=g

03 + 1=g
0
, on a une équation di¤érentielle

'
0 � a'+ 2 = 0. Nous résolvons et on obtient

g
00

g03
+
1

g0
=
2

a
+ �eat; � 2 R (24)

En combinant (23) et (24), nous avons alors

2ce�2g
�
�2
g0
+
2

a
+ �eat

�
+ e2g

�
2

a
+ �eat

�
= 0:

Alors ;
1

g0
=
(2c+ e4g)(2 + a�eat)

4ac
= 0: (25)

Nous mettons cette valeur de g
0
dans (24) et on obtient :

a�e(at+8g) + 4c2(2 + a�eat) + 4c(3 + a�eat)e4g = 0:

Par conséquent

g(t) =
1

4
log

�
2ce�at

a�
(�(3 + a�eat �

p
9 + 4a�eat)

�
:

Maintenant, nous calculons 1=g
0
et nous comparons avec (25), obtenant :

4(6 +
p
9 + 4a�eat) + a�eat(11 + 3

p
9 + 4a�eat) = 0:

Cette expréssion peut-être écrite comme

36a3�3e3at + 56a2�2e2at � 248a�eat � 432 = 0:

Ce qui est une contradiction. �

2.4 Exemples des surfaces minimales de translation de
type III :

Théorème 2.4.1 Des exemples de surfaces minimales de translation dans Sol3 de type III

sont les plans z = z0, les plans x = x0 et les surfaces dont la paramétrisation est x(s; t) =

(s; tef ; f(s) + g(t)) avec

1) f(s) = a; et g(t) = log jt+ �j+ �; a; �; � 2 R:

2) f(s) = � log js+ �j+ �; g(t) = a; a; �; � 2 R:

3) g(t) = log jtj+ �; f est une fonction arbitaire.
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Preuve. Pour les surfaces minimal de translation de type III, nous supposons que les

courbes génératrices sont des graphiques de fonctions lisses et que �(s) = (s; 0; f(s)) et

�(t) = (0; t; g(t)). La surface de translation M(�; �) est donnée par :

x(s; t) = (s; tef(s); f(s) + g(t)):

Nous calculons la courbure moyenne de la surface. Les premières dérivées sont :

e1 = xs =
D

Ds
x(s; t);

= (1; tf
0
ef ; f

0
) = ef+gE1 + tf

0
e�gE2 + f

0
E3;

e2 = xt =
D

Dt
x(s; t);

= (0; ef ; g
0
) = e�gE2 + g

0
E3:

La première forme fondamentale est :

E = e2(f+g) + t2f
02 e�2g + f

02; F = tf
0
e�2g + f

0
g
0
; G = e�2g + g

02:

Un vecteur normal �N est :

�N = f
0
(1� tg0)e�(f+g)E1 + g

0
egE2 � E3:

Les dérivés covariants sont :

~re1e1 =
D

Ds
(ef+gE1 + tf

0
e�gE2 + f

0
E);

= (2f
0
ef+g)E1 + t(f

00 � f 0)e�gE2 + (f
00 � e2(f+g) + t2f 02e�2g)E3:

et

~re2e2 =
D

Dt
(e�gE2 + g

0
E3);

= �2g0e�gE2 + (g
00
+ e�2g)E3:

~re1e2 =
D

Ds
(e�gE2 + g

0E3);

= g0e(f+g)E1 � tf 0g0e�gE2 + tf 0e�2gE3:

Et leurs produits par �N sont :

h �N; ~re1e1i = hf 0(1� tg0)e�(f+g)E1 + g
0
egE2 � E3; (2f

0
ef+g)E1 + t(f

00 � f 0)e�gE2

+(f
00 � e2(f+g) + t2f 02e�2g)E3i;

= 2f
02 � 3tf 02g0 + tf 00g0 � f 00 + e2(f+g) � t2f 02e�2g:
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h �N; ~re2e2i = hf 0(1� tg0)e�(f+g)E1 + g
0
egE2 � E3;�2g

0
e�gE2 + (g

00
+ e�2g)E3i;

= �2g02 � g00 � e�2g:

h �N; ~re1e2i = f
0
(1� tg0)e�(f+g)E1 + g

0
egE2 � E3; g0e(f+g)E1 � tf 0g0e�gE2 + tf 0e�2gE3i;

= f
0
g
0 � 2tf 0g02 � tf 0e�2g:

Ensuite (4) écrit comme

�2e(f+g)
�
g00 + g02

�
+e�2g

�
t2f 02 g02 + f 02 � t2f 02g00 � 3tf 02g0 + tf 00g0 � f 00

�
�2f 02g02+tf 02�g3+tf 00g03�f 00g02�f 02g00 = 0:

(26)

Dans cette section, nous donnons des exemples de surfaces minimales de traslation de type

III en distinguant certains cas particuliers :

(1) Supposons que f soit constant. Ensuite (26) implique g00 + g02 = 0. Si g est constant, la

surface est un plan horizontal z = z0 ; la solution non constante est g(t) = log jt+ �j+� avec

�; � 2 R. En autre, M(�; �) est une surface invariante .

(2) Si g est une fonction constante, alors (26) conduit à e�2g(f
02 � f 00) = 0 et donc f est

constant et la surface est un plan horizontal z = z0 ; la solution non constante est f(s) =

� log js+ �j+ �; �; � 2 R:

(3) Supposons que tg0 � 1 = 0, puis g(t) = log jtj + �; � 2 R. Dans ce cas, l�équation (26)

est satisfaite pour toute fonction f .

(4) Supposons f 00 = 0, c�est-à-dire f(s) = bs+ c pour certaines constantes b 6= 0, c 2 R.

L�équation (26) écrit comme

�2e(f+g)
�
g00 + g02

�
+ b2

�
�2g02 + tg03 � g00

�
+ b2e�2g

�
1� 3tg0 + t2g02 � t2g00

�
= 0:

En particulier, �2e(f+g) (g00 + g02) est une fonction qui dépend uniquement de t. Parce que

b 6= 0, alors g00 + g02 = 0. et donc, g(t) = log jt+ �j+ �; �; � 2 R. Avec ces expressions pour

f et g in (26) on obtient �b2e2� ((1 + e2�) t+ �(e2� � 1)) = 0:

Il s�agit d�un polynôme sur t, donc � = 0. Alors tg0 � 1 = 0, et ce cas est contenu dans le

précédent.

(5) Supposons g00 + g02 = 0. Parce que g n�est pas constant, alors g(t) = log jt+ �j + �;

�; � 2 R, maintenant (26) écrives comme

�
�
(�
�
�1 + e2�

�
+ (1 + e2�)t)f 02 + (1 + e2�)(t+ �)f 00

�
= 0:
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Si � = 0, alors tg0 � 1 = 0 et ce cas a été étudié. Si � 6= 0, nous avons un polynôme sur t

obtenant quelques équations di¤érentielles, à savoir,

(�1 + e2�)f 02 + (1 + e2�)f 00 = 0; et f 00 + f 02 = 0:

Par conséquent f 02 = 0 et f est une fonction constante. Cette a¤aire est contenue dans la

première étude de cette section.

Avant d�indiquer le résultat suivant, nous soulignons que si on considère la courbe 2 donnée

par �(s) = (f(s); 0; s), alors la surface paramétrise comme x(�; �) = (f(s); tes; s+ g(t)).

La condition minimale est maintenant

�e2(s+g)f 03
�
g00 + g02

�
+ e�2g

�
f 0(t2g02 � 1 + t2g00 � 3tg0 � f 00 (tg0 � 1)

�
+f 0(�3tg03 � g00) + f 00g02(1� tg0) = 0

Pour cette équation, la fonction f(s) = x0 est une solution pour tout g. Cela signi�e que la

surface est le plan vertical x = x0:

Dans le cas général de (26), c�est-à-dire, si f 00g0(tg0�1)(g00+g02) 6= 0, nous divisons l�expression

(26) par f 02e�2g(tg0 � 1), et nous écrivons

�e
2f

f 02
e4g
g00 + g02

tg0 � 1 +
�
(t2g02 + 1 + t2g00 � 3tg0 + e2g (�2g02 + tg03 � g00)

tg0 � 1

�
(27)

+
f 00

f 02
(1 + e2gg02) = 0: (2.4.1)

Nous di¤érencions par rapport à s, et en tenant compte du fait que l�expression entre paren-

thèses est une fonction sur t, on obtient

@

@s

�
�e

2f

f 02
e4g

g00 + g02

tg0 � 1 +
f 00

f 02
(1 + e2gg02)

�
= 0:

Ça signi�e

�
�
e2f

f 02

�0�
e4g

g
00
+ g

02

tg0 � 1

�
+

�
f
00

f 02

�0
(1 + e2gg

02) = 0: (28)

Puisque f
00
=f

02 ne peut pas être constant, on déduit de (28) qu�il existe a 2 R tel que

(e2f=f 02)
0

(f 00=f 02)0
= a =

1 + e2gg
02

e4g g
00+g02

tg0�1

: (29)
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Si a = 0, alors 1 + e2gg
02 = 0, ce qui n�est pas possible. Ainsi, a 6= 0. De (29), nous avons

e2f

f 02
= a

f
00

f 02
+ b:

e2gg
02 = ae4g

g
00
+ g

02

tg0 � 1 � 1

Avec b 2 R une constante d�intégration. Finaily, en utilisant les deux équations, (27) peut

être écrit comme

(b� a)g02e6g + (a+ b� 2atg0 + g02)e4g + (1 + t2g02)e2g + t2 = 0: (30)

Nous notons que les autres surfaces minimales de translation du type III devraient satisfaire

l�équation précédente. �



CONCLUSION

Le but de ce travail est de classi�er les surfaces minimales de translation c�est a dire le produit

de deux courbes dans l�espace Sol3, de trois types de surfaces qu�ont a classi�er après Lopèz

et Munteanu.
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