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résumee

Dans ce mémoire nous fait une étude sur quelques systémes 1D linéaire fractionnaire et/ou
singulier ou nous avons traiter analyser la notion de positivité et de stabilité pour ces sys-

témes.

Mots-Clés. systeme 1D, systéme fractionnaire, systéeme singulier, positivité, stabilité.

abstract

In this thesis we study some fractional linear 1D systems and / or singular where we

have to analyse the notion of positivity and stability for these systems.

Key words. 1D system, fractional system, singular system, positivity, stability.
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Index des notations

IN* :  Corps des nombres entiers non nul.
C :  Corps des nombres complexes.
C :  Corps des nombres complexes négatifs.
Z, :  Corps des entiers non négatifs.
R :  Corps des nombres réels.
R, :  Corps des nombres réels non négatifs.
R" : Espace des vecteurs a n entrées réelles.
L :  Espace des vecteurs a n entrées réelles non négatives.
R™" :  Espace des matrices carrées de dimension n a entrée dans R.
R, "™ :  Espace des matrices carrées a entrée réelles non négatives.
R™™ :  Espace des matrices réelles de dimensions nm.
R,"™ : Espace des matrices a entrées réelles non négatives.
M, :  Ensemble des matrices de Metzler de dimensions nn.
AT : Transposée d'une matrice A.
Al : Inverse d’une matrice A.
I, :  Matrice identité d’ordre n.
Re(Z) : Partie réelle du nombre complexe Z.
det(A) : Déterminant d’'une matrice A.
o(A) :  Ensemble des valeurs propres de la matrice A.
[a;] :  Matrice dont le coefficient de la i-eme ligne et la j-eme colonne est 4;;.
L : La transformée de Laplace.
£ : Latransformée inverse de Laplace.
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Chapitre I

Introduction

Le monde industriel connait actuellement un énorme développement technologique sous
l'effet de la concurrence et des besoins de plus en plus exigent, du point de vue qualité et
performance. En grande partie, ce projet est dit au développement qu’a connu la recherche
fondamentale dans divers domaines tels que ceux de I’analyse numérique et de la théorie des
systemes. Tout ceci a permis de mettre en ceuvre des méthodes et approches tres complexes
pour l'identification et la commande des systemes. Le développement des mathématiques
en générale a été et sera toujours nécessaire pour la résolution des problémes de la physique
et de I'ingénierie.

L'une des théories qui peut étre considérée aussi bien ancienne que nouvelle et qui connait
actuellement une grande popularité parmi les chercheurs dans les sciences fondamentales
et I'ingénierie, est celle du calcul fractionnaire qui étant la dérivation et l'intégration aux
ordres non entiers. Nous considérons dans ce projet une nouvelle classe de systemes dits
systemes singuliers/fractionnaires unidimensionnels (1D). Ces systemes sont décrits par
I’équation différentielle a dérivée fractionnaire et sont d’'un grand intérét pour modéliser
de nombreux procédés pratiques comme pour leurs homologues les systemes singuliers li-
néaires d’ordre entier.

Les systéemes 1D sont des systemes dont I'information se propage en une seule directions.
Et qui trouvent leurs applications en électronique, en imagerie et traitement du signal, en
automatique, en biomathématiques, ainsi qu’en économie. Nous traitons le probleme de sol-
vabilité pour différents modeles (discret, continu). A I'instar des modeéles standards, I’étude

de la stabilité des systémes singuliers est importante pour comprendre le comportement



transitoire du systeme, en particulier la stabilité asymptotique. Contrairement au cas non
singulier, la localisation des valeurs propres finies du faisceau singulier est insuffisante pour
caractériser la stabilité (lorsque det(E) est non nul), d’autres propriétés doivent étre véri-
fiées. Nous signalons que tres peu de contributions traitent les problemes d’analyse et de
commande des systemes singuliers fractionnaires. De récents travaux font état de la puis-
sance de la discrétisation pour l’analyse des systémes fractionnaires, étant donné que le
passage du continu au discret en utilisant un formalisme mathématiques basé sur la théo-
rie des méthodes numériques et du fractionnaire, connait un essor faramineux. Il est bien
connu que la positivité et la stabilité sont des notions importantes en théorie des systemes et
de controle. Précisément; si on considere la classe des systemes fractionnaires. Le probleme
de la positivité et la stabilité pour cette derniere parait important et difficile.

Nous étudierons la classe des systemes fractionnaires ou la dérivation conforme a été intro-
duite nous donnerons quelque exemples d’illustration.

Dans le, Chapitre 1 : La premiere partie de ce chapitre est consacré a la présentation de
quelques rappels sur théorie de matrice[2]. Et la deuxieme partie, nous rappelons I’histo-
rique de la théorie du calcule fractionnaire et nous présentons quelques outils de base sur
les définitions des fonctions spéciales[17, [16], et quelques définitions sur les dérivées frac-
tionnaires conforme, au sens de Riemann-Liouville et au sens de Caputo et la relation entre
ces dérivées avec quelques exemples et quelques propriétés ainsi que leurs transformées de
Laplace[19} 11}, 20].

Et le chapitre 2 : La premiere partie de ce chapitre étudie la positivité et la stabilité des
systemes 1D linéaires positifs standard, et donnant une présentation détaillée de la théorie
de Lyapunov [4}[7]). Et la deuxieme partie étudie la positivité et la stabilité des systéemes 1D

linéaires fractionnaires a temps continu, et des systeme singulier[14, [15]].



Chapitre I1

Les Notions Fondamentales

2.1 Matrices particulieres

Dans cette partie, nous rappelons quelques définitions et caractérisations des matrices
non-négatives, positives, strictement positives, et de Metzler, ainsi que les définitions des
polyndme caractéristique. Nous nous basons pour ce faire aux références|?2].

- € IR des matrices a ceefficients réels.

Soient A = (aij)i,j et B= (b,’j)i’]

2.1.1 Matrices non-négatives

Définition 2.1.1. A est une matrice non-négative siVi € n,¥j € m: a;; > 0 autrement dit toutes

ses entrées son non-négatives. Nous noterons une telle matrice par : A > 0 ou encore, A € R}™.

Exemple . Soit la matrice A :
0 21

A=l 6 9 3 (IL.1)
0 0 5

est une matrice non-négative.

2.1.2 Matrices positives

Définition 2.1.2. A est une matrice positive si A est non-négative et Ik € n,Al e m : ay; > 0,
c’est a dire toutes ses entrées sont non négatives avec au moins une entrée strictement positive.

Nous noterons une telle matrice par : A > 0.



2.1.3 Matrices strictement positives

Définition 2.1.3. A est une matrice strictement positive si Vi € n,¥j € m : ajj > 0, c’est a
dire toute ses entrées sont strictement positives. Nous noterons une telle matrice par : A >> 0.
Ces définitions et notations seront également valables pour des vecteurs de dimension n , n > 2.

Cependant, pour les scalaires, la propriété strictement positive a >> 0 coincide avec a > 0.

2.1.4 Matrices de Metzler

Définition 2.1.4. A est une matrice de Metzler si¥ienVjen,i#j: ajj = 0 c’est a dire toutes

ses entrées hors diagonales sont non négatives.

Exemple .
-1 2 3 0
1 0 5 4
A= (11.2)
7 4 -5 3
2 0 6 4

A est une matrice de Metzler.

Proposition 2.1.1. [2]] A est une matrice de Metzler si et seulement si Vt > 0 : et € R

Preuve. Nécessité :
Supposons que A est une matrice de Metzler , on peut trouver un réel A > 0 tel que (A+AI,) >
0, sachant que

(A+ AL)(=AL) = (-AL)(A+ AL) (I.3)
il s’ensuit que
At _ G(A+AL) (ALt

— o(A+AL)t (ALt < R} car ('

Alors : e4! € R™. Du fait que et ¢ R et et ¢ R

e

Suffisance :
Supposons que Vt > 0: e > 0. Ainsi, puisque

d At

. e
A= E(eAt)t:" = lim —

10



prenons comme e; le j™¢ vecteur de la base canonique , nous obtenons pour i # j

(eAtej —e¢j,e;)

a;; = lim
H t—0, t
A
~ 1im (e tej:ei>_<€j:ei>
t—0, t t
(eAtej,ei)
= lim —— >
t—0, t

puisque (ej,e;) = 0. Dés lors ,a;; > 0 pour i # j et la matrice A est donc une matrice de

Metzler. .

2.1.5 Le polynome caractéristique et valeurs propres

Définition 2.1.5. pour A € R"" on appelle polynéme caractéristique de la matrice A le poly-
nome P4 () d’ordre n défini par :

Py(A) =det(AL, - A)
Ce polynome admet donc p racines Ay, Ay, ..., A, qui peuvent étre simples ot multiples. Ces racines

sont appelées valeurs de A. On peut alors écrire

Pa(A)= (A= A)™M (A=A

avec m; la multiplicité (algébrique) de la valeur propre A; , et my +my+---+m, =n
Exemple . soit la matrice A suivante :
-1 00
A=l 1 3 1 (I1.4)
2 01

Le polyndme caractéristique est :

A+1 0 0

AL -Al=| -1 A-3 -1

-2 0 A-1

=(A+1)(A=3)(A=1)
=(A2-1)(1-3)

11



Les valeurs propres de la matrice Asont: Ay =1,1, =-1,13=3

Théoréeme 2.1.1. Cayley-Hamilton

Toute matrice carrée A satisfait son équation caractéristique :

Py(A)=A"+a, (A"t v ajA+apl, =0

avec les a;,i = 1,...,n constantes réelles.

On déduit du théoreme la relation suivante :

An = —an_lA”_l - Eln_QA”_z — e — alA — a()In

n—1

= - ZaiAi

i=0

2.2 Notions sur le calcul fractionnaire

Dans cette partie. Nous donnons un petit rappel historique de la théorie du calcul frac-
tionnaire. Puis I'accent est mis sur deux différentes approches de la dérivation fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville et au sens de Caputo, ainsi que la transformation de Laplace

dans le calcul fractionnaire : la fonction Gamma, et la fonction de Mittag-Leffler.

2.2.1 Historique

La théorie du calcul fractionnaire est une extension des notions classiques de primitivé et
de dérivation d’ordre entier non nul a tout ordre réel. Malgré que la dérivation fractionnaire
a été définie par plusieurs approches aux noms de Griunwald-Letnikov,Riemann-Liouville,
Caputo...ect, cette notion a été introduite au X VII° siecle lorsque Gottfried Leibniz a défini
le symbole de la dérivation d’ordre entier positif, Guillaume I’"Hospital I’a interrogé sur la
possibilité d’avoir une dérivée d’ordre 1. Cette question a attiré l'attention des mathémati-
ciens dont Euler ou Lagrange au XV III® siecle et suivi par Liouville en 1837, Riemann en
1847 ainsi que Grunwald 1867 et Letnikov en 1868. Pour plus de détails historique, on peut

consulter [17,[16]]

12



2.2.2 Les fonctions spécialles

Dans cette section, on présente les définitions et propriétés de quelques fonctions spé-
cialles.
2.2.2.1 Fonction Gamma d’Euler

Définition 2.2.1. [17] On appelle la fonction Gamma d’Euler notée I, la fonction définie par
Uintégral suivante :

+0o
I'(z) = J e 't* 1dt;Re(z) > 0 (I1.5)
0

Propriétés 2.2.1. [17]] La fonction Gamma d’Euler posséde la propriété suivante :

[(z+1)=2zI(z);Re(z) >0

En particulier

[(n+1l)=n,VneZ,

avec 0! =1

2.2.2.2 Fonction de Mittag-Leffler

Deéfinition 2.2.2. [[I7]] Pour 8 € C et 0 < a < 1, on appelle fonction de Mittag-Leffler et notée

E,(.), la fonction suivante :

E,(0) = ;m (I1.6)

On remarque que E;(0) = e¥

Propriéteés 2.2.2. fonction de Mittag-Leffler de deux parametre et noté E, g(.) :

E,p(0) = Zm

k=0

13



2.2.3 Dérivation Fractionnaire

2.2.3.1 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.2.3. [19|] On définit la dérivée fractionnaire d’ordre a > 0 au sens de Riemann-

Liouville d’une fonction f : [a,b] — R par :

ar
dt"

KDEf (0] = U (D)

1 ar (t —-a-1 *
e | (=) f(r)dn—-1<a<nnelN
RLDaa[f(t)] _ ) D(n-a)dt Ll f (I1.7)

dl
af(t)a=n
Remarque 2.2.1. [19] La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Riemann-

Liouville n’est pas nulle.

Propriétés 2.2.3. [19]]

1)- Soient f et g deux fonction dont les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville existent.

Alors pour tout A, u € RREDE[Af + ug] existe , et on a :

REDSASf + ugl = AREDS £ ()] + DS [g(1)] (IL.8)
2)- En général , an a
RLpaREDE £ ()] =R Dy £ (1)] (IL9)
3)- on a aussi
RLpa[RLDET£(1)]] =Rt DE[REDELf(1)]] (I1.10)

Lemma 2.2.1. [19] Soit f une fonction définie sur [a,b] vérifiant R:D[f(t)] = 0,a €ln—1,n[,n €
IN*. Alors

Zb LE+D) o gpamnsi (IL11)

[a-n+i+1)

ott les b;,1 =0,...,n—1 sont des constantes arbitraires.

14



2.2.3.2 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 2.2.4. [[19] Soit f € C"([a,b]),n € IN* on définit la dérivée fractionnaire au sens de

Caputo d’ordre o > 0 de la fonction f comme suite :

“DILf (O] =L 1F ()]
;It(t —t)yme i) don-1<a<nnelN*
T(n— ’ ]
“DiIfn) ="
ft)a=n
Remarque 2.2.2. [19] La dérivée fractionnaire de Caputo d’une fonction constante est nulle.

En effet , si f =c, alors

(I1.12)

1
I'(n-a)
1

- I“(n—a)J; (e=nf e =0 -

=C D2[c] = DE[1]

CDI[f(1)] = f (t— ) fr()d

Propriétés 2.2.4. [19]
1)- pour touta >0, ,ucR,ona:
DF[ASf + gl = ADZLf (1)) + pDg[g(1)] (IL14)
2)- pour tout a >0, f :[a,b] >R, ona:
i)-
“DFIEIf(0)=f (IL15)

ii)- si * DZ[f(t)] = 0 alors

—

n—

ft)y=Y ci(t—a) (I1.16)

i

3)- DYDY F(1)] = [CDE P F(t) ot f € Ca,b],0<a<1,0<f<letO<a+p<L.

I
o

Lemma 2.2.2. [19]

JECDLf O] =f(t)+ ) _cilt-a) (I1.17)
tel que c; sont des constantes arbitraires dans R
Lemma 2.2.3. [[19] Soit > a >0, f : [a,b] = R une fonction continue. Alors

DI =T [f ()t € [a,b] (IL18)

15



2.2.3.3 Relation entre Caputo et Riemann-Liouville

D’aprés les travaux de (PODLUBNY, 1999) [19], soient & €|n—1,n[,n € N*et f : [4,b] > R
tels que f € C"(Ja,b[) ,on a:

n—

D f(t) =Kt Dé‘[f(t)— Z(t_a)if“)(a)] (11.19)

1
1!
1=0

ce qui peut étre écrit autrement par :

D (1) =C Df [f(t)+ Ti—atD) f“)(a)] (11.20)

=0

-

Preuve.

On considere le développement en série de Taylor de la fonction f au point x = a

F9(a)+J"D"f(1) (I1.21)

puis on applique ®EDZ sur les deux membres de 1’égalité :

RLpa £ (1) =RL pa F9(a)+ D" D" £ (t)

RLDng(t) _RL D;t Z (t ; a)if(i)(a) +]n—aan(t) (1122)

Ripaf(t) =Rt D2 'f“')(a) +C DS f(t)

d’ou

(t—a)
il

T DO o (et ety
=R Dg|f (- ) —=—f"a)

1!
i=0

n—1
CDgf(t) =R DEf(1)-RiDg Y = f ()
i=0

2.2.4 Transformation de Laplace

Deéfinition 2.2.5. [20] La transformée de Laplace d’une fonction f est la fonction notée F = Lf

de la variable complexe s définie par :

F(s)= L[f(t)] = L Oof(t)e‘”dt (I.23)
16



2.2.4.1 Transformation inverse de Laplace

Définition 2.2.6. [20]] Si F(s) = L[f(t)], on dit que f est l'original de F, et on note aussi

f(t)=LF(s)] (I1.24)

2.2.4.2 Transformation de Laplace de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Soient f € C®[a,+oo[,n—1<a<n,eta<0

cas a=0 [20]
ona:
Cnha _ e -s 1 ' _ \h-l-a (1)
L[ Df x](s)—J; e t[l“(n—a)J;(t T) X (T)d’[}dt
) r<n1 a) J ) J ety s
- 0 T
_ F(nl_ a) Jo+oo J;+°<> e_s(u+r)un—l—ax(n)(,[)dud,[
— e —su u"1-e e —st,.(n)
= (J; e l“(n—a)du].(‘[) e 'x (T)dT]
B tn—l—a n)
= [:[T(n - a)](s) . ﬁ[x ](s)
= s“‘”ﬁ[x(”)}(s)
Puisque £[x(”)](s) = s”ﬁ[x (s) = s"1x(0) — s"2x’(0) — - -- — x("=1)(0), alors
E[ng‘x](s) =s¢ ”[S”E[x](s) —s"Ix(0) = " 2X/(0) — -+ - — x(”_l)(O)
zsaﬁ[x](s)—sa 1X(0) Sa—Qx/(O) ---—5“_”x(”_1)(0)
n—1
=s%X(s)— Y s 1xl)(0) (11.25)
i=0

17



En général :

+00 [ 1 t ]
Cna — —st _ \h-l-a (n)

L[;D{x](s) J; e —F(n—a)J; (t—1) x\"(T)dr|dt

+00 t— 1 t 1 ( ) i
= e | — t—1)" "% "(T)d T |dt

I »r(n_a)fo (t-1) (it

e —st 1 0 n-l-a,.(n) _
+J; e —F(n—a)L (t—1) x"(T)dr|dt

[ ] 0 +00 n-l-a
:s“‘”ﬁhx(”)_(s)+J; [L e_St—(tT_(;:)— ;) dt]x(”)(r)dr

[ ] 0 n—-1l-a
- s“‘”ﬁhx(”)_ (s) + L ﬁ[(tr_(L}(s)x(")(r)dT

n—a)

] 0
_ gl ) (s)+s“‘”f e‘”x(”)(r)d’f (I.26)
a

une intégration par parties, nous donne :

0 0

0
J e Tx"(r)dT = f se S Tx" D (1)dr + [e_”x(”)(r)]

a
a

0
= SJ e TxmD(r)dr + xD(0) — e x ()
a

En intégrant encore une fois par parties, on obtient
0 0
j e‘”x(”_l)(r)dr =s° J e_“x(”_z)('c)d'c + [sx(”_z)(O) + x(”_l)(O)] - e_“s[sx(”_z)(a) + x(”_l)(a)]
a a
ce que l'on généralise par parties :

0 0
J e Tx"(r)dT = s”f e "x(t)dt + [s”_lx(O) 4+t x(”_l)(O)] —e_”s[s"_lx(a) +o-+x7N(g)

a

(11.27)

une combinaison de (I1.26) et (I1.27), en simplifiant les termes en x¥(0), on obtient finale-

ment

LISDfx](s) = s“[l[x](s) —e™® [s"“lx(a) +5972x(a) + - + s“‘”x(”_l)(a)}

e
=5%X(s)—e ™ Y s 1xl(g) (11.28)

1
i=0
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2.2.5 Dérivée Fractionnaire Conforme

Définition 2.2.7. [8,[11l] Soit fonction f : [0,+oco[— R. Alors la "Dérivée fractionnaire conforme”

de fdordre a,0 < a < 1 est définie par

def(t)
dte

i flEret )= (1

e—0 &

,pour tout t>0

si ([1.29) existe, alors la fonction f est appelée a-différentiable.

Théoreme 2.2.1. [|8,[11]] Si les fonctions f et g sont a-différentiables, 0 < a <1 alors :

(I1.29)

1. L[af (t)+bg(t)] = ad‘;’;ﬁ” + bdjfy) pour tout a,b € R
a da
2. F=lf (g <>] f() dta g(t)#
il
as (t) — Ot _f ta
v f(t) _ adf(t)
4 =t
5. d;f}ft = gt =%e4" pour tout g € R
d%Int _ 1
6. dtat—t_a
7 &— tq—a
el pour tout q € R
8. d;t(a) 0 pour toutes les fonctions constantes f(t) =c
Preuve.
1.
_af(t+et! )+ bg(t+et' ™) —[af (£) + bg(t)]
Slaf (1) + bg(t)] = lim ‘
1-ay _ l1-ay _
Calim LT SO gt et —g(t)
e—0 5 e—0 &
iy g(t)
at® +b dt“
2.
d* _ flt+ettN)g(t+ et ") — f(t)g(t
A f (0] = lim 1L D 27081
i S e gt et ) — f(t)g(t 4 et )+ f(Dg(t+ et ™) — f(D)g(1)
e—0 €
t l-ay _ ¢ tl_a _ "
_ f(t)hmg( vl glh) o ST f0)
5—>0 & e—0 &
a%g def(t)
= f(t) dt“ + Jra ll_r)ng(t+et @)
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puisque g est continue a t alors lim,_,( g(t + et17%) = g(t) donc :

a® a® a®
) By S i

o f(t-hgtlia) - M 1-a 1-a

ac [m]: o S 0 :hm[g(t)f(Het )= f(t)g(t+et!™) ! }

dta g(t) e—0 & e—0 & g(t+€t1_a)g(t)
~lim g)f (t+et! ™)~ f(t)g(t+et' ™)~ f(t)g(t) + f(t)g(t) 1
50 € g(t+etl-)g(t)
_ - fltret™) (1) gl(t+et' ™) —g(t) 1
B _g(t)ll—% € _f(t)ll—r}(l) € ]g(t+£t1‘“)g(t)
@0 doe] 1 gL - pn sl
=5 AT ]?i%g(ugtl—a)g(t)‘ TOIE

. . 1 =1
puisque lim,_, g(t+eti=2)g(t) ~ [g(O]?

. Soit h=¢t!™ — ¢ =ht*! donc:

dUfn) | flEet =) - £
dta c—0 &£
B ;lzl—rf(l) hta-1
=179 im flt+h) - f(1) - tl—am

h—0 h dt
d%edt . (qt+eqti=®) __qt
S =lim g S———
soit z=eqt! ™ = ¢ = qt%“ donc
doedt iy e(qt+z) —edt i edt . o% — olt
dre zl—r}(l) —Z— B zl—rf(l) —Z
qtl—a qtl—a
e eTer—1 _ . ef-1
= gt! “hmg =gt "% lim
z—0 z z—0 Z

. z_ a qt _
comme lim, o €1 =1 alors L& = gt1-%e!

diint _In(t+etl")-In(t) _ In(trel)
dte 50 € T 50 €
In(e£=% 41 In(& +1
=lim ( t ) =lim (t )
e—0 & e—0 &
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soit z = t% = ¢ =2zt% donc

d%Int . In(z+1)
=lim ———
dte z—0  zt®
1 .. In(z+1)
= m————-
t% z—0 z

d%Ilnt _ 1

In(z+1) _
s— = lalors 73 =

comme lim,_,,
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Chapitre III

Systemes unidimensionnels linéaires a

temps continu

3.1 Systemes 1D Positive Standard x(t) = Ax(¢)+ Bu(t)

3.1.1 Systemes et Représentation d’état

cas continue :

Le systéme linéaire est défini par :

{ x(t) = Ax(t)+ Bu(t) (ITL.1)

y(t) = Cx(t) + Du(t)
avec x(0) = xo ou x(t) € R"” représente 1'état du systeme , u(t) € R” le controle (la com-
mande) du systeme appelé aussi entrée , y(t) € RP la sortie du systeme , A € R"",Be R"",C €
RP" et D € RP™ sont des matrices de dimension appropriées tel que :
A :matrice d’état.
B :matrice de commande (d’entrée).
C :matrice de mesure (sortie).
D :matrice de transfert direct.
x(t) :vecteur d’état.
u(t) :vecteur d’entrée.
y(t) :vecteur de sortie.

Trajectoire d’état de systémes linéaire
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Nous cherchons a résoudre ’équation d’état précédemment introduite et qui s’écrit dans le
cas général :
dx

i Ax(t)+ Bu(t)

le cas des équations différentielles matricielles se traite de maniére similaire au cas scalaire.

L’ équation homogene (équation autonomes) associée s’écrit :

dx_

7 = Ax(1) (I11.2)

Sa solution est de la forme :

x(t) = e x (1) (11L.3)

ou t =ty est I'instant initial.

La résolution avec second membre s’effectue comme dans le cas scalaire :

dx

—— = Ax(t)+B

7 = Ax(t)+ Bu(t)
—Af%_ “AAx(t) + e Bu(t)

D’ou
_ardx —At ~At
e —Ae ' x(t) = e " Bu(t)
d
- E(e_Atx) =e Y Bu(t)
t
— e Mx(t) = e Aox(ty) +f e " Bu(t)dt
to
Donc
t
x(t) = eA(t_tO)x(tO) + J eA(t_T)Bu(T)dT (I11.4)
to
Réponse du systemes
t
p(t) = CeAl=1)x(ty) + CJ eA=IBu(t)dt + D(t) (I11.5)
fo
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Matrice de réponse impulsionnel

G(t, tg) = CeM=) B+ D5(t, 1) (11L.6)

3.1.2 Systemes linéaire positifs

Dans ce qui suit nous allons nous intéresser a la notion de positivité concernant un sys-

téme définit :

x=Ax+ Bu
(IIL.7)

y=Cx+Du

Définition 3.1.1. Un systéme est dit positif si d toute entrée positive et condition initiale positive
, correspond un état positif et une sortie positive. Alors , le systéme est par définition dit

positif si et seulement si :

Vxo € R",Vu e R" = x(t)eR" et y(t) e RY (111.8)

3.1.2.1 condition de positivité

cas continue :
Nous nous placons dans la classe des systéemes a temps continu , pour caractériser la positi-
vité. Des conditions nécessaires et suffisantes serait cependant établies.
Nous nous basons sur [[18], 1], 2].

Soit le systeme continu suivant :

X(t) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) (IL.9)

x(0) = x¢

De tels systemes sont identifiés par le triplet (A, B,C)

Théoreme 3.1.1. [4]] Un systeme linéaire a temps continu (A, B, C) est positif si et seulement si la

matrice A est une matrice de Metzler et B> 0,C > 0.
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3.1.3 Stabilite des systemes linéaires positifs

cas continu

on considere le systeme linéaire a temps continu :

{ X(t) = Ax(t) (111.10)

x(0) = xg

Dans ce qui suit , nous citons quelques résultats concernants la stabilité asymptotique des
systemes linéaires positifs.

La solution de I’équation (III.10) a la forme
x(t) = e x, (I11.11)

Définition 3.1.2. Le systéme positif dans I'équation (I11.10) est appelé asymptotiquement stable
si et seulement si la solution de léquation (II1.11) satisfait le état

lim x(t) = 0 pour chaque xy € RY (II1.12)

t—+o00

Théoreme 3.1.2. [I7]] Le systéme positif dans I'équation (II1.10) est asymptotiquement stable si
et seulement si toutes les valeurs propres Ay, Ay,..., A, de la matrice de Metzler A ont des parties

réelles négatives.

Preuve.

PA)=(A=A)"M (A= Ay)"™ (A= A,)™ (IIL.13)

étre le polynome caractéristique minimale de A [5} (6]

Dans ce cas, en utilisant la formule de sylvestre pour (III.11)) nous obtenons

.
x(t) = Z(Ak1 F At A £ )xoeAkt (II1.14)

k=1
ou Ak]. ,(j =1,...,my) sont des matrices constantes indépendantes de t définies par la formule

mk—l

P()) 4=+ [ q :
Ay, = — - — (A=TXy) (ITI.15)
J i:]Z,_«I (z—]+1)!(]—1)!d(Al | P(X) iy
P(})
P =
k(1) FESWIT
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Les valeurs propres de A du systeme intérieurement positif sont conjuguées réelles ou com-

plexes. Il est facile de montrer que [6]]

0 pour Red, <0etp fini

tlg?o tPle!] =1 pour Rel, =0etp=0 (II1.16)

oo pour ReAdy >0etp>0

ou Re(Ay) désigne la partie réelle de Ay.

Des équations ([II.14) et (IIL.16) il découle immédiatement que la condition dans I’équation

(I11.12)) est satisfaite si et seulement si toutes les valeurs propres de A avoir un partie réel

négatif .

Exemple . soit la matrice A suivante :

-1 0 1
A=l 1 =2 0 (IT1.17)
0 0 -3

pour I’étude de la stabilité du systeme (I1I.10) , on prend la matrice dynamique A, on calcul

ses valeurs propres , on obtient.

Py = det(Al - A)

A+1 0 1

= 1 A+2 0
0 0 A+3
=(A+1)(A+2)(A+3)

Donc 0(A) ={-1;-2;-3} c C™ , d’ou la stabilité du systeme (II1.10).

Lemma 3.1.1. p = max|A;| étre le rayon spectral d’une matrice A = [a;;] € RY".

1
Puis un vrai nombre A > P si et seulement si tous les mineurs principaux M;[IA—A] de la matrice
[IA — A] sont positifs; c’est-a-dire

A—ay;  ap

M [IA-A] = A—ay; > 0; My[IA-A] = >0,...,M,[IA-A] = det M[IA=A] > 0

a1 A-—ap
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Théoreme 3.1.3. [4]] : (Relation entre stabilité asymptotique et polynome caractéristique).
Le systéme positif (II11.10) est asymptotiquement stable si et seulement si les coefficients du poly-

nome caractéristique Py (M) tel que

Py(A) =det[AI, — A]
= A" +a, A" ra A+ a
sont positifs , c’est a dire ap > 0 pour k=0,1,...,n—1

Théoreme 3.1.4. [7] Le systéme positif ([11.10) est asymptotiquement stable si et seulement si

tous les mineurs principaux A;,i = 1,...,n de la matrice (—A) sont positifs c’est-a-dire :

Al =—-daq > 0 (III].S)
—a —a
A, = 11 12 50
—ap; —4p;

A, =det[-A]>0

Exemple . soit la matrice A suivante :

-3 0 0
A=l 0 -1 2 (I11.19)
0 2 -8

27



on va calculer les mineurs principaux de la matrice A. On obtient

Al =-a11 :—(—3):3>0

3 0
Ay =—
0 -1
3
= =3>0
01
3 0 0
As=det(-A)=-| 0 -1 2
0 2 -8

3
=0 1 -2|=3[8-4]=12>0
0 -2 8

Par conséquent , le systeme (II1.10) est asymptotiquement stable.

Théoreme 3.1.5. Le systéme ([I1.10) est asymptotiquement stable si et seulement si toute les

entrées diagonales de la matrice triangulaire supérieure (inférieure)

djp d1p o Ay
- 0 a ]
A=l 7 2 (I11.20)
0 0 i,
i, 0 0
- a a -0
A= T2 . (I1.21)
dnl dn,Z dn n

Sont négatives.

Théoreme 3.1.6. Le systéme positif avec la matrice ([11.21) est asymptotiquement stable si et

seulement si toutes les entrées diagonales de cette matrice sont négatives.

Preuve.

Les valeurs propres de la matrice (III.21) sont égales a ses entrées diagonales 4;1,...,4d, , et le
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systeme positif est asymptotiquement stable si et seulement si toutes les entrées diagonales

sont négatives. .

Théoreme 3.1.7. Le systéme linéaire positif ([I11.10) est asymptotiquement stable si et seulement

si 'une des conditions équivalentes est satisfaite :

i) Les entrées diagonales de la matrice

quk_)k pourk=1,...,n—1

Sont negatives , ou A(n—)k sont définis comme suite :

o (0
ayq 1 n 40 40
A(O) _ A _ : : _ n—-1 n—1
n - - . . - (O) 0) ’
0) (0 Ch-1 Gnn
an,1 An,n
(0) (0 (0
ap a1,n-1 a,
0 . (0) . (0) 0
An—l = 'bn—l = 11 = [a(l,r)z
(0) (0) (0)
an—ll an 1,n-1 an—l,n
Et:
B 11 1,n—k ( )
(k) _ -1y DD I I S P R
A A — : =
n—k n—k k=D : (k) (k)
a,_ k+1 n—k+1 k) Cn—k—l ﬂn_k’n k
(Z n k,n—k
(k) (k) (k)
“11 aln k-1 A -k
(k) _ (k) _
An—k—l - . Tt ’ le—k—l - . ’
(k) (k) (k)
an—k—l,l an—k—l,n—k—l an—k—l,n—k
(k) | (k (k _
Coroke1 = an—)k,l an—)k,n—k—l] ,pourk=1,...,n—1.

(I11.22)

(I11.23)

ii) Les entrées diagonales de la matrice triangulaire inférieur (I11.21) sont négatives , c’est-a-

dire :

ae <0 pourk=1,...,n

Preuve.

(I11.24)

Pour simplifier la notation , nous allons montrer 1'équivalence des conditions (III.18) et

(I11.22) pour n = 3. D’aprés le théoreme (3.1.4) pour n = 3 , nous avons

_Al :6111<0
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2 _
(=1)°Ay = ay1a9p —aypaz >0

a1 412 413

(-1)°As =det| ay; ay, as

31 dszp 4asz

a4z 1 |a13
= a3z det - az as;
ass

az1 42| a3

1 |ai1a33—ai3as; appdszz —a13asp
:a33det _ <0

a
33 [ ap1a33 —azsas; dppAazs —ap3azp

par la condition i) du théoréme (3.1.7) pour n = 3 entrées diagonale des matrices.

(0) (0)
1,0 byc  |an anp| 1 |ais
A2 _AZ - (0) - _a as; asp (11126)
ass a1 A4 331 axs
1 | 411433 — 413431 A12433 —a13432| | 411 412
a _ -
33| ax1a33 —a3az1  A2433 —A2343) dy dp
(1) (1)
A(z) A(l)_ bl Cl
1 1 (1)
oY)
- d1pdj1  A114pp —Aaizdn]
=41 — —— = -
ajs azs

Sont négatives. Notez que la conditions (III.25)) est équivalente aux conditions (III.26) a

partir de a;; <0,1=1,2,3 et les inégalités.

a114d33 — 413431

a_llz P <O,
33

_ ArrA33 — Ar30 A11dr77 — A17a

iy = 22433 23432 <0et 11 22_ 12421 <0
as3 a2

Sont satisfaites si et seulement si

air a2
det >0

az1 4z
et
1 |ai1a33—ai3a31 a12d33 —4a13433
det{ — <0
a
33 [ ap1a33 —az3asy AppAaszs —dp3asp
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pour montrer I’équivalence de conditions (III.22) et (III.24) noter que le calcul de la matrice

0 R , . , N ,
AL_)l par l'utilisation de (II1.23) pour k=1 est équivalent a la reduction a zéro des entrées 4; ,
,j=1,...,n-1 de la matrice (I1I.20) par des opérations élémentaires sur les lignes puisque
air o An-1 .
1) . . A1,n
An—l - : . — p [an’l an,n—l] (11127)
Wi Ay_1,n
p-1,1 " Ap-1,n-1

Notez que _% >0 pour i=1,... n-1 et —% >0 pour i=1,...,n-1 de puis a,,,, <0 et ajj = 0

pour i #j
(1)

Ainsi , la matrice A,

est une matrice de Metzler. Pour suivant cette procédure apres n

étapes , on obtient la matrice triangulaire inférieure de Metzler (I11.21)).Par conséquent , les

conditions (III.22)) et (III.24) sont équivalentes. .

Exemple . soit la matrice A suivante :

-2 1 0
A=|l0 -1 1 (IIL.28)
1 1 -2

On va calculant les entrées diagonales des matrices Aff_)k pour k=1,2, on obtient

(0) (0)
(1) 0 byc
Ay =4y - 2
a33
-2 1 110 [ ]
= += 1
0o —1| 2|1
-2 1
h0.5 -0.5
(1) (1)
by'c
A? A(ll)_ 1(11
Ay
:—2+E:—1
0.5

Dongc, le systeme (I11.10)) est asymptotiquement stable.

Théoreme 3.1.8. [4](théoréme de Lyapunov pour les systémes positifs).
Le systéme positif ([11.10) est asymptotiquement stable si et seulement s’il existe une matrice dia-

gonale strictement positif P de telle sorte que la matrice AT P+PA est définie négative , c’est-a-dire :
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IP>0:ATP+PA<0 (I11.29)

3.1.4 Stabilite et théorie de Lyapunov dans le cas linéaire

cas continu :
Dans cette partie , nous étudions d’abord les propriétés de stabilité de I’équilibre x, = 0 des

systemes homogenes linéaires autonomes :
%= Ax (II1.30)

Théoreme 3.1.9. Lorigine x, de ([11.30) est asymptotiquement stable si et seulement si pour toute

matrice définie positive Q il existe une matrice définie positive P telle que
ATP+PA=-Q (I11.31)

Preuve. Condition Suffisante :
Il suffit d’observer que V(x) = x” Px est une fonction de Lyapunov pour (I11.30) en x, = 0.
En effet :

Donc le théoreme de Lyapunov s’applique et montre que x, = 0 est asymptotiquement
stable.
Condition Nécessaire :
Supposons que toutes les valeurs propres de A vérifiant Re(A;) < 0, et considérons la matrice
P définie par :
+00 T
P= J e 5Qe%ds
0

cette intégrale et bien définie la matrice P est clairement symétrique.
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En remplagant I’équation de P dans (III.31)) , on obtient

+o00

ATP+ PA = J ATeA S QeAS 4 eATSQeAS A ldS

0

+0o0
_ 41 ATS ~ AS
= J; 73 [e Qe ]dS

+00

=-Q

T
= 54T QesA

0
il reste maintenant de montrer qu’elle est définie positive.

Supposons le contraire , il existe donc un vecteur x # 0 tel que x” Px = 0. Comme la matrice

eS est inversible pour tout t > 0 , il vient que

+00
xTPx=0 = j xTeATSQeASde =0
0
— eMx=0,¥S>0 = x=0

Cette contradiction montre que P est définie positive.
Ce qui montre que P est bien une solution de I’équation ([II.31)) , appelée ’équation matri-

cielle de Lyapunov. .

Exemple . Soient

A_[1 3 } etQ_[1 o‘ o | PP
0 -2 0 1 P, Py
on doit résoudre
ATP+PA=-Q
Alors
—P, _p, -P 3P -2P, | | -1 0
3P, —2P; 3P,-2P, ' _p, 3P,-2P, | | 0 1]

alors on a

_2p, 3p-3p, | [ -1 o0

3P, - 3P, 3P2+3P34P4d_[ 0 1]

d’ou la solution

05 1

[ 0.5 05 |
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3.2 Systemes 1D Positive Fractionnaire au sens de Caputo

Dans cette partie nous allons nous intéresser aux systemes 1D fractionnaire Positif au

sens de Caputo.

3.2.1 Solvabilité des systemes 1D positifs fractionnaires a temps continu

Cosidérons le systeme linéaire fractionnaire en temps continu décrit par :

Dx(t) = Ax(t) + Bu(t),0 < a > 1 (I11.32)

y(t) = Cx(t) + Du(t)

ou D% = % la dérivée au sens de caputo, x(t) € R",u(t) € R"™, y(t) € IRP sont respectivement

I’état, les vecteurs d’entrée et de sortie et, A € R"™, Be R"", C € RP", D € RP"

Théoréme 3.2.1. [10] La solution de la premieére équation de systéme ([11.32)) est donnée par :

x(£) = T3 di(t)x; + [y p(t = T)Bu(t)d

(I11.33)
x; =x9(0),i=0,---,n—1
ou

o0 pak+i
(=) A 111.34
Pit) Zo’ (ka+z+1) (IIL.34)

K tk+1
ZA ETDa] (I11.35)

Preuve. En appliquant la transformée de Laplace a premiere équation de systeme ([11.32),

on obtient

LI°Dx(t)] = LIAx(t)] + L[Bu(t)]

n—1
[:[CDa ]_S &~ i— 1
i=0

= AX(s)+BU(s)
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ou

= L[x(t)]
Ul(s) = L[u(t)]
Alors
n-1
sYX(s)-AX(s)= ) s xg)+BU()
i=0
n—-1 ‘ )
(s*L,— A)X(s) = 5“‘1_1xg) +BU(s)
i=0
Supposons (s*I,, — A) est réguliére, alors
n—1
X(s) = (s°I, —A) | Y s 11 4 BU(s)
i=0

= ZA"S—“‘“)“ (I11.36)
k=0
il s’ensuit
X(S) —(k+1)a [Z a—i— 1x0 +BU( )
o_o n-1
_ ZZAkS (kati+l), ) ZAks—(kH)aBU(S)
k=0 i=0 k=0

En appliquant les proprietés de la transformée inverse de Laplace, on obtient

,_x

n—

Mo 2

X(t) :L:_l[X(S)] Ak[: 1[5 (ka+i+1) ]x() ZAk 1[5 (k+1) aBU( )]

k=0

I
(e}

i

4)1 )x; + Jm— 7)Bu(t

:?T‘
>—‘O

=0

N

ou
o

(Pl(t) _ ZAkﬁ—l [S—(ka+i+l)]

tak+z

k
=0,1,...,n—-1
Z« ozk+1+1)Z "
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etpouri=0ona:

0 Aktak

©  pkpka & lkel)asl
_;mt _;Am (IT1.38)

HAERNS

1 pourt>0
u(t)=1(t) = (II1.39)

0 pour t<0

de l'utilisation de (III.37) et (III.38)) nous obtenons

At®

Po(t) =Ir + Ma+ D) (I11.40)
t(X—l t2a—1
P(t) = IZr(a) +AF(2a) (I11.41)

depuis

P 01 0 0
AF = = pourk=2,3,...
00 00

donc la solution devient avec u(t) =1

t
x(t) = po(t)xo + L ¢(t—7)Bu(t)dr

_ At “(B(t-1)*!  AB(t-1)**!
x(t)_x0+—r(a+1)x0+J; ( I(a) + T(2a) )d’[
Bt*  AB(t)*®
al(a) " 2al(2a)

At
_—/X
T(a+1)"°

x(t) =xo9+
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onaal(a)=T(a+1), alors

At® Bt AB(t)%**
Xo + +
[(a+1) Ia+1) T'(2a+1)

B 1 1 ta 0 e
0 L Tesn | T+ ©

ra 12a
x () | _ [ L+ ozt * Taem)
xz(t) 1+ (0:11)

x(t)=xo+

01
00

01
00

|

0
1

|

t2a

[2a+1)

3.2.2 Positivité des systemes 1D fractionnaires a temps continu

Définition 3.2.1. [[10l] Le systeme(|11.32)) est un systéme positive fractionnaire si et seulement si

x(t) € R" et p(t) € RY pour t > 0 pour toutes les conditions initiales x, € R" et toutes les entrées

u(t)e R, t>0

Lemma 3.2.1. [10)] Soit AcR"" et 0 < a <1 puis
e R} pourt>0
et

EIRZ” pourt>0

Si et seulement si A est une matrice de Metzler.

Preuve. Nécessité

Ona:
At®
=1
: fla-1) At(Za—l)
t) =
PO =Ly AT *

il s’ensuit que ¢(t) € RY" et ¢(t)
Metzler.

Suffisance

il est bien connu dans [9] que

AL e R™ pour t >0
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(I11.43)

€ R} pour t > 0 si et seulement si A est une matrice de

(I11.44)



si et seulement si A est une matrice de Metzler. Nous pouvons écrire ([11.42)

_ c Ata Ata)k

_Z[ ka+1) K ) (II1.45)
O k1AL —T(ka + 1) (At

- >
k=0 kT (ka +1) >0 pourt>0

depuis k! >T'(ka+1) pour 0 <a < 1.

de (]III.44[) et (]III.45[) nous avons donc ¢g(t) > e" pour t > 0 et la démonstration est similaire

pour ¢(t). .

Théoreme 3.2.2. [19, 3] Le systeme ([11.32) est un systéme positive fractionnaire a temps continu

si et seulement si A est une matrice de Metzler et Be R, C € RY", D e R?"

Preuve. Suffisance

D’apres la solution de systeme (II11.32) de la forme

x(t) = ({)O(t)x0+J:qb(t—T)Bu('c)dT (I11.46)

et x(t) e R}, t >0, si ¢(t) € R}" et A est une matrice de Metzler puisque ¢((t) € R}", xy € R}

etu(t)e R7,t>0

Neécessite _
—

Soit u(t) = 0,t > 0 et x; = ¢;(le i-eme colonne de la matrice Identité I,)) et e; = (0,0,..., 1 ,0,...

(vecteur de la base canonique). La trajectoire du systéme ne quitte pas 'orthant R7 seule-
ment si x*(0) = Ae; > 0. Ce qui implique a;; > 0 pour i = j alors la matrice A doit étre
une matrice de Metzler . Pour la méme raison x; = 0, nous avons x%(0) = Bu(0) > 0, ce
qui implique B € R"™, puisque u(0) € R” peuvent étre arbitraires. A partir de et
u(t)=0,t>0onayp(0)=Cxp>0etCe RY", puisque x; € RY.

De méme en supposant xy = 0 on obtient y(0) = Du(0) > 0et D € RY" puisque u(0) e RY .

3.2.3 Stabilité des systemes 1D fractionnaires positifs

Considérons le systéme linéaire fractionnaire positif en temps continu suivant :

d%x(t)
dta

= Ax(t), x(0) = xo € R} (I11.47)
oux(t)eR!,t>0,AeM,
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Définition 3.2.2. [[12,[13] Le systéme fractionnaire positif (I11.47) est appelé asymptotiquement
stable si

lim x(t) = 0 pour toute xq € RY! (II1.48)

t—o0

Théoreme 3.2.3. [12] Le systeme fractionnaire positif ([11.47) est asymptotiquement stable si et

seulement si l'un des équivalents suivants les conditions sont satisfaites :

1- Il existe un vecteur strictement positif

AT =[N LA >0,k=1,...,n tel que
AL<O (I11.49)
2- Les coefficients du polynome caractéristique de la matrice A
det[I,A-A]l=A"+a, ;A" 1+ +a A +a (I11.50)

Sont positifs, c’est a dire ap >0 pour k=0,1,...,n—1

3- Les principaux mineurs de la matrice

ar A1n
A=-A=| .. (IIL.51)
P Ann
Sont positifs, c’est a dire
_ apr 4
ap; >0, >0,...,det[-A] >0 (IT1.52)
ay

Preuve. Soit 1,(0,t) 'opérateur intégral fractionnaire de d’ordre a,0 < a < 1 satisfaisant [9]

= x(t) —x(0) (IT1.53)
En appliquant cet opérateur a ([11.47), pour lim;_,, x(t) = 0 et x(0) > 0, on obtient
—x(0) = AL (0,00) = AL < 0 (IIL.54)

Puisque I'intégrale fractionnaire de x(t) appartient a R et 1,(0,00) > 0.

Notez que le dual systéme

= ATx(t) (I11.55)



est asymptotiquement stable si et seulement si le systéme ([11.47) est asymptotiquement stable.

En tant que fonction Lyapunov du systéme dual, nous choisir
V(x)=xT(t)A >0 pour x(t) > 0 (I11.56)

et, en utilisant ([I1.55), on obtient
doV(x)  d*(xT(H)A)
dte dte
=xT ()AL <0 (I11.57)

si la condition ([11.49) est satisfaite. Par conséquent, le systéme fractionnaire positif (II11.47) est
asymptotiquement stable si et seulement si la condition ([11.49) est satisfaite.

L’équivalence des conditions (1) et (2), ainsi que (2) et (3), a été montré par [13,[14]].
Remarque 3.2.1. Si detA = 0 alors en tant que vecteur A on peut choisir
A=A"1C pour toute C <0,C € R" (I11.58)

puisque AA = AAT1C <0

Exemple . Considérons le systéme fractionnaire positif ([11.47) avec

2 1 0
A= 1 -3 1 |eM; (I11.59)
1 0 -2

-2 1 0 1 -1
Ad=( 1 -3 1 1|=]-11<0
1 0 -2 1 -1

En utilisant ([11.58)) et (I11.59), on obtient

A=A"lC

6C1 + 2C2 + C3
1
= _5 3C1 +4C2+2C3 <0
3C1 + C2 + 5C3
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pour tout C € R3 non nul.

Le polynéme caractéristique de ([11.59

A+2 -1 0
det[Al3-A]l=| -1 A+3 -1
-1 0 A+2

=A3+71%24+151+9

=(A+1)(A*+61+9)

a tous les coefficients positifs et ses zéros sont Ay = —-1,1, = A3 =-3
La condition (2) du théoréme est satisfaite et le systéme est asymptotiquement stable.

Condition (3) du méme théoréme est également satisfaite puisque les principaux mineurs de la

matrice

-1 0 2
sont positifs, c’est-da-dire
a_ll — 2,
aj, a 2 -1
1 42| _ _s
2 -1 0
detA=-1 3 -1[=9

-1 0 2

Comparaison des conditions de stabilité asymptotique pour les définitions Caputo et conformes,

on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.1. Les conditions de stabilité asymptotique pour des systémes linéaires en temps

continu pour le Caputo et les conditions conformes du dérivé fractionnaire sont les méme.
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3.2.4 Lecasgénéral detE =0

Nous considérerons des systémes a temps continu implicites fractionnaires de la forme

DEx(t) = Ax(t) + Bu(t) (I11.60)

y(t) = Cx(t)+ Du(t) (IlI.e1)

ou D% = % est la dérivée au sens de Caputo, x(t) € R" est le vecteur d’état du modeéle, u(t) € R™
est le vecteur d’entrée, y(t) € IRP le vecteur de sortie du modeéle, et A € R"",B € R",C € RP" et
D € IRP™. La frontiere les conditions de sont données par x(0) = xq, avec la compatibilité
suivante conditions : Ex(0) et A* %~V Ex(®)(0) pour tout k tel que 0 <k < n—1 sont connus et u(t)
spécifié pour t > 0, ce qui implique que la solution est sans impulsion. Dans cette formulation,
ordre napparait pas dans le dérivées de x(t), mais plutét dans le multiplicateur précédent A4~*=1,
donc tout d fait commodément, les dérivés d’ordre entier de x(0) (c’est-a-dire x(0), x1(0),x(2(0) et
ainsi de suite) sont utilisées comme conditions initiales, pour lesquelles un certain 'interprétation

existe.On peut écrire ’équation (I11.60) sous la forme

ED%x(t) = Ax(t) + Bu(t) (II1.62)
y(t) = Cx(t)+ Du(t) (IT1.63)
Et notée
n-1
ho(A) := Z/\“_k_lx(k)(O) (I11.64)
k=0

et appliquer la transformée de Laplace au systéme ([II.62), on obtient
L(ED“x(t)) = L(Ax(t) + Bu(t))
et, en utilisant X(A) et U(A) comme transformées de Laplace de x(t) et u(t), respectivement :
(EA® —A)X(A) =Eho(A)+ BU(A) (I11.65)
Si nous supposons également que (EA® — A) est régulier, alors équivaut a
X(A)=(EA* —A)7

Eho(A) + BU() (I11.66)
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3.2.4.1 Le casimplicite régulier

Lorsque E est inversible, nous avons

(EA® —A)~L = [(EA*)(I - (EA%)LA)

(o]

= Z(E—lA)iE-lA—““)“ (II1.67)

i=0
Si nous remplagons maintenant ([11.67) dans ([11.66), on obtient

Z (i Day (1) + Z(E‘lA)iE‘l/\‘(i“)“BU(/\) (IIL.68)
i=0 i=0

Maintenant, en utilisant les transformées inverses de Laplace, on obtient

n-1 tza+k 1+1)a—1

F(1a+k+1 ET4) xo JZ H—l))E_lB”(T)dT (II1.69)

3.2.5 Le cas implicite singulier detE =0

Pour le systéeme d’espace d’états fractionnaire implicite avec E non inversible, il existe un dé-

veloppement en série de Laurent autour de zéro, qui est donné par

(EA®—A)! = Z P; Al Da (111.70)
i=—p
ou le ¢; satisfait (6;; est le delta de Kronecker) :
GiE— i 1A=0j0=Ed;—Ad; (IIL.71)

Cela découle facilement de [15|]] avec A* = s € C. En supposant que le fractionnaire le systéme est

régulier et sans impulsion, alors remplagons maintenant de ([11.70) dans ([11.66)), on obtient

Z@ZA“ ko) + iqbik‘““’“BU(A) (IIL.72)

i=—p k=0 i=—p
Appliquer maintenant la transformée de Laplace inverse et le théoréme de convolution aux sommes

positives et négatives séparément

o0 n-1 00 M n-1 H
— Z(Pl Z/\“_k_lxk(O) + Z(Pi/\—(HI)HBU(/\) + Z(P—i Z/\(X—k—lxk(o) + Z(P_i/\(i—l)aBU(/\)
i=0 k=0 i=0 i=1 k=0 i=1
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on obtient alors la solution et

oo n-1 H oo ;
t1a+k (k) t (t _ T)(H—l)a—l
t) = ——¢;E ; —— B d 111.74
x(t) ;«k_ol“(ia+k+l)¢l *o +_ZO P T e BT (HL.74)
M n-1
+ qu_z{Bu(t)(z_l)“ + 6(1“_1)Exf)k))
i=1 k=0

Notez qu’il découle de [15]] que

¢i = ($poA) bo, for i20

de sorte qu’une substitution dans ([11.74) donnée

co n-1 i 0 i
tza+k (k) t ) (t _ T)(1+l)a—1
= A) ——F A)YPpy——"——B d I11.75
Y ) o oy e ) o Ty B s)
d . n_l .
+ Z¢_i[Bu(t)(l—l)a + Zé(wz—l)Exék)]
i=1 k=0

Considérons maintenant le cas o n =1, ce qui correspond a 0 < a < 1, alors la solution devient

(o]

z+1)

Z‘Po ¢0 O+ZJ (PpoA) 4)0 t_(l+1) Bu(t)dt (II1.76)

i=
7
+ ch)_,-(Bu(t)(i_l)“ + 6(i0‘_1)Ex0]

i=1
Remarque 3.2.2. Notez que dans I'équation ([11.76)), on définit

i (¢odr?) (111.77)

Fia+1)
l

comme fonction de matrice étendue de Mittag-Leffler. Cela découle de ce qui suit observation. Si
nous choisissons E = I, alors ¢y = I et nous obtenons le fonction de matrice de Mittag-Leffler

connue.

Remarque 3.2.3. Si @ =1, alors

- (PoAt)  soar
= I11.
;« F(i+1) - ¢ (11L.78)

ce qui réduit ([11.76) a la solution du systéme implicite de temps continu.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudie la notion des condition positivité et de stabilité des sys-
témes 1D linéaires positifs standard a temps continu. Et en basant sur la théorie de Lyapunov.
Nous avons aussi étudie la théorie des systémes 1D linéaires fractionnaires a temps continu. Nous
avons étudions la positivité et la stabilité de cette classe des systémes. Enfin nous avons étudie la

solution du syséme singulier.
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