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Résumé

Dans cette thése, nous allons nous intéresser aux intégrales et aux dérivées d’ordre non
entier. Aprés avoir rappelé les différentes approches fractionnaires qui existent, nous étudions
un probléme aux limites d’ordre fractionnaire assez élevé avec conditions intégrales de type
Riemann-Liouville.

Nous nous intéressons ensuite aux systémes différentiels selon 'approche de Caputo avec
et /ou sans conditions de Riemann-Liouville. Nous étudions une premiére classe de systémes
dont le second membre contient des dérivées de Caputo.

La représentation intégrale ainsi que ’existence et 'unicité sont étudiés et bien illustrés
dans cette partie. Un autre probleme, relativement complexe, sera aussi traité; il s’agit
de systémes fractionnaires d’ordre assez élevé dont les nonlinéarités des seconds membres
généralisent le travail précédent.

Une autre piste de recherche, qui semble absente des intérét des chercheurs de ce domaine,
sera aussi explorée dans cette thése, nous traitons une classe de systémes différentiels telle
que les second membres contiennent une infinité de termes liés aux non linéarités. La théorie
des points fixes et d’autres outils du calcul fractionnaire et de ’analyse fonctionnelle seront
appliqués pour les démonstrations de nos résultats.



Abstract

In this thesis, we are concerned with integrals and derivaitves of arbitrary order. We begin
by studing a boundary value problem of fractional order derivaitve in the sens of Caputo
such that its initiale conditions contain some RL integrals.

Then, we investigate the differential systems using Caputo approch in the case where the
conditions may contain some RL integrals. We present recent results for some high order
differential systems with nonlinearities that contain some derivatives in the sens of Caputo
combined with some other conditions.

Another important class of problems will be studied in this project. This class involves
infinite terms of nonlinearities. The fixed point theory, the fractional calculus and some
technics of functional analysis are used to prove our main results.
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Introduction

"Can the meaning of derivatives with integer order be generalized to derivatives with non-
integer order ?", était la question clé posée en 1695 par Gottfried Leibniz [40] & I’Hopital,
ce dernier a répondu le 30 septembre 1695, par une autre s’intérogeant sur la possibilité
que la dérivée d’ordre % d’une fonction peut avoir un sens mathématique. Ainsi, le calcul
fractionnaire marque son début par quelques travaux de G. W. Leibniz et Leonhard Euler. Dés
lors, motivé par cette initiative un grand nombre de mathématiciens, physiciens et ingénieurs
a contribué au dévellopement de ce champs de recherche [47], nous pouvons citer : N. H. Abel
(1832), M. A. Al-Bassam (1963), J. Cross, H. T. Davis (1936), M. M. Djrbashjan, A. Erdélyi
(1940), W. Feller (1955), J. B. J. Fourrier (1821), A. Gemant (1946), A. N. Gerasimov,
G. H. Hardy(1903), O. Heariside et S. F. Lacroiz (1918). De nombreuses définitions du
concept de la dérivée non entiére ont coexisté, suite aux travaux de J. Liouville (1832) et B.
Riemann (1847) .

En 1819, le mathématicien frangais S. F. Lacroixz [38] publie I'article intitulé " Traité du
Calcul Différentiel et du Calcul Integral ", ou il trouve la dérivée d’ordre m de y = z™, avec
n € N,

d™y n!

dzm™  (n —m)!

n—m

Puis, en utilisant la fonction Gamma I’ et en remplacant m par i et n par n’importe

2
quel entier positif a, il obtient la formule :

dzy _Tla+1) ,

dr I'(a+ %) ’

qui représente I'expression de la dérivée non entiére d’ordre un demi de la fonction z™.
Comme exemple, Lacroix calcule la dérivée d’ordre % de la fonction y = z, il obtient

N

1

dz (ZL‘) —%
dx? B Vo

ce résultat est obtenu aussi par la définiton de Riemann-Liouville utilisée actuellement.

En 1832, N. H. Abel (3] applique le Calcul Fractionnaire pour la résolution d’une équa-
tion intégrale dans un probleme dit "Tautochrone" modélisant la trajectoire nommée aussi
"Cycloide" d’une masse glissante sous 'influence uniforme de la gravité jusqu’a son point le
plus bas. La solution d’Abel a attiré I’attention de Liouville qui a fait le premier grand pas
en introduisant une définition logique de la dérivée d’ordre non entier. I publie trois longs
mémoires en 1832 [42].



Entre 1835 et 1850, une controverse consernait deux différentes définitions de la dérivées
d’ordre arbitraire, George Peacock [63] favorisait la généralisation de Lacroiz, autres mathé-
maticiens favorisaient la définition de Liouwille, alors que Augustus De Morgan [63] déclare
que les deux versions peuvent étre trés probablement partie d’un systéme plus général. Mais,
en 1850, William Center [63] observe que la différence entre les deux formule est égale a
la dérivée fractionnaire d’une constante. Selon la version de Peacock-Lacroixz la dérivée non
entiére d’une constante donne un résultat différent de zéro, contrairement a celle de Liouwville
qui montre que la dérivée d’une constante s’annulle car I' (0) = co.

L’absence d’une interprétation géométrique ou physique a fait que cette théorie reste
dans 'ombre durant le XV III¢" et XIX®"¢ siécle. Pour plus de détails historique nous
invitons les lecteurs a consulter les références suivantes :[19, 20, 62, 66, 58] .

Bien qu’il ne soit pas nouveau, le calcul fractionnaire est redevenu un sujet d’études dans
la deuxiéme moiti¢ du X X®"¢ siécle. De nouvelles recherches sont lancées par les grands
fondateurs de cette théorie, tels que : J. E. Littlewood, E. R. Love [45], P. A. Nekrasov
(1888), Y. N. Rabotnov, M. Riesz, B. Ross, G. W. Scott-Blair, G. E. Shilov, I. N. Sneddon
(1967), D. V. Widder, K. Nishimoto [53].

L’organisation des conférences et des colloques internationaux participait a attirer I’at-
tention de nouveaux chercheurs partout dans le monde. Cette modeste idée de Leibniz prend
petit & petit du poids et maniféste, de fagons croissante, son intérét aussi par : le nombre
d’articles publiés, les revues spécialisées et les phénomeénes faisant appels au calcul fraction-
naire.

Le calcul fractionnaire a été longtemps considéré comme une question de mathématiques
plres sans intérét pour les ingénieurs contrairement & ce qu’on voit durant ces trois dernieres
décenies, la modélisation fractionnaire a suscité 'intérét de la communauté scientifique qui
a compris l'importance des Fquations Différentielles Fractionnaires (EDF) décrivant des
processus chimiques, physiques, econnomiques, éléctromagnétiques et dans les sciences des
matériaux [49]. Aussi, il y a eu plusieurs ouvrages fondamentaux sur les dérivées et les
équations différentielles fractionnaires, écrits par : Oldham et Spanier [56], Miller et Ross
[52], Samko et al. [65], Podlubny [60]; Kilbas, Srivestava et Trugillo [36].

L’existence et I'unicité des solutions des EDF's constitue un grand champs d’investigation
étudié par des méthodes de résolutions analytiques faisant intervenir la fonction fractionnaire
de Green, les transformées de Mellin, Laplace et celle de Fourrier. Des méthodes basées sur
la formule intégrale de Laguerre, les polynémes orthogonaux et la méthode symbolique de
Babenko. Mais, ces méthodes calculent des solutions approximatives seulement, ce qui méne &
chercher des méthodes numériques avec plus de précision telles que : 'approche matricielle,
les formules quadratiques, le principe de la mémoire courte, la solution directe basée sur
I’approximation de Griinwald-Letnikov.

La méthode de décomposition ADM, introduite par Adomian en 1980, fournit une pro-
cédure efficace pour trouver des solutions explicites et numériques d’une catégorie plus large



et générale de systémes différentiels représentant des problémes physiques réels. Cette mé-
thode [4] fonctionne efficacement pour : les problémes aux limites, les équations linéaires
et non-linéaires, pour les équations différentielles partielles comme pour les équations diffé-
rentielles ordinaires. De maniére similaire, une résolution d’équations différentielles fraction-
naires moyennant ADM a été développée et utilisée dans de nombreux travaux [15,24,34] .

Les systémes différentiels d’ordres fractionnaires (SEDFs) sont des systémes décrits par
des équations différentielles d’ordre non entier, des équations intégrales fractionnaires ou
les deux en méme temps. Dans toutes les sciences appliquées, il est souvent nécéssaire de
décrire le comportement d’un systéme par un modeéle mathématique. Ainsi, ces systémes sont
utilisés dans la rheologie, la biologie quantitative , la diffusion, la théorie du transport, les
probabilités, 1’élasticité, ’analyse seismique, la théorie de control et le robotique...etc. Nos
lecteurs peuvent trouver des études intéréssantes dans ce sens dans les publications suivante :
(14,23, 30,32, 37,41, 44,46, 48,51,59] .

Organisation de la thése

Cette thése se compose d’une introduction, de quatre chapitres et d’une conclusion avec
quelques perspectives.

Le Chapitre 1 comporte quelques notions de base. Nous commengons par donner les no-
tations d’ensembles, fonctions, opérateurs et espaces utilisés dans ce manuscrit, ainsi qu’un
rappel sur les fonctions essentielles du calcul fractionnaire. Aussi, Nous introduisons les défi-
nitions existantes dans la littérature de I'intégration d’ordre non entier, suivies par quelques
propriétés de l'intégrale arbitraire de Riemann-Liouville.

La seconde partie est consacrée aux dérivées fractionnaires. Nous introduisons d’abord
I’approche de Griinwal-Letnikov qui est basée sur la définition de la dérivée d’ordre entier.
Puis, nous définissons la dérivée au sens de Riemann-Liouville pour un ordre réel strictement
positif.

Ce chapitre se termine par : des petits rappels sur la dérivée arbitraire de Caputo.

Dans le Chapitre 2, nous étudions I'existence et 'unicité d’une solution d’une équation
différentielle fractionnaire avec des conditions a dérivée et intégrale ordinnaires, aprés avoir
cité quelques définitions, lemmes et théorémes mis en oeuvre pour cette étude.

Le Chapitre 3 a pour objectif I’étude des systémes différentiels d’ordres arbitraires.
Dans la premiére section, nous présenterons un systéme couplé a deux équations différentiels
faisant intervenir des dérivées de type Caputo et une condition intégrale classique. Ce chapitre
porte aussi sur un autre probléme différentiel & m composantes avec des linéarités un peu
compliquées vu l'ordre des dérivées (v;),_i et les conditions initiales non nulles de type
Riemann-Liouville. 7

Le Chapitre 4 porte sur une nouvelle classe d’équations différentielles fractionaires
impliquants des suites convergentes. Dans ce sens, nous évaluerons une étude d’éxistence et
unicité de la solution.



Chapitre 1

INTEGRALES ET DERIVEES
FRACTIONNAIRES

Dans ce chapitre, nous présenterons des rappels nécessaires. La deuxieme section introduit
deux fonctions de base pour le calcul fractionnaire ainsi que leurs propriétés. Par la suite,
quelques définitions de I'intégration non entiére serons considérés. Le chapitre se termine par
des exemples d’applications.

1.1 Espaces Fonctionnels et Notations

Nous désignons par :

N : Ensemble des nombres entiers naturels.

N*: N —{0}.

R : Ensemble des nombres réels.

|l : Norme infinie, ||z||,, = sup {|z(t)| : t € [a, ]}

|.|l z : Norme de I’espace de Banach E.

J . Intégrale fractionnaire & gauche au sens de Riemann-Liouville.
D¢ : Dérivée fractionnaire a gauche au sens Caputo.

D%, : Dérivée fractionnaire & gauche au sens de Riemann-Liouville.
I'(.) : La fonction Gamma d’Euler.

B(.,.) : La fonction Béta d’Euler.

10
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L' [a,b] : Espace des fonctions intégrables sur [a, b] . i.e ff |f(2)] dzx < oc.

C ([a,b] ,R) : Espace de Banach des fonctions continues de [a, b] & valeurs dans R, muni
de la norme infinie .

C, : Espace des fonctions continues avec poids. On dit que f € C, ([a,b]) si : Is > p,
flx) =g (z), ot g € C([a,b]), peR, z>0.

C), : Espace de Banach de toutes les fonctions continues différentiables a I'ordre n-1 sur
[a,b] . On dit que f € C}} ([a,b]) si f™ e C,([a,b]) avec n € N.

BV P : Boundray Value Problem (Probléme aux limites).
EDF : Equation Différentielle Fractionnaire.

SEDF : Systéme d’Equations Différentielles Fractionnaires.

1.2 Fonctions Spéciales du Calcul Fractionnaire

Dans cette section, nous exposons deux fonctions principales pour le calcul non entier.
Nous définissons la fonction Gamma et Béta d’Euler, puis nous introduisons quelques pro-
priétés liées a ces fonctions.

1.2.1 Fonction Gamma

En 1729, FEuler publie Institutionum calculi integralis étudiant la fonction gamma,
qu’il note IT (la notation I' est diie & Legendre) . Permetant & n de prendre des valeurs non
entieres dans (n!), la fonction Gamma est appelée aussi fonction factorielle généralisée. Il
I'introduit par la forme intégrale suivante [25] :

['(a)= fOJrOO e “utdu, a >0 . (1.1)

Proporiétés de la fonction Gamma :

Proposition 1.1 Pour tout « € R\{0, —1, —2,...} et n € N, la fonction Gamma satis-
fait les propriétés suivantes :

(4)
I'a+1)=al(a), (1.2)
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F'a+n)=a(a+1)..(a+n—-1)T(a), (1.3)

(i47)
F'n)=Mnm-1)!,n>1 (1.4)

Preuve.
oPropriété (i) : La démonstration de cette propriété se fait par une simple intégration

par partie de l'intégrale qui définit I" («) . nous avons

+oo
I'a) = / e “u*du,
0

|:€_u'U/a:| o 1 /+oo —u, «
= + — e "udu,
a |, aly

1
= —I 1).
“T(a+1)

D’ou la formule (1.2).
oPropriété (ii) : nous savons que

T(a) = —-T(a+1),

L raea),
1

Li;(wg)}.

1
a
1
a
1
a

a+1

En répétant le processus n fois, nous obtenons la relation suivante :
1 1 1 1 1
I'(a)

T aa+lat2a+3 atn—1
Ce qui achéve la démonstration de (1.3).

I'(a+n).

oPropriété (iii) : Pour prouver que I' (n) = (n — 1)!, nous utilisons la récurrence.
-Pour n = 1 nous avons :

+o00
ra= / e "u' " tdu =1=0.
0
-Supposons que I' (n) = (n — 1)!.

-Montrons que la propriété est vraie pour l'ordre n + 1, d’aprés la Propriété (i), nous
avons

F'(n+1) = nl'(n)

Ainsi, la propriété est démontrée. m
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Quelques valeurs particuliéres de I" («)
*D(1)=T(2) = [, e u"tdu=1.

* T (%) -9 f0+°° e du = /7, (intégrale de Gauss) .

“T (0 + 1) = 2

22n.nl

1.2.2 Fonction Béta

Cette fonction est 'un des outils essentiels du calcul fractionnaire. Définie pour tous
nombres réels strictement positifs a et 3, la fonction Béta a été étudiée par Euler et Legendre
et doit son nom & Jacques Binet.

Définition 1.1 [25] La fonction Béta est donnée par :

B(a,f) = [} (1—w)* " uPldu, a>0, f>0. (1.5)

Propriétés de la fonction Béta

Proposition 1.2 Pour tout (o, 5) € R%, nous avons :

(4)

B(a,p) = B(f,a) , (1.6)
(i)
B(a,f+1) = £5B(a,6) , (1.7)
(i47)
B(a,a)=2"2B(1,a) . (1.8)
(iv) La fonction Béta est lie & Gamma par la relation suivante :
B(a,f) = F22, Va, ; >0, 3>0. (1.9)

Preuve.
oPropriété (i) : En utilisant le changement de variable uw = 1 — ¢, nous aurons (1.6) .

oPropriété (iv) : Par définition, nous avons :
+oo +oo
I'(a)T(B) :/ e“u”‘ldu/ e "o dv
0 0

l1—-s —r
et le jacobien en valeur absolue est égal a r, alors dudv = rdrds. Puis, en appliquant le
théoréme de Fubini nous obtenons :

En posant (u,v) = (rs,r (1 —s)), dont la matrice jacobienne est J = s " )
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I'(a)T(B) = /0+°° e_TTO‘“LB_ldr/O s (1 — s)ﬁ_l ds
= I'(a+pP)B(a,p).

D’ou le résultat. m

1.3 Intégration d’Ordre Arbitraire

1.3.1 Définitions Existantes dans la Littérature

L’intégration usuelle a été généralisée a ’ordre non entier par plusieurs mathématiciens,
d’ou l'existence de différentes définitions de 'intégrale fractionnaire, & titre d’exemple nous
citons [11,61] :

N.H. Abel (1823 — 1826) introduit 'intégrale d’ordre «, en considérant la fonction :

x

_ (mdn o
w(a:)—o/(x_n)a, >0,2>0

par
S(l‘) = 1 a)dx a¢( )

J. Liouville (1832 — 1855) définit Iintégrale fractionnaire d’ordre p de la fonction
() par

[fewdr = [ @=rr e

—0o0
o0

P10 = o [ =7 e

T

G.F.B. Riemann (1847 — 1876) : A partir d'une généralisation de la formule Taylor,
Riemann propose l'intégrale fractionnaire suivante :

xT

D™V f (x) = ﬁ/ (z = )" f(t)dt + ¢ () ;

[

ol ¢ (x) est une "fonction complémentaire" figurant, en fait, dans ses travaux ultérieurs.

H. Weyl (1885 — 1955) définit 'opérateur d’intégration d’ordre réel positif o par :

775—1’ f(t)dt .
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1.3.2 Intégrale de Riemann-Liouville

La définition de Riemann-Liouville est la plus courante et se fait en remplacant la facto-
rielle dans la formule intégration successive de Cauchy par la fonction Gamma et I'entier n
par le réel positif a. La formule de Cauchy (1789 — 1857) est obtenue comme suit :

Soit f : [a,b] — R une fonction continue, notons : J'f f f (7)dr (une primitive
d’ordre 1 de f).

Une double intégration donne :

Pf )= J2 (fLf(rydr)dt= [T (w—1) f (5t . (1.10)

En répétant le processus (n — 1) fois, nous obtenons la relation classique suivante :

T f (@) = i o (e =8)" F ()t n > 1. (1.11)

Ainsi,

I (@) = o [ = 0" f (1) dt (1.12)

Et pour un ordre plus général o, nous avons la définition suivante :

Définition 1.2 [39] L’opérateur intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre oz > 0,
pour une fonction f € C, ([a,b]), (n > —1) est défini par :

Jof (@) = w5 [ (@ =07 f(8) dt; a >0,

Jo lf (@)] = f(x).

(1.13)

Remarque 1.1 Dans la formule (1.13) :
1. En prennant a = 0, J* sera notée J°.

2. En remplagant a par —oo, nous récupérons l'intégrale non entiere de Liouville et J
sera donc J*

1.3.3 Quelques Propriétés et Exemples

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques propriétés liées a I'intégrale fractionnaire au
sens de R-L qui serons suivies par des exemples explicatifs.
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Proposition 1.3 Soit une fonction continue f : [0,b] — R, pour tout x € |a,b] nous avons :

(4)

Jaf () + bg (z)] = aJ*f (x) + bJ% (x) , (1.14)

(i7)
Jogh = %xaﬂf,ﬁ > —1, (1.15)

(i4i)
JeJPf(x) = JPJof (x) = JHBf (x) . (1.16)

Preuve. o Propriété (ii) : Par définition nous avons :

1 T
Jex? = —/ z—t)* e,
Ty J, 7Y
Iail T ¢ a—1
= 1—— tBdt. 1.1
H@A( x) (L.17)

JoxP =

(1 —w)* " 2%l du,

(1 —u)* " Pdu,

— I Bag+), (1.18)
en utilisant la relation (1.9), nous obtenons (1.15).
o Propriété (iii) : En appliquant la définition 1.2, nous avons

xT

e Brz) = —— [ (z—)*"JP
P = ] 0T @

-t xtx— L (D) dr
"r@r@/!(t)(t) f () dr,

-t / T I:I:— arly _ )p-l T
_F(a>F(5)O/f<)/( Dot — P dt| dr. (1.19)

T

Posons t — 7 = u(x — 1), alors dt = (v — 7) du
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aJbf(z) = o / T 1x—7a+ﬁ_l — W) P | dr

P (@) F(a)r(ﬁ)o/f() O/( ) (1w |
S m :U—TO‘JFBI T w)* P du
- F(a)F(B)/< d/ -

- / 7L f (1) dr (1.20)

Par la relation (1.9), nous obtenons

T

PIE) = g @ @,
= J"‘J’Bf(x)[.) (1.21)
Puis,
JAF (5) = TP (2) = P (2 (1.22)

ce qui achéve la démonstration.

Exemple 1.1 Calculons | mtegmle au sens de R-L d’ordre 3 de la fonction f (z) = (z — 2)\/5 I
Par définition, nous avons :

Jif(x) = - /Ox<x—t>il<t—2>“5dt,

- F“"(é) /Om (1 - é)i(t—2)‘/5dt. (1.23)

Ainsi,
_ r (\/57L 1) (ZL’ o 2)%-1-\/5
T (T+V5) '

Exemple 1.2 Maintenant, nous allons calculer la double intégration suivante : J 5 Ji (x — 2)\/5 I
De l’ezemple précédent on a :

(\/—+1) 34+V6
r(: +f)( R

En appliquant la propriété (ii), nous obtenons :

Ji (31:—2)‘/5



18

En utilisant la relation (1.9), nous pouvons écrire :

I(V5+1)

JJi(@—2)® = 2T g)¥HVs

= Jiti (e -2)"

1.4 Deérivées d’Ordre Non Entier

Introduction

La dérivation "opérateur inverse" de l'intégrale, peut étre considérée comme une in-
tégrale d’ordre "moins un". Dans cette partie, nous exposerons 'existence de I’équivalent
en calcul fractionnaire. La notion de dérivée d’ordre non entier est trop ancienne, de grands
pionniers des mathématiques ont essayé de lever les ambiguités qui entourent ce concept.

Nous entamons ce chapitre par l'introduction des 3 célébres approches de la dérivée
fractionnaire : I'approche de Grinwald-Letnikov (1868), de Riemann-Liouville (1847) et
enfin celle de Caputo (1967).

1.4.1 Dérivée Fractionnaire de Griinwald-Letnikov

Cette approche s’appuie sur la définition de la dérivée d’ordre entier. Considérons une
fonction continue f. La dérivée d’ordre 1 de f est donnée par :
_df L f(@) — f(z—h)

/ R [
filw) =g = lm h

(1.24)

En appliquant cette définition une seconde fois, nous récupérons :
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: ) - fia—h)

[ = dr ~ hoo h
U@ = fa—h)  fle— k) fa—2h)
h—0h h h
. f(x) = 2f(z — h) + f(x — 2h)
- }ng(l) 2 ' (1.25)

De (1.24) et (1.25), nous avons :
f(z) =3f(x —h)+3f(x —2h) — f(x — 3h)

(3) — 1
¥ (x) = }lllir(l) e : (1.26)
Pour un ordre non nul n, nous obtenons :
1 ;
(TL) — 1 - . 7 TL .
F () ggm§;<nczﬂx ih), (1.27)
oncr={")= nn-Dm=2)--m-itl) — _nl __ alors (—=1)" C™ peut s’écrire de la maniére
v 7 4! tl(n—1i)! i
suivante :
. (1= (2 =n)(i—n—1
(-0 = nlom@-n) (izn=1) (1.28)

il

Pour le passage au cas fractionnaire, A.K. Grinwald (1838 — 1920) et A.V. Letnikov
(1837 — 1888) remplacent n par un ordre arbitraire o € R, ainsi (1.28) devient :
—n(l—n)(2—-n)---(i—n-—1) I'(i — )

il T T+ )T (—a) (129)

D’otu la définition suivante :

Définition 1.3 [25] Pour toute fonction f € C™ ([a,b]) ou m < a < m + 1, la dérivée
fractionnaire d’ordre o de la fonction f au sens de Grimwald-Letnikov est définie par :

G f () :}Zii%ﬁ;r(iﬂ)r(_a)f(x—m). (1.30)
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Définition 1.4 [25] Une intégration par partie de la formule (1.30) donne :

xT

— f(l) (a> i—o 1 / m—o p(m+1)
@ = — (. — _— — mn t)dt. (1.31
G°f (=) Zi_OF(i—a+1)(x 2 L ——— (z—a)™ = (B dt. (131)
(i) Si £ (a) = 0 avec i = 0,---,1 — 1, alors la dérivée non entiére au sens de G-L,

vérifie la propriété suivante :

GG f (x) = G°Gf (x) = G f(x), (1.32)
ou l =max(m,n) telque0 <m<a<m+let0<n<f<n+l.

(74) La composition avec la dérivée d’ordre entier n méne & ’expression suivante :

n—

GD"f(z) = G*™ f(x) — Z

1
=0

9 (a)
Fi—a—n+1)

(x—a) ™", (1.33)

1.4.2 Dérivée Fractionnaire de Riemann-Liouville

L’approche de B. Riemann et J. Liouville de la dérivée fractionnaire est donnée par
Iintégrale suivante :

[61] Soit une fonction f € C™"([0,0]), la dérivée fractionnaire d’ordre a > 0 au sens de
Riemann-Liouville de f est :

/(x—t)"_o‘_lf(t)dt, n—l<a<n, neN,

0

1 dar

D%Lf (ZE) F(?’L—Q{) dxm

(1.34)
= D"J"f(x).

Proposition 1.4

o Composition intégrale/dérivée de R-L :
(1) Dy Jof (x) = [ (x).
(i) Dy Jof () = DP2f (x),  f>a.
(iid) J*Dgyf (x) # f(2) .

o Composition avec la dérivée entiére :

(iv) D"Dip f (x) = D™ f (x).
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n—1

a n n4+o () (a i—a—n
(v) Dy D"f (2) = D™ f () = 3 @) (2 — a)' ="

i=0
o La propriété du semi-groupe n’est pas toujours vérifiée :

(vi) D Do f (x) # Dy D f (x) # Dyt f ().

1.4.3 Dérivée Fractionnaire au Sens de Caputo

En 1967, M. Caputo introduit une nouvelle approche de dérivée d’ordre arbitraire
a >0, voir [56].

Définition 1.5 Soit f € C™, ([0,b]), n € N*. La dérivée fractionnaire d’ordre a« > 0 au sens
de Caputo de la fonction f est féfinie comme suit :

ﬁfox(i—)nalf (t)dt, n—1< a <n,
Def (z) =
(@), a=n (1.35)

dt
— JaDrf (z).
Proposition 1.5 Soit f:[0,b] — R et a > 0, nous avons :

(1) La relation entre la dérivée de Caputo et celle de Riemann-Liouville est donnée par :

n—1 f(k
D (@) =D @ =D 53 =0r D) —oz+1)

k=0

zhe, (1.36)

(i1) Si f(z) = (x —a)?, avec p > n — 1, alors
I'(p+1)
I'p—a+1)

(17i) La dérivée de Caputo d’une constante est nulle.

(z—a)’™, 0<n—-1l<a<n.

Df () =

D*C =0,C € R. (1.37)



Chapitre 2

EQUATIONS AUX DERIVEES
D’ORDRES ARBITRAIRES

2.1 Introduction

Avec le développement du calcul fractionnaire et ses applications dans différents do-
maines, une grande attention a été attribuée a 1’étude des équations différentielles fraction-
naires. Plus particuliérement, les mathématiciens se sont penchés sur ’étude de ’existence
d’une solution d’un probléme aux limites (BVP) en utilisant les théorémes du point fixe, et
les les inégalités fractionnaires. Les ouvrages de Samko et al. [65], de Lakshmikantham [39]
, et celui de Bitsadze [10] représentent d’exéllentes ressources de 'utilisation de la théorie
du point fixe pour cette étude. Pour plus de détails nous invitons le lecteurs a consulter les
références suivantes : [5,8, 12,18, 21, 28, 54]

2.2 OQOutils Essentiels

2.2.1 Théorémes du Point Fixe

Dans cette partie du manuscrit, nous présentons quelques définitions liées aux deux théo-
rémes du point fixe assurant l’existence et 'unicité de la solution d’un probléme a une ou
plusieurs équations différentielles impliquants des dérivées d’ordres non-entiers.

Définition 2.1 [30] (Espace de Banach) Un espace E est dit complet si toute suite de cauchy
converge pour la norme ||.||p . E est nomé aussi espace de Banach.

Définition 2.2 (Suite de Cauchy) Soient un espace vectorel normé E et (x,,) une suite de
E. Si
Ve > 0,IN > 0;Vp > N et Vg > N nous avons : ||Tprq — Tp| p <&,

alors (x,,) est une suite de Cauchy.

22
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Définition 2.3 [30] (Opérateur contractant) Soit (E, ||.||z) un espace vectoriel normé. Une
application T : E — FE, est dite
1/ Lipschitzienne avec k > 0. i.e : pour tout z, y de E, nous avons :

T2 = Tyllp < kllz = yllp-

La constante k est dite de Lipschitz.
2/ Contractante si elle est k— Lipschitzienne avec 0 < k < 1, ici k est appellée constante
de contraction.

Définition 2.4 [26] (Point Fize) Soit T une appliaction dans un espace vectoriel E dans lui
méme. Un élément x € E est un point fixe de T si : x = Tx.

Lemme 2.1 [56] (Arzela-Ascoli) Un sous ensemble H de E, uniformément borné et équi-
continu est relativement compacte dans E.

Théoréme de Schaefer :

Ce théoréme est un cas particulier du théoréme établi par Leray et Schauder (Leray —
Schauder theorem), utilisé particuliérement pour prouver l’existence de solutions d’équa-
tions différentielles non linéaires.

Théoréme 2.1 [56] Soit E un espace de Banach et l'opérateur complétement continu T :
E — E. Si lensemble V = {z € E:x=uTz, 0 < pu <1} est borné, alors T ademet au
moins un point fize dans E.

Principe de Contraction de Banach :

Cetrtainement, le principe de contraction de Banach qui garantit 1’existence d’un point
fixe pour une contraction, est le plus connu des théorémes de point fixe.

Enoncé par le mathématicien Stefan Banach en 1922 [14,19,26], ce théoréme élémen-
taire a eu de nombreuses applications dans la théorie des Fractales et celle des Equations
Différentielles.

Théoréme 2.2 Tout opérateur contractant T d’un espace de Banach E posséde un point
fixe unique x appartenant a E et vérifiant : x = Tx.

En ce qui conserne 'unicité, remarquons que toute contraction a au plus un point fixe,
nous pouvons le montrer par la supposition de 'existence de deux point fixe x; et x4, alors :

|21 =22l = [T — Ty
< kllzy = my,

< |z — 22|,

cette contradiction prouve que le point fixe est unique.
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2.2.2 Lemmes Auxiliéres

Les deux lemmes suivants [47] sont utilisés dans les démonstrations de nos résultats .
Lemme 2.2 Soit f € L' ([0,0]). L’équation différentielle fractionnaire
Def(t) =0, n—1<a<n, neN" (2.1)

admet une solution sous la forme :

n—1
f(t) = ZCjtj, Cj € R. (22)
=0
Lemme 2.3 Soit f € C", ([0,b]). Nous avons
n—1
FDF) = £+ Y e (2
=0

ouci€R, j=0,n—1etn=][a]+1

2.3 Equations aux Dérivées Fractionnaires

L’apparition du calcul fractionnaire a généré une nouvelle vision sur la modélisation ma-
thématique des phénomeénes : physiques, chimiques, viscoelastiques, éléctriques...etc [6, 9, 19].
Cet outil a permi de construire des modeéles précis, d’ordres réduits et de nombres limités
de parameétres nécessaires a la caractérisation de chaque phénomeéne. Cette déscription est
associées a des dispositifs dont le comportement peut étre régi par des équations aux déri-
vées fractionnaires, s’avere trés utile. Pour plus d’informations sur les EDFs consutez les
ouvrages [22, 29, 35] .

Motivés par ’ensemble des travaux fait dans ce sens, nous avons consacré cette section
a I’é¢tude du probléme fractionnaire suivant [17] :

Du(t)+ f(t, u(t)) =0, 0<t<1,

w(0) = (0) =" (0) = =" (0) =0, u«"(1)= bfu (5) g (5) ds, (2:4)

avec D* est lopérateur différentiel de Caputo d’ordre arbitraire (n —1 < a <n), n €
[0,1], g une fonction intégrable et f une fonction continue sur [0, 1] soumise a quelques
conditions qui seront précisées par la suite dans cette section.

La solution intégrale de I’équation (2.4) est donnée par le lemme suivant.

Lemme 2.4 Soit n —1 < a < n. La solution du probléme (2.4) est :
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1

zla)—-Jaf(uu(w)-(;szﬂ (/’<1"Tykﬂ f(T,u(T»ch'—uénu(s)gQﬂck - (25)

I'(a—n+2)

Dans ce qui suit, nous allons démontrer que (2.4) admet (2.5) comme solution. Nous
avons besoin de lespace de Banach C' ([0, 1],R), espace des fonctions continues de [0,1] a

valeurs dans R, muni de la norme ||u|| = sup |u(t)].
t€[0,1]

Preuve. Soit f € C'([0,1],R), k; € R,i=0,1,...,n — 1. En utilisant les lemmes 2.2 et 2.3,
nous pouvons écrire :

u(t) = ﬁ/ (t — )" f(s)ds — ko — kyt — kot® — ... — Kp_qt™ L. (2.6)
0
Les conditions :
w(0)=u (0)=u"(0)=---=u"""(0) =0, (2.7)

et

W= [us)96). 28)
permettent d’effectuer le calcul des constantes k;. Ainsi :

ko=ki=ks =+ =kno=0, (2.9)
et

1

! (1—7)* " 7
bt = =5 g/i;G;tfﬁjpagf(T,u(T>>dT-]g w(s)g(s)ds| . (2.10)

En remplagant les k; dans (2.6) nous trouverons la formule (2.5) .
[ ]
Nous introduisons les hypothéses suivantes :

(H,) : (i) La fonction f est k—lipshitzienne, i.e : il existe k > 0, tel que pour tout u, 7 € R
et t € [0, 1], nous avons :

[f tw) = f )] < klu—mul.

(71) 11 existe M strictement positive, telle que :

n
Mb:/MWﬁSM<w
0

(Hs) : La fonction f est continue sur [0,1] x R .

(Hs) : Tl existe une constante positive N, telle que |f (¢,u)| < N, t € [0, 1], u € R.
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2.3.1 Existence

Théoréme 2.3 Si les conditions (Hs) et (Hs) sont satisfaites alors le probléme aux limites
(2.4) admet au moins une solution dans C ([0,1] ,R) pourvu que :

T'(n)>M, M>D0. (2.11)

Preuve. La preuve de ce théoréme consiste & montrer que I'opérateur & donné par :

Qu (t) = Jf (t,u(t))

— - / (1—7)"" f(ru(r))dr — /Onu (s)g(s)ds (2.12)

(n—1)! I'(a —n+2)
a au moins un point fixe dans C ([0, 1] ,R).
Nous appliquons le théoréme de Schaefer et la démonstration sera donnée en 4 étapes.

étape 1 : Continuité de ¢ :
Soit (u,) une suite telle que u,, — w dans C ([0, 1] ,R) . Alors pour tout ¢ € [0, 1], nous
avons :

|[Dup (t) — Qu(t)] = [Jf (¢, un (1))

1

! (1—7)! "
o) / Tla—ngal Tun(m)dr - / un (5) g (5) ds (2.13)

1

) - o | [ g = [Cu s

Comme f est continue, nous avons :
| Pu,, — Pul| — 0,7 — oo. (2.14)

Ainsi @ est continu.
étape 2 : P envoie les ensembles bornés dans des ensembles bornés dans C ([0, 1], R) :

Soit 'ensemble B, = {u € C ([0,1] ,R) : |Ju|| < v,v > 0} . Considérons u € B,, alors pour
tout ¢ € [0, 1], nous avons l'inégalité fractionnaire suivante :

[Pu ()] < J|f (tu(t))]
/< " |f (T, u (T ]dT—i—/ lu(s)g(s)|ds]| . (2.15)

F(a—n—i—Q
0

tnl

n—l
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Puisque [ vérifie I'hypothése (H3) , alors

N N vM
Dyl < 2.16
12l < s Y T T a—nss) T Ty (2.16)
Par conséquent, nous obtenons
| Pul| < oo. (2.17)

En effet, ® (B,) C B,.

étape 3 :  envoie les ensembles bornés dans des ensembles équicontinus de C ([0, 1], R) .
Soit t1;ty € [0,1] tels que t; <ty et soit u € B,. Alors :

1

0ut2) — @ 0)] = | () = s | [T - [

O (b (1)) 4 /“‘”M f(T,u(T))dT—/Onu(S)g(s)ds (218)

(n—1)! / I'(a—n+2)
D’oti, nous pouvons écrire :
|Du (t2) — Pu(t1)| < ﬁ /0 1 [(t2 — ) (- 7-)0‘—1} f(ru(r))dr
+ /t 1 (ta— 1) f (r,u (7)) dr (2.19)
gt / (1 -7yt "
+ NCEE O/WU(TW(T))WTJF/O lu(s)g(s)lds
En effet,
B0 (1) = B ()| < s (2= )+ gy (05 — 1)
N M 1  an—1l
+(F(n)f‘(a—n—i—3) +F(n)> (t5~t =7 (2.20)

Du moment que t; tend vers to, le second membre de 'inégalité fractionnaire précédente
tend vers zero. Alors, en combinant les étapes 1, 2, 3 et d’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzela,
nous concluons que ® est complétement continu.

étape 4 : Maintenant, nous allons montrer que ’ensemble

Q={ueC(0,1],R), u=Abu, 0 <A< 1} (2.21)
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est borné.

Soit donc u € €. Alors u = A®u, pour un certain A compris strictement entre 0 et 1,
nous avons :

1

w(t) =\ | JoF (tu (1)) — /1 ) f(Tu())dT—/Onu(s)g(s)ds

'a—n+2
0
(2.22)
Grace a (Hj), nous obtenons
N N vM
B <A 0,1]. 2.2
u®)] = <F(a+1)+F(n)F(a—n+3)+F(n)) €o,1] (2:23)
Donc,
AT (n) N N
: 2.24
lul'= vy = AM(F(a+1)+F(n)F(a—n+3)) (224)
La condition dans (2.11) méne & écrire :
| Pu|| < oo. (2.25)

De cette fagons, nous avons pu montrer que €2 est borné.

D’apreés le théoréme du point fixe de Schaefer nous constatons que ® admet au moins un
point fixe qui est la solution du probléme (2.4) .
|

2.3.2 Existence et Unicité

Le deuxiéme résultat représente un théoréme qui montre l'existence et I'unicité de la
solution de I’équation (2.4) .

Théoréme 2.4 Supposons que (Hy) est vérifiée. Si

1 1 M
k(r(a+1)+f‘(n)f‘(a—n+3))+F(n)<1» (2.26)

alors le BVP (2.4) a une solution unique sur [0,1].

La preuve de ce théoréme est basée sur le principe de contraction de Banach.

Preuve. Soit u, u € C ([0,1],R). Alors, pour tout ¢ € [0, 1], nous avons :
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|[Pu(t) — @u(t)] < J*[f (¢, u(t) = ft,u(t)
1 /

(1—7)* ntl B
/ —n+2) |[f (7, u(r)) = f(r,u(7))] dr (2.27)

+ ol -alds] .

Comme (H;) est vérifiée, alors nous obtenons :

n—l

B 1 1 M B
[u = ull < (’“ [r(a+1) +F(n)F(Oz—n+3)} * F(n)) o =l (2:28)

En utilisant la condition (2.26), nous concluons que ® est une contraction.

Ainsi, d’apres le théoreme du point fixe de Banach, il existe un point fixe unique u €
C ([0,1],R) solution du probleme (2.4). m

Exemple 2.1 Soit f définie par f (t,u(t)) = ﬁ [sinu(t) + W} et g(t) = igi?f Nous

considérons le prbléme suivant :

n
/ 7 " COS2S

w(0) = (0) = u" (0) = 0, (1)—/82+3u(5)d8. (2.29)

0

Ainsi,
1
1 1 M 1 16 2 1
k = — —_— 2.
<F(a+1)+F(n)F(a—n+3)+F(n) 6 <105ﬁ+9ﬁ>+18 (2:30)
~ 0, 06876 < 1

Alors, le probléme (2.29) a une solution unique dans [0, 1].



Chapitre 3

PROBLEMES AUX OPERATEURS
FRACTIONNAIRES

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux systéemes d’équations différentielles d’ordre
arbitraires. Les SEDFs ont un champs trop large d’applications vue le nombre indéterminé
de modeles régis par ces systémes fractionnaires [1, 13, 27,31, 33,43, 50, 55, 64, 70 — 73] .

La premiére section est consacrée a I’étude d’un probléme & deux équations fractionnaires.
Des résultats d’éxistance et d’unicité de la solution seront étatblis. En suite, dans la deuxiéme
section nous allons traiter un systéme plus comliqué & n équtions différentielles en utilisant
les inégalités fractionnaires. En fin, nous terminerons ce chapitre par des exemples illustratifs.

3.1 Problémel : Dérivée Caputo/ Dérivée Classique

Soit & considérer le systéme d’équations [16] suivant :

“a(t) + f(t y(t), Dy(t)) =0, telJ
Dﬁy(t) +g(t,z(t), D°z(t)) = 0, teJ (3.1)
z(0) = y()—035()—/\1%77):09(1)—A1y() 0, '
2"(0) = y"(0) = 0,2"(1) — A2z"(§) = 0,4 (1) — Aay"(£) = 0,

ou D DB, D° et D? sont les dérivées fractionnaire de Caputo avec 3 < a,f < 4,
0 <a—1,0 < [ —1, les constantes £ > 0 et n < 1, pour les réelles \; et Ay doivent
satisfaires les conditions suivantes : \jn # 1 et A& # 1; J = [0, 1]. Les fonctions f, g sont
dans C' ([0, 1]) .

Nous introduisons les espaces de Banach suivants :

X = {z:2e€C(]0,1]),D°z € C([0,1])},
Y = {y:yeC(0,1),DyeC(0,1)}, (3:2)

dont nous associons respectivement les normes :

el = [l + [[D7z]],
lyly = llyl + (D], (3-3)

30
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ot [|.[| = sup [
teJ
Ainsi (X x Y, [[(2,9)| xyy) et aussi un espace de Banach avec ||(z,9)] x,y = [2]lx +
1yl -

Dans le lemme suivant, nous déterminons la solution générale du probléme (3.1).
Lemme 3.1 Soit h € C([0,1]),t € J, 3 < a <4. Alors la solution de [’équation :

Dex(t) + h(t) = 0, (3.4)

avec

z(0) = 0,2(1) — \z(n) =0,
2"(0) = 0,2"(1) — X2"(€) =0, (3.5)

est donnée par ’expression suivante :

x(t) = ——/(t —5)* " h(s)ds

_()\177 ~T (&)/ (1—295)"""h(s)ds

0
3
()\2 — )\2)\177 )t — )\2)\1?7 /\2) t3/

0

)* 7 h(s)ds (3.6)

(L= M)+ Qo = M) B [ gy
_6()\177—1)(/\25—1)F(a—2)0/(1 )" h(s)ds.

Preuve. Soit C; € R,7 = 0,1, 2, 3. En utilisant les lemmes 2.2 et 2.3, la solution générale de
(3.1) peut étre écrite sous la forme :

t
/ (t — 5)* " h(s)ds — Cy — Cyt — Cot? — Cst®. (3.7)

0

Puis, en employant (3.5) nous trouverons que Cy = Cy = 0, et
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h(s)ds

Q
\
\ =

/\17]—1

0
(1—5)*""h(s)d
)\177—1 / S i
0

)\2 (1 — )\17]3)

TS =) 0wt~ )T (a—2) ) &7 le)ds (3.8)

(1 — )\1"73)

0w Dt - DT (a—2)

(1—9)*h(s)ds

Z
/

et

A

S OuE DTy (€O hls)ds

1
6 (Maé — )T (a—2)

+ (1—5)*"?h(s)ds. (3.9)

O\H o\m

Finalement, nous substituons les valeurs de C; et C5 dans (3.7), alors nous obtenons
(3.6). m

3.1.1 Existence et Unicité de la Solution

Introduisons les quantités :

A — 1]+ A n*+ 1

N
' My — 1T (a+1)
L (P = AAan?’| + o = Do) €72 4 1= Al + P — 1
6 A — 1 [Af — 1| ' (a — 1) 7
1 (A n*+1
N i
? Tla—o+1) -1 T(@a+ )T 2-0)
A — Mo €972 + |1 = M Ao — Aol €72 4 A — 1

_|_

6 n—1 X —1T(a—1DT2—-0) |[Mnp—1[|NE—-1T(a—1)T(4—0)’
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A — 1] + |)\1|776 +1

Na. =
’ (M — 1T (B + 1)
+(‘)‘2 — AP 4 [Mdan — X)) €72+ 1 — M| + | — 1
6 |A\n—1[|A€ 1T (B—-1) ’
1 |
Ny = + Al n” + (3.10)

FB—-o+1) [An—=1I@E+1)T(2-9)
Ae — Mon®[ €772 + |1 — A

6 [Ain—1[ [ =1 (B-1)T(2-4)
[Aidon — Aol €772 4 |\ — 1

(A =1 [Af =T (B -1)T (4 -0)

+

Les fonction f et g doivent vérifier les trois hypothéses suivantes.
(Hy) : Les fonctions f,g:[0,1] x R? — R sont continues.

(Hs) : 1l existe des fonctions positives a;, b; € C ([0,1]), i = 1,2, telles que pour tout
te[0,1] et (z1,91), (72,92) € R?, nous avons :

|f (tv x17y1> - f (t7$27y2)‘ < (t) ‘2}'1 - $2| + bl (t) |y1 - y2| )
g (£, x1,91) — g (8 22,92)] < az (8) |21 — 22| + b2 () [y1 — w2l - (3.11)
De plus, nous posons :
wy =supay (t), wy =supby (t), wy =supay(t), ws =supbs (t). (3.12)
ted ted ted ted

(Hj) : 1l existe deux constantes positives L; et Lo vérifiant :

[f (t 2.y < Ly, |g(tz,y)| < Loyt €[0,1], (2,y) €R?. (3.13)

Théoréme 3.1 Supposons que Uhypothése (Hs) et la condition :

(Nl + Ng) (w1 + (UQ) + (Ng + N4) (w1 + WQ) <1 (314)

sont vérifiées. Alors le probléeme (3.1) a une solution unique sur J.
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Preuve. Nous appliquons le théoréme du point fixe de Banach. Ainsi, nous considerons

Popérateur ¢ : X x Y — X x Y, défini par :

¢ (2, y) () == (91y(t), P (1)),

tel que :
o) = —gs [ (=307 fs.9(). Dy(a)) s
o 1 (). D)
o (9T e D)
(A2 = Ao in?) t — (Ao i — Ao) 12 £ jo-
6(AMn—1)(X—1)T (a—2) 0/
(1—)\177)t+ )\2)\17} )\2 ts i a— 3
60— (f— DT a—2)/ =9
et
0u1(t) =~ [ (4= 5 asate), D7)
At

()\2 — )\2)\1773) t— (/\2/\17’] — /\2) t3/§
6(hn—1) (A =T (B-2) J

1
(1 — )\1773) t+ ()\2)\177 — )\2) tg

6\ —1) ()\25—1)1“(6—2)0

Puis, nous devons montrer que ¢ est une application contractante.

), D%y(s))ds

s), D°y(s))ds,

/(1 — 3)573g(s,$(s), D?z(s))ds.

(3.15)

(3.16)
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Soient (z,9), (z1,y1) € X x Y. Alors, pour tout ¢ € [0, 1], nous avons :

|p1y(t) — dryn(t)] <

t

o / (t = 9" | £5,5(). Dy(s)) — £(s 1(5), Do ()] ds

ME [ e
o = 1|r(a)0/(77_3) |£(5,y(5), D°y(s)) = f(s,91(s), D'y (s))| ds (3.18)

M [ e 5 5
+!>\177 - 1|F(a)0/(1 — )" | f(s,y(s), D°y(s)) — f(s,51(s), D’yu(s))| ds

£
|)\2 — )\2)\1’[7 |t+ |/\2>\17’] /\2| t3/

)" f(s,5(5), D°y(s)) — f(5,31(), D'y (s))| ds.

0

Sous les hypothéses de (Hz) , nous obtenons :

1y — &1l <
(IMan =1+ Ml n® + 1) (Wi ly = vl + w2 || D (y — )]
A — 1T (a+1)
n (X2 = MAom®| + [Ardon — Xo]) €572+ 11 = M| + (A — 1] (w1 lly — | + w2 || DO (y — 1 H)

(3.19)

6N\ — 11X —1|T (a—1)
Par conséquent,

|éry — o1 ]] < Ni(wy + wo) (||?J — |l + HD5 (y— yl)H) ; (3.20)

D’autre part, nous avons :
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| Dy (t) — D’y ()] <

t

o) a>/ (= )" F5,9(), Dy(s) = F(5,31(5), Dy (3))| ds
=1 |FA1|t T'(2—o0) / (5,y(5), D°y(s)) — f(s,31(s), D°y1(s))| ds
fi-o /

+
P — 1T (@)T

’)\2 >\2>\17)3’t1 o £

(2 _ (7)/ (1 — S)ail }f(S,y(S),D‘Sy(S)) — f(s’yl( ) DI y1 ‘ds 3 21)

+ | TR E e / (€ = )" £(5.9(5), D°y(s)) — F(s,2(5), Doy (s))] ds

[An—1[|A26—1|T'(e—2)I'(2—0) 0

[Aa—daxip|tl =7 L

| TEIRETITE) | [ (1= 5[ (s, (), Dy(s) — f(s (), Dya(s))] d

‘)\2)\177 )\2|t I
BYTE [ eva) ) o B A

L’inégalité fractionnaire précédente devient :

| Dy (t) — D’y ()] <
(w1 +ws) (ly = wull + || D° (v — )]
FNa—o+1)
(w1 +w2) [Aa]n* + 1] (ly — sl + || D° (w — w1)]|)
A — 1T (a+ 1)L (2—0)
+(w1 + wa) U>\2 - >\2)\1773’ fa72 + 1 - )\1773” (Hy — | + HD5 (y — yl)H)

+(fJJl + wa) [’)\2)\177 — Ao 50472 +[Aim — 1” (Hy -yl + HD5 (y — yl)”)
A = 1] [Ad2§ = 1T (a—=1)I'(4 —0) '

Ce qui implique que :
|D%y = Dy < Ny (wi +ws) (ly = wll + | D° (y = wm)]]) -
En combinant (3.20) et (3.23), nous obtenons :
615 = drvnllx < (N + No) (wi +ws) (ly — wall + | D° (v — 1) )) -

De la méme maniére, nous trouverons l'inégalité d’ordre non entier suivante :

| — Po1|ly < (N3 + Ny) (w1 + @2) (||$ — || + HD5 (r — 2 H)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)



37

Grace aux deux derniéres formules, nous pouvons écrire :

(Nl -+ Ng) (wl + w2)

Nyt Ny) (1 + ) | 1@ =708 =)y - (3:26)

||¢(l’,y) - ¢<x1ay1)||X><Y <

En tenant compte de (3.14), nous concluons que ¢ est une contraction. Alors, nous
déduisons que ¢ a un unique point fixe qui représente la solution du systéme (3.1). m
Exemple 3.1 Considérons le systéme couplé suivant :

( ﬁe*"t|cos(7rt)|)D%y(t)‘

7 ly(1)] =
Dzx(t) + T2 +3)HYOD  7(14et)? <2+‘D%y(t)() -0
D% (t) N Sl (1) o ﬂe’Qﬁt)D%I(t)) -0
T Gemsavm) ela@D  s(irava) (14 03a]) (3.27)

1w

2(0) = y(0) = 0,2(1) = F=(3), y(1) = Ju(3).

Ve ™ eos (xt)| [ Diy(t)|

o ()
HEvODO) = Fepa e b ra (24 i)
. Tl me 2 | D3 x(t)
ot (1), Dix(t)) — 37 l(?)| + | (3.28)

(™ +3VmM W+ 10D 5t + 37 (1+ |Diat)])

Pour x,x1,y,y1 € R, t € [0,1], nous avons

1 Nz

tzy) — ft o) < ———— |7 — 21|+ |y — v, 3.29
) = Sm )] < el =l 2wl 629
et
3 e 2mt
t,x,y) — g, xy, < ————F—z—21| + ———m |y — V1| - 3.30
lg(t, =, y) — g(t, x1,91)] (5€t2+3ﬁ)| 1] 5(tJrg\/E)QIy Y1l (3.30)
Ainsi,

a () = — by = YT (3.31)

7 (712 4 3) 7(1+e)?
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puis,
3 e 2t
as (t) = —5——, b (t) = ——. 3.32
Alors,
t) == by (1) = 2
w; = sup a = —,wy = su =
1 te[oﬁ] ' 63" te[ol?u 1 287
3T 1
wy, = Ssup as(t) = ———=,wy = sup by (t) = —, 3.33
! t€[0,1] 2 (1) 54 3y/m 2 t€[0,1] 2 (1) 45 ( )
N1 = 1.08935, Ny = 3.4444, N3 = 0.77571, Ny, = 2.51754,
et
(N1 + Ng) (w1 + WQ) + (Ng + N4) (w1 + WQ) ~ 0.52795 < 1. (334)

En conséquence du théoréme 3.1, le probléme (3.26) a une solution unique.

3.1.2 Existence de la Solution

Théoréme 3.2 Si (Hy) et (Hs) sont vérifiées, alors le probléme (3.1) a au moins une solu-
tion sur J.

Preuve. Cette démonstration est basée sur le théoreme du point fixe de Schaefer.
A : De (H;), nous pouvons voir que ¢ est continu sur X x Y.

B : Maintenant, il faut montrer que ¢ envoie les ensembles bornés dans des ensembles
bornés dans X x Y.

En prenant p > 0, (z,y) € B, := {(z,y) € X X Y; ||(z,9)|/ x,y < p} . alors pour tout
t € J, nous avons :
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[Py(t)] < ﬁo/(t—s)a_l‘f(S,y(S),D‘Sy(s))}ds
Y . 11’|tr <a>/ (n=9)"" |F(s,y(s), Dy(s))] ds
= 4 et Puen]as (335)

9
g = AP+ (Ao — Ao £ o
| 62|)\1772_11n| |’)\2§ l i| E\( 22’) /(f —3) ° ‘f(«S»y(S),D(Sy(S)” ds

1

L= M|t + [y — 1] "
6||)\1n—11||/\2§_i|pa_ /1—5) 3\f(5,y(8),D‘5y(s))|ds,

0
L’hypothese (H3) impose que f soit absolument bornées, ainsi (3.35) devient :

¢yl < L1y (3.36)
Pour D7y, nous avons

D%y ()] <

(a—0) / )T (s (9), Dyls))| ds

0

|A1| tl*O’

A AT @ TE oy 1 [Flsu(). Dy(s)] ds

_|_

O\:

T(2—0) / (1= 9)*7"|f(s,y(s), Dy(s))]| ds (3.37)

|)\177—1‘F
0

|)\2 )\2)\17’]3 tl=o
+ 6| A1n—1[|A2&— 1|I‘a 2)L'(2—0)

[A2Ain—Ag|t3—7

3
a 3 1)
/ — 57| £(s5, y(s), Dy(s))| ds
[A17—1[[A2€ 1T (a—2)T'(4—0) 0

|)\2 /\2)\177 tl e
4| R peE e 2T (1—5)"7° | £(s,y(s), D°y(s))| ds.

[AzA1n—Ast3 ”
A1n—1][A2€ 1T (a—2)T (4—0)
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Par conséquent,

D7 1yll < Ly Na.

De (3.36) et (3.38) nous concluons que :

”¢1?J||X < Iy (Nl + N2) .

Avec les mémes arguments que précédement, nous obtenons

@]y < Lo (N3 + Na).

Via (3.39) et (3.40) , nous avons

”¢(xay)HX><Y < Ll (Nl + N2) + L2 (NS + N4) < 0.

Ce qui implique que ¢ envoie les bornés dans des bornés dans X x Y.
C : Dans cette étape, nous montrons I’équi-continuité de ¢.

Soit (z,y) € B,, et t1,t; € J avec t; < t5. nous avons I'inégalité suivante :

[1y(t1) — Pry(ta)] <

i [ (=97 = (= 97 £l 0l Doyl ds

to

+ﬁ / (ts — ) |f (s, y(s), DPy(s)))| ds

t1

p Ll ) /(n—s)a1|f(8,y(8>,D69(5))‘d3

Ll =) / (1= 5)"7" |£(5.9(5). D°y(s)) | ds

|)\2 — )\2)\1773| (tg — tl) + |/\2)\177 — )\2| tg

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

3 3
)( _tl)/(g_s)a_g‘f(S,y(S),Dgy(S))‘dS.



41

Ce qui méne a écrire :

1y (t1) — dry(ta)| <
L {\)\177—1\“)\1\77& A2 — Ao €072
1T (a+1)  6n—1 et — 1T (@—1)

} (t2 — t1)

1 ’1—)\1773’
+
A= 1T (a+1)  6An—1][Af— 1T (e —1)

+L, { } (ty — t2)

(3.43)
[ A2 A1) — Ao 5%2 A — 1] 3 3
_ _ — T — — — (tz - t1)
6 \n—1] X —1T(a—=1) 6[An—1||AE—-1T (a—1)

+14 {

(t§ —15) | 2(ta —t1)"
+L1[F(a+1) F(a+1)]'

Nous avons aussi

D7 ¢1y(ta) — D7dry(t)|| <

_ b (1977 — 577+ 2(ty — 1) ]
INa—c+1) ! 2 2
— |)‘1‘77a+1 -
A—1T(at1)I(2—0) o o
+L1 177|>\2_>\2>\1773|£a—2 (t% - t% )

| T8 —1me-1Ta-DT@—0) J

] . _
[A1n—1T(a+1)T'(2—0) . .
+L, o[ (177 —1577) (3.44)

T - TeE- 1T (a—Dr@—0) |

[ A2 A1) — Ag 5&-2 (thJ . t370)
M — 1M = 1T (a—1)T4—-0)] \? !

+14 [

[\ — 1 (t3fa _ t3*0)
M — 1 Xl =1 T (a—1)T(4—0)] V! 2

+14 [

De (3.43) et (3.44) , nous avons
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[61y(t1) — d1y(t2)| x <

A — 1] + | A p® A2 — Ao €972
Ly (ty — t1)
M — 1T (a+1) 6 m—1]ré— 1T (a—1)
1 |1 — )\17’]3| :|
+L + t —t
1 [Mm—ur(aﬂ) 6n 1Pt —1[T(a—1)| 1~
Mo A17 — Ao| €972 A —1
_I_Ll[ [AaAin 2| € [Ain | ](tg—t‘;’)
6\ — 1 [A€ — 1T (a—1) " 6[Ag—1][Ao€ —1|T (v — 1)
(tr—t3)  2(ta—t1)" Ly _ _ P
L pOmO 400 L9 (t, — ¢
* 1[r(a+1) Tt | T Ta—orp i —8 2Lt
(3.45)
ixcesy T It =)
=1 (a+ )T (2—0) Y Y -1+ DI(2—0 Y Y
+L1 W}\z_)\2>\1773|§a72 ] (t% — t% ) + Ll n ’1_>\1n3’£a—2 ] (t% — t% )
S P 1T(a—1)T2—0) S TeE— T (eI (2=0)
[AaAin — M| €772 3 3
L 3=0 _ 3o
| T iy ()
‘)\177 - 1‘ 3— 3—
L 3=0 _ 39
| e e Ty )
D’autre part, nous avons
|poz(t1) — Poz(ta)lly <
|:‘>\177_1‘+‘>‘1‘77ﬂ A2 — Xy €772 } (t— 1)
2 2 — U1
M —1T(B+1)  6|Mn—1[XE-1T(B-1)
1 ‘1 — )\17’]3‘ :|
+L { + t —t
PTG+ D) T 6pwn— 1wt — 1T (1)) 1
Ao dim — Ao| €772 A — 1] 3,3
A =1 [ME=1T(B—-1) 6[Mn—1|E—-1T(B-1)
(t’f - t§) 2t — 1) | L2 [tf” —ty 4+ 2(ty — tl)ﬂ“‘]
+L 3.46
*Ir(B+1) " L(B+1) T(B—-0+1) (346)
Pl SYTESUNEESVINGRy
An—1|T T(2—95 _ _ 1n—1 +1)I'(2— _ _
+Ly i ewe 1o (150 — #179) + L, T e ] (110 — £579)
T S PRI (1T (2=3) 6Inn—1| €1 (B—1)T(2-3)

oAy = Aol €7 35 _ 43—

+L2{P\m—1|\)\2§—1\F(ﬁ_1)r(4_5)} (B —117")

+Lo [ [\ — 1 ] (#39 — £379)
M — 1M -1T(B-1)T 4 -6 ‘! 5 ). |
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Remarquons que si ¢, tend vers t1, alors la norme ||¢ (z,y) (t1) — ¢ (z,y) (£2)|| x»y — O.
Puis, en combinant les étapes A, B, C et en utilisant le théoréme d’Arzela-Ascoli, nous

déduisons que ¢ est completement continu.

D : En fin, nous montrons que Q = {(z,y) € X XY, (z,y) = po(x,y), 0 < p <1},
est un ensemble borné.

Soit (z,y) € Q, alors (z,y) = pd(x,y), avec 0 < p < 1. Ainsi, pour tout ¢ € Jmnous
avons :

y(t) = peyy (t) et x(t) = pdyx (). (3.47)
Alors,
. L | —8)* (s, y(s), DOy(s))| ds
M|y(t)| < F(a)/(t )| f(s,y(s), D’y(s))| d
|Ai] ¢ /
+‘)\17I— 1T (« 0/ (5,9(s), D°y(s))| ds
: —5) ail s, Y(s Sy (s S
= 1|r(a)0/(1 |£(s.y(s), Dy(s))| d (3.48)
£

Ag — M|t + [ A — Ao| 3
o = oA £+ Podan — 2' / (€= 9)" | F(s,y(s), Dy(s))| ds

6 [\ — 1| A& — 1| T (« /

11— Pt + A — 1] 83 / . )
1_8 S, SuD S ds.
6 — 1] — 1]T (o = 2) ( | f(s,y(s), Dy(s))|

En tenant compte des conditions de (H3), nous pouvons écrire :

[A1n—1]+|A1|n*+1
[A1n—1|T(a+1)
|y(t)| S ﬂLl [ (|/\2 A1 dan3 |+|>\1>\;:}] )\2|)£a 2+‘1 )\17]3‘_’_‘)\177 1| ] (349)
6] A11—1][A2€—1|T'(a—1)
Alors,
ly(@)| < pLiNy, t € J. (3.50)

De plus,
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l{D‘;y(tH <

(v — o) / ) 1 ( ’?J(S),D‘Sy(s))\ds

n

|)\1tl(7 / al )
— D d
Tt @TE s 9" | £(s,9(5), Dy(s))] ds
0
1_
|)\177—1|F 2—0/
0

[An—1||A26—1|T'(a—2)T'(4—0)
|/\2 )\2/\1773 tl—o

+ 6‘)\11’] 1||)\2£ 1‘1_‘ a— 2
[A2A1m—Xot3 "
[A1n—1[[A2€—1|T'(a—2)T'(4~0)

)" | Fls,u(s), Dy(s))] ds

/1

|>\2 )\2)\177 tl g
+ 6| A1n—1||A26—1|T(a—2)'(2—0)
|)\2)\177 /\z‘t -

et
A1 +1
Doy(t)| < ulL
[D7y(B)] < p 1{F(a_g_|_1)+|)\1n—1|F(a+1)F(2—U)
Ao — MAan?[ €972 |1 — Ay
+uL1[ o | o }
6 [\ —1][A€ = 1T (@ =1)I'(2 - 0)
+pL { [Aidan — Ao €72 + My — 1 ]
"Tan =1 [AE—1T(a— DT (4—0)
Donc,

[ D7y(t)] < pLiNy

De (3.50) et (3.53), nous avons

[yl x < pLy (N1 + Na).

De la méme maniére, nous trouverons

lz]ly < L2 (N3 + Ny).

Par conséquent

1@, Y)ll xxy < pla (N1 + Na) + pLa (N3 + Na) .

3
[ (€= 97 1(6.565), Dyl ds

)7 | f(s.y(s). Dy(s))| ds,

(3.51)

(3.52)

(3.53)

(3.54)

(3.55)

(3.56)
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Ainsi,
16 (2, )|l xxy < 00- (3.57)

Ce qui montre que I'’ensemble €2 est borné.

De A, B, C et D, nous concluons que ¢ a au moins un point fixe (solution du Pb(3.1)).
|

Exemple 3.2 Considérons le probléme suivant :

( 15 2e~|cos(ty(t))| _
D7 x(t 1 =0
“a(t) + (12+1) (2+|DFy(0)) * (e (2+[DEy0)])
D3 y(t) + L + =0
y (e®+1)(A+z®))  7(144)2 <1+‘D%m(t)‘) R (3.58)
2(0) = y(0) = 0,2(1) = %ZJ %g,y(u) = %yél(é),2
[ 2 (0)=y (0)=0,2 (1) = zz(3),y (1) = 3y(3)
O’I\LOJZ%), :%702ga(S:g,)\l:%,)Q:%ﬂ?:%af:%et
Fls.u(s). Dy(s)) = 1 T e Laall0)
(2 +1) (2+ ‘D%y@)‘) T(1+er)? (24 ‘D%y@‘)
Y 1 et
g(s,x(s), D%x(s)) = + . (3.59)

EH DA+ ROD 70117 (1+ [Dh(e))

Les fonctions [ et g vérifient les conditions des hypothéses (Hy) — (Hs) .

D’aprés le théoreme 3.2, le probléme (3.58) a au moins une solution dans [0, 1].

3.2 Probléme2 : Dérivée de Caputo/ Intégrale de R-L

Dans cette section, nous introduisons un systéme d’équations fractionnaires [67] et nous
montrons 'existence de la solution en utilisant le théoreme de Schaefer. L’unicité de cette
solution est discutée dans la partie qui suit en faisant intervenir le théoréme de Banach.



46

¢ !
D%y (£) =3 fHtur (), ooyt (B), DVug (B) ..y DYmay, (1)), t € J,
i=1
1
D2uy (t) = 3 f2 (t,ur () 5 ooy Uy (£) , Dy (8) .y DYmay, (1)), t € J,
i=1
; (3.60)
Dy, (8) = D0 [ (tug (8) ooy U (£) , Dy () ooy DYy, (1)), € J,
i=1
ug (0) = ag,
WW0)=0,j=1,2..n-2
U](Cn_l) (0) = Jrkuk(Tk), e > 0,
\ /{::1,2,...,m,

ouin—1<ap<n, vy, €0,n—1]telsque k = 1,2,...met n € N*— {1}, m,[ des
entiers naturels non nuls, 7 €]0, 1], J := [0, 1].

Nous supposons aussi que D, DV k = 1,2,...,m sont des opérateurs de dérivation
k=1,2,....m

fractionnaire au sens de Caputo d’ordre «ay, et v, respectivement. Les fonctions ( fi’“)i:1 ;

. J x R?™ — R seront spécifiées plus tard.

Maintenant, nous allons présenter la solution intégrale du systeéme (3.60) :

Lemme 3.2 Considérons le probleme :

l
Duy(t) =Y QK1) teJ n—1<ay<n, neN —{1}, (3.61)

=1

ou (QM =" e ¢([0,1],R), m, 1 € N, tel que :

, uy (0) = ag,
u? (0) =0, j =120 =2, (3.62)
ul" D (0) = TR ug(r),
k=1,2,...m.
Alors pour tout k = 1,2, ...,m, nous avons :
Ll (= )
o (3.63)

(7_ _S)D‘k+rk71 k ak.rrkt
Of kF(ak-i—Tk) i (s)ds — F(gkil) ’

T(rg+n)t" ! (i
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Preuve. En appliquant le lemme 2.3 au probléme (3.61) , nous pouvons écrire :

l 1

(t — )™
Z/ °) QN (s)ds — b — it — kP — . —ch T (3.64)
0

aveccf €eR,j=0,1,2,..,n—1,k=1,2,..mmeN etn—1<ap<n,neN—-{1}.

Pour tout k£ =1, 2, ..., m, nous avons :

) uk(o) = _Clga
uf (0) = —jlck, j=1,2,...n—2, (3.65)
W V(0) = — (n— 1)1k,

En utilisant les conditions de (3.62) , nous obtenons

%:_%
ﬁz&j:LZ z
Eoo_ T(rp+n) k ag+re Nk (3-66)
Cn—l - F(n)(TZk+n_1—F(rk+n)) ( OF(Tk+1 Z J k kQ (Tk)>
k=1,2,...,m

Substituons les valeurs de ¢} données par (3.66) dans (3.64), nous aurons (3.63). ce qui
acheve la démonstration.
n
Passons maintenant a considérer ’espace de Banach :

S = {(ug,ug, ..., up) tux, € C([0,1],R), D*uy € C([0,1],R), k=1,2,....,m}, (3.67)

muni de la norme :

_ Yk
[ (1, ug, .. u stgy(MMmWDlmu% (3.68)
ou
llugll, = sup |ug|, k=1,2,...-
teJ
Hypotheéses

77777

t €0,1] et V (uy, ug, ..., Uapm) , (U1, Vay .y Vo) € RQ’”, Nnous avons

2m

|5 (b s gy o i) — FE (801,03, oy V2| < Z (Mf)j lu; — vy .

J=1
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)k:l,? ..... m

(Hs) : Les fonctions (fF im0

(2

[0,1] x R*™ — R; m,[ € N* sont continues.

(Hj) : Il existe des fonctions non négatives (wf)f;lzlm € C([0,1]), tellesque: V't € [0, 1]
et V (Ul, U9,y ..., Ugm) € R2m,

avec

supw” (t) = CF.
teJ

Les quantités suivantes seront utilisées le long de la démonstration :

2m
k
j=1 i=1
1 T o+
Fe = + ; +¢H(m )7y : (3.69)
Cla+1) * (0= DHr "™ =T (e n)| T (e + i + 1)
F* . 1 n T (rk + n) Tgk-&-rk
b F(Oék — Y+ 1) F(”—%) }Tzﬁnil —F(Tk+")|r(ak+Tk+1>’
et
k Tk
Wi = |af]+ F(T’ZM)'%‘T’“ ,
(n—1)! ‘77,;”"* —T (ry + n)| T (ry+1)
(3.70)
Wy = F(Tk+n)|a]§‘7'};’“

C'(n—g) ‘TZ’“J“”_l — T (ry + n)| L (ry + 1)'

3.2.1 Continuité et Bornitude

Théoréme 3.3 Soient les fonctions ( ff)f:lljlm satisfaisants les hypothéses (Hz) et (Hs).

Alors, le systéme (3.60) a au moins une solution sur J.

La preuve de ce théoréme est basée sur le théoréme du point fixe de Schaefer.

Preuve. Nous définissons 'opérateur non linéaire P : S — S, tel que

P (uy,ugy ooy tt) () := (P (ug, ugy ooy ) () 5 oy Py (U1, 02, .oy ) (), t € (3.71)
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tel que :
Py (uy, ug,y ooy tiy) (1) :=
l ak 1
— Rt ug (8) oot (8), D7y (8) ..., Dy, (5)) ds + ab
]_—‘ 0
L (ry+mn)t"! (3.72)
(n— D (™"t =T (rp +n)) '
! ak+rk 1 k. Tk
k—S ATy
D" ey DV, -t
Z/ E e 0.t (5070 (6] D7 ) s — AT
0

En premier, nous montrons que P est complétement continu. Considérons ’ensemble :
Qo = {(u1,u2, ..., ) €55 |[(u1,uz,...,un)||g < o, 0 >0}, et nous montrons que P envoie
les ensembles bronés dans des ensembles bornés dans S.

Soit (w1, ug, ..., U ) € Qy. Les hypothéses (H3) impliquent que

| Pe (w1, w2, ooy ) || o
k 71
su S, U s$), D ui(s),...,D'mu,, (s
akHSegZ}f 1(5) ot () D" (5) ()]

[ (ry+mn)t"! ‘a’g} T
(n—1) ‘TT’”L” L F(rk+n)|F(rk+1)
[ (ry +n) t”_lTZHrk

|a0}+

+
(n—1)! |T;’“+”_1 — T (rg + n)‘ ['(ap +7+ 1)
XSupZ}f’“ $,u1 (8) ooy U (8), D g (5) 5 ooy DTy (5)) |
seJ
(3.73)
Alors,
| Pe (1, Ug, .oy ) || o
1 T Qg+
+ PR supzw
[(ag+1)  (n— 1)}k — D (rp+n)|T (g +rp+1) ) ses
L (ry +n) |ak| 77
+Ja] + () s i (3.74)

(n—1)! ‘T?“’Ln_l —T(rg+n)|D(r,+1)
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Par conséquent,

1Pk (i, iy ey )|l o

1 T (rp, + n) 707 S
<
< (r( + E;C

ap+1)  (n—1)!|rEne 1—F(rk+n )| T (o + 74 + 1)

(3.75)
I'(r +n)lag| T
+ ‘CLO‘ + | | ~rEtn—1 ‘ | :
(n —1).|7’k —F(rk+n‘f‘(rk+1)
Donc,
!
1P (ur, v, ooy )| < F i Y CF+ Wi (3.76)
=1
De plus,
HD’YkPk (ub U2, .-, Um)Hoo
[ k 71
S, JUm (8), D g (8), ..., D'muy, (s
F(%_%HSEJPZU‘ X (). D™ (s) (5))|
[ (ry +mn)tm "t |a’(§‘ T
+ re+n—1
I'(n—7) |mh —T(rg +n)| T (rp + 1)
(3.77)
T (rg +n) e te et
+ re+n—1
L'(n—") |7‘ F(rk—l—n)‘f‘(ak+rk+1)
xsup2|fk $,U1 (8) 4oyt (8), D g (), ooy DYy ()] -
seJ i—1
Alors,

| D7 Py, (u, ug, ..., m) || o

1 r (rk +m) TRt
< (” + BN RR L Sk

=7 +1)  T(n—7) }7' F(Tk+”)|r(04k+rk+1) i=1

I (rp + n) |ak] 3¢
I'(n—7) [T =T (g +n)|D(rp + 1)

+
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Ainsi,

l
1D Py (1, uz, ooy )| oo < F i Y CF+ W (3.78)
i=1

D’apres (3.76) et (3.78), nous obtenons

1<k<m

l l
P (u, g, ooy )| g < max (Fk20f+wk, F;ZCf+Wg> < o0. (3.79)
=1 =1

Donc, P envoie les ensembles bornés de S dans des ensembles bornés dans S.

L’hypothese (Hs) implique que 'opérateur P est continu dans S. Alors, soit ¢1,ts € [0, 1] ;
t1 < to, et (ug,usg, ..., Uy) € S, nous avons :

”Pk (u17u2a 7um) <t2) - Pk (u17u27 7um> (tl)“oo <

1

) . ak_ak k
—F(ak+1)((t2 t)™* + (tg* — ¢ ZC

[ (ry +n) ‘a0| T

_l’_
(n—1)! |T£k+n_1 — T (rg + n)‘ L(r,+1)

(t5=t =t (3.80)

+

F(Tk—i_n) gk—i_rk tn l ch
(n—l)!|72’“+"_1—F(rk+an Oék+Tk+1)

et
| D7 Py, (uy, ug, .., ) (ta) — D% Py, (ug, ug, ..., um) (f1) ||, <

2 <t2 —t )ak Tk + (tak Te _ tfllk*'Yk)

o
Ik — v +1) ; '
I'(ry +n) |a P — P —
+ r—<i-nk1 | O‘T (t2 Tk 1_t1 Tk 1>
I'(n—)|m% — T (re +n)| T (re + 1)
(3.81)
Qe+ l
. [ (rg +n) TkH k (t;_%_1 B t?—yk—l) Z ok
T'(n—"g) ‘TTH" ! F(Tk+n)|I‘(ozk+7"k+1) : !

Nous pouvons remarquer que les seconds membres des inégalités (3.80) et (3.81) sont indé-
pendents du vecteur (uq, ug, ..., uy,) et tendent vers zéro quand to — t; — 0.

Par conséquent, P est equi-continu. Ainsi, 'operateur P est complétement continu.
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Finallement, nous montrons que ’ensemble A est borné, avec

A= {(ug,ug, ooy tty) €S, (U, Uz, ooy Upy) = NP (ug, ugy ooy tty), 0<n <1}, (3.82)

Um) € A, nous avons (Up, Usg, ..., Um) (1) = NP (uy, ug, ..., Un) (t),

Pour tout (uq,us, ...,
Vt € [0,1]. En utilisant (3.79), nous trouverons que

l l
wllls Smmax (FpY CF+Wi, F1Y CF4 W,;*) < 0. (3.83)

||(U,1,U2,..., Py (
i=1 i=1

Donc, A est borné.
Grace au lemme de Schaefer, 'opérateur P a au moins un point fixe qui est solution du

systéme (3.60). Ainsi, le théoréme 4.3 est démontré

Exemple 3.3 Soit le probleme suivant :

( D%uy (t) =
tsin(D% u1 (t)+D%u2 (t)—i—D%u?, (t)) et sin (ul (t)D%ul (t))
1+|sin(u1 (¢)+u2 (t)+us(t))] 1+‘cos (u2 (t)+D% u2(t)+u3(t)+D% u3(t)) ’
D7 uy (t) =

et s71n(u1 (t)+1iQ (t)+us (tl)g + Sin(;tg (t)us (Z)) .
2—sin(D?u1(t)+D3u2(t)+DTU3(t)> 7r(t+l)+sin<u1(t)D§u1(t)D?§UQ(t)+DTu3(t))

D%us (1) = (3.84)

tsin(uq (¢)uz(t)us(t))
P 1
eD2 ul(t)+D§U2(t)+DT5“3(t) 7

T 4 15
sin (uy (t) ug (t) us (1)) etcox(D?zul(t)JrDSuQ(t)JrDTuS(t)) n
ur (0) = 3v2, uf” (0) = u? (0) = u{ (0) = 0, u{? (0) = J5 (3),

4z (0) = V7, 5 (0) = ug” (0) = w” (0) = 0, w” (0) = J% (5).
)

uz (0) = V5, u§” (0) = uf” (0) =

\
19 _ 1. _ 17 _ 4. _ _
Nous avons :m =5,1 =2, a1 = 7,7 = 35 Qa = , Y2 = 3, a3 = 2, 73 4
_ 1 _ 5 1 9 4
To=35,T3=%,T1=35,T2=3, T —gJ [0,1].

Pour tout (uy,us, us, ug, us, ug) € R®, Vt € [0,1], nous obtenons
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‘i
|SI‘IIU4+U5+U6| <o,
1+ [sin (ug + ug + ug)|

’ fll (t,ul,U27U3,U4,U57U6){ S W% (t) —

t .
el [sin (ujuy)| <Cl—e
1+ |cos (ug + us + us + ug)|

() =

[

‘ f21 (t7u17u27u37u47u57u6)‘ S w

e' |sin (ug + ug + ug)|
2 — sin (ug + us + ug)

’f12 <t7u17u2’u37u47u57u’6)} S w% (t) - S 012 =€,

|sin (ugug)]| _
7 (t 4 1) + sin (ugugus +ug) — > w—1

N N

‘ 3 (t,ul,u2,u3,u4,u5,u6)‘ <w;(t) =

‘ff’ (t7 Uy, U2, U3, U4q, Us, u6)| < W? (t) = |Sin (ulu2u3)’ etcoas(U4+us+u6) S Cf =€,

t[sin (uy () ug (t) us (1))]

<C3=1.
euattus+ue - 02 1

‘fg (t7 ’U,l,'LLQ,U3,U4,U5,UG)} S w% (t) =

Les fonction fF sont continues et bornées dans J x RS. En utilisant le théoréme 3.3, le
systéme (3.84) a au moins une solution dans J.

3.2.2 Lipshitzianité Conditionnée
L’existence et 1'unicité de la solution de (3.60) est assurée par le théoreme suivant :

Théoréme 3.4 Supposons que Uhypothése (Hy) et la condition :

max X (Fr, Fr) <1, (3.85)

1<k<m

sont satisfaites, alors le systéme (3.60) a une solution unique sur J.

Preuve. Commongons par monter que P est contractant :

Soit (U1, Ug, ..., Up) , (V1,02 ey V) € S. Alors, pour tout £ = 1,2,...,m, t € J, nous
avons :

‘Pk <u17u27 7um> (t) - Pk <U17U27 -"7Um) (t)| <

l

1
—Su
[ (ar 1 1) e &=

FF(s,u1 (), ooyt (), D™ ug () ooy DYy, (s)) '
—fE(s,01(8) oy Um (8), D vy (5) , ..., DTmup, (s))

F(Tk+n) kT
(n— 1)t |7 l—F(rk—i-n )| T (o + e + 1)

fk (s Uy (8) 5oy U (8), D ug (8) ooy DYy, (s)) ‘
fF (s, (s), Vm (8), D" vy (s ),...,D%nvm $) |’

+

(3.86)
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En utilisant (H;), nous obtenons :

| P (1, Uy ooy U) — Pr (01, 025 ooy U || o <

oo —

1 N L (ry, +n) 7oe"
I (o + 1) (n—l)!’Tzﬁn1—F(rk+n}F(ak+rk+1)

(3.87)
I
x Z_; () + () o () 5) 2 (s = vellog (1D (ot = 0)]lc) -
Puis,
| Pe (u1, w2, ..., ) — P (01, 02, ooy Up) || o, <
ErF || (ur — v1, o Uy — Uy D7 (ug — 01) 5o, D™ (U, — V)| 5 - (3.88)
D’autre part, nous avons
|D’YkPk (ul, U, ..., U,m) (t) — I)WCP]C (Ul, Vg, ...,’Um) (t)| S
%=V (5,01 (8) 4oyt (8), D™ g (8) ..oy DIy, (5))
['(ag — v+ 1) SEJ fk s , v ( ) ey Um (8), DMy (8) ..., DYy, (3))
r e P RN
N T(Z]Z +l n) T (3.89)
I'(n—q;) |7 —T(r+n)|T (ar+re+1)
I
o2 [ (00 0]t 0, D00, 0 ) ‘
P 2| P (5,01 (5) e 0 (5) o D701 (8) o D01 ()
Alors
| D% Py, (uq, usg, ..., um) — D% Py (1, V2, ..o, Un) || o <
= + [ (ry +n) 7
Dlag =7 +1)  T'(n—ny) ‘TZ””_l =T (rp +n)| T (o + 7 + 1)
(3.90)

2m 1
XY O B (1 (ur = 01, eyt = Vi, D (g = 01) e, DV (= 0|

i=1 =1
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Donc, nous avons

| D Py (g, g, ooy U) — DBy (01,02, 0, 03[ o <
ErF || (wr — v1, e Uy = Y, D7 (g — v1) 5o, D (U, — V)| 5 - (3.91)

En combinant les deux inégalités dans (3.88) et (3.91), nous aurons alors :

HP(’U,l,UQ,...,Um) _P(UlanP"?Um)HS S

1rill¢€a<Xn2k (F i, F3) |[(ur = v1, ooy U = Uy, D7 (ug — 01) 5 ooy, D7 (U, — 0)) || 5 -

(3.92)

Comme la condition (3.85) impose que ax Yk (Fr, F}) < 1, nous pouvons donc dire
SKESn
que l'opérateur P est une contraction.

Ainsi P a un point fixe qui représente la solution du systeme (3.60). Ce qui achéve la
démonstration. m

Exemple 3.4 Soit a considérer le systéme suivant :

(

D?Ul (t) =

8 5
D3uy (t)+D§U2 (t)
S ( o (1) + cos (1) + ¢ | | )

1+‘D%u1(t)+D%u2(t)D

1 Jur (£)+usa (1) .8 . 5
i (27r(1+1|u1(t)j-uz(t)|) +sin D3uy (£) + sin D2 uy (t)) ;

= U U . 8 . 5
D%y (1) = gt (0520 + sin (DS (1)) +sin (Diuz (1)) )

(3.93)

2 ‘sin(ul (t))+cos(uz(t))+cos (D% u1 (t)) +sin (D% u2 (t)) )
6 1+|sin(u1 (¢))+cos(ua(t))—cos (D%ul(t)) +sin (D%ug(t)) ‘ ’

ur (0) = V3, u{” (0) = u{® (0)

\ uz (0) = V5, uf” (0) = u? (0)
Nous avons alors :
n:4,l:2, aq = 1

0, ul” (0) = J3 (2)

3 Qo = 159771:§a ’7223, 7’1:%, 7”2—%, T1 %, 7'2—%, J_[O,l],
1 |us + u
1
t R
fl ( 7u17u27u37u4) ]_27'('3 (t+ 1) <COSU1 _'_COSUQ + (1 n |U3+U4|) )
1 |uy + us| . )
1
t —
Ja (b, g g, ua) = (t+1) (27r(1 ) ORI
1 |U1+U2| . .
2
f1 (t7U17U2,U37U4) = 14ndet <1 T |u1 —|—u2| +sinuz +sSinuy |,
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f22 (t,ul,UQ,U3,U4) =

12 |sin uy + cosug + cosug + sin uy|
6m3 \ 1 + [sinwu; + cos uy — cosug + sin uy|

Pour tout t € J et (uy,us, us, ug) , (v1,v2,vs3,v4) € RY nous obtenons :

|f11 (t,ul,UQ,U3,U4) - fll (t,Ul,UQ,'Ug,U4>‘ S

1217T3 s =il + 1217r3 2 = vzl + 1273 s = val + 1217T3 s = va]
!f% (t, w1, ug, uz, ua) — fy (£, 01,02, v3,04)| <
1 1 1
W‘ 1|+1282‘ 2|+64 |U3—Us|‘i‘64 |tg — 4],
|f12 (t, w1, ug, uz, ua) — f1 (¢, 01,2, v3,04)| <
1 1 1 1
T [ ol g fue — el 4 g s — sl 4 g fua —wl,
| f3 (t, w1, ug, ug, ug) — f3 (£, 01,02, v3,v4)| <
1 1 1
|u1— 1|+ |u2—v2|—|—63|u3—v3|+63|u4—v4.
Nous prenons : '
(M%)1 = (M%)2 = ('L&)?) - ('u%)4 T 1953’

1 1
(2), = (12)y = T3z (m2)y = (m2), = g~

647’
1
(1), = (1), = (02)y = (W), = 7=
1
(2), = (1), = (m2)y = (12), = 55
Et puis,
1 F1 = 0.001517, YsF o = 0.001820,
SiFT = 0.022304, ToF % = 0.027009.
En effet,

max (X1F 1, XoF 2, X1F 7, 2oF5) < 1.

D’aprés le théoreme 3.4, le systéme (3.93) a wune solution unique sur J.



Chapitre 4

SYSTEMES DIFFERENTIELS
FRACTIONNAIRES A SOMMES
INFINIES

4.1 Nouvelle Piste de Recherche

Ce dernier chapitre consiste a étudier un nouveau type de systéme d’équations fraction-
naires, c’est des équations couplées avec suites de fonctions aux quelles nous exigeons la
convergence. Il est a noter que la littérature n’est pas encore riche dans ce sens. Les pre-
miers résultats obtenus sont ceux de M.A. Abdellaoui et al. dans [2] . Les auteurs traitent
le systeme a deux EDFs :

(
30 Sy e (5) s (5,
L DO =htu®.0@
+> fo (t_rs()@ii;l(/ﬁi (s) hi (s,u(s),v(s))ds, t € J,

n—2

<
»
IS
»
~—
4
—~
V)
~— — ~— ~—
~—
QL
o
~
m
<

(4.1)

ilng

ota,BE€n—1,n[,0; >1,8,>1,i=1,2,.., J:=[0,1]. Les dérivées D%, D sont au
sens de Caputo et les fonctions fi, fa, i, hi, @;, ¢, € C_1([0,1],R).

57



o8

D’autres résultats sur les systémes fractionnaires avec suites convergentes sont établis
en faisant intervenir la théorie de point fixe. Dans [68], les auteurs étudient I'existence et
I'unicité de la solution d’un probléme qui généralise en quelque sorte le systéme précédent
en ayant des sommes finies et d’autres infinies dans les seconds membres des équations. Le
probléme traité est le suivant :

Do (1) = zf (ty (t), Dy (t), Dy (1))
Y

Doy (1) = 3 b (6 (1), DV (1), D 1) -
+zf0 o0, () by (o (r) . DY (), D2 (r)) dir, t € 1, '

():ao,y(O):bo,

2D (0) =y (0) =0, j=1,2,...,n —
(” 1) (O Jx(r), 0 > 0,7 €]0,1],

X “D(0) = Joy(p), ¢>0,p€]0,1],

avec ag, 00 € In—1,n[,0;, >1,0; >1,j=1,2,..., 7,7, €]0,n—1[,l € N*, 0,0 € R%,
I =10,1]. D*_ D7 sont les dérivées fractionnaires de Caputo d’ordre oy, et 7, réspectivement
avec k = 1,2. Les fonctions (fi),_; ,:1 X R? — R, (Ki)jmy, g I X R? — R, et 1, g;,&;, h;
des fonctions continue sur /.

17,0- (r)g; (r,y(r), D"y (r), D"y (r))dr, t €1,

=)

—
~

T
y 2,
) =

4.2 Probléme et Résultats

Maintenant, nous proposons un probléme plus général [69] avec m équations différen-
tielles, des ordres de dérivation trés importants, des sommes infinies et des conditions inté-
grales. Nous allons étudier I'existence d’au moins une solution. Puis, nous montrons 1’exis-
tence et 'unicité. Le systéme est donné par :
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D%y (t) = izljlf} (tyug () 5 ooy Uy (), D1y (1) ..y DYmay, (1))

+Zf”” 1 (5) g} (5,101 (8) st (8) D () e, Dty (5)) ds, £ € T,

D2y (t) = z 2 (tuy (8) oyt (8) , D7uy (t) .y DTy, (1))

Xt (t—s)Pi71 o 2 v ¥
+> Jo ray %1 (8) g5 (8,u1 (), oy um (s), DMug (s) ..y DV, (s)) ds, £ €,

ul™ (0 :o, r=1,2,...,n—2,

(4.3)

avec o € In—1,n[, B; >1,j=1,2,...,v,€]0,n—1[,l € N*, 0, € R}, J =[0,1]. Les
opérateurs D, D7+ représentent les opérateurs de dérivation au sens de Caputo d’ordre «
et v, réspectivement ou k = 1,...,m. Les fonctions (fik)i:1 o X R2™ — R et gpf, gf des

.....

fonctions satisfaisants des hypothéses qui seront précisées plus tard.

4.2.1 Reésultat Préliminaire

Lemme 4.1 Supposons que u € C"y, B, > 1,7 =1,2,... et ay € [n — 1,n[. Si les fonctions

F,,G; , ®; € C_;([0,1],R) telles que 231 @]l < oo et Gj sont uniformement bornées et
j:

Dlotm)L=L] 4 zotn=1 - Alors, la solution du probléme

I(n)
l oo t ( )ﬁj*l

Drult) =3 Fi()+ Y /0 %Qj (5)G; () ds, t € J. (4.4)

avec les conditions
u (0) = ao,
uM(0)=0, r=1,2,...,n—2, (4.5)
u™ D (0) = u(1) + Jou(r)
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est donnée par :

IR G N ) e G
_ZO/ o E(S)d8+;/ Mw 041G (5)ds

T(o+n)tn—1
0 = FormA-TmI+ T T <

OOTTS B e 1T—sa+ﬁj_1
+ 2 [y B (G () ds + 2 [ Ers =0, (5) G, (5) ds

0
Preuve. En moyennant le lemme 2.3 et la relation (4.4) nous avons :

oune, €ER r=0,1,2,..,n—1letn—1<a<n,neN —{1}. Alors,

u(0) = —co,
uM(0) = —rle,, r=1,2,...,n — 2,
u™V(0) = — (n—1)le, ;.
En utilisant (4.5), nous avons
(

Co = —Qao,
=0, r=1,2,...n—2,

— I'(o+n)
En—1 = TormA-Tm T <

l T r—s8 a+to—1 l 1 T—s afl
Zf—( r<l+a> Fi(s)ds+ 3 [ 1 F(;) F; (s)ds + 5575 + ag
0 0

(4.8)

(4.9)

Puis, en remplagant les valeurs de ¢, données par (4.9) dans (4.7) nous récupérons (4.6) .

Ainsi le Lemme est démontré.
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[ |
Nous aurons besoin de I’espace de Banach suivant :

X = {(ula 7um) Sug € C1—1 ([07 1] 7R) ) D’quk: € C’—1 ([07 ]-] 7R)7 k= 1727 '-'7m}a (410)
muni de la norme

1y ooy um) |y = max ([Jugll o, [ D™l o) - (4.11)

4.2.2 Hypothéses

.....

(V1 ..., V2m) € R?™ nous avons :

|ka (t,ur, ..o, Ug) — fF (L, 01, ...,vzm)} < p; max {|up — vh\}h:m, (4.12)

|g§-g (t, Uy, ..oy Ugp) — g;?“ (t, vy, ...,'Ugm)‘ < o;max {|up — vh\}hzm, (4.13)

oujeNetl<k<m.

(Ha) : (i) : Supposons que ¢¥ € C_1([0,1],R) et g} sont uniformement bornées i.e il
existe L* € RT tels que pour tout ¢ € [0,1] et (uy, ..., Uz, ) € R®*™, nous avons

!gf (taulw'wu?m)‘ S Lk;] - 1,2, (414)

(i7) : Supposons que i ”90?”00 < 00.
j=1

(Hs) : Les fonctions fF, g¥ :[0,1] x R*" — R, i = 1,...,1, j € N* sont continues et il
existent des fonctions positives £F € C'([0,1]), telles que : V ¢ € [0,1] et V (uy, us, ..., Ugm) €
R?m

}fzk (t,ul,u2,...,u2m)‘ S f,’f (t)7 (415)
avec
supér (t) .= CF. (4.16)
teJ

Posons les quantités suivantes :
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I'(or +n)
Wk - op+n—17
[(ok+n)[1 =T @) +T(n)7y
1
7, — LV W]

F(Oék—f—l) F(ak+ak+1)’

1+ [Wy]) Wi
S (e )

(4.17)
- 1 () Wil (1 |
b Tt D) Ty (r<ak+1>+r<ak+o—k+1>)
SN 1 I (n) [ Wil
2 Il [F(ak+ﬁj—7k+1)+r(”—%)
o 1 . 1
U(ap+p8;+1) T(w+8;+0k+1)
et
Wi
U, = ‘a0|(1+|W|T %),
(4.18)

B |a0‘ ' (n) |a0Wk} 1
VE = T T T ( +r<ak+1>>‘

4.2.3 Reésultat d’Existence

Le théoréme suivant étudie 'existence de solutions du systéme fractionnaire (4.3) sur
[0,1].

Théoréme 4.1 Soit les fonction (f’“)k 1122 """ " satisfaisant les hypothéses (Hy) et (Hs). Alors,l

le systéeme (4.3) a au moins une solution dans X.

-----

Preuve. Prouvons que 7' est completement continu. Considérons I’ensemble :

Tei= {(ur; o tm) € X5 [[(ur, s um)llx < . < >0}

Les conditions de (Hs) permettent d’écrire pour tout ¢t € J :

= Ll
Zr (ot 6, 21) (4.19)

ak +8,—

w]()gj ,)ds

ak+5

Jj=1

Alors,
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e ’“Z ]|, < oo (4.20)

1: 7T envoie les ensembles bornés de X dans des ensembles bornés dans X.

Soit (Ug, ..., um) € T, ¢ > A, tel que A = max (Zp X + Vi, F 12k + Vi)
et Yj = max (Z CF, Lk)

Nous définissons 1'opérateur :

T (U, ooy tn) (8) = (11 (U1, ooy tn) () 5 ooy T (U, oy ) (2)) T €

tel que

o0 Oéiﬁ'ﬂ

+ZO/ F Oék —I—ﬁ 90]‘ (3)9;? (8,u1 (8) s ooy U (8), DVuq (8) .oy DV uyy, (8)) ds

a 1
. S ktoE—

+af — Wyt" 2/ Tk I (s u1 (8) .oyt (8), Dy () ..y DYy, (5)) ds

Oék—FUk

akl

W 12/ 1_3 P (5,0 () 1ot (5) s D01ty (5) 5 ooy Doty (5)) dis

00 ak—‘rﬁ Fop—1
Wi 3 / r aﬁ Ty 7 OV 5 9 (5, D7 0] D (5) s

0 ak+6

—Wit"™ 12/ ak-i-ﬁ gp? (s)g;? ($,u1(8) ey Uy (8), DM uq (8) ey DVm gy, (8)) ds

bt (TR 4.21
oW F(0k+1)+ (420

En utilisant (Hj), nous obtenons :
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Th (w1, s um) (1) <

1+ |[Wyg
—F(Z‘+k stblpiz:]fk Sy Ut (8) 5 eeey Uy (8), DTy (s),...,D”mum(s))‘
j=1 Oék‘i‘ﬁj‘i‘l) soy 13T TS e Bm AR A=) m
(4.22)
Wi 7
D" . DV,
oo 15 B 00, D) 100

Oélﬁ'ﬁ itk

W et -
—i—; F(Oék+ﬁ-+0k+1) EI}I)LC]] S,u1 (8) ooy g (8), DMy (), ooy Dy (5))|

+|a0}(1+|W|r %)

Ainsi,
Ty (U, ooy ) ()| <

1+ |Wg| |W| 7ok tow ]
+ su wz

ted ¢
(4.23)
k 1 W, W, ak+5 +ok
Z ”on” + [Wi) +Z Wil H%H max L
= ak—l—ﬁj—i—l) i F(ak+6j+gk+1) 1<k<m
Wi
+|a0}(1+|W|T —F(Uk-kl))'

Sachant que

l
Y, = max (Z CF, Lk>

alors,
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Aussi, pour D7*T}, nous avons :

| DT (g, ooy ) (8)] <

1
F(ak_7k+1 seJ

%) k
I3l
X su S, UL (8) 5 eeny Upy (), Duq (), ...y
2 T A—— eJp}gj 1 (s), (s) 1 (s)
[ (n) [Wy| 73" k(
su S, U S U (8), DM uq (8) ...,
I'(n =) T (e + 01 + 1) serlZ:}f 1 ( (5) 1(8)

ag+B;+toy

= Do) Wl el
+;F(n—7k)F(ak+ﬁj+ak+l) seJ

L(n—7)T (ax+1) ses

S ) [[s75 o W5l
Fn—vk (e +8;,+1) ses

J=1

|a0‘ I'(n) |a0 | ( o 1 )
+ Ty S
L(1 =) I'(n—) P T(ok+1)
En effet,

[ DT (g, ooy ) || oo < F 620 + Vi,

De (4.24) et (4.26) résulte :

| Ty (uq, ---,um)Hx < 12}5?% (ZkXk + Vi, F 12k + Vi) <,

d’ou, T" envoie les ensembles bornés dans des ensembles bornés dans X.

2 : T est équi-continu :

xsupZ‘fk S, U1 (8) 5 ey Uy (8), D1y (s),...,DVmum(s))}

sup | g} (s, u1 (5) ooty (), DMy (5) , ...,

X sup }gj S, U1 (S> cony Uy (5)7D71U1 (S),...,

DVmy,, (s))}

| ><sup'2‘f"C S, U1 (8) ;eeey Uy (8), DMy (s),...,DVmum(s))|

(4.26)

(4.27)

D’apres les conditions (H,) , 'operateur T}, est continu dans X. Alors, soit 1, %, € [0, 1] ;

t1 <ty et (ug,...,un,) € X, nous avons :
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Ty (s oey U) (B2) — T (Ury eoey U (81)] <

ta ap—1
> i %ﬁ“ ($,u1 (8) ooyt (8), DMy (8) .oy DV, (8)) ds

ol ap—1
52 [ B P (5,0 (5) ooyt (5), DYt (5 oy D0ty (5)) dis
=10
oo t2 (tg—s)akJrBJ 1 k
2:1']1 D(ax+8;) 77 (s) 9; (8,11 (8) oyt (), D71y () DVmuy, (s)) ds
=10 J
oo t1 (11 S)ak+ﬁj 1 &
= 3 [ () 05 5,01 (9 ot (5) D700 (5) o Dot (5) ds
j=10 i
Tk

n—1 n—1 l (Tk B S)ak—HTk_l k Y1 Y
+ |[Wy| (t2 —t] ) Z/ T FE(s,u1 (8) eyt (8), DMy (8) ooy DYmuy, (8)) ds
0

[e’¢) (Tk; o 8)ak+ﬁ +or—1
+ (Wl (8571 = t771) Z/ gp? (s) gj’-C (8,1 (8) 5 ooy U (8) , DM uq (8) .oy DYy, (5))
0

[ (o + B + o)

I«

=1

l 1 ap—1
+ W (5571 =771 Z/ ) T fF (s, up (8) oy (8), DMy (8) .., DYy, (8)) ds
0

1
o0 Oék-‘rﬁ -1
sl - Y [ 5 MH T 088 5 6] (), D700 (6], D (0)
0

j=1

+ Wl (8571 = ¢771)

an (r(#giu) + 1) ‘ : (4.28)
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Alors, nous obtenons :

| T (n, oooy i) (t2) = Tho (w1, ooy ) (81) || o <

=1
(4.29)
Toék-l-ﬁg-i-ﬂk 1
Lk Wl (17— 1 _tn 1 k
W 057 =) S I o R
n—1 _ n—1 s
+ agWi| (t ) F(ak+1)+1‘
D’une autre part :
k UL,y ooy U 2) — k k\ULy oy U 1 ~
1D T ( ) (t2) — DT, ( ) (B <
!
(i — ) SRS S i N
2 ' T (op — v+ 1) T +8; =7 +1)
+ (67 -6 el 4.30
? ! I (v %) ( )

ag+og

[ (n) Wi n—v,—1 nwk—l : Th 1
+P(n—7k)<t2 )22: { Oék+0k+1)+r(05k+1):|

r (n) Ik |Wk‘ ( S B . ak+5 +o 1
i I'(n—) ? ' Z”%” Oék—!—ﬁ + o +1)+F(ak+ﬁj+1)

g

+F (n) ‘%

—‘ tn Yi—1 _tn 'Yk_1> ' Tk +1' ]
A ¢ L) T )
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Les seconds membres des inégalités (4.29) et (4.30) tendent vers zero quand ¢y — ¢4, ce qui
implique que 'operateur 1" est équi-continu.

Nous concluons alors que T' est completement continu.
Maintenant, nous devons montrer que I’ensemble
Ai={(u, o um) € X, (ugy ey tt) =0T (ug, ooy ), 0<n <1}
est borné.

Pour tout (uq,...,uy,) € A, nous avons (U, ..., up) (t) = 0T (uy, ..., uy) (t), Vt € [0,1].
Grace a la formule (4.27), nous pouvons écrire :

||(u1, cen um)HX < 7711<I}§a<)§n (ZkEk + \I/k, Fp2p + Vk) < 0. (431)

Par conséquent, A est borné.

D’apres le théoreme de point fixe de Schaefer, 7" a au moins un point fixe qui est solution

de (4.3). =m
4.2.4 Résultat d’Existence et d’Unicité

l 00
Théoréme 4.2 Supposons que W # et et N o= max [ Y p, Y Qj) . Le
=1 =1

systéme (4.3) a une solution unique sur J, pourvu que (Hy), (Hz) et la condition

N max (Zk7 Fk:) <1 (432)

1<k<m

sont vérifiées.

Preuve. Montrons que 7T}, est une contraction.

Soit (Ug, ..oy U ) 5 (V15 ..., V) € X. Alors, pour tout 1 < k < m, et t € J, nous avons :
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1 ( 7u1(8)7' y Um
D (g + 1) ser 2 | =S5 (5,01 (5) s U (5), D101 (5) oy DV (5)) s

N i || kH sup g;? (8,11 (8) 5 ooy Uy (8), DVuq () ..oy DVm gy, (s)) ds
=1 r (OKk + Bj + 1) seJ _gjl'g (87 U1 (5> y ey Um (8) 7D71@1 (8) ) D"/mvm (S)) ds
[W| 730" 7 - l FE(s,up (8) ooyt (8), Duy (), ...y DYy, (8)) ds
(g +o,+1) 565) p— —fF (5,01 (8) ;.o Ui (8), D10y (8) ..oy DYmyy, (8)) ds
(4.33)
ag+B;+o
Z ‘Wk’HSOJH * * sup g? (Saul (S)? y Um (5)7D71u1 (5)7' 7D’ymum (S )CZS
Oék—i-ﬂ —|—0’k—|—1) seJ _g;‘c (37U1 (S), » Um (S)aD%Ul (8)7 Drmo (S))dS

)77, U (8), D"y (8) ..., DYmy, (8)) ds

Wl 4]
+
2 Tan 6,410

g5 (s u (), ...
—g] (s,v1 (s

S~—
I~
3
—
»
~—
3
<
=
—
»
~—
-
3
3
I~
3
~
»
~—
~—
U
»

En effet,

Tk (U, ooy ) (8) — Tk (V1 .oy ) (B)] <

{ 1+ [Wy] |Wi| ]
« sup l f}gs,ul(s),...,um(s),D71u1(s),...,DVmum(s))ds
ses = | =i (8,01 (8) ,ees U (8), DM1wy (5) ...y DYmuy, () ds
(4.34)
1+ |Wy Wi|
+ZH il (r aklﬂk )+F(ak—|—|ﬂ ]:-O'k‘f‘ )

m( ), DMy () .oy DYmuy, (8)) ds
U (8) , D1y (s) oy DYmu,, (S)) ds

gj (s,up (s),..

e _gf (Sa U1 (S) )

sed

puis,
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||Tk (ulv"'aum)_Tk (Uh"‘avm)H <

oo —

1+ W, Wi
F(Oék+1) F(Oék—i-O'k—i-l)
1+ Wil W]
k
+ Z o5 o . .
T(ak+Bj11)  Tlaw+Bj+0k+1)
X sz max {[luk — vill D™ (e — vi)lloc } -
i=1
Par conséquent,
”Tk (uh seey um) - Tk (U17 B3 Um)”oo <
(4.36)
Z Zpi ||((u1 - Ul) RS (um - UM) 7D71 (ul - Ul) AR Dm (um - vm))”X
De plus, nous avons
| DTy (ua, .oy ) — DV T (1, oy ) || o <
(4.37)
!
Fed o l((ur = v1),ooey (i = vm) , DM (g = 01) ooy DV (g, — 0| -
i=1
En combinant (4.36) et (4.37), nous obtenons :
| Ts (ury ooy ) — Tk (U1, ooy V) || ¢ <
(4.38)
N max (Zis F i) 1((u1 = 01) 5 ooey (i — 0m) s D (ur — 01) 5 ooy D7 (g, — o)) [ x

En tenant compte de la condition (4.32), 'opérateur 7" est contractant.

Ainsi, nous pouvons dire que 7" admet un point fixe unique. Donc le probléme (4.3) a
une solution unique sur J. =



Conclusion et perspectives

Dans cette thése, nous avons présenté une contribution au calcul fractionnaire, a savoir
les intégrales et les dérivées d’ordre non entier.

En effet, nous avons présenté des résultats d’existence et d’unicité sur les équations
différentielles fractionnaires aux ordres trés élevés, avec des conditions de forme intégrale
classiques.

Nous avons aussi abordé d’autres problemes différentiels avec conditions intégrales de
type Riemann-Liouville.

Les problémes traités sont beaucoups plus compliqués que ceux qui existent dans la
litérature, vu que les seconds membres contiénnent des non linéarités fractionnaires faisant
intervenir des suites de dérivées d’ordres arbitraires.

Dans le méme sens et pour essayer de balayer tout ce qui a été fait sur les équations
différentielles fractionnaires et 1’existence et I'unicité, nous avons étudié d’autres problémes
sur les systemes différentiels faisant intervenir les séries convergentes avec non linéarité dans
les seconds membres. A noter, les travaux que nous avons réalisé dans ce sens sont, & notre
connaissance, les premiers apres celui réalisé dans [2] .

Probléme ouvert :

Peut-on traiter les systémes différentiels fractionnaires & dérivées de Riemann-Liouville
faisant intervenir des séries dans les non linéarités ?
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